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Abstract

Approval tests become necessary if only few specimens are available and S-N-
curves or Gassner curves are impossible to determine. During approval tests
specimens are tested with higher loads or with an extended amount of cycles
compared to service conditions. The results of approval tests are maximum
failure probabilities. In order to plan and evaluate approval tests precise
knowledge of the deviation of the assumed probability function is necessary.
The predicted maximum failure probability is quite sensitive to the assumed
deviation. Assuming a logarithmic normal distribution, examples are given in
order to demonstrate the possible risks. Despite the endurance limit is rather
robust concerning small changes in the logarithmic standard deviation, the
maximum-failure-probability is not at all.
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1 Einleitung

Mit Hilfe von Festigkeitsnachweisen werden Bauteile auf ihre Festigkeit gegeniiber
statischen und zyklischen Beanspruchungen {iberpriift und nach wirtschaftlichen
Gesichtspunkten optimiert, [Haib 06]. In einem Festigkeitsnachweis werden
Beanspruchung und Festigkeit gegeniibergestellt. Bei zyklisch beanspruchten Bauteilen ist
neben einer sicheren Lastannahme in der Regel die Kenntnis der Wohlerlinie erforderlich,
die vorzugsweise experimentell bestimmt wird. Wohlerlinien geben den Zusammenhang
zwischen konstanter Beanspruchungsamplitude und ertragbarer Schwingspielzahl wieder.
Um eine experimentelle Wohlerlinie zu ermitteln ist eine groBe Anzahl an Priitkorpern
erforderlich. Die Auswertung des Wohlerversuchs liefert z.B. den Verlauf der Wohlerlinie
fiir eine mittlere Ausfallwahrscheinlichkeit von P, =50 % und die zugehdrigen Standard-
abweichungen, [Mart 11a] und [Mart 11b]. Unter Annahme einer logarithmischen
Normalverteilung kann mit dem Mittelwert und der Standardabweichung der
logarithmierten Merkmalswerte (=logarithmische Standardabweichung sio.s) eine
Umrechnung der Wohlerlinie auf beliebige Ausfallwahrscheinlichkeiten erfolgen,
Abbildung 1.
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log(Sa)
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Abbildung 1: Woéhlerlinien fiir unterschiedliche
Ausfallwahrscheinlichkeiten P (schematisch)

Als Beispiel sei die Umrechnung einer mittleren Dauerfestigkeit von S,p s, = 100 MPa
auf eine Ausfallwahrscheinlichkeit von Pa=10"=0,001% betrachtet. Die
logarithmische Standardabweichung in Lastrichtung soll einen in der Betriebsfestigkeit
tiblichen Wert von sjoes = 0,035 betragen, [Aden 01]. Abbildung 2 zeigt die Auswir-
kungen einer Uber- und Unterschitzung der logarithmischen Standardabweichung um den
Faktor 1,10 auf die berechneten Dauerfestigkeiten. Abbildung 2 ist zu entnehmen, dass
der Fehler im betrachteten Beispiel vernachldssigbar ist. Bei einer Fehleinschédtzung der
Standardabweichung um 10% wird die Dauerfestigkeit bei einer kleinen
Ausfallwahrscheinlichkeit von 0,001 % nur etwa um 3,5 % falsch eingeschétzt.
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Abbildung 2: Einfluss einer Uber- und Unterschitzung der logarithmischen
Standardabweichung auf die berechnete Dauerfestigkeit fiir eine
Ausfallwahrscheinlichkeit von Py = 10° = 0,001 % (Sap 50 = 100 MPa, sjoes = 0,035)

Die zur Ermittlung einer Wohlerlinie ndtige, grole Probenanzahl steht oftmals nicht zur
Verfligung. Sind nur sehr wenige Proben (z.B. fiinf oder weniger) vorhanden, muss ein
anderer Weg des Nachweises gegangen werden, um das Bauteil freizugeben.

Eine Moglichkeit zur Bauteilfreigabe mit wenigen Proben ist die Durchfiihrung einer
Freigabepriifung mit erhohter Last oder erhohtem Prifumfang (Schwingspielzahl),
[Liu 01] und [Miill 12]. In der Planung und Auswertung einer Freigabepriifung mit
wenigen Proben ist eine Kennzahl nétig, die das Streuverhalten in Last- oder
Lebensdauerrichtung beschreibt. Dies ist z.B. fiir die logarithmische Normalverteilung die
logarithmische Standardabweichung, [Liu01], oder fiir die Weibullverteilung der
Formparameter, [Miill 12]. Diese Werte miissen auf der Basis vorliegender Erfahrungen
abgeschitzt oder der Literatur, z.B. [Aden 01] oder [Trau 04], entnommen werden.

Der vorliegende Beitrag soll die Auswirkungen aufzeigen, die bei Verwendung einer
unzutreffenden, logarithmischen Standardabweichung im Zusammenhang mit der
Freigabepriifung mit wenigen Proben, entstehen konnen. Bei gleicher Fehleinschidtzung
der logarithmischen Standardabweichung wie im Beispiel aus Abbildung 2 kann sich ein
erheblicher Fehler in der vorausgesagten Ausfallwahrscheinlichkeit ergeben.

2 Freigabepriifung mit wenigen Proben

Freigabepriifungen mit wenigen Proben kdnnen sowohl mit erhéhter Last als auch mit
erhohtem Priifumfang (lingeres Kollektiv) durchgefiihrt werden, Abbildung 3. Bei
Priifung mit erhohter Last wird das Bemessungskollektiv (Betriebslast) mit einem
Lasterh6hungsfaktor Ls in Lastrichtung multipliziert wodurch sich das Priifkollektiv
ergibt, Abbildung 3 oben. Durch Multiplikation des Bemessungskollektivs mit einem
Lebensdauererhohungsfaktor Ly in Schwingspielzahlrichtung wird das Priifkollektiv fiir
eine Priifung unter erhohtem Priifumfang bestimmt, Abbildung 3 unten.
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Abbildung 3: Freigabepriifung mit erhéhter Last (oben) und
erhohtem Priifumfang (unten)

Mit dem jeweiligen Priifkollektiv werden die Bauteile beansprucht, bis sie die gewiinschte
Zyklenzahl erreicht haben (Durchldufer) oder ausfallen (z.B. Bruch). Die nachfolgende
Auswertung ist prinzipiell fiir Lasterhohung und Priifumfangerhhung gleich. Daher wird
im Folgenden nur noch die Lasterhdhung betrachtet. Weiterhin wird nur der in der
Betriebsfestigkeit wichtigste Fall einer logarithmischen Normalverteilung, [Buxb 92],
untersucht.

Jede logarithmische Normalverteilung mit Mittelwert S,s0, und logarithmischer
Standardabweichung s, s kann in die Standardnormalverteilung mit Mittelwert p = 0 und
Standardabweichung o =1 iberfiihrt werden, [Fahr 07]. Dabei ist u das Quantil
(Merkmal) der Standardnormalverteilung.

logS, —logS. .,
uzoga 085, 509, (1)

S log,S

Die Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion p(u) und die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(u) der
Standardnormalverteilung sind in Abbildung 4 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion p(u) charakterisiert die Art der Verteilung der Merkmale (hier die Festigkeit),
Abbildung 4 links. Sie ist dhnlich einem Histogramm. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion
hingegen gibt den Zusammenhang zwischen Merkmal (Festigkeit) und zugehoriger Aus-
fallwahrscheinlichkeit P, an, Abbildung 4 rechts. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion wird
durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion erhalten.
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Abbildung 4: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (links) und
Wabhrscheinlichkeitsfunktion (rechts) der Standardnormalverteilung

Eine Probe kann wihrend einer Freigabepriifung ausfallen oder durchlaufen. Das
Priifergebnis (r Ausfille bei n gepriiften Bauteilen) folgt damit einer Binomialverteilung,
da aufer diesen beiden Optionen keine dritte moglich ist. Im Extremfall existieren in einer
Priifung nur Ausfille oder nur Durchldufer. Mit Hilfe der inversen Fisherverteilung F ldsst
sich aus dem Priifergebnis die Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax der Priifung
abschitzen, Abbildung 5, [Stan 70].

(r+ 1)' Ff £, P
P — 151254V 2
APmax n—r+ (r+ 1) . Ffl’fZ’PV ( )

Dazu muss eine Vertrauenswahrscheinlichkeit Py vorgegeben werden, die ein MaB fiir die
Sicherheit des berechneten Ergebnisses ist. Eine iibliche Vertrauenswahrscheinlichkeit
von z.B. Py =90 % bedeutet, dass nach Durchfiihrung und Auswertung von 100 Freigabe-
priifungen zehn ein Ergebnis auf der unsicheren Seite vorausgesagt haben. Die GréBen f)
und f, sind die Freiheitsgrade der inversen Fisherverteilungsfunktion F.

f,=2-(r+1) (3)

f,=2-(n—r) (4)

Die Funktionswerte der inversen Fisherverteilungsfunktion F kdnnen aus Tabellenwerken
abgelesen oder mit Hilfe von MS Excel (F.inv) oder MatLab (finv) berechnet werden.
Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber Funktionswerte der inversen Fisherverteilungsfunk-
tion fiir eine Vertrauenswahrscheinlichkeit von Py =90 %. Neben der Abschitzung der
Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax fiir das Priifergebnis wird die Fisherverteilung
héiufig flir Testverfahren der Regressions- und Varianzanalyse benétigt, [Fahr 07].
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Freiheitsgrad f,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
39,863 [ 8,526 | 5,538| 4,545| 4,060 3,776| 3,589 | 3,458 3,360 | 3,285
49,500 | 9,000 5,462| 4,325| 3,780| 3,463 | 3,257| 3,113 | 3,006| 2,924
53,593 | 9,162 | 5,391 | 4,191| 3,619( 3,289 3,074 2,924 2,813 | 2,728
55,833 | 9,243 | 5,343 | 4,107 | 3,520 3,181 2,961 | 2,806 2,693 | 2,605
57,240 9,293 | 5,309| 4,051 | 3,453 [ 3,108 2,883 | 2,726 2,611 | 2,522
58,204 9,326| 5,285]| 4,010 3.,405| 3,055] 2,827| 2,668 | 2,551| 2,46l
58,906 | 9,349 | 5,266| 3,979 | 3,368 | 3,014 [ 2,785[ 2,624 2,505 2,414
59,439 | 9,367 | 5,252| 3,955| 3,339 2,983 2,752 2,589 2,469 | 2,377
59,858 9,381 | 5,240 3,936| 3,316( 2,958 2,725| 2,561 | 2,440 2,347
60,195| 9,392| 5,230| 3,920| 3,297 [ 2,937( 2,703 | 2,538 | 2,416| 2,323

Freiheitsgrad f;

o (G0 | |\ [ | (W N |-

it
=}

Tabelle 1: Ausgewihlte Funktionswerte der inversen Fisherverteilungsfunktion fiir eine
Vertrauenswahrscheinlichkeit von Py = 90 %
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Abbildung 5: Festlegung eines Punktes auf der Wahrscheinlichkeitsfunktion
durch das Priifergebnis

Die abgeschitzte Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papma der Priifung definiert einen
Punkt auf der unterstellten Wahrscheinlichkeitsfunktion des Bauteils, Abbildung 5. Mit
der aus Erfahrungen oder der Literatur bekannten logarithmischen Festigkeitsstandard-
abweichung si,s ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion vollstindig beschrieben,
Abbildung 6. Mit dem fiir die Versuche verwendeten Lasterhdhungsfaktor Lg wird die
Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax im Betrieb berechnet, Abbildung 6. Die Hochst-
ausfallwahrscheinlichkeit Pagmax ist bei gleichem Priifergebnis umso kleiner, je grofer der
Lasterhohungsfaktor Ls und je kleiner die logarithmische Standardabweichung sjo, s ist,
Abbildung 6.
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Abbildung 6: Ableitung der Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papma.x im Betrieb
durch ,,runterlaufen der Wahrscheinlichkeitsfunktion um den Lasterhohungsfaktor

Wiren die beide Parameter Mittelwert S,psoe, und logarithmische Standardabweichung
Slog,s der logarithmischen Normalverteilung bekannt, dann konnte die Hochstausfallwahr-
scheinlichkeit Papmax der Priifung auch mit Hilfe der Standardnormalverteilung @
berechnet werden.

PAPmax _ (r+ 1). Ff1 1, Py -d logsa,Prﬁf_ logsa 50% ( 5 )
n—-r+ (r+ 1)- E o, Siogs
Das gleiche gilt auch fiir die Hochstausfallwahrscheinlichkeit Popmax im Betrieb.
10gS, seirics — 108S, 500
PABmaX _ @ g a,Betrieb g a50% ( 6 )
Slog,S

Gleichung ( 5 ) und Gleichung ( 6 ) lassen sich nach dem logarithmischen Mittelwert
logSa s0% auflosen. Dabei ist @ I die inverse der Standardnormalverteilungsfunktion. Sie
weist einer Ausfallwahrscheinlichkeit P, ein Quantil u zu.

logsa 50% = logsa,l’rﬁf - (D_I(PAPmax ) ’ Slog,S ( 7 )

logS, 50, =108S, petrien — o (P ABmax ) Slogs (8)

Gleichsetzen von Gleichung ( 7 ) und Gleichung ( 8 ) mit anschlieBendem Auflésen nach
der Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax liefert den gesuchten Zusammenhang
zwischen Priifergebnis und der Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax im Betrieb.
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1 Sa,Prﬁf
S gL
)_ il = q)[q)_l (PAPmaX )_ Og > } ( 9 )

S log.S $ log,S

3 Einfluss unzutreffender, logarithmischer Standardabweichungen

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, dass die berechnete Hochstausfallwahr-
scheinlichkeit Papmax im Betrieb von den folgenden GroBen abhédngt:

Stichprobenumfang n

Anzahl an Ausfillen r
Vertrauenswahrscheinlichkeit Py
Lasterhohungsfaktor Lg

Logarithmische Standardabweichung siog s

Nk =

Alle denkbaren und sinnvollen Kombinationen dieser fiinf Einflussparameter konnen hier
nicht untersucht werden. Bei der Durchfiihrung von Freigabepriifungen mit wenigen
Proben, sind die Parameter logarithmische Standardabweichung sigs und
Lasterhohungsfaktor Lg in der Regel schwierig festzulegen, so dass sie im Folgenden
betrachtet werden.

Bei der Wahl des Lasterhohungsfaktors Ls muss ein Kompromiss zwischen mdglichst
niedriger Hochstausfallwahrscheinlichkeit Papmax im Betrieb (Ls gro) und moglichst
geringer Anzahl an Ausfillen r (Lg klein) gefunden werden. Falls Ly zu grof3 gewahlt wird,
fallen alle Bauteile aus (r=n, Papmax = 100 %). Damit ist keine Aussage liber Papmax
moglich.

Die Festsetzung der logarithmischen Standardabweichung s, s kann selbst bei Vorliegen
detaillierter Daten schwierig sein. Tabelle 2 zeigt, dass flir den Radsatzwellenwerkstoff
A4T unterschiedliche, logarithmische Standardabweichungen gefunden wurden, die
zwischen 0,010 < sjoo 5 < 0,089 liegen.

Werkstoff | log. Standardabweichung s, s
A4T 0,010
A4AT 0,089
A4T 0,054
A4T 0,051
A4AT 0,051
A4T 0,055

Tabelle 2: Logarithmische Standardabweichungen sjog s flir den
Radsatzwellenwerkstoff A4T, [Davi 11]

Im Folgenden werden Beispielrechnungen fiir eine iibliche Vertrauenswahrscheinlichkeit
von Py =90 % durchgefiihrt. Dabei liegt ein Stichprobenumfang von n =5 zu Grunde bei
dem es zu einem Ausfall kommt (r = 1). Abbildung 7 zeigt die erreichbaren Hochstaus-
fallwahrscheinlichkeiten Papmax fiir unterschiedliche Lasterhohungsfaktoren Ls und
logarithmische Standardabweichungen sjog s.
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Abbildung 7: Erreichbare Hochstausfallwahrscheinlichkeiten Papmax im Betrieb in
Abhangigkeit des Lasterhdhungsfaktors Ls und der
logarithmischen Standardabweichung sjo, s

Die Linien gleicher Lasterh6hungsfaktoren Lg in Abbildung 7 verlaufen umso steiler, je
groBer der Lasterh6hungsfaktor und je kleiner die logarithmische Standardabweichung ist.
Im Bereich kleiner, logarithmischer Standardabweichungen hat folglich eine Fehleinschit-
zung gravierendere Folgen. Der Effekt wird durch einen zunehmenden Laster-
hohungsfaktor zusétzlich verstiarkt. Die Verldufe aus Abbildung 7 sind flir andere
Vertrauenswahrscheinlichkeiten und andere Priifergebnisse (n und r) qualitativ &hnlich.
Die Folgen einer Fehleinschdtzung der logarithmischen Standardabweichung sind umso
ausgeprigter, je grofer die Steigung der Kurven gleichen Lasterhohungsfaktors ist,
Abbildung 7. Die Kurven werden in den folgenden Fillen steiler (hier nicht weiter

gezeigt):

GroBerer Lasterhohungsfaktor Lg

Kleinere logarithmische Standardabweichung siog s

Kleinere Vertrauenswahrscheinlichkeit Py

Groferer Stichprobenumfang n bei gleichem Verhéltnis von Ausfillen zu
Stichprobenumfang (r/n)

e Geringere Anzahl an Ausfillen r bei konstantem Stichprobenumfang n

Im Beispiel aus Abbildung 2 wurde eine logarithmische Standardabweichung von
Slog,s = 0,035 betrachtet, die um den Faktor 1,10 unter- bzw. iiberschitzt wurde. Diese
beispielhafte Standardabweichung ist auch in Abbildung 7 mit ihrer Unter- bzw.
Uberschitzung eingetragen. Die vergleichsweise kleine Fehleinschitzung um den Faktor
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1,10 liefert circa um bis zu Faktor 100 unterschiedliche Hochstausfallwahrschein-
lichkeiten Papmax im Betrieb, Abbildung 7.

4 Zusammenfassung

Die Anwendung der Freigabepriifung mit wenigen Proben ist auf die genaue Kenntnis von
Streuparametern wie der logarithmischen Standardabweichung im Falle einer
logarithmischen Normalverteilung angewiesen. Diese Werte konnen aus Erfahrungen oder
Literatur bekannt sein. Bei wunsicherer Kenntnis der Streuparameter darf die
Freigabepriifung nicht oder nur eingeschrinkt verwendet werden. Eine geringe
Fehleinschdtzung des Streuparameters kann zu einer deutlich falsch abgeschétzten
Hochstausfallwahrscheinlichkeit im  Betrieb fithren. Ist aus unterschiedlichen
Untersuchungen fiir ein Bauteil oder einen Werkstoff ein Streuparameter in verschiedenen
GroBenordnungen bekannt (z.B. 0,010 < sje5 <0,089), dann sollte der ungiinstigste
verwendet werden. Nur so ldsst sich ein Ergebnis erzielen, dass in der Regel auf der
sicheren Seite liegen wird.

FACULTY 3 10
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