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Notation

Fiir reelle Zahlen = bedeutet |x| die grofite ganze Zahl kleiner oder
gleich z. Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl s werden mit
o und t bezeichnet. Die Landau—Symbole o und O sowie das Vino-
gradov—Symbol <« werden wie iiblich verwendet. Dabei steht f(z) =
O(g(z)) oder gleichwertig f(z) < g(z) fur Funktionen f und g mit
g > 0, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit |f(z)| < cg(z) fir alle
x in einer Umgebung des angegebenen Haufungspunktes, meist fiir
r — oo. Fiir Funktionen f : G — C und ¢ : G — R} mit G C C
bedeutet die Bezeichnung f(z) = o(g(x)), dass der Grenzwert
f(x)

lim——= =0
9(x)

existiert, jeweils fiir z gegen den angegebenen Haufungspunkt.
Die Schreibweise f(x) ~ g(x) fiir # — oo mit Funktionen f,¢g: R — R
besagt, dass der Grenzwert

TG

a— g(z)
ist.
Mit A sind immer Elemente der arithmetischen Halbgruppe A gemeint,
mit § Basiselemente davon. Das neutrale Element von A ist Ag.

Zu ausgewihlten Symbolen ist die Seite ihrer ersten Verwendung auf-
gefiihrt.

Arithmetische Funktionen Dirichletreihen und holomorphe

1()) 11 Funktionen
id(}) 11 i(s) 23
pa(A) 11 f(s) 19
p(n) 4 U(s) 47
Anzahlfunktionen, = summatori- p(s) 25
sche Funktionen und Restglieder Ca(s) 23

L(z) 6 Konstanten
TA (LU) 6 A 6
’(/JA (CL’) 11 v 6

Vs (x) 74 sonstige Symbole
R(x) 6 (o) 6
Ia(z) 12 liz 57
vi



Kapitel 1
Einleitung

Die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... bilden die Grundlage allen Rech-
nens. Bei der Multiplikation und Division spielen die Primzahlen 2,
3,5,7, 11, ... eine besondere Rolle. Jede natiirliche Zahl besitzt ei-
ne bis auf die Reihenfolge eindeutige Darstellung als Produkt von
Primzahlen. Die Primzahlen erzeugen die natiirlichen Zahlen mit ih-
rer multiplikativen Struktur. Es gibt unendlich viele Primzahlen. Den
Beweis dazu kannte bereits Euklid vor {iber zwei Jahrtausenden. 1896
bewiesen Hadamard und de la Vallée Poussin unabhingig voneinander
eine genauere Aussage, den Primzahlsatz: Die Anzahl der Primzahlen
kleiner oder gleich z ist asymptotisch gleich x/log .

Lésst man von den Primzahlen etwa die 2 weg und betrachtet die
dann erzeugten Zahlen, so bleibt von den natiirlichen Zahlen nur ,,die
Halfte® tibrig, die Menge der ungeraden Zahlen. Trotzdem bleibt der
Primzahlsatz giiltig. Denkbar ist ebenso, zu den Primzahlen andere
reelle Zahlen, z.B. 7, hinzuzufiigen.

Zu der vorliegenden Arbeit hat die Frage gefiihrt, welche Eigenschaf-
ten der natiirlichen Zahlen fiir die Giiltigkeit des Primzahlsatzes ver-
antwortlich sind. Die additive Struktur ist nicht erforderlich, wie schon
das Beispiel der ungeraden Zahlen andeutet. Speziell geht es um die
Frage, ob eine multiplikative Halbgruppe, deren Elemente dhnlich ver-
teilt sind wie die natiirlichen Zahlen, auch dhnlich verteilte Primele-
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mente besitzt, d.h. ob der Primzahlsatz gilt. Der Begriff , &hnlich“
ldsst sich dabei quantifizieren. Bei den natiirlichen Zahlen gibt es bis
zu einer Grofle x etwa x Zahlen, abgesehen von einem Fehler vom
Betrage kleiner 1. Das obige Beispiel mit den ungeraden Primzahlen
zeigt, dass man fiir den allgemeinen Fall die Asymptotik Ax mit einer
Konstanten A > 0 zulassen sollte. Die Frage ist, welche Anforderun-
gen man an den Fehler stellen muss, damit der Primzahlsatz noch
gilt.

Es gibt prinzipiell zwei mogliche Schlussrichtungen: den Schluss von
der Verteilung der Halbgruppenelemente auf die Verteilung der Er-
zeuger sowie umgekehrt von den erzeugenden Primelementen auf die
Halbgruppe.

In der Mathematik, aber auch in der Praxis, treten zahlreiche all-
gemeinere Strukturen auf, in denen #hnlich wie mit den natiirlichen
Zahlen gerechnet wird. Beispiele gibt es etwa in der Algebra [KnZ01]
wie auch in der Graphentheorie [Kno76], [KnK99], [KnW02]. Das ein-
fachste Beispiel sind die Gauflschen Zahlen. Fiir solche Strukturen
ist der Beweis des Primzahlsatzes von Interesse (vgl. die Beispiele in
Abschnitt 2.1).

Die erste Verallgemeinerung des Primzahlsatzes geht auf Landau zu-
riick, der 1903 einen Beweis des Primidealsatzes fiir algebraische Zahl-
korper vorlegte [Lan03]. Aus der Sicht spéterer abstrakter Primzahl-
séitze bildet der Primidealsatz einen Spezialfall [BaD69]. 1937 fiihrte
Beurling verallgemeinerte Primzahlen ein als eine Folge reeller Zahlen
1 <p1 <pg <...mit pj — oo [Beud7]. Mit dem Beurlingschen
Primzahlsatz zeigte er den Primzahlsatz fiir die Klasse so erzeugter
Halbgruppen reeller Zahlen, deren Elementeanzahl L(z) die Asym-
ptotik

x
(1.1) L() :Ax+0(m) (x — o)
mit A > 0, v > 3/2 erfiillt.
Die so definierte Klasse arithmetischer Halbgruppen ist sogar maximal
im Hinblick auf die Verteilung der Halbgruppenelemente [Dia70b]. Die
Ausdehnung auf abstrakte arithmetische Halbgruppen, die nur noch
eine Normabbildung in die reellen Zahlen besitzen, wurde von Knopf-



macher eingefithrt und zusammen mit anderen zu einer umfangreichen
Theorie ausgebaut [Kno75], [KnZ01].

Zum Primzahlsatz gibt es eine Reihe dquivalenter Aussagen. Bei vielen
davon spielt die Mébiusfunktion eine Rolle. Der Ubergang zu arithme-
tischen Halbgruppen zeigt, dass diese Aussagen dort nicht unbedingt
gleichwertig sind. Dies gibt den arithmetischen Halbgruppen eine wei-
tere Bedeutung in der Moglichkeit, die Zusammenhénge zwischen ver-
schiedenen Formen des Primzahlsatzes besser zu verstehen.

Der Primzahlsatz fiir arithmetische Halbgruppen wurde mit verschie-
denen Methoden bewiesen. Die klassische analytische Methode ver-
wendet Taubersétze, etwa nach Ikehara—Landau. Die ersten Bewei-
se des Beurlingschen Primzahlsatzes verwenden diese Vorgehensweise
(vgl. etwa [BaD69]). Diese hat den Vorteil, dass sie keine Fortsetzung
der Zetafunktion fiir Werte mit Realteil kleiner als 1 erfordert. Ver-
langt man ein strengeres Restglied in der asymptotischen Verteilung
der Halbgruppenelemente in der Form

L(z) = Az + O(2") (x — o0)

mit 0 < ¢ < 1, so lédsst sich auch die Zetafunktion fortsetzen und
weitere analytische Methoden sind anwendbar, wie die Perronsche In-
tegralformel (vgl. Satz 3.2 und Kapitel 6). Diese Voraussetzung ent-
spricht Knopfmachers Axiom A in [Kno75]. Auch elementare Me-
thoden wurden auf arithmetische Halbgruppen iibertragen [Ami61],
[Mal61], [Weg66]. Dabei ist interessant, dass sie fiir einen weiten Be-
reich von Halbgruppen als einzige den Primzahlsatz mit Restglied
liefern. Andererseits erfordern bislang alle elementaren Beweise in
der asymptotischen Verteilung der Halbgruppenelemente ein strenge-
res Restglied als der analytisch bewiesene Beurlingsche Primzahlsatz.
1980 présentierte Newman einen neuen Beweis des Primzahlsatzes fiir
die natiirlichen Zahlen, der mit sehr einfachen analytischen Methoden
auskommt [New80]. Die Ubertragung dieser Beweisidee auf arithme-
tische Halbgruppen ist wesentlicher Teil der vorliegenden Arbeit. So
entsteht ein wesentlich vereinfachter Beweis des Primzahlsatzes fiir
arithmetische Halbgruppen.

Kapitel 2 behandelt die grundlegenden Eigenschaften arithmetischer
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Halbgruppen und darauf definierter arithmetischer Funktionen. Auf-
grund gewisser Vorteile erhélt in dieser Arbeit die additive Schreib-
weise der Halbgruppen den Vorzug.

In Kapitel 3 werden allgemeine Dirichletreihen eingefiihrt und unter-
sucht. Insbesondere geht es um den Nachweis verschiedener Eigen-
schaften der zu einer arithmetischen Halbgruppe gehoérenden Zeta-
funktion.

Kapitel 4 enthélt die wesentlichen neuen Ergebnisse dieser Arbeit.
Dies ist vor allem ein Konvergenzsatz fiir allgemeine Dirichletreihen
iiber additiven arithmetischen Halbgruppen mit der zu (1.1) analogen
Asymptotik L(x) = Ae® + O(x~7e®), hier mit v > 1. Der Beweis ver-
wendet Ideen Newmans [New80]. Als wichtige Anwendung des Satzes
folgt fiir v > 3/2 die Konvergenz des Analogons der Reihe

n=1

iiber die Mobiusfunktion . Im Fall der natiirlichen Zahlen ist diese
Aussage #dquivalent zum Primzahlsatz. Fiir arithmetische Halbgrup-
pen ist dariiber wenig bekannt. Zhang zeigte, dass im Gegensatz zu
den natiirlichen Zahlen die Konvergenz

IS w0 @ o0)

n<z

nicht dquivalent zum Primzahlsatz ist [Zha86], [Zha87].

Die Anwendung von Newmans Methode auf Laplace—Transformierte
liefert einen weiteren Konvergenzsatz, aus dem der Primzahlsatz im
Fall v > 2 folgt. Dies stellt eine deutliche Vereinfachung des Beweises
des Primzahlsatzes fiir diese Halbgruppen dar. Der Primzahlsatz gilt
dariiber hinaus auch fiir 3/2 < v < 2. Inwieweit sich Newmans Me-
thode auch in diesem Bereich direkt zum Beweis des Primzahlsatzes
anwenden l&sst, ist Gegenstand von Kapitel 5.

Im Kapitel 6 schlieflich fiihrt die Anwendung der Perronschen In-
tegralformel zu einem Primzahlsatz fiir additive arithmetische Halb-
gruppen mit L(z) = Ae® + O(e¥%), ¥ < 1. Das gefundene Restglied
stellt sich dabei als bestméglich heraus.



Kapitel 2

Arithmetische
Halbgruppen

Die arithmetischen Halbgruppen stellen eine Verallgemeinerung der
multiplikativen Halbgruppe der natiirlichen Zahlen dar. Der wesentli-
che Unterschied zu den natiirlichen Zahlen ist, dass sie nicht notwendig
eine zweite Rechenoperation besitzen und ihre Elemente wesentlich
allgemeiner verteilt sein konnen. Insbesondere sind sie im Allgemei-
nen nicht dquidistant verteilt wie die natiirlichen Zahlen. Das Konzept
der arithmetischen Halbgruppen wurde von Knopfmacher eingefiihrt
[Kno75]. Es hat jeweils Vor- und Nachteile, arithmetische Halbgrup-
pen additiv oder multiplikativ zu schreiben. Die additive Schreibwei-
se ermoglicht die Definition allgemeiner Dirichletreihen ohne Verwen-
dung des komplexen Logarithmus. Daher bietet sich diese Form fiir
die vorliegende Arbeit an.

2.1 Definition und Beispiele
Definition 2.1. Es sei A eine abzihlbare additive kommutative Halb-

gruppe mit neutralem Element )\g. Diese besitze eine Teilmenge B
derart, dass jedes Element A € A eine (bis auf die Reihenfolge) ein-
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deutige Darstellung als Summe von Elementen aus B besitzt. Zu A
gebe es eine Abbildung |.|: A — Ry mit

(a) [N\ =0 < A=) fiir alle A € A,
(b) A+ p| = |A| + || fur alle X\, € A,
(c) fiir jedes € R ist die Menge {\ € A : |\| < 2} endlich.

Dann heifit A arithmetische Halbgruppe und B ihre Basis. Die Abbil-
dung | .| heiit Norm auf A. Die Elementeanzahlfunktion sei

(2.1) L(z) := Z 1.
NS

Die Basiselemente werden gezahlt durch

ma(z) = Z 1.

BeB
|Bl<=

Die arithmetische Halbgruppe A erfiillt die Eigenschaft (o), wenn gilt
(o) L(x) = Ae” + R(x)
mit A > 0 und einem Rest R(z) = o(e”) fiir z — 0.

Bemerkung 2.1. An Stelle der Normabbildung wird in der Literatur
oft auch eine Gradabbildung 0 geschrieben.

Es ist moglich, dass verschiedene Halbgruppenelemente die gleiche
Norm haben. In der Menge der Normwerte ist die Zerlegung in Normen
der Basiselemente somit nicht mehr eindeutig. Es ist daher wesentlich,
die Elemente von ihrer Norm zu unterscheiden. Die Basiselemente
entsprechen den Primzahlen im multiplikativen Fall.

Welche Eigenschaften der arithmetischen Halbgruppe nachgewiesen
werden konnen, hangt mafigeblich von der Groflenordnung des Restes
R(z) ab. Im Folgenden liegt der Schwerpunkt der Untersuchungen auf
arithmetische Halbgruppen mit

x

(2.2) R(z) < % fiir  — oo
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mit einem v > 0. Um technische Probleme fiir  nahe 0 zu vermeiden,
kann es sinnvoll sein, stattdessen R(x) < (1 + x)~7e* zu verlangen.
Klar ist, dass jedes A, das (2.2) fiir ein v > 0 erfiillt, dies auch fiir 7/
mit 4" <~y leistet. In Abh#ngigkeit von ~y lassen sich unterschiedliche
Aussagen iiber A und B beweisen. Weitergehende Aussagen lassen sich
erzielen durch strengere Anforderungen an R(x), etwa

R(z) < e fiir + — oo

mit einem 9 < 1.
Die Wahl der Eulerschen Zahl e in (o) ist willkiirlich. Entspricht A
der obigen Definition mit

L(z) = Aq” +o(q")
mit einem ¢ > 1, so betrachte die Normabbildung | .| : A — R mit
IAI"=Allogg.

Damit ist dann

a=> 1= Y 1 :L( ‘ ):Aeuo(ew).
A

log q
A€ AEA
"<z [A|<z/logq

Die Eigenschaft (c) aus Definition 2.1, dass es nur endlich viele Halb-
gruppenelemente mit Norm kleiner gleich x gibt, folgt direkt aus (o).
Speziell hat A keine Hiufungspunkte mit endlicher Norm. Die Menge
{IAl : A € A} ist diskret.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung des Zusammenhangs
zwischen der asymptotischen Elementeanzahl von A und B, also von
L(z) und 7y (x) fiir  — oc.

Arithmetische Halbgruppen sind von Bedeutung als abstrakter Ober-
begriff fiir Strukturen, die sowohl in der Mathematik eine Rolle spie-
len, als auch in der Praxis auftreten konnen.
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Beispiel 2.1. Das einfachste Beispiel, das auch in allen folgenden
Uberlegungen als Spezialfall immer enthalten ist, sind die natiirlichen
Zahlen. Durch Ubergang zu

A :={logn: n € N}

entsteht aus der multiplikativen Halbgruppe N eine additive arithme-
tische Halbgruppe mit

L(z) = "] =" 4+ O(1).

Dabei bezeichnet |z] wie iiblich die gréBte ganze Zahl kleiner oder
gleich x. Thre Basiselemente sind die Logarithmen der Primzahlen.

Beispiel 2.2. Es bezeichne
Z[i] :={a+1ib: a,be Z}
die Gaufschen Zahlen mit der Norm
N(a +ib) := a® + b*.

Die Anzahl der Gaufischen Zahlen mit Norm kleiner gleich z ist offen-
bar die Anzahl der Punkte des Einheitsgitters innerhalb des Kreises
mit Radius v/z um 0. Diese ist 7z + O(y/z). Durch Definition von

la 4 ib| := log N (a + ib),
erfiillt Z[i] die Eigenschaft (o) mit
L(z) = me® + O(e™/?).

Aufgrund des vergleichsweise guten Restgliedes lassen sich sowohl
Satz 4.4 als auch Satz 6.8 zum Beweis des Primzahlsatzes fiir die
Gaufischen Primzahlen verwenden. Ganz allgemein l&sst sich so der
Primidealsatz fiir algebraische Zahlkorper beweisen.

Beispiel 2.3. Viele Strukturen der Praxis lassen sich als arithmeti-
sche Halbgruppe auffassen, wann immer sich Objekte als Linearkom-
bination von Elementen einer Basismenge beschreiben lassen. Man
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denke sich etwa einen Rucksack mit gegebenem Volumen z, der mit
Gepéckstiicken aus einer gegebenen Menge gepackt werden soll. Die
Volumina der zur Verfiigung stehenden Gepéckstiicke bilden die Ba-
sis der arithmetischen Halbgruppe, welche aus allen moglichen Ruck-
sackfiillungen besteht. Die Addition in A stellt das Zusammenpacken
zweier Ruckséicke dar. Das Volumen, das eine Rucksackfiillung ein-
nimmt, entspricht ihrer Norm.

Das in dieser Arbeit untersuchte Problem entspricht dann der Frage,
welche Schliisse sich aus der Kenntnis tiber die asymptotische Anzahl
von Rucksackfiillungen mit Volumen kleiner gleich x iiber die asym-
ptotische Anzahl von Gepéckstiicken mit Volumen kleiner gleich x
ziehen lassen.

Das Rucksackproblem (in diesem Fall das unbeschrinkte Rucksack-
problem[MaT90]), das in vielen Anwendungen eine Rolle spielt, be-
zeichnet die Frage nach der optimalen Rucksackfiillung, wenn jedem
Gepéckstiick zusétzlich ein Wert zugeordnet wird. Die hier unter-
suchten Zusammenhénge betreffen dann die Anzahl zuldssiger Ruck-
sackfiillungen.

Die gleiche Situation ergibt sich bei einem Warenkorb, dessen Preis
sich aus der Summe der Preise der enthaltenen Waren ergibt.

Auch die Anordnung von Datenblocken unterschiedlicher Lénge auf
einem linearen Datentréger erzeugt eine arithmetische Halbgruppe.

Weitere additive Beispiele gibt es in der Algebra. Abweichend von den
hier gemachten Voraussetzungen kommen dort oft nur ganzzahlige
Normwerte vor. An Stelle von (o) wird dann das von Knopfmacher
[Kno79] eingefiihrte Axiom A% verlangt:

L(n) = Aq" + O(¢"")

mit A >0, ¢ > 1und 0 <v < 1. Da dies nur an ganzzahligen Stellen
verlangt wird, ergibt sich eine andere Klasse von Halbgruppen, als sie
in dieser Arbeit untersucht werden. Dazu gehort das

Beispiel 2.4. Es sei ¢ eine Primzahlpotenz und Fy[y] der Polynom-
ring in y iiber dem endlichen Galois-Koérper F, mit ¢ Elementen. Die
Teilmenge A aller normierten Polynome (Leitkoeffizient 1) bildet mit
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der Multiplikation eine Halbgruppe. Die iibliche Gradabbildung fiir
Polynome stellt eine Norm mit den geforderten Eigenschaften dar.
Dann bildet A eine arithmetische Halbgruppe mit

L(n) =¢" fiir n € Ny.

Fiir das Folgende ist es hilfreich vorauszusetzen, dass die Elemente von
A eine Anordnung besitzen, d.h. A = {Ag, A1, Ao, ... } mit [\ | < |An]
fir m < n. Dies impliziert eine Anordnung von B = {f1,32,...}.
Summationen iiber A oder B seien in dieser Reihenfolge verstanden.
Bei einer gegebenen Halbgruppe ist diese Anordnung nicht eindeu-
tig, variiert aber hochstens in der Reihenfolge von je endlich vielen,
aufeinander folgenden Elementen mit gleicher Norm. Beziiglich der
Berechnung und Konvergenz von Summen spielt dies keine Rolle.

Bemerkung 2.2. Fiir natiirliche Zahlen k und X\ € A sei

k
EA:=) A
v=1
Auflerdem werde 0 - A := Ay gesetzt. Die eindeutige Basiszerlegung

wird dann zu

A= k(B8

BeB

mit nichtnegativen ganzen Zahlen k(\, ), die fast alle gleich 0 sind.

2.2 Arithmetische Funktionen

Definition 2.2. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe. Eine Abbil-
dung f: A — C heif3t arithmetische Funktion auf A.
Zu zwei arithmetischen Funktionen f und g ist die Faltung f * g defi-
niert durch

Frgn) = > Flwg).

w,vEA
prv=>XA
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Die arithmetische Funktion £ mit

o 1 fir A= )\0
€M) _{ 0 sonst

ist das neutrale Element beziiglich der Faltung. Die zu f faltungs-
inverse Funktion f~1 existiert genau im Fall f()\g) # 0. Analog zur
Mébiusfunktion wird die Funktion pp als das Faltungsinverse der kon-
stanten Funktion 1 definiert und es gilt

(=)™ firA\=0]+ -+,
pa(X) = 3., € B, paarweise verschieden
0 sonst.

Die Abbildung id : A — Ry mit id(\) = |A| stellt das Analogon des
natiirlichen Logarithmus dar.
Analog zur von Mangoldt-Funktion ist Ag := pa * id mit

[ 18 fallsA=k08mitkeN, B
Ao(A) = { 0 sonst

fiir die Untersuchung von B von Bedeutung. Die zugehorige summa-
torische Funktion wird mit

(2.3) da@) =Y Ao(N)
NES

bezeichnet.
Eine andere wichtige arithmetische Funktion ist A; mit

falls A\ =kB mit k e N, 5 € B
sonst

QO o=

2o a-{
sowie analog

(2.5) Y1(x) = Z Ar(N).
NES
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Bei der Vereinfachung von Beweisen findet aulerdem die Funktion

(2:6) da@) = > |8
iz

Verwendung.
Niitzlich fiir die Berechnung von Summen iiber arithmetische Funk-
tionen ist das folgende

Lemma 2.1 (Partielle Summation). Es seien f : A — C eine
arithmetische Funktion und g : Rg‘ — C stiickweise stetig differen-
zierbar. Fiir reelle Zahlen a > 0 und x > |\1]| gilt dann

> el = Y fNe@ - [ X g e

AEA AEA a AEA
a<|A|[<z a<|A|<z a<|A[<u

Beweis. Zu a und z gibt es nichtnegative ganze Zahlen k, ¢ derart,
dass fiir A, € A gilt

(2.7) a<|h| <z = k<n<l/l

‘Wir rechnen nach:
¢

Yo fNg(A) =D FOn)g(Aal)

AEA n=Fk
a<|A| <Lz
Y n n—1
=3 (3 70w = 32 70w )ainl)
n=k m=k m=k
¢ n £ n—1
n=k m==k n=k m=k
)4 n -1
=D > Ol =D FOm)g(Ansal)
n=k m=~k n=k m=k
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-1 n

- Z Z f()‘m)(g(l)‘nb - 9(|)\n+1|))
n=k m==k
¢
= Fn) g(le))
n=k
-1 n P
— A u) du
IPIN] [ e
£ [Xel
=3 fO) gllrel) — > fN G (u)du
n—k el xea
a<|A|<u
¢ ¢
=3 fOn)gl@) =Y FO)(9(x) — g(Me))
n=~k n==k
[Xel
/ N g () du
el xea
a<|A|<u
= Y el - [ g du,
a<)\|§\\A§w ’ a<)\\§|A§u

O

Die partielle Summation gehort zu den Standardtechniken der ana-
lytischen Zahlentheorie. Wird A, mit |\, | identifiziert, so findet sich
der entsprechende Beweis z.B. in [Sch69].

Folgerung 2.1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.1 gilt
> e = Y fNe@ - [ X W) de

AEA AEA a AEA
a|N<z a<|A|<e a<|x<u

Nachweis. Da die Menge der |\,| diskret in R ist, ldsst sich (2.7)
auch mit a < |\,| erfiillen. Die Behauptung folgt dann analog. O
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2.3 Elementare Eigenschaften der Halb-
gruppen

Anwendung der partiellen Summation ermdoglicht einige grundlegende
Abschétzungen von Summen iiber Halbgruppenelemente. Das folgen-
de Lemma behandelt die zur harmonischen Summe der natiirlichen
Zahlen analoge Summe.

Lemma 2.2. Fir arithmetische Halbgruppen A mit (o) und z > 0

gilt
Z e <Lz

AEA
BES

Die Reihe divergiert fiir x — oo.

Beweis. Es ist

S e = e () +/Oz e “L(u) du = (9(1)+/01A+o(1)dw
AEA
A<z

Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 2.3. Fir arithmetische Halbgruppen mit (o) gilt

D Ao(N) < ze”.

AEA
X<

Beweis. Einfache Abschitzung liefert

Z Ao(N) < Z A <z Z 1=2aL(x) < ze”,

AEA AEA AEA
A<=z A<=z A<z
wie behauptet. O
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Lemma 2.4. Fiir arithmetische Halbgruppen A mit (o) ist
Y1 (z) — ma(z) < ze/?
fiir x — oo.

Im Folgenden bezeichne 8 ausschliellich Basiselemente von A. Es ist

Yr(x) —malz) = Z Z ( )

k>2 BeB
k\ﬁ|<r

<L () <2 (5) wae

k>2

wobei kg = LIBJC_MJ die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich /|G|
ist. O

Zur Vereinfachung von Beweisen sind folgende Aquivalenzen des Prim-
zahlsatzes hilfreich.

Lemma 2.5. Fiir arithmetische Halbgruppen A mit (o) sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(2.8) ma@) ~ =,
(2.9) P1(z) ~ %
(2.10) a(x) ~e* und
(2.11) Ia(x) ~ e,

jeweils fiir x — oo.

Beweis. Wir fithren den Ringschluss (2.8) = (2.11) = (2.10) =
(2.9) = (2.8) durch.

16 Kapitel 2. Arithmetische Halbgruppen

(2.8) = (2.11):

Es ist

Zw—le_/ S dr

BEB BEB
|B|<=z |ﬁ\<m |BI<t

= xmp(x) — /093 ma(t) dt.

Mit mp (z) = e*/x + o(e” /x) folgt daraus

(2.11) = (2.10):

Die Folgerung ergibt sich aus

(2.12) @) =Y 0a () = 0a@) +0 (92 (5)).

keN

wobei neben der Monotonie von 95 zu beriicksichtigen ist, dass es sich
hier nur um eine endliche Summe handelt.
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(2.10) = (2.9):
Es sei ¢p(z) = e® + o(e™). Fiir ¢ ergibt partielle Summation

i (x) = Z Ar;f\) = é Z Ao(N) + /0”” UJA(QU) du

A€A AEA u
A<z A<z
= ¥a@) + ¢A(2U) du.
xr 0 U

Damit ist

(2.9) = (2.8):
Der letzte Schluss folgt sofort aus Lemma 2.4. O
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Allgemeine
Dirichletreihen

Die Verbindung zwischen der diskreten Halbgruppe und analytischen
Funktionen stellen Dirichletreihen her. Dadurch wird es moglich, Er-
kenntnisse iiber die asymptotische Verteilung der Basiselemente mit
analytischen Methoden zu gewinnen.

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Definition 3.1. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o) und
f eine arithmetische Funktion auf A. Fiir s € C heifit die formale
Reihe

fls) =" f(N)e N

AEA

die Dirichletreihe von f.

Es lassen sich ausfiihrliche Sétze iiber die Konvergenz allgemeiner Di-
richletreihen zeigen. Fiir das weitere Vorgehen reicht der

19
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Satz 3.1. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o), f eine
arithmetische Funktion auf A, k € Ng und es gelte

FOO<A® (Ae AN #£0).

Dann konvergiert die Dirichletreihe f(s) auf Res > 1 absolut und
stellt dort eine holomorphe Funktion dar.

Beweis. Fiir s = 0 4+ it und o > 1 liefert partielle Summation

> [FOe P = 37 le e

AEA AEA
[Al<z A<z
—e S W [ e Y f)ld
AEA 0 AEA
ALz [Al<u

< e cxfL(z) + 0/ e " euP L(u) du
0

< kae(l_g)m <1 fiir z — oo.

(1 _ U)k+1

Auf jeder kompakten Teilmenge der Halbebene Re s > 1 ist die Kon-
vergenz gleichméfig, deshalb ist die durch die Reihe dargestellte Funk-
tion holomorph. O

Wie im Fall der klassischen Dirichletreihen {iber N gilt das

Lemma 3.1. Fir arithmetische Funktionen f und g gilt im Falle
absoluter Konvergenz

(f*9)"(s) = f(s) - 4(s).
3.2 Eine Integralformel fiir allgemeine Di-

richletreihen

Ziel dieses Abschnittes ist es, Partialsummen iiber die arithmetische
Funktion f(\) einer allgemeinen Dirichletreihe zuriickzufithren auf ein
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Integral iiber die zugehorige analytische Funktion f(s) lings einer Ge-
raden mit konstantem Realteil. Dadurch werden fiir die Abschétzung
der entsprechenden Summe Methoden der Funktionentheorie anwend-
bar. Die Integralformel findet spiter Anwendung im Beweis des Prim-
zahlsatzes mit Restglied. Der folgende Satz stellt eine absolut kon-
vergente Form der Integralformel dar, die erstmals von Perron fiir
allgemeine Dirichletreihen bewiesen wurde [Per08].

Satz 3.2 (Integralformel). Es sei f : A — C eine arithmetische
Funktion, deren Dirichletreihe auf Res > 1 absolut konvergiert. Fiir
reelle ¢ > 1 und T > 2 bezeichne v das orientierte Geradenstiick von
¢ — 14T nach c+iT. Weiter sei f(c) # 0. Fir x > 0 gilt dann

xrs xc

Z OV (1 _emfx) — %/Jf(s)ﬁ ds+(9(|f(c)|%

AEA
A<z

N———

Beweis. Einsetzen der Definition von f liefert fiir das Integral
(3.1)

e s g I
27TZ./UZf()\)€ s(s+1) ds_);\f()\)%'i/v s(s+1) ds.

AEA

Die Vertauschung von Integration und Summation ist zuléssig wegen
der absoluten und gleichméBigen Konvergenz der Dirichletreihe f(s)
auf dem kompakten Geradenstiick v.

Zur Auswertung des letzten Integrals betrachten wir den Kreis um 0
mit dem Radius r = v/¢? + T?2. Es bezeichne w; den Kreisbogen von
c—iT nach c¢+¢T mit Realteil kleiner als ¢ und wo den Kreisbogen mit
Realteil grofer als ¢ (Abbildung 3.1). Wegen T > 2 gilt auch r > 2.
Abhingig von |A| und z treten zwei Félle auf:

1. Fall: x > ||
Der Integrand besitzt einfache Pole in s = 0 und s = —1 mit den
Residuen 1 und —e!*=%. Der Residuensatz liefert

1 e(z=1ADs 1 e(z=1ADs
= I _ds=1— A" _/ s
2mi /U s(s+1) y ¢ + 270 J,, s(s+1) 8

22 Kapitel 3. Allgemeine Dirichletreihen

Im
A
iy e
w1 w2
CFY
0 c g Re

_ZT_/‘C—iT

Abbildung 3.1: Integrationswege zum Beweis der Integralformel
Auf w; gilt ’e(r’W)S’ < e(@=1ADe¢ Nach Wahl von r ist |s+1| > r—1 >

r/2, das heifit
1 < (r)—Q
s(s+1)] — \2 '

Dies liefert als Abschéitzung

1 elz—IADs 1 r\ —2
- ds < — . <w—\x|>c(_) )
omi /wl s S 2 i

e(@—IADe

ST

2. Fall: x < |A].
Aus dem Cauchyschen Integralsatz kommt

1 (z=|AD)s 1 (z=|AD)s 1
- / C ds= — / £ s < —e@=IADe =29
2mi J, s(s+1) 270 /4, S(s+1) 27

e(@—IADe

ST 7
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Zusammenfassung liefert

e(@=IxDe

1 / el=s -1 0 ( ) fiir z > [Al
— _— S = = c
2mi J, s(s+1) 10) ( el TW) ) fir x <A

Einsetzen in (3.1) ergibt
1 ~ exs
2mi /v f(s)s(s +1) ds
= > N =N 4 Y FNO(

AEA AEA
A<z

(z=[ADe

)

xc

= > fNa =) +0(F (015 )-

AEA
A<

Dies zeigt die Behauptung. O

3.3 Zetafunktionen

Aufgrund ihrer engen Verkniipfung mit der Verteilung der Basisele-
mente steht die Zetafunktion im Zentrum analytischer Untersuchun-
gen einer arithmetischen Halbgruppe.

Definition 3.2. Die allgemeine Dirichletreihe

(3.2) Cals =) e
AEA

mit s € C heifit Zetafunktion.

Im Folgenden sei s = o + ¢t mit o,t € R.

Lemma 3.2. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o). Die
Reihe Ca(s) konvergiert fiir o > 1 absolut mit der Eulerproduktdar-
stellung

(3.3) i) =TT (1-e)

BeB
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Sie stellt dort eine holomorphe Funktion dar und es gilt {a(s) # 0 fir
alle s € C mit 0 > 1. Die Reihe divergiert fir s = 1.

Beweis. Konvergenz und Holomorphie ergibt sich aus Satz 3.1. Fiir
o> 1 gilt

9= M =T] Z(;k\ﬁls - 11 ( efws)’

AEA BEB k=0 BeB

Zusammen mit der Ungleichung 1+ z < e® fiir z € R liefert dies

=TT (1- efws)-l > IT (1+¢7)
peB BeB
> [ e (—e7) =exp (= e 917) > 0.

BeB BEB

Die letzte Reihe konvergiert als Teilreihe der absolut konvergenten
Reihe (3.2). Dies zeigt die Nullstellenfreiheit. Die Divergenz in s = 1
kommt aus Lemma 2.2. O

Anwendung von Satz 3.1 sowie gliedweise Differentiation von (3.2)
liefert auf o > 1 die Konvergenz der Reihen

£ (s) = ua(Ne e,
AeA
id(s) = —<’A<s> =D e,
XeA
Ro(s) = (s) Z Ag(N)e= s,
(5) &

Diese stellen dort holomorphe Funktionen dar.
Fiir o > 1 ergibt die Anwendung des Logarithmus auf das Eulerpro-

dukt (3.3)
log Ca(s Z log ( e‘wls)
BeB
(3.4) > 4
= Z Z Ee—k\ﬁls - ZAI()\)e—\/\IS
BEB k=1 AEA
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mit der Koeffizientenfunktion A; aus (2.4). Es ist also log(a(s) =
Al(S).

Es bleibt zu untersuchen, auf welchen Bereich der komplexen Zahlen
die Funktion (A(s) meromorph fortgesetzt werden kann. Fiir o > 1
liefert partielle Summation

(3.5) E e~ Ns = L(z)e ™ + s/ L(u)e™"* du.
XeA 0
A<z

Nach Voraussetzung iiber A ist L(z) < e”, dies ergibt

(3.6)  (a(s) = s/ L(z)e ™ dr =s (Ae® + R(x)) e dx
0 0
= 5/ Ae 1) dg + s/ R(z)e " dx
0 0
As > —zs
_s—1+5/0 R(x)e " dx
A

mit
(3.8) p(s) = /000 R(z)e™ " du.

In der Halbebene o > 1 stellt p eine holomorphe Funktion dar, fiir
deren n—te Ableitung

(3.9) pM(s) = (=1)" /000 2" R(x)e”** dx (n € Ny)

gilt, wobei p(0) = p gesetzt wird.
Lemma 3.3. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o).
(a) Gilt
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mit v > n+ 1 fiir ein n € Ny, so sind die Funktion p(s) sowie
ihre Ableitungen bis einschlieflich p(™ (s) stetig fortsetzbar auf
Res=1, s# 1. Ist v > 3/2, so gilt die Abschiitzung
(3.10) pl(s) < (0 —1)"2 firo—1,0 > 1,
gleichmajig in t.

(b) Gilt

R(z) < e’ (x — o)

mit einem ¥ < 1, so ist p(s) holomorph fortsetzbar auf Res > 9.

Beweis. (a) Es kann R(z) < (14 x) 7e” fir z € RT vorausgesetzt
werden. Mit s = o + it gilt dann wegen (3.9)

(v) _ > v, —xs e’
p (s)—/o Ve (9<7(1+x)7)dx

fir v < n. Unter den gegebenen Voraussetzungen konvergiert dies
Integral auch auf o = 1 absolut. Daher stellt (3.9) dort eine stetige
Fortsetzung von p(*)(s) dar.

Zum Beweis von (3.10) kann v < 2 vorausgesetzt werden. Fiir o > 1
und 3/2 <y < 2 gilt

/ e " xR(x)dx <</ e & dx:/ e—(o=Dz2-9—1 g
0 0 xY 0

=(0—1)"2-9) < (0 —1)7%.

p(s) = /000 67“(’)<6M) dx.

Fiir 0 > 9 konvergiert auch dieses Integral absolut, so dass p(s) durch
(3.8) dort holomorph fortgesetzt werden kann. O

(b) Es gilt

Wegen (3.7) ist mit Ausnahme des Punktes s = 1 die Fortsetzbarkeit
der Funktion (a(s) und ihrer Ableitungen gleichwertig mit der Fort-
setzbarkeit von p und den entsprechenden Ableitungen. Dies liefert
den
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Satz 3.3. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o).
(a) Gilt

x

mit v > n+ 1 fiir ein n € Ny, so sind die Funktion {s(s) sowie

ihre Ableitungen bis einschlieflich C/(\")(s) stetig fortsetzbar auf
Res=1, s # 1.

(b) Gilt
R(z) < €’

mit einem ¥ < 1, so ist (s (s) holomorph fortsetzbar auf Re s >
mit Ausnahme eines Pols erster Ordnung mit Residuum A in
s=1.

Wesentlich fiir die weiteren Beweise ist die Nullstellenfreiheit der Fort-
setzung der Zetafunktion.

Satz 3.4. Gilt R(z) < 7 "e® mit v > 3/2, so ist (a(1 +it) £ 0 fir
te R\ {0}.

Zum Beweis siehe etwa [BaD69]. Die Grenze v > 3/2 ist scharf.
Dies zeigt das Beispiel einer arithmetischen Halbgruppe von Diamond
[Dia70b]. Ein stetiges Analogon davon hatte bereits Beurling gefunden
[Beu37).

Lemma 3.4. Die Funktion H : {s € C: Res > 1} — C sei definiert
durch

Gls) 1

CGa(s) s—17

Fiir v > 3/2 ist H stetig fortsetzbar in s =1 und es gilt

(3.11) H(s) =

H(s) — H(1)
s—1

1
2

(3.12) < (o —1)

firs —1, Res > 1.
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Fiir v > 2 ist H dariber hinaus stetig fortsetzbar auf Res =1 und es
existiert der Grenzwert

H(s)— H(1
(3.13) lim () = H(L)
s—1 s—1
Res>1

Beweis. Auf Res > 1 gilt fiir die logarithmische Ableitung der Zeta-
funktion

Cs) e ols) + s0/(5)

Cals) 25 +5p(s)
—A+ (s—1)%p(s) + s(s — 1)%p/(s)
As(s — 1)+ s(s — 1)2p(s)
-1 A+ (25 —1)p(s) +s(s —1)p'(s)
s—1 As+ s(s—1)p(s)

Damit ist dort

A+ (25— Dp(s) + 5(5 = D/ (5)
As + s(s — 1)p(s)

H(s)=—

Dies l#sst sich wegen Satz 3.3 durch

. ¢als) 1 A+p(1)
lim | — — =—
Rse_s);l ( CA(S) 8—1) A
stetig in s = 1 fortsetzen.
Zu untersuchen bleibt der Ausdruck
1 Cals) 1 A+p(1)
8—1( Ca(s) s—1+ A )
1 —p(1
A+ P o)+ (s = 1)) — L2

As+ s(s —1)p(s)

Fiir v > 2 ist dieser Ausdruck stetig in s = 1 fortsetzbar.
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Fiir v > 3/2 hiingt das Verhalten dieses Ausdrucks fiir s — 1 ab von
den beiden Termen

p(s) — p(1)

o und  p/(s).

Diese konnen nach Lemma 3.3 nur durch O((o — 1)71/2) abgeschitzt
werden. O

30
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Kapitel 4
Konvergenzsitze

Das Kernstiick der vorliegenden Arbeit sind zwei Konvergenzsétze fiir
allgemeine Dirichletreihen bzw. Laplace-Transformierte iiber arithme-
tischen Halbgruppen. Thre Bedeutung liegt vor allem in der Anwen-
dung auf spezielle, zahlentheoretisch interessante Funktionen. Dies lie-
fert im ersten Fall die bedingte Konvergenz der Reihe iiber pa (A)e™?,

im zweiten Fall den Primzahlsatz.

4.1 Ein Konvergenzsatz fiir allgemeine
Dirichletreihen

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes von Ne-
wman auf arithmetische Halbgruppen dar. Gegeniiber der urspriingli-
chen Version von Newman [New80] ist er aulerdem dadurch allgemei-
ner, dass er unter einer geeigneten Differenzierbarkeitsbedingung in
einem Punkt nur die stetige und nicht die holomorphe Fortsetzbarkeit
der durch die Dirichletreihe definierten Funktion verlangt. Die Idee ei-
ner solchen Erweiterung wird bereits von Korevaar skizziert [Kor82).
Dafiir liefert der Satz die Konvergenz der Reihe in nur einem Punkt
(némlich demjenigen, fiir den die Differenzierbarkeitsbedingung gilt)
und nicht auf dem gesamten Rand der Konvergenzhalbebene.

31
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Satz 4.1. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe mit (o), die R(z) <
(1 +z)77e® fir ein v > 1 erfillt. Weiter sei f : A — C beschrankt,
so dass die Dirichletreihe f(s) = Saea fV)e N in Re s > 1 absolut
konvergiert und dort eine holomorphe Funktion darstellt. Lisst sich f
stetig auf Res =1 fortsetzen und existiert der Grenzwert

so konvergiert die Reihe

und ist gleich f(1).

Bemerkung 4.1. Der Satz kann analog auch zum Nachweis der Kon-
vergenz an anderen Punkten mit Realteil 1 formuliert werden.

Zum Beweis des Satzes sind Abschétzungen von Summen erforderlich,
die zunéchst in einigen Lemmata behandelt werden. Die Abschétzun-
gen sind im Fall der natiirlichen Zahlen recht trivial, da sich Summen
iiber monotone Funktionen wegen der dquidistanten Verteilung der
natiirlichen Zahlen direkt durch ein Integral abschétzen lassen. Im
Fall arithmetischer Halbgruppen sind die Abschéitzungen gesondert
zu behandeln. Die folgenden Rechnungen sind der Grund fiir die Ein-
schrankung des Satzes auf v > 1.

Lemma 4.1. Die arithmetische Halbgruppe A erfille die Vorausset-
zungen von Satz 4.1. Fir festesr > 0 und alle c e R mit 0 <o <r
gilt dann

‘JGNU > et _ Al < o(0 +1)O (N')  fiir N — 0.

AEA
X >N

Beweis. Partielle Summation liefert

N
Z 6_‘A|(o'+1) _ 6—N(o+1)L(N) + (0, + 1)/ e—u(o+1)L(u) du
0

A€EA
IAIEN
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oc+1 oc+1

— e NEHDL(N) 1+ A —A——eN°
o g
N
Fo+1) / e TV R(u) du.
0
Dies zeigt
1 oo

S e e = 47 LY / eMTIR() du.
AEA 7 0

Durch Differenzbildung entsteht

3 el - AT No N )
g

AEA 0o
[A|[>N + (O' + 1)/ efu(a+1)R(u) du
N

— ée—NU _ e—N(U+1)R(N)
o
+(c+1) / e~ R(u) du.
N

Der erste Summand liefert nach Multiplikation mit ce’N? den kon-
stanten Term A, wie behauptet.
Fiir den zweiten Summanden gilt

eNa . e—N(a-l-l)R(N) _ eNO' . e—N(U+1) . O(eN(l + N)—v)_

Dies zeigt die Behauptung fiir den zweiten Summanden.
Wegen o > 0 ergibt sich fiir den letzten Summanden

eNo(o+1) / e~ R(u) du‘
N

< eN‘7|a + 1|/ 67"(a+1)0(e“(1 +u) ) du
N

o0

< (o + 1)/ (1+u) e dy <« (o +1)N177.
N

Insgesamt folgt die Behauptung. O
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Lemma 4.2. Die arithmetische Halbgruppe A erfille die Vorausset-
zungen von Satz 4.1. Es sei r > 0 gegeben. Fir ausreichend grofie N
und alle 0 € R mit —r < o <0 gilt dann

e 1IN N IOl Al < o (1~ |o])]O (NT7)

AEA
AN

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.1 ergibt sich

—folelIN S emNa-lah

AEA
[A<N

= —|o|A+ O(Jo|N~7) — U|AL_|16_|”|N
ag

+ Aol =L ol - tol

|o|
N
- \a|(1—|a|)e-lff|N/ e==17) Ry du
0

= A+ O(o|N")+0O (|1 - \a||e*|ﬂlN)

N
- \a|(1—|a|)e-lff|N/ e~ 0=17) R(y) du.
0

Bis auf den letzten Term entspricht dies bereits der Behauptung. Fiir
das verbleibende Integral gilt

N
e—\ouv/ e=20=17) Ry du
' N (u=N)o|
<[ Grap®
N/2 (u=N)]o| N pu=N)lo]
- T d“/m Truy ™

N/2 ,(N/2=N)|o| N
< T gy / L g
/o Aray 7 JypGrap ™
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N/2 N
ze_IUIN/Q/ (1+u)‘”du—|—/ (I+u)"7du
0

N/2
< eloIN2 N+ (V24 1)
11— 1—7
< N'77,
wie behauptet. O

Beweis von Satz 4.1.

Die absolute Konvergenz ergibt sich aus Satz 3.1.

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann f (1) = 0 angenommen
werden. Dies ldsst sich durch Modifikation von f an der Stelle Ag
erreichen und beeinflusst die Konvergenz nicht. Weiter diirfen wir
[f(A)] <1 fir alle A € A annehmen.

Die Partialsumme

Sn(s) = 3 fA)e e
AEA
IAISN

stellt eine auf ganz C holomorphe Funktion dar. Wir zeigen

Jim |Sx(1) - F()] = 0.
Newmans Methode besteht darin, Sy (1) — f(1) mit Hilfe der Cauchy-

schen Integralformel zu approximieren [New80]. Dies macht es jedoch
erforderlich, die Funktion

%(SN(Z-F D —f(z+ 1))

auf einem geschlossenen Weg um 0 zu integrieren. Unter den gegebe-
nen Voraussetzungen ist das nicht moglich. Dies ist aber auch nicht
unbedingt erforderlich, wie bereits von Korevaar in einer Arbeit iiber
den klassischen Primzahlsatz erwihnt wird [Kor82]. Wir verwenden
eine Vereinfachung, die nur noch die Integration von f(z+1)/z lings
der imagindren Achse erfordert. Der Cauchysche Integralsatz liefert,

36 Kapitel 4. Konvergenzsétze

dass das Integral iiber f(z+ 1)/z lings jedes geschlossenen Integrati-
onsweges in der rechten Halbebene den Wert 0 = f (1) hat. Dabei ist
der Ubergang auf die imaginire Achse aufgrund der Voraussetzungen
erlaubt. Die Cauchysche Integralformel wenden wir nur fiir die ganze
Funktion Sy an.

Fiir » > 0 bezeichne I' den positiv orientierten Kreisweg um 0 mit
Radius r. Dann sei I'y der Teil von I' mit positivem Realteil, I'_
derjenige mit negativem Realteil sowie Iy der geradlinige Weg von r
nach —ir (Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: Integrationswege zum Beweis von Satz 4.1

Der Residuensatz liefert

(4.1) 2msN(1):/M

1 z
dz= [ S VeV (= + 2 ) de.
r Z ‘ /r N(z+1)e (z+r2) §

Der zusitzliche Faktor eN?, der an der Stelle z = 0 den Wert 1 an-
nimmt, beeinflusst das Residuum nicht. Ebenso wenig &ndert sich
der Wert des Integrals durch Addition des holomorphen Integranden
Sn(2)eN?z/r?. Diese Modifikation erleichtert die Abschitzung des In-
tegranden.
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Aus dem Cauchyschen Integralsatz kommt

= = 1
0=2mif(1) = / f(z)eNz(— + %) dz,
', Ulg z r
wobei der Integrand nach Voraussetzung auch auf I'y, insbesondere in
z = 0, stetig ist.
Fassen wir die Integrale zusammen, so erhalten wir

(4.2)

2mi(F1) — Sn (1)) :/F (F(z+1) - Sx(z+ 1))&2(% +5)ds
(4.3) _/1‘, SN(Z—Fl)eNZ(%—i-T%) dz
(4.4) + A flz+ 1)eNZ(% + T%) dz.

Zu zeigen bleibt, dass durch ausreichend grofle Wahl von r und N
die Integrale betragsméiflig beliebig klein werden. Es bezeichne o den
Realteil von z.

Abschéatzung auf I':
Auf dem Kreis |z| = r gilt

1 z 20

4.5 L2

(4.5) z + 72 r2

Fiir 0 > 0 ist

(4.6)

1f(z4+1) = Sy(z+1)| = ’ Z f(A)e—w(zm‘ < Z e~ X (e+1)

AEA AEA
[A>N (A|>N

Mit Hilfe von Lemma 4.1 ldsst sich der Integrand I(z) des Integrals
(4.2) daher wie folgt abschétzen:

N=7

20 No N 1
[1(2)] < T—2€N Z e~ Mt « ﬁ—i-a(a—kl)

AEA
[A|>N

1 1
— -
S < +NT
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Fiir das Integral ergibt die Standardabschétzung iiber Lénge mal Ma-
ximum

(4.7) \ /F 1(2) dz

1 1
< 7r7'<—2 +N1‘7) < = +rNY,
T T

Abschitzung auf I'_:

Fir o <0 ist

(4.8) 1Sn(2)| < > e leth,
AEA
[AISN

Lemma 4.2 zusammen mit (4.5) liefert fiir den Integranden die Ab-
schitzung
1 Z)‘SZC_'_QT(T—FI)

’SN(Z +1)elN® (— +

) NI=7Y.
St O

r2 r2

Fiir das Integral ergibt sich

(4.9) ‘/r, SN(z+1)(§+r%) dz’ < QCTW+O(7~N1*W).

Abschiatzung auf Tg:
Nach Voraussetzung ist der Integrand auf I'g beschrinkt und stetig.
Dann liefert das Riemann-Lebesgue-Lemma, dass das Integral
. Lty
1+t (— —) Nt gt
. (1 +it) Stoa)e

fiir N — oo gegen 0 geht.

Zu gegebenem e > 0 kann also immer ein r > 0 und dann ein Ny
derart gewihlt werden, dass fiir alle N > Ny gilt

Sn(1) = f(1)] <e.

Dies zeigt die behauptete Konvergenz. O
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4.2 Anwendung des Konvergenzsatzes

Die Anwendung des Konvergenzsatzes 4.1 auf spezielle Dirichletreihen
ermoglicht Aussagen iiber die Konvergenz zahlentheoretisch interes-
santer Reihen.

Satz 4.2. Es sei A eine additive arithmetische Halbgruppe mit (o),
wobei R(x) der Bedingung R(z) < (14+x)~Ye” fiir einy > 3/2 geniige.
Dann konvergiert die Reihe

(4.10) > uaWe M =o.

AEA

Bemerkung 4.2. Im Fall der natiirlichen Zahlen, dort multiplikativ
geschrieben in der Form

(4.11) > @ =0,

neN

ist diese Aussage dquivalent zum Primzahlsatz. Der Aquivalenzbeweis
geht zuriick auf Landau [Lan11]. Er folgert aus (4.11) zunéchst

(4.12) S u(n) = ofx)

n<zx

und daraus den Primzahlsatz. Im Falle arithmetischer Halbgruppen ist
(4.12) aber nicht gleichwertig zum Primzahlsatz. Es ist bekannt, dass
(4.12) fiir arithmetische Halbgruppen mit v > 1 gilt [Zha86], [Zha87].
Der Primzahlsatz gilt im Allgemeinen aber nur fiir v > 3/2 [BaD69),
wie ein Gegenbeispiel mit v = 3/2 zeigt [Dia70b]. Ein anderer Beweis
[Wir92], der aus (4.11) erst ¢ (z) ~ e*/x folgert (siche Lemma 2.5),
nutzt aber ebenfalls wie Landau die Asymptotik

Z 7(n) = zlogx + (2w — 1)z + O(Vx)

neN
n<x

der Teileranzahlfunktion 7 = 1 % 1, wobei vy die Euler-Mascheroni-
Konstante ist. Der Nachweis dieser Approximation macht Gebrauch
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von der dquidistanten Verteilung der natiirlichen Zahlen. Eine Uber-
tragung auf arithmetische Halbgruppen [LuR01] verlangt die strengere
Voraussetzung

L(z) = Ae® + O(e"7)

mit ¥ < 1.

Umgekehrt scheint es auch schwierig zu sein, die Konvergenz in (4.11)
aus dem Primzahlsatz zu folgern. Der klassische Beweis [Lan99] nutzt
ebenfalls die dquidistante Verteilung der natiirlichen Zahlen aus.

Beweis von Satz 4.2.
Die zu betrachtende Dirichletreihe ist

(4.13) Als) = 30 pN)e Pl =

AeA Cals)

Nach (3.7) ist
A

Ca(s) = P + A+ sp(s),
wobei p(s) fiir v > 1 stetig auf Res = 1 fortgesetzt werden kann.
Fiir v > 3/2 besitzt (s (s) dort nach Satz 3.4 auflerdem keine Null-
stellen. Diese Grenze ist scharf, wie das oben erwihnte Beispiel von
Diamond zeigt. Die Voraussetzung v > 3/2 geht daher an dieser Stelle
entscheidend in den Beweis ein.
Unter den Voraussetzungen des Satzes ist folglich

1 1 s—1

()~ A+ Atspls) AT AG—1)+s(s - Dols)

stetig auf Re s = 1 fortsetzbar mit

1
lim —— =0.
rd, Gals)
Weiter ist
i) —a() 1 1

s—1 (s=DC(s) (s = D(527 + A+ sp(s))

S
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1
A+ O(]s - 1))

fir s — 1, Res > 1. Daher erfiillt die Dirichletreihe (4.13) die Vor-
aussetzungen von Satz 4.1. Dieser liefert die Behauptung. O

4.3 Ein Konvergenzsatz fiir Laplace—
Transformierte

Newmans Satz lédsst sich von Dirichletreihen auf Laplace— bzw. Mellin—
Transformierte iibertragen. Zum Beweis des Primzahlsatzes fiir N
wurde dies bereits von Korevaar durchgefiihrt [Kor82]. Wieder ist der
erste Schritt ein Konvergenzsatz.

Satz 4.3. Es sei F': RT — R beschrinkt und integrierbar auf jedem
kompakten Intervall, so dass die Laplace—Transformierte

(4.14) G(z) = /000 F(t)e * dt

auf der offenen Halbebene Re z > 0 definiert und dort holomorph ist.
Lisst sich G(z) stetig auf Rez = 0 fortsetzen und existiert der Grenz-
wert

G(2) — G(0)

lim ,

z—0 VA
Re z>0

so konvergiert das Integral

(4.15) / T Rty at

und ist gleich G(0).

Beweis. Wie beim Satz 4.1 beruht der Beweis auf der geeigneten
Anwendung komplexer Integration.
Es ist keine Einschrankung, wenn wir

[F@)] <1
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fiir ¢ > 0 voraussetzen. Weiterhin konnen wir
G(0)=0

voraussetzen. Dies lisst sich durch Modifikation von F' auf einem kom-
pakten Intervall erreichen, ohne dass die Existenz von (4.15) beein-
flusst wird.

Fiir N € Rt sei

N
(4.16) Gn(z) = /o F(t)e *" dt.

Dann ist Gn(z) auf ganz C holomorph.
Wir zeigen

N
GN(O):/O F(t)dt — G(0) fiir N — oo.

Es sei 7 > 0 und I" der positiv orientierte, einfach geschlossene Kreis-
weg um 0 mit Radius 7, I'y der Teil von I mit positivem Realteil, T'"_
derjenige mit negativem Realteil. I'g bezeichne den geradlinigen Weg
von 4r nach —¢r. Dies entspricht den Bezeichnungen im Beweis von
Satz 4.1 (vgl. Abbildung 4.1).

Die Cauchysche Integralformel liefert

1 Gn(z) , 1 Nofl 2
(4.17) Gy (0) = 27ri/r . dz = 57 WGN(z)e (Z+r2)dz.

Der zusiitzliche Faktor eN?, der an der Stelle z = 0 den Wert 1 an-
nimmt, beeinflusst das Residuum nicht. Ebenso wenig #ndert sich
der Wert des Integrals durch Addition des holomorphen Integranden
Gn(z)eN7z/r2.

Fiir G(0) kann aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes folgende Dar-
stellung gewéhlt werden:

(418)  G(0)=0= — GV (2 +5) de.

271 ', Ul
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Der Integrand ist fiir Re z > 0 holomorph und fiir Re z = 0 stetig, das
Integral hat daher den Wert 0. Zusammenfassung der Integrale liefert

(4.19) 2mi(G(0) — Gn(0)) :/F (G(z) — GN(Z))eNZ(% + r—i) dz
(4.20) + /F, GN(z)eNz(é + 7%) dz
(4.21) | G(z)eNz(% + T%) dz.

Zu zeigen bleibt, dass durch geeignete Wahl von r und N die Integrale
betragsméBig beliebig klein werden. Es bezeichne o den Realteil von
z.

Abschéatzung auf I':
Auf dem Kreis |z| = r gilt

1 2
(4.22) S+ ==

z  r2 r2’

Fir o = Rez > 0 ist

o0 o0 1
(123) |G(2) ~Gn(2)] = | / F(t)e" di| < / et gt — Lo-No,
N N g
Auf I'} ldsst sich der Integrand I(z) des Integrals (4.19) daher wie
folgt abschétzen:

1 20 2
I < = —No _No =¥ __
1) < —eNoeNo 22 = 2

Fiir das Integral ergibt sich

1 2 1

1
(4.24) ’—/ 1(z) dz’ < ——7ar=-—.
2mi Jr, 27 12 r

Abschitzung auf T'_:
Fiir o = Rez < 0 ist

N

(4.25) |G (2)| = }/ON F(z)e* dt} S/o om0t gt

44 Kapitel 4. Konvergenzsétze
B S G S
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Fiir das Integral (4.20) lings I'_ ergibt sich wieder mit (4.22) die
Abschétzung

(4.26) ‘ /11 GN(,z)eNZ(l + 7%) dz‘ < %

z

Abschiatzung auf Tg:

Der Integrand in (4.21) ist auf I’y nach Voraussetzung stetig, also —
bei gegebenem r — auch beschrankt. Das Riemann-Lebesgue-Lemma
besagt, dass dieses Integral mit N — oo gegen 0 geht.

Zu gegebenem ¢ > 0 kann also immer 7 so gewadhlt werden, dass es
ein Ny gibt, mit dem fiir alle N > Ny gilt

|GN(0) — G(0)] < e.
Dies zeigt

lim G (0) = G(0) = / Pt)dt,
N—oo 0
wie behauptet. o

Wesentlich zum Beweis des Primzahlsatzes ist die

Folgerung 4.1. Es sei f: RT — RT monoton wachsend, f(z) < e®
fiir x € RT, so dass die Laplace-Transformierte

F(s) = /000 f(z)e™** dx

wohldefiniert und holomorph ist auf der Halbebene Res > 1. Hat F'
die Eigenschaften

(a) fiir eine gewisse Konstante ¢ kann die Funktion h(s) := F(s) —

7 stetig auf Res = 1 fortgesetzt werden und
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(b) es existiert der Grenzwert

lim h(s) — h(l)7
s—1 s—1
Res>1
so gilt
f(=)

lim —* =c.

r—oo e¥

Nachweis. Wir betrachten die Funktion g : Rt — RT mit

g(x) :=e " f(x) —c.

Dann ist g beschriinkt auf R* und die zugehérige Laplace—Transfor-
mierte ist

G(z) = /OOO (e™"f(z) —c)e *da

:F(z+1)—§:h(z+l).

Damit erfiillt G die Voraussetzungen von Satz 4.3. Dieser liefert die
Existenz des Integrals

(4.27) /000 (e f(x) —c) do = /000 f(x)87;cc@ dx.

Wir behaupten f(x) ~ ce® fiir x — oo.

Aus f(z) > 0 fiir alle z > 0 folgt F'(s) > 0 fiir alle reellen s > 1 und
damit
c¢c=lim(s —1)F(s) > 0.
1
Angenommen, es ist lim e~ f(x) > c. Dann gibt es eine positive Kon-
stante 0 derart, dass fiir gewisse, beliebig grofie Zahlen y gilt

f(y) > (c+26)eY.
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Es folgt
f(x) > (c+20)e? > (c+6)e” firy<az<y+a
mit a = log(c + 26) — log(c + ¢) > 0. Dies liefert aber
y+a _ o y+a
/ fla) —cet dx > / ddxr = aé
y e’ y

fiir dieselben Zahlen y, im Widerspruch zur Existenz von (4.27).

Analog fiihrt lim e~ f(z) < c auf einen Widerspruch. Hier betrachten
wir Intervalle y — b < z < y mit b > 0, auf denen f(z) < (c—J)e” ist.
Zusammenfassung liefert lim, .., e~ f(z) = c. O

4.4 Ein verallgemeinerter Primzahlsatz

Folgerung 4.1 lésst sich zum Beweis des Primzahlsatzes fiir gewisse
arithmetische Halbgruppen anwenden.

Satz 4.4. FEs sei A eine arithmetische Halbgruppe mit

L(z) = Ae” + (’)(6—)
xY
mit A >0 und v > 2. Dann gilt

ew

7TA(CL') ~ ;

fiir x — oo.

Beweis. Wir zeigen den Primzahlsatz in der nach Lemma 2.5 dqui-
valenten Form

(4.28) Ya(z) ~ e”

fiir x — oo. Ziel ist die Anwendung von Folgerung 4.1 mit f = 4.
Als wichtige Voraussetzung erfiillt 1o die Tschebyscheff-Abschéitzung

(4.29) Pa(z) < €e®
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fiir x — oo. Dies gilt allgemein fiir arithmetische Halbgruppen mit
v > 1 [Dia73].
Partielle Summation liefert

D> Ag(Ne =" " Ag(N) + / ey " Ao(N) du.

AEA AEA 0 A
A<z A<z A<u

Wegen (4.29) ist daher

¢als) / > e
=5 Ya(x)e ** dux,

Ca(s) 0 (@)

das heif3t, die Laplace—Transformierte von 5 ist

1 Gi(s)
5 Ca(s)

Nach Lemma 3.4 erfiillt damit 15 die Voraussetzungen von Folgerung
4.1. Diese liefert

U(s) =

Ya(z) ~x

fiir x — oo. O



Kapitel 5

Zur Reichweite von
Newmans Methode

Newmans Methode angewandt auf ¢, (s)/¢a(s) ermoglicht den Beweis
des Primzahlsatzes fiir arithmetische Halbgruppen mit

L(z) = Ae®” + O(z77e”),

wobei v > 2 ist. Der Primzahlsatz gilt jedoch dariiber hinaus fiir v >
3/2. In diesem Kapitel werden Moglichkeiten untersucht, die Methode
auch im Bereich v < 2 anzuwenden.

5.1 Argumente zur Fortsetzbarkeit der
Methode

Im Fall v < 2 lasst sich ¢} (s)/¢a(s) nicht mehr auf Res = 1 fortset-
zen, da (} (s) dort nicht existiert. An Stelle der stetigen Fortsetzbar-
keit tritt eine Eigenschaft im quadratischen Mittel. Diese hat folgende
Form: Fiir die Funktion
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gilt

(5.1) lim \h(o +it) — (o’ +it)|>dt =0
o0’ —=1.)_,
0,0’ >1

fiir jedes r € RT.

Verwendet man geeignete Versionen recht tief liegender Taubersétze,
so reicht diese Eigenschaft zum Beweis des Primzahlsatzes aus
[BaD69]. Bei Anwendung von Newmans Methode besteht das Pro-
blem in der Abschitzung des Integrals auf der Geraden Res = 1.
Dieses Vorgehen wird daher eine zusétzliche Voraussetzung erfordern,
etwa in Form einer Art Differenzierbarkeitsbedingung an der Stelle
s =1 fur

Gals) 1

_CA(s) s—1

Es ist nicht erforderlich, auf der Geraden Re s = 1 zu integrieren. Ver-
schiebung des vertikalen Integrationsweges auf Res = 1+ 1/N (dort
ist eN(s—1) beschriankt) kénnte unter Anwendung der Integralmittel—
Eigenschaft zum Ziel fithren. Problematisch bleibt der Punkt s = 1.
Liefle sich die Eigenschaft (5.1) von h auf % itbertragen, so wére
dies zum Beweis des Primzahlsatzes ausreichend. Eine Abschéitzung
der Form

h(s) = h(1)

] <|s—1"2  s—1,Res>1,

(5.2)
wiirde ebenfalls ausreichen (sieche Lemma 5.2).

Bislang gelingt mir nur eine Abschitzung durch |0 — 1|=%/2 (siche
Lemma 3.4), was nicht ausreichend ist.

Ein moglicher Weg zur Anwendung von Newmans Methode im Fall
3/2 < v < 2 wird hier in Form einiger Lemmata skizziert.

Folgende Variante des Riemann-Lebesgue-Lemmas liefert die Ab-
schdtzung auf dem Integrationsweg parallel zur imaginidren Achse,
ohne jedoch der reellen Achse zu nahe zu kommen.
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Lemma 5.1. Es seitenc € C, 0 < a < b und f : [a,b] — C stetig
differenzierbar. Dann gilt

b

lim [ f(t) (

N—oo J,

+e(L +it )eiNtdt:().
~ it (v +it)

Beweis. Partielle Integration des ersten Summanden liefert
'O gy LT /

@ % + it iN L ~ + zt a iN
Der erste Ausdruck geht fir N — oo gegen 0. Wegen

ORY f’(f)(% +it) —if(t) 1
(i + it) B 2 <z
N (% +it)
ist der verbleibende Integrand beschriankt. Daher geht auch der zweite
Ausdruck gegen 0.
Analog ist

/ f(t) —I—zt) eNtdt = f()( + t) ine|’

a

iNt dt.

[ )y e

Mit der gleichen Argumentation sehen wir auch hier, dass fiir N — oo
beide Summanden gegen 0 gehen. Zusammen ergibt sich die Behaup-
tung. O

Unter der strengeren Voraussetzung (5.2) liefert das folgende Lemma
das gewiinschte Ergebnis. Der Nachweis von (5.2) fiir die vorliegende
Klasse arithmetischer Halbgruppen bleibt jedoch offen.

Lemma 5.2. Es sei G eine auf Res > 0 holomorphe Funktion mit
den Eigenschaften

T

(5.3) lim IG(o +it) — G(o’ +it)|* dt =0
o,0'—0.)_,
0,0’ >0
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fiir alle r € RY und
(5.4) G(s) < |s|% fiir s — 0, Res > 0.

Fiir jedes feste v € RT gilt dann

T

1 1 Loyt v
lim G(——l—it)( e ! )eN”dtzo.
N—oo —r N N"—Zt T2

Beweis. Wir zerlegen den Integrationsweg in drei Teile: einen sehr
kurzen um ¢ = 0 und die beiden verbleibenden Randstiicke. Auf den
Randstiicken erméglicht die Voraussetzung (5.3) eine Abschiitzung.
Wegen des Pols des Integranden in s = 0 ist fiir das Mittelstiick die
Voraussetzung (5.4) erforderlich.

Zur Abkiirzung sei

Die Funktion u ist in Re s > 0 holomorph.

Es sei e > 0.

Wegen (5.4) gibt es zu kleinem o9 > 0 ein 79 > 0 und ein C' > 0 so,
dass fiir alle s =0 + it mit 0 < 0 < 0g und —79 < t < 79 gilt

C

. e
T 1= mln{m77'0}
gewihlt, so folgt

T
‘/ +zt *’Ntdt‘ /C”—+it

dt—4C\/_<
_T\/_

Wird

dt

(5.5)

fiir jedes N > 0.
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Wegen (5.3) gibt es ein Ny so, dass fiir alle N, Ny > N; gilt

1
G(N

r

1
+it) — G(=— +

N,

it

)‘ dt <

62

36r (L +1)*

Die Holdersche Ungleichung fiir Integrale [HLP34] liefert daraus

r

fur alle N, No > Ny. Wir wihlen ein solches N5 fest. Dann gilt

e

(5.6) ‘/ —i—zt G(F—Ht
2

G~

N

Fit) —

1
G(N2

—I—zt)‘dt <

+ it

~ +it

r

Lemma 5.1 liefert die Existenz eines N3 > 0 mit

’/TTG(NL2+it)(%

fir alle N > Ns.

1

~ Fit

+ it

r2

2

&
6(L+

1)

)eiNt dt’ < E
6

Wir setzen Np := max{Ny, N3}. Fiir alle N > Ny gilt dann

(5.7)

US| 1 Loty
<| /| G(— t( b ) “\”dt’
- /7. (N2+Z) % it 2 )¢
r 1 1 1 + +it
G(= +it) — G(— t)( N
* /T (6l + i) - Glg; it Ty 2
<L 8¢
6 6 3
Analog ergibt sich
(5.8) ‘/77u(i+it)emtdt‘<£
. - ulw 3

iNt €
dt‘ < £
)e =6

Zusammenfassung von (5.5), (5.7) und (5.8) liefert

A 1 .
’[ u(ﬁ —|—it)61Ntdt’ <e

T

fiir N > Np. O

5.2 Liefert die Methode mehr als den
Primzahlsatz?

Newmans Methode, angewandt auf ¢} (s)/(a(s), liefert zunéchst die
Konvergenz des Integrals

(5.9) /100 W dx

Daraus folgt zwar der Primzahlsatz in der rein qualitativen Form

ez

Ya(z) ~e” bzw. ma(x) ~ o

doch im Prinzip beinhaltet diese Aussage mehr. Es ist moglich, dass ei-
ne arithmetische Halbgruppe den Primzahlsatz erfiillt, Newmans Me-
thode aber nicht anwendbar ist, weil das betrachtete Integral (5.9)
divergiert. Dies wird an einem Beispiel deutlich.

Ausgehend von den natiirlichen Primzahlen P ist die Konstruktion
einer multiplikativen Halbgruppe einfacher. Es sei S eine Teilmenge
von P mit der Eigenschaft

(5.10) din~

peS
p<z

log z

Mit T C P werde das Komplement von S in P bezeichnet, so dass
S UT = P eine disjunkte Zerlegung der Primzahlmenge liefert.

Die vollstindig multiplikativen Funktionen f,g : N — {0,1} seien
erklart durch

1 fir pels, 0 fir pes,
f(p)={ pz{

0 fir peT, 1 fir peT.
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Dann sind f und ¢ die charakteristischen Funktionen der Mengen
L={neN:f(n)=1} bzw. M ={neN:g(n)=1},

und es gilt f*xg = 1. Jedes n € N hat eine eindeutige Darstellung
n=~0-mmit e L und m € M.
Die Menge S hat die Eigenschaft

(5.11) S@) =) fp)=) 1~

p<z p<z
peS

log z

Aus (5.11) folgt mit einer positiven Konstanten ¢ (vgl. [Luc74], Satz 2)

(5.12) Lix):=> fn)=)Y 1~c

n<z n<lzx
neL

log z

Daraus folgt

u(d) F(d)|
> =

d>x ’

d>zx d>x
(5.13) deL deL
L) < L(t) 1
— —= dt —
<5 +/m A<
Es gilt
14 M(z) = 1= ( )
(5.14) (2) ; ; clz+0 Tog s

neM

Dabei ist die Konstante ¢ gegeben durch

1

c=1] (1——) >0.

peS

Zum Nachweis von (5.14) setzen wir g = 1 % h mit der multiplikativen
Funktion h = p*g. Fir p € P und k € N gilt dann
0 fir peT oder k>1,

h(p’“)=g(p’“)—g(p’“‘l):{ 1 fir peS und k=1
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Also ist h = p f die faltungsinverse Funktion von f, d.h. es gilt

h* f =1. Damit folgt

M= Y =Y w@) Y 1= ha) |2

dm<z d<z m<z/d d<z
:xZ——!—@ Z|h xZ@—FO(L(x))
d<zx d<z d<z
deL
—xH( )—xz@ﬂoux))
2
- x+o(logx)

letzteres unter Verwendung von (5.13).

Fiir die von Mangoldt-Funktion A = pu * log gilt A(n) = logp fiir
n =p* mit p € P und k € N, fiir alle anderen n € N ist A(n) = 0. Es
bezeichne

=3 f)AM), de(x) =" g(n)An).

n<x n<z

Dann besteht 1 (z ) Yy(x) =

(5.15) / d}g

so ist die Methode von Newman nicht anwendbar. Bekanntlich kon-
vergiert das erste Integral auf der rechten Seite. Dagegen divergiert
das zweite Integral: Dies folgt aus

E f(p) logp = g logp 4+ O(Vz) ~ S(z) loga ~
pk<z p<lzx
peS

Py(x) + ¢q( ). Divergiert das Integral
/ d} — - i) dz

1 2

)

log x

durch Einsetzen, also

T T
d
vr (@) dx ~ v = loglogT — 0.
z2 e T—o0

z logx
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Konnte fiir ein (oder das vorliegende) Beispiel die Abschétzung (5.13)
zu

el log” x

verschérft werden, so wiirde daraus auf gleichem Wege wie oben

M(:c)—clzzr—l—(?( x2 )

log” x

folgen. Das wiirde zeigen, dass Newmans Methode angewandt auf
¢h(8)/¢a(s) nicht auf v = 2 ausgedehnt werden kann. Dies ist eventu-
ell moglich, wenn man S mit

S(@)= ——+0@")  (@W<1)
log” x
wéhlt. Dies ist aufgrund der Hoheisel-Ingham—S&tze moglich. Gelingt
es, daraus eine dhnlich gute Abschétzung fiir L(x) zu gewinnen, koénn-
te (5.16) durch komplexe Integration von 1/(r(s) folgen. Auf diese
Moglichkeit wies Herr Schlage-Puchta freundlicherweise hin.

Die Konstruktion der Menge S mit (5.10) ist iibrigens einfach méglich,
wenn wir den Primzahlsatz fiir die natiirlichen Zahlen etwa in der

Form
w(x)zlix—&—(’)( xg )
log” x

. /m du
liz:=
5 logu

definierten Integrallogarithmus voraussetzen.
Allgemein sei M; C RT eine Menge, deren Elementeanzahlfunktion
fiir ausreichend grofle  die Eigenschaft

|My(x) = f(z)] < r(2)

mit stetigen und monoton wachsenden Funktionen f,r : R — RT,
1 < r(z) = o(f(x)) erfiillt. Weiter sei eine stetige, monoton wachsende

mit dem durch

58 Kapitel 5. Zur Reichweite von Newmans Methode

Funktion ¢ : R — R* mit den Eigenschaften g(z) = o(f(x)) und
r(z) = o(g(x)) derart gegeben, dass |f(z) — g(x)| monoton wichst.
Dann gibt es eine Teilmenge My C My, fiir die gilt

(5.17) |Ma(x) — g(x)| < 2r(z),

das heiit Ma(z) ~ g(z).
Dazu werden zunéchst samtliche Elemente kleiner oder gleich x von
M in M5 iibernommen, bis erstmals

(5.18) My (x) > g(z) 4 r(z)

ausfillt. Fiir dieses x ist Ma(z) < g(z) + r(z) + 1. Ab einem gewissen
xo und bis z ist dann (5.17) erfiillt. Bezeichne mit y die kleinste reelle
Zahl grofer als x, fur die Ma(z) = ¢(y) ist. Im Intervall |z, y[ werden
zu My keine Elemente hinzugefiigt. Aufgrund der Monotonie von g
und r gilt dort

g(z) < g(y) = Ma(x) < g(x) + 2r(x),

also die Behauptung.

Alle Elemente grofler gleich y aus M; werden in My iibernommen,
bis fiir ein neues = die Bedingung (5.18) erfiillt ist. Im Intervall [y, x]
ist die obere Beschriankung nach Wahl von z erfiillt. Andererseits gilt
dort

M3(§) = Mi(§) — Mi(y) + Ma(y) > f(§) — (&) — Mi(y) + g(y)
=g(&) + f(&) — 9(&) — Mi(y) + g(y) —r(£)
> g(&) + £(&) —9(&) = (fly) +r(y) — g(y)) — (&)
> g(&) —r(y) — (&) = g(§) —2r().

Die Behauptung ist also erfiillt. Danach wiederholt sich der Vorgang,
indem zu M5 nichts hinzugefiigt wird bis zum néchsten entsprechen-
den y usw.

Anwendung auf M; = P, f(z) = liz, r(z) = x/log®z und g(z) =
x/ log? z liefert das gewiinschte Beispiel.



Kapitel 6

Der Primzahlsatz mit
Restglied

Unter strengeren Voraussetzungen an die asymptotische Elementean-
zahl von A ldsst sich auch der Primzahlsatz mit Restglied zeigen. Im
Folgenden sei daher A eine arithmetische Halbgruppe mit

(6.1) L(z) = Ae® + O(eV?)

mit A > 0 und ¥ < 1. Dies Restglied entspricht dem Restglied in
Knopfmachers Axiom A [Kno75].

6.1 Eigenschaften der Zetafunktion

Unter diesen Voraussetzungen lisst sich iiber die Zetafunktion (a(s)
mehr aussagen. In Satz 3.3 wurde bereits die Fortsetzbarkeit behan-
delt. Weitere wichtige Aussagen betreffen die Nullstellenfreiheit der
Fortsetzung. Die Beweise kénnen meist analog wie bei der Riemann-
schen Zetafunktion gefiihrt werden [Ayo63].

Lemma 6.1. Fir s = o + it mit |t| > 3 und

1+ 1
(6.2) max{L,l— }§0§2
2 log |¢|
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gilt

(6.3)  Cals) <loglt|+[t]” und (h(s) < (logt] +[¢]”)°.
Beweis. Eine Aufspaltung der Reihe (4 (s) bei 2 und getrennte Ab-
schédtzung der Teilsummen erleichtert die Abschétzung. Es sei zu-
néchst ¢ > 1. Wir nutzen die Ergebnisse aus Abschnitt 3.3. Mit den
Gleichungen (3.5) und (3.7) ergibt sich

3 Pl = el §

AEA A€A AEA
A[>z [N <z
L o)
(64) = — (sl:) +AL16(1_S)I +S/ O (e(ﬂ—o)u) du
€ S — =

Die letzte Formel stellt eine fiir 0 > ¥ meromorphe Funktion dar. Fiir
Ca(s) liefert dort (s # 1) der Identitéitssatz fiir holomorphe Funktio-
nen.

)= 3 e m LDy 5 o

A<z
co[So () a
T dx
= Z 6*‘)‘|3 _ Ae +O(6 ) + A S 6(1fs)m
eS(lj s — 1

AEA

A<z

+5/ @ (ew*")“) du
(6.5) = Z e~ IAs _ ge(l=s)z _;'_Aile(lfs)m ) (e(ﬁ,,,)m)

AEA §—

A<z

+5/ @ (ew*")“) du

e A o s\ o

6.6 = [Als _ (l-s)z O( 1 (v U)I)
(6.6) %6 +s—16 + (—|— _19)6

A<z
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fiir ¢ — oo. Fiir (beispielsweise) o > 1“9 ist auch —=— beschrénkt.

Wir wihlen z := log [¢|. Unter den im Lemma genannten Einschrén-
kungen an ¢t und o gilt dann

CA(1— 1 e
=e Mo <e M= wz77) < ol
e

sowie )
o' < et = e

und daher
|t|1—(a—19)

-9
fiir |¢| — oo. Fiir (a(s) gilt dann

< |t?

ICa(s)| < Z eI et=o)z 4 ﬂe(ﬂﬂ)r

AEA o-v
A<
z=log || t 1—(o—1)
< Z 67\A| +|t|1ia—|— |t|1970+ | | 5
AEA B
[M[<log ]
B |t|17(a719)
< Al + —
Z —3
7 2Tog 1
< log |t| + [t]7,

wobei zuletzt Lemma 2.2 angewandt wurde. Die Aussage iiber () (s)
kommt aus der Abschétzung von ((s) mit Hilfe der Cauchyschen
Integralformel. Dazu sei w der einfach geschlossene, positiv orientierte

Kreisweg um s mit |u — s| = m. Dann ist

0= |5 [ 22 au] < 5 [ Jhcatwloglel-+1d7)? du

w—s
< (log [t] + [¢]")?,

wie behauptet. O
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Lemma 6.2. Fiir reelles t # 0 gilt (o (1 + it) # 0.

Beweis. Fiir 0 > 1 kommt aus (3.4)

Daraus folgt

[Ca(o + it)] (ZZRe( *W"S))

BEB k=1

( Z Z e k1Bl cog kt|ﬂ|))

BEB k=1

Wesentlich fiir den Beweis dieses Lemmas ist die fiir alle z € R giiltige
Ungleichung 3 + 4 cosx + cos 2z > 0. Mit = := k|G|t folgt fiir alle o >
1 und ¢t € R dann

(6.7) Cal0)’[Calo + it)\‘*\g,\(a + 2it)|

= exp ( Z Z e kP19 (3 4 4 cos(kt|B]) + cos(2kt|5|)))

BEB k=1

Wegen des einfachen Pols bei s = 1 ist (4 (0) < =27 fiir 0 — 1. Hiitte
Ca(s) in s = 14 ity mit to # 0 eine Nullstelle, so wire (a (o + itg) <
o —1 fir c — 1,0 > 1. Das bedeutet

lim (A (0)*Ca(o + ito)* = 0.

71
Dies steht im Widerspruch zu (6.7), da (s (1 + 2it) stetig ist in ¢ =
to. O
Lemma 6.3. Es gibt ein § > 0 derart, dass fir |t| > 3 und

140 B
. — <
(6.8) max{ — 1 (1og|t\+|t|ﬁ)9}<o—2
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gilt

1
O Gty

Beweis. Es sei [t| > 3 und zunéchst 1 < o < 2. Dann folgt aus (6.7)
mit (z(0) < =15 und Lemma 6.1

1 3 1 3 1

Calo )] < Ca(0)3]Calo +2it)|7 < (0 —1)7% (log [t +[¢|”)*
und
(6.9)

(1 +it) = Ca(o+it) = _/ Ch(utit) du < (o—1) (loglt] + [1])?.
1
Zusammenfassung dieser Abschétzungen liefert

Ca(L+it)| = [Calo +it)| — er(o — 1) (log [t + [¢]”)°
> cy(o — 1) (log [t + [£1°) T = ex(o — 1) (log |t] + [¢7)

mit gewissen c1, co > 0. Speziell gilt dies fiir o =1+ W mit

einem noch zu wéhlenden c3 > 0, also

3
) cocy — C1C3 4
(6.10) |Ca (1 +it)] > - = .
(log [t[ + [¢[")"  (log [t[ + [t[V)

Durch ausreichend kleine Wahl von c¢3 kann dabei ¢4 > 0 erreicht
werden.

Da (6.9) wegen Lemma 6.2 auch noch unter der Bedingung (6.8) gilt,
folgt dort mit (6.10) weiter

C4

(log |¢] + [¢7)”
Cq — 615 Cs

) 2
[Ca(o + it)| > —cilo —1] (log t| + |t|19)

~ (log ]+ [t7)" (log [t] +|¢]?)”

mit ¢5 > 0, falls § geniigend klein ist. O
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Da sich die Nullstellen meromorpher Funktionen in C nirgends héufen,
gibt es ein ¢ > 0 mit {a(s) # 0 fiir || <T und 1 —e <o <1, denn
nach Lemma 6.2 liegen auf der Geraden Re s = 1 keine Nullstellen und
Ca(s) ist stetig. Lemma 6.3 liefert die Nullstellenfreiheit von (a (s) fiir
(6.8) und |t| > 3. Kombination der Ergebnisse von Lemma 6.1 und
Lemma 6.3 ergibt schliellich das

Lemma 6.4. Es gibt ein § > 0 derart, dass (a(s) # 0 gilt fiir alle
s € C mit

(6.11) azmaX{#, 1—5(10g(1+|f|)+|t|19)_9}~

Fiir solche s, die der zusdtzlichen Bedingung |t| > 3 geniigen, gilt

Cals)
Ca(s)

9

< (log [t| + [¢]”)

Lemma 6.5. Die logarithmische Ableitung der Zetafunktion, g/ﬁgjg,

hat in s =1 einen einfachen Pol mit Residuum —1.

Beweis. Wie beim Beweis von Satz 3.4 ergibt sich

Ghls) _ =1 At (5= 1pls) (5~ D(s) + spls)
Ca(s)  s—1 As + s(s — 1)p(s) ’
Dabei ist p(s) auf o > ¥ holomorph. O

Bemerkung 6.1. Das bisherige Vorgehen reicht im Fall der natiirli-
chen Zahlen bereits zur Anwendung der Integralformel aus. Bei arith-
metischen Halbgruppen ist das anders, da die Abschiitzungen fiir {4 (s)
schlechter sind. Es sei zunéchst T > 3 und

. 0 1-9
a:zmln{ PR }
2(log |T| + |T[")

sowie ¢ := 1 + a. Dann gelten mit Ausnahme des Pols in s = 1 die
oben aufgefiithrten Abschétzungen fiir {z(s) und die logarithmische
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Ableitung in dem Rechteck 1 —a—iT, 1+a—iT, 1+ a+iT, 1 —a+iT.
Die Integralformel aus Satz (3.2) liefert

xrs

1 c+iT /
S Ao (1 _e|)\\—w) _ _/ Gl e
et 2mi Jo_or Ca(s) s(s+1)
(6.12) A<=z
¢ale) ‘e_m)
CA(C) T
Wegen CAEg; < =2 st Ec; < a~!. Damit ist der Fehlerterm in
(6.12) von der Groﬁenordnung T9=1e¥e Fiir ¥ > 1/9 ist dies von
groferer GroBenordnung als der (noch zu bestimmende) Hauptterm

le. Es ist daher erforderlich, bessere Abschiitzungen bzw. Abschéit-
zungen fiir groflere Gebiete zu finden.

+0|

Lemma 6.6. Es seic >0, T > 3 und s = o + it mit |[t| < T und
|s = 1| > e. Dann gilt

Cals

+0

)< T
gleichmapig fir o > max{2 5 —}

Beweis. Zur Abkiirzung sei

A
A(s) :=Cals) — ponEy
Aus (6.5) kommt
(1—s)z _ 1
= —‘>\|S 67
A(s) Z e +A4 py
AEA
A<z

bo [T 0(0m) dus 0 (c0-0r)

fiir x — oo. In dem bezeichneten Gebiet sind I1£
beschrinkt. Partielle Summation liefert

>«
XeA

A<

x

z)e—(rw

L(u)e™* du‘
0
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SAe(lfa)m_Fo(e(ﬁfo')m) +A‘S“/ 6(175)udu‘
0

+||/ 190')u du

<Aaow+o(ﬂwg+AHﬁl”_liJ
rio(| 5= - 7))

= A= L O (6(1970)%) + A1|i| p @) (6(17”)”3 + 1)
+ [s|o(1).

Daraus folgt
IA(s)] < Ae(1=o) 1 A‘IL_S‘O (e +1) +Islo()

o (6(17")% + 1) + [s]O (6(1970)%) +0 (6(1970)%) .

T

Zunéchst sei 0 < 2. Dann ist s < T'. Wegen o > 1/2 ergibt sich durch
Einsetzen von x := logT" daraus

A(s) =0 (T) + \IL_S‘O (71) +Islo) + 0 (T#) +Islo)

<T.
Damit ist dort
(6.13) Cals) = A(s) + il < T.
Fiir 0 > 1 gilt [Ca(o+1t)| < [Ca(0)|. Da auBlerdem 4 (o) eine monoton
fallende Funktion von o ist, gilt (6.13) auch fiir o > 2. O

Lemma 6.7. Es gibt eine Konstante C > 0 derart, dass firl < o < 2

die Ungleichung
A

’m\<m+0

gilt.
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Beweis. Es ist

el =T () [ T ()

< H (1 + 6*‘5|‘7 4 6*2\5|‘7 4 6*3\5|‘7 + .. )
BeB

_ H ie—k\ﬁlo — Z e~ Mo — (o)

BEB k=0 AEA
A o0
= U + O'/ O (e(ﬂf‘j)z) dx
g — 1 0

A
=A+ ——+400(Q).
c—1

Dies zeigt die Behauptung. O

Die weiteren Abschéitzungen fiir (5 (s) stiitzen sich auf zwei Sitze der
Funktionentheorie. Die Beweise finden sich zum Beispiel in [Ayo63].

Satz 6.1. Es seien so € C, M > 1 und r > 0. Es bezeichne K die
Kreisscheibe |s — so| < r. Ist f : K — C auf K holomorph mit

’ f(s)
f(s0)

und hat [ keine Nullstelle in der rechten Hilfte von K (d.h. Re(s —
s0) > 0), so gilt

M

<

(6.14) ~Re (fI(SO)) caM

mit einem c1 > 0.
Hat f eine Nullstelle pg im Bereich |s — so| < 1/2r, Re(s — s0) < 0,
so gilt

fl(So)) < ClM 1

(6.15) “Re ( o
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Satz 6.2. Es seien so € C, M > 1 und r > 0. Es bezeichne K die
Kreisscheibe |s — sg| < r. Weiter sei f : K — C auf K holomorph mit
‘ f(s)
f(50)

M

‘<e

und

M

r

~

(50) ‘
<
‘ (s0)
Gilt f(s) # 0 fir s € K mit Re(s — s9) > 21’ fiir ein 0 <1’ <1r/4, so
besteht

~

CQM

(6.16)

fir|s — so| < 1.

Damit ist der Beweis des folgenden Satzes moglich, der in dhnlicher
Form bereits in [Miil71] zu finden ist.

Satz 6.3. FEs existiert ein ¢ > 0 mit (o (s) # 0 fiir alle s = o + it mit
o>1— oo und |t] > 2.

Beweis. Es gilt fiir o > 1:

_dlorain_ Glorin i)
Calo + 2it Calo +it) Ca(o)
= Z Ao()\)efl’\“’(cos(—2|)\|t) + 4 cos(—|A[t) + 3).
AEA

(6.17) Re ( ; -

Da die Reihe nur positive Summanden enthélt, folgt

Calo)
Ca(o)

Angenommen, £ 4 in ist eine Nullstelle von (a (s) mit > 2. (Der Fall
17 < —2 wird analog behandelt.) Fiir o gelte zuniichst nur

_
(2n—-1)’

0.

Y

220021+
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Abbildung 6.1: Kreisscheiben zur Bestimmung nullstellenfreier Gebie-
te von (4 (s) im Beweis von Satz 6.3

auBerdem sei sg := 0p +in und r =1 — # = %. Wir betrachten
die Kreisscheibe K mit |s — so| < 7.
Nach Lemma 6.6 gilt dort
Ca(s) < t.
Zusammen mit Lemma 6.7 folgt
Cals)
Ca(s0)

) <<t(O+ L)

<t(c+ e

gg — 1
< n(2n+1) < exp(cslogn).

In der rechten Hilfte von K hat (s(s) nach Lemma 3.2 keine Null-

stellen. Mit M = c4logn folgt aus Satz 6.1

Cr (oo +1n) logn
e (CA(O’O +i77)) “T9

und analog

Ch (o0 + 22'77)) logn

(6.19) ~Re (CA(ao o) ST
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mit Konstanten cs, cg > 0.
Fiir die Lage von £ sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: € > og — 2.

1
Dann liefert Satz 6.1
Ch(30) logn 1
6.20 ~Re ( ) <c - .
(6.20) Ca(s0) T—9 o9—¢
Fiir den dritten Term aus (6.18) gilt
—M ~ L fir o9 — 1.
Ca(og) o-—1

Deswegen gilt fiir beliebiges, festes § > 1 bei geeigneter Wahl von g
auch

_ Galoo) Y
CA(Uo) < g9 — 1

Einsetzen von (6.19), (6.20) und (6.21) in (6.18) liefert

(6.21)

logn logn 4 36
4 — >0
061_19"‘ 051_19 00_54—00_1_
4 36 logn
— < 4 .
00—5_00—1+( 65+C6)1_19

Auflésung nach 1 — € liefert

4 — 36 — (09 — 1)(4es + c6) 227

1-¢>
% + (4es + 06)110%:9’
Wir wahlen 9
oo = 1 cr(1—19)
logn

wobei c7 noch festgelegt wird. Dann ist

(4 —30 — 4(65 + 06)07)(1 - 19) Cc
(32 +4(cs + cg)) logn log

=
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mit einem ¢ > 0, wenn § und c7 geeignet gewahlt werden.

2. Fall: £ <09 — 1%.

Hier ist - -
cr
<op———=1 -
£<00 4 +1og77 4
also o
1—¢> + cr > cs

4 logn — logn
mit ausreichend kleinem cg > 0.

In beiden Féllen folgt die Behauptung. O

Lemma 6.8. Firo >1 und|s—1|>1 gilt
Ca(s) 1
CA(S) o—1

Beweis. Unter Beriicksichtigung von Lemma 2.3 liefert partielle Sum-
mation

\ 3 A(Ne | < ‘e*“ 3 AO()\)—i—/x se™ 3 Ao(N) du‘
AEA 0

AEA AEA
A<z A<z [Al<u

/ e "0 (ue") du‘
0

=0 (:Ce(l_")w) + |S|O(‘ /z uell=3)v duD
0

=0 (:Ce(l_")w)

< e "0 (ze®) + ||

T 1 1
O(’— 1=s)x _ -~  (1—s)z D
+ Jsl 1—s' (1—5)26 +(1—s)2
Grenziibergang x — oo ergibt
Cals) s 1 1
oG ST S=5 Co-1
in dem genannten Gebiet. O

Analog zur Riemannschen Zetafunktion [Ayo63] beweisen wir den
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Satz 6.4. Es gibt eine Konstante ¢’ > 0 derart, dass fir [t| > 3 und
gleichmafig fir 1 — IOC—/ < 0 < 2 die Abschitzung

g ]
Ca(s)
< log |t
Cals)
giiltig ist.
Beweis. Es seitg > 3 gegeben (tp < —3 analog) und
Cy . . 1-9
op:=14+——, s9:=o09+1itg sowie 7r:= ——,
log tg 2

wobei ¢g > 0 noch geeignet zu wihlen ist. Wegen Lemma 6.6 gilt in
der Kreisscheibe |s — sg| < r die Abschétzung (4 (s) < ¢ und wegen
Lemma 6.7 auch

C+ fir 1 <op < 2.

0'0—1

1
\m\<

Im
A

>

Re

Abbildung 6.2: Gebiete zur Abschitzung von ¢} (s)/Ca(s) im Beweis
von Satz 6.4

Dort gilt daher

S t
Cals) < < tologty < exp(ciologty).

(6.22) Ca(50) p—
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Aus Lemma 6.8 ergibt sich

¢als0)
CA(S()) gy — 1

(6.23)

Wegen Satz 6.3 gilt

(6.24) Cals)£0 firo>1— @,
daher setzen wir
C10
625 ! =
( ) " log to

mit c19 > cg. Bei geeigneter Wahl von ¢g > 0 gilt

C9 C10 c

1
6.26 < = d -2 > —
( ) " 4T b log to log to logt
fiir alle |s — so| < 7.
Dann sind die Voraussetzungen von Satz 6.2 mit M = ¢ logty und
einem c¢11 > 0 erfiillt, denn aus (6.22) folgt

‘ Ca(s)
¢a(s0)

M

‘<e

und aus (6.23) kommt

‘CK(SO) ‘ M
Calso) !~ 7
Die Nullstellenfreiheit aus (6.24) liefert

. C9 10 c
0 f >o00—2r' > 1 - - :
Cals) # =90 b log to log to logt
Nach Satz 6.2 gilt daher
Ca(s)
< logt
<A(S) glo
fiir [s — so| < r' = 1%, also insbesondere auch fiir ¢ = #o und wegen
(6.26) firr 0 > 1 — 5 mit ¢/ = c19 — co > 0. O
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6.2 Beweis des Primzahlsatzes mit Hilfe
der Integralformel

Das Vorgehen in diesem Abschnitt entspricht dem im Fall der natiirli-
chen Zahlen [Ayo63]. Zum Beweis des Primzahlsatzes fiir die arith-
metische Halbgruppe A wenden wir die Integralformel auf ¥ (z) an,
wobei die zugehorige Dirichletreihe gerade die logarithmische Ablei-
tung der Zetafunktion ist. Dies liefert eine Aussage iiber ein gewichte-
tes Mittel von 1. Der néchste Schritt ist, daraus auf die Asymptotik
von 1 zu schlieBen, welche dquivalent zum Primzahlsatz ist. Im mul-
tiplikativen Fall kommt Miiller [Miil71] zum gleichen Ergebnis.

Es bezeichne

(6.27) Ya(z) == 3 Ao(N) (1 - eW—ﬂﬂ).

AEA

A<z
Dann ist
Po(z) =" Z Ao(N) (ew - el)“) = e_””/ Pa(u)e® du.
AeA 0
A<z
Zur Abkiirzung werde mit
(6.28) Ps3(x) ::/ Ya(u)e” du
0

das gewichtete Integral iiber ¢5 bezeichnet.

Satz 6.5. Es gibt eine Konstante ¢ > 0 derart, dass

Yalw) = 3¢ + O exp (— ex))

gilt.
Beweis. Zunichst sei 7' > 3. Es gibt ein c¢13 > 0 so, dass fiir o :=
c13/log T gilt a < % und

Cals)
Ca(s)

(6.29) <logT < a™*
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fiir c=1-aq, [t| <T und
l—a<o<1l+4aq, |t|=T.
Fiir |[t| > 3 kommt dies aus Satz 6.3. Fiir |¢|] < 3 ldsst sich mit der
gleichen Begriindung wie in der Herleitung von Lemma 6.4 ein c13 so
klein wéahlen, dass dort fir alle s = 1 — « + it die Abschétzung

¢als)
s—1 <1
V4G
gilt, also gleichwertig
Cals) —1
< Lo .
Cals) s —1
Im
A !
v ! .
T —+——ea +iT
i
voY
i
|
s >
0of ] 17 @ Re
i
|
i
|
—iTy teq it
|

Abbildung 6.3: Integrationswege zur Anwendung der Integralformel

Es bezeichne a := 1+ « und b := 1 — o. Weiter sei v; der geradlinige
Integrationsweg von a + ¢T nach b+ 1T, vy der von b+ 4T nach b — T
und vs der von b — i7" nach a — i7" (Abbildung 6.3).

Anwendung der Integralformel aus Satz 3.2 und des Residuensatzes

liefert
exa )
T

B 1 a+iT C/ (S) s
Po(r) = %/aiiT _Ci(s) : SGED) ds—|—(9(

Ca(a)
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1 !
="+ Py +F2+F3+(9( G (@)
2 A

mit den Fehlertermen

_ [ _Gls) e _
F, .—/U aG) sGED ds, v=123.

v

Fiir s € vy gilt |s| > T, |s(s + 1)| > T? und |e**| < e+, Unter
Beriicksichtigung von (6.29) und der Weglinge 2« folgt

z(14+a)
Fi < 2aater (02 & 72
Analog gilt
ez(1+o¢)
Fy < —5—

Fiir s € vy gilt |s] > 3(3 + [t]), folglich [s(s + 1)| > 1(3 + [t])*.
Zusammen mit (6.29) ergibt sich

b—1T
()
'F2'§/M AOIEEED)]
1

T
< / LT e S —;
0 (3 + [t

G-y [ 1

< logTe” _"/ ——dt
o (3+1)?

1

l+T)

2

z(l—a) 1 ds

< log Te*(1 =) (1 —
< log Te*(1=),

Zusammenfassung ergibt

Un() = %ez + 0(61(;&)) +0 (logTes1-)) + O(M%T@zma))
logT

1
= 561 + O(logTez(lfa) + TEZ(HQ))'
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Durch geeignete Wahl von T lésst sich der Unterschied zwischen den
beiden Restgliedtermen aufheben. Denn

log Te*(1 =) L logT Tem(“r“)
T

ist dquivalent zu
logT =

GEIN
logT™"
Es sei daher )

T :=exp (014905)
mit einem entsprechenden cj4 > 0. Dies ergibt

Uolw) = L7 + O3 0=)

= %e + (9(1:26:”(1 logT))
1 1
:§ex+(9(exp( Cl;) §logcc))
1 1
= —ex—l-(?(exp x—cl5:1:% —logx))
2 2
1
= iem + O(em exp ( — cxf)),
wie behauptet. o

Aus dem vorangehenden Satz kommt sofort

Y3(z) = e"ho(x) = %621 + (9(625” exp (— cx%)).

Daraus folgt der Schluss auf die Asymptotik von 4.
Satz 6.6. Mit gewissen Konstanten c,c¢’ > 0 besteht

(6.30) ¢M@=%&+O@%mm—m%)
genau dann, wenn

(6.31) ¢A¢w::ex4-o(ezexp(-dx%))
gilt.
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Beweis. Wir schreiben die Behauptung fiir ¢5(log ) und 9 (log x)
um und folgen dem Beweis fiir die natiirlichen Zahlen in [Ayo63].
Diese Darstellung entspricht dem Fall multiplikativer Halbgruppen.
Die Aussagen werden dann zu

(6.32) Ys(logx) = %xQ + O(m2 exp (— clog% x))
und
(6.33) Pa(logz) =z + O(m exp(—¢ log? x))

Wir folgern zunéchst (6.33) aus (6.32).
Es gelte (6.32). Es ist

log x T
wallogz) = [ vn(wetdu= [ vx(ogu du

Die Funktion h erfiille

(6.34) 0<M@<g.

Im Folgenden schreiben wir in der Regel den Funktionswert h(z) ohne
das Argument (z). Da ¥ (logz) eine monoton wachsende Funktion
von x ist, gilt

x+h

(6.35) % /_h Y (logu) du < Pp(logx) < % / YA (logu) du

€T

Fiir die linke Seite gilt

1 xr
E/w_hz/}/\(logu)d
:l 11:24—(9(1:2(3}( (—clo %:z:))
n\ 3 p g

bt sofent )

(¢s(logz) — 3(log(a — h)))

D‘I'—'
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1 /22 2 2
= (%—%-ﬁ-hw—?+O(:C2exp(—clogéx))

+ (9(:102 exp (— clog%(ac - h))))
Da +/log x eine monoton wachsende Funktion von z ist und nach (6.34)
lx <z—-h<z
2
gilt, ist

(9(1:2 exp (— clog%(:zr - h))) = (9(1:2 exp ( - clog% (;)))

Dies liefert

(6.36) %[hwaogu)du_x—g+0(x—;exp(—clog% (g)))

Analog ist

x+h
7 nlogu)du = - (valloxta + ) — valog o)

> =

2

_‘% —|—(9(x2 exp(—clog% x))) .

Wie oben besteht x < x +h < x + 5 und

exp (—clog% (x + h)) < exp (—clog% a:) .

Daraus folgt
1 [zth " ,
_/ wA(lOgu)d“:l"‘F—+O(x—exp(—clog%x))
hJ, 5 -
2

(6.37) —x+ﬁ+(9(%exp(—clog% (g)))
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Es ist

log? (%) (1 B logZ)% - (1)%
log x 2

fiir x > 4. Folglich ist
1/x 1
exp ( —clog? (5)) < exp ( — c16 log? x)

Aus (6.35), (6.36) und (6.37) folgt

2 h
(9(% exp(—clﬁlog% x)) —3 < ¢Yp(logz) —x und
2

h 1
Ya(logz) —z < 3 —|—O(% exp(—clglog§ :z:))

(6.38)

Wihlen wir " .
h(z) = 5 eXP ( — c17log? x),

so gilt mit geeignetem c17 auch 0 < h(z) < z/2. Mit einem ¢’ > 0
folgt dann aus (6.38)

Ya(logz) —z < zexp (—¢ log? z).

Dies zeigt (6.33).
Andererseits gelte (6.31). Fiir z > (¢//2)? und eine gewisse Konstante
cp ist dann

Y3(x) = /Ow Pa(u)e” du
= /w e du + co + /91 O (exp(2u — ¢'Vu)) du

0 (¢’ ]2)2

— %e2x—1+c0+(’)(/j/2)2 (2— d )exp(2u—c’\/ﬂ)du)

c 23/
1 2x—c'zx
:—62””—1+co—|—(’)(/ etdt)
2 0
1
= 5(3% + O (e** exp(—c'Vx)) .
Also gilt auch die Umkehrung. O
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Es fehlt noch der Schluss auf die asymptotische Anzahl der Basisele-
mente

Satz 6.7. Firr € R mit 0 < r < 1 und gewisse Konstanten ci, ca,
cs > 0 sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

(6.39) a(x) =€ + O (e exp (—c12")),
< d
(640) WA(:T) = /‘ﬁl‘ 1Oguu + O (ew exp (_02$T))
und
< 4
(6.41) by (z) = / . log“u + O (% exp (—csa™)).

Bemerkung 6.2. Fiir geniigend grofie z und eine Konstante a ist

e® d x +
/ 4 :/ e—dtzli(ew)—i—a.
ool logu 161] t

Dabei ist 31 das erste Basiselement beziiglich der Ordnung von A.

Beweis von Satz 6.7.
Zuniichst zeigen wir die Aquivalenz von (6.40) und (6.41).
Nach Lemma 2.4 gilt

Yi(2) = ma(z) < efa
fir £ — oo. Wegen
O(e%x) = (’)(e”” exp ( — CCET))

entspricht dies der Behauptung.

Als néchstes schlieen wir von (6.39) auf (6.41). Auch hier bietet sich
wie beim Beweis von Satz 6.6 der Ubergang von z zu logz an. Es
gelte (6.39), also

Ya(logz) =2+ O (zexp (—cilog" z)) .
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Partielle Summation liefert

o=y A

s W
[B1]<[A[<logx

1 log x
_ ST AN + / 1/’/‘(2“) du
log x = 181 U
[B1|<|A|[<log =
_ YA (log x) n ¢A(10§U) do.
log x et vlog®wv

Weiter gilt

/w 1 T elfl /w du
du = - + —.
ool logu logz  |B1] 51 log” u

Daher ist
wlloga)- [
1198 61 logu
_ [B1] z _
_ Yallogz) —x e %/JA(IOgl;) Y
log x |51 oml wlog®w

= O(lozgc exp (—cy1log” x) )

+O</m vexp (—ci log" v) dv)

181l vlog®v

€T

= O(mexp(—cl logra:)) —i—O(/

elbil
=0 (m exp (—c1 log” x) )

VT z
+(9(/ +/ exp (—cy1 log” v) dv)
el Sz

= O(xexp (—c1log” 1:)) + 0 (V)
+ (9( (z — V) exp (—c1 log” V) )

exp (—cq log" v) dv)
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< xexp (—czlog z).
Dies zeigt (6.41).
Umgekehrt gelte (6.41). Dann ist

=D AN =D MV

AEA AEA
A<z A<z
= CC’L/)l (CC) — 1/)1 (t) dt
[B1]
" du
=z + 20 (e* exp(—c3x”
[ o+ 20 (e exp(=ena”))

/1 /mﬂ log u + 0O (e’ exp(—cst")) dt

=e" 4+ O (e® exp(—c12")).

Dabei wurde zuletzt ausgenutzt, dass

/\Bﬂ logu /1 /\Bﬂ 10gu

konstant ist, wie durch Differentiation nach x gezeigt wird. O

Zusammenfassung der Ergebnisse liefert schliellich den verallgemei-
nerten Primzahlsatz mit Restglied.

Satz 6.8. Es sei A eine arithmetische Halbgruppe und es gelte
L(z) = Ae®* + O (eﬂz)
mit A > 0 und 9 < 1. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 derart, dass

(6.42) ma(z) =1li(e”) + O (em exp (—c:c%))
gilt fiir x — oo.

Bemerkung 6.3. Die Aussage von Satz 6.8 ist optimal in dem Sinne,
dass das Restglied in (6.42) im Allgemeinen nicht verbessert werden
kann. Ein entsprechendes Gegenbeispiel wurde von Montgomery an-
gegeben [Mon00].
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Abitur am Gymnasium Bad Essen

Zivildienst bei der Biologischen Station Minden—
Liibbecke

Studium der Technomathematik an der
TU Clausthal, Anwendungsfach Elektrotechnik

Vordiplom
Abschluss als Diplom—Mathematiker
Promotionsstudium an der TU Clausthal

gefordert durch ein Stipendium nach dem Gra-
duiertenfordergesetz

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fiir
Mathematik der TU Clausthal
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