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Abstract

In the industrial environment in many instances the question of cost reduction, which
may arise in one way or another with the redevelopment or enhancement of products and
processes, occupies center stage. In this context, numerical simulation techniques have
become established as a widely self-contained engineering discipline providing a major
value to master the economical requirements in the development process of products.
With increasing computing power, as an important prerequisite for the successful use
of numerical simulation techniques, a significantly rising tendency towards complex
physical modeling becomes apparent. This means that the demand for simulations of
more and more complex tasks rises which in turn increases the complexity of numerical
methods.

In this sense, this thesis contributes to further development on numerical procedures
for the solution of thermomechanical coupled processes.

First, a material model of finite thermo-viscoelasticity is provided that considers main
thermomechanical behavior of an elastomeric material including nonlinear rate-depend-
ent viscous response associated to large deformation as well as nonlinear temperature
dependence. The numerical treatment of the resulting thermomechanical coupled pro-
blem is realized in the context of a modern approach by means of a consistent space-
time discretization. The application of mixed finite elements for the spatial discretization
leads to a nonlinear (semi-discretized) differential-algebraic equation system, where the
differential part results from the evolution of the internal variables (describing inela-
stic effects) and the time-dependent temperature field. The algebraic part of the system
comes from the quasi-static balance of linear momentum. Integration over time is per-
formed employing so-called Rosenbrock-type methods. Rosenbrock-type methods have
the enormous advantage of a totally iteration-free scheme and of being a high-order ap-
proach with the possibility of applying a numerical reasonable time-adaptive procedure.

It is shown that for the problem of consideration more efficient finite element com-
putations result in comparison to standard finite element approaches since the time inte-
gration on the basis of Rosenbrock-type methods does not lead to a system of non-linear
equations. In other words, all aspects of implicit finite elements as local iterations on
Gauss-point level and global equilibrium iterations do not occur, which yields to a dra-
stic reduction of the computational time.

The performance and applicability of the developed iteration-free solution procedure
is investigated by the simulation of several thermomechanical coupled examples.
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1. Einleitung

1.1. Motivation der Arbeit

Seit dem Beginn des 20. Jahrhunderts haben Ingenieure Berechnungsmethoden ent-
wickelt, um das mechanische Verhalten technischer Bauteile zu beschreiben. Bauteile,
die im Ingenieurwesen zum Einsatz kommen, haben üblicherweise tragende oder ver-
bindende Funktionen. Damit auftretende Lasten sicher abgeleitet werden können, ist die
Frage nach der zulässigen Beanspruchung von ausschlaggebender Bedeutung. Werden
spezifizierte Grenzwerte überschritten, so führt es zwangsläufig zu einer Beeinträch-
tigung der Funktionalität, was unweigerlich ein Versagensmechanismus des Bauteils
zur Folge hat. Um die Auslegung von Bauteilen zu gewährleisten, werden unter an-
derem Näherungsverfahren, die zum Teil in Regelwerke festgehalten sind, herangezo-
gen. Im Allgemeinen sind die Näherungsverfahren auf bestimmte Beanspruchungsfälle
zugeschnitten, die einen expliziten Versagensmechanismus bezüglich einer Belastungs-
richtung vorgeben. Der maßgebende Grenzfall wird in der Regel dann aus einer Va-
riation weniger Parameter ermittelt. Aufgrund der umfangreichen Annahmen und der
vereinfachten Betrachtung des Bauteils stellen die Ergebnisse allerdings mehr eine Ab-
schätzung der realen Beanspruchung und weniger eine exakte Berechnung dar. Kom-
plexe dreidimensionale, zeitabhängige Belastungsprozesse, bei denen nicht selten Kopp-
lungsphänomene von physikalischen Feldgrößen eine besondere Rolle spielen, können
mit solchen Verfahren nicht ausreichend erfasst werden.

Parallel zu den klassischen Lösungsmöglichkeiten hat sich durch die progressive Ent-
wicklung im Bereich der Computertechnologie die numerische Simulation im Rahmen
der optimalen Auslegung von technischen Prozessen und Bauteilen als leistungsfähige
Alternative etabliert. Diesbezüglich sind Berechnungsverfahren und Materialmodelle
entwickelt worden, die es erlauben, das mechanische Verhalten komplexer Strukturen
zu analysieren. Die Finite-Element Methode (FEM) nimmt dabei aufgrund ihrer Flexi-
bilität in vielen Anwendungsbereichen eine zentrale Rolle ein. Numerische Verfahren
dieser Art basieren auf einer Abbildung der Realität mittels eines Ingenieurmodells und
liefern die näherungsweise Lösung der zugehörigen Rand- und Anfangswertaufgaben.
Der Vorteil gegenüber den klassischen Auslegungsmethoden liegt vor allem darin, dass
das Deformationsverhalten der gesamten Struktur aber auch der Verlauf von Spannun-
gen über die Zeit erfasst werden können. Darüber hinaus sind Aussagen über die Wech-
selwirkung und Interaktion von verschiedenen physikalischen Feldern möglich. Voraus-
setzung für den Erfolg numerischer Simulation ist jedoch zum einen die Formulierung
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eines Materialmodells, welches in der Lage ist, das Werkstoffverhalten für den jeweili-
gen Anwendungsfall möglichst realistisch zu beschreiben, und zum anderen der Einsatz
eines effizienten und robusten Lösungsalgorithmus, der Aussagen über die Genauigkeit
der erhaltenen Näherungslösung treffen kann.

Zur Formulierung von Materialmodellen liefert die Kontinuumsmechanik geeignete
Methoden. Ein thermomechanisches Materialmodell im Sinne der phänomenologischen
Feldtheorie ist durch funktionale Relationen zwischen Deformations-, Temperatur- und
Spannungsprozessen gekennzeichnet und stellt eine mathematische Beschreibung der in
Experimenten beobachteten Materialeigenschaften dar. Diese Modellvorstellungen kön-
nen bei realen Werkstoffen einen derart hohen Komplexitätsgrad erreichen, dass deren
Einsatz in numerischen Simulationen aufgrund des erheblichen Aufwands uninteressant
werden. Auf der anderen Seite besteht im Bereich der Entwicklung ein immer stärkeres
Interesse an eine möglichst realistische Modellierung der Materialeigenschaften unter
realen Betriebsbedingungen, was eine hohe physikalische Auflösung der Modellbildung
impliziert. Damit die numerischen Verfahren den geforderten Anforderungen unter rea-
len Betriebsbedingungen nach ökonomischen Gesichtspunkten1 gerecht werden, können
prinzipiell folgende Maßnahmen durchgeführt werden:

Optimierung der Hardware
Die Anschaffung von Hochleistungsrechner ist eine relativ einfache durchsetzbare
Maßnahme, die eine unmittelbare Steigerung der Performance initiiert. Die Ent-
wicklung von immer leistungsfähigeren zentralen Recheneinheiten (CPUs) erzielt
stetig steigende Recheninstruktionen pro Taktperiode, was eine Laufzeitredukti-
on der Berechnungsprogramme zur Folge hat. Die kontinuierliche Erhöhung der
Taktfrequenz, als die gängige Variante zur Steigerung der Leistungsfähigkeit der
CPUs, stagnierte jedoch aufgrund physikalischer Randbedingungen.2 Die natür-
liche Konsequenz in der Entwicklung moderner Prozessoren ist hieraus die Ein-
führung von Mehrkernprozessoren (Multicore-Processors) bei denen mehrere Re-
cheneinheiten auf einem Chip angebracht sind. Mit Mehrkernprozessoren kann
theoretisch eine vervielfachte Rechenleistung erzielt werden (das n-fache bei n-
Kernen), die an die Bedingung einer Parallelisierung der Anwendungen auf meh-
rere Prozessoren geknüpft ist.3 Die real erzielbare Leistungssteigerung schwankt
mit der Güte der parallelisierten Software. D.h. die optimale Ausnutzung moder-
ner Hardware bedarf einen hohen Programmieraufwand, um die verwendete Soft-
ware an die parallele Architektur anzupassen. In vielen Fällen, wie z.B. bei FEM

1d.h. das Bestreben nach einer Verkürzung von Entwicklungszeiten, Herstellungsprozesse und Kosten-
minimierung.

2Bei Taktfrequenzen um 4 GHz ist die Abfuhr der Wärme nicht mehr sinnvoll zu realisieren.
3Im Rahmen einer parallelen Programmierung werden Anwendungen so modifiziert, dass sie komplett

oder auch nur Fragmente davon gleichzeitig auf mehreren Prozessoren als Threads ausgeführt werden.
Dazu gibt es grundsätzlich zwei Parallelisierungsstrategien: SMP (Shared-Memory-Programmierung)
und MPI (Message-Passing-Interface-Programmierung), siehe hierzu z.B. [Gropp et al., 2007] oder
[Rauber and Rünger, 2010]
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Softwarepaketen, die historisch gewachsen sind, ist die Umsetzung einer Paralle-
lisierung gleich dem Aufwand einer Neuprogrammierung zu setzen.

Entwicklung effizienter Lösungsstrategien
In Fällen, in denen eine Neuprogrammierung sinnvoll ist, erscheint die Überle-
gung durchaus angebracht, eine effiziente Berechnungsstrategie zu entwickeln.
Eine solche Entwicklung kann nur umgesetzt werden, wenn im Rahmen der FEM
– ausgehend von der mathematischen Formulierung – die Anwendung von effizi-
enten Lösungsprozeduren, z.B. adaptive Prozeduren, parallelisierte lineare Glei-
chungslöser (direkte oder iterative), Multigrid Löser, effiziente Zeitintegratoren,
etc. ersichtlich werden. Im Vergleich zur der konventionellen Optimierung im
Rahmen der FEM, nämlich der Entwicklung effizienter Elemente oder auch Ma-
terialmodelle, erzielt diese Vorgehensweise eine weitaus höhere Leistungssteige-
rung bezüglich der numerischen Performance. Eine numerische Simulation für
komplexe Materialmodelle wäre hinsichtlich der ökonomischen Anforderungen
durchführbar.

Die hier vorliegende Arbeit versteht sich als ein Ausschnitt der Entwicklung effizienter
Lösungsstrategien. Sie liefert einen Beitrag zur der Entwicklung einer iterationsfreien
Lösungsstrategie, die im Rahmen der nichtlinearen FEM ein Konzept zur Analyse ther-
momechanischen Verhaltens elastomerer Strukturen bei finiten Deformationsprozessen
darstellt.

1.2. Literaturüberblick

Das Verhalten von Bauteilen wird maßgeblich durch den Konstruktionswerkstoff be-
stimmt. Polymere Werkstoffe als Konstruktionswerkstoffe nehmen in der industriellen
Anwendung einen sehr hohen Stellenwert ein. Das allgemeine Interesse am physikali-
schen Verständnis der Materialeigenschaften von Polymer- und Elastomerwerkstoffen
nimmt daher ständig zu, was an der Vielzahl von Aufsätzen ersichtlich wird. Stellver-
tretend auf dem Gebiet seien die Arbeiten von Simo [1987], Boyce et al. [1989], Arruda
and Boyce [1993], Johnson et al. [1995], Holzapfel [1995], Miehe [1995], Lion [1996],
Holzapfel and Simo [1996a,b], Reese and Wriggers [1997], Lion [1997a,b], Reese and
Govindjee [1998a,b], Kaliske and Rothert [1998], Lion [2000a], Miehe and Keck [2000]
und Besdo and Ihlemann [2003] erwähnt.4 Eine umfangreiche, chronologische Über-
sicht von Aufsätzen bezüglich der Modellierung von Kunststoffen im Rahmen der FEM
ist in [Mackerle, 2004] zusammengetragen.

Zur kontinuumsmechanischen Beschreibung elastischer und inelastischer Effekte von
Elastomeren gibt es in der Fachliteratur eine Reihe von verschiedenen Ansätzen. Im Be-

4Es wird hier keinesfalls der Anspruch auf Vollständigkeit erhoben, sondern eine chronologische Auf-
zählung dem Autor bekannten Literatur gegeben.

3



1. Einleitung

reich finiter viskoelastischer Deformationen5 wurden beispielsweise zur Beschreibung
der inelastischen Effekte Modellansätze vorgeschlagen, die mit inneren Variablen vom
Spannungstyp6 oder mit inneren Variablen von Deformationstyp7 formuliert sind. Mo-
delle der finiten Viskoelastizität, die nicht auf inneren Variablen, sondern auf allgemei-
nen Gedächtnisfunktionalen basieren, finden sich in den Arbeit von Haupt [1971]. Vom
rein mechanischen Standpunkt aus sind alle drei Zugänge äquivalent. Eine Erweiterung
zu einer thermomechanisch konsistenten Materialformulierung kann erfahrungsgemäß
von den Ansätzen, die mit inneren Variablen vom Deformationstyp arbeiten, einfacher
umgesetzt werden, siehe [Lion, 2000b]. Mit der Formulierung eines thermodynamischen
Potentials, was in vielen Fällen die freie Energie ist, werden Modelle zur Beschreibung
thermomechanischer Prozesse hergeleitet.8 Demnach ist ein thermomechanisches Ma-
terial durch funktionale Relationen zwischen Temperatur-, Deformations-, und Span-
nungsprozessen gekennzeichnet, die im wesentlichen durch Kopplungseffekte zwischen
mechanischen und nicht mechanischen Feldgrößen verändert werden. So sind insbeson-
dere Deformationen infolge thermischer Expansion oder Änderung des mechanischen
Verhaltens als Wirkung des thermischen Feldes zu beobachten. Zyklische Prozesse re-
sultieren in thermoelastischen und dissipativen Aufheizeffekten als Wirkung des me-
chanischen Feldes auf das thermische Feld. Abbildung 1.1 veranschaulicht diesen kom-
plexen Zusammenhang. Die thermische Expansion und das thermoelastische Aufheizen
werden demnach als explizite und die temperaturabhängigen Materialfunktionen sowie
die Dissipation als implizite Kopplung betrachtet.

Die Berücksichtigung der vollständigen thermoviskoelastischen Kopplung ist für ei-
nige Problemstellungen nicht zwingend erforderlich, sie können einseitig entkoppelt
behandelt werden. Beispielsweise löst Taylor et al. [1970] in einer Pionierarbeit das
Wärmeleitungsproblem separat vom mechanischen Problem und berücksichtigt nur die
Rückkopplung über die thermische Expansion. Eine einseitige Kopplung stellt aller-
dings für viele Fragestellung eine starke Idealisierung des Mehrfeldproblems dar. Die
Umsetzung eines vollständig gekoppelten thermoviskoelastischen Anfangsrandwertpro-
blems wurde bereits von Oden and Armstrong [1971] vorgestellt, jedoch nur teilweise
numerisch umgesetzt. Für die numerische Behandlung von Mehrfeldproblemen haben
sich Eingangs partitionierte Lösungsalgorithmen durchgesetzt, die eine effiziente Mög-
lichkeit für schwach gekoppelte Probleme bereitstellen. Um einige zu nennen, die diese
Vorgehensweise detailliert untersucht haben, sei auf Arbeiten von Park [1980], Park and
Felippa [1980] und Felippa et al. [2001] hingewiesen. Neben den partitionierten Ver-
fahren haben sich heutzutage gestaffelte Lösungsalgorithmen etabliert. Bei gestaffelten
Berechnungen werden, im Gegensatz zur partitionierten, die Teilfelder sequentiell bear-
beitet und innerhalb eines Zeitinkrements solange iteriert, bis sich die Teilfelder ausrei-

5Eine umfassende Darstellung der Theorie kleiner Deformationen findet man in den Lehrbüchern von
Tobolsky [1967], Ferry [1980] oder Tschoegl [1989].

6siehe [Simo, 1987], [Holzapfel and Simo, 1996b], [Lion, 1996]
7siehe [Boyce et al., 1989], [Le Tallec et al., 1993], [Reese and Govindjee, 1998a,b], [Lion, 1997a,b]
8siehe [Lion, 1997a,b], [Reese, 2001], [Haupt, 2002] und [Heimes, 2005]
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explizite Kopplungmechanisches Feld thermisches Feld

Dissipation

Materialfunktionen

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung der thermomechanischen Kopplung gemäß
[Ilias, 1994]

chend nahe dem Gleichgewicht befinden. Anfängliche Anwendungen finden sich z.B.
in [Felippa and Park, 1980] oder [Argyris et al., 1981]. Als weiterführende Arbeiten,
in denen gestaffelte Lösungsalgorithmen in Verbindung mit thermomechanischen Fra-
gestellungen umgesetzt wurden, sind beispielhaft die Arbeiten von Lewis and Schrefler
[1987], Simo and Miehe [1992] zu erwähnen und in Verbindung mit thermomechanisch
gekoppelten Kontaktproblemen die von Rieger [2002] und Rieger and Wriggers [2004].
Eine Konvergenz der gestaffelten Verfahren ist a priori allerdings nicht gewährleistet.
Sie wird maßgeblich von der Art und Wahl der Partitionierung der Felder (dem Ope-
rator Split) beeinflusst. Eine unbedingte Stabilität wird nur, wie in [Armero and Simo,
1992] bzw. [Armero and Simo, 1993] gezeigt, mit einem isentropen Operatorsplit er-
reicht. Für eine mäßige Kopplung beider Teilfelder könnte auch mit einem einfachen
isothermen Operatorsplit eine robuste Lösung erzielt werden. Lübbing [1997] stellt hier-
zu im Zusammenhang mit der Thermoelastizität Konzepte zur Analyse vom Kopplungs-
grad der Felder vor. Die monolithischen bzw. simultanen Lösungsverfahren stellen ei-
ne weitere Möglichkeit zur numerischen Behandlung von Mehrfeldproblemen dar. In
[Glaser, 1991], [Parisch, 2003] und [Fritsch, 2004] wird dieser Ansatz in Verbindung
mit einem impliziten Euler Verfahren in Kombination mit dem klassischen Prädiktor-
Korrektor Verfahren9 für die Problemstellung der finiten Plastizität gekoppelt mit einer
linearen Wärmeleitung angewandt. Reese and Govindjee [1998b] wenden das Verfahren
zur thermomechanischen Beschreibung gummiartiger Polymerwerkstoffe an. Verglei-
chende Untersuchungen der verschiedenen Ansätze finden sich für die finite Thermo-

9Mit der von Mises Fließbedingung führt dies auf die sogenannte radial return Methode. Im allgemeinen
Fall einer anderen assoziierten Fließregel wird nach Simo and Hughes [1987] der Algorithmus general
closest point projection genannt.
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elastizität in [Miehe, 1988] und für die finite Thermoviskoelastizität in [Reese, 2001].
Neben den Entwicklungen von Lösungsansätzen für Mehrfeldprobleme im Rahmen

der numerischen Behandlung der gekoppelten Thermomechanik hat sich im Verhältnis
zu den ersten Formulierungen der siebziger Jahre die nichtlineare FEM10 rasant ent-
wickelt und besitzt gegenwärtig bei den eingebetteten numerischen Methoden einen ho-
hen Stand. Anfänglich wurden Verfahren im Sinne der phänomenologischen Modell-
bildung ausgeweitet und die Weiterentwicklung der Elementformulierung unter dem
Aspekt komplexerer konstitutiver Beziehungen und der Einbeziehung von Mehrfeld
Phänomenen vorangetrieben.

Dies änderte sich durch die Arbeiten von Wittekindt [1991], Fritzen [1997], Ellsiepen
[1999] und Ellsiepen and Hartmann [2001], die die Vorgehensweise als eine Anwen-
dung der vertikalen Linienmethode zur Lösung von partiellen Differentialgleichungen
in Ort und Zeit interpretierten. Die Ortsdiskretisierung führt zunächst unter Verwendung
der Methode der finiten Elemente auf ein nichtlineares Gleichungssystem in Abhängig-
keit der unbekannten Knotenverschiebungen und den inneren Variablen, die durch Evo-
lutionsgleichungen, d.h. gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, definiert
sind. Werden diese Gleichungen formal zu einem System von gewöhnlichen Differenti-
algleichungen assembliert, so bezeichnet man die Kopplung dieser beiden Gleichungen
als explizites System von Algebro-Differentialgleichungen (DAE-System). Der alge-
braische Anteil beschreibt die sogenannten Gleichgewichtsbedingungen und der diffe-
rentielle Anteil die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen an allen räumlichen
Integrationspunkten und somit das Verfestigungsverhalten der Struktur.

In einem ersten Schritt war es das Ziel zunächst die klassische Vorgehensweise mit
Verfahren der Numerischen Mathematik zu interpretieren, siehe [Ellsiepen and Hart-
mann, 2001]. Die Anwendung des klassischen impliziten Euler-Verfahrens zur Lösung
des DAE-Systems führt zu jedem Zeitpunkt auf ein gekoppeltes nichtlineares Glei-
chungssystem, dessen Lösung die unbekannten Knotenverschiebungen sowie die un-
bekannten inneren Variablen liefert. Die Anwendung des Newton-Raphson Verfahrens
führt jedoch nicht auf die häufig propagierte iterative Lösung (Spannungsalgorithmus)
auf Gauss-Punkt Ebene. Erst nach genauer Betrachtung des ursprünglichen Artikels zur
konsistenten Linearisierung, siehe [Simo and Taylor, 1985], wird offensichtlich, dass
der Satz über implizite Funktionen angewendet wird. Das zugehörige Verfahren des ge-
koppelten nichtlinearen Gleichungssystems stellt der sogenannte Multilevel-Newton Al-
gorithmus (MLNA) dar (siehe [Rabbat et al., 1979] und [Hoyer and Schmidt, 1984]).
Mit der Betrachtung als DAE-System besteht nunmehr die Möglichkeit andere Vor-
gehensweisen anzuwenden und zu entwickeln. Zunächst sind steif-genaue diagonal-
implizite Runge-Kutta Verfahren (DIRK)11 in Verbindung mit dem MLNA untersucht

10Insbesondere ist hier die nichtlineare FEM unter Berücksichtigung von Materialmodellen vom Evoluti-
onsgleichungstyp d.h. Modellen der Viskoelastizität, Plastizität und Viskoplastizität und ihrer Erwei-
terung zu einer thermomechanisch konsistenten Formulierung im Rahmen quasi-statischer Festkör-
perberechnungen gemeint.

11siehe hierzu [Hairer and Wanner, 1996]
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worden, siehe [Ellsiepen and Hartmann, 2001], bzw. BDF Verfahren z.B. in der Ar-
beit von [Eckert et al., 2004] und [Scherf, 2000]. Die Übertragung des DIRK/MLNA
Ansatzes12 auf große Deformationen, gemischte Elemente und unterschiedliche Materi-
aleigenschaften sind in den Arbeiten [Hartmann, 2002], [Hartmann, 2006a], [Hartmann
and Bier, 2008] und [Hartmann et al., 2008a] angewendet worden. Die Erweiterung des
DIRK/MLNA Ansatzes auf thermomechanisch gekoppelte Problemstellungen im Zu-
sammenhang mit Umformprozessen funktional gradierter Materialien wurde von Quint
[2012] in Form einer simultanen Lösungsmethode umgesetzt.

Ein neuer Gesichtspunkt hingegen ist verbunden mit der Suche nach möglicherwei-
se effizienteren Verfahren. In diesem Zusammenhang stellen die linear-impliziten Run-
ge Kutta Verfahren (LIRK) eine interessante Möglichkeit dar. Innerhalb dieser Verfah-
rensklasse zeichnen sich die, nach Rosenbrock [1963] benannten, Rosenbrock-Verfah-
ren als aussichtsreich aus. In der Fachliteratur existiert eine Vielzahl von Aufsätzen über
die numerischen Eigenschaften der Verfahren und den verschiedenen Anwendungsmög-
lichkeiten. Exemplarisch seien die Arbeiten von Kaps and Wanner [1981], Shampine
[1982], Roche [1988], Hairer et al. [1989a], Rentrop et al. [1989], Lubich and Roche
[1990], Sandu et al. [1997] und Lang and Verwer [2001] erwähnt. Diese Verfahren ha-
ben den wesentlichen Vorteil, dass keine gekoppelten nichtlinearen, sondern nur lineare
Gleichungssysteme auftreten. D.h. man erhält eine vollständig iterationsfreie Vorgehens-
weise und muss weder global noch auf Gauss-Punkt Ebene nichtlineare Gleichungssy-
steme iterativ lösen. In einer ersten Untersuchung wurden die Rosenbrock-Verfahren von
Hartmann and Wensch [2006] für die Viskoelastizität bei kleinen Verzerrungen in einer
vereinfachten Implementation angewendet. Eine FE-spezifische Struktur von globalen
und elementbezogenen Größen wurde hier nicht direkt ausgenutzt. Die Umsetzung der
Verfahren im Kontext einer typischen geschachtelten FE-Struktur ist in [Hamkar and
Hartmann, 2007] vollzogen und die Implementation basierend auf eine Formulierung
der finiten Viskoelastizität in [Hamkar and Hartmann, 2008] und [Hartmann and Ham-
kar, 2010]. Eine Entwicklung der Rosenbrock-Verfahren in Kombination mit einem FE-
Ansatz basierend auf eine Elementformulierung hoher Ordnung wurde von Netz et al.
[2013b] umgesetzt. Abgesehen von den beschrieben Anwendungen für rein mechani-
sche Problemstellungen wurden die Rosenbrock-Verfahren zudem zur Untersuchung
von thermischen Fragestellungen herangezogen. Lang and Verwer [2001] entwickel-
ten ein Rosenbrock-Verfahren, das speziell zur Behandlung nichtlinearer parabolischer
partieller Differentialgleichungen entwickelt wurde, um damit das instationäre Wärme-
leitungsproblem zu lösen. In [Lang, 2001] wurde dieses Verfahren in einer adaptiven
FE-Implementierung realisiert und umfangreich untersucht. Rosenbrock-Verfahren in
Verbindung mit einer nichtlinearen FE-Formulierung werden erstmals in dieser Arbeit
für das monolithisch thermomechanisch gekoppelte Problem der finiten Thermovisko-
elastizität entwickelt.

12DIRK/MLNA ist ein Lösungsansatz basierend auf die Diagonal-Impliziten Runge-Kutta (DIRK) Ver-
fahren in Kombination mit dem Multi-Level Newton Algorithmus (MLNA).

7



1. Einleitung

1.3. Zielsetzung

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit besteht in der numerischen Umsetzung ther-
momechanisch gekoppelter Problemstellungen elastomerer Strukturen im Kontext der
Entwicklung einer effizienten globalen Lösungsstrategie. Zweckmäßigerweise ist die
Lösungsprozedur in eine typische geschachtelte Methodik der Finiten-Elemente Metho-
de zu integrieren.

Zur phänomenologischen Beschreibung der Materialeigenschaften sind Modelle vom
Evolutionsgleichungstyp heranzuziehen. Hierzu ist das Materialmodell der finiten Vis-
koelastizität aus [Hartmann, 2003] im Sinne einer thermodynamisch konsistenten Ma-
terialtheorie für thermomechanische Prozesse bei großen Deformationen zu erweitern.
Das Modell soll eine vollständige thermomechanische Kopplung enthalten.

Zentraler Arbeitspunkt ist die effiziente Umsetzung von Rosenbrock-Verfahren auf
das im Rahmen einer modernen Betrachtungsweise einer konsistenten Raum- Zeitdis-
kretisierung zugrunde liegende DAE-System. Das Verfahren soll sowohl für isotherme
als auch für thermomechanisch gekoppelte Prozesse geeignet sein. Dies ist bezüglich
der Formulierung der Algorithmen und der Implementierung umzusetzen. Hinsichtlich
der räumlichen Diskretisierung sind geeignete gemischte Elementformulierungen her-
zuleiten.

1.4. Gliederung der Arbeit

Die Unterteilung der vorliegenden Arbeit in den verschiedenen Kapiteln ergibt sich na-
hezu auf natürliche Weise aus der Zielsetzung. Das folgende Kapitel 2 vermittelt die
kontinuumsmechanischen Grundlagen zur Beschreibung der Kinematik deformierbarer
Körper. Im Rahmen einer geometrisch nichtlinearen Theorie werden die Bilanzgleichun-
gen für die Masse, für den Impuls, den Drehimpuls, und für die Energie sowie für die
Entropie auf Basis der klassischen Kontinuumsmechanik und Thermodynamik darge-
stellt. Außerdem werden nach dem Konzept der Dualen Variablen die zueinander asso-
ziierten Spannungs- und Verzerrungstensoren motiviert.

Nach einem kurzen Überblick über die charakteristischen Materialeigenschaften po-
lymerer und elastomerer Stoffe werden in Kapitel 3 grundlegende Prinzipien der Ma-
terialmodellierung im Sinne der thermomechanisch konsistenten Materialtheorie dis-
kutiert. Ausgehend von einem rheologischen Modell wird die allgemeine Struktur der
Materialgleichungen herausgearbeitet. Es werden verschiedene physikalisch begründ-
bare Zerlegungen der Deformation eingeführt und mathematisch präzisiert. In Analogie
zur Theorie der linearen Viskoelastizität wird die frei Energie, die in dieser Arbeit als
thermodynamisches Potential verwendet wird, additiv in mehrere voneinander unab-
hängige Anteile zerlegt. Zur Aufstellung der konstitutiven Beziehungen für Spannung,
Entropie, innere Variablen und Wärmestrom wird der zweite Hauptsatz der Thermo-
dynamik in Form der Clausius-Duhem Ungleichung (CDU), als sogenannte Dissipa-
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tionsungleichung, ausgewertet. Zur Konkretisierung der Materialgleichungen, d.h. der
Formulierung der entsprechenden Spannungs- und Verzerrungsmaße und Materialfunk-
tionen wird in dieser Arbeit auf die Vorschläge von Lion [2000b] und Heimes [2005]
eingegangen. Im Anschluss daran wird die Herleitung der verallgemeinerten Wärmelei-
tungsgleichung, die aus der lokalen Energiebilanz abgeleitet wird, beschrieben.

In Kapitel 4 erfolgt nach einer Definition der lokalen Form des Anfangsrandwert-
problems (ARWP) der Übergang zur numerischen Formulierung im Rahmen der Finite-
Elemente Methode auf der Grundlage schwacher Formulierungen. Die Kontinuität wird
mittels geeignet gewählter variationeller Aussagen im integralen Sinn erfüllt. In Bezug
auf eine geeignete Elementformulierung werden gemischte Variationsformulierungen
herangezogen. Die hier verwendeten Elementformulierungen liegen dem Extremalprin-
zip eines Dreifeldfunktionals zugrunde, dass für thermomechanisch gekoppelte Frage-
stellung hergeleitet wird.

Kapitel 5 befasst sich mit den wesentlichen Schritten für die Entwicklung einer glo-
balen iterationsfreien Prozedur im Kontext einer konsistenten Raum-Zeitdiskretisierung
zur Lösung des aufgestellten thermomechanischen ARWP. Nach der Einführung der
räumlichen Diskretisierung basierend auf dem isoparametrischen Elementkonzept un-
ter Berücksichtigung einer Verschiebungssteuerung und den resultierenden gemischten
Elementen wird nachfolgend im Sinne der vertikalen Linienmethode die Zeitdiskretisie-
rung erläutert. Die Verfahrensvorschrift, der in dieser Arbeit eingesetzten Zeitintegra-
toren, den sogenannten Rosenbrock-Verfahren, wird zunächst anhand eines Anfangs-
wertproblems motiviert und auf das DAE-System des thermomechanischen Problems
übertragen. Im Hinblick auf eine Implementierung werden die resultierenden Element-
matrizen einer konsistenten Linearisierung abgeleitet und die Struktur der entstehenden
Gleichungssysteme im Detail diskutiert. Algorithmen zur effizienten Berechnung der
Systeme werden vorgestellt und umgesetzt. Um die Genauigkeit und Verlässlichkeit der
Ergebnisse sicherzustellen, wird eine adaptive Schrittweitenkontrolle verwendet.

Um das numerische Verhalten und die Leistungsfähigkeit der hier entwickelten Lö-
sungsprozedur zu untersuchen, werden im Kapitel 6 Beispielrechnungen vorgestellt. In
einem ersten Beispiel werden Konvergenzuntersuchungen und Aufwands-Genauigkeits-
untersuchungen für isotherme Belastungsprozesse durchgeführt. Anhand dieses Bei-
spiels wird die Leistungsfähigkeit der entwickelten Lösungsprozedur gegenüber der
klassischen FE-Formulierung demonstriert. Ein weiteres Beispiel dient vor allem dem
Zweck, grundlegende Mechanismen der thermomechanischen Kopplung aufzuzeigen
und das Verhalten hinsichtlich des implementieren Materialmodells und der Lösungs-
prozedur zu kontrollieren. Das Verständnis der hierbei untersuchten Effekte ist für die
Interpretation der Ergebnisse komplexer Strukturen hilfreich. Weiterhin werden dissipa-
tive Aufheizeffekte am Beispiel einer periodisch beanspruchten elastomeren Zugprobe
untersucht. Im abschließenden Beispiel wird die Robustheit und Effektivität der Verfah-
ren in Bezug auf eine praxisrelevante Anwendung untersucht.

In Kapitel 7 werden die grundlegenden Erkenntnisse der Arbeit zusammengefasst
und Möglichkeiten zur weiteren Forschungsarbeit aufgezeigt.
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2. Kontinuumsmechanische
Grundlagen

Die Kontinuumsmechanik ist eine allgemeingültige Theorie zu Beschreibung der Bewe-
gung materieller Körper unter dem Einfluss von Kräften. Das mathematische Fundament
der Kontinuumsmechanik ermöglicht es, ein spezielles mechanisches Problem in einer
allgemeingültigen Form zu erfassen und somit einem deduktiven Lösungsverfahren zu-
gänglich zu machen. In diesem Zusammenhang umfasst die Kontinuumsmechanik die
drei Bereiche:

Kinematik, welche zur Beschreibung der Bewegung und der Deformation eines Kör-
pers, ohne Berücksichtigung der Ursachen, dient,

Bilanzgleichungen, in denen allgemeingültige Erfahrungssätze der Thermomecha-
nik zusammengefasst werden, und

Materialgleichungen, konstitutive Beziehungen, die die kinematischen Größen mit
den dynamischen Größen der Bilanzrelationen für das betrachtete Material ver-
knüpfen.

Das vorangehende Kapitel diskutiert die mathematische Erfassung des Begriffs materi-
eller Körper ebenso wie die Zusammenstellung der Bilanzgleichungen, die die physika-
lischen Gesetzmäßigkeiten reflektieren, denen alle materiellen Körper unterliegen.1

2.1. Kinematik

2.1.1. Konfiguration, Bewegung, Deformation

Im Sinne der Kontinuumsmechanik ist ein materieller Körper B ein Teilbereich des
Raumes, in dem Materie kontinuierlich verteilt ist. Bezüglich dieser Vorstellung besteht
ein materieller Körper aus einer Menge materieller Punkte, B = {P}. Jeder materielle
Punkt P ist durch eine eindeutige Abbildung in Form eines Zahlentripels

(x1, x2, x3) = χ (P) ⇔ P = χ−1(x1, x2, x3), (2.1)

1Die Ausführungen in diesem Kapitel basieren auf der Grundlage des Lehrbuches von Haupt [2002].
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

die als Konfigurationen bezeichnet werden, identifiziert. Die Hintereinanderschaltung
von zwei Konfigurationen muss dabei stetig differenzierbar sein.2 Das Zahlentripel (2.1)
kann interpretiert werden, als die Koordinaten eines Punktes im dreidimensionalen eu-
klidischen Punktraum E3. Die eindeutige Abbildung eines geometrischen Vektors x ∈
V3 zu den Punkten im euklidischen Punktraum erfordert die Wahl eines beliebigen,

aber festen Bezugspunktes O ∈ E3. Diese Verknüpfung der Abbildung x = χ(P) mit
dem Bezugspunkt O verleiht dem Vektor x die Bedeutung eines Ortsvektors.

Die Beschreibung der Bewegung eines materiellen Punktes wird durch die kontinu-
ierliche Folge von Konfigurationen χt dargestellt, die zu jedem Zeitpunkt t jedem ma-
teriellen Punkt P ∈ B einen Ortsvektor x ∈ V3

x = χt(P) ⇔ R = χ−1
t (x) (2.2)

zuordnet, welcher die momentane Lage des Körpers B beschreibt. Die Konfigurationen
χt(P) werden naheliegenderweise Momentankonfigurationen bezeichnet. Um eine Ab-
bildungsvorschrift zu erhalten, die nicht dem materiellen Punkt P ∈ B sondern einer
geeigneten Größe einen Ortsvektor zuordnet, wird die Referenz- bzw. Bezugskonfigura-
tion (

X1, X2, X3) = R (P) ⇔ P = R−1 (X1, X2, X3) (2.3)

eingeführt. Das Zahlentripel kann in gewohnter Weise als Koordinaten des VektorsX =
X (X1, X2, X3) aufgefasst werden.3

Aufgrund der Definition der Referenzkonfiguration R(P), als beliebige, aber feste
Konfiguration, kann die Bewegung eines materiellen Punktes folgend dargestellt wer-
den, siehe Abbildung 2.1:

x = χt(R−1(X)) = χR(X, t). (2.4)

Als Sonderfall der allgemeinen Definition der Referenzkonfiguration, kann die Kon-
figuration als Referenzkonfiguration R (P) = χt0(P) = X gewählt werden, die der
Körper zu einem Zeitpunkt t0 ≤ t einnimmt.4 In diesem Fall lässt sich die Bewegung
eines materiellen Punktes in der Form

x = χt(χ−1
t0 (X)) = Φt0(X, t), (2.5)

darstellen. Diese spezielle Wahl der Referenzkonfiguration ermöglicht die Definition des
Verschiebungsfelds

u(X, t) = Φt0(X, t)−X, (2.6)

als Differenz der beiden Ortsvektoren x,X , siehe Abbildung 2.2
2Diese Eigenschaften, d.h. die Eindeutigkeit und die stetige Differenzierbarkeit, implizieren zum einen,

dass benachbarte materielle Punkte stets benachbart bleiben, und zum anderen, dass ein materieller
Punkt sich nur an einem Punkt befinden kann.

3Der Vektor X =
(
X1, X2, X3) stellt im allgemeinen keinen Ortsvektor dar, da der materielle Körper

im allgemeinen Fall zu keinem Zeitpunkt die Referenzkonfiguration einnehmen muss.
4Hierbei sind die VektorenX ∈ V3 als Ortsvektoren zu interpretieren.
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Abbildung 2.1.: Darstellung der Referenz- und Momentankonfiguration
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Abbildung 2.2.: Abbildung des Verschiebungsvektors
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die lineare Approximation der Bewegung in der Umgebung eines materiellen Punktes
wird durch den Deformationsgradienten

F(X, t) = ∂χR(X, t)
∂X

= GradχR(X, t), (2.7)

abgebildet, der sich aus der Fréchet-Ableitung5

χR(X + dX, t)− χR(X, t) = ∂χR(X, t)
∂X

dX + r(X, t, dX), (2.9)

mit

lim
‖dX→0‖

r(X, t, dX)
‖dX‖ = 0, (2.10)

der Bewegungsdarstellung x = χR(X, t) bezüglich der Referenzkonfiguration ergibt.
Die zentrale Bedeutung des Deformationsgradienten soll im Folgenden veranschaulicht
werden.

Eine aus materiellen Punkten bestehende stetig differenzierbare Kurve kann in der
Referenzkonfiguration durch die Angabe einer Raumkurve

α 7→X = C(α) (2.11)

mit dem Kurvenparameter α festgelegt werden. Aufgrund der stattfindenden Bewegung
χR(X, t) befindet sich die materielle Linie in der Momentankonfiguration zum Zeit-
punkt t an dem Ort

α 7→ x = α = χR(C(α), t). (2.12)

Die Fréchet-Differenzierbarkeit führt unter Verwendung der Kettenregel auf das Fréchet
Differenzial

dx = c′(α) dα = GradχR(X, t)|X=C(α)C
′(α) dα. (2.13)

Hieraus wird ersichtlich, dass die Differentiale dx = c′(α) dα und dX = C ′(α) dα
als die Tangentenvektoren an materielle Linien in der Momentankonfiguration und der
Referenzkonfiguration angesehen werden. Infolgedessen transformiert der Deformati-
onsgradient gemäß

dx = F dX, (2.14)

Tangentenvektoren an materiellen Linien von der Referenzkonfiguration in die Momen-
tankonfiguration, vgl. Abbildung 2.3

5Da die Fréchet-Ableitung keine explizite Berechnungsvorschrift für das Differential einer Ableitung
impliziert, bietet, unter der Berücksichtigung hinreichender Stetigkeitsanforderungen, die hier a priori
gelten sollen, die Anwendung des Gateaux-Differentials

DχR(X, t)[dX] = d
dsχR(X + sdX, t)

∣∣∣∣
s=0

(2.8)

eine einfache Berechnungsmöglichkeit des Fréchet-Differentials.
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Abbildung 2.3.: Tangentenvektoren an materiellen Linien von der Referenz- in die Mo-
mentankonfiguration.

Mit dieser Aussage ergeben sich zwei weitere essentielle Transformationsbeziehun-
gen für materielle Flächen- und Volumenelementen gemäß

da = (det F)F−T dA (2.15)

und

dv = (det F) dV . (2.16)

Eine weitere fundamentale Eigenschaft des Deformationsgradienten ist die eindeutige
polare Zerlegung

F = RU = VR, (2.17)

in einen orthogonalen Tensor6 R sowie die Tensoren U und V, welche symmetrisch
und positiv definit sind.7 (2.17) hat die anschauliche Interpretation, dass sich die lokale
Deformation aus einer reinen Starrkörperdrehung von materiellen Linien, infolge des
orthogonalen Tensors R, sowie aus einer reinen Streckung der materiellen Linienele-
mente infolge der Wirkung der sogenannten linken und rechten Strecktensor U bzw. V
zusammensetzt, vgl. Haupt [2002].

2.1.2. Verzerrungstensoren
Der Deformationsgradient repräsentiert alle lokalen Eigenschaften der durch die Bewe-
gung χR(X, t) gegebenen Deformation. Wenn die Bewegung eines materiellen Körpers

6Ein Tensor zweiter Stufe R der die Eigenschaft Ru ·Rv = u ·v für alle u, v ∈ V aufweist heißt
orthogonaler Tensor.

7Ein symmetrischer Tensor U = UT ist positiv definit, wenn er der Eigenschaft v ·Uv > 0, ∀v 6= 0
genügt.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

von einer Starrkörperbewegung abweicht, so liegt eine Formänderung oder Verzerrung
vor. Aufgrund der im Deformationsgradienten enthaltenen Starrkörperdrehung R ist der
Deformationsgradient nur bedingt für die direkte Beschreibung der Formänderung ei-
nes materiellen Körpers geeignet. Es lassen sich allerdings Tensoren angeben, die bei
einer Starrkörperbewegung identisch verschwinden und somit ein geeignetes Maß für
die Formänderung darstellen. Ein Beispiel hierfür ist der, auf der Referenzkonfiguration
operierende Green’sche Verzerrungstensor

E(X, t) = 1
2(C− I), (2.18)

worin C = FTF = U2 der rechte Cauchy-Green Tensor und I der Einheitstensor ist.
Der Green’sche Verzerrungstensor besitzt die anschauliche Interpretation, dass für zwei
materielle Linienelemente dX1 und dX2 der Referenzkonfiguration und den zugehöri-
gen materiellen Linienelementen in der Momentankonfiguration dx1 = F dX1 sowie
dx2 = F dX2 stets die Identität

dX1 ·E dX2 = 1
2(dx1 · dx2 − dX1 · dX2), (2.19)

gilt. Aufgrund der Identität (2.19) und der Transformation (2.14) lässt sich ein weiterer,
der sogenannte Almansi’sche Verzerrungstensor

A(x, t) = F−TEF−1 = 1
2(I−B−1), (2.20)

der auf der Momentankonfiguration operiert, motivieren. Hierin ist B = FFT = V2 der
linke Cauchy-Green Tensor.

2.1.3. Deformationsgeschwindigkeiten
Neben den Transformationsverhalten materieller Linien-, Flächen- und Volumenele-
mente sind vor allem bei zeitlichen Vorgängen ebenso deren Änderungsgeschwindig-
keiten von Interesse. Durch die materielle Zeitableitung eines Linienelements (2.14)

(dx) · = Ḟ dX = ḞF−1 dx, (2.21)

kann der räumliche Geschwindigkeitsgradient

L = ḞF−1 = grad v̄(x, t) (2.22)

als der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes in räumlicher Darstellung v = v̄(x, t)8

definiert werden. Durch den räumlichen Geschwindigkeitsgradient können die Ände-
8Für eine beliebige physikalische Größe w = f(P, t), liegt die räumliche oder Euler’sche Darstellung

vor, wenn der materielle Punkt P durch den Ortsvektor der Momentankonfiguration substituiert wird:
f̄ : (x, t) 7→ w = f̄(x, t) = f(χ−1

t (x), t). Wird hingegen der materielle Punkt durch den Vektor X
der Referenzkonfiguration R(P) angegeben, so heißt die Funktion f̂ : (X, t) 7→ w = f̂(X, t) =
f(R−1(X), t) materielle oder Lagrange’sche Darstellung. Dementsprechend besteht die materielle
Zeitableitung in räumlicher Darstellung aus einer lokalen Ableitung ∂

∂t f̄(x, t) und einer konvektiven
Ableitung [grad f̄(x, t)]v̄(x, t).
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2.2. Spannungstensoren und Wärmeflussvektoren

rungsgeschwindigkeiten materieller Linien-, Flächen- und Volumenelemente

(dx) · = L dx, (2.23)

(da) · =
[
(Sp L)I− LT] da, (2.24)

(dv) · = (Sp L) dv = (div v) dv (2.25)

in der Momentankonfiguration definiert werden. Insbesondere besitzt die additive Zer-
legung des räumlichen Geschwindigkeitsgradienten

L = D + W = 1
2(L + LT) + 1

2(L− LT) (2.26)

in einen symmetrischen D und einen antisymmetrischen W Anteil eine wesentliche
geometrische Bedeutung. In diesem Sinne beschreibt der Tensor D die Geschwindigkeit,
mit der materielle Linienelemente ihre Längen und relative Winkel ändern, und heißt
infolgedessen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor. Im Gegensatz dazu gibt der Tensor
W die Richtungsänderungsgeschwindigkeit der materiellen Linienelemente an. Er wird
daher als Drehgeschwindigkeitstensor oder Wirbeltensor bezeichnet. Aus der Definition
des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors ergibt sich offensichtlich der Zusammenhang

D = F−TĖF−1, (2.27)

bzw. wegen A = F−TEF−1

D = F−T d
dt(F

TAF)F−1 = Ȧ + LTA + AL =:
M

A, (2.28)

dass die kovariante Oldroyd-Ableitung des Almansi’sche Tensors
M

A mit dem räumlichen
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor übereinstimmt.

2.2. Spannungstensoren und Wärmeflussvektoren

Die Spannung ist der zentrale Begriff der phänomenologischen thermomechanischen
Kontinuumstheorie. Ausgehend von einem Spannungsvektors t auf der Oberfläche der
Momentankonfiguration ∂χt [B] entsprechend Abbildung 2.4 und einer so postulierten
infinitesimalen Oberflächenkraft t da ist der Cauchy’sche Spannungstensor T im mate-
riellen Punkt x ∈ ∂χt [B] durch das Cauchy-Theorem definiert

t (x, t,n) = T(x, t)n. (2.29)

Dabei ist n der nach außen zeigende Normaleneinheitsvektor der Oberfläche im Punkt
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Abbildung 2.4.: Spannungs- und Wärmeflussvektor.

x ∈ ∂χt[B].9 Man bezeichnet den Cauchy’schen Spannungstensor als wahren Span-
nungstensor, da er die in der Momentankonfiguration wirkenden Spannungen auf das
Flächenelement derselben Konfiguration bezieht

df◦ = t da = T da, da = n da (2.30)

Ein Bezug der aktuellen Spannungen auf das Oberflächenelement der Ausgangskonfi-
guration ∂R[B] führt zu dem ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor TR

tR = TRnR ↔ df◦ = tR dA = TR dA, (2.31)

worin tR als der Piola-Kirchhoff’sche Spannungsvektor und nR als der Normalenein-
heitsvektor der Referenzkonfiguration definiert wird und die Beziehung dA = nR dA
gilt. Offensichtlich sind die beiden Spannungsvektoren t und tR parallel, wodurch mit
der Darstellung der infinitesimalen Oberflächenkraft (2.30) und der Transformationsvor-
schrift für das infinitesimale materielle Flächenelement aus (2.15) direkt die Beziehung

TR = (det F)TF−T (2.32)

der beiden Spannungstensoren resultiert. Der Wunsch nach einem rein materiellen Span-
nungstensor führt zur Definition des zweiten Piola-Kirchhoff’schen Tensor

T̃ = (det F)F−1TF−T. (2.33)

Die zur Spannung duale Größe ist der Wärmefluss oder verallgemeinernd der Ener-
giefluss. Ausgehend von dem aus dem Körper herausströmenden Wärmefluss q durch

9Dem Euler’schen Schnittprinzip folgend kann die Konfiguration χt ein beliebig aus dem realen Kör-
per herausgeschnittenes Teilgebiet sein. Damit ist der Spannungstensor T für jeden materiellen Punkt
x ∈ χt[B] definiert. Der Spannungsvektor, siehe (2.29), lässt sich aus einer Kräftegleichgewichtsbe-
trachtung an einem infinitesimalen Tetraederelement ableiten, vgl. Haupt [2002]
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

die Oberfläche ∂χt[B] der Momentankonfiguration und dem so postulierten infinitesi-
malen Energietransport q da je Zeiteinheit durch die Oberfläche ist der Wärmeflussvek-
tor für den materiellen Punkt x ∈ ∂χt[B] definiert durch10

q(x, t,n) = −q(x, t) ·n. (2.34)

In Analogie zum Cauchy’schen Spannungstensor bezeichnet man q, mit der Eigenschaft
−q · da = −q ·n da = q da, als den Cauchy’schen Wärmeflussvektor oder auch der
wahre Wärmefluss, da er den Energiefluss der Momentankonfiguration auf das Flächen-
element derselben Konfiguration bezieht. Einen Bezug des aktuellen Wärmeflusses auf
die Ausgangskonfiguration führt zur Definition des materiellen Wärmeflussvektors, den
sogenannten Piola-Kirchhoff’schen Wärmeflussvektor

qR = (det F)F−1q. (2.35)

2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik
Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik bzw. (Kontinuums)-Thermomechanik
haben universelle Gültigkeit. Sie beschreiben die Zustandsänderungen eines materiellen
Körpers B, die im Fall der Kontinuumsmechanik durch die Änderung der Masse, des
Impulses und des Drehimpulses beschrieben werden und zwar unter Berücksichtigung
der Einwirkung der Umgebung auf den materiellen Körper. Durch die Thermomechanik
werden zwei weitere Relationen für die Energie und Entropie mit einbezogen.

Bei der Betrachtung der Bilanzgleichungen wird vom sogenannten Schnittprinzip Ge-
brauch gemacht, indem die äußeren Einwirkungen durch physikalische Größen, wie
z.B. die Kraft und das Moment, repräsentiert werden. Dies sind in der Regel sowohl
volumen- als auch oberflächenverteilte Größen. Mit der Definition der beliebigen physi-
kalischen Größe

G(B, t) =
∫
f̄(x, t)% dv =

∫
f̂(X, t)%R dV, (2.36)

worin f(P , t) die Dichtefunktion repräsentiert, lässt sich die Bilanzgleichung ganz all-
gemein sowohl in räumlicher Darstellung,

Ġ(B, t) = d
dt

∫
f̄(x, t)% dv =

∫
φ ·n da+

∫
(ϕ+ p)% dv, (2.37)

als auch in materieller Darstellung

Ġ(B, t) = d
dt

∫
f̂(X, t)%R dV =

∫
φR ·nR dA+

∫
(ϕR + pR)%R dV, (2.38)

10Wegen dem Schnittprinzip ist q in jedem materiellen Punkt des Körpers erklärt, womit die Gleichung
q = −q ·n als Energiegleichgewicht an einem infinitesimalen Tetraederelement aufgefasst werden
kann.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

formulieren (vgl. [Altenbach and Altenbach, 1994] bzw. [Haupt, 2002]).11 Darin stellen
φ(x, t) bzw. φR(X, t) den Transport über die Randfläche, ϕ(x, t) bzw. ϕR(X, t) eine
volumenverteilte Zufuhr pro Masseneinheit sowie p(x, t) bzw. pR(X, t) die Produkti-
onsterme dar.

Unter Berücksichtigung entsprechender Stetigkeitsanforderungen sowie der Anwen-
dung des Gauss’schen Integralsatzes ergeben sich die allgemeine lokale Form der Bi-
lanzgleichung

d(f̄%)
dt + %f̄div v − divφ− ϕ = p, bzw. %R

∂f̂

∂t
−DivφR − ϕR = pR. (2.39)

2.3.1. Massenbilanz

Eine Grundannahme in der Kontinuumsmechanik ist, dass jedem materiellen Körper B
ein positives skalares Maß m(B, t) > 0 zugeordnet wird, das die Masse repräsentiert.
Darüber hinaus wird jedem materiellen Punkt P eine Massendichte %(P , t) > 0 zuge-
ordnet. Die Masse des materiellen Körpers entspricht dem Volumenintegral

m(B, t) =
∫
%(x, t) dv =

∫
%R(X) dV, (2.40)

über die Massendichten % und %R. Die Massenbilanz besagt, dass die Masse m(B, t)
eines materiellen Körpers zeitlich konstant ist

d
dtm(B, t) = 0. (2.41)

Damit lässt sich bei hinreichenden Stetigkeitsanforderungen unmittelbar die lokale Form
in materieller Darstellung angeben,

%R = %R(X), (2.42)

die besagt, dass die Massendichte in der Bezugskonfiguration zeitlich konstant ist. Im
Gegensatz zur materiellen Darstellung ist in der räumlichen Form beim Differentiati-
onsprozess zu berücksichtigen, dass der Integrationsbereich zeitabhängig ist. Folglich
ergibt sich die lokale Form der Massenbilanz in räumlicher Darstellung

d
dt%+ %div v = 0 ⇔ ∂%

∂t
+ div (%v) = 0. (2.43)

11Die vorkommenden Funktionen f(P, t),φ, ϕ und p stellen Elemente eines Vektorraumes im Sinne der
Funktionalanalysis dar. D.h. es können sich hierbei um skalare, vektorielle oder tensorielle Feldgrößen
handeln.
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2.3.2. Impulsbilanz

Der Impulsvektor beschreibt den momentanen Bewegungszustand des materiellen Kör-
pers und ist in der räumlichen Darstellung durch das Volumenintegral

I(B, t) =
∫
%(x, t)v(x, t) dv, (2.44)

gegeben. Die Impulsbilanz besteht in der Aussage, dass die zeitliche Änderung des Be-
wegungszustandes, charakterisiert durch den Impulsvektor, durch die von außen angrei-
fenden Kräfte herbeigeführt wird, welche sich aus oberflächen- und volumenverteilten
Kräften zusammensetzen

d
dt

∫
%(x, t)v(x, t) dv =

∫
T(x, t)n da+

∫
%(x, t)k(x, t) dv. (2.45)

Dabei ist k der Vektor der Volumenkraftdichte und T der Cauchy’sche Spannungstensor.
Die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes, durch den das Oberflächenintegral in
ein Volumenintegral umgerechnet wird, sowie die Verwendung der Massenbilanz führt
auf die lokale Form der Impulsbilanz in räumlicher Darstellung12

ρv̇ = div T + ρk. (2.46)

Eine äquivalente Form für die globale Impulsbilanz in materieller Darstellung erhält
man nach einer entsprechenden Transformation der Flächen-und Volumenelemente in
Gleichung (2.45),

d
dt

∫
%R(X)v(X, t) dV =

∫
TR(X, t)nR dA+

∫
%R(X)k(X, t) dV (2.47)

und der dazugehörigen lokalen Form

%Rv̇ = Div TR + %Rk. (2.48)

Hierin ist TR = (det F) TF−T der erste Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor.

2.3.3. Drehimpulsbilanz

Der Drehimpulsvektor Dc des materiellen Körpers B, bezogen auf einen raumfesten
Punkt, dem der Ortsvektor c zugeordnet ist, ist durch die Gleichung

Dc =
∫

(x− c)× v(x, t)%(x, t) dv (2.49)

12Die globale Form der Impulsbilanz erhält man aus der allgemeinen Bilanzgleichung (2.37), bzw. (2.38)
indem man für f = v, φ = T, ϕ = k und p = 0 einsetzt.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

definiert. Die Aussage der Drehimpulsbilanz besteht darin, dass sich die zeitliche Än-
derung des Drehimpulses aus dem von außen angreifenden resultierenden Moment Mc

ergibt, welches sich aus oberflächen-und volumenverteilten Momenten zusammensetzt.
Berücksichtigt man in der zeitlichen Änderung des Drehimpulsvektors die Massenbi-
lanz, so erhält man unter Anwendung der Produktregel die globale Form in räumlicher
Darstellung13∫

(x− c)× v̇% dv =
∫

(x− c)×Tn da+
∫

(x− c)× %k dv. (2.50)

Mit Hilfe des Gauss’schen Integralsatzes kann zunächst wieder das Oberflächenintegral
in ein Volumenintegral umgerechnet werden. Anschließend erfolgt die Anwendung des
Divergenzoperators auf das Tensorfeld (x − c) × T, so dass die Drehimpulsbilanz die
folgende Gestalt erhält:14∫

(x− c)× (%v̇ − div T− %k) dv =
∫
T ijgi × gj dv. (2.51)

Offenbar steht auf der linken Seite in der zweiten runden Klammer die Impulsbilanz,
weshalb sich letztendlich die Drehimpulsbilanz auf die Gleichung∫

T ijgi × gj dv = 0 → T ijgi × gj = 0, (2.52)

reduziert.15 Das Auswerten dieser Beziehung führt auf die Symmetrie des Cauchy’schen
Spannungstensors

T = TT, (2.53)

die die lokale räumliche Form der Drehimpulsbilanz darstellt.

2.3.4. Energiebilanz – Erster Hauptsatz der Thermodynamik
Die Bilanz der mechanischen Energie ist keine eigenständige Bilanzgleichung, sondern
folgt aus der Kombination der bereits dargestellten Bilanzgleichungen für die Masse,
den Impuls und den Drehimpuls. Ausgehend von der lokalen Impulsbilanz nach (2.46),
die mit dem Geschwindigkeitsfeld v skalar zu multiplizieren ist, gelangt man unter der
Anwendung des Divergenztheorems div (TTv) = div T ·v + T · gradv und der Mas-
senbilanz bei hinreichenden Stetigkeitsanforderungen zu der globalen Form

d
dt

∫
1
2%v ·v dv =

∫
(Tn) ·v da+

∫
%k ·v dv −

∫
T ·D dv. (2.54)

13Die globale Form der Drehimpulsbilanz erhält man aus der allgemeinen Bilanzgleichung (2.37), bzw.
(2.38) indem man für f = (x− c)× v, φ = (x− c)×T, ϕ = (x− c)× k und p = 0 einsetzt.

14vgl. Haupt [2002]
15Der Tensor T = T ijgi ⊗ gj wird durch die Komponenten T ij und den allgemeinen Basisvektoren gi

und gj repräsentiert.
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

Dabei wurde noch die additive Zerlegung (2.26) des räumlichen Geschwindigkeitsgra-
dienten ausgenutzt sowie die Eigenschaft, dass das Skalarprodukt aus einem symmetri-
schen und einem schiefsymmetrischen Tensor verschwindet, T ·W = 0. Auf der linken
Seite steht die zeitliche Änderung der kinetischen Energie K

K̇ = d
dt

∫
1
2%(x, t)v(x, t) ·v(x, t) dv, (2.55)

welche zusammen mit der Spannungsleistung

Li =
∫

T(x, t) ·D(x, t) dv (2.56)

auf der rechten Seite gleich jener Leistung auf der rechten Seite der Gleichung (2.54)
ist, die durch die äußeren Kräfte verrichtet wird

La =
∫

T(x, t)n ·v(x, t) da+
∫
%(x, t)k(x, t) ·v(x, t) dv (2.57)

und somit folgend dargestellt werden kann

K̇ + Li = La. (2.58)

Die Erfahrung hat gezeigt, dass nicht die komplette Spannungsleistung in Form einer
Formänderungsenergie im materiellen Körper gespeichert wird. Vielmehr geht ein Teil
als nichtmechanischer Anteil verloren oder er fließt als Wärme in die Umgebung ab (Dis-
sipation). Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik müssen deshalb durch die
Bilanzgleichungen der Thermodynamik, welche Aussagen über den Energieaustausch
eines materiellen Körpers mit seiner Umgebung enthalten, ergänzt werden. In der Dar-
stellungsweise der thermomechanischen Bilanzgleichungen wird die Argumentations-
weise der Kontinuumsmechanik beibehalten.16 Die Energiebilanz bzw. erster Hauptsatz
der Thermodynamik macht eine Aussage über die Äquivalenz von mechanischer und
nichtmechanischer Arbeit. Dazu werden zunächst die Begriffe innere Energie und Wär-
me definiert. Die innere Energie wird als Volumenintegral definiert und lautet in räumli-
cher Darstellung

E =
∫
%(x, t)e(x, t) dv, (2.59)

mit e als die spezifische innere Energie pro Masseneinheit. Der von außen eingebrachte
Anteil an nichtmechanischer Energie heißt Wärmefluss und setzt sich in analoger Vor-
stellung zu der Arbeit der äußeren Kräfte aus einem oberflächenverteilten und einem
volumenverteilten Anteil zusammen:

Q =
∫
q(x, t) da+

∫
%(x, t)r(x, t) dv. (2.60)

16Diese Vorgehensweise, welche auf Truesdell and Noll [1965] zurückgeht , wird der sogenannten ratio-
nalen Thermodynamik zugeschrieben.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die Energiebilanz liefert die Aussage, dass die zeitliche Änderung der Gesamtenergie
des Körpers, bestehend aus kinetischer Energie und innerer Energie, durch die Leistung
der äußeren Kräfte (mechanischer Anteil) und durch den Wärmeaustausch (nichtmecha-
nischer Anteil) bewirkt wird:

Ė + K̇ = La +Q (2.61)

Dies führt unter Ausnutzung des Zusammenhangs q = −q ·n zwischen der Wärme-
flussdichte q und dem Cauchy’schen Wärmeflussvektor q in räumlicher Darstellung auf
die globale Form17∫ d

dt(
1
2v ·v + e)% dv =

∫
(TTv − q) ·n da+

∫
(k ·v + r)% dv. (2.62)

Die lokale Form der Energiebilanz in räumlicher Darstellung

ė(x, t) = −1
%

div q + 1
%
T ·D + r, (2.63)

resultiert unmittelbar, unter Berücksichtigung der Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie
des Gauss’schen Integralsatzes.

2.3.5. Entropiebilanz – Zweiter Hauptsatz der
Thermodynamik

Für einen materiellen Körper kann die Entropie S als physikalische Zustandsgröße zu-
nächst entsprechend den Begriffsdefinitionen der Kontinuumsmechanik ganz formal als
Volumenintegral über die spezifische Entropie s und der Massendichte eingeführt wer-
den

S(B, t) =
∫
s(x, t)%(x, t) dv. (2.64)

Darüber hinaus wird die durch den Wärmeaustausch eingebrachte Entropie H definiert,
welche aus einem oberflächen- und einem volumenverteilten Anteil besteht,

H =
∫

Σ da+
∫
σ% dv, (2.65)

sowie die durch irreversible Prozesse produzierte Entropie

Γ =
∫
γ% dv. (2.66)

Die Entropiebilanz sagt aus, dass die zeitliche Änderung der Entropie S aus der von
außen zugeführten Entropie und der Entropieproduktion infolge irreversibler Prozesse
besteht:

Ṡ = H + Γ. (2.67)
17Die globale Form der Energiebilanz erhält man aus der allgemeinen Bilanzgleichung indem man für
f = 1

2v ·v + e, φ = (TTv − q), ϕ = k ·v + r und p = 0 einsetzt.
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

Die Erfahrung zeigt, dass gewisse natürliche Prozesse nicht ohne weiteres umkehrbar
sind, das heißt sie sind irreversibel. Dabei wird der Grad der Irreversibilität eines ther-
momechanischen Prozesses durch die Entropieproduktion dargestellt. Der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik sagt dann aus, dass die Entropieproduktion eines materiellen
Körpers nie negativ sein darf,

Γ = Ṡ −H ≥ 0. (2.68)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik als Prinzip der Irreversibilität besitzt kei-
ne allgemeingültige Formulierung,18 die überall akzeptiert ist. Im Rahmen der Konti-
nuumsthermomechanik wird eine spezielle Formulierung für die Entropieungleichung
gewählt, die sich nach den bisherigen Erfahrungen bewährt hat.19 Die Spezifikation der
Entropiezufuhr erfolgt dabei in Anlehnung an die Gleichgewichtsthermodynamik, in der
die Entropiezufuhr als Quotient aus zugeführter Wärme und absoluter Temperatur θ de-
finiert wird. In der Kontinuumsthermomechanik sind zwar in erster Linie Nichtgleichge-
wichtszustände von Interesse, jedoch ist die Annahme des Entropieflusses bei Prozessen
in der Nähe des Gleichgewichtes eine gute Approximation. Für den oberflächen- und
volumenverteilten Entropiefluss gilt dann

Σ = q

θ
, sowie σ = r

θ
, (2.69)

wobei die oberflächenverteilte Entropiezufuhr analog zum Spannungsvektor bzw. Wär-
meflussvektor als Σ = Σ ·n definiert wurde. Daraus erhält man eine globale Formu-
lierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in der Form der Clausius-Duhem
Ungleichung20

d
dt

∫
s% dv +

∫ 1
θ
q ·n da−

∫ 1
θ
r% dv ≥ 0, (2.70)

welche in die lokale Form

γ = ṡ+ 1
%θ

(div q − %r)− 1
%θ2q · grad θ ≥ 0, (2.71)

überführt werden kann. Die Berücksichtigung der Energiebilanz (2.63) ermöglicht die
Elimination der lokalen Wärmezufuhr, so dass man aus (2.71) die folgende Ungleichung

θγ = −ė+ θṡ+ 1
%
T ·D− 1

%θ
q · grad θ ≥ 0 (2.72)

erhält. Hierbei wird δ = θγ als innere Dissipation bezeichnet. Im Hinblick auf die
Formulierung eines thermodynamisch konsistenten Materialmodells stellt die Clausius-
Duhem Ungleichung eine einfache Restriktion zur Erfüllung des Prinzips der Irreversi-
bilität dar. Dabei wird bei der Modellierung häufig die freie Helmholtz’sche Energie

ψ = e− sθ (2.73)
18Siehe dazu [Haupt, 2002]
19Die spezielle Form der Entropieungleichung wird in der rationalen Thermodynamik als die Clausius-

Duhem Ungleichung bezeichnet.
20Die globale Form der Clausius-Duhem Ungleichung erhält man aus der allgemeinen Bilanzgleichung

indem man für f = s, φ = −qθ , ϕ = r
θ und p = γ einsetzt.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

verwendet, mit der die Clausius-Duhem Ungleichung schließlich die folgende Gestalt
annimmt,

δ = −ψ̇ − sθ̇ + 1
%
T ·D− 1

%θ
q · grad θ ≥ 0. (2.74)

2.4. Konzept der Dualen Variablen

Zur Formulierung von Materialmodellen wurde von Haupt and Tsakmakis [1989], siehe
auch [Haupt and Tsakmakis, 1996] und [Haupt, 2002], das Konzept der dualen Variablen
entwickelt. Es ermöglicht in Analogie zur geometrischen linearen Theorie die getrennte
konstitutive Modellierung elastischer und inelastischer Stoffeigenschaften und definiert
die entsprechenden oder dualen Spannungs- und Verzerrungsvariablen und deren Raten
so, dass die Endwertarbeit, die Spannungsleistung, die komplementäre Spannungslei-
stung und die inkrementelle Spannungsleistung invariant gegenüber einem Konfigurati-
onswechsel bleiben.

Zur Verdeutlichung wird durch das Tensorfeld Ψ eine beliebige Transformation in
eine andere Konfiguration durchgeführt, so dass es notwendig ist, den Spannungs- und
Verzerrungstensor ebenfalls in das neue Bezugssystem zu transformieren.21 In der neuen
Konfiguration wird Σ als neuer Spannungstensor und Π als neuer Verzerrungstensor
definiert. Die Vortransformation der Verzerrungs- und Spannungsgrößen führt auf das
Ergebnis

Π = Ψ−TEΨ−1,
M

Π = Ψ−TĖΨ−1 = Π̇ + ΛTΠ + ΠΛ, (2.77)

Σ = ΨT̃ΨT,
O

Σ = Ψ ˙̃TΨT = Σ̇−ΛΣ−ΣΛT, (2.78)

wobei
M

Π die kovariante Oldroyd Ableitung des Verzerrungstensors und
O

Σ die kontrava-
riante Oldroyd Ableitung des Spannungstensors relativ zur neu eingeführten Konfigura-
tion darstellt. Die Verwendung der Transformationsvorschriften (2.77) und (2.78) führt

21Sei Ψ = Ψ(X, t) ein Tensorfeld welches einen beliebigen Konfigurationswechsel beschreibt, so wer-
den die materiellen Linienelemente der Referenzkonfiguration dX in die materiellen Linienelementen
dξ durch die Gleichung

dξ = Ψ dX (2.75)

abgebildet. Für die Änderungsgeschwindigkeiten gilt dann analog zur Definition des räumlichen Ge-
schwindigkeitsgradienten der Zusammenhang

˙(dξ) = Ψ̇Ψ−1 dξ = Λ dξ. (2.76)
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auf die geforderte Invarianz der physikalisch bedeutsamen Skalarprodukte

T̃ ·E = Σ ·Π Endwertarbeit (2.79)

T̃ · Ė = Σ ·
M

Π Spannungsleistung (2.80)
˙̃T ·E =

O

Σ ·Π komplementäre Spannungsleistung (2.81)
˙̃T · Ė =

O

Σ ·
M

Π inkrementelle Spannungsleistung (2.82)

Die Identifikation des Tensorfeldes Ψ mit dem Deformationsgradienten (2.7) für eine
Transformation von der Referenz- auf die Momentankonfiguration führt auf die dual zu-
geordneten Spannungs- und Verzerrungstensoren der jeweiligen Konfigurationen. Die
duale Verzerrungsvariable Π in der Momentankonfiguration ist der Almansi’sche Ver-
zerrungstensor A und durch die kovariante Oldroyd Ableitung

M

A als Verzerrungsge-
schwindigkeit. Die duale Spannungsvariable Σ ist der Kirchhoff’sche Spannungstensor
S und seine kontravariante Oldroyd Ableitung ist die konjugierte Spannungsgeschwin-
digkeit

O

S.
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3. Modellierung der
Materialeigenschaften von
Elastomeren

Der Satz von Bilanzgleichungen der klassischen Kontinuumsmechanik und Thermody-
namik dient als Ausgangspunkt zur Beschreibung von thermomechanischen Prozessen.1

Schließt man elektrodynamische und chemische Prozesse aus, so bilanzieren diese Rela-
tionen die Masse, den Impuls, den Drehimpuls, die Energie und die Entropie. Sie stellen
allgemeine Naturgesetze dar, die für jeden beliebigen materiellen Körper gelten, unab-
hängig von spezifischen Materialeigenschaften, [Haupt, 2002].

Die Bilanzgleichungen stellen mathematisch gesehen partielle Differentialgleichun-
gen dar. Das Lösen der Differentialgleichungen ist unmittelbar nicht möglich, da kon-
stitutive Beziehungen für die Spannungen, den Wärmestrom und der inneren Energie
fehlen. Erschwerend kommt hinzu, dass in den Gleichungen keine explizite Temperatu-
rabhängigkeit auftritt und das die Entropiebilanz aus physikalischen Gründen noch um
eine Ungleichung, die das Prinzip der Irreversibilität zum Ausdruck bringt, ergänzt wer-
den muss. Das Grundproblem besteht nun darin, dass die Materialgleichungen für die
genannten Größen im allgemeinen nicht a priori bekannt sind. Dies gilt insbesondere
für die innere Energie und die Entropie. Daher ist es das Ziel der thermomechanischen
Materialtheorie, die fehlenden Materialgleichungen zu modellieren und damit die All-
gemeinheit der Bilanzrelationen einzuschränken.

3.1. Charakteristische Eigenschaften von
Elastomeren

Im Sinne der Materialtheorie werden Materialgleichungen abgeleitet, indem aus Versu-
chen das Materialverhalten bestimmt und charakterisiert wird. Eine wesentliche Grund-
lage der experimentellen Untersuchung ist, dem zu erwartendem thermomechanischen
Verhalten angepasste Versuchsreihen zu definieren. Zur Festlegung der erforderlichen
Versuchsreihen ist es zweckmäßig, allgemeine Eigenschaften des zu modellierenden
Materials herauszuarbeiten. Zum Verständnis einiger Eigenschaften ist es hilfreich, die

1Verbunden mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Besonderheiten des molekularen Aufbaus der Elastomere zu kennen. Die Werkstoff-
gruppe der Elastomere2 ist der Gruppe der Polymere3 untergeordnet. Wie keine andere
Materialgruppe zeigen Polymere in Abhängigkeit von der Temperatur und der Bela-
stungsform eine große Bandbreite unterschiedlichen Materialverhaltens. Dieses Phä-
nomen kann durch den molekularen Aufbau, der sich aus einer Vielzahl miteinander
verbundenen chemischen Einheiten, den Monomeren, zusammensetzt, erklärt werden.
Dabei wird häufig eine Unterteilung der Polymere in Bezug auf ihre molekulare Struk-
tur, in amorphe und (teil)kristalline Polymere eingeführt. Detaillierte Erläuterungen zur
molekularen Struktur finden sich in vielen Standardwerken, wie z.B. [Houwink and
De Decker, 1971], [Treloar, 1975], [Tobolsky and Mark, 1980], [Schwarzl, 1990] und
[Painter and Coleman, 1998].

Elastomere sind durch verschlauft angeordnete Makromoleküle, die an den sogenann-
ten Vernetzungspunkten über chemische Bindungen fest miteinander verbunden sind,
gekennzeichnet. Die Anzahl und damit der Abstand der Vernetzungspunkte, was in
der Werkstofftechnik über die Kenngröße Vulkanisationsgrad beschrieben wird, beein-
flussen wesentlich das Materialverhalten. Die Belegung von allen möglichen Verknüp-
fungsstellen in den Molekülketten entspricht einem Vulkanisationsgrad von 100%, siehe
[Houwink and De Decker, 1971]. Über eine geeignete Vulkanisationstemperatur- und
zeit liegt ein bestimmter Vernetzungsgrad vor, womit die gewünschten Materialeigen-
schaften erzielt werden. Zur Einstellung weiter Eigenschaften werden dem Elastomer
Füllstoffe, wie z.B. Ruße oder Kieselsäure hinzugefügt. Das Einbringen der Füllstof-
fe wirkt zum einen verfestigend und zum anderen werden einige mechanische Effekte,
z.B. der Mullins-Effekt, siehe [Mullins and Tobin, 1965], deutlich verstärkt, wodurch
das Schädigungsverhalten ausgeprägter wird. Diese Wirkungsweise kommt durch irre-
versible, chemische Reaktionen in den Bindungen zwischen den Füllpartikeln und den
Elastomermolekülen zustande und wird in [Mendelsohn et al., 1985], [Strauss, 1992],
[Kaliske, 1995] und [Huber, 1997] näher untersucht.

Interessanterweise zeigen Elastomere mit nahezu identischen, chemischen Bestand-
teilen4 in Abhängigkeit der Temperatur und/oder Belastungsgeschwindigkeit völlig un-
terschiedliche Materialeigenschaften. Diese Besonderheiten des mechanischen Verhal-
tens und der Temperaturabhängigkeit, die zur Festlegung von Versuchsreihen herange-
zogen werden, werden im Folgenden kurz aufgegriffen. Für eine detaillierte Erläuterung
sei auf die oben erwähnte umfangreiche Literatur verwiesen.

Temperaturabhängigkeit des Materialverhaltens von Elastomeren Als we-
sentliche Bezugstemperatur bei Elastomeren tritt die Glasübergangstemperatur θG auf.
Unterhalb der Glasübergangstemperatur ist ein glasartiges und sprödes Verhalten zu be-
obachten. Oberhalb der Glasübergangstemperatur zeigen Elastomere entropieelastisches

2Elastomere werden auch als Gummi oder rubber like solids bezeichnet.
3griech.: poly: viele, méros: (An)Teil
4z.B. Gummi und Glas.
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Verhalten, womit große reversible Deformationen ermöglicht werden, die in Form einer
Entropieänderung identifiziert werden, siehe [Middendorf, 2002]. Zudem tritt ein spezi-
eller Zusammenhang zwischen Spannung, Dehnung und der Glasübergangstemperatur
auf. Die Gleichgewichtsspannung ist oberhalb der Glasübergangstemperatur näherungs-
weise linear von der Temperatur abhängig, gleichzeitig nichtlinear von der Dehnung,
siehe Abbildung 3.1. Dieser Zusammenhang ist für unterschiedliche Temperaturen bei
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Zusammenhangs von Spannung, Deh-
nung und Temperatur der Entropieelastizität

variabler Dehnung gültig. Allerdings findet sich ein Dehnungsbereich, in dem bei einer
Temperaturerhöhung ein Abfall der Ingenieurspannung zu beobachten ist. Dieser Ef-
fekt wird in der Literatur allgemein als thermoelastische Inversion bezeichnet und ist
in der Arbeit von Treloar [1975] anhand von Versuchsdaten dokumentiert und in Abbil-
dung 3.2a schematisiert. Die Temperaturentwicklung bei adiabaten dehnungsgesteuerten
Zugversuchen ist unter dem Namen Joule-Gough Effekt bekannt. Im Gegensatz zu dem
Verhalten von Metallen erwärmen sich Elastomere bei einer reversiblen Zugdeformation
unter adiabaten Bedingungen und bei kleinen Zugdeformation5 erfährt das Material eine
Abkühlung, siehe Abbildung 3.2b.

Mechanische Eigenschaften von Elastomeren Im Gegensatz zu der großen
Deformierbarkeit steht die geringe Steifigkeit, die durch die Anfangsschubmoduli von
etwa 1MPa gegenzeichnet ist. Auch bei großen Deformation zeigen Elastomere keine
bzw. kaum Volumendehnung. Dies entspricht einem (nahezu) inkompressiblen Materi-
alverhalten, welches in vielen Untersuchungen wie z.B. in [Sedlan, 2000], [Hartmann
et al., 2001] und [Hartmann et al., 2003] aufgeführt ist.

5Je nach Material bis zu 10%.
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Abbildung 3.2.: Thermomechanische Effekte der Entropieelastizität

Die Spannungs-Dehnungskennlinie von Elastomeren zeigt eine deutliche Abhängig-
keit von der Dehnungsgeschwindigkeit und der Belastungsgeschichte. Vergleichende
Untersuchungen mit unterschiedlichen Belastungsgeschwindigkeiten sind unter ande-
rem bei Lion [1997a] und Ihlemann [2004] aufgeführt. Diese beobachteten Ratenabhän-
gigkeiten sind proportional zu der Temperaturabhängigkeit, was am Verlauf der Dämp-
fung über der Temperatur verdeutlicht wird. D.h. der Anteil der viskosen Effekte nimmt
mit steigender Temperatur ab. In der Literatur wird der gegenseitige Einfluss von Tem-
peratur und Belastungsgeschwindigkeit als Zeit-Temperatur Superpositionsprinzip be-
zeichnet und erlaubt in diesem Zusammenhang die Theorie der thermorheologisch ein-
fachen Stoffe in der Materialmodellierung einzuführen, siehe [Lion, 2000b].

Elastomere weisen keine bzw. eine sehr geringe statische Hysterese auf. Aufgrund der
Vernetzungspunkte können die Molekülketten nicht einander abgleiten, was eine Plasti-
fizierung verhindert. Statische Hysteresen, die bei hohen Temperaturen und großen De-
formation wie z.B. in [Sedlan and Haupt, 1999] beobachtet wurden, sind auf chemische
Relaxationen zurückzuführen, siehe [Tobolsky and Mark, 1980].

3.2. Grundlegende Prinzipien der
Materialmodellierung

Das Ziel der Materialtheorie ist, allgemeine Grundsätze und systematische Methoden
für den Aufbau geeigneter mathematischer Modelle zu liefern, die die individuellen Ei-
genschaften des materiellen Körpers beschreiben. Die im folgenden beschriebene Vor-
gehensweise bei der Herleitung von konstitutiven Gleichungen folgt den Prinzipien der
rationalen Thermomechanik und ist charakterisiert durch ihren deduktiven, axiomati-
schen Aufbau im Rahmen einer um thermodynamische Größen erweiterten Feldtheorie
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3.2. Grundlegende Prinzipien der Materialmodellierung

der Kontinuumsmechanik. Von besonderer Bedeutung dieser Herangehensweise sind die
grundlegenden Arbeiten von Coleman and Noll [1963], Truesdell and Noll [1965] und
Coleman and Gurtin [1967]. Hierin sind zwei fundamentale Aspekte der Materialmodel-
lierung enthalten. Zum einen wird besagt, dass der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik nicht direkt als Restriktion auf den Prozess wirkt, sondern indirekt als Restriktion
auf die konstitutiven Gleichungen. Dies erlaubt die Herleitung von thermodynamisch
konsistenten Materialgleichungen auf der Basis einer a priori Erfüllung des zweiten
Hauptsatzes in Form der lokalen Clausius-Duhem Ungleichung. Zum anderen werden
zur Beschreibung dissipativer Prozesse innere Variablen eingeführt, für die dann Evolu-
tionsgleichungen formuliert werden. Durch dieses spezielle Vorgehen zur Entwicklung
von Materialgleichungen können zunächst die verschiedenen Partialeinflüsse mit Hilfe
der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten getrennt und anschließend
Restriktionen für die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen abgeleitet wer-
den.

Die a priori Erfüllung des Dissipationspostulats stellt die Beschreibung thermody-
namischer Prozesse sicher. Die Herleitung thermodynamisch konsistenter Materialglei-
chungen ist zusätzlich an eine Reihe axiomatischer Bedingungen geknüpft. Diese Be-
dingungen wurden vor allem durch die Arbeiten von Truesdell and Toupin [1960] und
Truesdell and Noll [1965] in die wissenschaftliche Diskussion eingeführt und sind in
zahlreichen Büchern, wie z.B. [Krawietz, 1986], [Altenbach and Altenbach, 1994] und
[Haupt, 2002] zu finden. Zu den wesentlichen Prinzipien gehören:

• Das Prinzip des Determinismus.
Es besagt, dass der aktuelle Zustand des Kontinuums durch die aktuelle Belastung
und die gesamte Vorgeschichte bestimmt ist. Rückwirkungen der Zukunft und sto-
chastische Unbestimmtheiten werden ausgeschlossen.

• Das Prinzip der lokalen Wirkung.
Es besagt, dass der Zustand eines materiellen Punktes lediglich durch seine un-
mittelbare Umgebung beeinflusst wird. Die Relativbewegung bzw. Temperaturän-
derung der Umgebung des materiellen Punktes wird durch eine Approximation
1. Ordnung, dem Deformationsgradienten, bestimmt.

• Das Prinzip der Äquipräsenz.
Es besagt, dass alle konstitutiven Gleichungen im Ansatz vom gleichen Variablen-
satz abhängen müssen.

• Das Prinzip der materiellen Objektivität.
Es besagt, dass die mathematische Struktur der Materialgleichungen unabhängig
von der Wahl des Bezugssystems sein muss. Die Variablen müssen invariant ge-
genüber der Bewegung des Beobachtersystems sein.

Mit Einhaltung dieser axiomatischen Bedingungen lassen sich Schlussfolgerungen be-
züglich der Wahl geeigneter Variablen ziehen.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Die freie Energie ψ ist eine geeignete Energiefunktion bei der Modellierung von Ma-
terialeigenschaften in einem thermomechanischen Kontext. Natürlich kann auch jedes
weitere thermodynamische Potential herangezogen werden. In [Kamlah, 1994] sowie in
[Lehmann, 1984] wird beispielsweise die freie Enthalpie herangezogen. Bei der freien
Energie handelt es sich jedoch um eine physikalisch gut interpretierbare Energiefunkti-
on.Sie ist auf natürliche Weise eine Funktion der Temperatur und der Verzerrung.

Bei der Entwicklung eines Modells für ein konkretes Material stellt sich die Frage,
welche der verschiedenen thermomechanischen Variablen Bestandteil der freien Ener-
gie, und in welcher Form sie in die freie Energie eingehen. Vor allem zur adäquaten
Beschreibung der inelastischen Materialeigenschaften sind innere Variablen zu definie-
ren, die jedes einzelne Phänomen berücksichtigen. Zur Klärung dieser Frage sind neben
dem physikalischen Verständnis der einzelnen Deformationsmechanismen die Bilanzre-
lationen der Thermomechanik für die Energie und die Entropie sowie das Prinzip der
Irreversibilität hilfreich.

3.3. Thermodynamisch konsistente
Materialmodellierung

3.3.1. Motivation an einem rheologischen Modell

Das im Folgenden hergeleitete Materialmodell lässt sich auf Grundlage von Modellen
der klassischen linearen Viskoelastizitätstheorie motivieren. In der Literatur sind eine
Vielzahl von verschiedenen Darstellungsmethoden der linearen Viskoelastizität vorge-
schlagen, z.B. werden von Rabotnov and Iljushin [1970] Modelle in Form von linearen
Faltungsintegralen mit Gedächtnistermen vorgeschlagen, oder Modelle aus Systemen
von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, oder wie in [Tschoegl, 1989] auch
in Form von rheologischen Feder-Dämpfer-Modellen. Rheologische Modelle vereini-
gen den Vorteil der besonderen Veranschaulichung mit der thermomechanischen Konsi-
stenz, die im isothermen Fall nach Krawietz [1986] auch als Passivität bezeichnet wird.
Sie sind verträglich mit dem Dissipationsprinzip der Thermodynamik und erlauben eine
einfache Formulierung der Formänderungsenergie sowie eine physikalische Interpretier-
barkeit der inneren Variablen als inelastische Dehnungen der Maxwell-Elemente.6 Au-
ßerdem lassen sie sich vergleichsweise einfach für dreidimensionale Prozesse und für
geometrische und physikalische Nichtlinearitäten verallgemeinern, ohne dass die ther-
momechanische Konsistenz verloren geht. Die Übertragung rheologischer Modelle auf
finite Deformation ermöglicht somit eine zutreffende Materialbeschreibung und nutzt
dabei die Kenntnisse aus, die aus der linearen Viskoelastizität bekannt sind.

6Das klassische Maxwell Element ergibt sich aus einer Hintereinanderschaltung einer linearen Feder,
charakterisiert durch den Elastizitätsmodul und einem geschwindigkeitsproportionalen Dämpfer mit
einer konstanten Viskosität. Eine Übersicht über einzelne Elemente und Modelle ist z.B. bei Williams
[1964], Flügge [1975] und Pah et al. [1995] aufgeführt.
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Basierend auf der Arbeit von Lion [2000b] wird das in Abbildung 3.3 dargestellte
rheologische Modell, wie es in ähnlicher Form auch bei Heimes [2005], bzw. für isother-
me Materialbeschreibung bei Sedlan [2000] und Haupt and Sedlan [2001] vorgeschla-
gen wird, für die Motivation des Materialmodells eingeführt. Aus der Vorstellung, dass
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Abbildung 3.3.: Nichtlineares rheologisches Modell der Thermoviskoelastizität.

die gesamte in den Federn gespeicherte Energie durch die freie Energie ψ repräsentiert
wird, lässt sich eine additive Aufspaltung der freien Energie formulieren, die den Federn
jeweils zugeordnet ist. Die nichtlineare Feder des Modells, der die freie Energie ψ̄eq

M zu-
geordnet ist, repräsentiert den Gleichgewichtsanteil der Spannung, womit die Elastizität
des Materials abgebildet ist. Die Anteile der Überspannungen werden durch die nicht-
linearen Federn der Maxwell Elemente, denen die freie Energien ψ̄ovk

M , k = 1, . . . , nov,
zugeordnet sind, modelliert. Die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Dämpferelemente
wird durch die nichtlinearen Viskositätsfunktionen ηk für k = 1, . . . , nov, formuliert.
Durch diese entkoppelte Darstellung werden die Gleichgewichtseigenschaften und Ge-
schwindigkeitsabhängigkeiten der Spannung in die ratenunabhängige Gleichgewichts-
spannung T̃eq und ratenabhängige Überspannungen T̃ovk für k = 1, . . . , nov, zerlegt.
Die Modellstruktur impliziert eine Trennung der thermischen Deformation von den me-
chanischen spannungserzeugenden Deformationen. Sie bewirkt, dass die Spannungen
durch ein Funktional der mechanischen Verzerrungen EM und der Temperatur θ reprä-
sentiert werden. Für die Beschreibungen der Konstitutivgleichungen der dissipativen
Elemente werden innere Variablen eingeführt, indem die mechanischen Verzerrungen
in einen elastischen Anteil Ee und einen inelastischen, viskosen Anteil Ev aufgeteilt
werden. Für die inneren Variablen Ev werden dem Modell entsprechend Evolutionsglei-
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

chungen formuliert, die im Sinne der thermodynamischen Konsistenz die Positivität der
Spannungsleistung der Dämpfungselemente gewährleisten muss, was durch die Wahl
ηk > 0, k = 1, . . . , nov, sichergestellt ist. Der rein temperaturabhängige Anteil der frei-
en Energie wird durch ψΘ repräsentiert.

Im Zusammenhang der molekularen Theorie beruht nach Tobolsky [1967] die In-
elastizität von Elastomeren auf komplizierte, molekulare Platzwechselvorgänge. Um
ausreichend die ganze Bandbreite von unterschiedlichen Aktivierungsenergien, die für
die Platzwechselvorgänge im amorphen Polymer verantwortlich sind, zu modellieren,
bedarf es einer Vielzahl von parallel angeordneten Maxwell Elementen, siehe [Lion,
2000b]. Zur Darstellung einer phänomenologischen, grundlegenden Modellierung ist je-
doch ein einzelnes Maxwell Element ausreichend, was in den folgenden Betrachtungen
eingehalten wird.

3.3.2. Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Konzepte zur Zerlegung der finiten Deformation sind im Hinblick auf die physikalische
Identifikation unterschiedlicher Einflüsse der Deformation von zentraler Bedeutung. So
besteht der Wunsch, beispielsweise die Gesamtdeformation in einen rein elastischen
und einen rein inelastischen Anteil oder in einen rein thermischen Expansionsanteil
und einen spannungserzeugenden mechanischen Anteil aufzuteilen. Die Zerlegung ist
dabei unabhängig vom jeweiligen konstitutiven Modell und stellt insofern eine rein ki-
nematische Hypothese dar. Während bei der geometrisch linearen Theorie eine additive
Zerlegung der Partialeinflüsse möglich ist, hat sich in der Beschreibung finiter Deforma-
tionen das Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten etabliert.
Dieses Vorgehen ist verbreitet im Bereich der Elastoplastizitätstheorie und basiert auf
Arbeiten von Lee and Liu [1967] und Lee [1969]. Darüber hinaus finden sich in der Li-
teratur weitere Anwendungen etwa auf viskoelastische Probleme [Lubliner, 1985] oder
thermoelastische Probleme [Lu and Pister, 1975].

Bei der hier betrachteten Problemstellung wird konsequent die multiplikative Zerle-
gung des Deformationsgradienten auf die aus verschiedenen Partialeinflüssen zusam-
mengesetzte thermomechanische Deformation angewandt. Die Reihenfolge der Zerle-
gung des Deformationsgradienten in Bezug auf die Partialeinflüsse lässt sich allerdings
unterschiedlich umsetzen. Eine Untersuchung diesbezüglich findet sich in [Hartmann,
2012]. In Anlehnung an Miehe [1988] wird hier die multiplikativen Zerlegung des De-
formationsgradienten in eine isotherme, mechanische, spannungserzeugende Deforma-
tion FM und eine ihr folgend thermische spannungsfreie Expansion, beschrieben durch
den Tensor FΘ, mit

F = FΘFM, (3.1)

eingeführt. Die multiplikative Zerlegung postuliert eine fiktive Zwischenkonfiguration,7

die im allgemeinen als die mechanische Zwischenkonfiguration χ̂t bezeichnet wird.

7Siehe hierzu z.B. [Krawietz, 1986], bzw. [Miehe, 1988] oder [Miehe, 1993]

36



3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Bei rein volumetrischen Temperaturdehnungen, wie sie bei Polykristallen und Poly-
meren zu beobachten sind, kann für FΘ der Ansatz nach Lion [2000b]

FΘ = ϕ1/3I, ϕ := ϕ̂(θ − θ0) = 1 + αΘ(θ − θ0), (3.2)

postuliert werden. Die skalare Materialfunktion ϕ̂ beschreibt das isotrope, thermische
Ausdehnungsverhalten aufgrund der Temperaturdifferenz ϑ := θ − θ0 durch

det FΘ = ϕ̂(θ − θ0) = ϕ̂(ϑ) (3.3)

und ist dem spezifischen Materialverhalten angepasst. Für den mechanischen Teildefor-
mationsgradient FM wird zunächst nach Flory [1961] die volumetrisch-isochore Zerle-
gung

FM = F̂MF̄M, (3.4)

eingeführt. Dabei beschreibt der Tensor F̂M die volumenändernde Deformation und der
unimodulare Tensor F̄M die volumenerhaltende, gestaltsändernde Deformation, mit den
folgenden Eigenschaften:

F̂M = (det FM)1/3 I, det F̂M = det FM (3.5)

F̄M = (det FM)−1/3 FM, det F̄M = 1. (3.6)

Für eine physikalisch zutreffende Darstellung thermoinelastischer Materialeigenschaf-
ten ist es sinnvoll, bei der Formulierung des Materialmodells der Thermoviskoelastizität
eine weitere Zerlegung einzuführen. Die elastisch-viskose Zerlegung des mechanischen,
gestaltändernden Deformationsgradienten

F̄M = F̄eF̄v, (3.7)

führt auf einen elastischen F̄e und einen geschwindigkeitsabhängigen oder viskosen An-
teil F̄v. In Bezug auf die gesamte Deformation postuliert multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten mehrere fiktive, inkompatible Zwischenkonfigurationen [Mie-
he, 1988]. Sie sind mit der Annahme eines lokalen Zustandes verknüpft und basieren auf
einer lokalen Entlastung des Kontinuums.8 Damit handelt es sich bei der multiplikativen
Zerlegung um ein lokales Konzept, das unmittelbar mit dem Prinzip der lokalen Wirkung
zusammen hängt.9 Das Vorgehen der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradi-
enten hinsichtlich der gesamten thermomechanischen Deformation ist in Abbildung 3.4
illustriert und durch

F = FΘFM = FΘF̂MF̄M = FΘF̂MF̄eF̄v = FΘF̌eF̄v, (3.8)

beschrieben, worin die reversible, rein elastische Deformation durch

F̌e = F̂MF̄e, (3.9)
8Es wird nur die unmittelbare Umgebung eines materiellen Punktes betrachtet.
9Siehe hierzu Abschnitt 3.2.
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Abbildung 3.4.: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

beschrieben ist.
Aus der Zerlegung des Deformationsgradienten (3.8) leiten sich die Verzerrungsmaße

für die Teildeformationen her. Ausgehend von der quadratischen Differenz der materi-
ellen Linienelemente (2.14) lässt sich die additive Zerlegung der absoluten materiellen
Verzerrungsmaße als Addition Green’scher Verzerrungstensoren

E = EΘ + EM, (3.10)

postulieren. Der mechanische Green’sche Verzerrungstensor EM ergibt sich aus der Vor-
stellung einer fiktiven thermischen Entlastung zu

EM := lim
ϑ→0

E = 1
2(FT

MFM − I), (3.11)

und der thermische Green’sche Verzerrungstensor aus der Differenz von (3.10)

EΘ = E− EM = 1
2(FTF− FT

MFM). (3.12)

Mit der in (3.8) vorgestellten Zerlegung lässt sich der mechanische Teildeformations-
gradient auch durch FM = F̌eF̄v angeben. Aus der Voraussetzung, dass der volumenän-
dernde Anteil F̂M der mechanischen Deformation keine viskosen Einflüsse bewirken,
können die mechanischen Verzerrungsmaße additiv in EM = Ee + Ev zerlegt werden,
worauf die Zerlegung

E = Ee + Ev + EΘ, (3.13)
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mit
Ee = 1

2(FT
MFM − F̄T

v F̄v), Ev = 1
2(F̄T

v F̄v − I), (3.14)

folgt. Hierin werden die rechten Cauchy-Green Tensoren der Zwischenkonfiguration
durch CM = FT

MFM und C̄v = F̄T
v F̄v definiert. Der elastische Anteil des Green’schen

Verzerrungstensors Ee beinhaltet neben der elastischen Deformation F̌e auch den in-
elastischen Anteil F̄v. Dies führt auf die Aussage, dass die additive Aufteilung (3.13)
des Green’schen Verzerrungstensors relativ zur Referenzkonfiguration nicht einen rein
elastischen und inelastischen Anteil der Deformation beschreibt. Dies gelingt durch die
Transformation des Green’schen Verzerrungstensors auf die Zwischenkonfiguration χ̌t.
Die Transformation

Γ̌ = F̄−T
v EF̄−1

v = Γ̌Θe + Γ̄v, (3.15)

führt auf den Verzerrungstensor Γ̌, der sich additiv aus einem rein thermisch-elastischen
Anteil Γ̌Θe = Γ̌Θ + Γ̌e und einem rein inelastischen Anteil Γ̄v zusammensetzt. Die
Verzerrungstensoren

Γ̌e = 1
2(Če − I), Γ̌Θ = 1

2(ϕ
2
3 − 1)Če, mit Če := F̌T

e F̌e, (3.16)

entsprechen dem elastischen Anteil der Gesamtverzerrungen auf der Zwischenkonfigu-
ration und

Γ̄v = 1
2(I− B̄−T

v ), B̄v := F̄vF̄
T
v , (3.17)

dem zugehörigen inelastischen Anteil. Vollkommen analoge Aussagen sind in Bezug auf
die weitere eingeführte multiplikative Zerlegung durch die Transformation F−T

M ( · )F−1
M

auf die Zwischenkonfiguration χ̂t möglich. Die dabei resultierenden Verzerrungsten-
soren sind in Abbildung 3.5 veranschaulicht. Die materiellen Verzerrungsraten werden
ausgehend von (3.10) als Addition von materiellen Zeitableitungen Green’scher Verzer-
rungstensoren

Ė = ĖΘ + ĖM (3.18)

gebildet. Sie können mit Hilfe der aufgeführten Operatoren F−T
M ( · )F−1

M bzw. F̄T
v ( · )F̄−1

v
in die jeweiligen Zwischenkonfiguration transformiert werden. Im Sinne des Konzepts
der dualen Variablen, siehe Abschnitt 2.4, führt die Vortransformation der Green’schen
Verzerrungstensoren auf objektive Zeitableitungen in Form von kovarianten Oldroyd
Ableitungen für die Zwischenkonfiguration χ̌t

M

ˇ( · ) = ˙̌( · ) + LT
v( · ) + ( · )Lv, Lv := ˙̄FvF̄

−1
v . (3.19)

Die Zerlegung der Verzerrungen in (3.15) impliziert die Additivität der Verzerrungsge-
schwindigkeiten:

M

Γ̌ =
M

Γ̌Θe +
M

Γ̄v =
M

Γ̌Θ +
M

Γ̌e +
M

Γ̄v, (3.20)
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Abbildung 3.5.: Transformationseigenschaften der Verzerrungstensoren

hierin sind aufgrund von (3.19),
M

Γ̌ = ˙̌Γ + LT
v Γ̌ + Γ̌Lv,

M

ΓΘ = ˙̌ΓΘ + LT
v Γ̌Θ + Γ̌ΘLv, (3.21)

M

Γ̌e = ˙̌Γe + LT
v Γ̌e + Γ̌eLv,

M

Γ̄v = ˙̄Γv + LT
v Γ̄v + Γ̄vLv. (3.22)

Die kovariante Oldroyd Ableitung des inelastischen Verzerrungstensors Γ̄v führt auf den
symmetrischen Anteil der inelastischen Deformationsgeschwindigkeit

M

Γ̄v = 1
2

(
LT

v + Lv
)

(3.23)

In Analogie zu den Verzerrungen lassen sich die Verzerrungsraten der mechanischen
Zwischenkonfiguration durch die Transformation F−T

M ( · )F−1
M herleiten. Es ergeben sich

die in Abbildung 3.6 zusammengestellten Beziehungen.
In Anlehnung an das Konzept der dualen Variablen, vgl. Abschnitt 2.4 kann das Ten-

sorfeld Ψ mit den Teildeformationsgradienten der Zwischenkonfigurationen identifiziert

40



3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

R [B] χ
t
[B]

χ̌
t
[B] χ̂

t
[B]

F
−T( · )F−1

F̄
−T

v ( · )F̄
−1

v
F

−T
M ( · )F−1

M F
−T
Θ
( · )F−1

Θ

F̌
−T

e ( · )F̌
−1

e

Ė = ĖΘ + ĖM

ĖΘ = 1

2
(Ċ− ĊM)

ĖM = Ėe + Ėv

Ėe =
1

2
(ĊM − Ċv)

Ėv =
1

2
Ċv

△

A =
△

AΘ +
△

AM

△

AΘ = ȦΘ + 2DAΘ

△

AM =
△

Ae +
△

Av

△

Ae = Ȧe + L
T
Ae +AeL

△

Av = Ȧv + L
T
Av +AvL

△

Γ̌ =
△

Γ̌Θe +
△

Γ̄v
△

Γ̌Θ = ˙̌
ΓΘ + L

T
v Γ̌Θ + Γ̌ΘLv

△

Γ̌Θe =
△

Γ̌Θ +
△

Γ̌e
△

Γ̌e =
˙̌
Γe + L

T
v Γ̌e + Γ̌eLv

△

Γ̄v =
1

2
(LT

v + Lv)

△

Γ =
△

ΓM +
△

ΓΘ

△

ΓΘ = Γ̇Θ + 2
△

ΓMΓΘ

△

ΓM =
△

Γe +
△

Γv =
1

2
(LT

M + LM)
△

Γe = Γ̇e + L
T
MΓe + ΓeLM

△

Γv = Γ̇v + L
T
MΓv + ΓvLM

Abbildung 3.6.: Transformationseigenschaften der Verzerrungsgeschwindigkeitstenso-
ren

werden, wodurch die dualen Spannungstensoren der jeweiligen Konfigurationen herge-
leitet werden können. Aus der Invarianz der Spannungsleistung gegenüber der Transfor-
mation auf die Zwischenkonfiguration χ̌t bzw. χ̂t

T̃ · Ė = T̃ · F̄T
v

M

Γ̌F̄v = F̄vT̃F̄T
v ·

M

Γ̌ = Šv ·
M

Γ̌, (3.24)

resultiert der konjugierte Spannungstensor Šv := F̄vT̃F̄T
v des Verzerrungstensors Γ̌ und

analog hierzu
T̃ · Ė = T̃ ·FT

M

M

ΓFM = FMT̃FT
M ·

M

Γ = SM ·
M

Γ, (3.25)

der konjugierter Spannungstensor SM := FMT̃FT
M des Verzerrungstensors Γ.

Die hier gewählte Modellstruktur nach Abbildung 3.3 assoziiert auf natürliche Weise
eine additive Zerlegung der Spannung der Form

T̃ = T̃eq + T̃ov = F−1
M Seq

MF−T
M + F̄−1

v ŠovF̄
−T
v , (3.26)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Durch diese Aufspaltung lässt sich die Aufteilung der Spannungsleistung in die dualen
Größen der Zwischenkonfigurationen

T̃ · Ė = Seq
M ·F−T

M ĖF−1
M + Šov · F̄

−T
v ĖF̄−1

v = Seq
M ·

M

Γ + Šov ·
M

Γ̌ (3.27)

folgern. Mittels der Relation

M

ΓΘ = Γ̇Θ + 2
M

ΓMΓΘ = 1
3
ϕ′

ϕ1/3 θ̇I + (ϕ2/3 − 1)
M

ΓM, (3.28)

die sich aufgrund der Symmetrie von
M

ΓM = 1
2(LT

M + LM), der Identität des Verzerrungs-
tensors ΓΘ = 1

2(ϕ2/3 − 1)I sowie dessen materielle Zeitableitung Γ̇Θ = (ϕ′/3ϕ1/3)θ̇I
ergibt, der Relation

M

Γ̌Θ = F̌T
e

M

ΓΘF̌e = 1
3
ϕ′

ϕ1/3 θ̇Če + (ϕ2/3 − 1)(
M

Γ̌e +
M

Γ̄v) (3.29)

sowie durch die Berücksichtigung der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwin-

digkeiten
M

Γ und
M

Γ̌ aus Abbildung 3.6 lässt sich die Spannungsleistung in die Form

T̃ · Ė = ϕ2/3Seq
M ·

M

ΓM + ϕ′

3ϕ1/3 (Sp SM)θ̇ + ϕ2/3Šov · (
M

Γ̌e +
M

Γ̄v) (3.30)

überführen.
Die Transformationseigenschaften der Spannungstensoren und Spannungsraten der

zugehörigen Konfigurationen sind in Abbildung 3.7 zusammengefasst.

3.3.3. Struktur der freien Energie

Ausgangspunkt für die Formulierung thermodynamisch konsistenter Materialmodelle
ist eine geeignete Wahl der freien Energie. Basierend auf dem rheologischen Modell in
Abbildung 3.3 und der Kinematik der Deformation in Abbildung 3.4 wird für die freie
Energie ψ der Ansatz, ähnlich wie bei Lion [2000b] bzw. Heimes [2005],

ψ(EM, Γ̌e, θ) = ψM(EM, Γ̌e, θ) + ψΘ(θ), (3.31)

in Abhängigkeit der oben eingeführten Variablensatz, gewählt. In Analogie zu dem rheo-
logischen Modell wird die Zerlegung des mechanischen Anteils der freien Energie ψM

in einen dem Gleichgewichts- und einen den Überspannungen zugeordneten Anteil ein-
geführt

ψM(EM, Γ̌e, θ) = θ

θ0
ψ̄eq

M (JM,CM) + ψ̄ov
M (Γ̌e, θ). (3.32)
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R [B] χ
t
[B]

χ̌
t
[B] χ̂

t
[B]

F( · )FT

F̄v( · )F̄
T

v
FM( · )F

T
M FΘ( · )F

T
Θ

F̌e( · )F̌
T

e

T̃ = JF
−1
TF

−T

˙̃
T = d

dt
T̃

S = FT̃F
T = JT

▽

S = Ṡ− LS− SL
T

Šv = F̄vT̃F̄
T

v
▽

Šv = F̄v
˙̃
TF̄

T

v

= ˙̌
Sv − LvŠv − ŠvL

T
v

SM = FMT̃F
T
M

▽

SM = FM
˙̃
TF

T
M

= ṠM − LMSM − SML
T
M

Abbildung 3.7.: Transformationseigenschaften der Spannungstensoren und Spannungs-
geschwindigkeitstensoren

Die Energiefunktionen ψ̄ov
M (Γ̌e, θ) =

∑nov
k=1 ψ̄

ovk
M (Γ̌ek, θ) können als elastische Energie-

anteile in den Federn nichtlinearer Maxwell-Elemente interpretiert werden. Entspre-
chend repräsentiert die von den mechanischen Verzerrungen abhängige Energiefunk-
tion ψ̄eq

M den elastischen Energiebeitrag der Gleichgewichtsspannung, wobei eine linea-
re Temperaturabhängigkeit zur Beschreibung der Entropieelastizität eingeführt wurde,
vgl. [Treloar, 1975]. Die Materialfunktion ψΘ(θ) ist der deformationsunabhängige An-
teil der freien Energie und steht in Relation mit der spezifischen Wärmekapazität, siehe
Abschnitt 3.5 bzw. [Haupt, 2002].

3.3.4. Auswertung der Dissipationsungleichung

Auf Basis der zuvor definierten Spannungs- und Verzerrungstensoren lässt sich eine
Modellstruktur, die im Einklang mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik in Form
der Clausius-Duhem Ungleichung steht, erarbeiten. Die Auswertung der Dissipations-
ungleichung (2.74) in materieller Darstellung

δ = −ψ̇ − sθ̇ + 1
%R

T̃ · Ė− 1
θ%R

qR · gR ≥ 0, (3.33)

und der eingeführten Abkürzung des Temperaturgradienten gR := Grad θ, soll die ther-
modynamische Konsistenz der gewählten Konstitutivgleichungen gewährleisten. Zur
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Formulierung der konstitutiven Beziehungen wird zunächst die materielle Zeitableitung
der freien Energie aus (3.31)

ψ̇ = ∂ψ

∂EM
· ĖM + ∂ψ

∂Γ̌e
· ˙̌Γe + ∂ψ

∂θ
θ̇, (3.34)

gebildet. Anschließend wird dieser Ausdruck zusammen mit der Spannungszerlegung
(3.26) und der Beziehung (3.30) für die Spannungsleistung in die Dissipationsgleichung
(3.33) eingesetzt, womit sich die Ungleichung

δ =
(

1
%R
ϕ

2
3 Seq

M − FM
∂ψ

∂EM
FT

M

)
·
M

ΓM +
(
−s− ∂ψ

∂θ
+ 1

3%R

ϕ′

ϕ1/3 (Sp SM)
)
θ̇−

− ∂ψ

∂Γ̌e
· ˙̌Γe + 1

%R
ϕ

2
3 Šov · (

M

Γ̌e +
M

Γ̄v)−
1
%Rθ

qR · gR ≥ 0, (3.35)

ergibt. Diese Ungleichung muss nun im Sinne von Coleman and Noll [1963] oder Trues-
dell and Noll [1965] für beliebige thermodynamisch zulässige Prozesse erfüllt sein. Für

beliebige Prozesse, die der Annahme
M

Γ̌e =
M

Γ̄v = ˙̌Γe = 0, gR = 0 und
M

ΓM 6= 0 ∧ θ̇ 6= 0
genügen, wird diese Forderung erfüllt wenn die Klammerausdrücke identisch null sind.
Hierdurch resultieren die Potentialbeziehungen für die Gleichgewichtsspannungen Seq

M
und der spezifischen Entropie s:

Seq
M = %Rϕ

−2
3 FM

∂ψ

∂EM
FT

M, s = −∂ψ
∂θ

+ 1
%R

ϕ′

3ϕ1/3 (Sp SM). (3.36)

Die verbleibende Restungleichung

− ∂ψ

∂Γ̌e
· ˙̌Γe + 1

%R
ϕ

2
3 Šov · (

M

Γ̌e +
M

Γ̄v)−
1
%Rθ

qR · gR ≥ 0, (3.37)

nimmt mit Hilfe der Beziehungen für die Zeitableitung des Verzerrungstensors Γ̌e durch
˙̌Γe =

M

Γ̌e − (LT
v Γ̌e + Γ̌eLv) die Gestalt(

1
%R
ϕ

2
3 Šov −

∂ψ

∂Γ̌e

)
·
M

Γ̌e + 1
%R
ϕ

2
3 Šov ·

M

Γ̄v + ∂ψ

∂Γ̌e
· (LT

v Γ̌e + Γ̌eLv)−
1
%Rθ

qR · gR ≥ 0,
(3.38)

an. Auf dieser Grundlage wird die Potentialbeziehung für den inelastischen Überspan-
nungsanteil formuliert, indem das Verschwinden des Klammerausdruckes gefordert und
der auf der inelastischen Zwischenkonfiguration operierende Spannungstensor über ein
Hyperelastizitätsmodell mit seinem dualen Verzerrungstensor in Beziehung gesetzt wird:

Šov = %Rϕ
−2

3
∂ψ

∂Γ̌e
. (3.39)
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Die Ausnutzung dieser Beziehung führt auf das Zwischenergebnis

∂ψ

∂Γ̌e
· (LT

v Γ̌e + Γ̌eLv) + ∂ψ

∂Γ̌e
·
M

Γ̄v −
1
%Rθ

qR · gR ≥ 0, (3.40)

welches weiter vereinfacht werden kann, wenn unter Beachtung der Eigenschaft des
Skalarproduktes,10 der Ausnutzung der Symmetrie des Verzerrungstensors Γ̌e = 1

2(Če−
I), der Beziehung des symmetrischen Anteils der inelastischen Deformationsgeschwin-
digkeit (3.23) und der Isotropie von ∂ψ/∂Γ̌e die ersten beiden Terme in (3.40) durch

∂ψ

∂Γ̌e
· (LT

v Γ̌e + Γ̌eLv) + ∂ψ

∂Γ̌e
·
M

Γ̄v = Če
∂ψ

∂Γ̌e
·
M

Γ̄v, (3.42)

ersetzt werden. Es ergibt sich für die Restungleichung der Dissipation der Ausdruck

Če
∂ψ

∂Γ̌e
·
M

Γ̄v −
1
%Rθ

qR · gR ≥ 0, (3.43)

auf dessen Basis dann Evolutionsgleichungen formuliert werden können, die die ther-
modynamische Konsistenz erfüllen. Mit der Potentialbeziehung für die Überspannungen
(3.39) lässt sich der erste Term aus (3.43) in die Form

1
%R
ϕ

2
3 ČeŠov ·

M

Γ̄v ≥ 0, (3.44)

überführen. Damit diese Ungleichung erfüllt werden kann, muss die Proportionalität
M

Γ̄v ∼ ČeŠov als hinreichende Bedingung gelten, womit eine Evolutionsgleichung
M

Γ̄v = 1
η
ČeŠov, η > 0, (3.45)

angegeben werden kann. Hierin entspricht der Proportionalitätsfaktor η der Viskositäts-
funktion. Die Ungleichung der Dissipation infolge des Wärmeflusses,

− 1
%Rθ

qR · gR ≥ 0 (3.46)

kann prinzipiell durch Formulierung einer quadratischen Form immer erfüllt werden,

qR = −κR Grad θ, κR = κ(θ)(det F)C−1, (3.47)

was als Fourier’sche Wärmeleitgesetzt bezeichnet wird. Der Wärmefluss ist somit immer
dissipativ und damit irreversibel. In (3.47) beschreibt κR die Wärmeleitfähigkeit des
Materials und ist ein positiv definiter Tensor zweiter Stufe für κ(θ) > 0.
10Es gelten Beziehungen für das Skalarprodukt:

A ·B = BT ·A und A ·B = A ·Bsym, für A = AT (3.41)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Zusammenfassung der allgemeinen Materialgleichungen Zu einer besseren
Übersichtlichkeit werden die allgemeinen konstitutiven Gleichungen in Tabelle 3.1 zu-
sammengefasst. Die allgemeinen Gleichungen des Materialmodells werden in den fol-
genden Abschnitten konkretisiert, um das in Experimenten beobachtete Verhalten zu
beschreiben. Die spezielle Wahl der Materialfunktionen in der freien Energie und die
daraus resultierenden Spannungsbeziehungen werden spezifiziert. Zudem steht noch of-
fen, wie die nichtlineare Geschwindigkeitsabhängigkeit der Überspannung und die Pro-
zessabhängigkeit der Viskosität zu modellieren sind. Dabei sind insbesondere die Wahl
einer geeigneten Fließregel, siehe (3.45), und die damit verbundene Viskositätsfunktion
zu beachten.

3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizität
Das allgemeine, in Abschnitt 3.3.4 zusammengefasste Materialmodell wird im Folgen-
den auf eine spezielle Problemklasse von Elastomeren eingeschränkt. Die in [Lion,
2000b], bzw. in [Heimes, 2005] ausgeführten Experimente haben gezeigt, dass der we-
sentliche Beitrag zur Materialantwort einer Elastomerprobe durch die finite nichtlineare
Elastizität und eine nichtlineare Ratenabhängigkeit gegeben ist. 11 Die dort stets ange-
nommene mechanische Inkompressibilität stellt eine Idealisierung des volumetrischen
Verhaltens von Elastomeren dar, welche in weiten Bereichen der Deformation als ge-
recht erscheint. In [Sedlan, 2000] und [Hartmann et al., 2003] bzw. auch in [Penn, 1970]
wurde allerdings an Zugversuchen festgestellt, dass bei bestimmten Deformationen eine
nicht zu vernachlässigende Volumendehnung vorliegt. Bei Strukturen können lokal sol-
che Deformationsbereiche überschritten werden, so dass die Annahme der Inkompres-
sibilität nicht adäquat ist.12 Zur Formulierung des Modells der Gleichgewichtselastizität
muss die Energiefunktion ψ̄eq

M (EM) spezifiziert werden. Aufbauend auf den Arbeiten von
Hartmann and Neff [2003] und Hartmann [2003] wird für den Gleichgewichtsanteil der
Formänderungsenergie der Ansatz

ψ̄eq
M (EM) = ψ̄eq

M (JM,CM) = U(JM) + ῡ(C̄M) (3.48)

gewählt, indem die freie Energie in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil
zerlegt wird. Dieser Ansatz wird üblicherweise bei schwach kompressiblen Elastome-
ren verwendet. In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Vorschlägen für den volume-
trischen Anteil U , die nicht alle physikalisch sinnvoll sind. Siehe hierzu die Diskussio-
nen in [Eipper, 1998] bzw. [Ehlers and Eipper, 1998] und [Hartmann, 2003] sowie für
thermomechanische Prozesse mit Berücksichtigung des thermischen Ausdehnungsver-
haltens [Hamkar and Hartmann, 2012]. Daher wird nach Hartmann and Neff [2003] der
11Im Sinne einer Klassifizierung des Materialverhaltens entspricht dies einem Verhalten der finiten

(Thermo)-Viskoelastizität, siehe [Haupt, 2002].
12Zum anderen führt die Annahme der Inkompressibilität bei der numerischen Umsetzung mittels der

finiten Element Methode zu Schwierigkeiten, siehe [Lion, 2000b, S. 25] und die dort zitierte Literatur.
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Tabelle 3.1.: Zusammenstellung der allgemeinen Materialgleichungen

Kinematik

F = FΘFM = FΘF̂MF̄M = FΘF̂MF̄eF̄v = FΘF̌eF̄v (3.8)

FΘ = ϕ
1
3 I, ϕ = ϕ̂(θ − θ0), (3.2)

F̂M = (det FM)
1
3 I, F̄M = (det FM)−

1
3 FM (3.5)

E = Ee + Ev + EΘ, (3.13)

Ee = 1
2(FT

MFM − F̄T
v F̄v), Ev = 1

2(F̄T
v F̄v − I) (3.14)

Freie Energie

ψ(EM, Γ̌e, θ) = ψM(EM, Γ̌e, θ) + ψΘ(θ), (3.31)

ψM(EM, Γ̌e, θ) = θ

θ0
ψ̄eq

M (JM,CM) + ψ̄ov
M (Γ̌e, θ) (3.32)

Entropie

s = −∂ψ
∂θ

+ 1
%R

ϕ′

3ϕ1/3 (Sp SM) (3.36)

Spannungen

T̃ = T̃eq + T̃ov, T̃eq = F−1
M Seq

MF−T
M , T̃ov = F̄−1

v ŠovF̄
−T
v (3.26)

Seq
M = %Rϕ

2
3 FM

∂ψ

∂EM
FT

M, (3.36)

Šov = %Rϕ
2
3
∂ψ

∂Γ̌e
(3.39)

Fließregel

M

Γ̄v = 1
η
ČeŠov (3.45)
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Ansatz
U(JM) = K

50(J5
M + J−5

M − 2), (3.49)

vorgeschlagen. Da bei rußgefüllten Elastomeren ein S-förmiger Verlauf im einaxialen
Zugbereich zu beobachten ist, besteht die Möglichkeit verschiedene Ansätze (z.B. [Og-
den, 1972], [Arruda and Boyce, 1993], [Rivlin and Saunders, 1951]), bei der die ur-
sprünglich inkompressible Formulierung durch den isochoren Anteil ersetzt wird. Der
Ansatz von Ogden [1972] und von Arruda and Boyce [1993] führt für den obigen An-
satz (3.48) auf den Nachweis der Existenz einer Lösung (siehe [Dacorogna, 1989] und
[Hartmann and Neff, 2003]) und ist verbunden mit dem Begriff der Polykonvexität [Ball,
1977]. Der modifizierte Ansatz von Rivlin and Saunders [1951],

w(IC̄M
, IIC̄M

) =
m∑
i=0

n∑
j=0

cij(IC̄M
− 3)i(IIC̄M

− 3)j, (3.50)

ist hingegen nicht polykonvex, so dass man keine Existenzaussagen machen kann. Daher
wird in [Hartmann and Neff, 2003] der Vorschlag

w(IC̄M
, IIC̄M

) = α(I3
C̄M
− 33) +

m∑
i=1

ci0(IC̄M
− 3)i +

n∑
j=0

c0j(II2/3
C̄M
− 3
√

3)j (3.51)

gemacht. Der erste Summand α(I3
C̄M
− 33) dient dabei zur Erfüllung einer weiteren

Bedingung, der Koerzivität, siehe [Ciarlet, 1988]. Aus dieser Klasse von Modellen wird
für ῡ(C̄M)

w(IC̄, IIC̄) = c10(IC̄ − 3) + c01(II3/2
C̄ − 3

√
3) + α(I3

C̄ − 27). (3.52)

gewählt. Wobei aufgrund der Beziehung des Deformationsgradienten

F̄M = J
1
3

MFM = (J/ϕ)
1
3ϕ−

1
3 F = J

1
3 F = F̄, (3.53)

sich direkt die Identität C̄M = C̄ ergibt und dadurch auch gleichzeitig die Beziehung

ῡ(C̄M) = w(IC̄M
, IIC̄M

) = w(IC̄, IIC̄) = ῡ(C̄). (3.54)

Um das Verhalten von Elastomeren bei relativ langsamen Prozessen darzustellen, die
in nicht allzu großen Geschwindigkeitsbereichen stattfinden, muss die Ratenabhängig-
keit als wesentlicher Anteil der Inelastizität berücksichtigt werden. Infolge dessen wird
nach Lion [2000b] für die Formänderungsenergie des Maxwell Elements eine Relation
postuliert,

ψ̄ov
M (Γ̌ek, θ) := w̄ov(C̄e(Če)), (3.55)

die auf deviatorische Überspannungen sowie eine eine deviatorische Fließregel führt. In
Analogie zu (3.52) wird eine Abhängigkeit von dem unimodularen elastischen Cauchy-
Green Tensor C̄e = (det Če)−1/3Če angenommen,

w̄ov(C̄e(Če)) = w̄ov(IC̄e
) = µ(IC̄e

− 3), (3.56)

das einem Ansatz vom Neo-Hooke Typ entspricht.
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3.4.1. Herleitung der Spannungsrelationen
Mit Hilfe der in Abschnitt 3.3.4 hergeleiteten allgemeinen Potentialbeziehungen der
Spannungen und der oben formulierten Energiefunktionen werden im Folgenden die
Spannungsbeziehungen näher spezifiziert. Der Gleichgewichtsanteil der Spannungen
berechnet sich gemäß der Beziehung (3.36)1

Seq
M = %Rϕ

− 2
3 FM

∂ψ

∂EM
FT

M = %Rϕ
− 2

3
θ

θ0
FM

dψ̄eq
M

dEM
FT

M. (3.57)

Über die Definition der freien Energie (3.48) kann die Ableitung

dψ̄eq
M

dEM
=2
(

dU(JM)
dCM

+ dῡ(C̄M(CM))
dCM

)
, (3.58a)

durch Anwendung der Kettenregel zu

dψ̄eq
M

dEM
=JMU

′(JM)C−1
M + 2(det CM)− 1

3
[
I − 1

3C−1
M ⊗CM

] dῡ
dC̄M

, (3.58b)

ermittelt werden,13 womit (3.57) in

Seq
M = %Rϕ

−2
3
θ

θ0
JMU

′(JM)I +

+ 2%Rϕ
−2

3
θ

θ0
(det CM)−

1
3 [FM ⊗ FM]T23

[
I − 1

3C−1
M ⊗CM

] dῡ
dC̄M

(3.59)

überführt wird. Mit J−2/3
M = (det CM)−1/3 und den Beziehungen CM = J

2/3
M C̄M und

[FM ⊗ FM]T23 = J
2/3
M

[
F̄M ⊗ F̄M

]T23 sowie der Transformationseigenschaft[
F̄M ⊗ F̄M

]T23 [I − 1
3C−1

M ⊗CM
]

=
[
I − 1

3I⊗ I
] [

F̄M ⊗ F̄M
]T23

, (3.60)

worin der Tensor D := I − 1
3I ⊗ I dem Deviatoroperator14 und I := [I ⊗ I]T23 dem

Einheitstensor 4. Stufe entspricht, gelangt man durch eine Transpositionsvorschrift von
Tensoren 4. Stufe15 auf die Gleichgewichtsspannungen der mechanischen Zwischenkon-
13Die Ableitung dῡ(C̄M(CM))/dCM wird über die Kettenregel folgend berechnet

dῡ(C̄M(CM))
dCM

=
[

dC̄M

dC

]T dῡ
dC̄M

mit
[

dC̄M

dC

]T

= (det CM)−1/3 [I − 1
3C−1

M ⊗CM
]

14Der Deviator eines Tensors 2. Stufe ist durch die EigenschaftDA = AD = A− 1
3 (Sp A)I identifiziert.

15Es gelten die folgenden Beziehungen für die Transposition von Tensoren 4. Stufe, siehe [Hartmann,
2003] und [De Boer, 1982]:

[A⊗B]T23C = ACBT

[A⊗B]T23 [C⊗D] = [[A⊗B]T23C⊗D] = [ACBT ⊗D]
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figuration

Seq
M = ϕ−

2
3
θ

θ0

[
%RJMU

′(JM)I + 2%R

(
F̄M

dῡ
dCM

F̄T
M

)D
]
. (3.61)

Dies führt auf eine additive Aufteilung der Gleichgewichtsspannung in einen Kugel- und
einen spurfreien Deviator Anteil mit

Ŝeq
M := ϕ−

2
3
θ

θ0
%RJMU

′(JM)I, S̄eq
M := 2%Rϕ

−2
3
θ

θ0

(
F̄M

dῡ
dCM

F̄T
M

)D

, (3.62)

welche eine natürliche Konsequenz der speziellen Aufteilung der freien Energie (3.48)
ist. Eine Abbildung der Gleichgewichtsspannungen auf die Momentankonfiguration ge-
lingt über die Kirchhoff-Spannungen

Seq = FΘSeq
MFT

Θ = ϕ
2
3 Seq

M, (3.63)

bzw. mit der Beziehung Teq = J−1Seq über die Cauchy-Spannungen. Unter Ausnutzung
der Isotropie der freien Energie(

F̄M
dῡ

dC̄M
F̄T

M

)D

=
(

B̄M
dῡ

dB̄M

)D

=
(

dῡ
dB̄M

B̄M

)D

, (3.64)

sowie der kinematischen Transformation

B̄M = J
−2

3
M BM = (ϕ/J)−

2
3ϕ−

2
3 B = J−

2
3 B = B̄, (3.65)

werden die Gleichgewichtsspannungen, als Cauchy-Spannungen, auf die Momentan-
konfiguration überführt

Teq = %R
θ

θ0
ϕ−1U ′(J

ϕ
)I + 2%R

θ

θ0
J−1

(
dῡ
dB̄

B̄
)D

. (3.66)

Mit dem Pullbackoperator der Spannungen F−1 (.) F−T erfolgt die Rücktransformation
auf die Referenzkonfiguration und die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen berechnen sich
zu

T̃eq = F−1TeqF−T (3.67)

= %R
θ

θ0
JMU

′(JM)C−1 + 2%R
θ

θ0
J−

2
3
[
I − 1

3C−1 ⊗C
] dῡ

dC̄
. (3.68)

Aufgrund der speziellen Abhängigkeit von den Invarianten des unimodularen Rechten
Cauchy-Green Tensors berechnet sich die Ableitung dῡ/ dC̄ über die Kettenregel

dῡ
dC̄

= ∂w

∂IC̄

∂IC̄

∂C̄
+ ∂w

∂IIC̄

∂IIC̄

∂C̄
= (w1 + w2IC̄)I− w2C̄ (3.69)
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mit
w1(IC̄, IIC̄) = ∂w

∂IC̄
und w2(IC̄, IIC̄) = ∂w

∂IIC̄
, (3.70)

siehe (3.52).
Über die Auswertung der Potentialbeziehung (3.39) und der gewählten Formände-

rungsenergie (3.55) können die Überspannungen durch

Šov = %Rϕ
−2

3
∂ψ

∂Γ̌e
= %Rϕ

−2
3

dψ̄ov
M

dΓ̌e
, (3.71)

konkretisiert werden. Mit Hilfe der Kettenregel und der Beziehung Če = J
2/3
M C̄e wird

die Ableitung durch

dψ̄ov
M

dΓ̌e
= 2dψ̄ov

M

dČe
= 2

[
dC̄e

dČe

]T dw̄ov

dC̄e
= 2(det Če)−

1
3
[
I − 1

3Č−1
e ⊗ Če

] dw̄ov

dC̄e
, (3.72)

ermittelt. Dadurch findet man die Überspannungen auf der Zwischenkonfiguration χ̌t

Šov = 2%R
(det Če)−

1
3

ϕ2/3

[
I − 1

3Č−1
e ⊗ Če

] dw̄ov

dC̄e
, (3.73)

die über eine einfache algebraische Umformung und über die Beziehung (det Če)−1/3 =
J
−2/3
M , aufgrund von det F̄e = 1 folgt det F̌e = JM, die Form

Šov = 2%RJ
−2

3 C̄−1
e

(
C̄e

dw̄ov

dC̄e

)D

(3.74)

annimmt. Zwecks einer allgemeinen Darstellung werden die Überspannungen (3.73)
mittels des Pullbackoperators F̄−1

v (.) F̄−T
v auf die Referenzkonfiguration zurücktrans-

formiert

T̃ov = F̄−1
v ŠovF̄

−T
v

= 2%RJ
−2

3
[
I − 1

3C−1 ⊗C
] [

F̄−1
v ⊗ F̄−1

v

]T23 dw̄ov

dC̄e
.

(3.75)

Hierbei ist die Eigenschaft[
F̄−1

v ⊗ F̄−1
v

]T23 [
I − 1

3Č−1
e ⊗ Če

]
=
[
I − 1

3C̄−1 ⊗ C̄
] [

F̄−1
v ⊗ F̄−1

v

]T23
, (3.76)

sowie [C̄−1 ⊗ C̄] = [C−1 ⊗C] ausgenutzt worden. Durch die Isotropie der Formände-
rungsenergie w̄ov gilt [

F̄−1
v ⊗ F̄−1

v

]T23 dw̄ov

dC̄e
= dw̄ov

d(C−1
v C̄)

C−1
v . (3.77)
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Diese Eigenschaft lässt sich erklären, indem dw̄ov/ dC̄e als isotrope Tensorfunktion dar-
gestellt wird. Durch Anwendung der Beziehung C̄e = F̄−T

v C̄F̄−1
v und der anschließen-

den Ausklammerung von C−1
v wird die isotrope Eigenschaft ersichtlich:[

F̄−1
v ⊗ F̄−1

v

]T23 dw̄ov

dC̄e
= F̄−1

v
dw̄ov

dC̄e
F̄−T

v ,

= F̄−1
v (α1I + α2C̄e + α2C̄eC̄e)F̄

−T
v ,

= (α1I + α2C−1
v C̄ + α3(C−1

v C̄)2)C−1
v .

(3.78)

Die Koeffizienten αi = αi(IC̄e
, IIC̄e

, IIIC̄e
) stellen Funktionen der Hauptinvarianten von

C̄e dar, die es ermöglichen C̄e durch (C−1
v C̄) zu ersetzen. Die Transformationsbezie-

hung aus (3.77) wird mittels der Relation (3.78) ersichtlich. Für die Überspannungen
(3.75) resultiert schließlich

T̃ov = 2%RJ
−2

3
[
I − 1

3C−1 ⊗C
] dw̄ov

d(C−1
v C̄)

C−1
v , (3.79)

bzw. aufgrund der Wahl der Formänderungsenergie aus (3.56)

T̃ov = 2%RµJ
−2

3
(
C−1

v − 1
3(C ·C−1

v )C−1) . (3.80)

Die Überführung der Überspannungen auf die Momentankonfiguration gelingt über die
Vortransformation der Überspannungen der inelastischen Zwischenkonfiguration (3.74)

Sov = FΘSov
MFT

Θ = FΘF̌eŠovF̌
T
e FT

Θ = ϕ2/3F̌eŠovF̌
T
e . (3.81)

Mit der Berücksichtigung der Isotropie der Formänderungsenergie können die Über-
spannungen vom Kirchhoff-Typ durch die Auswertung der Transformation (3.81) in die
allgemeine Form

Sov = 2%R

(
B̄e

dw̄ov

dB̄e

)D

, (3.82)

überführt werden und mit der speziellen Wahl der Formänderungsenergie (3.56) und der
Identität Tov = J−1Sov zu

Tov = 2%RµJ
−1B̄D

e . (3.83)

Aus der Summe T = Teq + Tov gemäß (3.66) und (3.83) resultiert der Cauchy’sche
Spannungstensor bezogen auf die Größen der Momentankonfiguration

T = %R
θ

θ0

(
ϕ−1U ′(J/ϕ)I + 2J−1

(
(ŵ1 + ŵ2IB̄)B̄D − ŵ2(B̄B̄)D

))
+ 2%RµJ

−1B̄D
e ,

(3.84)
mit ŵ1 = ∂w/∂IB̄ und ŵ2 = ∂w/∂IIB̄ der nach Formänderungsenergie (3.52).
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3.4.2. Formulierung der Evolutionsgleichungen
Der Satz an Konstitutivgleichungen zur Beschreibung des Materialverhaltens benötigt
noch die Formulierung von Evolutionsgleichungen für die inneren Variablen. Anhand
der Auswertung der Dissipationsungleichung konnte die Fließregel

M

Γ̄v = 1
η
ČeŠov, η > 0, (3.85)

herausgearbeitet werden, mit denen im Fall einer positiven Viskositätsfunktion die ther-
modynamische Konsistenz im Sinne einer hinreichenden Bedingung erfüllt wird. Über
die Überspannungen aus (3.74) und der Ausnutzung der kinematischen Beziehung Če =
J

2/3
M C̄e wird (3.85) in

M

Γ̄v = 2%R

η
ϕ−

2
3 ČeČ

−1
e

(
C̄e

dw̄ov

dC̄e

)D

, (3.86)

überführt. Die Transformation auf die Referenzkonfiguration erfolgt wiederum durch
den Pullbackoperator, indem zunächst die Oldroyd’sche Ableitung des viskosen Ver-

zerrungstensors durch
M

Γ̄v = 1
2F̄−1

v ĊvF̄
−T
v ersetzt wird. Zudem wird die Isotropieeigen-

schaft (3.77) und die Identität Cv = C̄v ausgenutzt, womit schließlich die Evolutions-
gleichung

Ċv = 4%R
µ

η
ϕ−

2
3 F̄T

v

(
C̄e

dw̄ov

dC̄e

)D

F̄v, (3.87)

= 4%R
µ

η
(Jϕ)−

2
3
[
C− 1

3

(
Cv ⊗C−1

v C
)] dw̄ov

d(C−1
v C̄)

(3.88)

für die viskosen Verzerrungen der Referenzkonfiguration resultiert. In Analogie zu den
Überspannungen lässt sich die Ableitung der Formänderungsenergie (3.56) unmittelbar
angeben, wodurch die Evolutionsgleichung durch die vereinfachte Form

Ċv = 4%R
µ

η

ϕ−2/3

(det C)1/3

(
C− 1

3(C−1
v ·C)Cv

)
, (3.89)

angegeben wird. Gemäß dem Prinzip der Äquipräsenz wird nach einem Ansatz von Lion
[2000b] eine Viskositätsfunktion postuliert, die in ihrer allgemeinen Form

η = η
(
Sov

M , Γ̄v, θ
)

(3.90)

als Funktion der Überspannungen, der inelastischen Deformation und der Temperatur
gegeben ist. In [Haupt and Sedlan, 2001] wie auch in [Heimes, 2005] werden zudem
eine Abhängigkeit von der Deformationsgeschwindigkeit vorgeschlagen, was eher für
dynamische Prozesse von Interesse ist. Um den geschwindigkeitsabhängigen Grenzwert
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

der Überspannungen zu beschreiben, wird für die Modellierung der geschichtsabhängi-
gen Viskosität eine nach Haupt and Lion [1995] exponentielle Abhängigkeit angenom-
men. Als geeignetes Spannungsmaß, motiviert durch die Fließregel (3.45), erweist sich
der Tensor ČeŠov, womit zunächst ein Ansatz für eine nichtlineare Viskositätsfunktion
durch

η = η0 exp
(
−‖ČeŠov‖

s0

)
, (3.91)

formuliert werden kann. Hierin lässt sich aufgrund der Isotropieeigenschaft ČeŠov =
ŠovČe zeigen, dass für die benötigte Norm die Identität ‖ČeŠov‖ = ‖Sov

M‖ gilt.16 Zur Be-
rücksichtigung der Deformationsabhängigkeit der Viskosität wird die inelastische De-
formation Γ̄v = 1

2(I− B̄−1
v ) als Argument von η zugelassen. Als Maß für diese inelasti-

sche Deformation wird wiederum die Norm ‖B−1
v ‖ = ‖C−1

v ‖ verwendet, wodurch sich
(3.91) auf

η = η0 exp
(
− ‖Sov

M‖
s0( 1√

3‖C
−1
v ‖)r0

)
, (3.92)

erweitert. Die Ergänzung auf die Temperaturabhängigkeit erfolgt durch Ausdrücke obi-
ger Materialparameter η0 und s0 als Funktion der Temperatur

η0(θ) = η̄0 exp
(
κ
θ
− κ
θ0

)
, (3.93)

s̄0(θ) = s∞ + (s̄0 − s∞) exp(−ωs(θ − θ0)). (3.94)

Zweckmäßigerweise sind die konstitutiven Gleichungen des Materialmodells für die fi-
nite Thermo-Viskoelastizität in Tabelle 3.2 zusammengefasst. Zur numerischen Aus-
wertung des Materialmodells ist es notwendig die Materialparameter zu identifizieren.
Diese werden über das Materialverhalten in mechanischen und thermischen Versuchen
charakterisiert und bestimmt. Mit der Durchführung von sehr langsamen monotonen
Belastungsprozessen mit Haltezeiten können die Materialparameter der Gleichgewichts-
spannungen identifiziert werden, siehe hierzu z.B. [Haupt and Sedlan, 2001] oder [Hart-
mann, 2001]. Versuche mit unterschiedlichen Prozessgeschwindigkeiten ermöglichen
das Kriech- und Relaxationsverhalten zu beschreiben und die damit verbundenen Ma-
terialparameter zu bestimmen, [Sedlan, 2000]. Zur Beschreibung des thermomechani-
schen Verhaltens, müssen die Materialeigenschaften anhand thermomechanischer Ver-
suche bestimmt werden. Adäquate Versuche mit abgeleiteten Methoden zur Parame-
teridentifikation sind in [Heimes, 2005] und der dort referierten Literatur, ausführlich
beschrieben.

16Die Norm eines Tensors 2. Stufe A wird zu ‖A‖ =
√

A ·A definiert.
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizität

Tabelle 3.2.: Zusammenfassung der konstitutiven Gleichungen der finiten Thermo-
Viskoelastizität

Materialfunktionen der freien Energie

U(JM) = K(J5
M + J−5

M − 2)/50, JM = J/ϕ, (3.49)

w(IC̄, IIC̄) = c10(IC̄ − 3) + c01(II3/2
C̄ − 3

√
3) + α(I3

C̄ − 27), (3.52)

w̄ov(IC̄e
) = µ(IC̄e

− 3), (3.56)

Spannungsrelationen der Referenzkonfiguration

T̃ = T̃eq + T̃ov = T̃vol
eq + T̃iso

eq + T̃ov,

T̃vol
eq = %R

θ

θ0

J

ϕ
U ′(J/ϕ)C−1, U ′(J/ϕ) = K((J/ϕ)4 − (J/ϕ)−6)/10 (3.68)

T̃iso
eq = 2%R

θ

θ0
J−2/3

(
(w1 + w2IIC̄) I− w2C̄− 1

3 (w1IC̄ + 2w2IIC̄) C̄−1
)

(3.69)

T̃ov = 2%RµJ
−2

3
(
C−1

v − 1
3(C ·C−1

v )C−1) (3.80)

Spannungsrelationen der Momentankonfiguration

T = Teq + Tov = Tvol
eq + J−1Siso

eq + J−1Sov,

Tvol
eq = %R

θ

θ0
ϕ−1U ′(J

ϕ
)I, Siso

eq = 2%R
θ

θ0

(
(ŵ1 + ŵ2IB̄) B̄D − ŵ2

(
B̄B̄

)D
)

(3.66)

Sov = 2%RµB̄D
e (3.83)

Fließregel in Größen der Referenzkonfiguration

Ċv = 4%R
µ

η

ϕ−2/3

(det C)1/3

(
C− 1

3(C−1
v ·C)Cv

)
, (3.89)

η = η0 exp
(
− ‖Sov

M‖
s0( 1√

3‖C
−1
v ‖)r0

)
, η0(θ) = η̄0 exp

(
κ
θ
− κ
θ0

)
, (3.92, 3.93)

s0(θ) = s∞ + (s̄0 − s∞) exp(−ωs(θ − θ0)) (3.94)
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3.4.3. Isotherme Betrachtung des Materialmodells
Eine rein isotherme Formulierung des Materialmodells gelingt durch die Vernachlässi-
gung einer Temperaturänderung mittels der Annahme θ/θ0 = 1, wodurch die Material-
funktion für das thermische Ausdehnungsverhalten mit

ϕ = 1 + αΘ(θ − θ0) = 1, (3.95)

den konstanten Wert eins annimmt. Die zuvor eingeführte thermisch-mechanische Zer-
legung (3.1) reduziert sich auf

FΘ = I ⇒ F = FM (3.96)

und die gesamte Deformation wird durch den spannungserzeugenden, rein mechani-
schen Anteil der Deformation repräsentiert, der anhand der multiplikativen Zerlegung

F = F̂MF̄eF̄v = F̌eF̄v, (3.97)

in einen elastischen Anteil F̌e und einen gestaltändernden, viskosen Anteil F̄v aufgeteilt
wird. Auf Basis dieser Zerlegung und einer Temperatur unabhängigen Struktur der freien
Energie

ψ(EM, Γ̌e) := ψM(EM, Γ̌e) = ψ̄eq
M (JM,CM) + ψ̄ov

M (Γ̌e) (3.98)

wird in Analogie zum Abschnitt 3.3.4 durch das Einsetzen von (3.98) in die vereinfachte
Dissipationsungleichung17 die Potentialbeziehung der Spannungen hergeleitet. Mit den
in Abschnitt 3.4.1 definierten Formänderungsenergien (3.48), (3.49) und (3.51) für den
Gleichgewichtsanteil sowie (3.55) und (3.56) für den Überspannungsanteil werden die
konstitutiven Gleichungen für die Gleichgewichtsspannungen

T̃eq = %RJU
′(J)C−1 + 2%RJ

−2/3 [I − 1
3C−1 ⊗C

] dῡ
dC̄

, (3.99)

mit dῡ/ dC̄ = (w1 + w2I)− w2C̄ und für die Überspannungen

T̃ov = 2%RµJ
−2/3 (C−1

v − 1
3(C ·C−1

v )C−1) , (3.100)

als Anteile des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors, die auf der Referenzkon-
figuration agieren, spezifiziert. Die Vortransformation auf die Momentankonfiguration
erfolgt mit dem push-forward Operator F( · )FT. Die aus der Auswertung der Dissi-
pationsungleichung verbleibende Restungleichung motiviert analog zu Abschnitt 3.3.4
17Aufgrund der isothermen Betrachtung wird die Wärmeleitungsungleichung der Dissipationsunglei-

chung vernachlässigt. Sie erhält die Form

δ = ψ̇ + 1
%R

T̃ · Ė ≥ 0.
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die positive Proportionalität der Überspannungen bezüglich der viskosen Verzerrungs-
raten der inelastischen Zwischenkonfiguration. Aus dieser Überlegung heraus wird die
Fließregel (3.89) auch für das isotherme Materialmodell formuliert, in der jedoch die
Materialfunktion ϕ den Wert eins annimmt. Die Ratenabhängigkeit des Modells wird
durch die prozessabhängige Viskositätsfunktion

η = η0 exp
(
−s0

√
CT̃ov · T̃ovC

)
, (3.101)

nach dem Vorschlag von Hartmann [2002] abgebildet.

3.5. Herleitung der Wärmeleitungsgleichung

Die Entwicklung der Temperatur eines materiellen Körpers während eines thermome-
chanischen Prozess wird durch die verallgemeinerte Wärmeleitungsgleichung beschrie-
ben, die aus der lokalen Bilanzgleichung (2.63) abgeleitet wird. Unter Berücksichtigung
der Legendre-Transformation e = ψ + sθ gelingt es die materielle Zeitableitung der
spezifischen inneren Energie in Abhängigkeit der spezifischen freien Energie und der
spezifischen Entropie zu formulieren, womit die lokale Energiebilanz

ψ̇ + sθ̇ + θṡ = − 1
%R

Div qR + 1
%R

T̃ · Ė + r, (3.102)

durch die eingeführten thermodynamischen Potentiale beschrieben wird. Mit der Defini-
tion der freien Energie (3.31) und (3.32), der Beziehung für die Spannungsleistung aus
(3.30), den aus der Clausius-Duhem Ungleichung hergeleiteten Potentialbeziehungen
für die Gleichgewichtsspannungen, der spezifischen Entropie (3.36) und den Überspan-
nungen (3.39) gelangt man nach einigen Umformungen auf die sogenannte Gibbs’sche
Gleichung der Wärmeleitung18

θṡ = − 1
%R

Div qR + r + δ, (3.103)

worin die Wärmeproduktion infolge der inneren inelastischen Dissipation durch

δ = 1
%R
ϕ

2
3 ČeŠov ·

M

Γ̄v, (3.104)

beschrieben wird und über die Beziehung (3.42) und (3.44) eingeführt ist. Um eine Evo-
lutionsgleichung für das Temperaturfeld zu erhalten, muss die materielle Zeitableitung
der spezifischen Entropie gebildet werden. Diese lässt sich über die Potentialbeziehung

18vgl. [Haupt, 2002]
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

für die Entropie (3.36) und mit der Definition der freien Energie (3.32) zunächst durch
die Form

ṡ = −
(

1
θ0

dψ̄eq
M

dEM
· ĖM + ∂2ψ

∂θ2 θ̇ + ∂2ψ

∂θ∂Γ̌e
· ˙̌Γe

)
+ 1
%R

d
dt(ϕ̃(Sp SM)), (3.105)

angeben. Die ersten drei Terme innerhalb des Klammerausdruckes resultieren aufgrund
der Abhängigkeit der freien Energie von den mechanischen Verzerrungen, den elasti-
schen Verzerrungen der Zwischenkonfiguration χ̌t und der Temperatur. Hierin ist der
dritte Term (∂2ψ/∂θ∂Γ̌e) · ˙̌Γe aufgrund der gewählten Formänderungsenergie (3.55)
identisch null und bleibt unberücksichtigt.

Mit der Überlegung, dass aufgrund der deviatorischen Eigenschaft der Überspannun-
gen nur der (volumetrische) Gleichgewichtsanteil der Spannungen Ŝeq

M = Ŝeq
M(θ, J) in

das Skalarprodukt eingeht, kann die materielle Zeitableitung des letzten Terms, in der
die Abkürzung ϕ̃ = (ϕ′/3ϕ1/3) eingefügt ist, mit der Beziehung J̇ = 1

2JC−1 · Ċ, durch

d
dt(ϕ̃SM · I) = d

dt(ϕ̃Ŝeq
M · I) =

(
ϕ̃′(Sp Ŝeq

M) + ϕ̃(∂Ŝeq
M

∂θ
· I)
)
θ̇ + ϕ̃J

(
∂Ŝeq

M

∂J
· I

)
C−1 · Ė

(3.106)
näher spezifiziert werden. Mit der obigen Gleichung (3.106) und der Substitution des
Ausdruckes dψ̄eq

M/ dEM in (3.105) durch die Gleichgewichtsspannungen (3.57) sowie
der Rücktransformation auf die Referenzkonfiguration durch T̃eq = F−T

M Seq
MF−1

M und
den kinematischen Relationen

ĖM = −1
3
ϕ′

ϕ
CMθ̇ + ϕ−2/3Ė, EM = 1

2(CM − I), CM = ϕ−2/3C, (3.107)

resultiert nach einigen algebraischen Umformungen als Ergebnis die materielle Zeita-
bleitung der spezifischen Entropie

ṡ = 1
%R

(
( ϕ̃
θ

+ ϕ̃′)(Sp Ŝeq
M) + ϕ̃(∂Ŝeq

M

∂θ
· I)− %R

∂2ψΘ

∂θ2

)
θ̇

+ 1
%R

((
ϕ̃(∂Ŝeq

M

∂J
· I)J − ϕ2/3

3θ (Sp Ŝeq
M)
)

C−1 − 1
θ
T̃iso

eq

)
· Ė. (3.108)

Mit diesem Ausdruck wird die Gibbs’sche Gleichung (3.103) in die verallgemeinerte
Wärmeleitungsgleichung

cpθ̇ = − 1
%R

Div qR + p+ r + δ (3.109)

überführt. Die linke Seite der Gleichung drückt die physikalische Eigenschaft aus, dass
in einem materiellen Körper aufgrund der Temperaturänderung Energie gespeichert bzw.
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3.5. Herleitung der Wärmeleitungsgleichung

freigesetzt werden kann. Diese Eigenschaft wird durch die spezifische Wärmekapazität

cp(θ, J) := θ

%R

(
( ϕ̃
θ

+ ϕ̃′)(Sp Ŝeq
M) + ϕ̃(∂Ŝeq

M

∂θ
· I)− %R

∂2ψΘ

∂θ2

)
, (3.110)

repräsentiert, die neben der Temperatur zusätzlich von der Deformation abhängt, siehe
auch die Diskussion in [Reese, 2001, S. 116]. Der deformationsabhängige Anteil der
spezifischen Wärmekapazität,19 siehe Abbildung 3.8, zeigt eine schwache nichtlineare
Abhängigkeit von der Temperatur und eine lineare Beziehung für J ≈ 1. Zudem ist aus
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Abbildung 3.8.: Konturplot der spezifischen Wärmekapazität aus (3.110) ohne den rein
temperaturabhängigen Anteil θ ∂2ψΘ/∂θ

2.

dynamischen Differenzkalorimetrie Messungen, wie z.B. bei Heimes [2005] bekannt,
dass die Wärmekapazität von Elastomeren oberhalb der Glasübergangstemperatur in
guter Näherung einen linearen Zusammenhang über der Temperatur zeigt. Aus dieser
Betrachtung heraus kann die im allgemeinen deformationsabhängige Wärmekapazität
(3.110), durch die in der Literatur übliche Approximation

cp ≈ θ
∂2ψΘ

∂θ2 , (3.111)

für einen thermomechanischen Prozess angegeben werden, siehe auch [Jansohn, 1997,
S. 33]. In Anlehnung an die Arbeit von Heimes [2005] wird der lineare Ansatz

cp(θ) = cp0 (1 + cpk(θ − θ0)) , (3.112)

gewählt, womit durch zweifache Integration bei homogenen Randbedingungen der ther-
mische Anteil der freien Energie

ψΘ = %Rcp

((
(θ − θ0)− θ ln θ

θ0

)
(1− cpkθ0)− 1

2cpk(θ2 − θ2
0)
)
, (3.113)

19Der rein temperaturabhängige Anteil der spezifischen Wärmekapazität aus (3.110) wird durch c̄p :=
θ
(
∂2ψΘ/∂θ

2) beschrieben.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

berechnet wird. Der Term der rechten Seite der Wärmeleitungsgleichung (3.109),

p(θ, J, Ė) := θ

%R

((
ϕ2/3

3θ (Sp Seq
M)− Jϕ′

3ϕ1/3 (∂Ŝeq
M

∂J
· I)
)

C−1 + 1
θ
T̃iso

eq

)
· Ė, (3.114)

beschreibt den Effekt der thermoelastischen Kopplung und ist aufgrund der konstitutiven
Relationen äquivalent zu

p = θ
∂2ψ

∂θ∂E
· Ė = θ

1
%R

∂T̃
∂θ

· Ė, (3.115)

siehe [Haupt, 2002]. Die anderen beiden Terme beschreiben den Energieaustausch durch
die Wärmestrahlung r und durch die Wärmeleitung, worin der Wärmefluss durch die
Fourier’sche Wärmeleitung (3.47) modelliert ist. Die Wärmeproduktion infolge der in-
elastischen Spannungsleistung (3.104) kann über die Beziehung (3.71) und durch die

Ausnutzung der Identität
M

Γ̄v = F̄−T
v ĖvF̄

−1
v , mit Ėv = 1

2Ċv und der kinematischen Trans-
formation Če = F̄−T

v CMF̄−1
v , mit CM = J

2/3
M C̄M sowie C̄M = C̄ und C̄v = Cv durch

Größen der Referenzkonfiguration repräsentiert werden

δ = J
2/3
M C−1

v C̄
dw̄ov

d(C−1
v C̄)

C−1
v · Ċv, (3.116)

und aufgrund der gewählten Formänderungsenergie (3.56) und des unimodularen rech-
ten Cauchy-Green Tensors C̄ = J−2/3C in

δ = µJ−2/3
((

C−1
v ⊗C−1

v

)T23 C− 1
3

(
C−1

v ·C
)

C−1
v

)
· Ċv, (3.117)

überführt werden.
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4. Formulierung des
Anfangs-Randwertproblems

4.1. Das Anfangs-Randwertproblem in der lokalen
Form

Die in Kapitel 2 aufgestellten Bilanzgleichungen definieren allgemeine Feldgleichungen
zur Bestimmung der Dichte %R, des Verschiebungsfelds u (X, t) = χR (X, t)−X und
der Temperatur θ = θ (X, t). Ihre Vervollständigung erfolgt durch die in Kapitel 3 her-
geleiteten Konstitutivgleichungen, die aus einer phänomenologischen Betrachtungswei-
se den speziellen Materialeigenschaften angepasst sind. Dieser Formulierung folgend
ergibt sich für den Spannungszustand die Elastizitätsbeziehung

T̃ (X, t) = Φ̃ (C (X, t) , θ (X, t) ,q (X, t)) , (4.1)

worin offensichtlich der 2. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor von dem Verschie-
bungsfeld, dem Temperaturfeld und den inneren Variablen abhängt. Die inneren Varia-
blen, welche die Evolution der viskosen Verzerrungen beschreiben (3.89), sind mittels
der Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt,1

q̇ (X, t) = r̃ (C (X, t) , θ (X, t) ,q (X, t)) . (4.4)

Zur eindeutigen Festlegung des Anfangs-Randwertproblems bedarf es noch der Angabe
geeigneter Anfangs- und Randbedingungen für die unabhängigen Größen des materiel-
len Körpers.

Die vorliegende Arbeit unterliegt der einschränkenden Annahme quasi-statischer Pro-
zesse, was bei vielen technischen Anwendungen durchaus angemessen ist. Infolge die-
ser Annahme werden die Trägheitsterme der Impulsbilanz ( (2.48)) vernachlässigt. Sie

1In einer allgemeinen Form liegen zur Bestimmung der inneren Variablen nicht gewöhnliche Differenti-
algleichungen vor, sondern Algebro-Differentialgleichungen der Form

Aq̇ = r̂(C, θ,q), (4.2)

worin beispielsweise die Matrix A im Fall der Thermo-Elastoplastizität eine singuläre Matrix ent-
spricht, die durch die Struktur

A =
[

I
0

]
, (4.3)

gegeben ist, siehe [Ellsiepen and Hartmann, 2001]. Im Fall der Thermo-Viskoelastizität ist A = I.
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4. Formulierung des Anfangs-Randwertproblems

stellt jedoch weiterhin über die Spannungen und den äußeren Lasten ein System von
zeitabhängigen, partiellen Differentialgleichungen dar, [Fritzen, 1997]. Allerdings führt
das Vernachlässigen der Trägheitsterme dazu, dass die Anfangsbedingungen der Bewe-
gung und des Geschwindigkeitsfeldes entfallen, [Marsden and Hughes, 1994]. Lediglich
Anfangsbedingungen für das Temperaturfeld und für die inneren Variablen

θ(X, t0) = θ0(X), ∀X ∈R [B] , (4.5)
q(X, t0) = q0(X), ∀X ∈R [B] , (4.6)

hier in materieller Darstellung, sind zu fordern.
Die allgemeine Angabe von Randbedingungen bedarf einer disjunktiven Aufteilung

der Berandung des materiellen Körpers. Der Rand ∂R [B] lässt sich unterteilen in einen
Teilrand ∂uR [B] ⊂ ∂R [B] mit vorgegebenen Randverschiebungen und in einen Teil-
rand ∂sR [B] ⊂ ∂R [B], auf dem Spannungsrandbedingungen vorliegen. Weiterhin lie-
gen auf der Teilfläche ∂θR [B] ⊂ ∂R [B] Temperaturrandbedingungen vor und auf der
Teilfläche ∂qR [B] ⊂ ∂R [B] ist der normal zur Außenberandung gerichtete Wärme-
fluss vorgegeben. Teilränder, auf denen die primären Variablen u bzw. θ festgelegt sind,
werden als Dirichlet-Ränder und Teilränder mit vorgegebenen Spannungen bzw. Wär-
meflüssen werden als Neumann-Ränder bezeichnet. Zusammenfassend gelten für die
Teilränder folgende Bedingungen

∂R [B] = ∂uR [B] ∪ ∂sR [B] = ∂θR [B] ∪ ∂qR [B] , (4.7)

mit

∂uR [B] ∩ ∂sR [B] = ∅, ∂θR [B] ∩ ∂qR [B] = ∅. (4.8)

Es sei angemerkt, dass auf den Teilrändern durchaus eine Kombination aus Dirichlet-
und Neumann-Randbedingungen definiert werden kann. Solche gemischten Randbedin-
gungen liegen z.B. bei konvektivem Heizen oder Kühlen über die Oberfläche vor [Incr-
opera et al., 2007], womit die Berandung durch die Teilränder

∂R [B] = ∂θR [B] ∪ ∂qR [B] ∪ ∂θqR [B] , ∂θR [B] ∩ ∂qR [B] ∩ ∂θqR [B] = ∅,
(4.9)

festgelegt wird.2 Den Teilrändern zugeordnete Dirichlet-Randbedingungen über einen
bestimmten Zeitintervall mit t ∈ R+ bzw. t ∈ ]t0, te[ können mittels

u (X, t) = ū (X, t) , ∀X ∈ ∂uR [B] (4.10)

θ (X, t) = θ̄ (X, t) , ∀X ∈ ∂θR [B] (4.11)

2Die disjunktive Aufteilung der Berandung ∂χt [B] ist entsprechend auch in einer räumlichen Darstel-
lung möglich.
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definiert werden. Die Neumann-Randbedingungen werden an den Teilrändern durch die
Gleichungen

tR = TRnR = s (X, t) , ∀X ∈ ∂sR [B] (4.12)
qR = qR ·nR = fq (X, t) , ∀X ∈ ∂qR [B] (4.13)

bzw. im Fall von gemischten Teilrändern, an denen die Bedingung zusätzlich noch von
der Oberflächentemperatur abhängt, durch

qR = qR ·nR = fc (X, θ, t) , ∀θ,X ∈ ∂θqR [B] , (4.14)

festgelegt. Die in (4.12) und (4.13) formulierten Randbedingungen sind formal defor-
mationsabhängig, welche über den Piola-Kirchhoff’schen Spannungsvektor (2.31) bzw.
Wärmeflussvektor (2.35) aus der Transformation

TRnR dA = Tn da, qR ·nR dA = q ·n da, (4.15)

mit Einbeziehung der Eigenschaft da =
√

da · da und (2.15) durch

da = (det F)
√
nR ·

(
F−1F−TnR

)
dA, (4.16)

ersichtlich wird, [Haupt, 2002]. Mit den oben formulierten Anfangs- und Randbedin-
gungen ist der Satz an Gleichungen für die Festlegung eines Anfang-Randwertproblems
vollständig. Das in dieser Arbeit behandelte thermomechanisch gekoppelte Problem ist
in der starken Form in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Eine analytische Lösung dieser
Systeme von Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik ist in den allermeisten Fällen
praktisch nicht möglich. Eine näherungsweise Berechnung auf Basis von Variationsver-
fahren, beispielsweise der Finite-Elemente Methode, eröffnet jedoch eine Ausdehnung
auf ein breites Problemfeld.

4.2. Schwache Form – Variationsformulierung

Im Rahmen der Methode der finiten Elemente wird die Herleitung der Variationsglei-
chungen auf verschiedene Arten motiviert. Bei der einen Möglichkeit geht man von
den partiellen Differentialgleichungen der lokalen Impulsbilanz aus, die skalar mit vek-
torwertigen Testfunktionen multipliziert wird. Die anschließende Integration über das
Volumen und die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes führen auf die äquivalente
schwache Form. Bei der anderen Vorgehensweise wird ein Funktional formuliert, dass
stationär werden soll. Die Bildung des totalen Differentials, das im Fall der Stationari-
tät verschwinden muss, liefert dann die schwache Form. Hierauf aufbauend knüpft die
Motivation einer speziellen Elementformulierung an.
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4. Formulierung des Anfangs-Randwertproblems

Tabelle 4.1.: Lokale Form des Anfangs-Randwertproblems

Gesucht sind auf dem Gebiet R [B]×]t0, te[ das Verschiebungsfeld u (X, t) und
das Temperaturfeld θ (X, t) für das, durch

0 = Div TR + %Rk, (2.48)

cpθ̇ = − 1
%R

Div qR + r + p+ δ, (3.109)

q̇ = r̃ (C, θ,q) (4.4)

und den zugehörigen konstitutiven Beziehungen

T̃ = Φ̃ (C, θ,q) , mit T̃ = F−1TR (4.1)
qR = −κR Grad θ, κR = κ̂R(θ,C) (3.47)

sowie den Anfangs- und Randbedingungen

θ(X, t0) = θ0(X), (4.5)
q(X, t0) = q0(X), (4.6)

u (X, t) = ū (X, t) , TRnR = s (X, t) , (4.10, 4.12)

θ (X, t) = θ̄ (X, t) , qR ·nR = fq (X, t) , (4.11, 4.13)

definierte Problem.

4.2.1. Schwache Formulierung der Impulsbilanz

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist eine der lokalen Impulsbilanz äquivalen-
te3 Formulierung, die als schwache Form oder als Variationsformulierung der Gleich-
gewichtsbedingungen bezeichnet wird. Ausgehend von der lokalen Impulsbilanz wird
das Verschiebungsfeld u(X, t) gesucht, welches das Gleichgewicht befriedigt. Zur Lö-
sung wird aus der Menge stetig differenzierbarer Funktionen T u, eine Testfunktion
δu(X) ∈ T u

T u :=
{
δu : R [B]→ R3 ∣∣ δu (X) = 0 fürX ∈ ∂uR [B]

}
(4.17)

3Die Variationsformulierung ist unter der Voraussetzung von geeigneten Stetigkeitseigenschaften äqui-
valent zur differentiellen Form, siehe [Jeltsch-Fricker, 2007].
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4.2. Schwache Form – Variationsformulierung

definiert, die als Ausdruck für die virtuellen Verschiebungen verstanden werden kann.
Die skalare Multiplikation der Differentialgleichung (2.48) mit den Testfunktionen δu
und die anschließende Integration über das Volumen des materiellen Körpers liefert∫

R[B]

Div TR (X, t) · δu (X) dV +
∫

R[B]

%R (X)k (X, t) · δu (X) dV = 0. (4.18)

Durch die partielle Integration des ersten Summanden mit nachfolgender Ausnutzung
des Divergenztheorems

Div TR · δu = Div(TT
Rδu)−TR · Grad δu, (4.19)

und der Einarbeitung der Neumann’schen Randbedingungen tR = TRnR erhält man die
schwache Form des Gleichgewichts, [Wriggers, 2008]∫

R[B]

T̃ · δE dV =
∫

R[B]

%Rk · δu dV +
∫

∂sR[B]

tR · δu dA. (4.20)

Hierin entspricht der Integrand

T̃ · δE = T̃ · 1
2

[
FT Grad δu+ (Grad δu)T F

]
= T̃ ·

(
FT Grad δu

)
(4.21)

der virtuellen Spannungsarbeit, in der die Variation des Green’schen Verzerrungstensors
δE durch das Gateaux Differential des Green’schen Verzerrungstensors E = 1

2(FTF−I)
des Vektorfelds δu definiert ist:

δE := Du E(u)[δu] = d
dλ

1
2

[
(F + λGrad δu)T (F + λGrad δu− 1)

]∣∣∣∣
λ=0

= 1
2

(
FT Grad δu+ (Grad δu)TF

)
.

(4.22)

Selbstverständlich lässt sich die virtuelle Spannungsarbeit auch durch Größen ausdrü-
cken, die auf der Momentankonfiguration operieren. Mit dem Cauchy’schen Spannungs-
tensor T = (det F)−1FT̃FT sowie der Kettenregel Grad δu = (grad δu)F und der
Ausnutzung von (2.16) folgt aus (4.20) das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der
Form, [Wriggers, 2008]∫

χt[B]

T (x, t) · grad δu dv =
∫

χt[B]

ρ (x, t)k (x, t) · δu dv +
∫

∂sχt[B]

t (x, t) · δu da.

(4.23)
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4.2.2. Gemischte Variationsformulierung – Dreifeldfunktional
Für den Fall das ein Gesamtpotential, bestehend aus der Differenz der Formänderungs-
energie und der potentiellen Energie der äußern Lasten, siehe (A.1), existiert, kann die
Herleitung der Finite-Elemente Methode auf Grundlage von Energiefunktionalen erfol-
gen. Im einfachsten Fall und dem am häufigsten verbreiteten Typ, nämlich der reinen
Verschiebungselemente, wird das Gateaux-Differential des Gesamtpotentials berechnet,
das im Falle eines Extremalwertes verschwinden muss. Das Gateaux-Differential, d.h.
die Variation, stellt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen dar. Die daraus resultie-
renden Verschiebungselemente zeigen jedoch bei Problemen, in denen das Materialver-
halten nahezu inkompressibel ist, ein zu steifes Verhalten4. Eine Konsequenz wäre die
Verwendung einer derart hohen Anzahl von Elementen, dass eine vollkommen unzu-
reichende Effizienz vorliegt. Selbst bei vielen Elementen liegen die Ergebnisse weitab
von der exakten Lösung, siehe hierzu auch die Diskussion in [Heisserer et al., 2008].
Aufgrund dieses Zusammenhanges werden effizientere Elementformulierungen heran-
gezogen, die anderen Extremalprinzipien zugrunde liegen.

Die Behandlung von nahezu inkompressiblem Materialverhalten wird hier aufbauend
auf dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials berücksichtigt, in der der kine-
matische Zwang der Volumendehnung mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators in das
Funktional eingebracht wird. In [Simo et al., 1985] und [Simo and Taylor, 1991] wird
hierzu ein Funktional für rein hyperelastisches Materialverhalten vorgestellt, das für die
folgende Darstellung als Basis dient. Aufbauend auf deren Ausarbeitungen kann für den
Fall, dass ein thermo-hyperelastisches Materialverhalten vorliegt, das Funktional

π(u, θ, Γ, λp, t) :=
∫

R[B]

(
%Rψ̄

eq(Ĉ, θ) + λp (J − Γ )
)

dV − πext(u, t), (4.24)

mit der Nebenbedingung
Γ = J = det F, (4.25)

motiviert werden. Es sei hier darauf hingewiesen, daß diese Formulierung nicht den
Zwang J = 1 bei inkompressiblem Materialverhalten erfüllt, sondern lediglich in der
numerischen Umsetzung die Volumendehnung durch eine eigene Variable vom Defor-
mationsverhalten entkoppelt und damit einen weiteren Freiheitsgrad impliziert. u(X, t)
stellt das Verschiebungsfeld und ψ̄eq(ĈM, θ) die Formänderungsenergie in Abhängigkeit
des modifizierten Rechten Cauchy-Green Tensors

Ĉ = F̂TF̂ = Γ
2
3 C̄, mit F̂ = (Γ/J) 1

3 F = Γ
1
3 F̄, (4.26)

dar. F̄ = F̄M entspricht dem unimodularen Anteil des Deformationsgradienten aus der
Zerlegung (3.5). λp repräsentiert den Lagrange-Multiplikator zur Einhaltung der Ne-

4Siehe zum Begriff des volumetric locking in z.B. [Bathe, 1982], [Zienkiewicz and Taylor, 2005b]
bzw. [Wriggers, 2008].
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benbedingung (4.25). Unter der Verwendung der Zerlegung der spezifischen Formände-
rungsenergie in einen Anteil, der die spezifische Formänderungsenergie der Volumen-
deformation widerspiegelt, sowie einen Anteil, der den isochoren, d.h. den volumener-
haltenden Anteil beschreibt, führt das Einsetzen des gewichteten rechten Cauchy-Green
Tensors (4.26) auf

ψ̄eq(Ĉ, θ) = θ

θ0
(U((det Ĉ) 1

2

ϕ
) + ῡ(Ĉ)). (4.27)

Wegen (det Ĉ) = Γ 2, (4.26)1 sowie

ῡ(Ĉ) = ῡ
(

(det Ĉ)− 1
3 Ĉ
)

= ῡ
(
Γ−

2
3 (Γ 2

3 C̄)
)

= ῡ(C̄) (4.28)

resultiert die Aufteilung5

ψ̄eq(Ĉ, Γ, θ) = θ

θ0
(U(Γ/ϕ) + ῡ(C̄)), (4.29)

d.h. die neue Variable Γ geht nur in den volumetrischen Term ein und das Verschie-
bungsfeld u(X, t) beeinflusst lediglich den Energiebeitrag der Volumenerhaltung. Die
totale Variation der Funktionalgleichung (4.24) liefert

Du π(u, Γ, λp, t)[δu]︸ ︷︷ ︸
π1

+ DΓ π(u, Γ, λp, t)[δΓ ]︸ ︷︷ ︸
π2

+ Dλp π(u, Γ, λp, t)[δλp]︸ ︷︷ ︸
π3

= 0 (4.30)

unter Verwendung der Formänderungsenergie (4.29) und führt auf die drei Gleichungen

π1(u, λp, δu, t) =
∫

R[B]

(
T̃iso + λpJC−1) · δE dV − πext(δu, t) = 0, (4.31)

π2(Γ, λp, δΓ ) =
∫

R[B]

(
%R

θ

θ0
ϕ−1U ′(Γ

ϕ
)− λp

)
δΓ dV = 0, (4.32)

π3(u, Γ, δλp) =
∫

R[B]

(J − Γ )δλp dV = 0, (4.33)

für beliebige Variationen δu(X), δΓ (X) und δλp(X). Die Herleitung der obigen Glei-
chungen für die gemischte Variationsformulierung bei isothermer Betrachtung wird in
[Hartmann, 2003] dargestellt.

Mit der Beziehung Grad δu = (grad δu)F kann die Variation des Green’schen Ver-
zerrungstensors (4.22) in

δE = FT 1
2

(
grad δu+ (grad δu)T)F = FT (grad δu)sym F (4.34)

5Siehe auch [Bonet and Wood, 2000], [Holzapfel, 2000], [Liu et al., 1994] und [Wriggers, 2008].
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überführt werden, das sich aus der Rücktransformation des symmetrischen Anteils des
Gradienten der virtuellen Verschiebungen (grad δu)sym ergibt. Das Einsetzen dieser Be-
ziehung in (4.31) und die Hinzunahme der Transformation der deviatorischen Span-
nungsanteile

SD = FT̃isoFT, SD = JTD, (4.35)

führt auf die gemischte Variationsformulierung, in dem der Gleichgewichtsanteil in Grö-
ßen der Momentankonfiguration formuliert ist

π1(u, λp, δu, t) =
∫

χt[B]

(
TD + λpI

)
· (grad δu)sym dv − πext(δu, t) = 0. (4.36)

4.2.3. Schwache Formulierung der Wärmeleitungsgleichung
Durch die konstitutive Annahme (3.47) wird die lokale Energiebilanz in die Wärme-
leitungsgleichung überführt.6 Sie dient der Bestimmung des Temperaturfeldes, da im
Vergleich zu der schwachen Form der Energiebilanz, siehe die Darstellung in [Dhatt
and Touzot, 1985] oder [Miehe, 1988], in dieser Form die Evolution des Temperaturfel-
des explizit enthalten ist. Ihre Überführung auf die schwache Form erfolgt analog zur
schwachen Formulierung der Impulsbilanz. In diesem Sinne werden wiederum Wich-
tungsfunktionen bzw. Testfunktionen eingeführt. Für die zeitlich konstanten Testfunk-
tionen δθ(X) ∈ Tθ, welche als virtuelle Temperaturen zu interpretieren sind, gelten die
üblichen Restriktionen virtueller Größen auf der Dirichlet-Oberfläche mit vorgegebenen
Primärgrößen mit

Tθ := { δθ : R [B]→ R | δθ (X) = 0 fürX ∈ ∂θR [B] } . (4.37)

Die Multiplikation der virtuellen Temperaturen mit der lokalen Form der Wärmelei-
tungsgleichung und der anschließenden Integration über den Körper liefert∫

R[B]

%Rcpθ̇δθ dV = −
∫

R[B]

Div qRδθ dV +
∫

R[B]

%R (p+ r + δ) δθ dV. (4.38)

Durch Ausnutzung des Cauchy’schen Divergenztheorems kann der erste Term der rech-
ten Seite in∫

R[B]

Div qRδθ dV =
∫

R[B]

Div(δθqR) dV −
∫

R[B]

qR · Grad δθ dV, (4.39)

überführt werden und die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes erlaubt die Trans-
formation ∫

R[B]

Div(δθqR) dV =
∫

∂qR[B]

qR ·nR δθ dA. (4.40)

6Die Überführung wurde in Abschnitt 3.5 gezeigt.
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Mit den Resultaten aus (4.39) und (4.40) sowie der konstitutiven Gleichung (3.47) wird
der Ausdruck (4.38) in die schwache Form der Wärmeleitungsgleichung überführt

∫
R[B]

%Rcpθ̇δθ dV +
∫

R[B]

κR Grad θ · Grad δθ dV =

−
∫

∂qR[B]

qR ·nR δθ dA+
∫

R[B]

%R (p+ r + δ) δθ dV.
(4.41)

Hierin sind im Allgemeinen sowohl die spezifische Wärmekapazität cp sowie der Ther-
moelastische Kopplungsterm p als auch der innere Dissipationsterm δ abhängig von der
Temperatur und der Deformation.7 Die Formulierung der schwachen Form in Größen der
Momentankonfiguration erfolgt durch die Berücksichtigung der Transformationseigen-
schaften für materielle Flächen- und Volumenelemente gemäß (2.15) und (2.16). Zudem
sind die Beziehungen des Piola-Kirchhoff’schen Wärmeflussvektors nach (2.35) und
der Fourier’schen konstitutiven Annahme nach (3.47) mit dem materiellen Temperatur-
gradienten, der durch Grad θ = FT grad θ in den räumlichen Gradienten transformiert
werden kann, einzubeziehen. Es folgt dann

∫
χt[B]

%cpθ̇δθ dv +
∫

χt[B]

κ grad θ · grad δθ dv =

−
∫

∂qχt[B]

q ·n δθ da+
∫

χt[B]

% (r + p+ δ) δθ dv.
(4.42)

4.3. Schwache Form des thermomechanisch
gekoppelten Problems

Das mechanische Gleichgewicht und die Wärmeleitung, die durch die Funktionale nach
(4.20) und (4.41) repräsentiert werden, sind für das thermomechanisch gekoppelte Pro-
blem gleichzeitig zu erfüllen. Die Multiplikation mit beliebigen skalaren Wichtungs-
faktoren und die anschließende Bildung der Summe beider Funktionale definieren die

7Die innere Dissipation ist zusätzlich noch von der Deformationsrate abhängig, siehe (3.116).
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Variationsgleichung für das gekoppelte Problem

wM


∫

R[B]

(
T̃ · δE− %Rk · δu

)
dV −

∫
∂sR[B]

tR · δu dA

+

+ wΘ


∫

R[B]

(
%R
(
cpθ̇ − p− r − δ

)
δθ + κR Grad θ · Grad δθ

)
dV+

+
∫

∂qR[B]

qR ·nR δθ dA

 = 0.

(4.43)

Die skalaren WichtungsfaktorenwM undwΘ für das kinetische bzw. energetische Gleich-
gewicht dienen einer besseren Konditionierung der im Rahmen der Finite-Elemente Me-
thode entstehenden Gleichungssysteme, [Miehe, 1988]. Die Überführung in eine einzi-
ge Variationsgleichung für das gekoppelte Problem ist, wie häufig in Literatur angege-
ben wird, z.B. [Heimes, 2005], nicht nötig. Die Aussage einer einzelnen Gleichung ist
schwächer als die zweier separater Gleichungen. Die Beliebigkeit der virtuellen Funk-
tionen führt schließlich auf das gleiche Ergebnis, welches durch zwei getrennte Glei-
chungen erhalten wird. Auch die beiden Wichtungsfaktoren fallen formal bei dem Über-
gang zur Lösung mit der Finite-Elemente Methode heraus. Dies kann auch der Grund
dafür sein, weshalb Miehe [1988] keinen Einfluss auf die Kondition, bzw. Lösbarkeit
der Gleichungssysteme feststellen konnte.

Die Herleitung der Variationsgleichung des gekoppelten thermomechanischen Pro-
blems unter Berücksichtigung des Dreifeldfunktionals aus Abschnitt 4.2.2 gelingt, in-
dem das mechanische Gleichgewicht aus (4.43) durch das Funktional (4.31) ersetzt wird.
Die hieraus resultierende gemischte Variationsformulierung für das thermomechanisch
gekoppelte Problem ist in Tabelle 4.2 zusammengefasst.
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Tabelle 4.2.: Zusammenfassung der schwachen Form des thermomechanisch gekoppel-
ten Anfangs-Randwertproblems in einer gemischten Variationsformulie-
rung

Gesucht sind auf dem Gebiet R [B] das Verschiebungsfeld u (X, t) und das
Temperaturfeld θ (X, t), die für beliebiges t ∈ ]t0, te[ die Gleichungen

πM1(u, θ,q, λp, δu) =
∫

R[B]

(
T̃iso + λpJC−1) · δE dV −

∫
R[B]

%Rk · δu dV

−
∫

∂sR[B]

tR · δu dA = 0 (4.31)

πM2(θ, Γ, λp, δΓ ) =
∫

R[B]

(
%R

θ

θ0
ϕ−1U ′(Γ

ϕ
)− λp

)
δΓ dV = 0, (4.32)

πM3(u, Γ, δλp) =
∫

R[B]

(J − Γ ) δλp dV = 0, (4.33)

πΘ(u, u̇, θ,q, δθ) =
∫

R[B]

%R
(
cpθ̇ − p− r − δ

)
δθ dV

−
∫

R[B]

qR · Grad δθ dV +
∫

∂qR[B]

qR ·nR δθ dA = 0, (4.41)

mit vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen

θ(X, t0) = θ0(X), q(X, t0) = q0(X), (4.5, 4.6)
u (X, t) = ū (X, t) , tR = TRnR = s (X, t) , (4.10, 4.12)

θ (X, t) = θ̄ (X, t) , qR = qR ·nR = fq (X, t) , (4.11, 4.13)

und den konstitutiven Beziehungen

qR = −κR Grad θ, T̃ = Φ̃ (C, θ,q) , q̇ = r̃ (C, θ,q) , (3.47, 4.1, 4.4)

erfüllen.
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5. Konsistente Raum-
Zeitdiskretisierung

5.1. Globale iterationsfreie Lösungsprozedur

Das thermomechanische, inelastische Anfangsrandwertproblem ist aufgrund der kom-
plexen Struktur der resultierenden Gleichungen nur näherungsweise mit Hilfe nume-
rischer Verfahren lösbar. Für die Konstruktion solcher Verfahren ist zunächst die Be-
rücksichtigung der unterschiedlichen Eigenarten der auftretenden orts- und zeitabhän-
gigen Phänomene erforderlich. Dies kann beispielsweise dadurch erreicht werden, dass
zunächst ein Teil der Koordinaten als kontinuierlich beibehalten und die Diskretisie-
rung nur bezüglich der anderen Koordinaten durchgeführt wird. Dieses Vorgehen ist
im Allgemeinen in der Literatur als Linienmethode bekannt und ist auf eine Vielzahl
von Problemen anwendbar, [Großmann and Roos, 1994] bzw. [Schiesser, 1991]. Semi-
diskretisierung bezüglich der Ortsvariablen unter Beibehaltung der Zeitkontinuität wird
speziell als vertikale Linienmethode bezeichnet und führt zu einem System gewöhnli-
cher Differentialgleichungen oder zu einem Algebro-Differentialgleichungssystem (eng.
differential-algebraic equations, kurz DAE). Dieses muss im allgemeinen wieder mit nu-
merischen Methoden behandelt werden.

Zur Ortsdiskretisierung wird in dieser Arbeit die Finite-Elemente Methode (FEM)
herangezogen. Die Methode ist ein gängiges Verfahren im Rahmen von Problemen der
Elastizitäts- und Plastizitätstheorie und hat sich insbesondere aufgrund einer hohen Fle-
xibilität bezüglich komplexen Geometrien in der Praxis bewährt. Eine gute Darstel-
lung des Verfahrens für lineare Problemstellungen findet sich bei Hughes [2000], Ba-
the [2002] oder Zienkiewicz and Taylor [2005a] und Zienkiewicz and Taylor [2005b],
nichtlineare Probleme werden beispielsweise von Oden [1972], Belytschko et al. [2000],
Ciarlet [2002] und Wriggers [2008] behandelt.

Eine Besonderheit des Konzepts einer Semidiskretisierung liegt darin begründet, dass
die gesamte Vielfalt an numerischen Integrationsverfahren zur Verfügung steht. Vor-
zugsweise werden Einschrittverfahren, aus der Klasse der Runge-Kutta Verfahren, bei
Anwendungen der Elastizitäts- und Plastizitätstheorie eingesetzt. In z.B. [Ellsiepen and
Hartmann, 2001], [Hartmann, 2002], [Bier and Hartmann, 2006] und [Hartmann et al.,
2008a] werden diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren eingesetzt. Rothe et al. [2012]
greift hingegen auf halb-explizite Runge-Kutta Verfahren zurück und vergleicht diese
mit weiteren Runge-Kutta Verfahren. Im Hinblick auf den numerischen Aufwand könn-
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te man schließen, dass grundsätzlich explizite Verfahren, bei denen keine Gleichungssy-
steme auftreten, den impliziten Verfahren vorzuziehen sind. Jedoch treten bei expliziten
Verfahren für bestimmte Systeme Stabilitätsprobleme auf, die starke Restriktionen der
Schrittweiten zur Folge haben. Eine Möglichkeit, die numerisch aufwendigen nichtli-
nearen Gleichungssysteme zu vermeiden und dennoch hervorragende Stabilitätseigen-
schaften zu gewährleisten, stellen sogenannte Rosenbrock-Verfahren dar. Diese werden
erstmalig in dieser Arbeit zur Lösung der inelastischen, thermomechanisch gekoppelten
Problemstellung angewandt.

Detaillierte Erläuterungen zu numerischen Integrationsverfahren und deren Klassifi-
zierung in Einschritt- und Mehrschrittverfahren sowie explizite und implizite Verfahren
finden sich z.B. in den Standardwerken von Hairer et al. [1993], Hairer and Wanner
[1996] und von Strehmel and Weiner [1995].

Bei der Behandlung von Mehrfeldproblemen, bei denen eine physikalische, wechsel-
seitige Kopplung der Feldgrößen vorliegt,1 wird nach Park and Felippa [1980] zwischen
vier grundlegenden Vorgehensweisen unterschieden:

• Simultane oder monolithische Lösung aller Feldgrößen.
Die Unbekannten aller beteiligten Felder werden simultan berechnet. Dies erfor-
dert die Berechnung der Koppelterme in der konsistenten Tangente, die zu einem
unsymmetrischen Gesamtgleichungssystem führt. Für dessen Lösung ist ein er-
höhter Rechenaufwand zu gewährleisten. Für stark gekoppelte Mehrfeldproble-
me, bei denen das eine Feld nicht ohne das andere betrachtet werden kann, ist die
simultane Lösung unumgänglich.

• Partitionierte Lösung der verschiedenen Felder.
Bei einer partitionierten Vorgehensweise werden die gekoppelten Felder in jedem
zeitlichen Inkrement unabhängig voneinander parallel behandelt. Die Unbekann-
ten primären Variablen werden in einem entkoppelten Iterationsprozess berechnet,
wobei für die jeweils anderen Teilfelder eine Vorschätzung aus den vorangegange-
nen Inkrementen herangezogen wird. Die Kopplung der Felder wird erst im näch-
sten Inkrement wirksam. Bei den resultierenden Teilgleichungssysteme entfallen
die Kopplungsterme in den Tangentenmatrizen. Allerdings ist eine konvergente
Lösung nicht immer gewährleistet und hängt von vielen Faktoren ab. In [Park,
1980] und [Felippa et al., 2001] ist diese Vorgehensweise detailliert untersucht
worden.

• Gestaffelte Lösung der verschiedenen Felder.
Bei der gestaffelten Berechnung werden, im Gegensatz zur partitionierten, die

1Neben den Mehrfeldproblemen, deren Feldgrößen auf dem selben Gebiet Veränderungen erfahren und
deren Kopplung über Stoffgesetze erfolgt, werden nach Zienkiewicz [1984] Mehrfeldprobleme klas-
sifiziert, die eher algorithmisch als Mehrfeldproblem anzusehen sind. Bei solchen Mehrfeldaufgaben
erfolgt die Kopplung über die Berandung der Teilgebiete.
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Teilfelder sequentiell bearbeitet, [Felippa and Park, 1980], [Lewis and Schref-
ler, 1987], [Simo and Miehe, 1992]. Die Sequenz der beiden Teilprobleme wird
innerhalb eines Zeitinkrements solange durchlaufen, bis sich die Teilfelder aus-
reichend nahe dem Gleichgewicht befinden. Die Lösung konvergiert gegen die
des simultanen Verfahrens, falls Konvergenz erreicht wird. Die Konvergenz ist je-
doch nicht a priori gesichert, sondern wird u.a. von (a) den Konvergenzkriterien
der Diskretisierung (Netzweite h und Polynomgrad p, (b) dem Zeitschritt ∆t und
dem Verhältnis der Schrittweite zur Netzweite ∆t/h2, (c) der Wahl der Partitionie-
rung (Operatorsplit), (d) der Wahl der Vorschätzung (Prädiktor) bestimmt, siehe
[Turska and Schrefler, 1993]. In [Armero and Simo, 1992] wird ein isentroper
Operatorsplit eingeführt, womit die Kontraktivitätseigenschaften des gekoppelten
Problems erhalten bleiben und damit eine unbedingte Stabilität des gestaffelten
Lösungsverfahren garantiert wird.

• Elimination von Feldgrößen.
Bei dieser Vorgehensweise wird eine Feldgleichung in die andere eingesetzt um
so die Anzahl der Feldvariablen und die Problemdimension zu reduzieren. Nach
Felippa and Park [1980, S. 73] lässt sich dieses Verfahren jedoch nur sehr selten
umsetzen, womit es in der Praxis kaum in Betracht gezogen wird.

Bei der numerischen Behandlung von Feldproblemen wurden naheliegenderweise Be-
rechnungsmethoden und Algorithmen zunächst für Einfeldprobleme entwickelt. Hieraus
ergibt sich der wesentliche Vorteil der gestaffelten (oder partitionierten) Lösungsproze-
dur gegenüber der simultanen, da eine Vielzahl von Berechnungsprogrammen für Ein-
feldprobleme bereits existieren, die in Kombination zu Mehrfeldberechnungen heran-
gezogen werden können. Bei diesem Ansatz müssen allerdings signifikante Einschrän-
kungen bei der Materialmodellierung toleriert werden. Die Materialgleichungen müssen
derart formuliert werden, dass eine physikalisch plausible Entkopplung der Feldglei-
chungen noch gewährleistet werden kann. Die Berücksichtigung der Kopplungsterme
erfolgt dann über die rechte Seite, als sogenannte Lastvektorkopplung.

In Bezug auf den numerischen Aufwand können sowohl bei der gestaffelten als auch
bei der simultanen Vorgehensweise Vor- und Nachteile identifiziert werden. Eine Gegen-
überstellung der Eigenschaften der beiden Ansätze findet sich beispielsweise in [Lüb-
bing, 1997]. Im Fall des simultanen Lösungsansatzes müssen unsymmetrische Matrizen2

gelöst werden, die mit einem erhöhten numerischen Aufwand verbunden sind. Indessen
entfallen die aufwendigen Gleichgewichtsiterationen der gestaffelten Lösung bei dem
simultanen Ansatz. Hochgradig, um Größenordnung differierende Koeffizienten in den
Systemgleichungen der simultanen Lösung können zu schlecht konditionierten Glei-
chungssystemen führen. Allerdings müssen bei der Anwendung der gestaffelten Lösung

2Die Matrizen der gekoppelten Gleichungen können zwar unsymmetrisch werden, bleiben jedoch auf-
grund des FEM Ansatzes weiterhin spärlich besetzt. Die Anwendung eines Gleichungslösers für spär-
lich besetzte unsymmetrische Matrizen, wie es in dieser Arbeit umgesetzt wurde, reduziert den nume-
rischen Aufwand gegenüber klassischen Bandlösern erheblich.
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trotz der Integration jedes einzelnen Feldproblems mittels unbedingt stabiler Verfah-
ren zusätzlich verstärkte Stabilitätskriterien eingehalten werden, die die Konvergenzrate
erheblich beeinflussen können. Zudem ist die Konsistenzordnung der Integrationsver-
fahren, die für die Lösung der Teilfelder erreicht werden, nicht für das Gesamtproblem
gewährleistet. Die Möglichkeit einer unabhängigen, sogenannten inhomologen Gebiets-
diskretisierung, das für jedes Teilproblem ein angepasstes Netz erlaubt, siehe [Rieger,
2002], wird durch die simultane Lösung im Vergleich zur gestaffelten Lösung nicht un-
terstützt. Bei der Kopplung der Netze müssen jedoch die berechneten Primärvariablen
des Quellnetzes auf das Zielnetz projiziert werden, was einen zusätzlichen numerischen
Aufwand verursacht, siehe auch [Erbts and Düster, 2012].

Für die vorliegende Arbeit wird zur Behandlung des Mehrfeldproblems die simultane
Vorgehensweise herangezogen. In Verbindung mit der Wahl von Rosenbrock Verfah-
ren gelingt eine vollkommen iterationsfreie Prozedur zur Lösung des physikalisch und
geometrisch nichtlinearen thermomechanisch gekoppelten Problems.

5.2. Raumdiskretisierung mittels der
Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente Methode ist heutzutage eine etablierte Standardanwendung im Rah-
men der Elastizitäts-, Plastizitäts- und Viskoelastizitätstheorie. Detaillierte Darstellung
der Methoden und grundlegende mathematische Erläuterungen der Theorie sind aus-
giebig in den oben genannten Referenzen behandelt. Die folgenden Ausführungen be-
schränken sich auf wesentliche Aspekte, die charakteristisch für das gekoppelte thermo-
viskoelastische Problem sind. Insbesondere soll hier die Diskussion, über einen adäqua-
ten Ansatz der Elementformulierung hinsichtlich der Materialeigenschaft aufgenommen
werden.

Für die Diskretisierung beliebig geformter Körper wird weitestgehend das isopara-
metrische Elementkonzept herangezogen. Hierbei ist die Auswahl geeigneter Ansatz-
funktionen in Bezug auf Stabilität, Konvergenzverhalten und numerischer Aufwand zu
beachten. Standardmäßige, lineare Elemente führen, insbesondere bei biegedominierten
Problemstellungen oder nahezu inkompressiblem Materialverhalten zu künstlichen Ver-
steifungseffekten.3 Grundsätzlich tritt dieser Effekt auch bei höherwertigen Elementen
mit quadratischen Ansatzfunktionen auf, allerdings in abgeschwächter Form. Sie sind
jedoch aus Sicht des numerischen Aufwands unattraktiv, da der Besetzungsgrad der Tan-
gentenmatrizen wesentlich größer ist, womit der Aufwand zur Lösung der zugehörigen
linearen Gleichungssysteme erhöht wird. Dieser Aufwand kann scheinbar eingeschränkt
werden, indem die Diskretisierung reduziert wird. Eine Beurteilung des Aufwands ge-
lingt aus dem Verhältnis der Elementanzahl zum Polynomgrad der Ansatzfunktionen.
Die Ansatzfunktionen, welche in der Standard FE-Formulierung aus Lagrange Polyno-

3vgl. Abschnitt 4.2.2.
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men konstruiert werden, neigen bei hohen Polynomgraden zu Oszillationen. Daher sind
Elementformulierungen hoher Ordnung entwickelt worden, die auf hierarchischen An-
satzfunktionen basieren und aus Legendre-Polynomen konstruiert werden.4 In [Düster
et al., 2003] werden beispielsweise Legendre Polynome im Rahmen finiter Hyperela-
stizität angewandt und in [Düster et al., 2002] für Elastoplastizität bei kleinen Defor-
mationen vorgestellt. In einer kürzlich erschienen Arbeit von Netz et al. [2013a] ist
die Anwendung der Legendre Polynome auf die finite Viskoelastizität in Kombinati-
on mit Zeitintegrationsverfahren hoher Ordnung erweitert worden. Die Umsetzung der
Legendre-Polynome in Kombination mit den Rosenbrock-Verfahren erfolgte in [Netz
et al., 2013b].

Für nichtlineare Probleme haben sich jedoch insbesondere Elemente niedriger Ord-
nung als effizient erwiesen. Zur Vermeidung des Lockings sind einige Herangehenswei-
sen entwickelt worden, die in der Literatur ausgiebig behandelt werden. Ein einfacher
Ansatz, der gleichzeitig effizient und speicherplatzsparend ist, beruht auf eine Unterinte-
gration der Elemente, siehe [Zienkiewicz et al., 1971] oder [Malkus and Hughes, 1978].
Eine Unterintegration oder reduzierte Integration führt generell auf einen Rangabfall der
tangentialen Steifigkeitsmatrix, der durch zusätzliche Stabilisierungstechniken, zurück-
führend auf die Arbeiten von Flanagan and Belytschko [1981] und Belytschko et al.
[1984], behoben werden muss, da es sonst Instabilitäten zur Folge hat. Mit Hilfe der
reduzierten Integration können locking-freie Elemente entwickelt werden, die die effi-
zienteste Möglichkeit zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix bieten. Der große Nachteil
dieses Vorgehens liegt darin, dass die Auswahl von notwendigen Stabilisierungsfaktoren
nicht ausreichend physikalisch begründet ist und im ungünstigen Fall sogar die Lösung
verfälscht, [Wriggers, 2008]. Es existieren diverse Arbeiten, in denen physikalisch sinn-
volle Methoden zur Berechnung der Stabilisierungsfaktoren vorgeschlagen werden. Im
Rahmen finiter Deformationen sind diesbezüglich die Arbeiten von Reese et al. [2000],
Reese and Wriggers [2000] und Reese [2005] hervorzuheben.

Eine weitere Elemententwicklung zur Elimination des Lockingverhaltens wird in der
Literatur als “Enhanced Assumed Strain Elemente” (EAS-Elemente) bezeichnet und
führt im Spezialfall auf die Methode der inkompatiblen Moden, siehe [Wilson et al.,
1973] und [Taylor et al., 1976]. Eine erste Formulierung für die geometrisch lineare
Theorie mit einer mathematischen Herleitung aus dem Hu-Washizu Variationsprinzip
wurde von Simo and Rifai [1990] erarbeitet. Die Erweiterung auf finite Deformationen
ist von Simo and Armero [1992] und Simo et al. [1993] entwickelt worden. Weiter-
führende Entwicklungen finden sich bei Wriggers and Hueck [1996]. EAS-Elemente
zeichnen sich durch hervorragende Eigenschaften gegenüber Locking sowohl bei na-
hezu inkompressiblem Verhalten als auch bei biegedominierten Problemstellungen aus.
Sie erreichen zudem eine hohe Genauigkeit bei grober Diskretisierung und sind robust

4Eine weitere Entwicklung hierarchischer Ansatzfunktionen basiert auf einer Klasse von Spline Funktio-
nen, den sogenannten NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). Die Pionierarbeit in der Umsetzung
von NURBS im Rahmen der FEM leistete Hughes et al. [2005].
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bei stark verzerrten Netzen. Allerdings weisen Enhanced Strain Elemente auch Schwä-
chen auf. Neben dem zusätzlichen Speicherbedarf, dem numerisch hohen Aufwand auf
Elementebene und der Komplexität in der Implementierung zeigen sie eine beträchtli-
che Sensitivität bei Druckbeanspruchung. Hierbei werden unphysikalische Bifurkatio-
nen beobachtet, die durch “Hourglass”-förmige Eigenformen gekennzeichnet sind, siehe
[Wriggers and Reese, 1996]. Vorschläge, die das Problem teilweise lösen, sind von Ko-
relc and Wriggers [1996], Glaser and Armero [1997] sowie von Reese and Wriggers
[2000] und Reese [2005] vorgelegt. Diese garantieren jedoch keine unbedingte Stabi-
lität, womit das Problem der Hourglass-Instabilität im Zusammenhang mit den EAS-
Elementen noch ein offener Punkt bleibt.

Abschließend sollen die gemischten Elemente, die in dieser Arbeit in Kombination
mit der iterationsfreien Lösungsprozedur ihre Anwendung finden, erwähnt werden. Ge-
mischte Elemente basieren, ähnlich wie die EAS-Elemente, auf gemischte Variations-
prinzipien.5 Typischerweise werden gemischte Elemente angewandt, wenn kinematische
Zwangsbedingungen, wie z.B. inkompressibles Verhalten bei gummiartigen Materiali-
en, zu erfüllen sind. Daher wird ein gemischtes Variationsprinzip aufgestellt, das der
zu erfüllenden Zwangsbedingung genügt. In diesem Fall beruht das Variationsprinzip
auf einem volumetrisch-deviatorischen Split der kinematischen Größen. Dies hat zur
Folge, dass die Modellierung der Materialgleichungen erheblich aufwendiger wird, ins-
besondere bei thermomechanisch gekoppelten Problemstellungen, da der volumetrisch-
deviatorische Split in die Energiebilanz eingeht.6 Der Aufwand wird reduziert, wenn in
die Evolutionsgleichung nur der Spannungsdeviator eingeht, siehe [Reese, 2001]. Der
Modellierungsaufwand ist im Vergleich zu der numerischen Effizienz der gemischten
Elemente vertretbar. Sie zeigen ein locking-freies Verhalten bei nahezu Inkompressibi-
lität, sind zudem robust und verhalten sich nicht sensitiv bei groben Netzverzerrungen.
Der Rechenaufwand auf Elementebene ist im Vergleich zu den EAS-Elementen deutlich
geringer bei gleicher Genauigkeit.

5.2.1. Isoparametrisches Konzept

Im Rahmen der Finite-Elemente Methode wird der kontinuierliche Körper B in ein dis-
kretes Gebiet Bh zerlegt, welche aus den ne nicht-überlappenden Subgebieten Ωe ⊂ Bh,
den sogenannten finiten Elementen, gebildet wird, siehe Abbildung 5.1. Der Rand des
Körpers ∂B wird analog durch den stückweise stetigen Rand Γe ⊂ ∂Bh approximiert.
Es gilt:

B ≈ Bh =
ne⋃
e=1

Ωe, ∂B ≈ ∂Bh =
ne⋃
e=1

Γe. (5.1)

5Erläuterungen zu dem theoretischem Hintergrund von gemischten Variationsprinzipien für die lineare
Theorie finden sich in [Washizu, 1975]. Zudem sind hierzu die mathematischen Monographien von
Braess [2007] und von Brenner and Scott [2010] zu benennen.

6siehe Abschnitt 3.
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ξ

η

X1

X2

χe

ϕe

Ω�

Ωe

B

Γe

∂B

Abbildung 5.1.: Diskretisierung des Körpers und eine isoparametrische Koordinaten-
transformation für einen zweidimensionalen Körper

Durch ein generelles isoparametrisches Konzept werden im Gebiet des finiten Elements
sowohl die Geometrie als auch alle weiteren Feldgrößen durch Ansatzfunktionen ap-
proximiert, deren Freiheitsgrade mit den diskreten Knotenwerten der Feldgrößen iden-
tifiziert werden, siehe hierzu [Oden, 1972], [Hughes, 2000], [Zienkiewicz and Taylor,
2005a] und [Wriggers, 2008]. Die exakte Lösung des Problem im infiniten kontinuier-
lichen Raum wird auf den endlich-dimensionalen diskreten algebraischen Lösungsraum
approximiert, indem skalare Ansatzfunktionen für die approximierenden Feldgrößen de-
finiert werden. Folglich wird das Verschiebungsfeld mittels einer Linearkombination der
Ansatzfunktionen Nj(x) des Knotens j für j = 1, . . . , nn und x ∈ Ω, durch

u(x, t) ≈ uh(x , t) =
nn∑
j=1

Nj(x) uj(t), δu(x) ≈ δuh(x) =
nn∑
j=1

Nj(x) δuj, (5.2)

approximiert. Hierin entsprechen uj(t) den Knotenverschiebungen und δuj den virtu-
ellen Knotenverschiebungen. Üblicherweise werden für die Ansatzfunktion Lagrange-
Polynome gewählt, die auf dem normierten Referenzelement Ω�, mit den lokalen Ko-
ordinaten ξ = {ξ, η, ζ}T, für ξ ∈ [−1, 1], η ∈ [−1, 1] und ζ ∈ [−1, 1] definiert sind.
Die Polynome erfüllen die Eigenschaft, dass sie genau an einem Knoten den Wert 1 an-
nehmen und an allen anderen Knoten den Wert 0, d.h. dass an jedem Knoten genau eine
Ansatzfunktion den Wert 1 besitzt und innerhalb des Elements alle Ansatzfunktionen
sich stets zu 1 addieren, siehe [Schwarz and Köckler, 2004].

Mittels der Formulierung der Ansatzfunktionen bezüglich des Referenzelements wird
für jedes Element Ωe die Transformation der Koordinaten x ∈ Ωe auf die Koordinaten ξ
des Referenzelementes nach

x = χe (ξ) ⇔ ξ = ϕe (x) , (5.3)
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mit ϕe = χe−1, ausgeführt, siehe Abbildung 5.1. Diese isoparametrische Transformati-
on induziert die Übereinstimmung der global definierten Verschiebungen (5.2) mit den
lokalen im Element definierten Verschiebungen für x ∈ Ωe

uh(x , t) = Na (x) ua(t) = Ne (ϕe(x)) ue, (5.4)

δuh(x) = Na (x) δua = Ne (ϕe(x)) δue. (5.5)

Die Anordnung der Knotenverschiebungen uj und virtuellen Knotenverschiebungen δuj
in Spaltenmatrizen führt auf die Matrix der Ansatzfunktionen Na(x), den Gesamtvektor
der Knotenverschiebungen ua(t) und den Gesamtvektor der virtuellen Knotenverschie-
bungen δua. Der Gesamtvektor der Verschiebungen und der der virtuellen Verschiebun-
gen kann formal in bekannte und unbekannte Größen partitioniert werden. Durch die
Aufteilung

ua(t) =
{

u(t)
ū(t)

}
und δua =

{
δu
δū

}
=
{
δu
0

}
, (5.6)

lässt sich der Verschiebungsansatz (5.2), mit Na(x) =
[

N(x) N̄(x)
]

in die folgende
Form

uh(x , t) = Na(x) ua(t) = N(x) u(t) + N̄(x) ū(t), (5.7)

δuh(x) = Na(x) δua = N(x) δu, (5.8)

überführen. u(t) sind hierin die unbekannten und ū(t) die bekannten, vorgegebenen
Knotenverschiebungen. An den Dirichlet-Randflächen, an denen Knotenverschiebungen
vorliegen, verschwinden die virtuellen Knotenverschiebungen, δū = 0. Die übrigen vir-
tuellen Knotenverschiebungen δu sind beliebig. Die Zuordnung der Elementknotenver-
schiebungen ue zu dem Vektor aller Knotenverschiebungen gelingt formal mittels der
Koinzidenzmatrix Ze

a,

ue = Ze
aua =

[
Ze Z̄e ]{u

ū

}
= Zeu + Z̄eū, (5.9)

die durch die Partitionierung in bekannte und unbekannte Verschiebungsfreiheitsgrade
ebenfalls zerlegt wird. Die Koinzidenzmatrizen enthalten nur Nullen und Einsen und
dienen der formalen Darstellung der lokal, d.h. in einem Element zugeordneten, Frei-
heitsgrade und der global aufsummierenden Matrizen, [Hartmann, 2003]. Die konkre-
ten Zuordnungs- bzw. Implementierungsanweisungen, die durch die Koinzidenzmatri-
zen beschrieben werden, sind zum Beispiel in [Hughes, 2000] dargestellt.7

7Eine andere als die hier gewählte Notation der Assemblierungsanweisung in globale Matrizen ist zum
Beispiel in [Wriggers, 2008] mit Hilfe von

ne⋃
e=1

∫
Ωe

(. . .) dΩe

angegeben.
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In Analogie zu dem Verschiebungsfeld wird das generelle isoparametrische Element-
konzept auf das Temperaturfeld angewandt. Um für gekoppelte Feldprobleme eine mo-
notone Konvergenz zu gewährleisten, dürfen die Ansatzfunktionen nicht unabhängig
voneinander gewählt werden, [Altenbach et al., 1991] und [Gabbert, 1987]. Die gleiche
Wahl der Ansatzfunktionen für das Verschiebungs- und Temperaturfeld genügt dieser
Forderung. Mit den oben eingeführten Ansatzfunktionen bezüglich der Elementknoten
lautet die Approximation des Temperaturfeldes

θ(x, t) ≈ θh(x , t) =
nn∑
j=1

Nj(x)Θj(t)

= NT
Θa(x)Θa(t) = NT

Θ(x)Θ(t) + N̄T
Θ(x) Θ̄(t), (5.10)

sowie die der virtuellen Temperaturen

δθ(x) ≈ δθh(x) =
nn∑
j=1

Nj(x) δΘj

= NT
Θa(x) δΘa = NT

Θ(x) δΘ. (5.11)

Hierbei wurde bereits die Aufteilung in unbekannteΘ und bekannte Θ̄ Knotentempera-
turen vorgenommen, wobei die bekannten virtuellen Knotentemperaturen die Dirichlet
Randbedingungen erfüllen, δΘ̄ = 0.8 Die Anwendung des isoparametrischen Ansatzes
ergibt ferner, dass die global definierten diskreten Temperaturen nach (5.10) und (5.11)
mit den lokalen Knotentemperaturen des Elements übereinstimmen

θh(x , t) = NT
Θa (x)Θa(t) = NeT

Θ (ϕe(x))θe, (5.12)

δθh(x) = NT
Θa (x) δΘa = NeT

Θ (ϕe(x)) δθe. (5.13)

Auf Basis der definierten Ansatzfunktionen für das Verschiebungsfeld (5.7), (5.8) und
das Temperaturfeld (5.10), (5.11) sowie der Berücksichtigung der Transformationsei-
genschaften (5.4), (5.5) und (5.12), (5.13) gelingt die Herleitung der diskreten Form
des Gleichgewichtsbedingung (4.23) in einer Matrixnotation worin die Symmetrie der
tensoriellen kinetischen und kinematischen Größen ausgenutzt wird, siehe [Hartmann,
2003]. Es führt zu der approximierten Form

πM(u, θ,q, δu, t) −→ πh
M(u,Θ,q, δu, t), (5.14)

8Trotz der Wahl gleicher Ansatzfunktionen für das Verschiebungs- und Temperaturfeld unterscheidet
sich die Matrix der Ansatzfunktionen NΘa =

[
NΘ N̄Θ

]
der Knotentemperaturen von denen der

Knotenverschiebungen Na aufgrund der Dimension. Daher sind diese mit dem Index Θ gekennzeich-
net.
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mit

πh
M(u,Θ,q, δu, t) = δuT


ne∑
e=1

ZeT


∫
Ωe

BeT(x)Se(x, t) dΩe −

−
∫
Ωe

NeT(x)%(x)ke dΩe −
∫
Γe

NeT(x)te(x, t) dΓe


 = 0.

(5.15)

Die Matrix Be resultiert aus der Diskretisierung des Operators grad δu. Es repräsentiert
die Ableitung der Ansatzfunktionen nach den räumlichen Koordinaten und hat für eine
drei dimensionale Formulierung die Gestalt

Be(ϕe(x)) =
[
Be

1 . . .B
e
nen

]
∈ R6×3nen (5.16)

mit

Be
a(ϕe(x)) =


nea,x 0 0

0 nea,y 0
0 0 nea,z
nea,y nea,x 0
0 nea,z nea,y
nea,z 0 nea,x

 , a = 1, . . . , nen (5.17)

worin nea(ξ) die im Referenzelement Ω� am Knoten a definierten Ansatzfunktion dar-
stellt.9 nen entspricht der Anzahl der Knoten eines Elements. Die Formulierung der dis-
kreten Form der Gleichgewichtsbedingung in Größen der Referenzkonfiguration erfolgt
durch den Operator [F⊗ F]T23 , der in der Matrixnotation folglich

Fe
23 =


f11f11 f12f12 f13f13 2f11f12 2f12f13 2f13f11
f21f21 f22f22 f23f23 2f21f22 2f22f23 2f23f21
f31f31 f32f32 f33f33 2f31f32 2f32f33 2f33f31
f11f21 f12f22 f13f23 f11f22 + f12f21 f12f23 + f13f22 f13f21 + f11f23
f21f31 f22f32 f23f33 f21f32 + f22f31 f22f33 + f23f32 f23f31 + f21f33
f31f11 f32f12 f33f13 f31f12 + f32f11 f32f13 + f33f12 f33f11 + f31f13

 , (5.18)

angegeben werden kann, siehe [Hartmann, 2003]. Hierin sind fij = ei ·Fej die Kompo-
nenten des Deformationsgradienten. Mit (5.18) gelingt die materielle Formulierung von
(5.15), die wiederum in einer Matrixnotation, angeben wird:10

πh
M(u,Θ,q, δu) = δuT


ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

BeT(X)Fe
23T̃

e(X, t) dΩe − p̄e(X, t)

 = 0, (5.19)

9Die Gestalt der Matrix Be in räumlichen Größen entspricht der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix der
geometrisch linearen Theorie.

10Für eine generelle tensorielle Notation der schwachen Formulierung sei auf [Wriggers, 2008] verwie-
sen.
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worin die volumenhaft und die auf der Oberfläche flächenhaft angreifenden Lasten in
dem Vektor

p̄e(X, t) :=
ne∑
e=1

ZeT


∫
Ωe

NeT(X)%(X)ke dΩe +
∫
Γe

NeT(X)te(X, t) dΓe

 (5.20)

zusammen gefasst sind. Aufgrund der Beliebigkeit der Variation der Verschiebungen δu
verschwindet der Klammerausdruck in (5.15) bzw. (5.19) und es resultiert ein System
von nichtlinearen algebraischen Gleichungen πh

M(u,Θ,q, δu, t)→ g(u,Θ,q, t) mit

g(u,Θ,q, t) =
ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

BeT(x)Se(x, t) dΩe − p̄e(x, t) = 0, (5.21)

bzw.

g(u,Θ,q, t) =
ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

BeT(X)Fe
23T̃

e(X, t) dΩe − p̄e(X, t) = 0, (5.22)

dessen Anzahl der Freiheitsgrade sich aus dem Produkt der Anzahl der Knoten der
Struktur und der Anzahl der unbekannten Freiheitsgrade pro Knoten ergibt, g ∈ Rnu .11

Durch die Transformationseigenschaft der isoparametrischen Formulierung ergeben
sich keine Unterschiede, wenn von der Referenz- oder Momentankonfiguration eines
Elements auf das Einheitselement, das eine Referenzkonfiguration darstellt, die der Kör-
per nie einnimmt, transformiert wird. Dies vereinfacht insbesondere die räumliche For-
mulierung des Kontinuumsproblems, da es völlig beliebig ist, ob von dem Referenzele-
ment Ω� auf die Ausgangskonfiguration eines Prozesses oder auf die Momentankonfi-
guration transformiert wird. Die Abbildung eines Elements ist durch die kinematische
Beziehung der Deformation definiert

Fe = jeJe−1, mit Je = det Fe = det je

det Je (5.23)

und ist in Abbildung 5.2 veranschaulicht.
Die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen, die in (5.19) bzw. (5.22) aufgrund der Sym-

metrie als Spaltenvektor T̃e :=
{

t̃11, t̃22, t̃33, t̃12, t̃23, t̃13
}T formuliert werden und über

den Push-Forward Operator in Relation zu den gewichteten Cauchy-Spannungen stehen
Se = Fe

23T̃
e sind über die Elastizitätsbeziehung definiert. Infolge der Approximation

mittels den Ansatzfunktionen kann die Elastizitätsbeziehung in die diskrete Form

T̃e(X, t) = Φ̃e(Ce(X, t),θe(X, t),qe(X, t)), (5.24)
11Die Anzahl der Freiheitsgrade am Knoten der hier untersuchten Kontinuumselemente ergibt sich aus

den Verschiebungsfreiheitsgraden pro Knoten, die sich wiederum aus der Dimension des Problems
ergeben, und den Temperaturfreiheitsgraden am Knoten, die den Wert 1 haben.
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Abbildung 5.2.: Isoparametrische Abbildung der Deformation eines Elements

dargestellt werden. Hierin sind die abhängigen Größen ebenfalls über die Ansatzfunkti-
on im Element an den diskreten Knoten definiert. Die erforderlichen Integrationen über
den Elementbereich werden üblicherweise numerisch mittels einer Gauss-Quadratur
ausgeführt, siehe hierzu [Dhatt and Touzot, 1985] oder [Schwarz and Köckler, 2004].
Dabei wird zunächst das Integral in den Parameterraum des Referenzelementes Ω�
transformiert, [Burg et al., 2008]∫

Ωe

BeT(x)Se(x, t) dΩe =
∫

Ω�

BeT(ξ)Se(ξ, t) det je(ξ) dΩ�

=
+1∫
−1

+1∫
−1

+1∫
−1

BeT(ξ)Se(ξ, t) det je(ξ) dξ dη dζ.
(5.25)

Hierbei ist det je(ξ) die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformati-
on, siehe Abbildung 5.2. Im Allgemeinen führt das Produkt im Integranten von (5.25)
nicht auf ein Polynom sondern auf eine rationale Funktion, so dass eine numerische
Integration als praktisch erscheint. Dies führt auf die Approximation

+1∫
−1

+1∫
−1

+1∫
−1

BeT(ξ)Se(ξ, t) det je(ξ) dξ dη dζ ≈
nGP∑
k=1

WkBeT(ξk)Se(ξk, t) det je(ξk),

(5.26)
mit den Gauss-Punkt Koordinaten ξk = {ξ, η, ζ}T

k , den Wichtungsfaktoren Wk so-
wie der Anzahl der Gausspunkte nGP. Die Gauss-Quadratur hat sich im Rahmen der
Finite-Elemente Methode aufgrund der Genauigkeit durchgesetzt: ein Polynom vom

84



5.2. Raumdiskretisierung mittels der Finite-Elemente-Methode

Grad p = 2nGP − 1 wird exakt integriert. Dies gilt allerdings im eindimensionalen Pa-
rameterraum. Die Integrationsformeln für den mehrdimensionalen Raum werden durch
Produktansätze von den eindimensionalen Integrationsformeln hergeleitet. Es sei hier
angemerkt, dass diese Vorgehensweise bezüglich des numerischen Aufwandes nicht ef-
fizient ist, hierzu sei auf die Diskussionen in [Hammer and Stroud, 1958], [Irons, 1971]
und [Hellen, 1972] verwiesen.

In (5.24) müssen die inneren Variablen im Element bestimmt werden. Aufgrund der
Gauss-Quadratur werden diese an den räumlichen Integrationspunkten berechnet, indem
die Evolutionsgleichungen (4.4) an den Quadraturpunkten mittels

q̇e(ξk, t) = r̃e (Ce(ξk, t),θe(ξk, t),qe(ξk, t), t) , (5.27)

ausgewertet werden. Formal können die Differentialgleichungen und damit alle inneren
Variablen von allen Quadraturpunkten in einem globalen Vektor q(t) der Dimension nQ

angeordnet werden, die sich aus dem Produkt der Anzahl aller Integrationspunkte ne ×
nGP und der Anzahl der inneren Variablen im Element nq ergibt,12 siehe Abbildung 5.3.

Ω
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qe
(ξ

k
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qe
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
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
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(ξ

1
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(ξ
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Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der Assemblierung aller inneren Variablen
q(t)∈ RnQ eines Gebiets Ω

In Analogie zu den Koinzidenzmatrizen für die Elementknotenverschiebungen wird
eine Zuordnung der Form

qe(ξk, t) = Ze
qk q(t), qe(ξk, t)∈ Rnq (5.28)

mit der Koinzidenzmatrix Ze
qk ∈ Rnq×nQ für die nq inneren Variablen am Gauss-Punkt ξk

im Element e eingeführt.13 Da alle inneren Variablen und deren Evolutionsgleichungen

12D.h. es gilt nQ = ne × nGP × nq
13Die hier gewählte Notation der Koinzidenzmatrix stellt die Auswertung von Ze

q am Gauss-Punkt ξk dar:
Ze

qk = Ze
q

∣∣
ξk
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von Gauss-Punkt zu Gauss-Punkt entkoppelt sind, gilt umgekehrt, [Hartmann, 2003]

q(t) =
ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk qe(ξk, t), (5.29)

womit die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen (5.27), die am Gausspunkt aus-
gewertet werden, formal zu einem globalen System von gewöhnlichen Differentialglei-
chungen zusammengefasst werden können

q̇(t)− r(t,u(t),Θ(t),q(t)) = 0, q(t)∈ RnQ , (5.30)

das aufgrund der konstitutiven Gleichungen nichtlinear von den Verschiebungen und
dem Temperaturfeld abhängt. Das Temperaturfeld wird mittels der Diskretisierung der
schwachen Form der Wärmeleitungsgleichung (4.42) bestimmt. Entsprechend dem Ver-
schiebungsfeld wird mit Einführung der Ansatzfunktionen (5.10) und (5.11) das Tem-
peraturfeld im diskreten Lösungsraum approximiert,

πΘ(u, u̇, θ, θ̇,q, δθ, t) −→ πh
Θ(u, u̇,Θ, Θ̇,q, δΘ, t), (5.31)

wodurch die diskrete Form von (4.42) angegeben werden kann

πh
Θ(u, u̇,Θ, Θ̇,q, δΘ, t) =

δΘa
T


ne∑
e=1

ZeT


∫
Ωe

%(x)ch
pN

e
Θ(x)NeT

Θ (x) dΩe θ̇
e +
∫
Ωe

BeT
Θ (x)κhBe

Θ(x) dΩe θ

+
∫
Γe

(q ·n)Ne
Θ dΓe −

∫
Ωe

%(x)
(
ph + rh + δh)Ne

Θ dΩe


 = 0.

(5.32)

Der Gradient des Temperaturfeldes und der virtuellen Temperaturen wird ähnlich wie
(5.16) durch die Matrix

Be
Θ(ϕe(x)) =

[
Be

Θ1 . . .B
e
Θnen

]
∈ R3×nen (5.33)

approximiert. In dieser sind die Ableitungen der Ansatzfunktion nach den räumlichen
Koordinaten nea(ξ) im Referenzelement Ω� am Knoten a, die durch den Vektor

Be
Θa(ϕ

e(x)) =


nea,x
nea,y
nea,z

 , a = 1, . . . , nen (5.34)

dargestellt werden, zusammengefasst. Die mit ( · )h indizierten Größen stellen Nähe-
rungen der entsprechenden Größen dar und sind von den diskreten Verschiebungen
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und Temperaturen abhängig. Wegen der Beliebigkeit der virtuellen Temperaturen müs-
sen die Ausdrücke der geschweiften Klammer verschwinden. Es resultiert ein System
von gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung zur Beschreibung der Temperatur-
evolution

Cp (t,u(t),Θ(t)) Θ̇a(t) = rΘa(t,u(t), u̇(t),Θ(t),q(t)). (5.35)

Hierin ist die Wärmekapazitätsmatrix durch

Cp (t,u(t),Θ(t)) :=
ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

% ch
p Ne

ΘNeT
Θ dΩe, (5.36)

abkürzend zusammengefasst, die aufgrund der Beziehung (3.110) für die Wärmekapa-
zität mit ch

p = ĉh
p(t,u(t),Θ(t)) von den Knotenverschiebungen und -temperaturen ab-

hängt. Mit der Annahme (3.112) reduziert sich die Abhängigkeit der Wärmekapazität
und damit die der Wärmekapazitätsmatrix auf eine reine Temperaturabhängigkeit. Die
rechte Seite von (5.35) ergibt sich aus den Integralen Ausdrücken von (5.32), die folgend
zusammengefasst sind

rΘa (t,u(t), u̇(t),Θ(t),q(t)) := −CκΘa + RΘ + R ext
Θ , (5.37)

mit der Matrix

Cκ (t,u(t),Θ(t)) :=
ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

κhBeT
Θ Be

Θ dΩe, (5.38)

die über die Konduktivität κ auch von den diskreten Temperaturwerten abhängen. Die
restlichen beiden Terme ergeben sich aus

RΘ (t,u(t), u̇(t),Θ(t),q(t)) := −
ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

%
(
rh + ph + δh)Ne

Θ dΩe, (5.39)

R ext
Θ (t,u(t),Θ(t)) :=

ne∑
e=1

ZeT
∫
Γe

(q ·n)Ne
Θ dΓe. (5.40)

Hierbei resultieren die Abhängigkeiten von RΘ aufgrund des thermoelastischen Kopp-
lungsterms ph = ph(t,u, u̇,Θ) und aufgrund des Dissipationsterms δh = δh(t,u,Θ,q).
Die Abhängigkeit von R ext

Θ basiert auf dem Cauchy’schen Wärmeflussvektor, der auf-
grund der geometrischen Nichtlinearität ferner von den Verschiebungen abhängt.

Zusammenfassend ergeben sich aus der diskreten Form der Gleichgewichtsbedingung,
der diskreten Form der Evolutionsgleichung der inneren Variablen und der Differenti-
algleichung der diskretisierten Wärmeleitungsgleichung ein DAE-System, siehe Tabel-
le (5.1). Eine detaillierte Erläuterung zum DAE-System und weitere Definitionen wie
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Tabelle 5.1.: Semidiskretes System des thermomechanisch gekoppelten Problems

Zur Berechnung von u(t), Θ(t) und q(t) im Intervall t ∈ [t0, te] ist das semi-
diskrete DAE-System vom Index 1

q̇(t) = r(t,u(t),Θ(t),q(t)), q(t0) = q0 (5.30)

Cp Θ̇(t) = rΘ(t,u(t), u̇(t),Θ(t),q(t)), Θ(t0) = Θ0 (5.35)
0 = g(t,u(t),Θ(t),q(t)), u(t0) = u0 (5.21)

zu lösen.

z.B. eines Index14 finden sich in [Hairer and Wanner, 1996] oder [Strehmel and Weiner,
1995]. Das in Tabelle 5.1 zusammengefasste DAE-System stellt ein semi-diskretisiertes
System dar, das zur Berechnung der Knotenverschiebungen, der Knotentemperaturen
und der inneren Variablen im Sinne der vertikalen Linienmethode noch in der Zeit dis-
kretisiert werden muss.

5.2.2. Verschiebungs- und Temperatursteuerung
Die schwache Formulierung basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
bzw. virtuellen Temperaturen kann zur Berechnung der Lagerreaktionen und Wärme-
ströme nicht herangezogen werden, da die definierten Testfunktionen den geometrischen
Randbedingungen genügen müssen. Zweckmäßigerweise sind andere Variationsformu-
lierung heranzuziehen, wie beispielsweise die Methode der Lagrange-Multiplikatoren,
siehe Anhang A.1.

Im diesem Sinne werden zur Berücksichtigung der geometrischen Randbedingungen
an den Dirichlet-Rändern Zwangsbedingungen für die Knotenverschiebungen

cu(t,ua(t)) := Z T
u ua(t)− ū(t) = 0, cu ∈ Rnp (5.41)

mit der Zuordnungsmatrix

Zu :=
[
0nu×np

Inp

]
, Zu ∈ Rndof×np , (5.42)

eingeführt. ū(t)∈ Rnp ist erneut der Vektor der vorgegebenen und ua(t)∈ Rndof der Vek-
tor aller Verschiebungsfreiheitsgrade. Alle Einträge in ua(t) werden als unbekannt be-

14Als differentiellen Index bezeichnet man die kleinste Zahl k für die das DAE-System durch algebrai-
schen Umformungen in ein explizites, gewöhnliches Differentialgleichungssystem überführt werden
kann, [Fritzen, 1997].
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handelt und in die Anteile

u(t)∈ Rnu ∧ û(t)∈ Rnp , mit ua =
{

u(t) û(t)
}T
, (5.43)

zerlegt. û sind die Verschiebungsfreiheitsgrade an den Dirichlet-Rändern mit den geo-
metrischen Randbedingungen und werden als unbekannt behandelt. Die Anwendung
der Zwangsbedingung auf die Variationsformulierung (5.15) liefert nach der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren, [Hartmann et al., 2008b]

πM(t,ua, δua,Θa,q,λu) = δuT
a ga(t,ua(t),Θa(t),q(t)) + λT

u (t)Z T
u δua

= δuT
a {ga(t,ua(t),Θa(t),q(t)) + Zuλu(t)} = 0.

(5.44)

Die Unbekannten stellen alle Knotenverschiebungen ua ∈ Rndof und die Lagrange-Multi-
plikatoren λu(t)∈ Rnp dar. Die Gleichung (5.44) muss für beliebige virtuelle Verschie-
bungen δua ∈ Rndof gelten, womit der Ausdruck in der Klammer identisch Null sein muss
und zu der algebraischen Gleichung

ga(t,ua(t),Θa(t),q(t)) + Zuλu(t) = 0, (5.45)

führt.
In Analogie zu (5.41) wird zur Bestimmung der Wärmeströme die Zwangsbedingung

cΘ(t,Θa(t)) := Z T
ΘΘa(t)− Θ̄(t) = 0, cΘ ∈ Rn̂p , (5.46)

eingeführt und entsprechend der Aufteilung der Knotenverschiebungen nach (5.43) wird
eine gleichartige Zerlegung der Knotentemperaturen in Θa(t) = {Θ(t) Θ̂(t)}T vorge-
nommen. Nach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren gelangt man durch die Ein-
bindung der Zwangsbedingung in die schwache Formulierung der Wärmeleitungsglei-
chung und der Betrachtung der Aussagen aus [Gear, 1986] auf die Variationsgleichung

πΘ(t,ua, u̇a,Θa, δΘa,q,λΘ) =
δΘa

T {CpaΘ̇a(t)− (rΘa(t,ua(t), u̇a(t),Θa(t),q(t)) + ZΘλΘ(t))
}

= 0, (5.47)

die für beliebige virtuelle Temperaturen δΘa
T verschwinden muss, d.h. es resultiert die

Differentialgleichung

CpaΘ̇a(t) = rΘa(t,ua(t), u̇a(t),Θa(t),q(t)) + ZΘλΘ(t), (5.48)

zur Berechnung der unbekannten Knotentemperaturen Θa(t)∈ Rn̂dof und den Lagrange-
Multiplikatoren λΘ(t)∈ Rn̂p . Werden alle Gleichungen zusammengefasst, entsteht ein
DAE-System, siehe Tabelle 5.2, dessen Lösung neben den primären Variablen zusätz-
lich die Lagrange-Multiplikatoren liefert, die als Reaktionskräfte bzw. Wärmeströme
interpretiert werden können. In [Hartmann et al., 2008b] wird eine Vorgehensweise,
basierend auf einem DIRK/MLNA Ansatz, zur Lösung des rein isothermen Falls vorge-
stellt. Die Übertragung auf eine iterationsfreie Vorgehensweise für thermomechanisch
gekoppelte Problemstellungen wird in Abschnitt 5.3 dargestellt.
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Tabelle 5.2.: Erweiterung des DAE-Systems für die Berechnung der Lagrange-
Multiplikatoren

Zur Berechnung von ua(t), Θa(t), q(t) sowie λ(t) = {λu(t) λΘ}T im Intervall
t ∈ [t0, te] und den Anfangsbedingungen ua0, Θa0, q0 ist das DAE-System

0 = q̇(t)− r(t,ua(t),Θa(t),q(t)), (5.30)

0 = CpaΘ̇a(t)− rΘa(t,ua(t), u̇a(t),Θa(t),q(t)) + ZΘλΘ(t), (5.48)

0 = ga(t,ua(t),Θa(t),q(t)) + Zuλu(t), (5.45)

0 = Z T
u ua(t)− ū(t), (5.41)

0 = Z T
ΘΘa(t)− Θ̄(t), (5.46)

zu lösen, die in eine implizite Form

F (t,y(t), ẏ(t)) = 0, mit y(t) = {ua(t),Θa(t),λ(t),q(t)}T ,

überführt werden kann.

5.2.3. Gemischte Elementformulierung

Die gemischte Elementformulierung basiert auf dem in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten
Dreifeldfunktional, das wiederum aus dem Hu-Washizu Funktional abgeleitet ist, siehe
hierzu [Wriggers, 2008]. Bei dieser Formulierung wird ein linearer oder quadratischer
Ansatz für das Verschiebungsfeld gewählt. Zudem werden die volumetrischen Größen
(der Druck und die Volumendehnung) durch einen konstanten bzw. linearen Ansatz in-
nerhalb der Dreifeld-Formulierung beschrieben. Neben den Ansatzfunktionen für das
Verschiebungsfeld und dem Temperaturfeld erfordert dies die Einführung von Ansatz-
funktionen für die Volumendehnung Γ (x, t) und dem hydrostatischen Druck λp(x, t)
sowie deren Variationen. Im Kontext zur isoparametrischen Formulierung werden die
Ansätze

Γ h(x , t) = ŇT(x)Γ (t), δΓ h(x) = ŇT(x)δΓ , (5.49)

λh
p(x , t) = ŇT(x)λp(t), δλh

p(x , t) = ŇT(x)δλp, (5.50)
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gewählt. Analog zu (5.7) und (5.8) gilt weiterhin

uh(x , t) = N(x)u(t) + N̄(x)ū(t), (5.51)

δuh(x) = N(x)δu. (5.52)

N̄(x)ū(t) genügt wieder den geometrischen und N(x)u(t) den homogenisierten we-
sentlichen Randbedingungen. Die Ansatzfunktionen für den Druck und die Volumen-
dehnung müssen keinen Randbedingungen genügen. nΓ definiert dabei die Anzahl der
Druck- bzw. Volumendehnungsfreiheitsgrade. Γ (t), λp(t), δΓ (t), δλp(t)∈ RnΓ stellen
die diskreten Größen der Volumendehnung und des Druckes sowie deren virtuelle Grö-
ßen der gesamten Struktur dar. Ein Einsetzen der Ansätze (5.49) und (5.50) in (4.32)
liefert zunächst

δΓ T


∫
Ω

Ň

(
%R

θ0

θh

ϕhU
′(ŇTΓ

ϕh )− ŇTλp

)
dΩ

 = 0, (5.53)

d.h. für beliebige virtuelle Volumendehnungen δΓ muss

λp(t) = H−1sp(Γ (t)), bzw. λh
p(X , t) = ŇT(X )H−1sp(Γ (t)), (5.54)

mit

H =
∫
Ω

ŇŇT dΩ, und sp(Γ ) =
∫
Ω

%R

θ0

θh

ϕhU
′(Γ

h

ϕh )Ň dΩ, (5.55)

gelten. Dabei berechnet sich θh aus (5.12) und es gilt ϕh = ϕh(θh) sowie H ∈ RnΓ×nΓ

und sp ∈ RnΓ . Entsprechend führt das Einsetzen der Ansatzfunktionen in (4.33) auf

δλT
p


∫
Ω

Ň
(
J − ŇTΓ

)
dΩ

 = 0, (5.56)

und somit bei beliebigem δλp auf

Γ (ua(t)) = H−1sΓ (ua(t)) bzw. Γ h(X , t) = ŇT(X )H−1sΓ (5.57)

mit
sΓ (ua(t)) =

∫
Ω

J(ua(t))Ň dΩ. (5.58)

Mit den Beziehungen aus (5.54) und (5.57) ist es ersichtlich, dass der Druck und die
Volumendehnung sich in Abhängigkeit der Verschiebungen darstellen lassen und damit
eliminierbar sind. Das Einsetzen dieser Schlussfolgerung in die Gleichgewichtsbedin-
gung (4.31) bzw. (4.36) liefert

g(t,u,Θ,q) =
∫
Ω

BT
{

SD + JŇTH−1sp e
}

dΩ− p̄(t) = 0. (5.59)
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In der hier vorgestellten Matrixnotation sind die Cauchy-Spannungen aufgrund der Sym-
metrie als Spaltenvektoren S ∈ R6 dargestellt und der Einheitstensor 2. Stufe ist durch
den Vektor e = {1 1 1 0 0 0}T gegeben.

Durch die Elimination der Volumendehnungs- und Druckfreiheitsgrade entsteht aus
der Diskretisierung infolge der gemischten Elemente erneut ein nicht-lineares Glei-
chungssystem zur Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen u(t), das im Fall
der thermomechanisch gekoppelten Problemstellung und dem nichtlinearen Material-
modell zusätzlich von den diskreten Knotentemperaturen Θ(t) und den inneren Varia-
blen q(t) abhängt. Zur Berechnung der Knotentemperaturen wird die diskrete Wärme-
leitungsgleichung herangezogen. Im Rahmen der Diskretisierung ist die additive Zerle-
gung des Spannungszustandes in einen deviatorischen Anteil und einen Kugelanteil, die
aus der gemischten Elementformulierung resultieren, zu berücksichtigen. Diese Zerle-
gung wirkt über die Relation (3.115) auf die lokale Formulierung des thermo-elastischen
Kopplungsterms, siehe Abschnitt 5.3.3.

Aus dem gemischten Diskretisierungsansatz resultiert erneut, analog zu der Diskre-
tisierung mittels der isoparametrischen Elemente, ein DAE-System gemäß Tabelle 5.1
bzw. Tabelle 5.2. Eine detaillierte Darstellung der gemischten Elementformulierung für
den rein isothermen Fall ist in [Hartmann, 2003] gegeben.

5.3. Zeitdiskretisierung mittels Rosenbrock
Verfahren

Der nachfolgende Schritt der bisher beschriebenen Raumdiskretisierung mit Hilfe der
Finite-Elemente Methode stellt die Zeitdiskretisierung des DAE-Systems, siehe Tabel-
le 5.2, dar. Der numerischen Integration von DAE-Systemen wurde in den letzten Jahr-
zehnten innerhalb der numerischen Mathematik große Aufmerksamkeit gewidmet. In
den Standardwerken [Hairer et al., 1993] und [Hairer and Wanner, 1996] werden Ver-
fahren für Differentialgleichungssysteme mit unterschiedlichen Eigenschaften und für
DAE-Systeme intensiv behandelt. Aus der deutschsprachigen Literatur ist z.B. das Buch
von Strehmel and Weiner [1995] zu nennen, das einen umfassenden Überblick zur die-
sem Thema gibt.

Ein wesentlicher, positiver Aspekt einer Semidiskretisierung liegt darin begründet,
dass zunächst die gesamte Vielfalt an numerischen Integrationsverfahren zur Verfügung
steht. Um jedoch eine Aussage über die Eignung spezieller Verfahren zu treffen, sind
eine Analyse der Eigenschaften des semidiskreten Systems und insbesondere die Kennt-
nis der Struktur der konstitutiven Gleichungen sehr hilfreich. Insbesondere die spezielle
Eigenschaft der Steifheit und eine starke Nichtlinearität der konstitutiven Gleichungen
sind hervorzuheben, die die Auswahl der geeigneten Zeitintegrationsverfahren deutlich
einschränken und zu einem erheblichen numerischen Aufwand führen können, [Hairer
et al., 1989b].
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Der Begriff der Steifheit ist dabei in einem mathematisch exakten Sinne kaum zu fas-
sen. Vielmehr lässt er sich in einem qualitativen Sinn phänomenologisch beschreiben,
was in der Literatur durchaus unterschiedlich geschieht. Eine mögliche Charakterisie-
rung der Steifheit wurde von Dekker and Verwer [1984] angegeben. Eine wesentliche Ei-
genschaft steifer Systeme ist die Existenz von glatten und von transienten Lösungskom-
ponenten,15 die sehr schnell gedämpft werden. Diese transienten Komponenten können
bei der praktischen Berechnung große Schwierigkeiten bereiten, da sie in der Lösung
außerhalb einer transienten Phase numerisch nicht präsent sind, aber dennoch oftmals
die Stabilitätseigenschaften des Verfahren bestimmen. Insbesondere bei expliziten Ver-
fahren führt dies zu äußerst starken Restriktionen der Schrittweiten. Vor allem wenn an
die numerische Näherungslösung keine hohen Genauigkeitsanforderungen gestellt wird
und die Schrittweitenbeschränkung ausschließlich aus Gründen der Stabilitätsprobleme
besteht, ist dieser numerische Aufwand in der praktischen Anwendung nicht akzeptabel.
Durch implizite Verfahren können diese Restriktionen ausgeschlossen werden, wodurch
sich allerdings der Aufwand auf die nun zu lösenden nichtlinearen Gleichungssysteme
verlagert.

In den letzten Jahren sind viele Anstrengungen unternommen worden, geeignete Ver-
fahren zur Lösung steifer Differentialgleichungs- und DAE-Systeme, die als Grenzfall
eines steifen Systems aufgefasst werden können,16 zu entwickeln. Als geeignete Ver-
fahren für derartige Systeme, zeichneten sich besonders (implizite) Einschrittverfahren,
die beispielsweise bei Problemstellungen der Plastizitäts- und Viskoplastizitätstheorie
in den Arbeiten von Fritzen [1997], Ellsiepen [1999], Ellsiepen and Hartmann [2001],
Hartmann [2002], Hartmann et al. [2008a] und Bier [2008] behandelt worden sind, aus.
Grundsätzlich sind auch Mehrschrittverfahren – im steifen Fall also insbesondere BDF-
Verfahren [Brenan et al., 1996] – bei Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Plasti-
zitätstheorie anwendbar. So werden etwa von Eckert et al. [2004] BDF-Verfahren, die
sehr gute Stabilitätseigenschaften aufweisen, bei der Behandlung von Problemen der
Elastoplastizität eingesetzt. Ihre Verwendung wird jedoch von Wittekindt [1991, S. 44]
aus mehren Gründen als problematisch beurteilt.17

Die bedeutendste Klasse der Einschrittverfahren zur numerischen Integration von stei-
fen Systemen sind die impliziten Runge-Kutta Verfahren, welche in [Hairer and Wanner,
1996] bzw. [Strehmel and Weiner, 1995] umfangreich für steife Differentialgleichungen
und DAE-Systeme behandelt werden. Sie zeichnen sich vor allem dadurch aus, dass

15Der Begriff “glatt” wird hier im Sinne geringer Variation gebraucht, wobei “transient” als stark variie-
rend verstanden wird.

16Zwischen den Ergebnissen für steife Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen und DAE-
Systemen besteht der Zusammenhang, dass viele Aussagen für DAE-Systeme sich aus den Ergeb-
nissen für steife Systeme im Grenzfall eines unendlich großen Steifigkeitsparameters gewinnen lassen
und umgekehrt, siehe [Hairer et al., 1988] und [Hairer et al., 1989b],

17Einschrittverfahren sind Zeitintegrationsverfahren, bei denen die numerische Lösung zur Zeit tn+1 le-
diglich aus der Lösung des vorhergehenden Zeitpunkts tn abhängt. Mehrschrittverfahren benötigen
hingegen bei der Berechnung des Zeitschritts von tn nach tn+1 die numerische Lösung an zurücklie-
genden Zeitschritten tn−k.
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durch gewisse Freiheiten bei der Wahl der Parameter sehr verschiedene Methoden kon-
struiert werden können, die zu den behandelten Problemstellungen angepasst werden
können. Implizite Verfahren bedürfen aufgrund der impliziten Struktur der Verfahrens-
vorschrift die Bereitstellung der Funktionalmatrix der zugrundeliegenden Funktion der
Differentialgleichung oder eine Approximation derselben. Ihr Einsatz im Rahmen der
numerischen Methoden kann erfolgen entweder

• durch die Behandlung der in impliziten Verfahrensvorschriften auftretenden nicht-
linearen Gleichungssysteme mittels Newton-Iterationen, 18

• oder durch eine direkte Einbeziehung in die Verfahrensvorschrift,

womit die linear-impliziten Runge-Kutta Verfahren hergeleitet werden. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden linear-implizite Runge-Kutta Verfahren vom Rosenbrock-Typ, siehe
[Rosenbrock, 1963], herangezogen. Sie verbinden gute Implementierbarkeit mit guten
Stabilitätseigenschaften und erlauben zudem eine einfache Umsetzung einer Schritt-
weitenadaptivität. Im Gegensatz zu den impliziten Runge-Kutta Verfahren erfordern
Rosenbrock-Typ Verfahren in jedem Integrationsschritt nur die Lösung linearer Glei-
chungssysteme. Dies führt zwar zu einem Verlust der B-Stabilität, welche bei impliziten
Runge-Kutta Verfahren gilt, jedoch können Rosenbrock Typ Verfahren ein unbeschränk-
tes Stabilitätsgebiet besitzen und A-stabil bzw. L-stabil sein.19 Eine nicht vorhandene
B-Stabilität scheint jedoch nicht einschränkend in der Anwendbarkeit auf die hier be-
handelten Problemstellungen zu sein. Vor allem, wenn die Steifheit eines nichtlinearen
Systems durch einen konstanten linearen Anteil hervorgerufen wird, können die gu-
ten Stabilitätseigenschaften erhalten bleiben und B-Konvergente Verfahren hergeleitet
werden, siehe [Strehmel and Weiner, 1995]. Zudem wird der Nutzen der B-Stabilität
von impliziten Runge-Kutta Verfahren erheblich eingeschränkt, da in einer praktischen
Implementierung die auftretenden nichtlinearen Gleichungssysteme nicht exakt gelöst
werden, womit die Eigenschaft der B-Stabilität verloren geht, [Wittekindt, 1991, S. 47].

Rosenbrock Verfahren sind in verschiedenen Fachbereichen an unterschiedlichen An-
wendungsmöglichkeiten umgesetzt worden. Exemplarisch sind die Arbeiten von Wolf-
brandt [1977], Roche [1988], Link [1991], Lang [2001] und Wensch [2003] erwähnt,
die umfangreich die numerischen Eigenschaften unter verschiedenen Gesichtspunkten
untersucht haben.

Die Verfahrensvorschrift der Rosenbrock-Verfahren werden im Allgemeinen an diago-
nal-impliziten Runge-Kutta Verfahren hergeleitet, [Hairer and Wanner, 1996]. Die Dar-
stellung ist zunächst noch nicht auf die spezielle Struktur der in dieser Arbeit auftreten-
den Gleichungen bezogen, sondern geht von allgemeinen Systemen aus. Sie werden erst
an ein allgemeines Anfangswertproblem motiviert und anschließend in einem weiteren
18Dieses führt z.B. zu den impliziten Runge-Kutta Verfahren oder zu den BDF-Verfahren.
19In Bezug auf die Stabilitätstheorie von Integrationsverfahren für Differentialgleichungssysteme und

DAE-Systeme, sowie deren Klassifizierung sei auf [Strehmel and Weiner, 1995] verwiesen.
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Abschnitt auf die Gleichungen des aus der Finite-Elemente-Diskretisierung resultieren-
den DAE-Systems erweitert.

5.3.1. Herleitung der Verfahrensvorschrift
Diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren

Die Konstruktion der Verfahrensvorschrift von Rosenbrock-Verfahren, lässt sich anhand
von diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren motivieren.

Die Herleitung der diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren erfolgt zunächst durch
die Betrachtung eines Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

ẏ = f (t,y(t)), y(t0) = y0; y ∈ Rm, t ∈ [0, T ] . (5.60)

Ein Runge-Kutta Verfahren approximiert die gesuchte Lösung y(t) des Anfangswert-
problems (5.60) an den diskreten Stellen 0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 < . . . <
tN = T mit den Zeitschritten ∆tn = tn+1 − tn für n = 0, . . . , N − 1. Für n = 0 gilt die
Anfangsbedingung y(t0) = y0. Die Verfahrensvorschrift zur Berechnung von y(tn+1)
aus dem Wert y(tn) lässt sich aus dem Hauptsatz der Integralrechnung gewinnen

y(tn+1) = y(tn) +
tn+1∫
tn

ẏ(t) dt = y(tn) + ∆tn
1∫

0

ẏ(tn + τ∆tn) dτ, (5.61)

wobei das Integral auf das Einheitsgebiet transformiert wird, t = tn+τ∆tn. Ersetzt man
die Ableitung ẏ(t) durch die Funktion f (t,y(t)) aus (5.60), so ist ein Integral über die
Funktion in (5.61) auszuwerten. Dies erfolgt näherungsweise mit Hilfe einer Quadratur-
formel

y(tn+1) ≈ yn+1 = yn + ∆tn
s∑
i=1

bif (tn + ci∆tn,y(tn + ci∆tn)), (5.62)

mit den Wichtungsfaktoren bi und den Stützstellen ci für i = 1, . . . s, der Quadraturfor-
mel sowie der Näherung yn ≈ y(tn). Die unbekannten Zwischenwerte y(tn + ci∆tn)
werden durch einen erneuten Integrationsschritt mit einer weiteren Quadratur bestimmt

y(tn + ci∆tn) ≈ Yni = yn + ∆tn
s∑
j=1

aijf (tn + cj∆tn,Ynj), (5.63)

die als Stufenwerte Yni bezeichnet werden. Dabei werden neue Wichtungsfaktoren aij
eingeführt, jedoch die gleichen Stützstellen

Tni = tn + ci∆tn, ci =
s∑
j=1

aij, i = 1, . . . , s, (5.64)
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gewählt. Der Ausdruck Ẏnj := f (Tnj,Ynj), der in der Summe aus (5.63) auftritt, wird
als Stufenableitung bezeichnet. Die Stufenableitung ist aufgrund der eingeführten Qua-
dratur eine diskrete Größe und stellt den diskreten Wert der Differentialgleichung (5.60)
dar. Die Wichtungsfaktoren aij und bi sowie die Stützstellen ci werden üblicherweise in
dem sogenannten Butcher-Array (5.65)

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s
...

... . . . ...

cs a1s a2s . . . ass

b1 b2 . . . bs

⇔ c A
bT

(5.65)

zusammengefasst, wodurch verschiedene Runge-Kutta Verfahren unterschieden werden.
Vollimplizite Runge-Kutta Verfahren sind solche Verfahren, bei denen die obere Drei-
ecksmatrix der Wichtungsmatrix [aij] mindestens einen von Null verschiedenen Koeffi-
zienten enthält. Damit entsteht eine Kopplung aller Stufenwerte. Bei diagonal-impliziten
Runge-Kutta Verfahren muss die Bedingung aij = 0 für j > i erfüllt werden. Im Fall
der expliziten Runge-Kutta Verfahren, bei denen die Wichtungsmatrix eine strikte un-
tere Dreiecksmatrix aij = 0 für j ≥ i repräsentiert, lassen sich die Stufenwerte Yni
für i = 1, . . . , s und damit der neue Wert der Näherungslösung yn+1 sukzessiv direkt
bestimmen. Während für voll-implizite Verfahren diese Zwischenwerte als Lösung ei-
nes gekoppelten, nichtlinearen Gleichungssystems der Dimension m × s berechenbar
sind, so sind bei diagonal-impliziten Verfahren s Lösungen eines nichtlinearen Glei-
chungssystems der Dimension m durchzuführen. In einer praktischen Umsetzung kann
die numerische Berechnung solcher Systeme, besonders bei großen Dimensionenm, mit
einem sehr hohen Aufwand verbunden sein, was das Hauptdefizit bei der Anwendung
impliziter Runge-Kutta Verfahren ist.

Bei den im Folgenden betrachteten diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren läuft
die Summe in (5.63) wegen aij = 0 für j > i jeweils nur bis zur aktuellen Stufe i, so
dass die Berechnung der Stufenwerte sich auf

Yni = yn + ∆tn
i∑

j=1

aijẎnj = yn + ∆tn
i−1∑
j=1

aijẎnj + ∆tnaiiẎni, (5.66)

reduziert. Hierbei wird die Stufenableitung Ẏni = f (Tni,Yni) an dem aktuellen Stufen-
wert ausgewertet und der sogenannte Startvektor

Sni := yn + ∆tn
i−1∑
j=1

aijẎnj, (5.67)

eingeführt, welcher lediglich von bereits berechneten Stufenableitungen abhängt und da-
mit in jeder Stufe i als bekannt vorausgesetzt werden kann. (5.66) stellt ein nichtlineares
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Gleichungssystem zur Berechnung der Stufenwerte Yni dar, welches zu den Stufenzeiten
Tni gelöst werden muss. Über die Lösung der nichtlinearen Gleichungen sind somit die
Stufenableitungen aus (5.66) durch

Ẏni = Yni − Sni

∆tnaii
, i = 1, . . . , s (5.68)

bestimmt. Die gesuchte Näherungslösung zum nächsten Zeitpunkt tn+1 (5.62) ergibt
sich dann aus der Aufsummierung der Stufenableitungen

yn+1 = y(tn) + ∆tn
s∑
i=1

biẎni(Tni,Yni). (5.69)

Mit der Einbeziehung einer steif-genauen Eigenschaft asj = bj nach Prothero and Ro-
binson [1974] stimmt die neue Näherungslösung mit der Stufenlösung der letzten Stufe
Tns überein. Es gilt dann yn+1 = Yns.

Eine Verallgemeinerung der diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren für DAE-
Systeme in der impliziten Form

F (t,y(t), ẏ(t)) = 0, (5.70)

gemäß Tabelle 5.1 bzw. Tabelle 5.2 führt auf das nichtlineare Gleichungssystem

F (Tni,Yni, Ẏni(Tni,Yni)) = 0, i = 1, . . . , s (5.71)

für die unbekannten Stufenwerte und die Stufenableitungen nach (5.68). In Zusammen-
hang mit der steif-genauen Eigenschaft wird die Einhaltung der algebraischen Neben-
bedingung gewährleistet,20 was bei rein projizierten Runge-Kutta Verfahren durch das
Lösen eines zusätzlichen, nichtlinearen Gleichungssystems erzwungen wird, [Hairer and
Wanner, 1996].

Linear-implizite Runge-Kutta Verfahren vom Rosenbrock-Typ

Wie bereits eingangs erwähnt, können die linear-impliziten Runge-Kutta Verfahren vom
Rosenbrock-Typ von den diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren abgeleitet werden.
Bei den Rosenbrock-Verfahren wird die Jacobi-Matrix von (5.60) direkt in die Verfah-
rensvorschrift eingesetzt, d.h. in jeder Stufe wird lediglich ein Iterationsschritt mit ei-
nem Newton-Verfahren ausgeführt, siehe [Hairer and Wanner, 1996] bzw. [Strehmel
and Weiner, 1995].

Die Verfahrensvorschrift wird zunächst an einem autonomen Anfangswertproblem
ẏ = f (y) vorgestellt. Im Hinblick auf die vorgestellte Integrationsvorschrift der diago-
nal-impliziten Runge-Kutta Verfahren muss für das autonome System in jeder Stufe i
20Das DAE-System in expliziter Form mit der algebraischen Nebenbedingung (5.21) ist in Tabelle 5.1

dargestellt.
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das nichtlineare Gleichungssystem

F (Ẏni) := Ẏni − f (Yni) = 0, i = 1, . . . , s, (5.72)

mit den Stufenwerten aus (5.66) gelöst werden. Die Anwendung des Newton-Raphson
Verfahrens wird nur einmal ausgewertet und führt auf das lineare Gleichungssystem

F (Ẏ (1)
ni ) = F (Ẏ (0)

ni ) + dF
dẎni

∣∣∣∣
Ẏ (0)
ni

{
Ẏ (1)
ni − Ẏ (0)

ni

}
= 0. (5.73)

Für diesen Linearisierungsschritt benötigt man einen Startwert. Der Grundgedanke be-
steht nun darin, den Startwert Ẏ (0)

ni als eine Linearkombination der bereits berechneten
Steigungswerte

Ẏ (0)
ni = − 1

aii

i−1∑
j=1

γijẎnj, γij ∈ R, (5.74)

zu wählen, wobei neue Wichtungsfaktoren γij = aij − αij und aii = γii eingeführt
werden. Die Konkretisierung des Linearisierungsschrittes (5.73) und das Einsetzen des
Startwertes (5.74) liefert das folgende lineare Gleichungssystem

[
I − γii∆tnJni

]
Ẏ (1)
ni = ∆tnJni

{
i−1∑
j=1

γijẎnj

}
+ f

(
yn + ∆tn

i−1∑
j=1

αijẎnj

)
, (5.75)

zur Bestimmung der Stufenableitung Ẏ (1)
ni . Hierbei entspricht

Jni := df
dYni

∣∣∣∣
Y (0)
ni

(5.76)

der Jacobi-Matrix ausgewertet an dem Startwert. Mit der speziellen Wahl von γii = γ
für i = 1, . . . , s gelingt es, dass in jeder Stufe Tni die Jacobi-Matrix (5.76) unverän-
dert bleibt, Jni → Jn = df/ dYni|(tn,yn), womit sich der Aufwand zur Lösung des
resultierenden Gleichungssystems auf eine LU-Zerlegung in der ersten Stufe reduziert.
Anschließend erfolgen in den weiteren Stufen nur noch Rücksubstitutionen.

Um das Verfahren auch für nicht autonome Differentialgleichungen zu erweitern, wird
die triviale Beziehung ṫ = 1 eingeführt, womit das System

˙̃y =
{
ṫ

ẏ

}
=
{

1
f (t,y(t))

}
= f̃ (ỹ), (5.77)

formuliert werden kann. Die Anwendung der Rosenbrock-Verfahren liefert ein Glei-
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chungssystem zur Berechnung der Stufenableitungen von (5.77)

˙̃Yni = f̃ (Tni, Ỹni) + ∆tn
df̃

dỸni

∣∣∣∣∣
ỹn

i∑
j=1

γij
˙̃Ynj (5.78)

=


1

f

(
Tni,yn + ∆tn

i−1∑
j=1

αijẎnj

)+ ∆tn

 0 0
∂f
∂t

df
dYni

 i∑
j=1

γij

{
1

Ẏnj

}
. (5.79)

Nach Elimination der Steigungswerte für die triviale t-Komponente resultiert die Ver-
fahrensvorschrift für das s-stufige Rosenbrock-Verfahren. Es berechnet ausgehend von
der Näherungslösung yn zur Zeit tn die Näherungslösung yn+1 zur Zeit tn+1

yn+1 = yn + ∆tn
s∑
i=1

biẎni, (5.80)

indem die s linearen Gleichungssysteme

[
I − γ∆tnJn

]
Ẏni = γi∆tn

∂f
∂t

∣∣∣∣
(tn,yn)

+ ∆tnJn

{
i−1∑
j=1

γijẎnj

}
+

+ f

(
Tni,yn + ∆tn

i−1∑
j=1

αijẎnj

)
, i = 1, . . . , s

(5.81)

zur Berechnung der Stufenableitungen gelöst werden. Die Verfahrensvorschrift ist durch
die Stufenzahl s, den Koeffizienten γi =

∑i
j=1 γij , die Stützstellen ci =

∑i−1
j=1 αij mit

Tni = tn + ci∆tn sowie die Wichtungsfaktoren b = {b1, . . . , bs}T festgelegt. Die Ko-
effizientenmatrizen Ã = [αij] ∈ Rs×s und Γ = [γij] ∈ Rs×s mit αij = 0 für i < j und
γij = 0 für i > j sind als untere Dreiecksmatrizen

Ã =


0 · · · · · · 0
α2,1 0 ...

... . . . . . . ...
αs,1 · · · αs,s−1 0

 , Γ =


γ11 0 · · · 0
γ2,1 γ2,2

. . . ...
... . . . 0
γs,1 · · · αs,s−1 γs,s

 , (5.82)

definiert. Die Matrix-Vektor Operation Jn{
∑

j γijẎnj} der rechten Seite des Gleichungs-
systems (5.81) kann vor allem bei großen Systemen numerisch aufwendig werden. Im
Hinblick auf die Implementierung kann sie vermieden werden, indem nach Kaps and
Wanner [1981] und Shampine [1982] bzw. in [Hairer and Wanner, 1996] die Substituti-
on der Stufenableitungen

Vni = ∆tn
i∑

j=1

γijẎnj, i = 1, . . . , s, (5.83)
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eingeführt wird. Mit der Bedingung γii = γ 6= 0 für alle i, kann die untere Koeffizien-
tenmatrix Γ = [γij] invertiert werden, so dass umgekehrt

Ẏni = 1
γ∆tn

Vni −
1

∆tn

i−1∑
j=1

cijVnj, i = 1, . . . , s, (5.84)

gilt. Die neu eingeführte Koeffizientenmatrix C = diag
{
γ−1

11 , . . . , γ
−1
ss

}
− Γ−1 ist ei-

ne strikte untere Dreiecksmatrix und ergibt sich aus der Invertierung der Matrix Γ . Die
Substitution der Stufenableitungen (5.84) in (5.81) führt auf eine äquivalente Formulie-
rung des linearen Gleichungssystems[ 1
γ∆tn

I − Jn
]

Vni = γi∆tn
∂f
∂t

∣∣∣∣
(tn,yn)

+ f

(
Tni,yn +

i−1∑
j=1

aijVnj

)
+

i−1∑
j=1

(
cij

∆tn

)
Vnj

(5.85)
mit neuen resultierenden Koeffizienten[

aij
]

=
[
αij
]
Γ−1 und (m1, . . . ,ms) = (b1, . . . , bs)Γ−1, (5.86)

womit die Näherungslösung zum nächsten Zeitschritt sich aus

yn+1 = yn +
s∑
i=1

miVni, (5.87)

berechnet. Eine Zusammenfassung in Form eines Struktogrammes ist in Tabelle 5.3 ab-
gebildet.

Tabelle 5.3.: Verfahrensvorschrift der Rosenbrock-Verfahren

Gegeben: Koeffizienten ci, aij , cij , mi des s-stufigen Rosenbrock-Verfahrens,

sowie die Näherungslösung y(tn) zum Zeitpunkt tn

Schleife über die Zeitschritte n = 0, . . . , N
Schleife über die Stufen i = 1, . . . , s

Setze

Tni := tn + ci∆tn, Sni := yn +
∑i−1

j=1 aijVnj,

Löse nach (5.85)

Kn(tn,yn)Vni = Fni(Tni,Sni)

Update yn+1 = yn +
∑s

i=1miVni
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Erweiterung der Verfahrensvorschrift für DAE-Systeme

Hinsichtlich der Herleitung von Rosenbrock-Verfahren für semi-explizite DAE-Systeme
der Form

q̇(t) = r(t,q(t),u(t)), q ∈ RnQ (5.88a)
0 = g(t,q(t),u(t)), u ∈ Rnu (5.88b)

bieten sich prinzipiell zwei Vorgehensweisen an, die als direkter und indirekter Zugang
bezeichnet werden, siehe [Strehmel and Weiner, 1995, S. 382ff]. Der indirekte Zugang
ist ausführlich in [Wensch, 2003] bzw. [Wensch et al., 2003] behandelt worden und
basiert auf dem Satz über implizite Funktionen. Beim direkten Zugang, wird das System
(5.88) formal regularisiert, indem es in ein singulär gestörtes Anfangswertproblem

q̇ = r(t,q,u), (5.89a)
εu̇ = g(t,q,u), (5.89b)

mit 0 < ε � 1 überführt wird. Mit der Definition des Lösungsvektors y := {q, u}T

führt die direkte Anwendung der Diskretisierungsvorschrift (5.81) mit anschließender
Grenzwertbildung ε→ 0 auf das gekoppelte lineare Gleichungssystem[

I − γ∆tn∂qr −γ∆tn∂ur
−γ∆tn∂qg −γ∆tn∂ug

]
yn

{
Q̇ni

U̇ni

}
= γi∆tn

{
∂tr
∂tg

}
yn

+

+ ∆tn
[
∂qr ∂ur
∂qg ∂ug

]
yn

i−1∑
j=1

γij

{
Q̇nj

U̇nj

}
+
{

r(Tni,S q
ni,S u

ni)
g(Tni,S q

ni,S u
ni)

}
, (5.90)

zur Berechnung der Stufenableitungen Ẏni =
{

Q̇ni U̇ni

}
für i = 1, . . . , s. Mit yn :=

{qn, un}T wird die Auswertung an den Zeitschritten tn symbolisiert und die eingeführ-
ten Vektoren

S q
ni = qn + ∆tn

i−1∑
j=1

αijQ̇nj, S u
ni = un + ∆tn

i−1∑
j=1

αijU̇nj (5.91)

definieren die Startvektoren des Lösungsvektor. Im Hinblick auf die Implementierung
wird zur Vermeidung der aufwendigen Matrix-Vektor Operation die Substitution (5.84)
in äquivalenter Form{

Q̇ni

U̇ni

}
:= 1

γ∆tn

{
V q
ni

V u
ni

}
− 1

∆tn

i−1∑
j=1

cij

{
V q
nj

V u
nj

}
, (5.92)

eingeführt, wodurch die Vorschrift[
∂qr − γ̂I ∂ur
∂qg ∂ug

]
zn

{
V q
ni

V u
ni

}
= −

{
γi∆tn

{
∂tr
∂tg

}
zn

+
{

r(Tni,S q
ni,S

u
ni)

g(Tni,S q
ni,S

u
ni)

}
+

+
{∑i−1

j=1 ĉijV
q
nj

0

}}
, i = 1, . . . , s

(5.93)
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mit γ̂ := 1/γ∆tn und ĉij := cij/∆tn sowie den neu definierten Startvektoren

S q
ni = qn +

i−1∑
j=1

aijV
q
nj, S u

ni = un +
i−1∑
j=1

aijV u
nj , (5.94)

resultiert, vgl.(5.85). Die Näherungslösung zum nächsten Zeitpunkt tn+1 berechnet sich
analog zu (5.87) durch

qn+1 = qn +
s∑
i=1

miV
q
ni, un+1 = un +

s∑
i=1

miV u
ni (5.95)

Die Methode erfordert in jedem Integrationsschritt die Lösung s linearer Gleichungs-
systeme mit ein und derselben Koeffizientenmatrix, was im Vergleich zu derzeitigen
FE-Lösungen, eine erhebliche Reduktion der Rechenzeit impliziert. Im Rahmen der fi-
niten Viskoelastizität konnte es von Hamkar and Hartmann [2008] bzw. Hartmann and
Hamkar [2010] demonstriert werden.

5.3.2. Umsetzung auf thermomechanisch gekoppelte
Probleme

In Verbindung mit dem thermomechanisch gekoppelten Problem und dem aus der Semi-
diskretisierung resultierenden DAE-System ist es zweckmäßig, zur Herleitung der Ver-
fahrensvorschrift das System in die zuvor beschriebene semi-explizite Form zu transfor-
mieren. Im Hinblick auf die Implementierung ist es für die Transformation hilfreich, die
zu behandelten Gleichungen zunächst zusammenzufassen. Hierbei werden die primären
Knotenvariablen durch die Zuweisung

w a(t) :=
{

ua(t)
Θa(t)

}
, (5.96)

formal zusammengeführt. Das DAE-System aus Tabelle 5.2 wird dann in die kompakte
Form

q̇(t) = r (t,q(t),wa(t), ẇ a(t)) (5.97a)
Ca(wa(t))ẇ a(t) = fa (t,q(t),wa(t), ẇ a(t)) + Zaλ (5.97b)

0 = cc(t,wa(t)) = Z T
a wa(t)− w̄(t) (5.97c)

überführt.21 Aus der Zusammenfassung der Knotenvariablen (5.96) werden zusätzlich
die Größen

fa :=
{

ga

rΘa

}
, λ :=

{
λu

λΘ

}
, Ca :=

[
0

Cpa

]
, (5.98)

21Im Allgemeinen können bei den Materialmodellen die Evolutionsgleichungen zusätzlich noch von den
Geschwindigkeiten u̇a abhängen, wie es z.B. bei dem Viskoplastizitätsmodell aus [Hartmann, 2006a]
formuliert ist. Diese Verallgemeinerung ist hier bei der Herleitung der Verfahrensvorschrift mit be-
rücksichtigt, womit ohne weiteres die Behandlung von erweiterten, konstitutiven Gleichung ermög-
licht wird.
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definiert. Zudem resultiert, aufgrund der neuen Variable wa, eine implizite Differential-
gleichung (5.97b). Diese kann in eine explizite Form transformiert werden. Nach dem
Ansatz von Lubich and Roche [1990] gelingt es durch die Substitution ẇ a(t) := ya(t)
die Differentialgleichung als ein explizites DAE System darzustellen

ẇ a = ya (5.99a)
0 = fa (t,q,wa,ya)− Ca(t,wa)ya + Zaλ. (5.99b)

Mit der obigen Transformation (5.99) und den Gleichungen (5.97a) sowie (5.97c) ge-
lingt die eingangs geforderte allgemeine explizite Form des DAE-Systems (vgl. (5.88))

Hv̇(t) = F (t,v(t)), v(t0) = v0, (5.100)

indem der Unbekanntenvektor und die rechte Seite

v :=


q

wa

ya

λ

 , F :=


r (t,q,wa,ya)

ya

fa (t,q,wa,ya)− Ca(t,wa)ya + Zaλ
cc(t,wa)

 , (5.101)

sowie die konstante Diagonalmatrix H := diag
{

I I 0 0
}

definiert werden. Die
Integration des nicht autonomen Anfangswertproblems (5.100) durch die Rosenbrock-
Verfahren führt auf das lineare Gleichungssystem

[
γ̂H − ∂vFn

]
Vni = γi∆tn ∂tFn+F

(
Tni,vn +

i−1∑
j=1

aijVnj

)
+H

i−1∑
j=1

ĉijVnj, (5.102)

zur Berechnung der Stufenableitungen Vni für i = 1, . . . , s. Die Näherungslösung zum
nächsten Zeitschritt ergibt sich wiederum aus der gewichteten Aufsummierung der Stu-
fenableitung

vn+1 = vn +
s∑
i=1

miVni. (5.103)

Über die Auswertung des Unbekanntenvektors v nach (5.101) lässt sich das Gleichungs-
system (5.102) ausformuliert angeben22

∂qrn − γ̂I ∂wrn ∂yrn 0
0 −γ̂I I 0

Qn Gn An Z
0 Z T 0 0




V q
ni

V w
ni

V y
ni

V λ
ni

 = −


F q
ni

F w
ni

F y
ni

F λ
ni

 , (5.104)

22Der Index ( · )a an den Knotenvektoren, der jeweils alle Knotenwerte kennzeichnet, wird im Folgenden
aufgrund der Übersichtlichkeit ignoriert. Die eingeführten Knotenvektoren repräsentieren nach wie
vor alle Freiheitsgrade. Die Unterscheidung zwischen den Freiheitsgraden an den Dirichlet-Rändern
erfolgt wie zuvor mit dem Symbol ˆ( · ). Die Freiheitsgrade an denen keine geometrischen Randbedin-
gungen vorliegen werden im Folgenden durch das Symbol ˇ( · ) gekennzeichnet.
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Die rechte Seite des Gleichungssystems wird durch die Ausdrücke

F q
ni := r (Tni,Qni,Wni,Yni) +

∑i−1
j=1 ĉijV

q
nj, (5.105a)

F w
ni := Yni +

∑i−1
j=1 ĉijV

w
nj, (5.105b)

F y
ni := f (Tni,Qni,Wni,Yni)− C(Tni,Wni)Yni + Zλni, (5.105c)

F λ
ni := γi∆tn ∂tcc + cc(Tni,Wni), (5.105d)

repräsentiert und die in der Funktionalmatrix vorkommenden partiellen Ableitungen
werden durch die Größen

Qn := ∂

∂q
{f (t,q,w ,y)− C(t,w)y}

∣∣∣∣
{t=tn,q=qn,w=wn, y=yn}

, (5.106)

Gn := ∂

∂w
{f (t,q,w ,y)− C(t,w)y}

∣∣∣∣
{t=tn,q=qn,w=wn, y=yn}

, (5.107)

An := ∂

∂y
{f (t,q,w ,y)− C(t,w)y}

∣∣∣∣
{t=tn,q=qn,w=wn, y=yn}

, (5.108)

wiedergegeben. Die Stufenwerte, an denen die Funktionen für i = 1, . . . , s ausgewertet
werden, ergeben sich zu

Tni = tn + ci∆tn, Qni = qn +
i−1∑
j=1

aijV
q
nj, (5.109)

Wni = wn +
i−1∑
j=1

aijWnj, Yni = yn +
i−1∑
j=1

aijYnj. (5.110)

Die Näherungslösung zum nächsten Zeitschritt (5.103) könnte durch das Lösen des Glei-
chungssystems (5.104) mittels eines direkten Gleichungslösers oder für sehr große Sy-
steme mit Hilfe von iterativen Gleichungslösern ermittelt werden. Einen allgemeinen
Überblick über die Anwendbarkeit und den numerischen Aufwand von linearen Glei-
chungslösern wird in [Golub and van Loan, 1996] gegeben. Hier jedoch wird eine ent-
koppelte Lösungsstrategie angestrebt.

Zur Lösung des Gleichungssystems

Im Hinblick auf eine effiziente Implementierung wird das Gleichungssystem jedoch
nicht in der Form (5.104) gelöst. Die geschachtelte Lösungsmethodik des FE-Ansatzes,
in dem global für das gesamte Gebiet ein Gleichungssystem zur Berechnung der pri-
mären Variablen gelöst wird und lokal an jedem Gauss-Punkt eines Elementes kleine
Systeme zur Lösung der inneren Variablen berechnet werden, soll auf die Methodik der
Rosenbrock-Verfahren übertragen werden. Dies erfolgt bei linearen Gleichungssyste-
men mit Hilfe des Schur-Komplements, d.h. der sogenannten statischen Kondensation.
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Hierin wird eine Unbekannte in Abhängigkeit der weiteren Unbekannten angeben, wo-
mit die Dimension des Gleichungssystems reduziert wird.

Aufgrund der Struktur der obigen Matrix gelingt es zunächst, aus der zweiten Glei-
chung von (5.104) durch

V y
ni = −F w

ni + γ̂V w
ni (5.111)

die Stufenableitung V y
ni zu eliminieren. Mit dieser Relation resultiert aus der ersten Glei-

chung von (5.104) eine Bestimmungsgleichung für die Stufenableitung der inneren Va-
riablen

V q
ni =

[
∂qrn − γ̂I

]−1 F q
ni︸ ︷︷ ︸

xq
ni

−
[
∂qrn − γ̂I

]−1 [
∂wrn ∂yrn 0

]︸ ︷︷ ︸[
X w
n X y

n 0
]


V w
ni

V y
ni

V λ
ni

 , (5.112a)

= −xq
ni −

[
X w
n X y

n

]{V w
ni

V y
ni

}
= −xq

ni − X w
n V w

ni − X y
nV y

ni, (5.112b)

= −xq
ni − X w

n V w
ni − X y

n

{
−F w

ni + γ̂V w
ni

}
, (5.112c)

in Abhängigkeit der unbekannten Stufenableitungen V w
ni für die primären Variablen. Die

explizite Invertierung der Matrizen in den Definitionen der Grössen X w
n , X y

n und xq
ni in

(5.112a) wird vermieden, indem zur Berechnung der Größen lineare Gleichungssysteme[
∂qrn − γ̂I

] [
X w
n X y

n

]
=
[
∂wrn ∂yrn

]
, (5.113)[

∂qrn − γ̂I
]

xq
ni = −F q

ni, (5.114)

formuliert werden. Es sei angemerkt, dass die Größen X w
n und X y

n nur zu jedem Zeit-
schritt, also unabhängig von den Stufen, berechnet werden, während die Berechnung
von xq

niin jeder Stufe erfolgt. In Bezug auf eine effiziente FE-Implementierung werden
die Gleichungssysteme (5.113) und (5.114) lokal an den Gauss-Punkten berechnet, da
die formale Assemblierung der inneren Variablen in einen globalen Vektor zu einer Ent-
kopplung der Gleichungen führt. Der Aufwand zur Berechnung der definierten Größen
reduziert sich auf das Lösen eines Gleichungssystems der Dimension der inneren Varia-
blen am Gauss-Punkt.

Mit Beziehung (5.112) wird eine Unbekannte des Gleichungssystems (5.104) elimi-
niert und es resultiert ein auf die Dimension der primären Variablen und der Lagrange
Multiplikatoren, reduziertes Gleichungssystem[

Gn + γ̂An −Qn [X w
n + γ̂X y

n ] Z
Z T 0

]{
V w
ni

V λ
ni

}
=−

{
F y
ni + Qnxq

ni − [An −QnX y
n ] F w

ni

F λ
ni

}
(5.115)

zur Berechnung der i = 1, . . . , s Stufenableitungen V w
ni und V λ

ni. Um die oben geschil-
derte FE-typische geschachtelte Struktur zu erhalten wird im Sinne der Verschiebungs-
steuerung, siehe Abschnitt 5.2.2, die Partitionierung der primären Variablen

w :=
{

w̌ ŵ
}T
, (5.116)
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eingeführt womit auch die Aufteilung V w
ni =

{
V w̌
ni V ŵ

ni

}T
resultiert. ŵ entspricht dem

Vektor der primären Variablen an dem Dirichlet-Rand und w̌ sind die Freiheitsgrade an
denen keine Randbedingungen vorgegeben sind. Diese Aufteilung überführt das Glei-
chungssystem (5.115) auf die folgende Gestalt Ǩ w̌

n Ǩ ŵ
n 0

K̂ w̌
n K̂ ŵ

n I
0 I 0




V w̌
ni

V ŵ
ni

V λ
ni

 = −


F̌ y
ni − Q̌nx̌q

ni − [Ǎn − Q̌nX̌ y
n]F̌ w

ni

F̂ y
ni − Q̂nx̂q

ni − [Ân − Q̂nX̂ y
n]F̂ w

ni

F λ
ni

 . (5.117)

Die Steifigkeitsmatrix K w
n := Gn + γ̂An −Qn [X w

n + γ̂X y
n ] ist hierin aufgrund der Par-

titionierung des Unbekanntenvektors in Blockmatrizen aufgeteilt, die sich über die As-
semblierungsvorschrift aus der Elementsteifigkeitsmatrix ergeben.23

Offensichtlich ist mittels der dritten Gleichung aus (5.117)

V ŵ
ni = −F λ

ni = −γi∆tn ∂tcc − cc(Tni,Wni), (5.118)

explizit bestimmt. Dies ermöglicht die Auflösung des Gleichungssystems in ein Glei-
chungssystem der Dimension der unbekannten primären Variablen, d.h. der Dimension
der Knotenverschiebungen und -temperaturen

Ǩ w̌
nV w̌

ni = −F̌ y
ni + Q̌nx̌q

ni +
[
Ǎn − Q̌nX̌ y

n

]
F̌ w
ni − Ǩ ŵ

nV ŵ
ni, (5.119)

sowie die Bestimmungsgleichung

V λ
ni = −F̂ y

ni + Q̂nx̌q
ni +

[
Ân − Q̂nX̂ y

n

]
F̂ w
ni − K̂ w̌

nV w̌
ni − K̂ ŵ

nV ŵ
ni, (5.120)

womit die Unbekannten V ŵ
ni, V w̌

ni und V λ
ni, sukzessiv für i = 1, . . . , s aus (5.118), (5.119),

und (5.120) berechnet werden. Zusammenfassend wird in Tabelle 5.4 die globale Vorge-
hensweise der Integrationsvorschrift der Rosenbrock-Verfahren unter Hinzunahme der
Verschiebungssteuerung schematisiert dargestellt.

Aufbau des Gleichungssystem

Der Rechenaufwand des in Tabelle 5.4 angegebenen Algorithmus der Zeitintegration des
DAE-Systems mit den Rosenbrock-Verfahren besteht im wesentlichen in der Lösung des
Gleichungssystems (5.119). In diesem Abschnitt wird daher eine effiziente Vorgehens-
weise vorgeschlagen, die zunächst die Struktur der eingeführten Partitionierung nach
(5.116) ausnutzt. In weiteren Schritten werden dann die Gleichungen mit Hinzunahme
der Partitionierung primärer Variablen nach (5.96) bzw. (5.98) formuliert. Dadurch wird
die zu berechnende Dimension des Gleichungssystem ersichtlich. Die eingangs einge-
führte Transformation des System in ein DAE-System (5.99) und die damit verbundene
Erhöhung der Unbekannten führt somit nicht zu einem zusätzlichen numerischen Auf-
wand.
23Der Aufbau der Elementmatrizen wird in Abschnitt 5.3.3 ausführlich behandelt.
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Tabelle 5.4.: Rosenbrock-Verfahren im Rahmen nichtlinearer FE für thermomechani-
sche gekoppelte Problemstellungen

Gegeben: Koeffizienten der Rosenbrock-Verfahren

Anfangsbedingungen yT(t0) = {q0,u0}T = yT
0 ,

Schleife über die Zeitschritte n = 0, . . . , N
Schleife über die Stufen i = 1, . . . , s

Berechne auf globaler Ebene

Tni = tn + ci∆tn, Sv
ni = vn +

∑i−1
j=1 aijVnj , (5.110)

Löse auf lokaler Ebene (Elementebene)

[∂qrn − γ̂I ][ X w
n |X y

n ] = [ ∂wr |∂yr ], für i = 1 (5.113)

[∂qrn − γ̂I ][ xq
ni ] = [ F q

ni ] (5.114)

Berechne auf globaler Ebene

V ŵ
ni = −F λ

ni, (5.118)

Löse auf globaler Ebene

Ǩ w̌
nV w̌

ni = −Rw̌
ni − Ǩ ŵ

nV ŵ
ni (5.119)

Berechne auf globaler Ebene

V λ
ni = −Rŵ

ni − K̂ w̌
nV w̌

ni − K̂ ŵ
nV ŵ

ni (5.120)

V y
ni = −F w

ni + γ̂V w
ni (5.111)

V q
ni = −xq

ni − X w
n V w

ni − X y
nV y

ni (5.112)

Update vn+1 = vn +
∑s

i=1miVni (5.103)

Schrittweitenadaptivität
Fehlerschätzung des lokalen Integrationsfehlers

Berechne neue Schrittweite

Falls Schritt nicht akzeptiert, verringere Schrittweite
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Koeffizientenmatrix des Gleichungssystem (5.119) Die Koeffizientenmatrix
des Gleichungssystem entspricht der oberen linken Blockmatrix der Gesamtsteifigkeits-
matrix K w

n . Aufgrund von (5.115) und (5.117) gilt für die Koeffizientenmatrix

Ǩ w̌
n = Ǧn + γ̂Ǎn − Q̌n

[
X w̌
n + γ̂X y̌

n

]
. (5.121)

Die hierin enthaltenen partiellen Ableitungen berechnen sich nach (5.106), (5.107) und
(5.108), welche durch die Berücksichtigung der Partitionierung (5.116) und die daraus
resultierende Aufteilung der Funktion f = { f̌ f̂ }T, zu

Ǧn = ∂ f̌
∂w

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

− ∂

∂w
{

C(w)y
}∣∣∣∣

w = w̌n, y=y̌n

, (5.122a)

Ǎn = ∂ f̌
∂y

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

− C(w̌n), (5.122b)

Q̌n = ∂ f̌
∂q

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

, (5.122c)

konkretisiert werden. Die Matrizen X w̌
n und X y̌

n werden nach dem linearen Gleichungs-
system [

∂qrn − γ̂I
] [

X w̌
n X y̌

n

]
=
[
∂wrn ∂yrn

]∣∣
w=w̌n, y=y̌n

, (5.123)

bestimmt, die sich wiederum aus (5.113) herleiten. Um die Struktur der Koeffizienten-
matrix zu präzisieren, werden folgend die Substitution (5.96) und die damit hervorge-
henden Größen (5.98) zurückgeführt. Mit der Funktion f̌ , die die diskrete Gleichung
der schwachen Form und den rechten Anteil der diskreten Wärmeleitungsgleichung zu-
sammenfasst f̌ = {g rΘ}T, vgl. (5.98)1, können die Ableitungen in (5.122) formuliert
werden

∂ f̌
∂w

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

=
[
∂ug ∂Θg
∂urΘ ∂ΘrΘ

]
vn

, (5.124)

∂ f̌
∂y

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

=
[

0 0
∂yu rΘ 0

]
vn

, (5.125)

∂ f̌
∂q

∣∣∣∣∣
{q=qn,w = w̌n, y=y̌n}

=
[
∂qg
∂qrΘ

]
vn

. (5.126)

Zudem gilt aufgrund der Struktur der Matrix Ca aus (5.98)3 und über die Berücksich-
tigung der Zerlegung der primären Variable in ihren physikalischen Ursprung, für das
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Produkt

C(w)y =
{

0 0 Čpy̌Θ ĈpŷΘ

}T
, mit

Čp = Cp(Θ)|Θ=Θ̌n ,

Ĉp = Cp(Θ)|Θ=Θ̂n ,
(5.127)

und die Matrizen in (5.123) können in Bezug auf die Partitionierung folgend

X w̌
n :=

[
X u
n XΘ

n

]
=
[
∂qrn − γ̂I

]−1 [
∂urn ∂Θrn

]
, (5.128a)

X y̌
n :=

[
X yu
n X yΘ

n

]
=
[
∂qrn − γ̂I

]−1 [
∂yu rn ∂yΘrn

]
, (5.128b)

zerlegt werden.
Die hier zusammengeführten Relationen ermöglichen es, die Koeffizientenmatrix in

Abhängigkeit der Knotenverschiebungen und Knotentemperaturen, die den unabhängi-
gen Variablen des ursprünglichen DAE-Systems entsprechen, zu konstruieren. Werden
die partiellen Ableitungen von (5.121) nach (5.122) ausgeführt und anschließend zu-
sammengefasst erhält man als Resultat die Koeffizientenmatrix in der Form

Ǩ w̌
n =

[
K uu
n K uΘ

n

KΘu
n KΘΘ

n

]
, (5.129)

mit

K uu
n = ∂ugn − ∂qgn

[
X u
n + γ̂X yu

n

]
, (5.130a)

K uΘ
n = ∂Θgn − ∂qgn

[
XΘ
n + γ̂X yΘ

n

]
, (5.130b)

KΘu
n = ∂urΘn − ∂u{ČpyΘ}n + γ̂∂yu rΘn − ∂qrΘn

[
X u
n + γ̂X yu

n

]
, (5.130c)

KΘΘ
n = ∂ΘrΘn − ∂Θ{ČpyΘ}n − γ̂Cpn − ∂qrΘn

[
XΘ
n + γ̂X yΘ

n

]
. (5.130d)

Aufbau der rechten Seite des Gleichungssystems (5.119) Die Formulierung
der rechten Seite des Gleichungssystems (5.119) in Abhängigkeit von den Knotenver-
schiebungen und -temperaturen erfolgt, indem, analog zur Koeffizientenmatrix, die Par-
titionierung der Variablen zurückgeführt werden. Der in (5.119) vorkommende Steifig-
keitsanteil Ǩ ŵ

n , der aufgrund der statischen Kondensation zu der rechten Seite addiert
wird, kann äquivalent nach (5.121), (5.122) und (5.123) berechnet werden. Die parti-
ellen Ableitungen werden jedoch an den Größen, an denen Randbedingungen aufge-
bracht sind, ausgewertet, d.h. es werden die Ableitungen ∂w ( · ) |{q=qn,w = ŵn, y=ŷn} und
∂y ( · ) |{q=qn,w = ŵn, y=ŷn} ausgewertet.

Im Folgenden werden die verbleibenden Terme der rechten Seite des Gleichungssy-
stems erläutert. Zur Veranschaulichung werden diese Terme zunächst durch den Vektor

Rni := F̌ y
ni − Q̌nx̌q

ni −
[
Ǎn − Q̌nX̌ y

n

]
F̌ w
ni, (5.131)
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zusammengefasst. Mit Berücksichtigung der Beziehungen (5.105b), (5.105c), (5.113)
und (5.114) und einigen trivialen algebraischen Umformungen kann (5.131) in die de-
taillierte Form

Rni = − f (Qni,Wni,Yni)−
[

C(wn)− C(Wni)
]

Yni +

+
[
∂y f̌ n

]
Yni +

[
∂y f̌ n

]∑i−1
j=1ĉijV

w
nj − C(wn)

∑i−1
j=1ĉijV

w
nj −

−Qn

{
xq
ni + X y

n

{
Yni +

∑i−1
j=1ĉijV

w
nj

} }
,

(5.132)

überführt werden. In Bezug auf die Implementierung wird im nächsten Schritt die Auf-
teilung der primären Variable w = {u, Θ}T eingearbeitet. Für die Auswertung der
Funktion f an den Stufenwerten folgt daher die Gleichung

f (Tni,Qni,Wni,Yni) =
{

g(Tni,Qni,Uni,Θni)
rΘ(Tni,Qni,Uni,Θni,Y u

ni,YΘ
ni)

}
. (5.133)

Hierbei müssen die diskrete Gleichung der Gleichgewichtsbedingung und die diskreti-
sierte Form der rechten Seite der Wärmeleitungsgleichung an den Stufenwerten ausge-
wertet werden. Die Stufenwerte bezogen auf den Verschiebungsvektor und die Knoten-
temperaturen berechnen sich aus

Uni = un +
i−1∑
j=1

aijV u
nj , Θni = Θn +

i−1∑
j=1

aijVΘ
nj, (5.134)

Y u
ni = yun +

i−1∑
j=1

aijV
yu
nj , YΘ

ni = yΘn +
i−1∑
j=1

aijV
yΘ
nj . (5.135)

Die rechte Seite der diskretisierten Wärmeleitungsgleichung kann gemäß (5.37) durch

rΘ(Qni,Uni,Θni,Y u
ni) = −CκΘni + pni + dni, (5.136)

beschrieben werden. In obiger Gleichung wird die Konduktivitätsmatrix Cκ aus (5.38)
bestimmt. pni entspricht der diskreten Form der thermoelastischen Kopplung ph und re-
sultiert aus (5.39). Aufgrund der zuvor hergeleiteten Relation für die thermoelastische
Kopplung24 besteht die Abhängigkeit pni = p̂(Uni,Θni,Y u

ni). Hierin gilt eine lineare
Beziehung bezüglich dem Vektor Y u

ni, das die Verzerrungsraten repräsentiert. Infolge-
dessen lässt sich der Vektor der thermoelastischen Kopplung hinsichtlich einer Auswer-
tung an den Stützstellen durch

pni = P(Uni,Θni)Y u
ni = PniY u

ni, (5.137a)

bzw. hinsichtlich einer Auswertung an den Zeitschritten durch

pn = P(un,Θn)yun = Pnyun, (5.137b)

24vgl. Abschnitt 5.2.1 bzw. (5.39)
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darstellen. Die hier eingeführten Matrizen Pni bzw. Pn werden im folgenden Anschnitt
näher bestimmt. Des Weiteren wurde in (5.136) die inelastische Dissipation in diskreter
Form

dni = d(Qni,Uni,Θni), (5.138)

gemäß (5.39), eingeführt.
Mit dem Einsetzen von (5.138), (5.137), (5.136) und (5.133) in (5.132) und unter

Berücksichtigung der Diagonalform von C =
[ 0

Cp

]
gelangt man nach einigen Umfor-

mungen auf die abschließende Form der rechten Seite des Gleichungssystems

Rni :=
{

Ru
ni RΘ

ni

}T
, (5.139)

mit

Ru
ni = g (Qni,Uni,Θni)−

[
∂qgn

]
xq
ni, (5.140)

RΘ
ni = − Cκ(Θn)Θni + dni +

[
C n

p − C ni
p

]
YΘ
ni +

[
Pni − Pn

]
Y u
ni +

− Pn

∑i−1
j=1ĉijV

u
nj + C n

p
∑i−1

j=1ĉijV
Θ
nj −

[
∂ΘrΘn

]
xq
ni.

(5.141)

5.3.3. Formulierung auf Elementebene

In den beiden vorherigen Abschnitten wurde die globale Lösungsprozedur nach Tabel-
le 5.4 erläutert. Insbesondere wurden die Struktur des linearen Gleichungssystems und
die damit verbundenen globalen Größen, welche aus der Integration des semidiskreten
DAE-Systems mittels der Rosenbrock-Verfahren resultieren, dargestellt. Im Rahmen ei-
ner Finite-Elemente Implementierung, aus der die diskrete Form der lokalen Gleich-
gewichtsbedingung (5.21) bzw. (5.59), die diskrete Evolutionsgleichung (5.27) und die
diskrete Wärmeleitungsgleichung (5.35) resultieren, können diese globalen Größen lo-
kal an jedem finiten Element bzw. aufgrund einer numerischen Integration mittels der
Gauss-Quadratur sogar an jedem Integrationspunkt (Gauss-Punkt) eines Elements be-
rechnet werden. Folgend soll die lokale Umsetzung der Prozedur, insbesondere die For-
mulierung der Gleichungen auf Elementebene erläutert werden.

In Tabelle 5.4 ist das Struktogramm des Algorithmus abgebildet. Innerhalb der Stu-
fe i eines Integrationsschrittes müssen in jedem Element die Evolutionsgleichung und
die diskreten Feldgleichungen sowie alle weiteren Größen des globalen linearen Glei-
chungssystems, die aus der Linearisierung der Feldgleichungen resultieren, berechnet
werden. Diese Größen sind symbolisch in Tabelle 5.5 zusammengetragen. Die Her-
leitung der partiellen Ableitungen im Sinne einer konsistenten Linearisierung wird im
Anhang A.3 in einer Tensornotation angegeben. Hier werden sie in Bezug auf die zu-
vor vorgestellte FE-Diskretisierung in einer Matrixnotation formuliert, womit eine klare
Darstellung der implementierten Gleichungen auf Elementebene hervorgeht.

Das Gleichungssystem (5.114) bzw. (5.128) geht aus der Evolutionsgleichung (5.27)
hervor, und kann am Gauss-Punkt unter Ausnutzung von (5.9) und (5.28) sowie der
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Tabelle 5.5.: Symbolische Darstellung der Integrationschleife innerhalb einer Stufe

Schleife über die Stufen i = 1, . . . , s
. . .

Schleife über die Elemente e = 1, . . . , ne

Berechne:

xe ← re, ∂qre

Xe ← ∂qre, ∂ure, ∂θre,

Re ← ge, re
θ, xe, ∂qgexe,

ke ← ∂qge Xe, ∂uge, ∂θge, ∂qre
θ, ∂ure

θ, ∂θr
e
θ, ∂...r

e
θ,

Assembliere
Rni ← Re, Ǩ w̌

n ← ke

Eigenschaft der Koinzidenzmatrizen

Zē
q

∣∣∣
ξ̄k

Ze
q

T
∣∣∣
ξk

=
{

I für ē = e ∧ ξ̄k = ξk,

0 sonst,
(5.142)

die eine Einheitsmatrix I∈ Rnq×nq ergeben, wenn das Produkt an dem selben Gaus-
spunkt ausgeführt wird, formuliert werden. Dementsprechend können die Matrizen der
Gleichungssysteme, die aufgrund der Verfahrensvorschrift zum jedem Zeitschritt tn be-
rechnet werden, in die lokale Form

∂qrn =
ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk
∂r̃e(Ce(ξk),θe(ξk),qe(ξk))

∂qe(ξk)
Ze

qk , (5.143)

und

∂urn = 2
ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk
∂r̃e(Ce(ξk),θe(ξk),qe(ξk))

∂Ce(ξk)
B̃e(ξk)Ze, (5.144)

überführt werden. Die Matrix B̃e = FeT
23Be resultiert aus der impliziten Abhängigkeit des

rechten Cauchy-Green Tensors Ce = 2Ee(ue) + I von den Verschiebungen, indem die
Kettenregel

∂r̃e

∂ue = ∂r̃e

∂Ce

∂Ce

∂Ee

∂Ee

∂ue = 2 ∂r̃e

∂Ce FeT
23Be (5.145)
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angewendet wird. Mit Einführung der lokalen Formulierungen der Matrizen, d.h. der
Formulierung der Matrizen am Gauss-Punk

X u
n =

ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk Xe

u(ξk)B̃e(ξk)Ze, XΘ
n =

ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk Xe

Θ(ξk)NeT(ξk)Ze
Θ, (5.146)

und der lokalen Formulierung des Vektors

xq
ni =

ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk xe(ξk), (5.147)

sowie der Ausnutzung von (5.143) und (5.144) und einer anschließenden Faktorisie-
rung der Koinzidenzmatrizen wird es offensichtlich, dass statt der globalen Gleichungen
(5.114) und (5.128a) lediglich die Gleichungssysteme[

∂r̃e(Ce
k,θ

e
k,qe

k)
∂qe

k

− γ̂I
]

[ Xe
uk | x

e
k ] =

[
∂r̃e(Ce

k,θ
e
k,qe

k)
∂Ce

k

| Fq e
k

]
, (5.148)

der Dimension nq an den Gauss-Punkten ξk auszuwerten sind, womit der Aufwand
zur Berechnung der inneren Variablen praktisch durch das Lösen obiger linearer Glei-
chungssysteme wiedergegeben ist. Hierin wird (5.105a) durch den Vektor Fq e

k am Gauss-
Punkt repräsentiert. In einer klassischen nichtlinearen FE-Implementierung sind an den
Gauss-Punkten hingegen nichtlineare Gleichungssysteme der Dimension des Material-
modells zu berechnen. Es sei hier angemerkt, dass in (5.148) aufgrund der Anschaulich-
keit nur Xe

u dargestellt ist. Die Berechnung von Xe
Θ am Gauss-Punkt erfolgt in gleicher

Form, außer dass auf der rechten Seite des Gleichungssystem die Evolutionsgleichung
nach den Knotentemperaturen abzuleiten ist, ∂r̃e/∂θe.

Die diskreten Größen der Feldgleichungen auf lokaler Ebene bilden sich offensicht-
lich direkt aus dem FE-Ansatz, d.h. aus der Wahl der Elementformulierung. Für eine
gemischte Elementformulierung ergibt sich, wie zuvor vorgestellt, die Gleichgewichts-
bedingung (4.36) und in diskreter Form (5.59), die einerseits von den deviatorischen
Spannungen25 abhängt, welche eine Funktion aller primären Variablen ist, und ander-
seits linear von dem Verschiebungsgradienten. Im Zusammenhang mit der Linearisie-
rung nach (5.130a) folgt aus der Differentiation nach den Verschiebungen (I) ein kon-
stitutiver Anteil, der aufgrund der inelastischen Konstitutivbeziehung aus der physika-
lischen Nichtlinearität hervorgeht, und (II) ein resultierender Anteil der mechanischen
Steifigkeit, der auf die geometrische Nichtlinearität zurückzuführen ist. (III) Zudem lie-
gen Terme vor, die aufgrund der Volumendehnung der gemischten Formulierung zu be-
rücksichtigen sind. Insgesamt ist festzuhalten, dass die Ableitung in drei Summanden
zerlegbar ist

∂ugn := ∂ug (I)
n + ∂ug (II)

n + ∂ug (III)
n . (5.149)

25Aufgrund der gemischten Elementformulierung, in der die Volumendehnungen über eine eingeführte
Variable explizit betrachtet wird, gehen hier deviatorische Anteile der Spannung ein.
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Steifigkeitsanteil (I) von (5.130a): Mit der zuvor definierten Beziehung (5.146)1
und der additiven Zerlegung der Materialgleichung, in einen Gleichgewichtsanteil, der
unabhängig von den inneren Variablen ist, und einen Überspannungsanteil,26 der die
inelastischen Spannungsanteile berücksichtigt, kann zunächst durch

[
∂qgn

]
X u
n =

ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

BeT Fe
23
∂T̃e

ov(Ce,qe)
∂qe XeFeT

23 Be dΩe

Ze, (5.150)

ein Anteil der konstitutiven Elementsteifigkeitsmatrix vorweggenommen werden. Mit
dem verbleibenden konstitutiven Anteil, des aus der Differentiation bei konstanter De-
formation resultiert, lässt sich der Beitrag der Elementsteifigkeit (5.130a) in materieller
Form folgend

∂ug (I)
n − ∂qgnX u

n =
ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

BeT Fe
23C̃

e
MFeT

23 Be dΩe

Ze, (5.151)

angeben. Hierin ist der Tangentenoperator durch

C̃e
M := 2∂T̃e(Ce,θe,qe)

∂Ce − ∂T̃e
ov(Ce,qe)
∂qe Xe, (5.152)

definiert, worin der erste Summand

∂T̃e(Ce,θe,qe)
∂Ce =

∂T̃iso e
eq (Ce,θe)
∂Ce + ∂T̃e

ov(Ce,qe)
∂Ce , (5.153)

aufgrund des Materialmodells wiederum additiv zerlegt werden kann. Anhand des de-
viatorischen Spannungszustands des Gleichgewichtsanteils ist nur der isochore Anteil
der Deformation in dem ersten Term involviert.

Steifigkeitsanteil (II) von (5.130a): Der aus der geometrischen Nichtlinearität her-
rührende Steifigkeitsanteil berechnet sich aus der Linearisierung bei konstanten Span-
nungen. In Bezug auf die in [Hartmann, 2003] dargestellte Konvention lässt sich dieser
Anteil für eine räumliche Formulierung des gemischten Elements in der Matrixnotation

∂ug (II)
n =

ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

BeT
NL Me

S Be
NL dΩe

Ze, (5.154)

26Siehe Abschnitt 3
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angeben. Die in diesem Anteil der Steifigkeitsmatrix eingehende Diskretisierung des
Verschiebungsgradienten ist durch die Matrix

Be
NL =



ne1,x 0 0 ne2,x 0 0 . . . nenen,x 0 0
0 ne1,y 0 0 ne2,y 0 . . . 0 nenen,y 0
0 0 ne1,z 0 0 ne2,z . . . 0 0 nenen,z

ne1,y 0 0 ne2,y 0 0 . . . nenen,y 0 0
0 ne1,z 0 0 ne2,z 0 . . . 0 nenen,z 0
0 0 ne1,x 0 0 ne2,x . . . 0 0 nenen,x

ne1,z 0 0 ne2,z 0 0 . . . nenen,z 0 0
0 ne1,x 0 0 ne2,x 0 . . . 0 nenen,x 0
0 0 ne1,y 0 0 ne2,y . . . 0 0 nenen,y


, (5.155)

berücksichtigt. Zudem gehen in die Beziehung (5.154) die Komponenten des Kirch-
hoff’schen Spannungsvektors SD + JŇTH−1sp e aus (5.59),27 über die Matrix

Me
S =



se11 0 0 se12 0 0 se13 0 0
0 se22 0 0 se23 0 0 se12 0
0 0 se33 0 0 se13 0 0 se23

se12 0 0 se22 0 0 se23 0 0
0 se23 0 0 se33 0 0 se13 0
0 0 se13 0 0 se11 0 0 se12

se13 0 0 se23 0 0 se33 0 0
0 se12 0 0 se13 0 0 se11 0
0 0 se23 0 0 se12 0 0 se22


, (5.156)

in die obige Gleichung ein. (5.156) kann mittels des Operators
[
I⊗ FT ]T23 , welche

in eine Matrixform Fe
T ∈ R9×9 überführt werden kann, siehe [Hartmann, 2003], auf die

materielle Darstellung
Me

S = FeT
T Me

T̃Fe
T, (5.157)

transformiert werden.

Steifigkeitsanteil (III) von (5.130a): Abschließend sei noch der konstitutive Anteil
betrachtet, der aus dem Kugelanteil der der Spannung aufgrund der gemischten Element-
formulierung hervorgeht. Infolge der impliziten Abhängigkeit der Volumendehnung von
den Verschiebungen resultiert durch die notwendige Rücktransformation auf die Refe-
renzkonfiguration, der anschließenden Linearisierung und der Vortransformation auf die

27Der Kirchhoff’sche Spannungstensor S ist symmetrisch und kann daher in einer Matrixform folgender-
weise definiert S =

{
s11, s22, s33, s12, s23, s13

}T
werden.
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Momentankonfiguration zunächst28 der Beitrag

∂ug (III-a)
n =

ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

λe
pJ

eBeT (eeT − 2I
)

Be dΩe

Ze. (5.158)

Ein weiterer Term ergibt sich aus der Linearisierung des hydrostatischen Drucks, dass
durch die Gleichung

∂ug (III-b)
n =

ne∑
e=1

ZeT [ke
s

Tke
pke

s

]
Ze, (5.159)

mit

ke
s =

∫
Ωe

J eŇeeTBe dΩe, ke
p = He−1

∫
Ωe

%R

θ0

NeT
Θ θ

e

ϕe U ′′(ŇeTΓe

ϕe )ŇeŇeT dΩe

He−1

(5.160)

bestimmt ist. Aus der Summe beider Terme ∂ug (III) = ∂ug (III-a) + ∂ug (III-b) erhält man
somit den Steifigkeitsanteil der Kugelspannungen, die de facto nur die volumetrische
Deformation berücksichtigt. Mit (5.151) und (5.154) sowie (5.158) und (5.159) sind al-
le Terme der Elementsteifigkeitsmatrix bestimmt, die den Beitrag der Gesamtsteifigkeit
nach (5.130a) definieren.

Steifigkeitsanteile von (5.130b): Im Weiteren wird die Elementformulierung der
Blockmatrix nach (5.130b) näher betrachtet. Die Berechnung der Matrix XΘ

n erfolgt
in Analogie zu dem zuvor hergeleitetem Gleichungssystem (5.148). In diesem Fall ist
allerdings die Ableitung der diskreten Evolutionsgleichung nach den Temperaturen zu
bestimmen. Diese berechnet sich am Element gemäß

∂Θrn =
ne∑
e=1

nGP∑
k=1

ZeT
qk
∂r̃e(Ce(ξk),θe(ξk),qe(ξk))

∂θe(ξk)
NeT

Θ (ξk)Ze
Θ. (5.161)

Die Differentiation der Gleichgewichtsbedingung nach den Temperaturen gelingt, indem
zum einen die deviatorischen Spannungen berücksichtigt werden, die linear von den
Temperaturen abhängen, und zum anderen die Abhängigkeit der Volumendehnung von
der Temperatur, welche in dem Kugelanteil der Spannung vorliegt

∂Θgn =
ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

BeT
{

1
θh SeD

eq + J eeŇeTHe−1
me

p

}
NeT

Θ Ωe

Ze
Θ. (5.162)

28Es sei hier angemerkt, dass dieser Prozess,d.h. Rücktransformation–Linearisierung–Vortransformation
selbstverständlich auch für alle anderen Anteile durchgeführt wird.
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Die partielle Ableitung des hydrostatischen Drucks nach der Temperatur des Kugelan-
teils ist aus der diskreten Form, siehe (5.55)2, zu bilden, woraus der Vektor

me
p =

∫
Ωe

%R β
h Ňe dΩe, (5.163)

resultiert, der über die skalare Funktion

βh = θ

θ0

ϕ′

ϕ2

((
1
θ

ϕ

ϕ′
− 1
)
U ′(Γ

ϕ
)− Γ

ϕ
U ′′(Γ

ϕ
)
)
, (5.164)

definiert ist. In obiger Gleichung sind selbstverständlich alle unabhängigen Variablen
diskretisiert zu behandeln, d.h. es gilt θh = NeT

Θ θ
e, Γ h = ŇeTΓe und ϕh = ϕ(θh).29 Zur

Vervollständigung von (5.130b) ist noch der Beitrag aus den Überspannungen hinzuzu-
fügen. Dieser Anteil wird aus der zuvor ermittelten Matrix Xe

Θ durch

[
∂qgn

]
XΘ
n =

ne∑
e=1

ZeT

∫
Ωe

BeT Fe
23
∂T̃e

ov(Ce,qe)
∂qe Xe

Θ NeT
Θ dΩe

Ze
Θ, (5.165)

berechnet. Damit ist der Steifigkeitsanteil nach (5.130b) aus der Summe von (5.162) und
(5.165) vollständig beschrieben, wodurch der Tangentenoperator

Ce
t = 1

θe SeD
eq − Fe

23
∂T̃e

ov

∂qe Xe
Θ, (5.166)

aufgestellt wird. Die Herleitung aller Gleichungen des mechanischen Anteils der Stei-
figkeitsmatrix, der aus der Gleichgewichtsbedingung entwickelt wird, ist für das hier
behandelte Materialverhalten abgeschlossen.

Steifigkeitsanteile von (5.130c) und (5.130d): Die Anteile der Steifigkeitsma-
trix nach (5.130c) und (5.130d) ergeben sich aus der Linearisierung der Wärmeleitungs-
gleichung bzw. seiner rechten Seite (5.136). Offensichtlich implizieren diese Terme un-
terschiedliche Beiträge zu der Steifigkeitsmatrix. Es ist daher naheliegend, die Anteile
einzeln zu betrachten, wie im Folgenden dargestellt wird.

Angesichts der zu berücksichtigen Abhängigkeit der rechten Seite der Wärmelei-
tungsgleichung (5.136) von den primären Variablen, genügt es, für die Differentiation
nach den inneren Variablen ausschließlich den Dissipationsterm

de(ue,θe,qe) =
ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

%R δ
e Ne

Θ dΩe, (5.167)

29Der Index ( · )h ist zugunsten der Übersichtlichkeit in (5.164) weggelassen worden.
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mit δe = δh(ue,θe,qe) einzubeziehen. Hierdurch erhält man für das Produkt aus der
Ableitung nach den inneren Variablen und den Matrizen nach (5.146) mit Einbeziehung
der Eigenschaft (5.142) die lokale Formulierung[

∂qrΘn
]

X u
n =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

Ne
Θ

{
CeT
δq

Xe
u

}
FeT

23Be dΩe Ze, (5.168)

und [
∂qrΘn

]
XΘ
n =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

(
CeT
δq

Xe
Θ

)
Ne

ΘNeT
Θ dΩe Ze

Θ. (5.169)

Der oben eingeführte Tangentenoperator resultiert aus der Ableitung des inelastischen
Dissipationsterms nach den inneren Variablen. Es gilt Ce

δq
:= %R ∂δ

e/∂qe. Zur Berech-
nung der weiteren Terme der Steifigkeitsmatrix nach (5.130c) und (5.130d) ist die Ab-
leitung von (5.136) nach den Verschiebungen und Temperaturen zu formulieren. Es wer-
den wie zuvor für die Gleichgewichtsbedingung die Terme einzeln aufgestellt. Für die
Ableitung nach den Verschiebungen gilt formal die Zerlegung

∂urΘn = ∂ur (I)
Θ + ∂ur (II)

Θ + ∂ur (III)
Θ . (5.170)

Der erste Beitrag wird aus der Ableitung des Terms Cκ(ue,θe)θe nach den Verschie-
bungen gebildet, der aus der Wärmeleitfähigkeitsmatrix in lokaler Form hervorgeht

Cκ =
ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

J eκeBeT
Θ Be

Θ dΩe. (5.171)

Die Verschiebungen gehen durch die spezifische Wärmeleitfähigkeit κe = κh(ue,θe) in
das Element ein, dessen Differentiation auf den lokalen Ausdruck

∂ur (I)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

κeJ e
[
BeT

Θ (Be
Θθ

e)eT − 2M̂e
NL

]
Be dΩe

Ze, (5.172)

führt und aufgrund der Materialgleichung30 aus einem konstitutiven Anteil und einem
weiteren Anteil gebildet wird, der aus der geometrischen Nichtlinearität resultiert. Die-
ser Anteil wird durch die Matrix

M̂eT
NL =


ne1,x(nea,xθa) . . . nenen,x(nea,xθa)
ne1,y(nea,yθa) . . . nenen,y(nea,yθa)
ne1,z(nea,zθa) . . . nenen,z(nea,zθa)

ne1,x(nea,yθa) + ne1,y(nea,xθa) . . . nenen,x(nea,yθa) + nenen,y(nea,xθa)
ne1,y(nea,zθa) + ne1,z(nea,yθa) . . . nenen,y(nea,zθa) + nenen,z(nea,yθa)
ne1,x(nea,zθa) + ne1,z(nea,xθa) . . . nenen,x(nea,zθa) + nenen,z(nea,xθa)

 , (5.173)

30Die Wärmeleitfähigkeit des Materials ist durch das Modell des Fourier’schen Wärmeflusses nach (3.47)
charakterisiert.
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repräsentiert.31 Die Matrix Be
Θ, nach (5.33), symbolisiert den räumlich diskretisierten

Gradientenoperator, der aus der Ableitung der Ansatzfunktion nach den räumlichen Ko-
ordinaten zusammensetzt ist und zur Berechnung des Temperaturgradienten grad θ her-
angezogen wird.

Der zweite Summand aus (5.170) beschreibt den Tangentenanteil, der aus der Lineari-
sierung des thermoelastischen Kopplungsterms (5.137) entsteht. In einer diskreten Form,
basierend auf einer gemischten Elementformulierung erhält man für den Kopplungsterm

p(ue,θe,ye
u) =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

Ne
Θ
(
NeT

Θ θ
e){ 1

θh SeD
eq + J eeŇeTHe−1

me
p

}T

Be dΩe ye
u.

(5.174)
Die lineare Abhängigkeit von den Verzerrungsraten, die aufgrund der Rosenbrock-Ver-
fahren über die Variable ye

u substituiert ist, siehe (5.137), bleibt natürlich auf lokaler
Ebene erhalten und es gelingt, mit Se

P := SeD
eq +J ee (NeTθe) ŇeTHe−1me

p die abkürzende
Darstellung

p(ue,θe,ye
u) =

ne∑
e=1

ZeT
Θ Pe(ue,θe) ye

u, mit Pe =
∫
Ωe

Ne
Θ SeT

P Be dΩe, (5.175)

für (5.174) zu formulieren. Wird die Linearisierung ausgeführt, so ist zum einen ein An-
teil zu berücksichtigen, der lediglich auf einen isochoren Deformationszustand zurück-
zuführen ist, und ein weiterer, welcher aus dem volumetrischen Anteil der Deformation
abgeleitet wird. Dementsprechend resultiert die lokale Gleichung auf Elementebene

∂ur (II)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

J eNe
ΘyeT

u BeTCp e
Θ Be dΩe + kp e

s kp e
p ke

s

 Ze. (5.176)

Der Tangentenoperator

Cp e
Θ = Ciso e

eq +
(
NeT

Θ θ
e) ŇeTHe−1

me
p

[
eeTM− 2I

]
, (5.177)

korrespondiert entsprechend der gemischten Formulierung und wird aus einem Anteil
Ciso e

eq = ∂Tiso
eq /∂C aufgestellt, welcher über den isochoren Deformationszustand definiert

ist. Der zweite Anteil in (5.177) geht aus den Kugelspannungen hervor, somit aus den
volumetrischen Deformationen. Weiterhin resultieren aus dem Kugelspannungszustand
die Steifigkeitsanteile

kp e
s =

∫
Ωe

J eNe
ΘyeT

u

(
NeT

Θ θ
e)BeTeŇeT dΩe, kp e

p = He−1

∫
Ωe

%R
∂βh

∂Γ
ŇeŇeT dΩe

He−1
.

(5.178)

31Eine Herleitung dieser Matrix ist im Anhang A.3 ausführlich dargestellt.
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Diese Größen entsprechen der Linearisierung von βh nach den Verschiebungen in dis-
kreter Form. Hierbei wird die implizite Abhängigkeit von den Volumendehnungen aus-
genutzt, womit die skalare Funktion

∂βh

∂Γ
= θ

θ0

ϕ′

ϕ2

((
1− 1

θ

ϕ

ϕ′

)
U ′(Γ

ϕ
)−

(
3− 1

θ

ϕ

ϕ′

)
Γ

ϕ
U ′′(Γ

ϕ
) + Γ 2

ϕ2U
′′′(Γ
ϕ

)
)
,

(5.179)
gebildet werden kann. Analog zu (5.164) werden alle unabhängigen Variablen als dis-
krete Größen im Element berechnet. Der dritte Beitrag aus (5.170) wird aus der Dif-
ferentiation des inelastischen Dissipationsterms der Wärmeleitungsgleichung nach dem
Verschiebungsfeld gebildet, und es gilt in lokaler Form

∂ur (III)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

Ne
Θ Ce

δu
FeT

23 BeT dΩe

Ze, (5.180)

mit dem resultierendem Tangentenoperator Ce
δu

:= 2%R ∂δ
e/∂Ce. Damit sind alle Stei-

figkeitsanteile nach (5.170) dargestellt, und es werden im Folgenden die Ableitungen
nach den Temperaturen

∂ΘrΘn = ∂Θr (I)
Θ + ∂Θr (II)

Θ + ∂Θr (III)
Θ , (5.181)

auf Elementebene formuliert. Über die Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wär-
meleitfähigkeit wird der erste Term gebildet und man gelangt zur Gleichung

∂Θr (I)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

J e∂κ
h

∂θ
BeT

Θ (Be
Θθ

e) NeT
Θ + J eκhBeT

Θ Be
Θ dΩe

Ze
Θ. (5.182)

Der zweite Anteil resultiert aus der thermoelastischen Kopplung (5.174). Durch die Dif-
ferentiation dieser Gleichung nach den Knotentemperaturen gelingt die Herleitung des
zweiten Terms

∂Θr (II)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

Ne
ΘyeT

u BeT
{

1
θe SeD

eq + J eeŇeTHe−1(
me

p + θhme
p
′)}NeT

Θ dΩe

Ze
Θ,

(5.183)
mit

me
p
′ =
∫
Ωe

%R
∂βh

∂θ
Ňe dΩe. (5.184)

Der abschließende Steifigkeitsanteil aus (5.181) wird über die Ableitung des inelasti-
schen Dissipationsterms gebildet, der in lokaler Form durch

∂Θr (III)
Θ =

ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

%R
∂δe

∂θ
Ne

ΘNeT
Θ dΩe

Ze
Θ, (5.185)
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mit dem skalarwertigen Tangentenoperator %R ∂δ
e/∂θ = %R ∂δ

h/∂θ
∣∣
θ=θh(θe) angegeben

werden kann. Zur vollständigen Angabe der Steifigkeitsanteile verbleiben noch drei An-
teile aus (5.130c) und (5.130d). Für die Wärmekapazitätsmatrix (5.36) in einer lokalen
Form gilt

Čp =
ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

%Rc
e
p Ne

ΘNeT
Θ dΩe, (5.186)

mit der spezifischen Wärmekapazität ce
p := ch

p(θe), die in Abhängigkeit der diskreten
Knotentemperaturen berechnet wird. Im Weiteren ist die Abhängigkeit von den Verzer-
rungsraten zu berücksichtigen. Diese leisten über die thermoelastische Kopplung einen
Beitrag zur Elementsteifigkeit. Aus der Differentiation des Kopplungsterms (5.175) nach
den substituierten Verzerrungsraten ye

u folgt die Elementformulierung

∂yu rΘn =
ne∑
e=1

ZeT
Θ Pe(ue,θe). (5.187)

Vervollständigt wird die Elementsteifigkeit durch die Elementgleichung

∂Θ{ČpyΘ}n =
ne∑
e=1

ZeT
Θ

∫
Ωe

%R
∂ce

p

∂θ

(
NeT

Θ ye
Θ
)

Ne
ΘNeT

Θ dΩe

Ze
Θ (5.188)

mit dem skalarwertigen Tangentenoperator %R ∂c
e
p/∂θ = %R ∂c

h
p/∂θ

∣∣
θ=θh(θe). Dieser An-

teil der Steifigkeit berücksichtigt die explizite Temperaturabhängigkeit der spezifischen
Wärmekapazität. Eine Zusammenfassung der Steifigkeitsanteile nach (5.129) für die
hier dargestellte, gemischte Elementformulierung ist in Tabelle 5.6 zu finden.

Für die Lösung des linearen Gleichungssystems bedarf es neben der Bereitstellung
der Elementsteifigkeitsmatrix auch der Elementgleichung der rechten Seite nach (5.139).
Der aus der Gleichgewichtsbedingung resultierende Anteil (5.140) wird im Element mit-
tels der Gleichung

Ru
ni (Uni,Θni,Qni) =

ne∑
e=1

ZeT
∫
Ωe

BeT
{

he + J eeŇeTHe−1
se

p

}
dΩe, (5.189)

bestimmt. Hierbei gilt für den lokalen Differenzvektor he = h(qe,ue,θe)|ni, der auf-
grund von SD = Siso

eq + F23T̃e
ov über die Differenz

he = SD e − Fe
23
∂T̃e

ov

∂qe xe = Siso e
eq − Fe

23

(
T̃e

ov −
∂T̃e

ov

∂qe xe

)
, (5.190)

berechnet wird. Für den thermischen Anteil der rechten Seite (5.141) sind bereits bei der
Herleitung der Steifigkeitsmatrix alle Größen im Element beschrieben. Hier ist lediglich
zu beachten, dass sie Größen die in die Steifigkeitsmatrix eingehen zum Zeitpunkt tn
ausgewertet werden und die Größen der rechten Seite zu jeder Stufe Tni, i = 1, . . . , s.
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Tabelle 5.6.: Zusammenfassung der Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130a):

Ke
uu =

∫
Ωe

J eBeT [Ce
M + λe

p

(
eeT − 2I

)]
Be dΩe + ke

s
T ke

p ke
s +

+
∫
Ωe

BeT
NL Me

S Be
NL dΩe (5.151, 5.154, 5.158, 5.159)

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130b):

Ke
uθ =

∫
Ωe

BeT
{

Ce
t + J eŇeT

(
He−1

me
p

)
e
}

NeT
Θ dΩe (5.162, 5.165, 5.166)

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130c):

Ke
θu =

∫
Ωe

κeJ e
[
BeT

Θ (Be
Θθ

e)eT − M̂e
NL

]
Be dΩe + kp e

s kp e
p ke

s +

+
∫
Ωe

Ne
Θ

[{
Ce
δu
− CeT

δq
Xe

u

}
FeT

23 + γ̂SeT
P

]
Be dΩe +

+
∫
Ωe

J eNe
ΘyeT

u BeTCp e
Θ Be dΩe (5.168, 5.172, 5.176, 5.180, 5.187)

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130d):

Ke
θθ =

∫
Ωe

J e
{
∂κh

∂θ
BeT

Θ (Be
Θθ

e) NeT
Θ + κhBeT

Θ Be
Θ

}
dΩe +

+
∫
Ωe

Ne
ΘyeT

u BeT
{

1
θh SeD

eq + J eeŇeTHe−1 (
me

p + θhme
p
′)}NeT

Θ dΩe −

−
∫
Ωe

%R

(
γ̂ce

p +
∂ce

p

∂θ

(
NeT

Θ ye
Θ
)

+ ∂δe

∂θ
+ 1
%R

CeT
δq

Xe
Θ

)
Ne

ΘNeT
Θ dΩe

(5.169, 5.182, 5.183, 5.185, 5.186, 5.188)
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5.3.4. Adaptive Schrittweitenkontrolle

Der Gesamtaufwand bei praktischen Berechnungen ist im Wesentlichen davon abhän-
gig, welche Genauigkeitsanforderungen an die Näherungslösung gestellt werden. Ist ei-
ne hohe Genauigkeit erwünscht, so kann dies kleine Schrittweiten und damit einen ho-
hen Rechenaufwand zur Folge haben, während bei geringeren Genauigkeitsansprüchen
die Schritte sehr viel größer gewählt werden können, falls keine Stabilitätsprobleme be-
stehen. Aufgrund zeitabhängiger Änderungen der Eigenschaften der Gleichungssyste-
me sind adaptive Strategien zur Steuerung der Zeitschritte im allgemeinen unerlässlich.
Ziel einer Schrittweitensteuerung ist die Kontrolle des globalen Diskretisierungsfehlers,
so dass bei möglichst großen Zeitschritten eine vorgegebene Fehlertoleranz in einer ge-
eigneten gewichteten Norm zum Endzeitpunkt der Rechnung nicht überschritten wird.
Eine derartige Steuerung beruht üblicherweise auf einer Schätzung des lokalen Diskre-
tisierungsfehlers. Eine in der Praxis bewährte Strategie zur Schrittweitensteuerung sind
sogenannte eingebettete Verfahren, welche im Rahmen dieser Arbeit angewandt wer-
den. Die folgenden Erläuterungen zu der Prozedur orientieren sich an den in [Hairer
and Wanner, 1996], [Strehmel and Weiner, 1995] oder [Törnig and Spellucci, 1990]
beschriebenen.32

Zu dem in Gleichung (5.60) definierten Anfangswertproblem sei die exakte Lösung
durch y(tn) gegeben. Der lokale Integrationsfehler δ(tn+1,y ; ∆tn) ergibt sich aus der
Differenz der exakten Lösung y(tn+1) und der numerischen Lösung yn+1, welche durch
den Integrationsschritt des angewendeten Verfahrens vorliegt

δ(tn+1,y ; ∆tn) = y(tn+1)− {y(tn) + ∆tnΦ(tn,y ; ∆tn)}︸ ︷︷ ︸
yn+1

(5.191)

Φ ist die sogenannte Verfahrensfunktion. Diese Funktion ist nur formal explizit darge-
stellt und enthält ebenfalls implizite Verfahren. Für viele Einschrittverfahren, insbeson-
dere der Klasse der Runge-Kutta Verfahren, kann aufgrund der Konsistenz33 für den
lokalen Integrationsfehler die Form

δ(tn+1,y ; ∆tn) = ∆tp+1
n Ψ (tn,y(t)) +O(∆tp+2

n ) (5.193)

32Neben der Verwendung eingebetteter Verfahren eignen sich zu Steuerung der Schrittweiten die
Richardson-Extrapolation. Eine weitere Möglichkeit der adaptiven Schrittweitensteuerung bieten die
sogenannten predictive controller, die auf Elemente der Regelungstechnik zurückgreifen, siehe hierzu
[Gustafsson et al., 1988] und [Gustafsson, 1994]. Allgemeine Untersuchungen dieser beiden Proze-
duren finden sich in [Hairer and Wanner, 1996] und der dort zitierten Literatur.

33Ein Einschrittverfahren yn+1 = y(tn) + ∆tnΦ(tn,yn; ∆tn) heißt konsistent mit dem Anfangswert-
problem (5.60), wenn es gilt:

lim
∆tn→0

max
0≤t≤T

‖f (t,y(t))−Φ(tn,yn; ∆tn)‖ = 0. (5.192)
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hergeleitet werden. Der lokale Integrationsfehler besteht aus dem Hauptteil des lokalen
Fehlers ∆tp+1

n Ψ (tn,y(t)) sowie einer Größe der Ordnung ∆tp+2
n . Der Hauptteil des lo-

kalen Fehlers dient im Allgemeinen zur Abschätzung des lokalen Fehlers, um damit die
Schrittweiten zu steuern. Zur Schätzung des Hauptteils des lokalen Fehlers kann ein aus
dem Verfahren der Ordnung p̂ ≥ p+ 1 gewonnener weiterer Näherungswert

ŷn+1 = yn + ∆tnΦ̂(tn,y ; ∆tn), (5.194)

mit der Verfahrensfunktion Φ̂(tn,y ; ∆tn) verwendet werden. Beide Verfahren führen zu
den lokalen Fehlern

δ = y(tn+1)− yn+1 = ∆tp+1
n Ψ (tn,y) +O(∆tp+2

n ), (5.195)

δ̂ = y(tn+1)− ŷn+1 = ∆tp̂+1
n Ψ̂ (tn,y) +O(∆tp̂+2

n ), (5.196)

so dass aufgrund von p̂ ≥ p + 1 durch Bildung der Differenz beider Fehler sich der
lokale Integrationsfehler des Verfahrens niedrigerer Ordnung abschätzen lässt:

δ − δ̂ = ŷn+1 − yn+1 = ∆tp̂+1
n Ψ̂ (tn,y) +O(∆tp̂+2

n ) ≈ ∆tp̂+1
n Ψ̂ (tn,y). (5.197)

Mit der Forderung, dass der Fehler eine vorgegebene Toleranz

‖∆tp̂+1
n Ψ̂ (tn,y)‖ ≈ ‖ŷn+1 − yn+1‖ ≤ εr‖ŷn‖+ εa, (5.198)

(mit εa und εr als vom Nutzer definierte absolute und relative Fehlertoleranzen), nicht
überschreitet, und der Annahme, dass der Fehler ‖Ψ̂ (tn,y)‖ ≈ C über einen Zeitschritt
näherungsweise konstant bleibt, lässt sich der Fehler folgendermaßen abschätzen:

‖ŷn+1 − yn+1‖ ≈ C∆tp̂+1
n . (5.199)

Die Forderung der Gleichheit des Fehlers für eine neue Schrittweite ∆tnew mit der vor-
gegebenen Fehlertoleranz liefert

C∆tp̂+1
new = εr‖ŷn‖+ εa. (5.200)

Eine Abschätzung der neuen Schrittweite resultiert aus der Auswertung der Beziehun-
gen (5.199) und (5.200) durch Eliminierung von C:

∆tnew = ∆tn
(

εr‖ŷn‖+ εa
‖ŷn+1 − yn+1‖

)1/(p̂+1)

. (5.201)

Aufgrund der verschiedenen physikalischen Eigenschaften, der in dem Lösungsvektor y
integrierten Größen, und der Vermeidung zu häufiger Änderungen der Schrittweiten ist
es zweckmäßig [Ellsiepen and Hartmann, 2001], den geschätzten lokalen Fehler yerr :=
ŷn+1 − yn+1 durch

uerr := ûn+1 − un+1, Θerr := Θ̂n+1 −Θn+1, (5.202)

qerr := q̂n+1 − qn+1, λerr := λ̂n+1 − λn+1, (5.203)
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bezüglich den physikalischen Größen zu separieren und gemäß Deuflhard and Borne-
mann [2008] eine möglichst glatte Norm, die ein skalares Maß für den Fehler liefert, zu
definieren. Dem Vorschlag von Hairer and Wanner [1996] folgend werden die Normen
in (5.201) als Euklidische Normen

eu :=

√√√√ 1
nu

nu∑
k=1

(
u kerr

εur |u kn |+ εu ka

)2

, eθ :=

√√√√ 1
n̂Θ

n̂Θ∑
k=1

(
θ kerr

εθr|θ kn |+ εθ ka

)2

, (5.204)

für die Verschiebungen und Temperaturen definiert. Hierin entsprechen u kerr und θ kerr der
k-ten Komponente der Vektoren uerr bzw.Θerr.34 Die Fehlermaße gewichten den Fehler
also komponentenweise mit vorgegebenen absoluten und relativen Toleranzen. Für die
inneren Variablen wird nach Ehlers and Ellsiepen [1998] bzw. Diebels et al. [1999] eine
Maximum Norm

eq := max
1≤k≤nq

∣∣∣∣ q kerr

εr|q kn |+ εka

∣∣∣∣ , (5.205)

definiert. Das Maximum dieser gewichteten Fehlermaße, em = max(eu, eθ, eq), dient
dann zur Bestimmung der neuen Schrittweite:

∆tnew = ∆tn ·
{

max(fmin, fsafety e
−1/(p̂+1)
m ) falls em > 1

min(fmax, fsafety e
−1/(p̂+1)
m ) falls em ≤ 1

(5.206)

Der Faktor 0 < fsafety < 1 verhindert zu starke Oszillationen der Schrittweitenprozedur
und die Faktoren fmin und fmax verhindern zu starke Schrittweitenänderungen.35

Ein wesentlicher Aspekt der für die Fehlerschätzung erforderlichen Lösungen ver-
schiedener Ordnung besteht darin, dass sie mit möglichst geringem numerischen Auf-
wand bestimmt werden. Die Konstruktion von eingebetteten Verfahren, bei denen neben
der Näherungslösung yn+1 der Ordnung p lediglich mittels zusätzlicher Wichtungsfakto-
ren b̂i eine Näherungslösung ŷn+1 der Ordnung p̂ berechnet wird, genügt diesem Aspekt.
Der Aufwand zur Erzeugung der Näherungslösungen besteht maßgeblich aus der Be-
rechnung der s Stufenableitungen Ẏni, womit anschließend beide Näherungslösungen
durch

yn+1 = yn + ∆tn
s∑
i=1

biẎni, ŷn+1 = yn + ∆tn
s∑
i=1

b̂iẎni, (5.207)

der Ordnung p und p̂ 6= p, nahezu ohne weiteren Aufwand zur Verfügung stehen. Gleich-
zeitig resultiert aus

yerr = ŷn+1 − yn+1 = ∆tn
s∑
i=1

(b̂i − bi)Ẏni, (5.208)

eine Schätzung des Fehlers für ein Verfahren niedriger Ordnung.
34Die Euklidische Norm wird auch für die Lagrange-Multiplikatoren als Fehlermaß gewählt.
35Siehe hierzu [Hairer et al., 1993] und [Hairer and Wanner, 1996].
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6. Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird die in dieser Arbeit entwickelte iterationsfreie Lösungsproze-
dur anhand einigen repräsentativen Beispielen getestet. Dabei wird die Leistungsfähig-
keit der vorgestellten numerischen Konzepte und Lösungsalgorithmen demonstriert. Al-
le Berechnungen erfolgten mittels dem in-house Code TASAFEM, ein Finite-Elemente
Programm für raum-zeitadaptive gekoppelte Strukturberechnungen, siehe [Hartmann,
2006b]. Zu diesem Zweck wurde das Materialmodell basierend auf die Materialglei-
chungen des Abschnitt 3.4 und alle erforderlichen Gleichungen der konsistenten Raum-
Zeitdiskretisierung nach Abschnitt 5.2 und Abschnitt 5.3 algorithmisch in das Programm
implementiert. Für die Arithmetik wurden optimierte BLAS und LAPACK Routinen
eingesetzt. Die Lösung der linearen Gleichungssysteme erfolgte mittels PARDISO, sie-
he hierzu [Schenk and Gärtner, 2004], einem parallelen Gleichungslöser für spärlich
besetzte, unsymmetrische Matrizen. Hinsichtlich einer effizienten Umsetzung wurden
in dem Programm insbesondere das Datenmanagement verbessert. Dies umfasste zum
einen die Speicherformate der Matrizen, die mit einer komprimierten Zeilenspeicherung,
dem CSR-Format1 für dünnbesetzte Matrizen beschrieben wurden. Zudem wurden kom-
plexe Datentypen eingeführt, die eine Parallelisierung mit OpenMP ermöglichen, siehe
[Chapman et al., 2008]. Für die Generierung der Modelle im Preprozess und der Auswer-
tung der Ergebnisse im Postprozess wurden Schnittstellen zu dem Softwarepaket GiD,
einem Pre- und Postprozessor, das am “International Center for Numerical Methods in
Engineering (CIMNE)” entwickelt wurde, ausgearbeitet. Alle Rechnungen sind auf ei-
nem Linux-Rechner2 mit Hilfe des Intel Fortran Compilers ifort bei doppelt genauer
Arithmetik angefertigt.

6.1. Untersuchung der numerischen Effizienz
In einem ersten Beispiel wird die numerische Performance der hier vorgestellten, ite-
rationsfreien Lösungsprozedur untersucht und der herkömmlichen Vorgehensweise zur
Lösung von Anfangs-Randwertproblemen finiter Problemstellung der nichtlinearen Vis-
koelastizität gegenübergestellt.

Für dieses erste Beispiel ist ein Zugprobenkörper eines rußgefüllten Elastomeres,
wie sie typischerweise in Fahrzeugreifen zur Anwendung kommen, ausgewählt, sie-

1Compressed Row Storage (CRS) oder Compressed Sparse Row (CSR) ist ein häufig genutztes Verfah-
ren zum Speichern dünnbesetzter Matrizen.

2GNU/Linux x86_64 mit zwei Intel Xeon Quad-Core CPUs à 2.50 GHz und 16 GB Arbeitsspeicher
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6. Numerische Beispiele

he Abbildung 6.1a. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Probenkörpers ist es ausrei-
chend ein Achtel der Zugprobe zu modellieren. Dies ist in Abbildung 6.1b dargestellt.
Das FE-Modell ist aus insgesamt ne = 2160 Q1P0 Elementen3 generiert. Die Kopf-
flächen der Probe sind fixiert, ū = 0. Dies entspricht in etwa dem Einspannen des
Kopfes in eine Zug-Druckmaschine. An den Seitenflächen der Probe sind Symmetrie-
Randbedingungen aufgebracht und die Fußfläche wird verschiebungsgesteuert belastet,
siehe Abbildung 6.1b.
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Abbildung 6.1.: Rotationssymmetrischer Elastomerprobekörper mit den zugehörigen
Massen in [mm] und das diskretisierte FE-Modell mit den aufgebrach-
ten Randbedingungen

Die im Folgenden aufgeführten Berechnungen sind zunächst auf isotherme Bela-
stungsprozesse beschränkt. Daher wird das Materialverhalten mittels dem Modell der
finiten Viskoelastizität aus Abschnitt 3.4.3 beschrieben. Die zur vollständigen Beschrei-
bung des Modells benötigten Materialparameter des Gleichgewichtsanteils c10, c01 und
α mit einem fiktiven Kompressionsmodul von K = 1000 N/mm2, sind der Arbeit von
Hartmann and Neff [2003] entnommen. Die Materialparameter für den Überspannungs-
anteil µ, η0 und s stammen aus [Hartmann, 2003]. Zur Übersicht sind alle Materialpara-
meter in Tabelle 6.1 zusammengetragen.

Zunächst wird der monotone Zugprozess nach Abbildung 6.2a analysiert. Die Pro-

3Siehe hierzu Abschnitt 5.2.3.
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6.1. Untersuchung der numerischen Effizienz

Tabelle 6.1.: Materialparameter für die Berechnung isothermer Prozesse

K c10 c01 α µ η0 s

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa s] [MPa−1]
1000 0.1788 0.1958 3.67e-02 0.2 180 1.0e-03

t

ūy(t)
30

[mm]

10 [s]

(a) Linearer Lastpfad

10 [s]

20
[mm]

1 9

t

ūy(t)

(b) Rechteckimpuls

Abbildung 6.2.: Belastungspfade der simulierten Prozesse

be wird in der Mitte der Querschnittsfläche bei y = 0 innerhalb 10 s linear auf ei-
ne maximale Amplitude von 30 mm belastet. Hieraus resultiert eine nicht-homogene
drei-dimensionale Spannungsverteilung, dessen axiale Komponente zu den Zeitpunkten
t = 1 s, t = 5 s und t = 10 s in Abbildung 6.3 abgebildet ist. Die die in Abbildung 6.4a
dargestellte Kraft-Verschiebungskennlinie ist aus den Knotenverschiebungen der Quer-
schnittsfläche bei y = 0 ermittelt. Der typische “s-förmige” Verlauf der Kennlinie, als
Reaktion auf den monotonen Belastungsprozess, ist durch das Berechnungsmodell qua-
litativ und quantitativ zutreffend wiedergegeben. Eine Übereinstimmung zu experimen-
tellen Daten kann aus [Sedlan, 2000] validiert werden.

Konvergenzverhalten Zur Demonstration des Konvergenzverhaltens der iterations-
freien Lösungsprozedur wird erneut der monotone Zugversuch der Elastomerprobe, an-
gewandt auf die finite, nichtlineare Viskoelastizität, herangezogen. Die Berechnungen
erfolgten mittels drei Rosenbrock-Verfahren aus Tabelle A.3. Zur Anwendung kommen
das einstufige Linear-Implizite Euler der Ordnung p = 1, siehe [Hairer and Wanner,
1996], das Verfahren 2-ter Ordnung ROS2 von Verwer et al. [1999] mit p = 2 und zwei
Stufen sowie das vierstufige Verfahren ROSI2P2 von Rang and Angermann [2008] mit
der Ordnung p = 3. Der Prozess wird mit den vier verschiedenen konstanten Zeitschrit-
ten ∆tn = 0.1 s, ∆tn = 0.05 s, ∆tn = 0.025 s und ∆tn = 0.0125 s berechnet. Für die
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t

ūy(t)

(1 s) (5 s) (10 s)

Abbildung 6.3.: Konturplot des Spannungsverlaufs in axialer Richtung bei monotoner
Zugbelastung nach Abbildung 6.2a

Auswertung der Konvergenz wurden die Fehlermaße

εu
n = 1

nn

nn∑
j=1

‖∆un‖, ελn = 1
nn

nn∑
j=1

‖∆λn‖, εq
n = 1

nQ

nQ∑
j=1

‖∆qn‖, (6.1)

für die jeweiligen primären Variablen definiert. Hierin entsprechen die zu bildenden
Normen einer Euklidischen Norm für die Differenz des Verschiebungsvektors ∆un =
uref
n − un, der Differenz der Lagrange Multiplikatoren ∆λn = λref

n − λn und der Dif-
ferenz der inneren Variablen ∆qn = qref

n − qn. Aufgrund der hier nicht existierenden,
analytischen Lösung ist als Referenzlösung {uref

n ,λ
ref
n ,qref

n }T eine numerische Lösung,
die mit dem DIRK-Verfahren von Alexander [1977] der Ordnung p = 3 und einer Zeit-
schrittweite von ∆tn = 5.0e-04 ermittelt wurde, herangezogen. In Abbildung 6.5 sind
die Ordnungsdiagramme, die sich aus dem Fehlermaß (6.1) bezüglich der hier unter-
suchten Verfahren ergeben haben, abgebildet. Hierbei ist der über den gesamten Zeitin-
tervall tn = [t0, tN ] maximale aufgetretene Fehler über die Zeitschritte ∆tn abgebildet.
Aus den Steigungen der dargestellten Verläufe ergeben sich die erreichte Konvergenz-
ordnung der Verfahren. Die Strichlinien in Abbildung 6.5 kennzeichnen die theoretisch
zu erreichende Ordnung der Verfahren. Offensichtlich konnten alle drei Verfahren die
theoretische Ordnung erreichen. Eine detaillierte Untersuchung des Konvergenzverhal-
tens von Rosenbrock-Verfahren angewandt auf die hier betrachtete Problemstellung und
der Diskussion über das Phänomen einer Ordnungsreduktion findet sich in [Hartmann
and Hamkar, 2010].

Genauigkeitsuntersuchung Ein äußerst interessanter Aspekt hinsichtlich der Be-
urteilung der numerischen Performance der hier vorgestellten, iterationsfreien Lösungs-
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A
x
ia

lk
ra

ft
F

[N
]

(b) Kraft-Verschiebungskennlinie beim Recht-
eckimpuls

Abbildung 6.4.: Materialantwort der Elastomerprobe bei monotoner Zugbelastung (a)
und für den aufgebrachten Rechteckimpuls (b)

prozedur ist die Tatsache, dass der algebraische Anteil des DAE-Systems der finiten
Viskoelastizität, siehe Abschnitt 5.3.1, mittels der Rosenbrock-Verfahren innerhalb ei-
nes Integrationsschrittes nicht aus iteriert wird. D.h. das Interesse bezieht sich hier auf
die Auswertung der Gleichgewichtsbedingung im Rahmen der Integration durch die
Rosenbrock-Verfahren. Zur Untersuchung dieser Fragestellung wird im Folgenden er-
neut die Zugprobe aus Abbildung 6.1b herangezogen, die mit einer höchst nichtlinearen
Lastfunktion nach Abbildung 6.2b belastet wird. Der Rechteckimpuls ist mit einem Po-
lynom realisiert um eine stetige Funktion zu erhalten. Sie hat zum einen zur Folge, dass
im Vergleich zu der monotonen Belastung eine nichtlineare Randbedingung zu berück-
sichtigen ist. Zum anderen ist der Einfluss der Viskosität aufgrund der höheren Bela-
stungsgeschwindigkeiten, deutlich größer. Die Materialantwort bezogen auf den Recht-
eckimpuls ist durch die Kraft-Verschiebungskennlinie in Abbildung 6.4b dargestellt.

Für die betrachtete Untersuchung sind die Berechnungen mit den konstanten Zeit-
schritten ∆tn = {2.50e-02 s, 1.25e-03 s, 6.25e-03 s} durchgeführt worden. Neben den
zuvor vorgestellten Verfahren wurde die Untersuchung um das Verfahren ROSI2PW
von Rang and Angermann [2005] erweitert. ROSI2PW besitzt vier Stufen mit der Kon-
sistenzordnung von p = 3 und entspricht der Klasse von W-Methoden, die zur Berech-
nung eine nicht exakte Jacobi-Matrix zulassen. Durch die Interpretation der Lagrange-
Multiplikatoren als den Auflagerkräften des Modells, die unmittelbar durch Auswertung
der Gleichgewichtsbedingung für vorgegebene Verschiebungen ermittelt werden, siehe
[Hartmann et al., 2008b], folgt aus dem Fehlerverhalten der Lagrange-Multiplikatoren
und somit dem der Reaktionskräfte eine Bewertung über die Güte des Erfüllen der
Gleichgewichtsbedingung bei der Anwendung von Rosenbrock-Verfahren. Daher ist
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Abbildung 6.5.: Ordnungsdiagramm – Globaler Fehler εu
n, ελn und εq

n aufgetragen für die
Zeitschrittweite ∆tn

als Ergebnis der Untersuchung der Verlauf des Fehlers der Lagrange-Multiplikatoren
ελn nach (6.1), die aus den gewählten Zeitschritten resultieren, in den Abbildung 6.6a,
6.6b und 6.7a für einen Teil des Lastintervalls dargestellt. Innerhalb der Zuglast in dem
Zeitintervall tn = [0, 1] treten die größten Fehler auf. Dennoch ist der Fehler bereits
beim Linear-Impliziten Verfahren (LIE) für den gröbsten Zeitschritt ∆tn = 2.50e-02 s,
was dazu führt, dass das Intervall mit nur 40 Integrationsschritten berechnet wird, ak-
zeptabel. Bereits durch die Verfeinerung der Schrittweite auf ∆tn = 1.25e-03 s, bzw.
∆tn = 6.25e-03 s wird der Fehler überproportional geringer und wird vernachlässig-
bar klein für die Verfahren hoher Ordnung (p = 3). Dieses gute Verhalten ist auch
bei dem Konvergenzverhalten der Verfahren zu beobachten. In Abbildung 6.7b ist das
Ordnungsdiagramm wiedergegeben, das den maximalen Fehler für den gesamten Zei-
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Abbildung 6.6.: Verlauf des Integrationsfehlers der Reaktionskraft ελn für zwei konstante
Zeitschrittweiten ∆tn = 2.50e-02 s und ∆tn = 1.25e-03 s resultierend
aus dem Belastungspfad des Rechteckimpules

tintervall, welche aus dem Rechteckimpuls resultiert, über die gewählten Zeitschritte
darstellt. Wiederum ist dem Diagramm zu entnehmen, dass alle Verfahren die theore-
tisch zu erreichende Ordnung erlangen.

Aufwandsuntersuchung Neben der Konvergenz ist hinsichtlich einer praktischen
Anwendung der numerische Aufwand4 in Bezug zu einer geforderten Genauigkeit, ein
wesentlicher Punkt zur Bewertung der Verfahren. Eine solche Bewertung wurde in der
folgenden Untersuchung durchgeführt. Die hier vorgeschlagene Lösungsprozedur wur-
de mit der iterativen Vorgehensweise zur Lösung von Problemstellungen finiter Visko-
elastizität verglichen. Diese Vorgehensweise schließt neben dem klassischen impliziten
Euler (BE) Verfahren, das typischerweise in vielen Softwarepaketen der nichtlinearen
Finite-Elemente Methode5 eingesetzt wird, auch DIRK-Verfahren hoher Ordnung ein,
die beispielsweise im Rahmen einer DIRK/MLNA Prozedur sehr effizient in [Quint
et al., 2008] bzw. in [Hartmann et al., 2009] umgesetzt sind. Es sei hier angemerkt,
dass die DIRK/MLNA Prozedur die Möglichkeit eines optimierten Spannungsalgorith-
mus bietet. Dies wurde z.B. für die Plastizität und Viskoplastizität in [Hartmann et al.,
1997] erfolgreich umgesetzt und basierend auf der Arbeit von Hartmann [2002] für
die hier untersuchte finite Viskoelastizität. Durch die Optimierung reduziert sich auf

4Eine quantitative Kenngröße zur Bewertung des numerischen Aufwands ist die gemessene Gesamt-
Rechenzeit, welche hier primär herangezogen wird.

5Hierzu zählen auch die in breiter Anwendung genutzten kommerziellen Softwaresysteme ANSYS und
ABAQUS.
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Abbildung 6.7.: Verlauf des Integrationsfehlers der Reaktionskraft ελn für die konstan-
ten Zeitschritt ∆tn = 6.25e-03 s und der globale Fehler ελn aufgetragen
über die Zeitschrittweiten ∆tn = 2.50e-02 s, 1.25e-03 s, 6.25e-03 s re-
sultierend aus dem Belastungspfad des Rechteckimpules

Gauss-Punkt Ebene die Dimension des Gleichungssystems zur Berechnung der inne-
ren Variablen von sechs Gleichungen für sechs Unbekannte auf ein System mit drei
Gleichungen für drei Unbekannte. Dies hat zur Folge, dass sich der lokale Berech-
nungsaufwand innerhalb der gestaffelten Iterationsschleife drastisch reduziert.6 Zudem
wurde nach [Hartmann et al., 2009] eine lineare Extrapolation zur Abschätzung des
Startvektors für die globale Newton-Iteration der DIRK/MLNA Prozedur eingeführt.
Dies hat zur Folge, dass die Anzahl der globalen Iterationen nahezu halbiert werden.
In anderen Worten, der hier umgesetzte Vergleich erfolgt an eine DIRK/MLNA Lö-
sungsprozedur, die auf lokaler und globaler Ebene optimiert ist. In Abbildung 6.8 ist die
Aufwands-Genauigkeitsuntersuchung veranschaulicht. Es stellt die benötigte CPU-Zeit
über den gewichteten, absoluten Fehler der inneren Variablen aus (6.1) für den monoto-
nen Zug der Elastomerprobe dar. Die Berechnungen wurden mit konstanten Zeitschrit-
ten, ∆tn = (k × 10)−1 [s] für k = 1, 2, 4, 8, realisiert.

Im Vergleich zu der klassischen Vorgehensweise mittels dem impliziten Euler Ver-
fahren (BE) können zwei wesentliche Aussagen getroffen werden. Zum einen kann
festgestellt werden, dass das Linear-Implizite-Euler Verfahren (LIE) mit p = 1 eine
Rechenzeitersparnis von ca. 60% erzielt. Zum anderen können durch den Einsatz von
Verfahren 2ter oder 3ter Ordnung (z.B. ROS2, ROSI2P2) hohe Genauigkeiten, trotz ge-
ringerem numerischen Aufwand, erreicht werden. Für moderate Genauigkeitsanforde-

6Siehe Tabelle A.2 in Anhang A.2 bezüglich der geschachtelten Schleife innerhalb der DIRK/MLNA
Prozedur.
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Abbildung 6.8.: Aufwands-Genauigkeitsdiagramm. Gegenüberstellung von
Rosenbrock-Verfahren und DIRK-Verfahren bezüglichen des nu-
merischen Aufwands. Die Berechnungen wurden mit den konstanten
Zeitschrittweiten ∆tn = (k × 10)−1 [s] für k = 1, 2, 4, 8 ausgeführt.

rungen (≈ 1e-08) ist das 4-stufige Verfahren ROSI2P2 sogar effizienter als das 2-stufige
DIRK-Verfahren 2ter Ordnung von Ellsiepen [1999] mit einem optimierten Spannungs-
algorithmus. Allerdings ist zu bemerken, dass die Rosenbrock-Verfahren für sehr hohe
Genauigkeitsanforderungen keine essentiellen Vorteile gegenüber den DIRK-Verfahren
im Hinblick auf die Rechenzeit aufweisen.

Schrittweitenverhalten Eine wesentliche Steigerung der Effizienz der Zeitintegra-
tion wird mittels der adaptiven Schrittweitensteuerung aus Abschnitt 5.3.4 erzielt. Vor
allem bei Prozessen mit unterschiedlichen Zeitskalen erweist sich die adaptive Prozedur
als essentiell, siehe z.B. [Hartmann and Hamkar, 2010].

Zur Veranschaulichung des prinzipiellen Verhaltens der Schrittweitensteuerung wird
im Folgenden ein Modell eines Abstandhalters herangezogen. Aufgrund der Symmetrie
wird die Hälfte des Abstandhalters modelliert.7 Abbildung 6.9a zeigt die räumliche Dis-
kretisierung mittels gemischten Q2P1 Elementen, aus der die Anzahl der unbekannten
Verschiebungsfreiheitsgrade nu = 38607 und die der inneren Variablen nQ = 487296
resultieren. Durch die hohe Ordnung der Elemente reduziert sich der Einfluss des räum-
lichen Diskretisierungsfehlers. Der gewählte Belastungsprozess mit einer Gesamtdau-
er von 30 s ist in Abbildung 6.9b dargestellt. Dieser wird aus zwei stückweise steti-
gen, linearen Funktionen mittels Superposition generiert. Hierbei wird der Abstandhal-
ter innerhalb t = 10 s um 5% komprimiert und anschließend mit einer Belastungsge-

7Der Abstandhalter besitzt eine zweifache Symmetrie, so dass die Modellierung eines Viertels ausrei-
chend wäre. Hier allerdings führt der Belastungsprozess auf eine einfache Symmetrie.
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schwindigkeit von 0.3 mm/s in positiver x-Richtung und wiederum mit der doppelten
Geschwindigkeit in negativer x-Richtung geschert. Die resultierende stark inhomogene
Deformation und die hervorgerufen Schubspannungen präsentiert Abbildung 6.9c
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(c) Schubspannungsverlauf

Abbildung 6.9.: Modell des Abstandhalters, FE-Netz, Lastpfad und Konturplot der
Schubspannungen

Entsprechend dem Konzept der adaptiven Schrittweitensteuerung wird mit Hilfe ei-
nes eingebetteten Verfahrens der Integrationsfehler des aktuellen Zeitschritts geschätzt,
um mit dieser Information den nächsten Zeitschritt zu bestimmen, siehe Abschnitt 5.3.4.
Zur Abschätzung des Fehlers werden absolute und relative Fehlertoleranzen für alle pri-
mären Variablen spezifiziert. Für die Knotenverschiebungen wurde die absolute Toleranz
Atolu = 10−4 und die relative Toleranz Rtolu = 10−5 gewählt. Die Toleranzen der in-
neren Variablen sind durch Atolq = 10−5 und Rtolq = 10−6 definiert und die Werte
Atolλ = 10−3 und Rtolλ = 10−4 gelten für die Lagrange Multiplikatoren.

Abbildung 6.10a stellt die Zeitschrittweiten ∆tn dar, die für den obigen Belastungs-
prozess durch die adaptive Schrittweitenkontrolle ermittelt wurden. In dieser Untersu-
chung werden die beiden Rosenbrock-Verfahren ROS2 von Verwer et al. [1999] und
ROS2S aus [Hamkar et al., 2012] mit dem DIRK-Verfahren von Ellsiepen [1999] ver-
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6.1. Untersuchung der numerischen Effizienz

glichen. Alle Verfahren haben eine theoretische Ordnung von p = 2. Zudem ist das
implizite Euler Verfahren (BE) erster Ordnung mit aufgenommen. Im Gegensatz zu den
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Abbildung 6.10.: Schrittweiten- und Fehlerverhalten der adaptiven Schrittweitensteue-
rung

Verfahren hoher Ordnung existiert für das implizite Euler Verfahren keine eingebette-
te Methode, womit eine Schätzung des Fehlers nicht erfolgen kann. Hier behilft man
sich mit einer Vorgehensweise, die die Anzahl der globalen Iterationen niter innerhalb
des Multilevel-Newton Algorithmus (MLNA) zählt, womit der Zeitschritt zum nächsten
Zeitpunkt durch

∆tnew
n =

{
0.75×∆tn, falls niter > 15,
1.20×∆tn, falls niter < 5,

(6.2)

bestimmt wird. Die Anzahl der Newton-Iteration impliziert lediglich die Nichtlinearität
der unterlegten Gleichungen und kann keinesfalls als Indikator dienen, mit dem der
Integrationsfehler kontrolliert werden kann. Dies zeigt sich in dem Fehlerverhalten des
Verfahrens. In Abbildung 6.10b ist ein relativer Fehler der inneren Variablen, welcher
in einem deformierten Element berechnet wurde, für den gesamten Prozess aufgetragen.
Offensichtlich ist der Fehler, der für das implizite Euler Verfahren ermittelt wurde um
mehrere Zehnerpotenzen größer als bei den eingebetteten Verfahren, die sich im Rahmen
der Fehlertoleranzen befinden. Dieses Verhalten ist darin begründet, dass das implizite
Euler Verfahren eine Konsistenzordnung von p = 1 aufweist, was dazu führt, dass bei
großen Zeitschritten, siehe Abbildung 6.10a der lokale Integrationsfehler größer ist als
bei einem Verfahren 2ter Ordnung. D.h. die Prozedur (6.2) führt für dieses Beispiel zu
großen Zeitschritten, jedoch mit einem Verlust der Genauigkeit.

Vergleicht man neben der Genauigkeit auch den numerischen Aufwand, also die Effi-
zienz der Verfahren, so ist zunächst der Abbildung 6.10a zu entnehmen, dass die DIRK-
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Verfahren für den Belastungsprozess größere Zeitschritte erreichen.8 Allerdings, wenn
die Rechenzeiten verglichen werden, siehe Tabelle 6.2, so ist zu erkennen, dass die
Rosenbrock-Verfahren, trotz der höheren Anzahl an Zeitschritten, dem Verfahren von
Ellsiepen [1999] überlegen sind. Das ROS2S benötigt für den Prozess 1274 s, was ca.
35% der Rechenzeit des DIRK-Verfahrens entspricht. Die globalen und lokalen Iteratio-
nen innerhalb des MLNA sind mit immensem numerischem Aufwand verbunden, was
zur Folge hat, dass ein einzelner Integrationsschritt eines DIRK-Verfahrens numerisch
höhere Kosten verursacht. Hieran wird wiederum die Effizienz einer iterationsfreien Pro-
zedur ersichtlich.

Tabelle 6.2.: Aufwandsvergleich der adaptiven Schrittweitenkontrolle

Verfahren p s max εqn
rel Zeitschritte CPU s CPU %

ROS2 2(1) 2 9.08e-03 357 2229 60.70

ROS2S 2(1) 3 1.74e-02 180 1274 34.69

ELLSIEPEN 2(1) 2 1.16e-02 138 3672 100.0

BE 1(-) 1 1.47e-01 162 2541 69.20

6.2. Veranschaulichung spezieller
thermomechanischer Effekte

In einem weiteren Simulationsbeispiel wird das Materialmodell auf seine physikali-
sche Aussagekraft hin untersucht, indem mittels eines vereinfachten Modells der finiten
Entropieelastizität zwei spezielle, thermomechanische Effekte analysiert werden. Hier-
bei handelt es sich um den thermoelastischen Inversionseffekt und den Joule-Gough
Effekt, vgl. Abschnitt 3.1.

Zur Veranschaulichung der finiten Entropieelastizität wird der Gleichgewichtsanteil
der Elastizitätsbeziehung nach (3.68) und (3.69) mit den zweiten Piola-Kirchhoff Span-
nungen

T̃eq = %R
θ

θ0

J

ϕ
U ′(J/ϕ)C−1 +

2%R
θ

θ0
J−2/3

(
(w1 + w2IIC̄) I− w2C̄− 1

3 (w1IC̄ + 2w2IIC̄) C̄−1
)
, (6.3)

8Aufgrund der Belastungsfunktion, die einer stückweise stetigen Funktion entspricht, ergibt es sich auf
natürliche Weise, dass die Schrittweitenkontrolle zu Beginn jedes Intervalls, d.h. für t = {0, 10, 20} s,
mit der Anfangsschrittweite ∆tn = 10−3 s startet.
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und die aus Potentialbeziehung für die Entropie (3.36) hergeleitete Relation

s = − 1
θ0

(
U(J/ϕ) + ῡ(C̄)

)
− ψ′Θ + θ

θ0

ϕ′

ϕ2JU
′(J/ϕ), (6.4)

herangezogen. Die Ableitung des thermischen Anteils der freien Energie nach der Tem-
peratur berechnet sich nach (3.113) zu

ψ′Θ = −%Rcp

(
cpk(θ − θ0) + (1− cpkθ0) ln θ

θ0

)
. (6.5)

Für die aufgeführten Untersuchungen dient der einaxiale Zugversuch. Dieser lässt sich
durch den Deformationsgradienten

F = λ ex ⊗ ex + λq (ey ⊗ ey + ez ⊗ ez) (6.6)

beschreiben, worin λ = L/L0 der Axialstreckung und λq der Querstreckung entspricht.
Mit der Determinante des Deformationsgradienten J = λλ2

q aus (6.6) resultiert aufgrund
von C̄ = J−2/3C der unimodulare rechte Strecktensor der einaxialen Zugdeformation

C̄ = J−2/3 (λ2ex ⊗ ex + λ2
q (ey ⊗ ey + ez ⊗ ez)

)
, (6.7)

woraus sich unmittelbar die Invarianten

IC̄ = J−2/3 (λ2 + 2λ2
q

)
, IIC̄ = J2/3 (λ−2 + 2λ−2

q

)
, (6.8)

ergeben. Weiterhin resultiert aus dem Prozess der einachsigen Zugbelastung offensicht-
lich, dass t̃22 = t̃33 = 0 und t̃ij = 0 für i 6= j,9 womit durch Auswertung von (6.7) der
Gleichgewichtszustand des einaxialen Zuges durch die Spannungsrelationen

t̃11 = %Rf(λ, λq, θ), (6.9a)
0 = g(λ, λq, θ), (6.9b)

beschrieben ist. Die beiden obigen Gleichungen stellen nichtlineare Funktionen in Ab-
hängigkeit der Streckung λ, λq und der Temperatur θ dar, die für den betrachteten Pro-
zess wie folgt

f(λ, λq, θ) = θ

θ0

J

ϕ
U ′(J/ϕ)λ−2 +

+ θ

θ0

(
2J−2/3(w1w2IC̄ − w2λ

2J−2/3)− 1
3(w1IC̄ + 2w2IIC̄)λ−2J−2/3) ,

(6.10a)

g(λ, λq, θ) = θ

θ0

J

ϕ
U ′(J/ϕ)λ−2

q +

+ θ

θ0

(
2J−2/3(w1w2IC̄ − w2λ

2
qJ
−2/3)− 1

3(w1IC̄ + 2w2IIC̄)λ−2
q J−2/3) ,

(6.10b)

9Für den Fall dass die Zugbelastung in Richtung des Einheitsvektors ex erfolgt.
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formuliert sind. Für die Ableitungen w1 = ∂ῡ/IC̄ und w2 = ∂ῡ/IIC̄ gelten nach (3.52)
die Ausdrücke

w1 = c10 + 3αI2
C̄, und w2 = 2

3c01II1/2
C̄ . (6.11)

Es sei hier angemerkt, dass für den isothermen Prozess die Temperatur in (6.9) konstant
ist und als ein Parameter behandelt werden kann. Dies ermöglicht für einen Dehnungs-
gesteuerten Prozess10 die Berechnung der Querstreckung aus (6.9b) bzw. (6.10b), mit

g(λ, λq, θ0) = 0 → λq(λ, θ0). (6.12)

und damit die Berechnung der Gleichgewichtsspannung nach (6.9a) für verschiedene
Temperaturen.

Zur Bestimmung der Temperatur als Funktion der Streckung dient der adibate, re-
versible Prozess. Bei diesem Prozess folgt aus der Dissipationsungleichung und den
Materialgleichungen, dass die Entropieproduktion verschwindet, womit über die Aus-
wertung der Bilanzgleichung für die spezifische Entropie die Aussage getroffen werden
kann, dass s(X, t) materiell konstant ist und auf den Wert s = 0 gesetzt werden kann.
Aus diesem Zusammenhang heraus

s = s(λ, λq(λ), θ) = 0, (6.13)

und der zuvor berechneten Querstreckung λq(λ) kann die nichtlineare Funktion

s = s(λ, θ) = 0 → θ = θ(λ) (6.14)

aufgestellt werden, womit die Temperatur als Funktion der Streckung berechnet werden
kann.

Für die Simulation der homogenen Zugdeformation wird das FE-Volumenelement
nach Abbildung 6.11 verwendet. Die für den Prozess notwendigen Randbedingungen

y

z

x

vorgegebene Verschiebungen ūx

festgehaltene Verschiebungen (Lager)

Abbildung 6.11.: FE-Volumenelement des homogenen Zugversuchs mit den notwendi-
gen geometrischen Randbedingungen

sind der Abbildung zu entnehmen.
10d.h. die Axialstreckung λ ist vorgegeben und somit bekannt.
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Für die Validierung und Verifikation im Hinblick auf die physikalische Plausibilität
des implementierten Materialmodells und der numerischen Genauigkeit ist eine Gegen-
überstellung der in (6.12) und (6.14) hergeleiteten analytischen Relationen und der nu-
merischen Simulation des einaxialen Zuges erarbeitet und in den Abbildung 6.12 und
Abbildung 6.13 zusammengefasst. In einer ersten Darstellung, siehe Abbildung 6.12,
sind die Spannungskennlinien bei den verschiedenen Temperaturen θ = 253K + i20K
für i = 0, 1, . . . , 4 aufgetragen. Die erforderlichen Materialparameter des mechanischen
Anteils des Materialmodells sind der Tabelle 6.1 entnommen. Für die Materialparameter
des thermischen Anteils sind die Werte aus Tabelle 6.3 gewählt, die der Arbeit von Hei-
mes [2005] entnommen sind. Die abgebildeten Komponenten der ersten Piola-Kirchhoff

Tabelle 6.3.: Materialparameter zur Berechnung der einachsigen Zugbelastung

cp0 cpk κ0 αt θ0 %R

[ J
kg K ] [ 1

K ] [ W
m K ] [ 1

K ] [K] [ kg
m3 ]

1.539e+03 3.75e-03 0.2595 2.06e-04 273.15 1.0e-00

Spannung t11
R beschreiben die Spannungen, welche auf die Querschnittsfläche A0(θ)

bezogene Normalkraft N entspricht, die sich im thermo-dynamischen Gleichgewicht
befindet. Aus Abbildung 6.12f ist die lineare Temperaturabhängigkeit der Spannung,
die charakteristisch für die Entropieelastizität ist, deutlich ersichtlich. Im Gegensatz
hierzu ist in Abbildung 6.13, welche die Temperaturevolution bei den vorgegebenen
Streckungen λ = 1, 2, 3, 4, 5 darstellt, ein nichtlineares Verhalten erkennbar, siehe Ab-
bildung 6.13f.

Thermoelastische Inversion Zur Veranschaulichung der thermoelastischen Inver-
sion wird eine weitere Simulation mit dem FE-Modell nach Abbildung 6.11 und den
selben Materialparametern wie zuvor durchgeführt. Hierzu wird eine definierte Gesamt-
streckung λ aufgebracht, und das Verhalten der auf das Element der Referenzkonfigura-
tion bezogenen Spannung t11

R als Funktion der Temperatur analysiert. Die Berechnung
des Inversionseffektes erfolgt mit der Ausgangstemperatur von 273.15 K und wird bei
konstanter Streckung über fünf identische Inkremente bis 373.15 K gesteigert. Das Er-
gebnis dieses Vorgehens ist in Abbildung 6.14 dargestellt. Die Spannung t11

R ist für die
verschiedenen Streckungen λ1 = 1.01, λ2 = 1.03, λ3 = 1.06, λ4 = 1.12 und λ5 = 1.2,
über die Temperatur aufgetragen. Der Inversionseffekt ist deutlich erkennbar; die Span-
nungen als Funktion der Temperatur nehmen bei kleinen Streckungen ab, wohingegen
eine Zunahme bei größeren Streckungen auftritt. Dieses Verhalten ist durch die Überla-
gerung der thermischen Dehnung und der linearen Temperaturabhängigkeit der Gleich-
gewichtsspannungen erklärbar, siehe [Lion, 2000b].
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Abbildung 6.12.: Temperaturabhängigkeit der Gleichgewichtsspannung der finiten
Entropieelastizität
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Abbildung 6.13.: Temperaturentwicklung bei adiabater Zugbelastung
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Abbildung 6.14.: Thermoelastischer Inversionseffekt. Darstellung von Spannungskenn-
linien als Funktion der Temperatur bei konstanter Streckung. Die
Punkte kennzeichnen die numerischen, die durchgezogenen Linien die
analytischen Lösungen
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Joule-Gough Effekt Der Joule-Gough Effekt beschreibt, entgegengesetzt dem Ver-
halten von Metallen, die Temperaturerhöhung bei einem dehnungsgesteuerten Zugver-
such unter adiabater Bedingung, d.h. eine durch ein Gewicht belastete Probe zieht sich
bei Erwärmung zusammen, während die Absenkung der Temperatur eine Verlängerung
bewirkt, [Joule, 1859].

Dieses typische Materialverhalten bei Elastomeren ist in Abbildung 6.15 dargestellt
und mit Hilfe des FE-Modells aus Abbildung 6.11 bezogen auf das aufgestellte Mate-
rialmodell simuliert. Offensichtlich ist bei kleinen Zugverformungen die Temperaturän-
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Abbildung 6.15.: Joule-Gough Effekt – Temperaturverlauf bei adiabater Zugdeformati-
on.

derung zunächst negativ, siehe Abbildung 6.15b. Dieses Verhalten wird wesentlich vom
thermischen Ausdehnungskoeffizient αt bestimmt, hierzu [Treloar, 1975]. Für αt = 0
verschwindet dieser Effekt. Bei moderaten Verformungen, d.h. ab dem sogenannten
thermoelastischen Inversionspunkt, stellt man eine Temperaturerhöhung fest, deren Ur-
sache auf die Entropieelastizität zurückzuführen ist. Aufgrund der adiabaten Bedingung
ist die Entropie materiell konstant, womit eine Dehnungszunahme eine Entropieabnah-
me bewirken würde. Daher antwortet das Material mit einem Zuwachs der Temperatur,
Lion [2000a].

6.3. Untersuchung des Materialverhaltens

Für die numerische Untersuchung von thermomechanisch gekoppelten Problemstellun-
gen bezüglich des vorgestellten Materialmodells der finiten Thermoviskoelastizität und
der entwickelten iterationsfreien Lösungsprozedur, wird im Folgenden erneut der Ela-
stomerkörper aus Abbildung 6.1a herangezogen. Das Modell der Elastomerprobe ist
geometrisch identisch und mit denselben Annahmen der Symmetrie. Allerdings ist die
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6.3. Untersuchung des Materialverhaltens

Diskretisierung geringfügig anders gewählt worden, da in diesem Beispiel neben den
geometrischen Randbedingungen zusätzlich auch gemischte Randbedingungen hinzu-
gefügt sind. In Abbildung 6.16a ist das FE-Netz der Elastomerprobe dargestellt. Das

(a) FE-Modell (b) Randbedingungen

Abbildung 6.16.: Berechnungsmodell der Elastomerprobe mit fünf selektierten Aus-
wertungsknoten und den Randflächen mit verschieden gewählten
Dirichlet- und Neumann-Bedingungen

Volumen ist hierbei mit dem gemischten FE-Ansatz mit insgesamt ne = 2560 Q1P0
Elementen diskretisiert. An der äußeren Oberfläche, siehe Abbildung 6.16b - Fläche
C3, ist ein freier konvektiver Wärmeübergang mit entsprechender Umgebungstempera-
tur θ∞ vorgegeben. Üblicherweise wird für den konvektiven Anteil des Wärmestroms
die lineare Beziehung der Temperaturdifferenz nach

q̄konv = hc (θ − θ∞) , (6.15)

angenommen. Nach Incropera et al. [2007] kann für den Wärmeübergangskoeffizient hc

der freien Konvektion ein Wert zwischen 2 . . . 25 W/(m2K) angenommen werden.11 Im
FE-Modell wird der Wärmestrom durch Flächenelemente berücksichtigt. Es wurden 144
vierknotige, deformationsabhängige Oberflächenelemente verwendet, die mit den Flä-
chen der Volumenelemente an der freien Oberfläche koinzidieren. Hieraus ergibt sich für
das gesamte FE-Modell nn = 3201 Knoten, was gleichzeitig der Anzahl der Temperatur-
freiheitsgrade entspricht. D.h. an den Dirichleträndern, siehe Abbildung 6.16b - Fläche
C1,C2,C4, sind ausschließlich Verschiebungsfreiheitsgrade vorgegeben, welche, bis
auf die Belastungsfunktion über Fläche C4, den Bedingungen aus Abbildung 6.1b ent-
sprechen. Die Belastungsfunktion wird entsprechend Abbildung 6.17a gewählt. Sie setzt
sich zum einen aus einer zyklischen Funktion über ein Intervall von 200 s zusammen,
die mit einem hyperbolischen Tangens überlagertem Sinus der Kreisfrequenz 0.2π s−1

11Für die betrachteten Untersuchungen wurde hc = 12.5 W/(m2K) gewählt.
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und einer Amplitude von 25 mm realisiert ist. Ab dem Zeitpunkt von t = 200 s ist zu-
dem eine konstante Lastfunktion über eine Haltezeit von 200 s angefügt. Der Aufbau des
Modells wird mit der Angabe einer konstanten, über den Körper homogen verteilten An-
fangstemperatur von θ(t0) = 293.15 K und den Materialparameter aus der Tabelle A.4 in
Anhang A.5 komplettiert. Der Prozess wird mit der adaptiven Schrittweitensteuerung,
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Abbildung 6.17.: Aufgebrachte zyklische Belastungsfunktion mit Haltezeit und das re-
sultierende Zeitschrittverhalten

für zwei verschiedene Modellannahmen berechnet. Zunächst wird das rein thermohy-
perelastische Materialverhalten berücksichtigt, in dem alle inelastischen Dissipations-
terme unbeachtet bleiben. Dieser Modellannahme, mit der Bezeichnung “thermo-hyp”,
wird das Modell “thermo-visk”, das zusätzlich alle viskosen Effekte berücksichtigt, ge-
genübergestellt. Das Schrittweitenverhalten der beiden simulierten Modellannahmen ist
in Abbildung 6.17b dargestellt. Das Verhalten der Zeitschritte unterscheidet sich un-
wesentlich voneinander. Im Bereich der nichtlinearen Belastungsfunktion müssen die
Zeitschritte permanent den geforderten Toleranzen aufgrund der thermomechanischen
Kopplungseffekte und der damit verbundenen nichtlinearen Materialfunktionen anpasst
werden. Mit dem Beginn der Haltefunktion, wenn dem Körper darüber hinaus keine
mechanische Energie zugeführt wird und die Spannungen relaxieren, erweist sich die
Schrittweitensteuerung als sehr effizient, da die Zeitschritte rapide vergrößert werden
können. Zum Ende des Prozesses bleiben die Zeitschritte relativ konstant. Hier wirkt
der Einfluss des Wärmeübergangs auf die Schrittweitensteuerung. Offensichtlich resul-
tieren aus dem Belastungsprozess sehr komplexe thermomechanische Vorgänge in dem
Körper, die im wesentlichen durch die thermoelastische Kopplung und die inelastische
Dissipation charakterisiert sind. Diese führen über die eingeführte mechanische Energie
zu einer Temperaturerhöhung im Körper, welche folgend untersucht wird.

Abbildung 6.18 zeigt die Temperaturverteilung in dem Körper zu verschiedenen Zeit-
punkten, die für die Modellannahme “thermo-visk” berechnet wurde. Durch die zykli-
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6.3. Untersuchung des Materialverhaltens

(a) t = 0 s (b) t = 192.5 s (c) t = 200 s (d) t = 400 s

Abbildung 6.18.: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeitpunkten für den Fall der
Thermoviskoelastizität

sche Be- und Entlastung findet im Körper eine Aufheizung statt, siehe Abbildung 6.18a -
Abbildung 6.18c. Das thermische Aufheizen erreicht den höchsten Wert, wenn der Pro-
benkörper eine maximale Streckung erfährt. Abbildung 6.18b zeigt exemplarisch die
Temperaturverteilung für die Belastungsamplitude des letzten Zyklus. Im Bereich der
Haltezeit t = 200 s bis t = 400 s relaxiert der Körper und es findet eine Abkühlung
statt, siehe Abbildung 6.18d. Zudem wird Wärme über die Oberfläche an die Umgebung
abgegeben.

Fokussiert man sich auf einzelne, lokale Punkte im Körper, so stellt sich ein detail-
liertes Bild des thermomechanisch gekoppelten Vorgangs heraus. Für solch eine Unter-
suchung sind in Abbildung 6.16a fünf Knoten definiert, die an der Symmetriefläche
vom Inneren des Körpers bis zur äußeren Oberfläche platziert sind. Abbildung 6.19
stellt die Temperaturverläufe, bzw. die Temperaturzuwächse ϑ, die an diesen Knoten
für beide Modellannahmen ermittelt wurden, dar. Hierbei werden die unterschiedlichen
Belastungsintervalle separiert betrachtet. Die Temperaturentwicklung in dem Körper
für die Modellannahme “thermo-hyp”, siehe Abbildung 6.19a, resultiert ausschließlich
aufgrund des Phänomens der thermoelastischen Kopplung. Es zeichnet sich eine rela-
tiv konstante Temperaturentwicklung innerhalb des zyklischen Belastungsintervalls aus.
Der Körper erfährt eine geringe Temperaturerhöhung von ca. ϑ ≈ 0.1 ◦C, die im Kör-
perinneren, am Knoten 1, am höchsten ist, siehe Abbildung 6.19b. Für den Fall der An-
nahme “thermo-visk” werden die inelastischen Dissipationsterme berücksichtigt. Dies
führt zu einer höheren Temperaturentwicklung im Körper, die an der leichten Steigung
der Amplituden in Abbildung 6.19c zu erkennen ist. Es resultiert ein Temperaturzu-
wachs, der am Knoten 1 etwa ϑ ≈ 0.25 ◦C erreicht. Im Bereich der konstanten Last,
während der Körper relaxiert, fällt die Temperatur im Vergleich zu “thermo-hyp” schnel-
ler, was an den Steigungen der Kurven in Abbildung 6.19b und Abbildung 6.19d ersicht-
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Abbildung 6.19.: Temperaturzuwächse an den selektierten Knoten aus Abbildung 6.16a
der beiden Modellannahmen bei separiert betrachteten Belastungsin-
tervallen
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lich wird. Sie verbleibt aber zum Ende des Intervalls auf einem höheren Temperaturni-
veau. Interessanterweise steigt in beiden Fällen zu Beginn der Haltezeit die Temperatur
kurzfristig an, bevor sie sinkt.

Gleichermaßen bewirken die inelastischen Dissipationseffekte, aufgrund der Entwick-
lung der viskosen Verzerrungen, auch eine Änderung des Deformationsfeldes. Dieser
erwartungsgemäße Unterschied der Deformation wird durch den Vergleich der axialen
Verschiebungskomponente des Knoten 1 in Abbildung 6.20 verdeutlicht. Schon bereits
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(b) Verschiebung am Knoten 1 für Haltezeit

Abbildung 6.20.: Verlauf der axialen Verschiebungskomponente am Knoten 1 für die
ersten fünf Zyklen und über die Haltezeit

nach den ersten fünf Zyklen kristallisiert sich nach Abbildung 6.20a heraus, dass der
Knoten eine vergleichsweise andere axiale Verschiebung erfährt. Zudem wird durch die
Abbildung 6.20b der Unterschied im Relaxationsverhalten, der im Fall von “thermo-
visk” zusätzlich über die Viskositätsfunktion beeinflusst wird, veranschaulicht.

Zum Abschluss der Untersuchung wird auf einige Erläuterungen zu dem thermome-
chanisch gekoppelten Prozess in Bezug auf das formulierte Materialmodell eingegan-
gen. Wie eingangs bereits dargestellt, ist die Temperaturerhöhung im Inneren des Pro-
benkörpers am höchsten. Daher wird für die abschließende Untersuchung ein Knoten
im Zentrum der Querschnittsfläche (Fläche C4 in Abbildung 6.16) bei y = 0 gewählt.
Für diesen Knoten ist in Abbildung 6.21 der Temperaturzuwachs über dem gesamten
Belastungsintervall aufgetragen. Zunächst ist der bei Elastomeren typische Temperatur-
verlauf12 als Folge einer zyklischen Belastung zu beobachten, der aufgrund einer zur
Zeitachse unsymmetrisch verlaufenden Spannungsleistung resultiert und im Wesent-
lichen von dem Wärmeausdehnungskoeffizient beeinflusst wird, siehe hierzu [Reese,
2001]. Zudem kann man feststellen, dass aufgrund der höheren Verformung, die der
Körper auf Höhe des Knoten erfährt,13 eine höhere Spannungsleistung bewirkt wird, auf
12Hiermit ist die abwechselnde Folge von auftretenden kleinen und großen Amplituden gemeint.
13Sowohl größere radiale als auch axiale Verzerrungen
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Abbildung 6.21.: Temperaturverlauf eines inneren Knotens bei y = 0

die der Körper mit einem Temperaturanstieg antwortet, die an dieser Stelle um ca. 1◦C
höher ist als zuvor. Der aus der Spannungsleistung hergeleitete thermoelastische Kopp-
lungsterm wird durch diesen beschriebenen Prozess wiedergegeben. Neben der thermo-
elastischen Kopplung bewirkt die Inelastizität, die dissipative Effekte hervorruft, eine
zusätzliche Temperaturentwicklung im Körper. Zur Quantifizierung des Einflusses der
inelastischen Dissipation ist in Abbildung 6.22 die Differenz der beiden Temperaturver-
läufe aus Abbildung 6.21 realisiert worden. Die Kurve beschreibt den Temperaturzu-
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Abbildung 6.22.: Differenz des Temperaturverlaufs aus Abbildung 6.21

wachs, der durch den Dissipationsterm dem Körper pro Zeit zugeführt wird, womit die
Aussage getroffen werden kann, dass die Zufuhr der thermischen Energie pro Zyklus
zunimmt. Während der konstanten Last ist eine Abnahme des Temperaturzuwachses zu
beobachten. Die Begründung liegt in der Entwicklung der inelastischen Verzerrungen
und der damit resultierenden Zunahme der Hysterese, wodurch ständig mechanische
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Energie in Wärme dissipiert. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.23 visualisiert. In
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Abbildung 6.23.: Materialantwort bei zyklischer Belastung

Abbildung 6.23b ist die axiale Spannungskomponente des ersten Piola-Kirchhoff’schen
Spannungstensors über die axiale Streckung aufgetragen. Man erkennt in der Abbil-
dung die charakteristisch s-förmige Spannungs-Dehnungskennlinie, aus der mit jedem
Zyklus eine ausgeprägte Hysterese gebildet wird. Mit dem Auftragen der inneren Va-
riablen, was hier der axialen Komponente des viskosen rechten Cauchy-Green Tensors
entspricht, über die axiale Streckung ist die Entwicklung der Hysterese deutlicher zu
erkennen. Betrachtet man in Abbildung 6.23b den Verlauf der inneren Variablen, so ist
festzuhalten, dass sie sich aufgrund der Temperaturabhängigkeit sogar über das zykli-
sche Belastungsintervall hinaus entwickeln. Gleichzeitig kann man feststellen, dass die
Hysterese mit jedem Zyklus größer wird, was durch die Vergrößerung der eingeschlos-
senen Fläche eines Zyklus nachzuvollziehen ist.

6.4. Untersuchung einer praxisrelevanten
Anwendung

Aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht ist für eine Bewertung der hier vorgestellten itera-
tionsfreien Lösungsprozedur die Anwendbarkeit der Verfahren auf praxisrelevante Fra-
gestellungen ein essentieller Punkt. Die Anforderungen, die den numerischen Verfahren
hierbei gestellt werden, sind neben einem stabilen und robusten Verhalten für ein breites
Spektrum an thermomechanisch gekoppelten Problemstellungen auch die effiziente Lö-
sung der komplexen Modelle mit großer Anzahl von Freiheitsgraden, die typischerweise
aus Problemen der Praxis resultieren.
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Als Beispiel für die Untersuchung einer praxisrelevanten Anwendung wurde ein Ela-
stomerlager gewählt, das als Verformungslager für die Lagerung von Brücken eingesetzt
wird. Verformungslager übertragen die Kräfte über die Verformung des Elastomers, sind
allseits beweglich und erlauben die Aufnahme horizontaler und vertikaler Lasten bei
gleichzeitiger Verdrehung um alle drei Achsen. In Abbildung 6.24 ist ein Bild eines sol-
chen Lagers abgebildet. Es besteht üblicherweise aus einem viskoelastischen Elastomer-
block, in den Stahlplatten einvulkanisiert sind. Diese dienen der Versteifung des Lagers.

Abbildung 6.24.: Elastomerlager im Einbau

Die numerische Simulation des La-
gers erfolgt mittels eines generischen
Modells, das auf die geometrischen
Ausführungen nach [Block, 2010]
basiert. Das hieraus entstandene Mo-
dell mit der zugehörigen Bemaßung
ist in Abbildung 6.25 abgebildet.
Aufgrund der gewählten Randbedin-
gungen und der Lastfunktion kann
eine einfache Symmetrie ausgenutzt
werden, d.h. die Hälfte des Lagers
wurde modelliert. Die in dem Mo-
dell angedeutete Festhaltekonstrukti-
on, die für eine Übertragung der Ho-
rizontalkräfte zwischen Überbau und Unterkonstruktion dient, ist hinsichtlich der feh-
lenden Information der Lastübertragung in der Simulation nicht berücksichtigt. Die La-
sten werden direkt auf das Lager übertragen, was einer real höheren Belastung ent-
spricht. Die dafür vorgesehenen Randflächen sind in Abbildung 6.26b dargestellt. Das
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Abbildung 6.25.: Modell des Brückenlagers mit den eingezeichneten Dimensionen. Ein-
heiten in [mm]
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Lager wird an der unteren Oberfläche (gelb) fest eingespannt, womit alle Verschiebungs-
freiheitsgrade zu Null gesetzt werden. An der oberen Fläche (blau) wird die Last auf-
gebracht, und die Frontfläche (grün) entspricht einer Symmetriefläche. Hier sind alle
Verschiebungsfreiheitsgrade senkrecht zur Fläche gleich Null. Zudem werden adiabate
Temperaturrandbedingungen an den Oberflächen angenommen, womit der Wärmestrom
über die Randflächen zu Null gesetzt wird. Abbildung 6.26a stellt das FE-Modell dar.
Das Lager wurde mit 6912 Q1P0 Elementen14 diskretisiert. Dies entspricht einer Anzahl
von 8125 Knoten, denen im Allgemeinen jeweils vier Freiheitsgrade zugeordnet sind.15

Unter Beachtung der Randbedingungen resultiert hieraus ein Modell, dass durch insge-
samt 29 975 unbekannte Freiheitsgrade und einer Anzahl von 331 776 inneren Variablen
charakterisiert ist. In Abbildung 6.26c und Abbildung 6.26d sind die Zuordnungen des
verwendeten Materials dargestellt. Das Lager besteht aus fünf viskoelastischen Elasto-
merschichten, die mit dem Materialmodell aus Abschnitt 3.4 modelliert werden. Die in
Magenta dargestellten Volumen in Abbildung 6.26d entsprechen den Metalleinlagen.16

Sie werden mit einer vereinfachten Annahme der Thermo-Hyperelastizität modelliert.
Die Elastizitätsbeziehung wird mit einem Mooney-Rivlin Ansatz abgebildet.17 Die hier-
für notwendigen Materialparameter c10 und c01 werden im Zusammenhang zur Theo-
rie kleiner Verzerrungen aus dem Kompressionsmodul K hergeleitet, siehe [Hartmann,
2003]. Der Kompressionsmodul wird der Arbeit von Quint [2012] entnommen und wur-
de für das Stahl 51CrV4 gewählt. Die für den thermischen Anteil des Materialmodells
notwendigen Parameter konnten aus den Werten des Stahls 51CrV4, [Quint, 2012], in-
terpoliert werden. Die Werte der Materialparameter des Modells sind in Tabelle A.5 im
Anhang A.5 zusammengefasst. Die nicht Berücksichtigung der Plastizität in dem Modell
ist im Rahmen der Untersuchung tragbar, da die resultierenden Spannungen unterhalb
der spezifizierten Fließspannungen des Stahls verbleiben und eine Plastifizierung des
Stahls ausgeschlossen werden kann.

Die Brückenlager sind vielen verschiedenen Beanspruchungen unterworfen, die auf
(quasi) statische und/oder dynamische Lasten bzw. deren Überlagerung zurückzuführen
sind. Dynamische Beanspruchungen der Brücke und somit des Lagers, die z.B. durch
die Verkehrslast zustande kommen, oder seismische Beanspruchungen werden durch
die hier entwickelten numerischen Verfahren nicht ausreichend genau abgedeckt.18 Da-
her wird in der Simulation neben der Temperatur ausschließlich das Eigengewicht als
bleibende konstante Last und eine zyklische Beanspruchung, wie beispielsweise durch

14Davon sind 1152 Q1P0 Elemente für die Metallschichten verwendet worden. Eine Metallschicht wird
mit 288 Elemente diskretisiert. Über die Höhe der Metallschicht wird eine Elementreihe verwendet.

15Knoten mit vorgesehenen Randbedingungen besitzen natürlich weniger als vier Freiheitsgrade.
16In Abbildung 6.26d sind die Metallschichten als ein Ausschnitt des Lagers abgebildet.
17vgl. Abschnitt 3.4
18Für eine adäquate Simulation von dynamischen Prozessen bedarf es der Abbildung der Trägheitsterme

der Impulsbilanz. Die hier vorgestellte quasi-statische Betrachtungsweise ist für Prozesse in einem
Frequenzbereich bis 5 Hz durchaus anwendbar.
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(a) FE-Netz mit Q1P0 Elementen (b) Dirichlet Randbedingungen

(c) Materialverteilung (d) Metallschichten

Abbildung 6.26.: Berechnungsmodell der Lagerstruktur mit der gewählten Diskretisie-
rung (a), den aufgebrachten Verschiebungsrandbedingungen (b) und
den Volumen zugeordneten Material (c) und (d)

den Wind übertragen wird, berücksichtigt. In Abbildung 6.27a sind die umgesetzten
Lastfunktionen festgehalten, die die angenommenen Beanspruchungen repräsentieren.
Das Eigengewicht der Brücke wird über eine verschiebungsgesteuerte Drucklast rea-
lisiert, die als lineare Funktion in 10 s aufgebracht wird und ab einer Stauchung von
10 mm konstant über den gesamten Zeitintervall verbleibt. Neben der Drucklast wird
das Lager in Längsrichtung zyklisch auf Scherung belastet. Dies wird mittels einer har-
monischen Sinusfunktion mit der Kreisfrequenz 0.4π s−1, der ein Tangens Hyperbolicus
superponiert ist, realisiert. Der Tangens Hyperbolicus bewirkt eine Verschiebung um die
Mittellage. Somit wird das Lager in positiver Längsrichtung (x-Richtung) um 40 mm
geschert und in negativer Richtung um 5 mm.

Der Belastungsprozess wird mit dem vierstufigen ROSI2PW Verfahren von Rang
and Angermann [2008] mit der adaptiven Schrittweitensteuerung berechnet. Die hier-
für benötigten Toleranzen sind folgend gewählt worden: Die Toleranzen für die Kno-
tenverschiebungen sind Atolu = 10−4, Rtolu = 10−5 und die der Knotentemperaturen
AtolΘ = 10−2,RtolΘ = 10−3. Die Toleranzen der inneren Variablen sindAtolq = 10−4,
Rtolq = 10−5 und die der Lagrange-Multiplikatoren sind Atolλ = 10−3, Rtolλ = 10−4.
Abbildung 6.27b stellt für diese Simulation die berechneten Zeitschrittweiten dar. Of-
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Abbildung 6.27.: Vorgesehene Lastfunktion mit zyklischer Scherung ūx(t) mit einer zu-
vor aufgebrachten Drucklast ūz(t) und die berechneten Zeitschrittwei-
ten

fenbar resultiert für das definierte Modell ein äußerst komplexer Deformationsprozess.
Durch die Schrittweitensteuerung werden die Zeitschritte nicht wesentlich vergrößert.
Die Komplexität des untersuchten Problems ist auf das nichtlineare Materialmodell und
die nichtlineare Lastfunktion zurückzuführen. Zusätzlich verkomplizieren die Metall-
schichten das Problem, da sie eine enorme Versteifung für das Modell bewirken, wo-
durch die Anforderungen an die Diskretisierung extrem erhöht wird. Die hergeleitete
Lösungsprozedur erwies sich für dieses hoch anspruchsvolle Beispiel als sehr effizient
und robust. Für die Berechnung des gesamten Prozesses benötigte das Verfahren 37881
Zeitschritte, was auf der gewählten Rechnerarchitektur im Durchschnitt 179450 s dauer-
te. Die CPU Zeit scheint auf den ersten Blick sehr hoch zu sein. Bedenkt man allerdings,
dass das Verfahren für die Berechnung eines einzigen Zeitschritts weniger als fünf Se-
kunden (ca. 4.7 s) benötigt, in der unter anderem mindestens ein lineares Gleichungs-
system mit einer Systemmatrix mit 2 870 141 von Null verschiedenen Einträgen gelöst
werden muss, so relativiert sich diese CPU Zeit.

Zur Untersuchung des Temperatureinflusses auf die mechanischen Eigenschaften des
Lagers wurde die Simulation des Belastungsprozesses für drei unterschiedliche kon-
stante Anfangstemperaturverteilungen θ(x , t0) = {0, 20, 50} [◦C] durchgeführt. Bevor
jedoch der Einfluss der Temperatur untersucht wird, sollen zunächst die resultieren-
den thermomechanischen Materialeigenschaften diskutiert werden. Am Beispiel der An-
fangstemperatur von θ(x , t0) = 20 ◦C ist in Abbildung 6.28 die Temperaturverteilung in
dem Lager zu verschiedenen Prozesszeiten visualisiert. Infolge der Drucklast, die eine
Vorspannung in dem Körper verursacht, erfährt das Lager den höchsten Temperatur-
zuwachs bei t = 10 s, siehe Abbildung 6.28b. Die anschließende zyklische Scherung
initiiert in jedem Zyklus an einer Amplitude lokal zwar eine maximale Temperaturerhö-
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(a) t = 0 s (b) t = 10 s

(c) t = 111 s (d) t = 120 s

Abbildung 6.28.: Temperaturverteilung zu verschiedenen Lastzeitpunkten

hungen, siehe Abbildung 6.28c, führt allerdings zu einer geringeren Aufheizung des La-
gers, siehe Abbildung 6.28d. Die Temperaturerhöhung entlang der Höhe des Lagers ist
bei allen Elastomerschichten mittig nahe der Metalleinlagen ausgeprägter, siehe Abbil-
dung 6.28b. Diese Feststellung kann leicht durch die Spannungsverteilung und der damit
zugehörigen inneren Spannungsleistung erläutert werden. Die berechneten Spannungen
sind im nächsten Ergebnis dargestellt. Abbildung 6.29 zeigt die Spannungsverteilung
des Lagers zum Ende der Belastung. In Abbildung 6.29a sind die Spannungen in Scher-

(a) Scherrichtung (b) Quer zur Scherrichtung (c) Stauchrichtung

Abbildung 6.29.: Spannungsverteilung der Spannungskomponenten zum Belastungsen-
de

richtung abgebildet, und Abbildung 6.29b zeigt die Spannungen quer zur Scherrichtung.
Offensichtlich werden durch die Scherlast an den Metalleinlagen in der Mitte des La-
gers, d.h. an der Symmetriefläche, die höchsten Normalspannungen induziert, die zu
den Lagerrändern abklingen. Diese inhomogene Verteilung wird vor allem verdeutlicht,
wenn man die Spannungen, welche durch die Drucklast in axialer Richtung verursacht
werden, betrachtet, siehe Abbildung 6.29c. Das Spannungsbild korrespondiert mit der
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zuvor dargelegten Feststellung der Temperaturverteilung des Lagers.
Betrachtet man die Deformation des Lagers, so beobachtet man erwartungsgemäß

aufgrund der weit niedrigeren Steifigkeit des Elastomers19 eine größere Verformung der
Elastomerschichten. Eine Verformung der Metallschichten lässt sich allerdings auch ver-
zeichnen. In Abbildung 6.30 ist die Deformation der Metallschichten bei maximaler
Scherung überhöht dargestellt. In den Metalleinlagen ist die thermoelastische Kopplung

Abbildung 6.30.: Darstellung der deformierten Metallschichten bei maximaler Scherung
mit einem Überhöhungsfaktor von 10

berücksichtigt. Die im Vergleich schwache Deformation induziert eine derart hohe Span-
nungsleistung, die aufgrund des Kopplungsterms im Körper zu einer derart prägnanten
Temperaturerhöhung führt.

Wie eingangs geschildert, wird der Belastungspfad für drei verschiedene Anfangstem-
peraturen des Lagers berechnet. Hierbei liegt insbesondere das Interesse daran, den Ein-
fluss der Temperatur auf die durch das Lager aufzunehmenden Auflagerkräfte zu un-
tersuchen. Die in der Auflagerfläche resultierenden Kraftkomponenten sind in Abbil-
dung 6.31 bezüglich der Belastungszeit für die Anfangstemperatur θ(x , t0) = 20 ◦C
dargestellt. Die Komponenten in axialer Kompressionsrichtung Fz und der Richtung
quer zur Scherrichtung Fy beschreiben näherungsweise einen konstanten Kraftverlauf
über die Zeit. Die zyklischen Lastwechsel scheinen keinen Einfluss aufzuweisen. Dem
entgegen sind die Zyklen in dem Verlauf der Kraft Fx in Scherrichtung deutlich zu se-
hen. Sie sind allerdings um ca. 102 [kN] geringer als die axiale Kraftkomponente. Wer-
den, wie anhand der Abbildung 6.32 gezeigt, die beiden Kraftkomponenten in axialer
Richtung und der Querrichtung zur Scherung näher untersucht, so können zwei inter-
essante Ergebnisse festgehalten werden. Zum einen ist eine deutliche Relaxation der
Kraft zu erkennen, was durch die thermomechanischen Kopplungsphänomene bewirkt
wird. Zum anderen kann festgestellt werden, dass die zyklischen Lastwechsel in rela-
tiv schwacher Ausprägung sowohl für die Auflagerkraft Fy quer zur Scherrichtung als

19Der Kompressionsmodul des Stahls ist um zwei Zehnerpotenzen höher, siehe Tabelle A.5 im An-
hang A.5
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Abbildung 6.31.: Für die Auflagerfläche ermittelten Auflagerkräfte aller drei Richtun-
gen

auch für die Auflagerkraft Fz beobachtet werden können. Dies kann während der Re-
laxation der Kraft festgestellt werden und wird durch zyklische Temperaturänderung
verursacht. Der Einfluss der Anfangstemperatur scheint allerdings vernachlässigbar ge-
ring zu sein. Um die Auswirkung der Anfangstemperatur zu verdeutlichen, werden im
Folgenden Beispiel die Differenzen der Kraftkomponenten bezüglich der Anfangstem-
peratur θ(x , t0) = 0 ◦C, die als Referenz dient, abgebildet. In Abbildung 6.33 sind die
Differenzen über dem Belastungsintervall aufgetragen. Die Kurven (F∆50) ergeben sich
aus der Differenz der Auflagerkraft bei θ(x , t0) = 50 ◦C zu der Auflagerkraft die bei
θ(x , t0) = 0 ◦C ermittelt wurde. In gleicherweise resultieren die Kurven (F∆20) die aus
der Differenz der Auflagerkräfte bei θ(x , t0) = 20 ◦C und θ(x , t0) = 0 ◦C berechnet
sind. Offensichtlich sind die Auflagerkräfte von der Anfangstemperatur abhängig, sie-
he Abbildung 6.33a und Abbildung 6.33b. Mit steigender Temperatur 20 ◦C → 50 ◦C
nimmt der Einfluss zu. Die Differenzen der Auflagerkräfte bezüglich der Referenztem-
peratur 0 ◦C sind größer. Zudem deuten die abfallenden Steigungen der Kurven in den
Abbildungen darauf hin, dass der Einfluss der Anfangstemperatur auf einen Grenzwert
tangiert.

Die Temperaturentwicklung in dem Lager wird auch durch die Anfangstemperatur
beeinflusst. Diese Beobachtung ist in Abbildung 6.34 festgehalten. Dort ist die Tempe-
raturänderung eines Eckknotens der oberen Fläche20 des Lagers abgebildet, siehe Ab-
bildung 6.34a und die Temperaturänderung an dem gegenüberliegenden Eckknoten der
unteren Fläche21 des Lagers ist in Abbildung 6.34b dargestellt. Die Temperaturände-
rung aufgrund der Kompression, für t = [0, 10] s, ist für beide Knoten in etwa gleich
groß. Die anschließende zyklische Belastung führt an den dargestellten Knoten zu kei-
ner Aufheizung. Hier überwiegt der Einfluss der Relaxation, da der Körper weiterhin

20Die Verschiebungsrandfläche (blaue Fläche nach Abbildung 6.26b), die gestaucht und geschert wird.
21Die Verschiebungsrandfläche (gelbe Fläche nach Abbildung 6.26b), die festgehalten wird.
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Abbildung 6.32.: Auflagerkräfte der Komponenten in axialer Richtung und der Quer-
richtung zur Scherung für die gewählten Anfangstemperaturvertei-
lung, mit θ0 = θ(x , t0)
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(b) Axiale Kompressionsrichtung

Abbildung 6.33.: Differenzen der Auflagerkräfte für die Komponenten in in axialer
Richtung und der Querrichtung zur Scherung

in Kompression gehalten wird. Die zyklische Temperaturerhöhung und -senkung führt
zu keiner Aufheizung der Knoten, es findet sogar zu einer Temperaturabnahme statt.
Interessanterweise ist der Temperaturzuwachs pro Zyklus für den Fall mit der höchsten
Anfangstemperatur im Vergleich auch am Höchsten, womit die eingangs erwähnte Ab-
hängigkeit gezeigt ist.

Durch die zuvor aufgeführte Untersuchung, konnte die Wechselwirkung des mecha-
nischen zu dem thermischen Verhalten des Lagers bezogen auf die gewählte Anfang-
stemperatur gezeigt werden. In Bezug auf das gesamte thermomechanische Verhalten
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(b) Temperaturverlauf an dem Eckknoten der unteren Fläche

Abbildung 6.34.: Verlauf der Temperaturdifferenz ϑ = θ−θ0 bei den gewählten Anfang-
stemperaturen θ(x , t0) = {0.0, 20.0, 50.0} [◦C] für zwei verschiedene
Knoten.

ist der Einfluss der Anfangstemperaturverteilung für den untersuchten Temperaturbe-
reich jedoch gering. Dies ist zum einen damit begründet, dass bereits die aufgebrachte
mechanische Last in dem Lager eine hohe mechanische Spannungsleistung hervorruft,
was zu einer relativ hohen Temperaturerhöhung führt, die den Effekt der Anfangstem-
peratur mindert. Auf der anderen Seite würden größere Scheramplituden zu einer höhe-
ren Dissipation führen. Hinsichtlich der temperaturabhängigen Materialfunktionen des
Dissipationsterms wächst mit jedem Zyklus der Einfluss der inelastischen Dissipation
gegenüber dem thermoelastischen Kopplungsterms, woraus höhere Temperaturänderun-
gen hervorgehen, was wiederum von der Anfangstemperatur abhängig ist.
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7. Zusammenfassung und
Ausblick

Die jüngsten Fortschritte im Rahmen der Finiten Element Methode können grundsätz-
lich in zwei Entwicklungsrichtungen unterteilt werden. Auf der einen Seite wurden Ver-
fahren bezüglich einer phänomenologischen Modellbildung komplexer konstitutiver Be-
ziehungen ausgeweitet. Auf der anderen Seite, als Folge von verschärften Genauigkeits-
anforderungen und dem Bedarf nach hoch numerisch aufgelösten Modellen, wurden ef-
fiziente Techniken und Methoden zur Lösung des Gesamtproblems entwickelt. Die hier
vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag im Entwicklungsfortschritt effizienter Lösungs-
strategien.

Unter diesem Gesichtspunkt wird in dieser Arbeit die numerische Behandlung ther-
momechanisch gekoppelter Strukturberechnungen mit Hilfe der nichtlinearen Finite-
Elemente Methode (FEM) im Rahmen einer modernen Betrachtungsweise einer kon-
sistenten Raum- und Zeitdiskretisierung am Beispiel eines temperaturabhängigen Ela-
stomerwerkstoffes unter der Annahme großer Verzerrungen umgesetzt. Hierbei wird
erstmalig sogenannte Rosenbrock-Verfahren auf das zugrundeliegende Algebro-Diffe-
rentialgleichungssystem (DAE-System) angewendet. Der differentielle Anteil des DAE-
Systems besteht aus der semi-diskretisierten schwachen Form der Wärmeleitungsglei-
chung sowie den Evolutionsgleichungen der inneren Variablen, welche die ratenabhän-
gigen, viskosen Eigenschaften des Materials beschreiben. Der algebraische Anteil wird
durch die diskretisierte schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen wiedergegeben.

Nach einer kurzen Einführung in die kontinuumsmechanischen Grundlagen, in der
alle relevanten kinematischen Relationen zur Beschreibung finiter Deformationen be-
reitgestellt werden, und der Herleitung der Bilanzgleichungen der Thermodynamik und
der Kontinuumsmechanik werden die grundlegenden Prinzipien zur Konstruktion ther-
modynamisch sinnvoller Materialgleichungen nach dem Konzept der thermoreologisch
einfachen Stoffe erläutert. Die Entwicklung des Materialmodells, zur phänomenolo-
gischen Beschreibung der thermomechanischen Eigenschaften elastomerer Strukturen,
erfolgt durch die sukzessive Auswertung der Dissipationsungleichung. Damit ist eine
thermodynamische Konsistenz a priori gewährleistet. Das Materialmodell basiert auf ei-
ner multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen mechanischen und
einen thermischen Anteil, der rein volumetrische Deformation erzeugt. Als thermody-
namisches Potential dient die frei Energie, die in Bezug auf den eingeführten Variablen-
satz additiv in einem elastischen und einem inelastischen Energieanteil sowie einem rein
thermischen Anteil zerlegt wird. Der Wärmefluss im Kontinuum wird mit dem Fourier-
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schen Wärmeleitgesetz modelliert. Grundsätzlich wird bei der Entwicklung des Modells
die Überlegung berücksichtigt, möglichst ein problemorientiertes Modell zu erhalten. Im
Gegensatz zu einer Idealvorstellung, ein Materialmodell müsse den Werkstoff in seiner
Gesamtheit beschreiben, sind diese Modelle auf essentielle Phänomene unter gegebe-
nen Belastungen fokussiert, was in der Regel eine effiziente numerische Umsetzung zur
Folge hat.

Auf Grundlage der lokalen Form des Anfangs-Randwertproblems (ARWP) werden
die Variationsfunktionale des thermomechanisch gekoppelten Problems angegeben und
im Hinblick auf eine geeignete Elementformulierung eine gemischte Variationsformu-
lierung hergeleitet. Die integrale Form des ARWP wird im darauf folgenden Schritt
im Sinne einer konsistenten Raum- und Zeitdiskretisierung approximiert. Basierend auf
einem monolithischen Ansatz werden für die räumliche Diskretisierung aus einem Drei-
feldfunktional gemischte Elemente hergeleitet. Bei dieser Formulierung werden unter-
schiedliche Ansatzfunktionen für die deviatorischen und volumetrischen Anteile der ge-
samten Deformation gewählt. Dies hat zur Folge, dass die isochoren und volumetri-
schen Spannungsanteile in der Elementformulierung unterschiedlich behandelt werden.
Bei der Diskretisierung des thermoelastischen Kopplungsterms ist diese Aufteilung zu-
sätzlich zu berücksichtigen. Die Umsetzung der Elementformulierung erfolgt in einer
räumlichen Darstellung auf der Momentankonfiguration. Mit der gemischten Element-
formulierung werden Locking-Phänomene infolge mechanischer Inkompressibilität ver-
mieden.

Der Hauptteil der Arbeit befasst sich mit der Herleitung eines effizienten Zeitinte-
grationsverfahren zur globalen Lösung des resultierenden DAE-Systems zur Bestim-
mung der diskreten Temperatur- und Verschiebungsfelder. Das im Bereich der nichtli-
nearen FEM vorwiegend eingesetzte implizite Euler Verfahren zur Integration des semi-
diskreten DAE-Systems verliert im Bezug auf Effizienz seine Gültigkeit. Auch implizi-
te Runge-Kutta Verfahren höherer Ordnung unterliegen im Rahmen einer Priorisierung
der numerischen Effizienz aufgrund der iterativen Lösungsprozedur an Bedeutung. Mit
der Anwendung von Rosenbrock-Verfahren auf das DAE-System wird eine komplett
iterationsfreie Lösungsprozedur erzielt und auf Basis von Verfahren höherer Ordnung
zudem höhere Genauigkeiten erreicht. In diesem Zusammenhang wird in dieser Arbeit
die Verfahrensvorschrift für das thermomechanisch gekoppelte Mehrfeldproblem her-
geleitet und die resultierenden Elementmatrizen und -gleichungen formuliert. Besonde-
rer Augenmerk liegt in eine effiziente Implementierung der Algorithmen. Insbesonde-
re wird eine parallele Berechnung der Elementmatrizen umgesetzt. Die typischerweise
spärlich besetzen Matrizen werden mit einem Speicherformat für dünn besetzte Matri-
zen beschrieben, womit eine effiziente Behandlung der linearen Gleichungen ermöglicht
wird. Die Berechnung der linearen Gleichungssysteme erfolgt mit einem parallelisier-
ten Gleichungslöser für spärlich besetzte, unsymmetrische Matrizen. Die Faktorisierung
der Koeffizientenmatrix wird innerhalb eines Zeitschritts einmalig durchgeführt. Dies
ist vor allem für Verfahren höherer Ordnung mit mehreren Stufen interessant. Zur Kon-
trolle der Genauigkeit und damit der Verlässlichkeit der numerischen Lösung wird eine
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Zeitschrittweitensteuerung verwendet, die mit einem vernachlässigbar kleinen numeri-
schen Mehraufwand realisiert wird. Die Komplexität des Mehrfeldproblems erzwingt
dabei geeignete Fehlernormen gesondert für die primären Variablen zu wählen.

Im Rahmen der Entwicklung effizienter Lösungsstrategien für die Behandlung fini-
ter Thermoviskoelastizität stellt die hier vorgestellte Prozedur einen messbaren Bei-
trag. Anhand einfacher, numerischer Beispielrechnungen werden grundlegende Eigen-
schaften der thermoviskoelastischen Kopplung aufgezeigt. Am Beispiel einer periodisch
beanspruchten Elastomerprobe werden dissipative Aufheizeffekte sowie der Einfluss
des deformationsabhängigen Wärmestroms studiert und das Verhalten des Materialm-
odells bewertet. Untersuchungen bei verschiedenen nichtlinearen Belastungsprozessen
liefern bei gleichen Genauigkeitsanforderungen erhebliche Rechenzeitreduktionen im
Vergleich zu klassischen Verfahren, die in einem weiten Spektrum von kommerziellen
FEM-Softwarepaketen implementiert sind. Auch Vergleiche mit den erheblich effizi-
enteren DIRK-Verfahren, haben beträchtliche Rechenzeitersparnisse erzielt. Schließlich
konnte die Effizienz der Lösungsprozedur im Zusammenhang eines praxisrelevanten
Beispiels für thermomechanische Prozesse ausgetestet und bewertet werden.

Durch die hier vorgestellte iterationsfreie Lösungsprozedur ergeben sich entscheiden-
de Vorteile zur numerischen Behandlung finiter Thermoviskoelastizität. Es existieren
allerdings Möglichkeiten zur Weiterentwicklung auf verschieden Ebenen. Ein zu benen-
nendes Nachteil des monolithischen Lösungsansatzes ist die homologe Gebietsdiskreti-
sierung, indem alle physikalischen Felder mit dem gleichen Diskretisierungsansatz be-
rechnet werden. Im Allgemeinen führt dies dazu, dass das physikalische Verhalten eines
Feldes beschränkend gegenüber den weiteren Felder wirkt, wodurch es zu einer unnötig
hohen Auflösung des Netzes führt. Die Weiterentwicklung der Lösungsprozedur bezüg-
lich einer Netzadaptivität könnte die Problematik beheben. Hierzu bedarf es unter an-
derem der Formulierung geeigneter Fehlerindikatoren zur Abschätzung des räumlichen
Diskretisierungsfehlers. Auf Grundlage der Identifizierung des räumlichen Diskretisie-
rungsfehlers kann das Netz lokal verfeinert werden (h-adaptiv) und eine a priori hohe
Auflösung des Netzes wird damit vermieden.

Die Anwendung von gemischten Elementen erwiesen sich bei den hier untersuch-
ten thermomechanisch gekoppelten Fragestellungen sowohl in der einfachen, linearen
Formulierung (Q1P0) als auch bei der quadratischen Form (Q2P1) als ausgesprochen
robust. Eine Alternative für die räumliche Diskretisierung bietet die FEM Legendre Po-
lynomen hoher Ordnung. Diese sind innerhalb der iterationsfreien Lösungsprozedur ba-
sierend auf die Rosenbrock Verfahren für die finite Viskoelastizität untersucht worden.
Die Erweiterung des Ansatzes für thermomechanisch gekoppelte Probleme verspricht
ein durchaus interessantes und lohnenswertes Potential.

Bei Beachtung der möglichen Vielfalt der konstitutiven Modellbildung könnte das in
dieser Arbeit formulierte Materialmodell letztlich als beispielhaft für noch komplexere
Modelle verstanden werden. Die Umsetzung einer erweiterten Formulierung des inela-
stischen Materialverhaltens basierend auf konstitutive Gleichungen der finiten Thermo-
Viskoplastizität stellt in Zusammenhang des vorgestellten Lösungskonzepts prinzipiell
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keine Schwierigkeiten dar. Die Untersuchung des numerischen Verhaltens hierbei stellt
eine weitere interessante Möglichkeit zur Weiterarbeit.
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A. Anhang

A.1. Methode der Lagrange-Multiplikatoren
Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen lassen sich zum Beispiel keine Lager-
kräfte (bzw. Bindungskräfte) berechnen, da die Lagerkräfte an den Lagern keine virtu-
elle Arbeit leisten, δu = 0 ∀ δu ∈ ∂uχt[B]. Um diese doch zu berechnen, verwendet
man folgende Motivation:

Zunächst geht man davon aus, dass das Potential

Π(u) :=
∫

R[B]

%RΨ(C(X, t)) dV −
∫

R[B]

%Rk · δu dV −
∫

∂sR[B]

tR · δu dA→ minimal

(A.1)
existiert. Zur Berechnung der Lagerkräfte wird die Methode der Lagrange Multiplikato-
ren herangezogen. Diese verwendet das ursprüngliche Potential sowie einen Zusatzterm,
der geometrischen Zwangsbedingung

Cc(u) = 0. (A.2)

Das neue Funktional lautet dann

L(u,λ) := Π(u) +Cc(u) ·λ → stationär (A.3)

λ stellt den sogenannten Lagrange-Multiplikator dar. Die Variation des Gesamtpotenti-
als L berechnet sich aus dem Gateaux-Differential

δL(u,λ) := DuL(u,λ)[δu] + DλL(u,λ)[δλ] = 0. (A.4)

Hierin sind δu und δλ beliebig, so dass jeder Summand von (A.4) identisch Null sein
muss. Die Richtungsableitung führt auf die Ausdrücke

DλL(u,λ)[δλ] = Cc · δλ = 0 ⇒ Cc(u) = 0 (A.5)

sowie
DuL(u,λ)[δu] = DuΠ(u)[δu] + DuCc(u)[δu] ·λ = 0. (A.6)

Der aus (A.5) und (A.6) zu berechnende Lagrange-Multiplikator λ stellt im Falle, dass
Cc die Dimension der Verschiebungen hat, eine Zwangskraft dar, die zum Erfüllen der
Zwangsbedingung Cc(u) = 0 notwendig ist.
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A.2. Der DIRK/MLNA Lösungsansatz
Die Approximation des Anfangswertproblems (5.60) in einer impliziten Formulierung

F (t,y(t), ẏ(t)) = 0, (A.7)

durch das DIRK-Verfahren führt auf s nichtlinearen Gleichungssysteme

F (Tni,Yni,
Yni − Sni

∆tnaii
) = 0, i = 1, . . . , s. (A.8)

Bei DIRK-Verfahren, im Vergleich zu den vollimpliziten RK Verfahren, wird nicht ein
gekoppeltes nichtlineares Gleichungssystem der Dimension nu × s gelöst, sondern s
mal das nichtlineare Gleichungssystem (A.8) der Dimension nu. Dies ist vor allem für
großdimensionale Probleme von erheblichem Vorteil. In dem Gleichungssystem (A.8)
stellen die Stufenwerte die Unbekannten dar. Alternativ könnten auch die Stufenablei-
tungen herangezogen werden, was auf

F (Tni,Sni + ∆tnaiiẎni, Ẏni) = 0, i = 1, . . . , s (A.9)

führt. Das einfachste DIRK-Verfahren stellt das implizite Euler Verfahren dar,1 welches
auf das nichtlineare Gleichungssystem (vgl. (A.8))

F (tn+1,yn+1,
yn+1 − yn

∆tn
) = 0, (A.10)

mit Sns = yn, führt.
In [Ellsiepen and Hartmann, 2001], [Hartmann, 2003] und [Hartmann, 2005] ist die

grundlegende Theorie zur Anwendung auf DAE-Systeme vom Index 1 sowie der adap-
tiven Schrittweitensteuerung erläutert worden. Die Zeitdiskretisierung für y = {u,q}T
führt in jeder Stufe auf das nichtlineare Gleichungssystem

Rni(Yni) :=
{

Gni(Uni,Qni)
Lni(Uni,Qni)

}
= 0, (A.11)

in jeder Stufe i im Zeitschritt tn nach tn+1, mit

Gni(Uni,Qni) := g(Tni,Uni,Qni) (A.12)

und den zeitdiskreten Gleichungen, die aus der Integration des Anteils der gewöhnlichen
Differentialgleichungen resultieren

Lni(Uni,Qni) := Qni − S q
ni

∆tnaii
− r(Tni,Uni,Qni). (A.13)

Dabei benötigt man hier den Startvektor S q
ni = Qn+∆tn

∑i−1
j=1 aijQ̇nj . Die partitionier-

ten Größen lauten dabei

yn =
{

un
qn

}
, Yni =

{
Uni

Qni

}
, Sni =

{
S u
ni

S q
ni

}
. (A.14)

In Tabelle A.1 ist die zuvor erläuterte Vorgehensweise nochmals zusammengefasst.
1Das implizite Euler Verfahren ist durch die Koeffizienten s = 1, c1 = 1, a11 = 1, b1 = 1, definiert.
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Tabelle A.1.: Zeitadaptives, eingebettetes DIRK-Verfahren

Gegeben:
• Koeffizienten ci, aij , bj , (i, j = 1, . . . , s) eines steif-genauen DIRK-Verfahrens

• Anfangszeitpunkt t0, Anfangsschrittweite ∆t0

• Anfangsbedingungen y(t0) ≡
{

u(t0)
q(t0)

}
=
{

u0
q0

}
≡ y0

Schleife über die Zeitschritte: n = 0, . . . , N
Wiederhole

Schleife über die Stufen: i = 1, . . . , s
Tni = tn + ci∆tn
Sni = yn + ∆tn

∑i−1
j=1 aijẎnj

Löse: F
(
Tni,Yni,

Yni − Sni

∆tnaii

)
= 0 für Yni =

{
Uni

Qni

}
Speichere: Ẏni = Yni − Sni

∆tnaii
Berechne lokalen Integrationsfehler

Berechne neue Schrittweite ∆tneu gemäß Fehlerschätzung

Falls Schritt nicht akzeptiert, setze ∆tn = ∆tneu

Bis Schritt akzeptiert

Update:
tn+1 = tn + ∆tn, ∆tn+1 = ∆tneu, yn+1 = Yns

2 Üblicherweise wird in der FE-Literatur, bezüglich der Lösung des nichtlinearen
2Es gibt durchaus Anwendungen, siehe zum Beispiel in [Haupt and Lion, 1995] bzw. [Hartmann, 1998],

bei denen die Struktur des DAE-Systems die Gestalt

F (t,y(t), ẏ(t)) :=
{

g(t,u(t),q(t))
q̇(t)− r(t,u(t), u̇(t),q(t))

}
= 0, (A.15)

erhält. Das Gleichungssystem (A.8) führt dann hier für i = 1, . . . , s auf

Rni(Yni) := F
(
Tni,Yni,

Yni − Sni
∆tnaii

)
=
{

Gni(Tni,Uni,Qni)
Lni(Tni,Uni,Qni)

}
= 0, (A.16)

mit

Lni(Tni,Uni,Qni) = Qni − S q
ni

∆tnaii
− r

(
Tni,Uni,

Uni − S u
ni

∆tnaii
,Qni

)
. (A.17)
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Gleichungssystems (A.11) von der Anwendung des Newton-Raphson Verfahren gespro-
chen, was nur im Fall der expliziten Auflösung des Integrationsschrittes für die inne-
ren Variablen stimmt. Bekannterweise werden auf Element bzw. Gauss-Punkt Ebene
die Verschiebungen bzw. Verzerrungen vorgegeben und die inneren Variablen iterativ
berechnet, was beim Newton Verfahren nicht auftritt. In [Hartmann, 1998] ist die FE-
Vorgehensweise mit der Anwendung des Satzes für implizite Funktionen in Zusammen-
hang gebracht worden, was auf die Arbeit von Rabbat et al. [1979] zurückzuführen
ist. Hiermit kann die geschachtelte Vorgehensweise sowie den durch Simo and Tay-
lor [1985] geprägten Begriffes des Konsistenten Tangentenoperators präzise erläutert
werden, siehe auch [Hartmann, 2005]. Das geschachtelte Verfahren wird als Multilevel-
Newton Algorithmus (MLNA) bezeichnet. Dieses Verfahren ist auch im Zusammenhang
mit gleichheitsrestringierten Optimierungsverfahren in [Hoyer and Schmidt, 1984] und
die dort zitierte Literatur, angewendet worden bzw. auch bei der Lösung von Algebro-
Differentialgleichungssystemen, die bei der Berechnung elektrischer Netzwerke auftre-
ten, siehe [Rabbat et al., 1979].

Zur Erläuterung des Verfahrens geht man von dem nichtlinearen Gleichungssystem
(A.16)

L(U,Q) = 0, (A.18)
G(U,Q) = 0, (A.19)

aus, wobei hier aufgrund der Übersichtlichkeit die Indizes nicht betrachtet werden. In ei-
nem ersten Schritt wendet man den Satz über implizite Funktionen auf (A.18) an. Nach
dem Satz für implizite Funktionen existiert unter der Anforderung einer genügend glat-
ten Funktion L eine Funktion Q(U) in der Nähe der Lösung. Wenn man diese Lösung
in (A.19) einsetzt,

G(U,Q(U)) = 0, (A.20)

so resultiert ein nichtlineares Gleichungssystem für die Variable U . Die Anwendung des
klassischen Newton-Verfahrens zur Berechnung der Variable U führt in jedem Iterati-
onsschritt (m) auf das lineare Gleichungssystem[

∂G
∂U

+ ∂G
∂Q

dQ
dU

](m)

∆U = −G(U(m),Q(m)). (A.21)

∆U = U(m+1)−U(m) beschreibt den Zuwachs der Größe U und die Koeffizientenmatrix
stellt die Funktionalmatrix dar. Die Größe Q(m) = Q(U(m)) in (A.21) erhält man aus
der Berechnung des nichtlinearen Gleichungssystems

L(U(m),Q(m)) = 0 (A.22)

für gegebenes U(m). Des Weiteren benötigt man in (A.21) nicht nur die partielle Ab-
leitung ∂G/∂U sowie ∂G/∂Q, sondern auch die Ableitung der unbekannten Funktion
Q(U) nach U . Diese erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel auf die Funktion

L(U,Q(U)) = 0, (A.23)
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was auf
∂L
∂U

+ ∂L
∂Q

dQ
dU

= 0 →
[
∂L
∂Q

]
dQ
dU

= − ∂L
∂U

, (A.24)

führt. Dieses entspricht einem linearen Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten.
Das Verfahren ist in Tabelle A.2 (Zweiebenen-Newton Verfahren) abgebildet.

Tabelle A.2.: Multilevel-Newton Verfahren in der Stufe i des Zeitschrittes tn  tn+1

Gegeben: U(0)
ni = un, Q(0)

ni = qn, ∆tn, Tni, aii, Sni

Wiederhole m = 0, . . .
Lokale Ebene Gegeben: U (m)

ni , Argumentvektor z := (U(m)
ni ,Q

(m)
ni )

Lokaler Integrationsschritt

L(U(m)
ni ,Q

(m)
ni ) = 0  Q(m)

ni

Konsistente Linearisierung[
∂L
∂Q

∣∣∣∣
z

]
dQ
dU

= − ∂L
∂U

∣∣∣∣
z

 dQ
dU

∣∣
z

Globale Ebene

Löse lineares Gleichungssystem[
∂G
∂U

∣∣∣∣
z

+ ∂G
∂Q

∣∣∣∣
z

dQ
dU

∣∣∣∣
z

]
∆Uni = −G(z)  ∆Uni

Update der globalen Variablen

U(m+1)
ni ← U(m)

ni + ∆Uni  U(m+1)
ni

Bis Konvergenzkriterium erfüllt ist

A.3. Tangentenoperatoren

Im Rahmen der numerischen Behandlung finiter Thermoviskoelastizität mittels der nicht
linearen FEM bedarf es aufgrund der notwendigen Linearisierung der Bildung von Tan-
gentenoperatoren. Diese werden im Folgenden für die behandelten Funktionen in Bezug
auf die unabhängigen Variablen angegeben.3

3In diesen Ausführungen werden ausschließlich die Terme angegeben. Auf die Angabe einer Herleitung
mit Hilfe der angewandten Regeln der Funktionalanalysis wird hier verzichtet. Der interessierte Leser
möge auf die einschlägige Literatur, wie z.B. De Boer [1982], [Altenbach and Altenbach, 1994] oder
[Schade and Neemann, 2009], zurückgreifen, um die Herleitung der Terme nachzuvollziehen.
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A.3.1. Tangentenoperator des mechanischen Anteils
In einem ersten Schritt werden die Tangentenoperatoren des mechanischen Anteils, die
aus dem Gateaux Differential der Gleichgewichtsbedingung in Richtung der primären
Variablen berechnet werden, angegeben. Hierbei ist die Angabe der Ableitungen ausrei-
chend.

Für die Linearisierung der Gleichgewichtsbedingung bezüglich des Verschiebungs-
felds erhält man

C̃L = C̃vol
eq + C̃ iso

eq + C̃ov. (A.25)

Hierin ist der Gleichgewichtsanteil durch die Terme

C̃vol
eq = 2

dT̃vol
eq

dC
(A.26)

= %R
J

ϕ

θ

θ0

{(
U ′(J

ϕ
) + J

ϕ
U ′′(J

ϕ
)
)

C−1 ⊗C−1 − 2U ′(J
ϕ

)
(
C−1 ⊗C−1)T23

}
,

sowie

C̃ iso
eq = 2

dT̃iso
eq

dC

= 4%RJ
−4

3
θ

θ0

[
I − 1

3C−1 ⊗C
] d2ῡ

dC dC
[
I − 1

3C⊗C−1]−
− 2

3J
−2

3
[
T̃iso

eq ⊗C−1 + C−1 ⊗ T̃iso
eq

]
+

+ 4
3%RJ

−4
3
θ

θ0

(
C · dῡ

dC

)[
(C−1 ⊗C−1)T23 − 1

3(C−1 ⊗C−1)
]
,

(A.27)

angegeben. Der Überspannungsanteil berechnet sich aus

C̃ov = 2dT̃ov

dC
= −4

3%Rµ(det C)−
1
3
[
(C−1

v ⊗C−1 + C−1 ⊗C−1
v )−

− 1
3(C ·C−1

v )(C−1 ⊗C−1 + (C−1 ⊗C−1)T23)
]
.

(A.28)

Der Tangentenoperator der Gleichgewichtsbedingung bezüglich des Temperaturfelds
berechnet sich aus dem Differential

Dθ T̃[∆θ] = dT̃
dθ ∆θ, (A.29)

worin die Ableitung durch die Gleichung

dT̃
dθ = %Rβ(J, θ)JC−1 − 1

θ
T̃iso

eq , (A.30)
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mit der skalarwertigen Funktion

β := ∂λp

∂θ
= θ

θ0

ϕ′

ϕ2

((
1
θ

ϕ

ϕ′
− 1
)
U ′(J

ϕ
)− J

ϕ
U ′′(J

ϕ
)
)
, (A.31)

definiert ist. Die abschließende unabhängige Variable ist durch den viskosen, rechten
Cauchy-Green Tensor festgelegt, welcher den inneren Variablen des Materialmodells
entspricht. Über das Differential

DCv T̃[H] = dT̃
dCv

H, (A.32)

und der Auswertung der Gateaux Ableitung erhält man den Tangentenoperator

dT̃
dCv

= dT̃ov

dCv
= 2%Rµ(det C)−

1
3
[
(C−1 ⊗C)− 3I

]
(C−1

v ⊗C−1
v )T23 , (A.33)

der Gleichgewichtsbedingung bezüglich der inneren Variablen.

A.3.2. Tangentenoperator des thermischen Anteils
Die Tangentenoperatoren des thermischen Anteils des Modells werden über die Linea-
risierung der Wärmeleitungsgleichung

cpθ̇ = θ
∂2ψ

∂θ∂E
· Ė− 1

%R
Div qR + r + δ, (A.34)

gebildet. Mit dem Prinzip der virtuellen Temperaturen kann (A.34) in die schwache
Form∫

%Rcpθ̇δθ dV −
∫
qR · Grad δθ dV = −

∫
qR ·nRδθ dA−

∫
%R(r + p+ δ)δθ dV

(A.35)
überführt werden. Der Wärmeproduktionsterm p, vgl. (3.114), der die thermoelastische
Kopplung beschreibt, wird über die Spannungsrelationen durch

θ
∂2ψ

∂θ∂E
· Ė = θ

((
ϕ2/3

3%Rθ
(Sp Seq

M)− Jϕ′

3%Rϕ1/3 (∂Ŝeq
M

∂J
· I)
)

C−1 + 1
%Rθ

T̃iso
eq

)
· Ė

(A.36)
wiedergeben. Hierin können die Terme in (A.36) aufgrund der Beziehung des Span-
nungstensors Seq

M nach (3.62)1 durch die Ausdrücke

1
%R

ϕ2/3

3θ (Sp Seq
M) = 1

θ0

J

ϕ
U ′(J

ϕ
), (A.37)

1
%R

Jϕ′

3ϕ1/3 (∂Ŝeq
M

∂J
· I) = θ

θ0

ϕ′

ϕ2J

(
U ′(J

ϕ
) + J

ϕ
U ′′(J

ϕ
)
)
, (A.38)
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ersetzt werden. Dadurch kann die Summe des ersten Klammerausdrucks aus (A.36) in

ϕ2/3

3%Rθ
(Sp Seq

M)− Jϕ′

3%Rϕ1/3 (∂Ŝeq
M

∂J
· I) = θ

θ0

ϕ′

ϕ2J

(
( ϕ
θϕ′
− 1)U ′(J

ϕ
)− J

ϕ
U ′′(J

ϕ
)
)
,

(A.39)
überführt werden. Mit Hinzunahme der skalarwertigen Funktion nach (A.31) erhält man
eine kompakte Form des thermoelastischen Kopplungsterms

p(J,C, θ) =
(
θβJC−1 + 1

%R
T̃iso

eq

)
· Ė. (A.40)

Zur vollständigen Angabe der Terme aus (A.35) sei erneut der Dissipationsterm δ nach
(3.117)

δ = J
2/3
M C−1

v C̄
dw̄ov

d(C−1
v C̄)

C−1
v · Ċv (A.41)

und der Fouriersche Ansatz für den Wärmestrom nach (3.47)

qR = −κR Grad θ, mit κR = κ(θ)(det F)C−1 (A.42)

ausgeführt, welche durch die Linearisierung zu berücksichtigen sind. Mit (A.42) wird
(A.35) umformuliert zu

π :=
∫
%Rcpθ̇δθ dV︸ ︷︷ ︸

πI

+
∫
κR Grad θ · Grad δθ dV︸ ︷︷ ︸

πII

+

+
∫
%R(r + p+ δ)δθ dV︸ ︷︷ ︸

πIII

+
∫
qR ·nRδθ dA︸ ︷︷ ︸

πIV

= 0.
(A.43)

Zur besseren Veranschaulichung der Tangentenoperatoren des thermischen Anteils wer-
den die Operatoren der Volumenintegrale für die Summanden πI, πII und πIII von (A.43)
in Bezug auf die unabhängigen Variablen formuliert, die in ihrer Summe de facto den
gesamten Tangentenoperator abbilden.

Tangentenoperator des ersten Summanden πI. Zunächst wird die Linearisie-
rung bezüglich des Verschiebungsfelds ausgeführt. Es gilt

Du πI[∆u] =
∫
%Rθ̇δθDu cp[∆u] dV. (A.44)

Hierin berechnet sich das Differential aus (A.44) zu

Du cp[∆u] = dcp
dE

·∆E, mit
dcp
dE

= J
∂cp
∂J

C−1, (A.45)

172



A.3. Tangentenoperatoren

mit der skalarwertigen Materialfunktion ∂cp/∂J . Als Ergebnis der Linearisierung von
πI bezüglich des Verschiebungsfelds erhält man

Du πI[∆u] =
∫
%R(J ∂cp

∂J
C−1 ·∆E)θ̇δθ dV. (A.46)

In gleicher Weise wird die Linearisierung bezüglich des Temperaturfeldes gebildet:

Dθ πI[∆θ] =
∫
%Rθ̇δθDθ cp[∆θ] dV. (A.47)

Für das Differential gilt wiederum

Dθ cp[∆θ] = ∂cp
∂θ

∆θ. (A.48)

Man erhält als Resultat

Dθ πI[∆θ] =
∫
%R(∂cp

∂θ
∆θ)θ̇δθ dV, (A.49)

worin ∂cp/∂θ einer skalarwertigen Funktion entspricht.

Tangentenoperator des zweiten Summanden πII. Mit Annahme der Fourier-
schen Ansatzes für den Wärmefluss ergibt die Linearisierung bezüglich des Verschie-
bungsfeldes

Du πII[∆u] =
∫
κ(det F)(F−T Grad θ ·F−T Grad δθ)F−T ·∆H dV−

−
∫
κ(det F)(F−T Grad δθ) ·F−T∆HT(F−T Grad θ) dV−

−
∫
κ(det F)(F−T Grad θ) ·F−T∆HT(F−T Grad δθ) dV.

(A.50)

In die Herleitung obiger Gleichung sind die Beziehungen

Du(det F)[∆u] = (det F)F−T ·∆H, und Du F−T[∆H] = F−THTF−T (A.51)

eingegangen. Durch die Anwendung des Gateaux Differentials gelingt, wie zuvor auch,
die Linearisierung des Summanden πII bezüglich des Temperaturfeldes. Man erhält nach
einigen trivialen Umformungen die Beziehung

Dθ πII[∆θ] =
∫

(det F)F−T(∂κ
∂θ

∆θGrad θ + κGrad ∆θ) ·F−T Grad δθ dV. (A.52)
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Tangentenoperator des dritten Summanden πIII. Für den Term πIII der Wär-
meleitungsgleichung werden die Tangenten im Einzelnen dargestellt. Zunächst der Tan-
gentenoperator des Wärmeproduktionsterms aus (A.36) bzw. (A.40) bezüglich der Ver-
schiebungen. Es gilt:

Du π
p
III[∆u] =

∫
%R Du p(J,C, θ)[∆u]δθ dV. (A.53)

Die Berechnung des Differentials erfolgt nach

Du p[∆u] = θ

Du J [∆u]βC−1︸ ︷︷ ︸
(i)

+

+ J Du β[∆u]C−1︸ ︷︷ ︸
(ii)

+ JβDu C−1[∆u]︸ ︷︷ ︸
(iii)

+ Du T̃iso
eq [∆u]︸ ︷︷ ︸

(iv)

 · Ė,

(A.54)

worin die mit (i) . . . (iv) markierten Terme folgend berechnet werden:

(i) : Du J [∆u] = JC−1 ·∆E → Jβ(C−1 ⊗C−1)∆E, (A.55)

(ii) : Du β[∆u] = ∂β

∂J
JC−1 ·∆E → J2∂β

∂J
(C−1 ⊗C−1)∆E, (A.56)

(iii) : Du C−1[∆u] = −2C−1∆EC−1 → −2Jβ(C−1 ⊗C−1)T23∆E, (A.57)

(iv) : Du T̃iso
eq [∆u] = 2

dT̃iso
eq

dC
∆E → C̃ iso

eq ∆E. (A.58)

Aus diesen Beziehungen resultiert die folgende Gleichung für (A.53):

Du π
p
IV[∆u] =

∫
δθ(θC̃p + C̃ iso

eq )∆E · Ė dV (A.59)

mit dem definierten Operator

C̃p := J(β + J
∂β

∂J
)C−1 ⊗C−1 − 2Jβ(C−1 ⊗C−1)T23 . (A.60)

Im nächsten Schritt wird der Tangentenoperator bezüglich der Temperatur angegeben.
Für die Linearisierung gilt

Dθ π
p
III[∆θ] =

∫
%R Dθ p(J,C, θ)[∆θ]δθ dV, (A.61)

mit dem Differential

Dθ p(J,C, θ)[∆θ] = J Dθ(θβ)[∆θ]C−1 + ∆θ
θ

T̃iso
eq , (A.62)
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und
Dθ(θβ)[∆θ] = (β + θ

∂β

∂θ
) (A.63)

resultiert als Ergebnis

Dθ π
p
III[∆θ] =

∫
δθ(J(β + θ

∂β

∂θ
)C−1 + 1

θ
T̃iso

eq )∆θ · Ė dV. (A.64)

In einem weiteren Schritt werden die Anteile des Tangentenoperators für den Dissipati-
onsterms formuliert. Zunächst sei die Linearisierung bezüglich des Verschiebungsfelds
betrachtet. Diese gelingt über die Auswertung des Differentials in

Du π
δ
III[∆u] =

∫
%R Du δ[∆u]δθ dV =

∫
%R(C̃δ ·∆E)δθ dV, (A.65)

worin der Operator mit

C̃δ = 2 dδ
dC

= 2µϕ−
2
3

[
(C−1

v ⊗C−1
v )T23Ċv +

[
dr̃
dC

]T

(C−1
v ⊗C−1

v )T23C

] (A.66)

definiert wird. Die Linearisierung bezüglich des Temperaturfelds führt auf den Term

Dθ π
δ
III[∆θ] =

∫
%R Dθ δ[∆θ]δθ dV =

∫
%Rδθ

dδ
dθ∆θ dV (A.67)

mit dem Operator

dδ
dθ = 2µϕ−

2
3 (C−1

v ⊗C−1
v )T23C ·

(
dr̃
dθ −

2
3
ϕ′

ϕ
Ċv

)
. (A.68)

Hierin entspricht r̃ der rechten Seite der Evolutionsgleichung. Aufgrund der Abhängig-
keit des Dissipationsterms von den inneren Variablen ist hier zudem die Linearisierung
bezüglich des viskosen Cauchy-Green Tensors auszuführen. D.h. es muss das Differen-
tial

DCv π
δ
III[H] =

∫
%R DCv δ[H]δθ dV =

∫
%Rδθ

dδ
dCv

·H dV (A.69)

bestimmt werden. Hierin ist das Differential wie folgt

dδ
dCv

= −µϕ−
2
3
[
(C−1

v ⊗C−1
v CC−1

v )T23 + (C−1
v CC−1

v ⊗C−1
v )T23

]
Ċv +

+ µϕ−
2
3

[
dr̃

dCv

]T

(C−1
v CC−1

v )
(A.70)

definiert.
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A.3.3. Tangentenoperatoren der Evolutionsgleichung

Für das hier vorgestellte Materialmodell der finiten Thermoviskoelastizität konnte die
Evolutionsgleichung nach (3.87) mit

Ċv = 4%R
µ

η

ϕ−
2
3

(det C)
1
3

[
C− 1

3

(
C−1

v ·C
)
Cv
]
, (A.71)

hergeleitet werden. Zur Beschreibung des viskosen Verhaltens dient die Viskositätsfunk-
tion aus (3.92)

η = η0(θ) exp
(
− ‖ϕ−2/3CT̃ov‖
s0(θ)( 1√

3‖C
−1
v ‖)r

)
, (A.72)

die von den Verzerrungen bzw. dem Verschiebungsfeld, den viskosen Verzerrungen und
der Temperatur abhängt. D.h. es gilt die explizite Abhängigkeit der Viskositätsfunktion
η = η(C,Cv, θ). Hierin kann die Norm durch die Gleichung

‖ϕ−
2
3 CT̃ov‖ = 2%Rµ

ϕ−
2
3

(det C)
1
3

√
CC−1

v ·C−1
v C− 1

3(C ·C−1
v )2, (A.73)

berechnet werden. Mit der Berücksichtigung der unabhängigen Variablen nach (A.71)
und (A.72) erhält die Evolutionsgleichung die Gestalt:

Ċv = r̃(C,Cv, θ). (A.74)

Anhand der obigen abgekürzten Schreibweise werden im Folgenden die Tangentenope-
ratoren bezüglich dem Verschiebungs- und Temperaturfeld sowie den viskosen Verzer-
rungen angegeben.

Linearisierung bezüglich der Verschiebungen. Über die Linearisierung der
Evolutionsgleichung nach den Verschiebungen durch das Differential

Du r̃[∆u] = 2 dr̃
dC

∆E, (A.75)

resultiert der Tangentenoperator

dr̃
dC

= 2%R
µ

η0
ϕ−

2
3
[
ξ1(C⊗C−1) + ξ2(C⊗ LvC)−

− 1
3(C−1

v ·C)
[
ξ1(Cv ⊗C−1) + ξ2(Cv ⊗ LvC)

]
+

+ (det C)−
1
3 (I − 1

3Cv ⊗C−1
v ) exp (α)

]
.

(A.76)
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A.4. Auflistung der Rosenbrock-Verfahren

Hierbei sind in (A.76) die Abkürzungen

α := 2%Rµϕ
−2

3

s0

√
CC−1

v ·C−1
v C− 1

3(C ·C−1
v )2

(det C)
1
3
(√

1
3C−1

v ·C−1
v

)r , (A.77)

ξ1 := 1
3(det C)−

1
3 (α− 1) exp (α), (A.78)

ξ2 := (det C)−
1
3

τ
α exp (α), τ := CC−1

v ·C−1
v C− 1

3(C ·C−1
v )2, (A.79)

Lv := (C−1
v ⊗C−1

v )T23 − 1
3C−1

v ⊗C−1
v , (A.80)

eingeführt worden.

Linearisierung bezüglich der inneren Variablen Die Linearisierung bezüglich
der inneren Variablen erfolgt, indem das Gateaux Differential

DCv r̃[H] = dr̃
dCv

H, (A.81)

in Richtung der viskosen Verzerrungen ausgeführt wird. Dadurch gelingt die Herleitung
des zu bestimmenden Tangentenoperators, der folgend angegeben werden kann:

dr̃
dCv

= 4%R
µ

η0
ϕ−

2
3 (det C)−

1
3

[[
ξ̂1C⊗C− ξ̂2Cv ⊗C−1

v −
1
3(C−1

v ·C)Cv ⊗C
]

+

+ 1
3(C−1

v ·C)(C−1
v ⊗C−1

v )T23 + ξ̂2(C⊗Cv)(C−1
v ⊗C−1

v )T23+

+
[
ξ̂1(C⊗C−1

v ) + 1
3 ξ̂2(C−1

v ·C)Cv ⊗C−1
v

]
(CC−1

v ⊗CC−1
v )T23+

+1
3 exp (α)((Cv ⊗C)(C−1

v ⊗C−1
v )T23 − (C−1

v ·C)I)
]
.

(A.82)

Für die definierten Abkürzungen gelten die Ausdrücke

ξ̂1 := α

τ
exp (α), ξ̂2 := r

‖C−1
v ‖r

α exp (α), (A.83)

mit α aus (A.77) und τ aus (A.79).

A.4. Auflistung der Rosenbrock-Verfahren
Im Folgenden ist eine Auflistung der untersuchten bzw. angewandten Rosenbrock Ver-
fahren sowie DIRK Verfahren in Tabelle A.3 erstellt. Die zugehörigen Referenzen kön-
nen der Tabelle entnommen werden.

177



A. Anhang

Tabelle A.3.: Angewandte Rosenbrock und DIRK Verfahren im Rahmen der Untersu-
chungen

Verfahren Stufen s Ord. p Referenz

R
O

SE
N

B
R

O
C

K

SE
T

I

Linear-implizit Euler 1 1 Hairer and Wanner [1996]
ROS2 2 2 Verwer et al. [1999]
ROS3 3 3 Sandu et al. [1997]
ROS3P 3 3 Lang and Verwer [2001]
ROWDA3 3 3 Roche [1988]
RODAS3 4 3 Sandu et al. [1997]
ROWDAIND2 4 3 Lubich and Roche [1990]
RODAS 6 4 Hairer and Wanner [1996]
RODASP 6 4 Steinebach [1995]

SE
T

II

ROSI2P1 4 3 Rang and Angermann [2008]
ROSI2P2 4 3 Rang and Angermann [2008]
ROSI2Pw 4 3 Rang and Angermann [2008]
ROSI2PW 4 3 Rang and Angermann [2008]
ROS34PW2 4 3 Rang and Angermann [2005]
ROS34PW3 4 3 Rang and Angermann [2005]
ROS2S 3 2 Hamkar et al. [2012]

D
IR

K Backward-Euler (BE) 1 1 Hairer and Wanner [1996]
Ellsiepen 2 2 Ellsiepen [1999]
Alexander/Cash 3 3 Alexander [1977], Cash [1979]

A.5. Zusammenstellung der Materialparameter

Im Folgenden findet sich eine Zusammenstellung der Materialparameter des in Ab-
schnitt 3.4 hergeleiteten Materialmodells. Die Werte des mechanischen Anteils ist aus
der Arbeit von Hartmann and Neff [2003] entnommen. Der thermische Anteil der Ma-
terialparameter entstammt aus den Arbeiten von Lion [2000b] und Heimes [2005]. Alle
Werte der Materialparameter die in den Beispielrechnungen für das Elastomer verwen-
deten werden sind in Tabelle A.4 zusammengetragen.

Für die Beispielrechnungen bei rein isothermer Betrachtung wurde für das Elastomer
eine spezifische Massendichte von %R = 1.0 [kg/m3] gewählt. Bei den weiteren Rech-
nungen wurde die Dichte nach [Heimes, 2005] von %R = 1.12 [kg/m3] gewählt. Die
Materialparameter für das Thermo-Hyperelastizitätsmodell, das die Metallschichten des
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A.5. Zusammenstellung der Materialparameter

Tabelle A.4.: Zusammenstellung der Materialparameter des Modells der finiten Thermo-
Viskoelastizität

Mechanischer Anteil:
Parameter Einheit Wert

K [MPa] 1.000e+ 03
c10 [MPa] 1.788e− 01
c01 [MPa] 1.958e− 01
α [MPa] 0.367e− 02
µ [MPa] 2.000e− 01
η̄0 [MPa s] 0.180e+ 03
s [MPa−1] 0.100e− 02

Thermischer Anteil:
cp0 [J/kg K] 1.539e+ 03
cpk [K−1] 0.375e− 02
κ [W/m K] 2.595e− 01
αΘ [K−1] 0.206e− 03
κ [K] 0.800e+ 04
s̄0 [MPa] 0.200e− 02
s∞ [MPa] 0.150e− 02
ω [K−1] 0.800e− 01
r0 [−] 0.400e+ 01

Elastomerlagers aus Abschnitt 6.4 beschreibt ist in Tabelle A.5 zusammengestellt. Die
Massendichte der Metallschichten wird mit 7816[kg/m3] nach [Quint, 2012] festgelegt.
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A. Anhang

Tabelle A.5.: Zusammenstellung der Materialparameter des Modells der finiten Thermo-
Hyperelastizität

Mechanischer Anteil:
Parameter Einheit Wert

K [MPa] 1.667e+ 05
c10 [MPa] 2.014e+ 04
c01 [MPa] 1.832e+ 04

Thermischer Anteil:
cp0 [J/kg K] 4.976e+ 02
cpk [K−1] 3.612e− 04
κ [W/m K] 4.700e+ 01
αΘ [K−1] 1.200e− 05
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