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Abstract

In the industrial environment in many instances the question of cost reduction, which
may arise in one way or another with the redevelopment or enhancement of products and
processes, occupies center stage. In this context, numerical simulation techniques have
become established as a widely self-contained engineering discipline providing a major
value to master the economical requirements in the development process of products.
With increasing computing power, as an important prerequisite for the successful use
of numerical simulation techniques, a significantly rising tendency towards complex
physical modeling becomes apparent. This means that the demand for simulations of
more and more complex tasks rises which in turn increases the complexity of numerical
methods.

In this sense, this thesis contributes to further development on numerical procedures
for the solution of thermomechanical coupled processes.

First, a material model of finite thermo-viscoelasticity is provided that considers main
thermomechanical behavior of an elastomeric material including nonlinear rate-depend-
ent viscous response associated to large deformation as well as nonlinear temperature
dependence. The numerical treatment of the resulting thermomechanical coupled pro-
blem is realized in the context of a modern approach by means of a consistent space-
time discretization. The application of mixed finite elements for the spatial discretization
leads to a nonlinear (semi-discretized) differential-algebraic equation system, where the
differential part results from the evolution of the internal variables (describing inela-
stic effects) and the time-dependent temperature field. The algebraic part of the system
comes from the quasi-static balance of linear momentum. Integration over time is per-
formed employing so-called Rosenbrock-type methods. Rosenbrock-type methods have
the enormous advantage of a totally iteration-free scheme and of being a high-order ap-
proach with the possibility of applying a numerical reasonable time-adaptive procedure.

It is shown that for the problem of consideration more efficient finite element com-
putations result in comparison to standard finite element approaches since the time inte-
gration on the basis of Rosenbrock-type methods does not lead to a system of non-linear
equations. In other words, all aspects of implicit finite elements as local iterations on
Gauss-point level and global equilibrium iterations do not occur, which yields to a dra-
stic reduction of the computational time.

The performance and applicability of the developed iteration-free solution procedure
is investigated by the simulation of several thermomechanical coupled examples.
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1. Einleitung

1.1. Motivation der Arbeit

Seit dem Beginn des 20. Jahrhunderts haben Ingenieure Berechnungsmethoden ent-
wickelt, um das mechanische Verhalten technischer Bauteile zu beschreiben. Bauteile,
die im Ingenieurwesen zum Einsatz kommen, haben iiblicherweise tragende oder ver-
bindende Funktionen. Damit auftretende Lasten sicher abgeleitet werden konnen, ist die
Frage nach der zulédssigen Beanspruchung von ausschlaggebender Bedeutung. Werden
spezifizierte Grenzwerte iiberschritten, so fiihrt es zwangsldufig zu einer Beeintridch-
tigung der Funktionalitdt, was unweigerlich ein Versagensmechanismus des Bauteils
zur Folge hat. Um die Auslegung von Bauteilen zu gewihrleisten, werden unter an-
derem Naherungsverfahren, die zum Teil in Regelwerke festgehalten sind, herangezo-
gen. Im Allgemeinen sind die Nidherungsverfahren auf bestimmte Beanspruchungsfille
zugeschnitten, die einen expliziten Versagensmechanismus beziiglich einer Belastungs-
richtung vorgeben. Der mafgebende Grenzfall wird in der Regel dann aus einer Va-
riation weniger Parameter ermittelt. Aufgrund der umfangreichen Annahmen und der
vereinfachten Betrachtung des Bauteils stellen die Ergebnisse allerdings mehr eine Ab-
schiatzung der realen Beanspruchung und weniger eine exakte Berechnung dar. Kom-
plexe dreidimensionale, zeitabhiingige Belastungsprozesse, bei denen nicht selten Kopp-
lungsphinomene von physikalischen Feldgréen eine besondere Rolle spielen, konnen
mit solchen Verfahren nicht ausreichend erfasst werden.

Parallel zu den klassischen Losungsmoglichkeiten hat sich durch die progressive Ent-
wicklung im Bereich der Computertechnologie die numerische Simulation im Rahmen
der optimalen Auslegung von technischen Prozessen und Bauteilen als leistungsfihige
Alternative etabliert. Diesbeziiglich sind Berechnungsverfahren und Materialmodelle
entwickelt worden, die es erlauben, das mechanische Verhalten komplexer Strukturen
zu analysieren. Die Finite-Element Methode (FEM) nimmt dabei aufgrund ihrer Flexi-
bilitdt in vielen Anwendungsbereichen eine zentrale Rolle ein. Numerische Verfahren
dieser Art basieren auf einer Abbildung der Realitét mittels eines Ingenieurmodells und
liefern die ndherungsweise Losung der zugehorigen Rand- und Anfangswertaufgaben.
Der Vorteil gegeniiber den klassischen Auslegungsmethoden liegt vor allem darin, dass
das Deformationsverhalten der gesamten Struktur aber auch der Verlauf von Spannun-
gen iiber die Zeit erfasst werden konnen. Dariiber hinaus sind Aussagen iiber die Wech-
selwirkung und Interaktion von verschiedenen physikalischen Feldern moglich. Voraus-
setzung fiir den Erfolg numerischer Simulation ist jedoch zum einen die Formulierung
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eines Materialmodells, welches in der Lage ist, das Werkstoffverhalten fiir den jeweili-
gen Anwendungsfall moglichst realistisch zu beschreiben, und zum anderen der Einsatz
eines effizienten und robusten Losungsalgorithmus, der Aussagen iiber die Genauigkeit
der erhaltenen Niherungslosung treffen kann.

Zur Formulierung von Materialmodellen liefert die Kontinuumsmechanik geeignete
Methoden. Ein thermomechanisches Materialmodell im Sinne der phdanomenologischen
Feldtheorie ist durch funktionale Relationen zwischen Deformations-, Temperatur- und
Spannungsprozessen gekennzeichnet und stellt eine mathematische Beschreibung der in
Experimenten beobachteten Materialeigenschaften dar. Diese Modellvorstellungen kon-
nen bei realen Werkstoffen einen derart hohen Komplexititsgrad erreichen, dass deren
Einsatz in numerischen Simulationen aufgrund des erheblichen Aufwands uninteressant
werden. Auf der anderen Seite besteht im Bereich der Entwicklung ein immer stérkeres
Interesse an eine moglichst realistische Modellierung der Materialeigenschaften unter
realen Betriebsbedingungen, was eine hohe physikalische Auflosung der Modellbildung
impliziert. Damit die numerischen Verfahren den geforderten Anforderungen unter rea-
len Betriebsbedingungen nach 6konomischen Gesichtspunkten' gerecht werden, kénnen
prinzipiell folgende MaBBnahmen durchgefiihrt werden:

Optimierung der Hardware
Die Anschaffung von Hochleistungsrechner ist eine relativ einfache durchsetzbare
MalBnahme, die eine unmittelbare Steigerung der Performance initiiert. Die Ent-
wicklung von immer leistungsfihigeren zentralen Recheneinheiten (CPUs) erzielt
stetig steigende Recheninstruktionen pro Taktperiode, was eine Laufzeitredukti-
on der Berechnungsprogramme zur Folge hat. Die kontinuierliche Erhohung der
Taktfrequenz, als die gingige Variante zur Steigerung der Leistungsfahigkeit der
CPUgs, stagnierte jedoch aufgrund physikalischer Randbedingungen.? Die natiir-
liche Konsequenz in der Entwicklung moderner Prozessoren ist hieraus die Ein-
fiihrung von Mehrkernprozessoren (Multicore-Processors) bei denen mehrere Re-
cheneinheiten auf einem Chip angebracht sind. Mit Mehrkernprozessoren kann
theoretisch eine vervielfachte Rechenleistung erzielt werden (das n-fache bei n-
Kernen), die an die Bedingung einer Parallelisierung der Anwendungen auf meh-
rere Prozessoren gekniipft ist.®> Die real erzielbare Leistungssteigerung schwankt
mit der Giite der parallelisierten Software. D.h. die optimale Ausnutzung moder-
ner Hardware bedarf einen hohen Programmieraufwand, um die verwendete Soft-
ware an die parallele Architektur anzupassen. In vielen Fillen, wie z.B. bei FEM

!d.h. das Bestreben nach einer Verkiirzung von Entwicklungszeiten, Herstellungsprozesse und Kosten-
minimierung.

2Bei Taktfrequenzen um 4 GHz ist die Abfuhr der Wirme nicht mehr sinnvoll zu realisieren.

3Im Rahmen einer parallelen Programmierung werden Anwendungen so modifiziert, dass sie komplett
oder auch nur Fragmente davon gleichzeitig auf mehreren Prozessoren als Threads ausgefiihrt werden.
Dazu gibt es grundsitzlich zwei Parallelisierungsstrategien: SMP (Shared-Memory-Programmierung)
und MPI (Message-Passing-Interface-Programmierung), siehe hierzu z.B. [Gropp et al., 2007] oder
[Rauber and Riinger, 2010]
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Softwarepaketen, die historisch gewachsen sind, ist die Umsetzung einer Paralle-
lisierung gleich dem Aufwand einer Neuprogrammierung zu setzen.

Entwicklung effizienter Losungsstrategien

In Fillen, in denen eine Neuprogrammierung sinnvoll ist, erscheint die Uberle-
gung durchaus angebracht, eine effiziente Berechnungsstrategie zu entwickeln.
Eine solche Entwicklung kann nur umgesetzt werden, wenn im Rahmen der FEM
— ausgehend von der mathematischen Formulierung — die Anwendung von effizi-
enten Losungsprozeduren, z.B. adaptive Prozeduren, parallelisierte lineare Glei-
chungsloser (direkte oder iterative), Multigrid Loser, effiziente Zeitintegratoren,
etc. ersichtlich werden. Im Vergleich zur der konventionellen Optimierung im
Rahmen der FEM, ndmlich der Entwicklung effizienter Elemente oder auch Ma-
terialmodelle, erzielt diese Vorgehensweise eine weitaus hohere Leistungssteige-
rung beziiglich der numerischen Performance. Eine numerische Simulation fiir
komplexe Materialmodelle wire hinsichtlich der 6konomischen Anforderungen
durchfiihrbar.

Die hier vorliegende Arbeit versteht sich als ein Ausschnitt der Entwicklung effizienter
Losungsstrategien. Sie liefert einen Beitrag zur der Entwicklung einer iterationsfreien
Losungsstrategie, die im Rahmen der nichtlinearen FEM ein Konzept zur Analyse ther-
momechanischen Verhaltens elastomerer Strukturen bei finiten Deformationsprozessen
darstellt.

1.2. Literaturiuiberblick

Das Verhalten von Bauteilen wird mal3geblich durch den Konstruktionswerkstoff be-
stimmt. Polymere Werkstoffe als Konstruktionswerkstoffe nehmen in der industriellen
Anwendung einen sehr hohen Stellenwert ein. Das allgemeine Interesse am physikali-
schen Verstidndnis der Materialeigenschaften von Polymer- und Elastomerwerkstoffen
nimmt daher stindig zu, was an der Vielzahl von Aufsétzen ersichtlich wird. Stellver-
tretend auf dem Gebiet seien die Arbeiten von Simo [1987], Boyce et al. [1989], Arruda
and Boyce [1993], Johnson et al. [1995], Holzapfel [1995], Miehe [1995], Lion [1996],
Holzapfel and Simo [1996a,b], Reese and Wriggers [1997], Lion [1997a,b], Reese and
Govindjee [1998a,b], Kaliske and Rothert [1998], Lion [2000a], Miehe and Keck [2000]
und Besdo and Ihlemann [2003] erwihnt.* Eine umfangreiche, chronologische Uber-
sicht von Aufsitzen beziiglich der Modellierung von Kunststoffen im Rahmen der FEM
ist in [Mackerle, 2004] zusammengetragen.

Zur kontinuumsmechanischen Beschreibung elastischer und inelastischer Effekte von
Elastomeren gibt es in der Fachliteratur eine Reihe von verschiedenen Ansitzen. Im Be-

4Es wird hier keinesfalls der Anspruch auf Vollstindigkeit erhoben, sondern eine chronologische Auf-
zdhlung dem Autor bekannten Literatur gegeben.
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reich finiter viskoelastischer Deformationen® wurden beispielsweise zur Beschreibung
der inelastischen Effekte Modellansitze vorgeschlagen, die mit inneren Variablen vom
Spannungstyp® oder mit inneren Variablen von Deformationstyp’ formuliert sind. Mo-
delle der finiten Viskoelastizitit, die nicht auf inneren Variablen, sondern auf allgemei-
nen Gedichtnisfunktionalen basieren, finden sich in den Arbeit von Haupt [1971]. Vom
rein mechanischen Standpunkt aus sind alle drei Zugénge dquivalent. Eine Erweiterung
zu einer thermomechanisch konsistenten Materialformulierung kann erfahrungsgemif
von den Ansitzen, die mit inneren Variablen vom Deformationstyp arbeiten, einfacher
umgesetzt werden, siehe [Lion, 2000b]. Mit der Formulierung eines thermodynamischen
Potentials, was in vielen Fillen die freie Energie ist, werden Modelle zur Beschreibung
thermomechanischer Prozesse hergeleitet.® Demnach ist ein thermomechanisches Ma-
terial durch funktionale Relationen zwischen Temperatur-, Deformations-, und Span-
nungsprozessen gekennzeichnet, die im wesentlichen durch Kopplungseffekte zwischen
mechanischen und nicht mechanischen Feldgro8en verdndert werden. So sind insbeson-
dere Deformationen infolge thermischer Expansion oder Anderung des mechanischen
Verhaltens als Wirkung des thermischen Feldes zu beobachten. Zyklische Prozesse re-
sultieren in thermoelastischen und dissipativen Aufheizeffekten als Wirkung des me-
chanischen Feldes auf das thermische Feld. Abbildung 1.1 veranschaulicht diesen kom-
plexen Zusammenhang. Die thermische Expansion und das thermoelastische Autheizen
werden demnach als explizite und die temperaturabhidngigen Materialfunktionen sowie
die Dissipation als implizite Kopplung betrachtet.

Die Beriicksichtigung der vollstindigen thermoviskoelastischen Kopplung ist fiir ei-
nige Problemstellungen nicht zwingend erforderlich, sie konnen einseitig entkoppelt
behandelt werden. Beispielsweise 16st Taylor et al. [1970] in einer Pionierarbeit das
Wirmeleitungsproblem separat vom mechanischen Problem und beriicksichtigt nur die
Riickkopplung iiber die thermische Expansion. Eine einseitige Kopplung stellt aller-
dings fiir viele Fragestellung eine starke Idealisierung des Mehrfeldproblems dar. Die
Umsetzung eines vollstindig gekoppelten thermoviskoelastischen Anfangsrandwertpro-
blems wurde bereits von Oden and Armstrong [1971] vorgestellt, jedoch nur teilweise
numerisch umgesetzt. Fiir die numerische Behandlung von Mehrfeldproblemen haben
sich Eingangs partitionierte Losungsalgorithmen durchgesetzt, die eine effiziente Mog-
lichkeit fiir schwach gekoppelte Probleme bereitstellen. Um einige zu nennen, die diese
Vorgehensweise detailliert untersucht haben, sei auf Arbeiten von Park [1980], Park and
Felippa [1980] und Felippa et al. [2001] hingewiesen. Neben den partitionierten Ver-
fahren haben sich heutzutage gestaffelte Losungsalgorithmen etabliert. Bei gestaffelten
Berechnungen werden, im Gegensatz zur partitionierten, die Teilfelder sequentiell bear-
beitet und innerhalb eines Zeitinkrements solange iteriert, bis sich die Teilfelder ausrei-

SEine umfassende Darstellung der Theorie kleiner Deformationen findet man in den Lehrbiichern von
Tobolsky [1967], Ferry [1980] oder Tschoegl [1989].

bsiehe [Simo, 1987], [Holzapfel and Simo, 1996b], [Lion, 1996]

7siche [Boyce et al., 1989], [Le Tallec et al., 1993], [Reese and Govindjee, 1998a,b], [Lion, 1997a,b]

8siehe [Lion, 1997a,b], [Reese, 2001], [Haupt, 2002] und [Heimes, 2005]
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Dissipation

-

mechanisches Feld | explizite Kopplung thermisches Feld

—»

Materialfunktionen

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung der thermomechanischen Kopplung gemif3
[Tlias, 1994]

chend nahe dem Gleichgewicht befinden. Anfingliche Anwendungen finden sich z.B.
in [Felippa and Park, 1980] oder [Argyris et al., 1981]. Als weiterfithrende Arbeiten,
in denen gestaffelte Losungsalgorithmen in Verbindung mit thermomechanischen Fra-
gestellungen umgesetzt wurden, sind beispielhaft die Arbeiten von Lewis and Schrefler
[1987], Simo and Miehe [1992] zu erwihnen und in Verbindung mit thermomechanisch
gekoppelten Kontaktproblemen die von Rieger [2002] und Rieger and Wriggers [2004].
Eine Konvergenz der gestaffelten Verfahren ist a priori allerdings nicht gewihrleistet.
Sie wird mal3geblich von der Art und Wahl der Partitionierung der Felder (dem Ope-
rator Split) beeinflusst. Eine unbedingte Stabilitdt wird nur, wie in [Armero and Simo,
1992] bzw. [Armero and Simo, 1993] gezeigt, mit einem isentropen Operatorsplit er-
reicht. Fiir eine miBige Kopplung beider Teilfelder konnte auch mit einem einfachen
isothermen Operatorsplit eine robuste Losung erzielt werden. Liibbing [1997] stellt hier-
zu im Zusammenhang mit der Thermoelastizitdt Konzepte zur Analyse vom Kopplungs-
grad der Felder vor. Die monolithischen bzw. simultanen Losungsverfahren stellen ei-
ne weitere Moglichkeit zur numerischen Behandlung von Mehrfeldproblemen dar. In
[Glaser, 1991], [Parisch, 2003] und [Fritsch, 2004] wird dieser Ansatz in Verbindung
mit einem impliziten Euler Verfahren in Kombination mit dem klassischen Préidiktor-
Korrektor Verfahren® fiir die Problemstellung der finiten Plastizitit gekoppelt mit einer
linearen Wirmeleitung angewandt. Reese and Govindjee [1998b] wenden das Verfahren
zur thermomechanischen Beschreibung gummiartiger Polymerwerkstoffe an. Verglei-
chende Untersuchungen der verschiedenen Ansitze finden sich fiir die finite Thermo-

Mit der von Mises FlieBbedingung fiihrt dies auf die sogenannte radial return Methode. Im allgemeinen
Fall einer anderen assoziierten FlieBregel wird nach Simo and Hughes [1987] der Algorithmus general
closest point projection genannt.
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elastizitat in [Miehe, 1988] und fiir die finite Thermoviskoelastizitit in [Reese, 2001].

Neben den Entwicklungen von Losungsansétzen fiir Mehrfeldprobleme im Rahmen
der numerischen Behandlung der gekoppelten Thermomechanik hat sich im Verhéltnis
zu den ersten Formulierungen der siebziger Jahre die nichtlineare FEM!? rasant ent-
wickelt und besitzt gegenwirtig bei den eingebetteten numerischen Methoden einen ho-
hen Stand. Anfinglich wurden Verfahren im Sinne der phdnomenologischen Modell-
bildung ausgeweitet und die Weiterentwicklung der Elementformulierung unter dem
Aspekt komplexerer konstitutiver Beziehungen und der Einbeziehung von Mehrfeld
Phénomenen vorangetrieben.

Dies dnderte sich durch die Arbeiten von Wittekindt [1991], Fritzen [1997], Ellsiepen
[1999] und Ellsiepen and Hartmann [2001], die die Vorgehensweise als eine Anwen-
dung der vertikalen Linienmethode zur Losung von partiellen Differentialgleichungen
in Ort und Zeit interpretierten. Die Ortsdiskretisierung fiihrt zundchst unter Verwendung
der Methode der finiten Elemente auf ein nichtlineares Gleichungssystem in Abhéngig-
keit der unbekannten Knotenverschiebungen und den inneren Variablen, die durch Evo-
lutionsgleichungen, d.h. gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, definiert
sind. Werden diese Gleichungen formal zu einem System von gewdhnlichen Differenti-
algleichungen assembliert, so bezeichnet man die Kopplung dieser beiden Gleichungen
als explizites System von Algebro-Differentialgleichungen (DAE-System). Der alge-
braische Anteil beschreibt die sogenannten Gleichgewichtsbedingungen und der diffe-
rentielle Anteil die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen an allen rdumlichen
Integrationspunkten und somit das Verfestigungsverhalten der Struktur.

In einem ersten Schritt war es das Ziel zunéchst die klassische Vorgehensweise mit
Verfahren der Numerischen Mathematik zu interpretieren, siehe [Ellsiepen and Hart-
mann, 2001]. Die Anwendung des klassischen impliziten Euler-Verfahrens zur Losung
des DAE-Systems fiihrt zu jedem Zeitpunkt auf ein gekoppeltes nichtlineares Glei-
chungssystem, dessen Losung die unbekannten Knotenverschiebungen sowie die un-
bekannten inneren Variablen liefert. Die Anwendung des Newton-Raphson Verfahrens
fiihrt jedoch nicht auf die hdufig propagierte iterative Losung (Spannungsalgorithmus)
auf Gauss-Punkt Ebene. Erst nach genauer Betrachtung des urspriinglichen Artikels zur
konsistenten Linearisierung, siehe [Simo and Taylor, 1985], wird offensichtlich, dass
der Satz iiber implizite Funktionen angewendet wird. Das zugehorige Verfahren des ge-
koppelten nichtlinearen Gleichungssystems stellt der sogenannte Multilevel-Newton Al-
gorithmus (MLNA) dar (siehe [Rabbat et al., 1979] und [Hoyer and Schmidt, 1984]).
Mit der Betrachtung als DAE-System besteht nunmehr die Moglichkeit andere Vor-
gehensweisen anzuwenden und zu entwickeln. Zunéchst sind steif-genaue diagonal-
implizite Runge-Kutta Verfahren (DIRK)!! in Verbindung mit dem MLNA untersucht

0Insbesondere ist hier die nichtlineare FEM unter Beriicksichtigung von Materialmodellen vom Evoluti-
onsgleichungstyp d.h. Modellen der Viskoelastizitit, Plastizitit und Viskoplastizitit und ihrer Erwei-
terung zu einer thermomechanisch konsistenten Formulierung im Rahmen quasi-statischer Festkor-
perberechnungen gemeint.

giehe hierzu [Hairer and Wanner, 1996]
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worden, siehe [Ellsiepen and Hartmann, 2001], bzw. BDF Verfahren z.B. in der Ar-
beit von [Eckert et al., 2004] und [Scherf, 2000]. Die Ubertragung des DIRK/MLNA
Ansatzes'? auf groBe Deformationen, gemischte Elemente und unterschiedliche Materi-
aleigenschaften sind in den Arbeiten [Hartmann, 2002], [Hartmann, 2006a], [Hartmann
and Bier, 2008] und [Hartmann et al., 2008a] angewendet worden. Die Erweiterung des
DIRK/MLNA Ansatzes auf thermomechanisch gekoppelte Problemstellungen im Zu-
sammenhang mit Umformprozessen funktional gradierter Materialien wurde von Quint
[2012] in Form einer simultanen Lésungsmethode umgesetzt.

Ein neuer Gesichtspunkt hingegen ist verbunden mit der Suche nach moglicherwei-
se effizienteren Verfahren. In diesem Zusammenhang stellen die linear-impliziten Run-
ge Kutta Verfahren (LIRK) eine interessante Moglichkeit dar. Innerhalb dieser Verfah-
rensklasse zeichnen sich die, nach Rosenbrock [1963] benannten, Rosenbrock-Verfah-
ren als aussichtsreich aus. In der Fachliteratur existiert eine Vielzahl von Aufsitzen liber
die numerischen Eigenschaften der Verfahren und den verschiedenen Anwendungsmog-
lichkeiten. Exemplarisch seien die Arbeiten von Kaps and Wanner [1981], Shampine
[1982], Roche [1988], Hairer et al. [1989a], Rentrop et al. [1989], Lubich and Roche
[1990], Sandu et al. [1997] und Lang and Verwer [2001] erwihnt. Diese Verfahren ha-
ben den wesentlichen Vorteil, dass keine gekoppelten nichtlinearen, sondern nur lineare
Gleichungssysteme auftreten. D.h. man erhilt eine vollstindig iterationsfreie Vorgehens-
weise und muss weder global noch auf Gauss-Punkt Ebene nichtlineare Gleichungssy-
steme iterativ I6sen. In einer ersten Untersuchung wurden die Rosenbrock-Verfahren von
Hartmann and Wensch [2006] fiir die Viskoelastizitit bei kleinen Verzerrungen in einer
vereinfachten Implementation angewendet. Eine FE-spezifische Struktur von globalen
und elementbezogenen Grofen wurde hier nicht direkt ausgenutzt. Die Umsetzung der
Verfahren im Kontext einer typischen geschachtelten FE-Struktur ist in [Hamkar and
Hartmann, 2007] vollzogen und die Implementation basierend auf eine Formulierung
der finiten Viskoelastizitit in [Hamkar and Hartmann, 2008] und [Hartmann and Ham-
kar, 2010]. Eine Entwicklung der Rosenbrock- Verfahren in Kombination mit einem FE-
Ansatz basierend auf eine Elementformulierung hoher Ordnung wurde von Netz et al.
[2013b] umgesetzt. Abgesehen von den beschrieben Anwendungen fiir rein mechani-
sche Problemstellungen wurden die Rosenbrock-Verfahren zudem zur Untersuchung
von thermischen Fragestellungen herangezogen. Lang and Verwer [2001] entwickel-
ten ein Rosenbrock-Verfahren, das speziell zur Behandlung nichtlinearer parabolischer
partieller Differentialgleichungen entwickelt wurde, um damit das instationidre Wirme-
leitungsproblem zu l6sen. In [Lang, 2001] wurde dieses Verfahren in einer adaptiven
FE-Implementierung realisiert und umfangreich untersucht. Rosenbrock-Verfahren in
Verbindung mit einer nichtlinearen FE-Formulierung werden erstmals in dieser Arbeit
fiir das monolithisch thermomechanisch gekoppelte Problem der finiten Thermovisko-
elastizitit entwickelt.

2DIRK/MLNA ist ein Losungsansatz basierend auf die Diagonal-Impliziten Runge-Kutta (DIRK) Ver-
fahren in Kombination mit dem Multi-Level Newton Algorithmus (MLNA).
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1.3. Zielsetzung

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit besteht in der numerischen Umsetzung ther-
momechanisch gekoppelter Problemstellungen elastomerer Strukturen im Kontext der
Entwicklung einer effizienten globalen Losungsstrategie. Zweckméifigerweise ist die
Losungsprozedur in eine typische geschachtelte Methodik der Finiten-Elemente Metho-
de zu integrieren.

Zur phianomenologischen Beschreibung der Materialeigenschaften sind Modelle vom
Evolutionsgleichungstyp heranzuziehen. Hierzu ist das Materialmodell der finiten Vis-
koelastizitdt aus [Hartmann, 2003] im Sinne einer thermodynamisch konsistenten Ma-
terialtheorie fiir thermomechanische Prozesse bei grolen Deformationen zu erweitern.
Das Modell soll eine vollstindige thermomechanische Kopplung enthalten.

Zentraler Arbeitspunkt ist die effiziente Umsetzung von Rosenbrock-Verfahren auf
das im Rahmen einer modernen Betrachtungsweise einer konsistenten Raum- Zeitdis-
kretisierung zugrunde liegende DAE-System. Das Verfahren soll sowohl fiir isotherme
als auch fiir thermomechanisch gekoppelte Prozesse geeignet sein. Dies ist beziiglich
der Formulierung der Algorithmen und der Implementierung umzusetzen. Hinsichtlich
der rdumlichen Diskretisierung sind geeignete gemischte Elementformulierungen her-
zuleiten.

1.4. Gliederung der Arbeit

Die Unterteilung der vorliegenden Arbeit in den verschiedenen Kapiteln ergibt sich na-
hezu auf natiirliche Weise aus der Zielsetzung. Das folgende Kapitel 2 vermittelt die
kontinuumsmechanischen Grundlagen zur Beschreibung der Kinematik deformierbarer
Korper. Im Rahmen einer geometrisch nichtlinearen Theorie werden die Bilanzgleichun-
gen fiir die Masse, fiir den Impuls, den Drehimpuls, und fiir die Energie sowie fiir die
Entropie auf Basis der klassischen Kontinuumsmechanik und Thermodynamik darge-
stellt. AuBBerdem werden nach dem Konzept der Dualen Variablen die zueinander asso-
ziierten Spannungs- und Verzerrungstensoren motiviert.

Nach einem kurzen Uberblick iiber die charakteristischen Materialeigenschaften po-
lymerer und elastomerer Stoffe werden in Kapitel 3 grundlegende Prinzipien der Ma-
terialmodellierung im Sinne der thermomechanisch konsistenten Materialtheorie dis-
kutiert. Ausgehend von einem rheologischen Modell wird die allgemeine Struktur der
Materialgleichungen herausgearbeitet. Es werden verschiedene physikalisch begriind-
bare Zerlegungen der Deformation eingefiihrt und mathematisch préazisiert. In Analogie
zur Theorie der linearen Viskoelastizitit wird die frei Energie, die in dieser Arbeit als
thermodynamisches Potential verwendet wird, additiv in mehrere voneinander unab-
hingige Anteile zerlegt. Zur Aufstellung der konstitutiven Beziehungen fiir Spannung,
Entropie, innere Variablen und Wirmestrom wird der zweite Hauptsatz der Thermo-
dynamik in Form der Clausius-Duhem Ungleichung (CDU), als sogenannte Dissipa-
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tionsungleichung, ausgewertet. Zur Konkretisierung der Materialgleichungen, d.h. der
Formulierung der entsprechenden Spannungs- und Verzerrungsmafle und Materialfunk-
tionen wird in dieser Arbeit auf die Vorschlige von Lion [2000b] und Heimes [2005]
eingegangen. Im Anschluss daran wird die Herleitung der verallgemeinerten Wirmelei-
tungsgleichung, die aus der lokalen Energiebilanz abgeleitet wird, beschrieben.

In Kapitel 4 erfolgt nach einer Definition der lokalen Form des Anfangsrandwert-
problems (ARWP) der Ubergang zur numerischen Formulierung im Rahmen der Finite-
Elemente Methode auf der Grundlage schwacher Formulierungen. Die Kontinuitéit wird
mittels geeignet gewihlter variationeller Aussagen im integralen Sinn erfiillt. In Bezug
auf eine geeignete Elementformulierung werden gemischte Variationsformulierungen
herangezogen. Die hier verwendeten Elementformulierungen liegen dem Extremalprin-
zip eines Dreifeldfunktionals zugrunde, dass fiir thermomechanisch gekoppelte Frage-
stellung hergeleitet wird.

Kapitel 5 befasst sich mit den wesentlichen Schritten fiir die Entwicklung einer glo-
balen iterationsfreien Prozedur im Kontext einer konsistenten Raum-Zeitdiskretisierung
zur Losung des aufgestellten thermomechanischen ARWP. Nach der Einfithrung der
rdumlichen Diskretisierung basierend auf dem isoparametrischen Elementkonzept un-
ter Beriicksichtigung einer Verschiebungssteuerung und den resultierenden gemischten
Elementen wird nachfolgend im Sinne der vertikalen Linienmethode die Zeitdiskretisie-
rung erldutert. Die Verfahrensvorschrift, der in dieser Arbeit eingesetzten Zeitintegra-
toren, den sogenannten Rosenbrock-Verfahren, wird zunédchst anhand eines Anfangs-
wertproblems motiviert und auf das DAE-System des thermomechanischen Problems
tibertragen. Im Hinblick auf eine Implementierung werden die resultierenden Element-
matrizen einer konsistenten Linearisierung abgeleitet und die Struktur der entstehenden
Gleichungssysteme im Detail diskutiert. Algorithmen zur effizienten Berechnung der
Systeme werden vorgestellt und umgesetzt. Um die Genauigkeit und Verldsslichkeit der
Ergebnisse sicherzustellen, wird eine adaptive Schrittweitenkontrolle verwendet.

Um das numerische Verhalten und die Leistungsfahigkeit der hier entwickelten Lo-
sungsprozedur zu untersuchen, werden im Kapitel 6 Beispielrechnungen vorgestellt. In
einem ersten Beispiel werden Konvergenzuntersuchungen und Aufwands-Genauigkeits-
untersuchungen fiir isotherme Belastungsprozesse durchgefiihrt. Anhand dieses Bei-
spiels wird die Leistungsfihigkeit der entwickelten Losungsprozedur gegeniiber der
klassischen FE-Formulierung demonstriert. Ein weiteres Beispiel dient vor allem dem
Zweck, grundlegende Mechanismen der thermomechanischen Kopplung aufzuzeigen
und das Verhalten hinsichtlich des implementieren Materialmodells und der Losungs-
prozedur zu kontrollieren. Das Verstindnis der hierbei untersuchten Effekte ist fiir die
Interpretation der Ergebnisse komplexer Strukturen hilfreich. Weiterhin werden dissipa-
tive Autheizeffekte am Beispiel einer periodisch beanspruchten elastomeren Zugprobe
untersucht. Im abschlieBenden Beispiel wird die Robustheit und Effektivitidt der Verfah-
ren in Bezug auf eine praxisrelevante Anwendung untersucht.

In Kapitel 7 werden die grundlegenden Erkenntnisse der Arbeit zusammengefasst
und Moglichkeiten zur weiteren Forschungsarbeit aufgezeigt.






2. Kontinuumsmechanische
Grundlagen

Die Kontinuumsmechanik ist eine allgemeingiiltige Theorie zu Beschreibung der Bewe-
gung materieller Korper unter dem Einfluss von Kriften. Das mathematische Fundament
der Kontinuumsmechanik ermoglicht es, ein spezielles mechanisches Problem in einer
allgemeingiiltigen Form zu erfassen und somit einem deduktiven Losungsverfahren zu-
ginglich zu machen. In diesem Zusammenhang umfasst die Kontinuumsmechanik die
drei Bereiche:

Kinematik, welche zur Beschreibung der Bewegung und der Deformation eines Kor-
pers, ohne Beriicksichtigung der Ursachen, dient,

Bilanzgleichungen, in denen allgemeingiiltige Erfahrungssitze der Thermomecha-
nik zusammengefasst werden, und

Materialgleichungen, konstitutive Beziehungen, die die kinematischen Groflen mit
den dynamischen GroéBen der Bilanzrelationen fiir das betrachtete Material ver-
kniipfen.

Das vorangehende Kapitel diskutiert die mathematische Erfassung des Begriffs materi-
eller Korper ebenso wie die Zusammenstellung der Bilanzgleichungen, die die physika-
lischen GesetzmiBigkeiten reflektieren, denen alle materiellen Korper unterliegen.!

2.1. Kinematik

2.1.1. Konfiguration, Bewegung, Deformation

Im Sinne der Kontinuumsmechanik ist ein materieller Korper B ein Teilbereich des
Raumes, in dem Materie kontinuierlich verteilt ist. Beziiglich dieser Vorstellung besteht
ein materieller Korper aus einer Menge materieller Punkte, B = {P}. Jeder materielle
Punkt P ist durch eine eindeutige Abbildung in Form eines Zahlentripels

(z',2*2%) =x(P) & P=x"'(z"2%2%, (2.1)

'Die Ausfithrungen in diesem Kapitel basieren auf der Grundlage des Lehrbuches von Haupt [2002].
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

die als Konfigurationen bezeichnet werden, identifiziert. Die Hintereinanderschaltung
von zwei Konfigurationen muss dabei stetig differenzierbar sein.? Das Zahlentripel (2.1)
kann interpretiert werden, als die Koordinaten eines Punktes im dreidimensionalen eu-
klidischen Punktraum [E3. Die eindeutige Abbildung eines geometrischen Vektors x €
V? zu den Punkten im euklidischen Punktraum erfordert die Wahl eines beliebigen,
aber festen Bezugspunktes O € [E3. Diese Verkniipfung der Abbildung x = x(P) mit
dem Bezugspunkt O verleiht dem Vektor « die Bedeutung eines Ortsvektors.
Die Beschreibung der Bewegung eines materiellen Punktes wird durch die kontinu-
ierliche Folge von Konfigurationen 7y, dargestellt, die zu jedem Zeitpunkt ¢ jedem ma-
teriellen Punkt P € B einen Ortsvektor x € V3

r=x/(P) & R=x;'(z) (2.2)

zuordnet, welcher die momentane Lage des Korpers BB beschreibt. Die Konfigurationen
X:(P) werden naheliegenderweise Momentankonfigurationen bezeichnet. Um eine Ab-
bildungsvorschrift zu erhalten, die nicht dem materiellen Punkt 7 € B sondern einer
geeigneten Grofe einen Ortsvektor zuordnet, wird die Referenz- bzw. Bezugskonfigura-
tion
XL X X)=R(P) & P=R "X, XX (2.3)

eingefiihrt. Das Zahlentripel kann in gewohnter Weise als Koordinaten des Vektors X =
X (X' X2 X?3) aufgefasst werden.?

Aufgrund der Definition der Referenzkonfiguration R(P), als beliebige, aber feste
Konfiguration, kann die Bewegung eines materiellen Punktes folgend dargestellt wer-
den, siehe Abbildung 2.1:

z = x,(R7(X)) = xr(X,1). (2.4)

Als Sonderfall der allgemeinen Definition der Referenzkonfiguration, kann die Kon-
figuration als Referenzkonfiguration R (P) = x;, (P) = X gewihlt werden, die der
Korper zu einem Zeitpunkt ¢, < ¢ einnimmt.* In diesem Fall lisst sich die Bewegung
eines materiellen Punktes in der Form

T = x(X;, (X)) = B4, (X ), (2.5)

darstellen. Diese spezielle Wahl der Referenzkonfiguration ermoglicht die Definition des
Verschiebungsfelds
w(X,t) = &, (X, 1) - X, (2.6)

als Differenz der beiden Ortsvektoren x, X, siche Abbildung 2.2

Diese Eigenschaften, d.h. die Eindeutigkeit und die stetige Differenzierbarkeit, implizieren zum einen,
dass benachbarte materielle Punkte stets benachbart bleiben, und zum anderen, dass ein materieller
Punkt sich nur an einem Punkt befinden kann.

3Der Vektor X = (X LX2 X 3) stellt im allgemeinen keinen Ortsvektor dar, da der materielle Korper
im allgemeinen Fall zu keinem Zeitpunkt die Referenzkonfiguration einnehmen muss.

“Hierbei sind die Vektoren X € V? als Ortsvektoren zu interpretieren.
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2.1. Kinematik

r = XR(th)

Abbildung 2.1.: Darstellung der Referenz- und Momentankonfiguration

d, (X,1)

Abbildung 2.2.: Abbildung des Verschiebungsvektors
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die lineare Approximation der Bewegung in der Umgebung eines materiellen Punktes
wird durch den Deformationsgradienten

Oxr(X, 1
F(X,t) = Oxe( X, 1) = Grad xg(X, 1), (2.7)
0X
abgebildet, der sich aus der Fréchet-Ableitung’
Oxr(X,1
Xr(X +dX,t) — xp(X,t) = Xl:?(—Xa) dX 4+ r(X,t,dX), (2.9)
mit (X .1.4X)
T t
lim ——2—2> =0, (2.10)
lax—ol  ||dX||

der Bewegungsdarstellung x = x(X,t) beziiglich der Referenzkonfiguration ergibt.
Die zentrale Bedeutung des Deformationsgradienten soll im Folgenden veranschaulicht
werden.

Eine aus materiellen Punkten bestehende stetig differenzierbare Kurve kann in der
Referenzkonfiguration durch die Angabe einer Raumkurve

ar X =C(a) (2.11)

mit dem Kurvenparameter « festgelegt werden. Aufgrund der stattfindenden Bewegung
Xr (X, t) befindet sich die materielle Linie in der Momentankonfiguration zum Zeit-
punkt ¢ an dem Ort

a—x=a=xr(Ca),t). (2.12)

Die Fréchet-Differenzierbarkeit fiithrt unter Verwendung der Kettenregel auf das Fréchet
Differenzial
de = /(o) da = Grad xz (X, t)| x=c()C' (@) dav. (2.13)

Hieraus wird ersichtlich, dass die Differentiale dz = ¢/(a) da und dX = C’'(a)da
als die Tangentenvektoren an materielle Linien in der Momentankonfiguration und der
Referenzkonfiguration angesehen werden. Infolgedessen transformiert der Deformati-

onsgradient geméif
de =FdX, (2.14)

Tangentenvektoren an materiellen Linien von der Referenzkonfiguration in die Momen-
tankonfiguration, vgl. Abbildung 2.3

Da die Fréchet-Ableitung keine explizite Berechnungsvorschrift fiir das Differential einer Ableitung
impliziert, bietet, unter der Berlicksichtigung hinreichender Stetigkeitsanforderungen, die hier a priori
gelten sollen, die Anwendung des Gateaux-Differentials

d
Dxr(X,t)[dX] = ng(X +sdX,t) (2.8)
s=0

eine einfache Berechnungsmoglichkeit des Fréchet-Differentials.
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2.1. Kinematik

XR(X7 t)
dx
/\ x: [B]
R [B] dz = FdX
X z
E,
E, .
E; -

Abbildung 2.3.: Tangentenvektoren an materiellen Linien von der Referenz- in die Mo-
mentankonfiguration.

Mit dieser Aussage ergeben sich zwei weitere essentielle Transformationsbeziehun-
gen fiir materielle Flachen- und Volumenelementen gemif3

da = (det F)F TdA (2.15)
und

dv = (det F)dV. (2.16)

Eine weitere fundamentale Eigenschaft des Deformationsgradienten ist die eindeutige
polare Zerlegung
F=RU = VR, (2.17)

in einen orthogonalen Tensor® R sowie die Tensoren U und V, welche symmetrisch
und positiv definit sind.” (2.17) hat die anschauliche Interpretation, dass sich die lokale
Deformation aus einer reinen Starrkorperdrehung von materiellen Linien, infolge des
orthogonalen Tensors R, sowie aus einer reinen Streckung der materiellen Linienele-
mente infolge der Wirkung der sogenannten linken und rechten Strecktensor U bzw. V
zusammensetzt, vgl. Haupt [2002].

2.1.2. Verzerrungstensoren

Der Deformationsgradient représentiert alle lokalen Eigenschaften der durch die Bewe-
gung xg(X,t) gegebenen Deformation. Wenn die Bewegung eines materiellen Korpers

5Ein Tensor zweiter Stufe R, der die Eigenschaft Ru - Rv = w - fiir alle uw, v € V aufweist heif3t
orthogonaler Tensor.

"Ein symmetrischer Tensor U = UT ist positiv definit, wenn er der Eigenschaft v- Uv > 0, Vv # 0
genligt.

15



2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

von einer Starrkdrperbewegung abweicht, so liegt eine Forménderung oder Verzerrung
vor. Aufgrund der im Deformationsgradienten enthaltenen Starrkorperdrehung R ist der
Deformationsgradient nur bedingt fiir die direkte Beschreibung der Forméinderung ei-
nes materiellen Korpers geeignet. Es lassen sich allerdings Tensoren angeben, die bei
einer Starrkorperbewegung identisch verschwinden und somit ein geeignetes Mal3 fiir
die Forméinderung darstellen. Ein Beispiel hierfiir ist der, auf der Referenzkonfiguration
operierende Green’sche Verzerrungstensor

E(X,t) = (C-T1), (2.18)

worin C = F'F = U? der rechte Cauchy-Green Tensor und I der Einheitstensor ist.
Der Green’sche Verzerrungstensor besitzt die anschauliche Interpretation, dass fiir zwei
materielle Linienelemente d X ; und d X ; der Referenzkonfiguration und den zugehori-
gen materiellen Linienelementen in der Momentankonfiguration dx; = F d X, sowie
daxs = F d X, stets die Identitit

XmEdXQZ%(dmld$2—dX1dX2), (219)

gilt. Aufgrund der Identitit (2.19) und der Transformation (2.14) ldsst sich ein weiterer,
der sogenannte Almansi’sche Verzerrungstensor

A(z,t)=F "EF ' = L(I-B™"), (2.20)

der auf der Momentankonfiguration operiert, motivieren. Hierin ist B = FFT = V2 der
linke Cauchy-Green Tensor.

2.1.3. Deformationsgeschwindigkeiten

Neben den Transformationsverhalten materieller Linien-, Flichen- und Volumenele-
mente sind vor allem bei zeitlichen Vorgéingen ebenso deren Anderungsgeschwindig-
keiten von Interesse. Durch die materielle Zeitableitung eines Linienelements (2.14)

(dz)" =FdX = FF !dz, (2.21)
kann der rdaumliche Geschwindigkeitsgradient
L =FF ! = grad o(z,1) (2.22)

als der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes in rdumlicher Darstellung v = o(x,t)®
definiert werden. Durch den riumlichen Geschwindigkeitsgradient kénnen die Ande-

8Fiir eine beliebige physikalische GroBe w = f(P,t), liegt die rdumliche oder Euler’sche Darstellung

vor, wenn der materielle Punkt P durch den Ortsvektor der Momentankonfiguration substituiert wird:
f:(z,t) = w= f(x,t) = f(x; '(x),t). Wird hingegen der materielle Punkt durch den Vektor X
der Referenzkonfiguration R(P) angegeben, so heiBt die Funktion f : (X,t) — w = f(X,t) =
f(R™Y(X),t) materielle oder Lagrange’sche Darstellung. Dementsprechend besteht die materielle
Zeitableitung in rdumlicher Darstellung aus einer lokalen Ableitung % f (z, t) und einer konvektiven

Ableitung [grad f(x,t)]o(x, t).
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2.2. Spannungstensoren und Wirmeflussvektoren

rungsgeschwindigkeiten materieller Linien-, Flichen- und Volumenelemente

(dz) = Ld=, (2.23)
(da)” = [(SpL)I - L'] da, (2.24)
(dv)" = (SpL) dv = (divw) dv (2.25)

in der Momentankonfiguration definiert werden. Insbesondere besitzt die additive Zer-
legung des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten

L=D+W=L+L")+4L-L" (2.26)

in einen symmetrischen D und einen antisymmetrischen W Anteil eine wesentliche
geometrische Bedeutung. In diesem Sinne beschreibt der Tensor D die Geschwindigkeit,
mit der materielle Linienelemente ihre Lingen und relative Winkel @ndern, und heif3t
infolgedessen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor. Im Gegensatz dazu gibt der Tensor
W die Richtungsinderungsgeschwindigkeit der materiellen Linienelemente an. Er wird
daher als Drehgeschwindigkeitstensor oder Wirbeltensor bezeichnet. Aus der Definition
des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors ergibt sich offensichtlich der Zusammenhang

D =F TEF !, (2.27)
bzw. wegen A = F TEF !

D = F‘T%(FTAF)F‘I —A+LTA+AL = A, (2.28)

A
dass die kovariante Oldroyd-Ableitung des Almansi’sche Tensors A mit dem rdumlichen
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor iibereinstimmt.

2.2. Spannungstensoren und Warmeflussvektoren

Die Spannung ist der zentrale Begriff der phanomenologischen thermomechanischen
Kontinuumstheorie. Ausgehend von einem Spannungsvektors ¢ auf der Oberflidche der
Momentankonfiguration Ox, [B] entsprechend Abbildung 2.4 und einer so postulierten
infinitesimalen Oberflichenkraft ¢ da ist der Cauchy’sche Spannungstensor T im mate-
riellen Punkt & € 0x, [B] durch das Cauchy-Theorem definiert

t(xz,t,n) =T(x,t)n. (2.29)

Dabei ist n der nach auB3en zeigende Normaleneinheitsvektor der Oberflache im Punkt
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Ix, [B]

Abbildung 2.4.: Spannungs- und Warmeflussvektor.

x € 0x,[B].” Man bezeichnet den Cauchy’schen Spannungstensor als wahren Span-
nungstensor, da er die in der Momentankonfiguration wirkenden Spannungen auf das
Flachenelement derselben Konfiguration bezieht

df, =tda = Tda, da = nda (2.30)

Ein Bezug der aktuellen Spannungen auf das Oberflichenelement der Ausgangskonfi-
guration OR[B] fiithrt zu dem ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor Tr

tr = Trnr <~ dfo =1tr dA = Txr dA, (231)

worin tg als der Piola-Kirchhoff’sche Spannungsvektor und ng als der Normalenein-
heitsvektor der Referenzkonfiguration definiert wird und die Beziehung dA = ng dA
gilt. Offensichtlich sind die beiden Spannungsvektoren £ und g parallel, wodurch mit
der Darstellung der infinitesimalen Oberflichenkraft (2.30) und der Transformationsvor-
schrift fiir das infinitesimale materielle Flichenelement aus (2.15) direkt die Beziehung

Tg = (det F)TF " (2.32)

der beiden Spannungstensoren resultiert. Der Wunsch nach einem rein materiellen Span-
nungstensor fithrt zur Definition des zweiten Piola-Kirchhoff’schen Tensor

T = (det F)F'TF . (2.33)

Die zur Spannung duale GroBe ist der Wiarmefluss oder verallgemeinernd der Ener-
giefluss. Ausgehend von dem aus dem Korper herausstromenden Wirmefluss ¢ durch

9Dem Euler’schen Schnittprinzip folgend kann die Konfiguration ’x, ein beliebig aus dem realen Kor-
per herausgeschnittenes Teilgebiet sein. Damit ist der Spannungstensor T fiir jeden materiellen Punkt
x € x,;[B] definiert. Der Spannungsvektor, siche (2.29), lisst sich aus einer Kriftegleichgewichtsbe-
trachtung an einem infinitesimalen Tetraederelement ableiten, vgl. Haupt [2002]
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

die Oberfliche 0x,[B] der Momentankonfiguration und dem so postulierten infinitesi-
malen Energietransport ¢ da je Zeiteinheit durch die Oberfldche ist der Wéarmeflussvek-
tor fiir den materiellen Punkt & € dx,[B] definiert durch'®

q(xz,t,n) = —q(x,t) - n. (2.34)

In Analogie zum Cauchy’schen Spannungstensor bezeichnet man g, mit der Eigenschaft
—q-da = —q-nda = qda, als den Cauchy’schen Wirmeflussvektor oder auch der
wahre Wirmefluss, da er den Energiefluss der Momentankonfiguration auf das Flidchen-
element derselben Konfiguration bezieht. Einen Bezug des aktuellen Wirmeflusses auf
die Ausgangskonfiguration fiihrt zur Definition des materiellen Warmeflussvektors, den
sogenannten Piola-Kirchhoff’schen Wirmeflussvektor

qr = (det F)Fq. (2.35)

2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik bzw. (Kontinuums)-Thermomechanik
haben universelle Giiltigkeit. Sie beschreiben die Zustandsdnderungen eines materiellen
Korpers B, die im Fall der Kontinuumsmechanik durch die Anderung der Masse, des
Impulses und des Drehimpulses beschrieben werden und zwar unter Beriicksichtigung
der Einwirkung der Umgebung auf den materiellen Korper. Durch die Thermomechanik
werden zwei weitere Relationen fiir die Energie und Entropie mit einbezogen.

Bei der Betrachtung der Bilanzgleichungen wird vom sogenannten Schnittprinzip Ge-
brauch gemacht, indem die duBleren Einwirkungen durch physikalische GroBen, wie
z.B. die Kraft und das Moment, reprdsentiert werden. Dies sind in der Regel sowohl
volumen- als auch oberflachenverteilte Groen. Mit der Definition der beliebigen physi-
kalischen GroBe

G(B.1) = / F(, )odo = / F(X ) ordV, (2.36)

worin f(P,t) die Dichtefunktion reprisentiert, ldsst sich die Bilanzgleichung ganz all-
gemein sowohl in rdumlicher Darstellung,

G(B,t):%/f{w,t)gdv:/qb-nda—i—/(gp—l—p)gdv, (2.37)

als auch in materieller Darstellung

d [ .
G(B,t) = E/f(th)QRdV:/¢R'anA+/<90R + pr)ordV, (2.38)

1Wegen dem Schnittprinzip ist q in jedem materiellen Punkt des Korpers erklirt, womit die Gleichung
q = —q-n als Energiegleichgewicht an einem infinitesimalen Tetraederelement aufgefasst werden
kann.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

formulieren (vgl. [Altenbach and Altenbach, 1994] bzw. [Haupt, 2002]).!" Darin stellen
¢(x,t) bzw. ¢pg (X, t) den Transport iiber die Randfliche, p(x,t) bzw. pr(X,t) eine
volumenverteilte Zufuhr pro Masseneinheit sowie p(x,t) bzw. pr(X,t) die Produkti-
onsterme dar.

Unter Beriicksichtigung entsprechender Stetigkeitsanforderungen sowie der Anwen-
dung des Gauss’schen Integralsatzes ergeben sich die allgemeine lokale Form der Bi-
lanzgleichung

d(fo) .. | of .
—(C{;Q)jtgfdlvv—dwqb—(p—p, bzw. QRa—{—DlVCbR—%OR_pR- (2.39)

2.3.1. Massenbilanz

Eine Grundannahme in der Kontinuumsmechanik ist, dass jedem materiellen Korper B
ein positives skalares MaB m(B,t) > 0 zugeordnet wird, das die Masse reprisentiert.
Dariiber hinaus wird jedem materiellen Punkt P eine Massendichte o(P,t) > 0 zuge-
ordnet. Die Masse des materiellen Korpers entspricht dem Volumenintegral

m(B, 1) = / o, ) dv = / or(X) V. (2.40)

iiber die Massendichten g und gg. Die Massenbilanz besagt, dass die Masse m(B, t)
eines materiellen Korpers zeitlich konstant ist

d
“m(B,t) = 0. (2.41)

Damit lasst sich bei hinreichenden Stetigkeitsanforderungen unmittelbar die lokale Form
in materieller Darstellung angeben,

OrR = QR(X)a (2.42)

die besagt, dass die Massendichte in der Bezugskonfiguration zeitlich konstant ist. Im
Gegensatz zur materiellen Darstellung ist in der rdumlichen Form beim Differentiati-
onsprozess zu beriicksichtigen, dass der Integrationsbereich zeitabhingig ist. Folglich
ergibt sich die lokale Form der Massenbilanz in raumlicher Darstellung

%g todive=0 < % +div (ev) = 0. (2.43)

"Die vorkommenden Funktionen f(P,t), ¢, © und p stellen Elemente eines Vektorraumes im Sinne der
Funktionalanalysis dar. D.h. es konnen sich hierbei um skalare, vektorielle oder tensorielle Feldgroen
handeln.
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

2.3.2. Impulsbilanz

Der Impulsvektor beschreibt den momentanen Bewegungszustand des materiellen Kor-
pers und ist in der rdaumlichen Darstellung durch das Volumenintegral

I(B,t) = /Q(w,t)v(a:,t) dv, (2.44)

gegeben. Die Impulsbilanz besteht in der Aussage, dass die zeitliche Anderung des Be-
wegungszustandes, charakterisiert durch den Impulsvektor, durch die von au3en angrei-
fenden Krifte herbeigefiihrt wird, welche sich aus oberflichen- und volumenverteilten
Kriften zusammensetzen

d

dt
Dabei ist k der Vektor der Volumenkraftdichte und T der Cauchy’sche Spannungstensor.
Die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes, durch den das Oberflichenintegral in
ein Volumenintegral umgerechnet wird, sowie die Verwendung der Massenbilanz fiihrt
auf die lokale Form der Impulsbilanz in rdumlicher Darstellung!?

o(x, t)v(x,t) dv=/T(a:,t)nda+/Q(w,t)k(a:,t) dv. (2.45)

pt = div T + pk. (2.46)

Eine &dquivalente Form fiir die globale Impulsbilanz in materieller Darstellung erhélt
man nach einer entsprechenden Transformation der Flichen-und Volumenelemente in
Gleichung (2.45),

d% or(X)v(X, 1) dV:/TR(X,t)anA+/QR(X)k:(X,t) v (2.47)

und der dazugehorigen lokalen Form
or?V = Div Tr + ork. (2.48)

Hierin ist Tg = (det F) TF " der erste Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor.

2.3.3. Drehimpulsbilanz

Der Drehimpulsvektor D, des materiellen Korpers B3, bezogen auf einen raumfesten
Punkt, dem der Ortsvektor ¢ zugeordnet ist, ist durch die Gleichung

D.= /(a: —c) X v(x,t)o(x,t)dv (2.49)

12Die globale Form der Impulsbilanz erhilt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung (2.37), bzw. (2.38)
indem man fiir f = v,¢ = T, = k und p = 0 einsetzt.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

definiert. Die Aussage der Drehimpulsbilanz besteht darin, dass sich die zeitliche An-
derung des Drehimpulses aus dem von auflen angreifenden resultierenden Moment M.
ergibt, welches sich aus oberflichen-und volumenverteilten Momenten zusammensetzt.
Beriicksichtigt man in der zeitlichen Anderung des Drehimpulsvektors die Massenbi-
lanz, so erhilt man unter Anwendung der Produktregel die globale Form in rdumlicher
Darstellung'?

/(w—c)xégdv:/(az—c)xT’nda—i—/(m—c)xgkdv. (2.50)

Mit Hilfe des Gauss’schen Integralsatzes kann zunéchst wieder das Oberflachenintegral
in ein Volumenintegral umgerechnet werden. AnschlieBend erfolgt die Anwendung des
Divergenzoperators auf das Tensorfeld (x — ¢) x T, so dass die Drehimpulsbilanz die
folgende Gestalt erhlt:'*

/(a: —c) X (00 —divT — pk)dv = /Tijgi x g, dv. (2.51)

Offenbar steht auf der linken Seite in der zweiten runden Klammer die Impulsbilanz,
weshalb sich letztendlich die Drehimpulsbilanz auf die Gleichung

/T”gi xg,dv=0 — TYg,xg,=0, (2.52)

reduziert.'” Das Auswerten dieser Beziehung fiihrt auf die Symmetrie des Cauchy’schen

Spannungstensors
T =TT, (2.53)

die die lokale rdaumliche Form der Drehimpulsbilanz darstellt.

2.3.4. Energiebilanz — Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die Bilanz der mechanischen Energie ist keine eigenstindige Bilanzgleichung, sondern
folgt aus der Kombination der bereits dargestellten Bilanzgleichungen fiir die Masse,
den Impuls und den Drehimpuls. Ausgehend von der lokalen Impulsbilanz nach (2.46),
die mit dem Geschwindigkeitsfeld v skalar zu multiplizieren ist, gelangt man unter der
Anwendung des Divergenztheorems div (T"v) = divT-v + T - grad v und der Mas-
senbilanz bei hinreichenden Stetigkeitsanforderungen zu der globalen Form

d

4 %Qv.vdvz/(Tn)~vda+/Qk~vdv—/T-DdU- (2.54)

3Die globale Form der Drehimpulsbilanz erhilt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung (2.37), bzw.
(2.38) indem man fiirr f = (x —¢) X v, ¢ = (x —¢) X T, ¢ = (x — ¢) x kund p = 0 einsetzt.

14ygl. Haupt [2002]

SDer Tensor T = T g, @ g ; wird durch die Komponenten T und den allgemeinen Basisvektoren g;
und g; représentiert.
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

Dabei wurde noch die additive Zerlegung (2.26) des rdumlichen Geschwindigkeitsgra-
dienten ausgenutzt sowie die Eigenschaft, dass das Skalarprodukt aus einem symmetri-
schen und einem schiefsymmetrischen Tensor verschwindet, T - W = (. Auf der linken
Seite steht die zeitliche Anderung der kinetischen Energie K

K= %/%g(m,t)v(w,t)m(:c,t) dv, (2.55)

welche zusammen mit der Spannungsleistung
Li— / T(z,1) D(w,1) dv (2.56)

auf der rechten Seite gleich jener Leistung auf der rechten Seite der Gleichung (2.54)
ist, die durch die @uBeren Krifte verrichtet wird

L,= /T(w, tin-v(x,t)da + / oz, t)k(x,t) - v(x,t)dv (2.57)
und somit folgend dargestellt werden kann
K+ L; = L,. (2.58)

Die Erfahrung hat gezeigt, dass nicht die komplette Spannungsleistung in Form einer
Forménderungsenergie im materiellen Korper gespeichert wird. Vielmehr geht ein Teil
als nichtmechanischer Anteil verloren oder er fliet als Warme in die Umgebung ab (Dis-
sipation). Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik miissen deshalb durch die
Bilanzgleichungen der Thermodynamik, welche Aussagen iiber den Energieaustausch
eines materiellen Korpers mit seiner Umgebung enthalten, erginzt werden. In der Dar-
stellungsweise der thermomechanischen Bilanzgleichungen wird die Argumentations-
weise der Kontinuumsmechanik beibehalten.'® Die Energiebilanz bzw. erster Hauptsatz
der Thermodynamik macht eine Aussage iiber die Aquivalenz von mechanischer und
nichtmechanischer Arbeit. Dazu werden zunichst die Begriffe innere Energie und Wiir-
me definiert. Die innere Energie wird als Volumenintegral definiert und lautet in raumli-
cher Darstellung

E:/Q(a:,t)e(zc,t) do, (2.59)

mit e als die spezifische innere Energie pro Masseneinheit. Der von auflen eingebrachte
Anteil an nichtmechanischer Energie hei3t Warmefluss und setzt sich in analoger Vor-
stellung zu der Arbeit der duleren Krifte aus einem oberflachenverteilten und einem
volumenverteilten Anteil zusammen:

0= / o, 1) da + / o, t)r(z, 1) dv. (2.60)

1*Diese Vorgehensweise, welche auf Truesdell and Noll [1965] zuriickgeht , wird der sogenannten ratio-
nalen Thermodynamik zugeschrieben.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die Energiebilanz liefert die Aussage, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie
des Korpers, bestehend aus kinetischer Energie und innerer Energie, durch die Leistung
der duBeren Krifte (mechanischer Anteil) und durch den Wirmeaustausch (nichtmecha-
nischer Anteil) bewirkt wird:

E+K=L,+Q (2.61)

Dies fiihrt unter Ausnutzung des Zusammenhangs ¢ = —q -n zwischen der Warme-
flussdichte ¢ und dem Cauchy’schen Wirmeflussvektor q in rdumlicher Darstellung auf
die globale Form!”

/%(%U'U‘i‘e)gdvZ/(TT’U—q)-nda+/(k-v+r)gdv. (2.62)

Die lokale Form der Energiebilanz in riumlicher Darstellung
1 1
é(x,t) =——divg+ -T-D +r, (2.63)
Y Y

resultiert unmittelbar, unter Beriicksichtigung der Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie
des Gauss’schen Integralsatzes.

2.3.5. Entropiebilanz — Zweiter Hauptsatz der
Thermodynamik

Fiir einen materiellen Korper kann die Entropie S als physikalische Zustandsgrofie zu-

nichst entsprechend den Begriffsdefinitionen der Kontinuumsmechanik ganz formal als

Volumenintegral iiber die spezifische Entropie s und der Massendichte eingefiihrt wer-
den

S(B,t) = /s(m,t)g(m,t) dv. (2.64)

Dariiber hinaus wird die durch den Warmeaustausch eingebrachte Entropie [/ definiert,
welche aus einem oberflichen- und einem volumenverteilten Anteil besteht,

H = /Eda—i—/a@dv, (2.65)

sowie die durch irreversible Prozesse produzierte Entropie
I'= /7@ dv. (2.66)

Die Entropiebilanz sagt aus, dass die zeitliche Anderung der Entropie S aus der von
auflen zugefiihrten Entropie und der Entropieproduktion infolge irreversibler Prozesse
besteht:

S=H+T. (2.67)

"Die globale Form der Energiebilanz erhiilt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung indem man fiir
f=3v-v+tep= (T' — q), o = k-v + r und p = 0 einsetzt.
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2.3. Bilanzgleichungen der Thermomechanik

Die Erfahrung zeigt, dass gewisse natiirliche Prozesse nicht ohne weiteres umkehrbar
sind, das heif3t sie sind irreversibel. Dabei wird der Grad der Irreversibilitét eines ther-
momechanischen Prozesses durch die Entropieproduktion dargestellt. Der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik sagt dann aus, dass die Entropieproduktion eines materiellen
Korpers nie negativ sein darf,

'=S5—-H>0. (2.68)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik als Prinzip der Irreversibilitit besitzt kei-
ne allgemeingiiltige Formulierung,'® die iiberall akzeptiert ist. Im Rahmen der Konti-
nuumsthermomechanik wird eine spezielle Formulierung fiir die Entropieungleichung
gewihlt, die sich nach den bisherigen Erfahrungen bewihrt hat.!” Die Spezifikation der
Entropiezufuhr erfolgt dabei in Anlehnung an die Gleichgewichtsthermodynamik, in der
die Entropiezufuhr als Quotient aus zugefiihrter Warme und absoluter Temperatur 6 de-
finiert wird. In der Kontinuumsthermomechanik sind zwar in erster Linie Nichtgleichge-
wichtszustinde von Interesse, jedoch ist die Annahme des Entropieflusses bei Prozessen
in der Nihe des Gleichgewichtes eine gute Approximation. Fiir den oberflichen- und
volumenverteilten Entropiefluss gilt dann
Y = g, sowie o0 = g, (2.69)

wobei die oberflichenverteilte Entropiezufuhr analog zum Spannungsvektor bzw. Wir-
meflussvektor als > = 3 -n definiert wurde. Daraus erhélt man eine globale Formu-
lierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in der Form der Clausius-Duhem
Ungleichung?

d 1 1

T sgdv—i—/gq-nda—/gmdeO, (2.70)
welche in die lokale Form

1 1
V:S—I—E(divq—gr)—ﬁq- gradf > 0, (2.71)

tiberfithrt werden kann. Die Beriicksichtigung der Energiebilanz (2.63) ermdglicht die
Elimination der lokalen Wirmezufuhr, so dass man aus (2.71) die folgende Ungleichung
1 1
Q”y:—é—i-eé—l——T-D——eq-gradeO (2.72)
Y Y
erhilt. Hierbei wird 6 = 6+ als innere Dissipation bezeichnet. Im Hinblick auf die
Formulierung eines thermodynamisch konsistenten Materialmodells stellt die Clausius-
Duhem Ungleichung eine einfache Restriktion zur Erfiillung des Prinzips der Irreversi-
bilitdt dar. Dabei wird bei der Modellierung hiufig die freie Helmholtz’sche Energie

P =e— s (2.73)

18Siehe dazu [Haupt, 2002]

“Die spezielle Form der Entropieungleichung wird in der rationalen Thermodynamik als die Clausius-
Duhem Ungleichung bezeichnet.

20Die globale Form der Clausius-Duhem Ungleichung erhilt man aus der allgemeinen Bilanzgleichung
indem man fiir f = s, ¢ = —%, ¢ = 7 und p =  einsetzt.
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

verwendet, mit der die Clausius-Duhem Ungleichung schlieBlich die folgende Gestalt
annimmt,

. | 1
6:—¢—50+—T-D——9q-grad020. (2.74)
0 %

2.4. Konzept der Dualen Variablen

Zur Formulierung von Materialmodellen wurde von Haupt and Tsakmakis [1989], siehe
auch [Haupt and Tsakmakis, 1996] und [Haupt, 2002], das Konzept der dualen Variablen
entwickelt. Es ermoglicht in Analogie zur geometrischen linearen Theorie die getrennte
konstitutive Modellierung elastischer und inelastischer Stoffeigenschaften und definiert
die entsprechenden oder dualen Spannungs- und Verzerrungsvariablen und deren Raten
so, dass die Endwertarbeit, die Spannungsleistung, die komplementéire Spannungslei-
stung und die inkrementelle Spannungsleistung invariant gegeniiber einem Konfigurati-
onswechsel bleiben.

Zur Verdeutlichung wird durch das Tensorfeld W eine beliebige Transformation in
eine andere Konfiguration durchgefiihrt, so dass es notwendig ist, den Spannungs- und
Verzerrungstensor ebenfalls in das neue Bezugssystem zu transformieren.?! In der neuen
Konfiguration wird 3 als neuer Spannungstensor und II als neuer Verzerrungstensor
definiert. Die Vortransformation der Verzerrungs- und Spannungsgrofen fiihrt auf das
Ergebnis

=9 TE® II=0TEG ' = IT+ A"II + TIA, Q2.77)
> — oTe’ Y —UTe =35 AS — AT, (2.78)

wobei IT die kovariante Oldroyd Ableitung des Verzerrungstensors und 3 die kontrava-
riante Oldroyd Ableitung des Spannungstensors relativ zur neu eingefiihrten Konfigura-
tion darstellt. Die Verwendung der Transformationsvorschriften (2.77) und (2.78) fiihrt

21Sei W = W(X,t) ein Tensorfeld welches einen beliebigen Konfigurationswechsel beschreibt, so wer-
den die materiellen Linienelemente der Referenzkonfiguration d X in die materiellen Linienelementen
d§ durch die Gleichung

d¢ = T dX 2.75)

abgebildet. Fiir die Anderungsgeschwindigkeiten gilt dann analog zur Definition des riumlichen Ge-
schwindigkeitsgradienten der Zusammenhang

(d¢) = bW~ 1de = Ade. (2.76)
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2.4. Konzept der Dualen Variablen

auf die geforderte Invarianz der physikalisch bedeutsamen Skalarprodukte

T

e

T.

E=X.TI
E=%11
E=3.TI

£=3.1I

Endwertarbeit
Spannungsleistung
komplementére Spannungsleistung

inkrementelle Spannungsleistung

(2.79)
(2.80)
(2.81)
(2.82)

Die Identifikation des Tensorfeldes ¥ mit dem Deformationsgradienten (2.7) fiir eine
Transformation von der Referenz- auf die Momentankonfiguration fiihrt auf die dual zu-
geordneten Spannungs- und Verzerrungstensoren der jeweiligen Konfigurationen. Die
duale Verzerrungsvariable II in der Momentankonfiguration ist der Almansi’sche Ver-

zerrungstensor A und durch die kovariante Oldroyd Ableitung A als Verzerrungsge-
schwindigkeit. Die duale Spannungsvariable ¥ ist der Kirchhoff’sche Spannungstensor
S und seine kontravariante Oldroyd Ableitung ist die konjugierte Spannungsgeschwin-

digkeit S.

27






3. Modellierung der
Materialeigenschaften von
Elastomeren

Der Satz von Bilanzgleichungen der klassischen Kontinuumsmechanik und Thermody-
namik dient als Ausgangspunkt zur Beschreibung von thermomechanischen Prozessen.!
SchlieBt man elektrodynamische und chemische Prozesse aus, so bilanzieren diese Rela-
tionen die Masse, den Impuls, den Drehimpuls, die Energie und die Entropie. Sie stellen
allgemeine Naturgesetze dar, die fiir jeden beliebigen materiellen Korper gelten, unab-
hingig von spezifischen Materialeigenschaften, [Haupt, 2002].

Die Bilanzgleichungen stellen mathematisch gesehen partielle Differentialgleichun-
gen dar. Das Losen der Differentialgleichungen ist unmittelbar nicht méglich, da kon-
stitutive Beziehungen fiir die Spannungen, den Wirmestrom und der inneren Energie
fehlen. Erschwerend kommt hinzu, dass in den Gleichungen keine explizite Temperatu-
rabhéngigkeit auftritt und das die Entropiebilanz aus physikalischen Griinden noch um
eine Ungleichung, die das Prinzip der Irreversibilitit zum Ausdruck bringt, ergénzt wer-
den muss. Das Grundproblem besteht nun darin, dass die Materialgleichungen fiir die
genannten GroBen im allgemeinen nicht a priori bekannt sind. Dies gilt insbesondere
fiir die innere Energie und die Entropie. Daher ist es das Ziel der thermomechanischen
Materialtheorie, die fehlenden Materialgleichungen zu modellieren und damit die All-
gemeinheit der Bilanzrelationen einzuschréinken.

3.1. Charakteristische Eigenschaften von
Elastomeren

Im Sinne der Materialtheorie werden Materialgleichungen abgeleitet, indem aus Versu-
chen das Materialverhalten bestimmt und charakterisiert wird. Eine wesentliche Grund-
lage der experimentellen Untersuchung ist, dem zu erwartendem thermomechanischen
Verhalten angepasste Versuchsreihen zu definieren. Zur Festlegung der erforderlichen
Versuchsreihen ist es zweckmifig, allgemeine Eigenschaften des zu modellierenden
Materials herauszuarbeiten. Zum Verstindnis einiger Eigenschaften ist es hilfreich, die

'Verbunden mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Besonderheiten des molekularen Aufbaus der Elastomere zu kennen. Die Werkstoff-
gruppe der Elastomere? ist der Gruppe der Polymere® untergeordnet. Wie keine andere
Materialgruppe zeigen Polymere in Abhéngigkeit von der Temperatur und der Bela-
stungsform eine groBe Bandbreite unterschiedlichen Materialverhaltens. Dieses Phi-
nomen kann durch den molekularen Aufbau, der sich aus einer Vielzahl miteinander
verbundenen chemischen Einheiten, den Monomeren, zusammensetzt, erklirt werden.
Dabei wird héufig eine Unterteilung der Polymere in Bezug auf ihre molekulare Struk-
tur, in amorphe und (teil)kristalline Polymere eingefiihrt. Detaillierte Erlduterungen zur
molekularen Struktur finden sich in vielen Standardwerken, wie z.B. [Houwink and
De Decker, 1971], [Treloar, 1975], [Tobolsky and Mark, 1980], [Schwarzl, 1990] und
[Painter and Coleman, 1998].

Elastomere sind durch verschlauft angeordnete Makromolekiile, die an den sogenann-
ten Vernetzungspunkten iiber chemische Bindungen fest miteinander verbunden sind,
gekennzeichnet. Die Anzahl und damit der Abstand der Vernetzungspunkte, was in
der Werkstofftechnik iiber die Kenngrée Vulkanisationsgrad beschrieben wird, beein-
flussen wesentlich das Materialverhalten. Die Belegung von allen méglichen Verkniip-
fungsstellen in den Molekiilketten entspricht einem Vulkanisationsgrad von 100%, siehe
[Houwink and De Decker, 1971]. Uber eine geeignete Vulkanisationstemperatur- und
zeit liegt ein bestimmter Vernetzungsgrad vor, womit die gewiinschten Materialeigen-
schaften erzielt werden. Zur Einstellung weiter Eigenschaften werden dem Elastomer
Fiillstoffe, wie z.B. Rufle oder Kieselsdure hinzugefiigt. Das Einbringen der Fiillstof-
fe wirkt zum einen verfestigend und zum anderen werden einige mechanische Effekte,
z.B. der Mullins-Effekt, siehe [Mullins and Tobin, 1965], deutlich verstirkt, wodurch
das Schiadigungsverhalten ausgeprigter wird. Diese Wirkungsweise kommt durch irre-
versible, chemische Reaktionen in den Bindungen zwischen den Fiillpartikeln und den
Elastomermolekiilen zustande und wird in [Mendelsohn et al., 1985], [Strauss, 1992],
[Kaliske, 1995] und [Huber, 1997] niher untersucht.

Interessanterweise zeigen Elastomere mit nahezu identischen, chemischen Bestand-
teilen* in Abhiingigkeit der Temperatur und/oder Belastungsgeschwindigkeit vollig un-
terschiedliche Materialeigenschaften. Diese Besonderheiten des mechanischen Verhal-
tens und der Temperaturabhédngigkeit, die zur Festlegung von Versuchsreihen herange-
zogen werden, werden im Folgenden kurz aufgegriffen. Fiir eine detaillierte Erlduterung
sei auf die oben erwihnte umfangreiche Literatur verwiesen.

Temperaturabhéngigkeit des Materialverhaltens von Elastomeren Als we-
sentliche Bezugstemperatur bei Elastomeren tritt die Glasiibergangstemperatur 6 auf.
Unterhalb der Glasiibergangstemperatur ist ein glasartiges und sprodes Verhalten zu be-
obachten. Oberhalb der Glasiibergangstemperatur zeigen Elastomere entropieelastisches

2Elastomere werden auch als Gummi oder rubber like solids bezeichnet.
3griech.: poly: viele, méros: (An)Teil
4z.B. Gummi und Glas.
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3.1. Charakteristische Eigenschaften von Elastomeren

Verhalten, womit grof3e reversible Deformationen ermoglicht werden, die in Form einer
Entropiednderung identifiziert werden, siche [Middendorf, 2002]. Zudem tritt ein spezi-
eller Zusammenhang zwischen Spannung, Dehnung und der Glasiibergangstemperatur
auf. Die Gleichgewichtsspannung ist oberhalb der Glasiibergangstemperatur naherungs-
weise linear von der Temperatur abhingig, gleichzeitig nichtlinear von der Dehnung,
siche Abbildung 3.1. Dieser Zusammenhang ist fiir unterschiedliche Temperaturen bei
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(a) Spannungs-Temperatur-Diagramm (b) Spannungs-Dehnungs-Diagramm

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Zusammenhangs von Spannung, Deh-
nung und Temperatur der Entropieelastizitit

variabler Dehnung giiltig. Allerdings findet sich ein Dehnungsbereich, in dem bei einer
Temperaturerhohung ein Abfall der Ingenieurspannung zu beobachten ist. Dieser Ef-
fekt wird in der Literatur allgemein als thermoelastische Inversion bezeichnet und ist
in der Arbeit von Treloar [1975] anhand von Versuchsdaten dokumentiert und in Abbil-
dung 3.2a schematisiert. Die Temperaturentwicklung bei adiabaten dehnungsgesteuerten
Zugversuchen ist unter dem Namen Joule-Gough Effekt bekannt. Im Gegensatz zu dem
Verhalten von Metallen erwédrmen sich Elastomere bei einer reversiblen Zugdeformation
unter adiabaten Bedingungen und bei kleinen Zugdeformation® erfiihrt das Material eine
Abkiihlung, siehe Abbildung 3.2b.

Mechanische Eigenschaften von Elastomeren Im Gegensatz zu der groBen
Deformierbarkeit steht die geringe Steifigkeit, die durch die Anfangsschubmoduli von
etwa 1MPa gegenzeichnet ist. Auch bei groen Deformation zeigen Elastomere keine
bzw. kaum Volumendehnung. Dies entspricht einem (nahezu) inkompressiblen Materi-
alverhalten, welches in vielen Untersuchungen wie z.B. in [Sedlan, 2000], [Hartmann
et al., 2001] und [Hartmann et al., 2003] aufgefiihrt ist.

5Je nach Material bis zu 10%.
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Abbildung 3.2.: Thermomechanische Effekte der Entropieelastizitit

Die Spannungs-Dehnungskennlinie von Elastomeren zeigt eine deutliche Abhédngig-
keit von der Dehnungsgeschwindigkeit und der Belastungsgeschichte. Vergleichende
Untersuchungen mit unterschiedlichen Belastungsgeschwindigkeiten sind unter ande-
rem bei Lion [1997a] und Thlemann [2004] aufgefiihrt. Diese beobachteten Ratenabhén-
gigkeiten sind proportional zu der Temperaturabhiingigkeit, was am Verlauf der Dadmp-
fung iiber der Temperatur verdeutlicht wird. D.h. der Anteil der viskosen Effekte nimmt
mit steigender Temperatur ab. In der Literatur wird der gegenseitige Einfluss von Tem-
peratur und Belastungsgeschwindigkeit als Zeit-Temperatur Superpositionsprinzip be-
zeichnet und erlaubt in diesem Zusammenhang die Theorie der thermorheologisch ein-
fachen Stoffe in der Materialmodellierung einzufiihren, siehe [Lion, 2000b].

Elastomere weisen keine bzw. eine sehr geringe statische Hysterese auf. Aufgrund der
Vernetzungspunkte konnen die Molekiilketten nicht einander abgleiten, was eine Plasti-
fizierung verhindert. Statische Hysteresen, die bei hohen Temperaturen und grof3en De-
formation wie z.B. in [Sedlan and Haupt, 1999] beobachtet wurden, sind auf chemische
Relaxationen zuriickzufiihren, siehe [Tobolsky and Mark, 1980].

3.2. Grundlegende Prinzipien der
Materialmodellierung

Das Ziel der Materialtheorie ist, allgemeine Grundsitze und systematische Methoden
fiir den Aufbau geeigneter mathematischer Modelle zu liefern, die die individuellen Ei-
genschaften des materiellen Korpers beschreiben. Die im folgenden beschriebene Vor-
gehensweise bei der Herleitung von konstitutiven Gleichungen folgt den Prinzipien der
rationalen Thermomechanik und ist charakterisiert durch ihren deduktiven, axiomati-
schen Aufbau im Rahmen einer um thermodynamische Gréen erweiterten Feldtheorie
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der Kontinuumsmechanik. Von besonderer Bedeutung dieser Herangehensweise sind die
grundlegenden Arbeiten von Coleman and Noll [1963], Truesdell and Noll [1965] und
Coleman and Gurtin [1967]. Hierin sind zwei fundamentale Aspekte der Materialmodel-
lierung enthalten. Zum einen wird besagt, dass der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik nicht direkt als Restriktion auf den Prozess wirkt, sondern indirekt als Restriktion
auf die konstitutiven Gleichungen. Dies erlaubt die Herleitung von thermodynamisch
konsistenten Materialgleichungen auf der Basis einer a priori Erfiillung des zweiten
Hauptsatzes in Form der lokalen Clausius-Duhem Ungleichung. Zum anderen werden
zur Beschreibung dissipativer Prozesse innere Variablen eingefiihrt, fiir die dann Evolu-
tionsgleichungen formuliert werden. Durch dieses spezielle Vorgehen zur Entwicklung
von Materialgleichungen konnen zunichst die verschiedenen Partialeinfliisse mit Hilfe
der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten getrennt und anschlieBend
Restriktionen fiir die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen abgeleitet wer-
den.

Die a priori Erfiillung des Dissipationspostulats stellt die Beschreibung thermody-
namischer Prozesse sicher. Die Herleitung thermodynamisch konsistenter Materialglei-
chungen ist zusitzlich an eine Reihe axiomatischer Bedingungen gekniipft. Diese Be-
dingungen wurden vor allem durch die Arbeiten von Truesdell and Toupin [1960] und
Truesdell and Noll [1965] in die wissenschaftliche Diskussion eingefiihrt und sind in
zahlreichen Biichern, wie z.B. [Krawietz, 1986], [Altenbach and Altenbach, 1994] und
[Haupt, 2002] zu finden. Zu den wesentlichen Prinzipien gehoren:

e Das Prinzip des Determinismus.
Es besagt, dass der aktuelle Zustand des Kontinuums durch die aktuelle Belastung
und die gesamte Vorgeschichte bestimmt ist. Riickwirkungen der Zukunft und sto-
chastische Unbestimmtheiten werden ausgeschlossen.

e Das Prinzip der lokalen Wirkung.
Es besagt, dass der Zustand eines materiellen Punktes lediglich durch seine un-
mittelbare Umgebung beeinflusst wird. Die Relativbewegung bzw. Temperaturin-
derung der Umgebung des materiellen Punktes wird durch eine Approximation
1. Ordnung, dem Deformationsgradienten, bestimmt.

e Das Prinzip der Aquipriisenz.
Es besagt, dass alle konstitutiven Gleichungen im Ansatz vom gleichen Variablen-
satz abhingen miissen.

e Das Prinzip der materiellen Objektivitiit.
Es besagt, dass die mathematische Struktur der Materialgleichungen unabhéngig
von der Wahl des Bezugssystems sein muss. Die Variablen miissen invariant ge-
geniiber der Bewegung des Beobachtersystems sein.

Mit Einhaltung dieser axiomatischen Bedingungen lassen sich Schlussfolgerungen be-
ziiglich der Wahl geeigneter Variablen ziehen.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Die freie Energie v ist eine geeignete Energiefunktion bei der Modellierung von Ma-
terialeigenschaften in einem thermomechanischen Kontext. Natiirlich kann auch jedes
weitere thermodynamische Potential herangezogen werden. In [Kamlah, 1994] sowie in
[Lehmann, 1984] wird beispielsweise die freie Enthalpie herangezogen. Bei der freien
Energie handelt es sich jedoch um eine physikalisch gut interpretierbare Energiefunkti-
on.Sie ist auf natiirliche Weise eine Funktion der Temperatur und der Verzerrung.

Bei der Entwicklung eines Modells fiir ein konkretes Material stellt sich die Frage,
welche der verschiedenen thermomechanischen Variablen Bestandteil der freien Ener-
gie, und in welcher Form sie in die freie Energie eingehen. Vor allem zur addquaten
Beschreibung der inelastischen Materialeigenschaften sind innere Variablen zu definie-
ren, die jedes einzelne Phidnomen beriicksichtigen. Zur Klédrung dieser Frage sind neben
dem physikalischen Verstindnis der einzelnen Deformationsmechanismen die Bilanzre-
lationen der Thermomechanik fiir die Energie und die Entropie sowie das Prinzip der
Irreversibilitit hilfreich.

3.3. Thermodynamisch konsistente
Materialmodellierung

3.3.1. Motivation an einem rheologischen Modell

Das im Folgenden hergeleitete Materialmodell ldsst sich auf Grundlage von Modellen
der klassischen linearen Viskoelastizititstheorie motivieren. In der Literatur sind eine
Vielzahl von verschiedenen Darstellungsmethoden der linearen Viskoelastizitit vorge-
schlagen, z.B. werden von Rabotnov and Iljushin [1970] Modelle in Form von linearen
Faltungsintegralen mit Gedéchtnistermen vorgeschlagen, oder Modelle aus Systemen
von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, oder wie in [Tschoegl, 1989] auch
in Form von rheologischen Feder-Dimpfer-Modellen. Rheologische Modelle vereini-
gen den Vorteil der besonderen Veranschaulichung mit der thermomechanischen Konsi-
stenz, die im isothermen Fall nach Krawietz [1986] auch als Passivitit bezeichnet wird.
Sie sind vertridglich mit dem Dissipationsprinzip der Thermodynamik und erlauben eine
einfache Formulierung der Forménderungsenergie sowie eine physikalische Interpretier-
barkeit der inneren Variablen als inelastische Dehnungen der Maxwell-Elemente.® Au-
Berdem lassen sie sich vergleichsweise einfach fiir dreidimensionale Prozesse und fiir
geometrische und physikalische Nichtlinearitdten verallgemeinern, ohne dass die ther-
momechanische Konsistenz verloren geht. Die Ubertragung rheologischer Modelle auf
finite Deformation ermdéglicht somit eine zutreffende Materialbeschreibung und nutzt
dabei die Kenntnisse aus, die aus der linearen Viskoelastizitit bekannt sind.

®Das klassische Maxwell Element ergibt sich aus einer Hintereinanderschaltung einer linearen Feder,
charakterisiert durch den Elastizitditsmodul und einem geschwindigkeitsproportionalen Dampfer mit
einer konstanten Viskositit. Eine Ubersicht iiber einzelne Elemente und Modelle ist z.B. bei Williams
[1964], Fligge [1975] und Pah et al. [1995] aufgefiihrt.
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Basierend auf der Arbeit von Lion [2000b] wird das in Abbildung 3.3 dargestellte
rheologische Modell, wie es in dhnlicher Form auch bei Heimes [2005], bzw. fiir isother-
me Materialbeschreibung bei Sedlan [2000] und Haupt and Sedlan [2001] vorgeschla-
gen wird, fiir die Motivation des Materialmodells eingefiihrt. Aus der Vorstellung, dass
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Abbildung 3.3.: Nichtlineares rheologisches Modell der Thermoviskoelastizitit.

die gesamte in den Federn gespeicherte Energie durch die freie Energie v reprisentiert
wird, lasst sich eine additive Aufspaltung der freien Energie formulieren, die den Federn
jeweils zugeordnet ist. Die nichtlineare Feder des Modells, der die freie Energie ¢35 zu-
geordnet ist, reprisentiert den Gleichgewichtsanteil der Spannung, womit die Elastizitét
des Materials abgebildet ist. Die Anteile der Uberspannungen werden durch die nicht-
linearen Federn der Maxwell Elemente, denen die freie Energien @K,IV Fk=1,... N
zugeordnet sind, modelliert. Die Geschwindigkeitsabhingigkeit der Dimpferelemente
wird durch die nichtlinearen Viskositatsfunktionen 7, fir £ = 1,...,n,,, formuliert.
Durch diese entkoppelte Darstellung werden die Gleichgewichtseigenschaften und Ge-
schwindigkeitsabhidngigkeiten der Spannung in die ratenunabhingige Gleichgewichts-
spannung Teq und ratenabhingige Uberspannungen T, fiir k& = 1,..., ng,, zerlegt.
Die Modellstruktur impliziert eine Trennung der thermischen Deformation von den me-
chanischen spannungserzeugenden Deformationen. Sie bewirkt, dass die Spannungen
durch ein Funktional der mechanischen Verzerrungen Ey; und der Temperatur 6 repri-
sentiert werden. Fiir die Beschreibungen der Konstitutivgleichungen der dissipativen
Elemente werden innere Variablen eingefiihrt, indem die mechanischen Verzerrungen
in einen elastischen Anteil E. und einen inelastischen, viskosen Anteil E, aufgeteilt
werden. Fiir die inneren Variablen E, werden dem Modell entsprechend Evolutionsglei-
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

chungen formuliert, die im Sinne der thermodynamischen Konsistenz die Positivitét der
Spannungsleistung der Ddmpfungselemente gewdhrleisten muss, was durch die Wahl
n > 0,k =1,...,ny, sichergestellt ist. Der rein temperaturabhiingige Anteil der frei-
en Energie wird durch g représentiert.

Im Zusammenhang der molekularen Theorie beruht nach Tobolsky [1967] die In-
elastizitit von Elastomeren auf komplizierte, molekulare Platzwechselvorginge. Um
ausreichend die ganze Bandbreite von unterschiedlichen Aktivierungsenergien, die fiir
die Platzwechselvorginge im amorphen Polymer verantwortlich sind, zu modellieren,
bedarf es einer Vielzahl von parallel angeordneten Maxwell Elementen, siehe [Lion,
2000b]. Zur Darstellung einer phinomenologischen, grundlegenden Modellierung ist je-
doch ein einzelnes Maxwell Element ausreichend, was in den folgenden Betrachtungen
eingehalten wird.

3.3.2. Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Konzepte zur Zerlegung der finiten Deformation sind im Hinblick auf die physikalische
Identifikation unterschiedlicher Einfliisse der Deformation von zentraler Bedeutung. So
besteht der Wunsch, beispielsweise die Gesamtdeformation in einen rein elastischen
und einen rein inelastischen Anteil oder in einen rein thermischen Expansionsanteil
und einen spannungserzeugenden mechanischen Anteil aufzuteilen. Die Zerlegung ist
dabei unabhéngig vom jeweiligen konstitutiven Modell und stellt insofern eine rein ki-
nematische Hypothese dar. Wihrend bei der geometrisch linearen Theorie eine additive
Zerlegung der Partialeinfliisse moglich ist, hat sich in der Beschreibung finiter Deforma-
tionen das Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten etabliert.
Dieses Vorgehen ist verbreitet im Bereich der Elastoplastizititstheorie und basiert auf
Arbeiten von Lee and Liu [1967] und Lee [1969]. Dariiber hinaus finden sich in der Li-
teratur weitere Anwendungen etwa auf viskoelastische Probleme [Lubliner, 1985] oder
thermoelastische Probleme [Lu and Pister, 1975].

Bei der hier betrachteten Problemstellung wird konsequent die multiplikative Zerle-
gung des Deformationsgradienten auf die aus verschiedenen Partialeinfliissen zusam-
mengesetzte thermomechanische Deformation angewandt. Die Reihenfolge der Zerle-
gung des Deformationsgradienten in Bezug auf die Partialeinfliisse ldsst sich allerdings
unterschiedlich umsetzen. Eine Untersuchung diesbeziiglich findet sich in [Hartmann,
2012]. In Anlehnung an Miehe [1988] wird hier die multiplikativen Zerlegung des De-
formationsgradienten in eine isotherme, mechanische, spannungserzeugende Deforma-
tion F'y; und eine ihr folgend thermische spannungsfreie Expansion, beschrieben durch
den Tensor Fg, mit

F =FoFy, 3.1

eingefiihrt. Die multiplikative Zerlegung postuliert eine fiktive Zwischenkonfiguration,’
die im allgemeinen als die mechanische Zwischenkonfiguration x, bezeichnet wird.

7Siehe hierzu z.B. [Krawietz, 1986], bzw. [Miehe, 1988] oder [Miehe, 1993]
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Bei rein volumetrischen Temperaturdehnungen, wie sie bei Polykristallen und Poly-
meren zu beobachten sind, kann fiir Fg der Ansatz nach Lion [2000b]

Fo = ¢'/°1, @ =0 — b)) =1+ ae(d — ), (3.2)

postuliert werden. Die skalare Materialfunktion ¢ beschreibt das isotrope, thermische
Ausdehnungsverhalten aufgrund der Temperaturdifferenz ¢ := 6 — 6, durch

det Fo = (0 — ) = $(0) (3.3)

und ist dem spezifischen Materialverhalten angepasst. Fiir den mechanischen Teildefor-
mationsgradient Fy; wird zunéchst nach Flory [1961] die volumetrisch-isochore Zerle-
gung

Fy = FyFy, (3.4)
eingefiihrt. Dabei beschreibt der Tensor F'v die volumenindernde Deformation und der
unimodulare Tensor Fy; die volumenerhaltende, gestaltsindernde Deformation, mit den
folgenden Eigenschaften:

Fy = (det Fy)'1, det By = det Fyy (3.5)
Fy = (det Fy) "3 Fy, det Fyy = 1. (3.6)

Fiir eine physikalisch zutreffende Darstellung thermoinelastischer Materialeigenschaf-
ten ist es sinnvoll, bei der Formulierung des Materialmodells der Thermoviskoelastizitt
eine weitere Zerlegung einzufiihren. Die elastisch-viskose Zerlegung des mechanischen,
gestaltdndernden Deformationsgradienten

Fy =F.F,, (3.7)

fithrt auf einen elastischen F. und einen geschwindigkeitsabhiingigen oder viskosen An-
teil F,. In Bezug auf die gesamte Deformation postuliert multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten mehrere fiktive, inkompatible Zwischenkonfigurationen [Mie-
he, 1988]. Sie sind mit der Annahme eines lokalen Zustandes verkniipft und basieren auf
einer lokalen Entlastung des Kontinuums.® Damit handelt es sich bei der multiplikativen
Zerlegung um ein lokales Konzept, das unmittelbar mit dem Prinzip der lokalen Wirkung
zusammen hiingt.” Das Vorgehen der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradi-
enten hinsichtlich der gesamten thermomechanischen Deformation ist in Abbildung 3.4
illustriert und durch

F = FoFy = FoFuFy = FoFyF.F, = FoF.F,, (3.8)
beschrieben, worin die reversible, rein elastische Deformation durch

F. = FyF., (3.9)

8Es wird nur die unmittelbare Umgebung eines materiellen Punktes betrachtet.
9Siehe hierzu Abschnitt 3.2.
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Abbildung 3.4.: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

beschrieben ist.

Aus der Zerlegung des Deformationsgradienten (3.8) leiten sich die Verzerrungsmale
fiir die Teildeformationen her. Ausgehend von der quadratischen Differenz der materi-
ellen Linienelemente (2.14) lésst sich die additive Zerlegung der absoluten materiellen
Verzerrungsmale als Addition Green’scher Verzerrungstensoren

E = Eo + Ey, (3.10)

postulieren. Der mechanische Green’sche Verzerrungstensor Ey ergibt sich aus der Vor-
stellung einer fiktiven thermischen Entlastung zu

Ey :=lmE = }(FFy — 1), (3.11)
¥—0
und der thermische Green’sche Verzerrungstensor aus der Differenz von (3.10)

Eo = E — Ey = {(F'F — F};Fyn). (3.12)

1
2
Mit der in (3.8) vorgestellten Zerlegung lédsst sich der mechanische Teildeformations-
gradient auch durch Fy; = F.F, angeben. Aus der Voraussetzung, dass der volumenén-
dernde Anteil FM der mechanischen Deformation keine viskosen Einfliisse bewirken,
konnen die mechanischen Verzerrungsmalle additiv in Ey; = E. + E, zerlegt werden,
worauf die Zerlegung

E=E.+E, +Eg, (3.13)
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

mit
E.= L(FiFy - F,F,), E,=1(FF, 1), (3.14)

folgt. Hierin werden die rechten Cauchy-Green Tensoren der Zwischenkonfiguration
durch Cy = FK,IFM und C, = FEFV definiert. Der elastische Anteil des Green’schen
Verzerrungstensors E. beinhaltet neben der elastischen Deformation F. auch den in-
elastischen Anteil F,. Dies fiihrt auf die Aussage, dass die additive Aufteilung (3.13)
des Green’schen Verzerrungstensors relativ zur Referenzkonfiguration nicht einen rein
elastischen und inelastischen Anteil der Deformation beschreibt. Dies gelingt durch die
Transformation des Green’schen Verzerrungstensors auf die Zwischenkonfiguration x,.
Die Transformation

I'=F,'EF, =Te.+1, (3.15)

fiihrt auf den Verzerrungstensor f‘, der sich additiv aus einem rein thermisch-elastischen
Anteil I'g. = T'g + I'; und einem rein inelastischen Anteil I', zusammensetzt. Die
Verzerrungstensoren

v 2 v

(Co—T), To=1(p3-1C, mit G, :=FF, (3.16)

entsprechen dem elastischen Anteil der Gesamtverzerrungen auf der Zwischenkonfigu-

ration und
T

— = — = = =T
I, = %(I -B, ), B, :=F,F,, (3.17)
dem zugehorigen inelastischen Anteil. Vollkommen analoge Aussagen sind in Bezug auf
die weitere eingefiihrte multiplikative Zerlegung durch die Transformation Fy," (- )Fy'
auf die Zwischenkonfiguration ¥, moglich. Die dabei resultierenden Verzerrungsten-
soren sind in Abbildung 3.5 veranschaulicht. Die materiellen Verzerrungsraten werden
ausgehend von (3.10) als Addition von materiellen Zeitableitungen Green’scher Verzer-
rungstensoren
E=Eg + Ey (3.18)

gebildet. Sie konnen mit Hilfe der aufgefiihrten Operatoren Fy" (- )Fy,' bzw. F (- )F,

in die jeweiligen Zwischenkonfiguration transformiert werden. Im Sinne des Konzepts
der dualen Variablen, sieche Abschnitt 2.4, fithrt die Vortransformation der Green’schen
Verzerrungstensoren auf objektive Zeitableitungen in Form von kovarianten Oldroyd
Ableitungen fiir die Zwischenkonfiguration x,

(?)z(?)+L3(~)+(-)LV, L, ::EFQI. (3.19)

Die Zerlegung der Verzerrungen in (3.15) impliziert die Additivitédt der Verzerrungsge-
schwindigkeiten:

I'=Te.+IL,=To+TI.+T,, (3.20)
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R [B] X; [B]
E=E¢c + Eym A=Ag+ Ay
2
Ee = J(F'F — F};Fu) Ao = 11— )
EM—Ee—f—EV - . AM:-lAe—i_lAv
o F ' ()F 2 T
E. = §(FyFu — FF\) - A= Lo 5(I-F F,)
7 2. _T7._
E, = %(F};FV - I) A, = %(SD_EF(: TFe = B_l)
F,'(F," Fy' (- )Fy F3'()Fg'
%18 \ %18)
fzf@e+fv I'=Ig+Iy
. 2 < T~ 2
To = L(p3 — DF,F, To = (g3 — 1)1
f‘@e:f‘@+f‘e q I'v=T,+T,
L. =L(F.F. 1) FU(OF,' | Te=11-F, F.")
T,=10-FF" T, =LF,F, —FFy)

Abbildung 3.5.: Transformationseigenschaften der Verzerrungstensoren

hierin sind aufgrund von (3.19),

=14 LT 4L, I'o = I'o + LT + T'oL, (3.21)
I, =T, + LT, + I.L, T, =T, + LT, + L, (3.22)

Die kovariante Oldroyd Ableitung des inelastischen Verzerrungstensors T, fiihrt auf den
symmetrischen Anteil der inelastischen Deformationsgeschwindigkeit

T, =1(LT+L,) (3.23)

In Analogie zu den Verzerrungen lassen sich die Verzerrungsraten der mechanischen
Zwischenkonfiguration durch die Transformation Fy,' (- )Fy," herleiten. Es ergeben sich
die in Abbildung 3.6 zusammengestellten Beziehungen.

In Anlehnung an das Konzept der dualen Variablen, vgl. Abschnitt 2.4 kann das Ten-
sorfeld ¥ mit den Teildeformationsgradienten der Zwischenkonfigurationen identifiziert
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R [B] X [B]
E =Ee¢ + Ey A=Ap+ Ay
Eo = (C - Cy) Ao = Ao +2DAg
Ey =B, + E, — Ay = A, + A,
1/¢ : FT(O)F " |
Ee:§(CM_C> Ae:Ae+LTAe+AeL
E, =1C, A=A, +LTA, + AL
F,'(-)F," Fy'()Fy Fo'(-)Fg'
% 18] \ %18
I'=Te.+T, I'=Ty+Te
I'o =T +LITe + oL, Io = I'e + 2yl
oo =To + T\ - 'y = I'. + I'y = 3(Ly; + Lu)
I, =T, + LT, + I.L, F(OF.' | Io=T+L.I. + TLy
FV = %(L\rl; + LV) f‘V = f‘V + L;{/{Fv + FVLM

Abbildung 3.6.: Transformationseigenschaften der Verzerrungsgeschwindigkeitstenso-
ren

werden, wodurch die dualen Spannungstensoren der jeweiligen Konfigurationen herge-
leitet werden konnen. Aus der Invarianz der Spannungsleistung gegeniiber der Transfor-
mation auf die Zwischenkonfiguration x, bzw. X,

T.E=T F.I'F, = FTIF, I =8, T, (3.24)

<

resultiert der konjugierte Spannungstensor S, := F,TF
analog hierzu

T-E=T FyI'Fy = FyTF},-T =Sy T, (3.25)
der konjugierter Spannungstensor Sy := Fy'TF}, des Verzerrungstensors T'.

Die hier gewihlte Modellstruktur nach Abbildung 3.3 assoziiert auf natiirliche Weise
eine additive Zerlegung der Spannung der Form

T = To + Too = Fy'SUF,, + F, 'So F, (3.26)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Durch diese Aufspaltung lisst sich die Aufteilung der Spannungsleistung in die dualen
GroBen der Zwischenkonfigurationen

T E=S9.F/'EFy +So F, EF, =S9.T'+8,,-T (3.27)
folgern. Mittels der Relation
A o A ]_ A
I'o =TI'g + 2I'yLCo = (p*® — D)y, (3.28)

3 <,01/3

die sich aufgrund der Symmetrie von f‘M = %(LEA + Ly), der Identitit des Verzerrungs-

2/3

tensors I'e = 1(p?3 — 1)I sowie dessen materielle Zeitableitung I'e = @' /313 01
2

ergibt, der Relation
R - 2/3 3 s
IeF. = -——0C. + (¢*° —1)(I'e + T)) (3.29)

sowie durch die Beruck51cht1gung der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwin-

digkeiten T und F aus Abbildung 3.6 ldsst sich die Spannungsleistung in die Form

/

3¢1 7 (SpSw)d + ¢*/*Sg, - (T + T,) (3.30)

T E =389 Ty + -2

tiberfiihren.
Die Transformationseigenschaften der Spannungstensoren und Spannungsraten der
zugehorigen Konfigurationen sind in Abbildung 3.7 zusammengefasst.

3.3.3. Struktur der freien Energie

Ausgangspunkt fiir die Formulierung thermodynamisch konsistenter Materialmodelle
ist eine geeignete Wahl der freien Energie. Basierend auf dem rheologischen Modell in
Abbildung 3.3 und der Kinematik der Deformation in Abbildung 3.4 wird fiir die freie
Energie 1) der Ansatz, dhnlich wie bei Lion [2000b] bzw. Heimes [2005],

(B, Lo, 0) = Ym(Ewm, Te, 0) + 100 (6), (3.31)

in Abhéngigkeit der oben eingefiihrten Variablensatz, gewéhlt. In Analogie zu dem rheo-
logischen Modell wird die Zerlegung des mechanischen Anteils der freien Energie 1y
in einen dem Gleichgewichts- und einen den Uberspannungen zugeordneten Anteil ein-
gefiihrt

v 6 - -
Ym(Ewm, Te, ) = Q—O?ﬂ;?(JM, Cwm) + vy (Ie, 0). (3.32)

42



3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

R [B] X [B]
T=JF'TF ' F(-)FT |S=FTF =JT
T—4F m—- | S — § LS — SL"
0 i ) T T
F.(-)F, Fu(-)Fy Fo(-)Fg
% 5] Ny w8
S, = F,TF., Su = FyTF},
S, = F,TF, —- | S, = F\TF,
=S, - LS, - §,LT Fo()F, — Sy — LySw — SuLT

Abbildung 3.7.: Transformationseigenschaften der Spannungstensoren und Spannungs-
geschwindigkeitstensoren

Die Energiefunktionen gy (T, 8) = 37 ¢¥*(T'e, ) konnen als elastische Energie-
anteile in den Federn nichtlinearer Maxwell-Elemente interpretiert werden. Entspre-
chend représentiert die von den mechanischen Verzerrungen abhingige Energiefunk-
tion @Z_J;‘f den elastischen Energiebeitrag der Gleichgewichtsspannung, wobei eine linea-
re Temperaturabhédngigkeit zur Beschreibung der Entropieelastizitit eingefiihrt wurde,
vgl. [Treloar, 1975]. Die Materialfunktion ¢ (6) ist der deformationsunabhingige An-
teil der freien Energie und steht in Relation mit der spezifischen Wirmekapazitit, siche
Abschnitt 3.5 bzw. [Haupt, 2002].

3.3.4. Auswertung der Dissipationsungleichung

Auf Basis der zuvor definierten Spannungs- und Verzerrungstensoren ldsst sich eine
Modellstruktur, die im Einklang mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik in Form
der Clausius-Duhem Ungleichung steht, erarbeiten. Die Auswertung der Dissipations-
ungleichung (2.74) in materieller Darstellung

. . 1 ~ . 1
=9 —s0+—T-E—-—qg-gg >0, (3.33)
OrR for

und der eingefiihrten Abkiirzung des Temperaturgradienten gi := Grad 6, soll die ther-
modynamische Konsistenz der gewihlten Konstitutivgleichungen gewihrleisten. Zur
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Formulierung der konstitutiven Beziehungen wird zunéchst die materielle Zeitableitung
der freien Energie aus (3.31)
81/) . oY

. o 81/;

-E — I 3.34
P = aEM M T or + = f 9 ( )
gebildet. Anschlieend wird dieser Ausdruck zusammen mit der Spannungszerlegung
(3.26) und der Beziehung (3.30) fiir die Spannungsleistung in die Dissipationsgleichung

(3.33) eingesetzt, womit sich die Ungleichung

2 A : J
) = (iwgseq FM 877/} FT) -FM+ (—S—a—wﬁ—LL(SpSM)) 0—
OR OEn

8 3 1 24 A 1
w _903Sov : (Fe + Fv) - ﬁqR ‘gr > 0, (335)
R

ergibt. Diese Ungleichung muss nun im Sinne von Coleman and Noll [1963] oder Trues-
dell and Noll [1965] fiir beliebige thermodynamlsch zuldssige Prozesse erfiillt sein. Fiir

beliebige Prozesse, die der Annahme I‘ = I‘ = F =0, gg = 0und FM £0A0#0
geniigen, wird diese Forderung erfiillt wenn die Klammerausdriicke identisch null sind.
Hierdurch resultieren die Potentialbeziehungen fiir die Gleichgewichtsspannungen Sy
und der spezifischen Entropie s:

o oY ¢
Sy = “5F Fy, = SpS 3.36
T s 20 T o o 3@1/3( p Sm). (3.36)
Die verbleibende Restungleichung
o 3 1 2. ¢ s 1
— — T+ —¢3Sey - (Le +Ty) — —qr -gr > 0, 3.37
ey o ( v) AL (3.37)

nimmt mit Hilfe der Beziehungen fiir die Zeitableitung des Verzerrungstensors I'. durch
I'.=T.— (LT, + I'.L,) die Gestalt

—qr-9gr = 0,

(3.38)
an. Auf dieser Grundlage wird die Potentialbeziehung fiir den inelastischen Uberspan-
nungsanteil formuliert, indem das Verschwinden des Klammerausdruckes gefordert und
der auf der inelastischen Zwischenkonfiguration operierende Spannungstensor iiber ein
Hyperelastizitdtsmodell mit seinem dualen Verzerrungstensor in Beziehung gesetzt wird:

1 2. 0 < 1 2, =2 0 . g
(_803 Sov - ﬁb > : Fe + _803 Sov : Fv + \%ZJ : (LEI‘e + FeLv)
OrR oI, ORrR ol or0

. 2
Sy = 3. 3.39
ORY il (3.39)
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3.3. Thermodynamisch konsistente Materialmodellierung

Die Ausnutzung dieser Beziehung fiihrt auf das Zwischenergebnis

oY oY 2 1
.l — Iy, — —qr - >0, 3.40
ar. ar. dr " gr ( )

or0
welches weiter vereinfacht werden kann, wenn unter Beachtung der Eigenschaft des
Skalarproduktes,'? der Ausnutzung der Symmetrie des Verzerrungstensors I'. = %(Ce —
I), der Beziehung des symmetrischen Anteils der inelastischen Deformationsgeschwin-
digkeit (3.23) und der Isotropie von 0 /0T, die ersten beiden Terme in (3.40) durch

(LI, +T.Ly) +

A0S VRS 5 F LS YGRS (3.42)
o', al’. ar’.
ersetzt werden. Es ergibt sich fiir die Restungleichung der Dissipation der Ausdruck
., O 2 1
Co—v Ty — —qg-gg >0, (3.43)
or. R QQR gr

auf dessen Basis dann Evolutionsgleichungen formuliert werden konnen, die die ther-
modynamische Konsistenz erfiillen. Mit der Potentialbeziehung fiir die Uberspannungen
(3.39) lasst sich der erste Term aus (3.43) in die Form

1

—p
Or

iberfithren. Damit diese Ungleichung erfiillt werden kann, muss die Proportionalitit

A

C.So - Ty >0, (3.44)

wino

T, ~ C.S,, als hinreichende Bedingung gelten, womit eine Evolutionsgleichung

A 1y ~
I'y = —C.Sy, n >0, (3.45)
Ui

angegeben werden kann. Hierin entspricht der Proportionalitétsfaktor 7 der Viskositéts-
funktion. Die Ungleichung der Dissipation infolge des Warmeflusses,

1

kann prinzipiell durch Formulierung einer quadratischen Form immer erfiillt werden,
gr = —kr Grad 0, kg = K(0)(det F)C™, (3.47)

was als Fourier’sche Wirmeleitgesetzt bezeichnet wird. Der Wirmefluss ist somit immer
dissipativ und damit irreversibel. In (3.47) beschreibt kg die Wirmeleitfahigkeit des
Materials und ist ein positiv definiter Tensor zweiter Stufe fiir x(¢) > 0.

10Es gelten Beziehungen fiir das Skalarprodukt:
A-B=B"'A und A-B=A By, fir A=A" (3.41)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Zusammenfassung der allgemeinen Materialgleichungen Zu einer besseren
Ubersichtlichkeit werden die allgemeinen konstitutiven Gleichungen in Tabelle 3.1 zu-
sammengefasst. Die allgemeinen Gleichungen des Materialmodells werden in den fol-
genden Abschnitten konkretisiert, um das in Experimenten beobachtete Verhalten zu
beschreiben. Die spezielle Wahl der Materialfunktionen in der freien Energie und die
daraus resultierenden Spannungsbeziehungen werden spezifiziert. Zudem steht noch of-
fen, wie die nichtlineare Geschwindigkeitsabhiingigkeit der Uberspannung und die Pro-
zessabhdngigkeit der Viskositédt zu modellieren sind. Dabei sind insbesondere die Wahl
einer geeigneten FlieBregel, siehe (3.45), und die damit verbundene Viskositédtsfunktion
zu beachten.

3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitat

Das allgemeine, in Abschnitt 3.3.4 zusammengefasste Materialmodell wird im Folgen-
den auf eine spezielle Problemklasse von Elastomeren eingeschrdnkt. Die in [Lion,
2000b], bzw. in [Heimes, 2005] ausgefiihrten Experimente haben gezeigt, dass der we-
sentliche Beitrag zur Materialantwort einer Elastomerprobe durch die finite nichtlineare
Elastizitit und eine nichtlineare Ratenabhiingigkeit gegeben ist. !' Die dort stets ange-
nommene mechanische Inkompressibilitit stellt eine Idealisierung des volumetrischen
Verhaltens von Elastomeren dar, welche in weiten Bereichen der Deformation als ge-
recht erscheint. In [Sedlan, 2000] und [Hartmann et al., 2003] bzw. auch in [Penn, 1970]
wurde allerdings an Zugversuchen festgestellt, dass bei bestimmten Deformationen eine
nicht zu vernachlédssigende Volumendehnung vorliegt. Bei Strukturen konnen lokal sol-
che Deformationsbereiche iiberschritten werden, so dass die Annahme der Inkompres-
sibilitdt nicht adéquat ist.!> Zur Formulierung des Modells der Gleichgewichtselastizitit
muss die Energiefunktion 1y (Ey) spezifiziert werden. Aufbauend auf den Arbeiten von
Hartmann and Neff [2003] und Hartmann [2003] wird fiir den Gleichgewichtsanteil der
Forminderungsenergie der Ansatz

I (Em) = Ui (Jm, Cu) = U(Ju) + 9(Cn) (3.48)

gewdhlt, indem die freie Energie in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil
zerlegt wird. Dieser Ansatz wird iiblicherweise bei schwach kompressiblen Elastome-
ren verwendet. In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Vorschlédgen fiir den volume-
trischen Anteil U, die nicht alle physikalisch sinnvoll sind. Siehe hierzu die Diskussio-
nen in [Eipper, 1998] bzw. [Ehlers and Eipper, 1998] und [Hartmann, 2003] sowie fiir
thermomechanische Prozesse mit Beriicksichtigung des thermischen Ausdehnungsver-
haltens [Hamkar and Hartmann, 2012]. Daher wird nach Hartmann and Neff [2003] der

"Im Sinne einer Klassifizierung des Materialverhaltens entspricht dies einem Verhalten der finiten
(Thermo)-Viskoelastizitit, siehe [Haupt, 2002].

12Zum anderen fiihrt die Annahme der Inkompressibilitit bei der numerischen Umsetzung mittels der
finiten Element Methode zu Schwierigkeiten, siehe [Lion, 2000b, S. 25] und die dort zitierte Literatur.
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitét

Tabelle 3.1.: Zusammenstellung der allgemeinen Materialgleichungen

Kinematik
F = FoFy = FoFyFy = FoFyF.F, = FoF.F, (3.8)
Fo — 031, o = 3(6 — 6o), (3.2)
Fy = (det FM)§ I, Fy = (det FM)’% Fy (3.5)
E=E.+E, +Eo, (3.13)
E. = {(FLFy - F,F\), E, = }(F,F, - ) (3.14)
Freie Energie
(B, Lo, 0) = i (En, Te, 0) + 10 (0), (3.31)
Um(En, Te, ) = %&KE(JM, Cw) + ¥ (Te, 0) (3.32)
Entropie
5= —g—z + Q—l&f—im(sp Sy) (336)
Spannungen
T = Toy+ Tor, Tog=Fy'SUF;,", To =F,'S,F, " (3.26)
S0 — @RwéFM%F&, (3.36)
S0 = Orp3 ggi (3.39)
FlieBregel
T, — %CS (3.45)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Ansatz

K
U(Jm) = 50(JM+JM -2), (3.49)

vorgeschlagen. Da bei rulgefiillten Elastomeren ein S-formiger Verlauf im einaxialen
Zugbereich zu beobachten ist, besteht die Moglichkeit verschiedene Ansitze (z.B. [Og-
den, 1972], [Arruda and Boyce, 1993], [Rivlin and Saunders, 1951]), bei der die ur-
spriinglich inkompressible Formulierung durch den isochoren Anteil ersetzt wird. Der
Ansatz von Ogden [1972] und von Arruda and Boyce [1993] fiihrt fiir den obigen An-
satz (3.48) auf den Nachweis der Existenz einer Losung (siehe [Dacorogna, 1989] und
[Hartmann and Neff, 2003]) und ist verbunden mit dem Begriff der Polykonvexitit [Ball,
1977]. Der modifizierte Ansatz von Rivlin and Saunders [1951],

w(lg,, g,) = ZZ% )(Ilg, — 3), (3.50)

=0 7=0

ist hingegen nicht polykonvex, so dass man keine Existenzaussagen machen kann. Daher
wird in [Hartmann and Neff, 2003] der Vorschlag

i 2/3 i
w(lg,. lg,) = allg, - +Zczo oy —3)' + D eIy —3V3) (351
=0
gemacht. Der erste Summand o(I§, — 3°) dient dabei zur Erfiillung einer weiteren

Bedingung, der Koerzivitit, sieche [Ciarlet, 1988]. Aus dieser Klasse von Modellen wird

w(le, Ig) = eo(lg — 3) + e (11X — 3v/3) + (I3, — 27). (3.52)
gewdhlt. Wobei aufgrund der Beziehung des Deformationsgradienten
_ 1 11 1 _
Fy=JgFu=(J/p)3p 3F = J3F =F, (3.53)
sich direkt die Identitit Cy; = C ergibt und dadurch auch gleichzeitig die Beziehung
0(Cwm) = w(lg,, g, ) = w(lg, 1lg) = 9(C). (3.54)

Um das Verhalten von Elastomeren bei relativ langsamen Prozessen darzustellen, die
in nicht allzu groBen Geschwindigkeitsbereichen stattfinden, muss die Ratenabhingig-
keit als wesentlicher Anteil der Inelastizitit beriicksichtigt werden. Infolge dessen wird
nach Lion [2000b] fiir die Forminderungsenergie des Maxwell Elements eine Relation
postuliert, . 5

K/},(Feka 9) = U_}ov(ce(ce))a (3.55)
die auf deviatorische Uberspannungen sowie eine eine deviatorische FlieBregel fiihrt. In
Analogie zu (3.52) wird eine Abhédngigkeit von dem unimodularen elastischen Cauchy-
Green Tensor C, = (det ée)_l/ 3¢, angenommen,

7IJ()V(Ce(ée)) = ﬂ)ov(l(_le) = /L(I(_Je - 3)7 (3.56)

das einem Ansatz vom Neo-Hooke Typ entspricht.
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitét

3.4.1. Herleitung der Spannungsrelationen

Mit Hilfe der in Abschnitt 3.3.4 hergeleiteten allgemeinen Potentialbeziehungen der
Spannungen und der oben formulierten Energiefunktionen werden im Folgenden die
Spannungsbeziehungen niher spezifiziert. Der Gleichgewichtsanteil der Spannungen
berechnet sich gemél} der Beziehung (3.36),

5¢ T —= wM T
F = ()0 ‘3 F F .
()E M or 90 M (lEM (3 57)

Uber die Definition der freien Energie (3.48) kann die Ableitung

Sy = OrY “iFy———

Aoyt dU(Jm) | do(Cu(Cw))
— =2 3.58
B ( iCy | dCw ) (3.582)
durch Anwendung der Kettenregel zu
d 1 dv
Ui =JuU'(Jm)Cy' + 2(det Cy) 73 [Z — 1Cy' @ Cy] = (3.58b)
d:EM dCM
ermittelt werden,'® womit (3.57) in
eq _ 9
SM _ QRSO 3(9_JMU (JM)I
5 (3.59)

20 1
+ 208”3 7-(det Cy) 73 [Fy @ Fu] ™ [T — 5Cy' ® Cui] —=—
0 dCy

iiberfiihrt wird. Mit Jy, >/ (det Cu) /% und den Bezichungen Cy = Jo/*Cy und
Fy®F ]T23 = Ju 2/3 [FM ® FM] T2 sowie der Transformationseigenschaft

[Fy @ Fu] ™ [T-1Cy ©Cy] = [Z - 101] [FuoFu] ™, (3.60)

worin der Tensor D := Z — 3I ® I dem Deviatoroperator'* und 7 := [I ® I]™* dem
Einheitstensor 4. Stufe entspricht, gelangt man durch eine Transpositionsvorschrift von
Tensoren 4. Stufe'> auf die Gleichgewichtsspannungen der mechanischen Zwischenkon-

3Die Ableitung do(Cy(Cy))/ dCy wird iiber die Kettenregel folgend berechnet

— — T = T
do(Cm(Cw)) dCy]  do . dCy A _
= _ t |—2| = (detC BlrT-lci'eC

“Der Deviator eines Tensors 2. Stufe ist durch die Eigenschaft DA = A® = A — 1 (Sp A)I identifiziert.
I5Es gelten die folgenden Beziehungen fiir die Transposition von Tensoren 4. Stufe, siehe [Hartmann,
2003] und [De Boer, 1982]:

[A ® B]™*C = ACB"
[A®B|™[C®D|=[A®B]™C®D]=[ACB" @ D]

49



3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

figuration

_ do -7\P
or MU' (Jm)T + 208 (FMdg FE/{) (3.61)

e 2 ¢
Spql =@ 30—0
M

Dies fiihrt auf eine additive Aufteilung der Gleichgewichtsspannung in einen Kugel- und
einen spurfreien Deviator Anteil mit

e 20 —eq 20 (o do —1\"
SM = 3—QRJMU (JM)I SM = QQRQO 3 — FM — F , (362)
90 60 dCM

welche eine natiirliche Konsequenz der speziellen Aufteilung der freien Energie (3.48)
ist. Eine Abbildung der Gleichgewichtsspannungen auf die Momentankonfiguration ge-
lingt iiber die Kirchhoff-Spannungen

2
Seq = FoSyF6 = ¢3Sy, (3.63)

bzw. mit der Beziehung T.q = J 'S, iiber die Cauchy-Spannungen. Unter Ausnutzung
der Isotropie der freien Energie

_  dv =7 b _ do \? dv = b
F F = (B — = ——B , 3.64
( M4Cy M) ( MdBM) (dBM M) .69

sowie der kinematischen Transformation

_ _2 2 2 2 _
By = JM3BM = (ap/J)*§<p*§B =.J 3B =B, (3.65)

werden die Gleichgewichtsspannungen, als Cauchy-Spannungen, auf die Momentan-
konfiguration iiberfiihrt

0 J 0 do
Teq = or79 ' U'(5)L+ 20— J " B . 3.66
Q= Orp¥ <90) oG (dB > (3.66)
Mit dem Pullbackoperator der Spannungen F~' (.) F~T erfolgt die Riicktransformation
auf die Referenzkonfiguration und die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen berechnen sich
zu

Tey = F T F T (3.67)
— ol U'(Ju)C™" +2 953z [Z-3C'®C] v (3.68)
QRHO M M QRGO dC' .

Aufgrund der speziellen Abhingigkeit von den Invarianten des unimodularen Rechten
Cauchy-Green Tensors berechnet sich die Ableitung dv/ dC iiber die Kettenregel
dv . ow 8IC 4 ow 8115
dC 09lg o9C  dllg AC

= (w; + wylg)T — wy,C (3.69)
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitét

mit 5 5
w w
_ = — 3.70
Jdla ) olg’ (3.70)
siehe (3.52).
Uber die Auswertung der Potentialbeziehung (3.39) und der gewihlten Forméinde-

rungsenergie (3.55) konnen die Uberspannungen durch

" 200 2 dwy
Sov = 3— = 3 M 3.71
ORY oF. ORY dF. (3.71)

konkretisiert werden. Mit Hilfe der Kettenregel und der Beziehung C. = Jf,[/ 3C, wird
die Ableitung durch

n - = T _ _
Aoy dy dC. 1" ey L1 co1 a7 diy
%Mzzl/iMzz[ v} 7“3 :2(detce)s[z—§cel®ce] o (372)
dr, "~ dC. d¢.] dcC. dC.

ermittelt. Dadurch findet man die Uberspannungen auf der Zwischenkonfiguration x,

’ (det C.) "3 Ll w1 iy
die iiber eine einfache algebraische Umformung und iiber die Beziehung (det ée)_l/ 3 =
Jl\f/ 3, aufgrund von det F.=1 folgt det F‘e = Jum, die Form
« 2y (= digy \
Sov =20rJ 3C, | Ce——=— 3.74
. ( Ic. ) G719

annimmt. Zwecks einer allgemeinen Darstellung werden die Uberspannungen (3.73)
mittels des Pullbackoperators F, ' ()F, T auf die Referenzkonfiguration zuriicktrans-
formiert

Ty = F, 'S, F, "

L ; 375
— 2 ) I [T - 1C @ Q] e FV‘T% i“(_’j‘”. G7)

Hierbei ist die Eigenschaft

[Fv‘l ® Fv‘l]TQS [z ~15e ée} - [I g C] [Fv‘l ® Fv‘l]T23 . (3.76)

W=

sowie [(_3_1 ® C] = [C™ ® C] ausgenutzt worden. Durch die Isotropie der Formznde-
rungsenergie Wy, gilt

= — 17T d7ov d70V _
[Fvl Vl] [ L O (3.77)
dC.  d(C;'C)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

Diese Eigenschaft ldsst sich erkldren, indem dw,, / dC, als isotrope Tensorfunktion dar-

gestellt wird. Durch Anwendung der Beziehung C, = F, TCF; " und der anschlieBen-
den Ausklammerung von C; ' wird die isotrope Eigenschaft ersichtlich:

dC, Y de, Y
71(0[1:[ —|— (1/2(_36 —|— Oégcece)F;T7
= (I + aoC;'C + a3(C;'C)*)C; .

(3.78)

Die Koeffizienten a; = (I, lg,, g, ) stellen Funktionen der Hauptinvarianten von
C. dar, die es ermoglichen C, durch (C;'C) zu ersetzen. Die Transformationsbezie-
hung aus (3.77) wird mittels der Relation (3.78) ersichtlich. Fiir die Uberspannungen
(3.75) resultiert schliefllich

dwey

2
To = 20rJ 3 [T —1C'®Cl ——C !, 3.79
OrR [ 3 ] d(C;:lC) \ ( )
bzw. aufgrund der Wahl der Forménderungsenergie aus (3.56)
~ 2
Tov = 20rpJ 3 (C;' = (C-C;HCT). (3.80)

Die Uberfiihrung der Uberspannungen auf die Momentankonfiguration gelingt iiber die
Vortransformation der Uberspannungen der inelastischen Zwischenkonfiguration (3.74)

Soy = FoSUFT = Fol S, FLFL = 0?18, F.. (3.81)
Mit der Beriicksichtigung der Isotropie der Forminderungsenergie koénnen die Uber-

spannungen vom Kirchhoff-Typ durch die Auswertung der Transformation (3.81) in die
allgemeine Form

5 divg,\”
S0v = 2QR Be df’) ) (382)

iberfiihrt werden und mit der speziellen Wahl der Forminderungsenergie (3.56) und der
Identitit Ty, = J 'S,y zu

Ty = 20rp] ' BL. (3.83)
Aus der Summe T = T, + T,, gemiB (3.66) und (3.83) resultiert der Cauchy’sche
Spannungstensor bezogen auf die Grolen der Momentankonfiguration

5D

) _ _
T = oxy (¢7'U' (/@) + 277" ({1 + 10a1g)B” — 0a(BB)°) ) + 20s0) "B,
0
(3.84)
mit w; = Ow/0lg und Wy = Ow/0llg der nach Forminderungsenergie (3.52).
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitét

3.4.2. Formulierung der Evolutionsgleichungen

Der Satz an Konstitutivgleichungen zur Beschreibung des Materialverhaltens benotigt
noch die Formulierung von Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen. Anhand
der Auswertung der Dissipationsungleichung konnte die FlieBregel

1. «
v = ECeSOVa n>0, (3.85)

e

herausgearbeitet werden, mit denen im Fall einer positiven Viskosititsfunktion die ther-
modynamische Konsistenz im Sinne einer hinreichenden Bedingung erfiillt wird. Uber
die Uberspannungen aus (3.74) und der Ausnutzung der kinematischen Beziehung C. =

J2/*C, wird (3.85) in

s 20r 24 w1 (= die\"

1—‘v = ﬂ()Oig(jece ' (Cei—> ) (386)
7 dC.

iberfiihrt. Die Transformation auf die Referenzkonfiguration erfolgt wiederum durch

den Pullbackoperator, indem zunichst die Oldroyd’sche Ableitung des viskosen Ver-

zerrungstensors durch T', = %FV_ 1CVFV_ " ersetzt wird. Zudem wird die Isotropieeigen-

schaft (3.77) und die Identitit C, = C, ausgenutzt, womit schlieBlich die Evolutions-

gleichung

G = dp o 3ET (C dw°V>DF (3.87)
v — zQRnSD v edée vy .
2 dw
—dr=(Jp) 3 [C-L(C,0C;lC)] —— 3.88

fiir die viskosen Verzerrungen der Referenzkonfiguration resultiert. In Analogie zu den
Uberspannungen lisst sich die Ableitung der Forminderungsenergie (3.56) unmittelbar
angeben, wodurch die Evolutionsgleichung durch die vereinfachte Form
: pop Lot
C,=4dgp———FF= (C—3(C, - C)C,), 3.89
QRn(detC)1/5 ( 3( v ) ) ( )
angegeben wird. GemiB dem Prinzip der Aquiprisenz wird nach einem Ansatz von Lion
[2000b] eine Viskositétsfunktion postuliert, die in ihrer allgemeinen Form

n=mn(Su,Ty,0) (3.90)

als Funktion der Uberspannungen, der inelastischen Deformation und der Temperatur
gegeben ist. In [Haupt and Sedlan, 2001] wie auch in [Heimes, 2005] werden zudem
eine Abhdngigkeit von der Deformationsgeschwindigkeit vorgeschlagen, was eher fiir
dynamische Prozesse von Interesse ist. Um den geschwindigkeitsabhdngigen Grenzwert
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

der Uberspannungen zu beschreiben, wird fiir die Modellierung der geschichtsabhingi-
gen Viskositit eine nach Haupt and Lion [1995] exponentielle Abhingigkeit angenom-
men. Als geeignetes Spannungsmal, motiviert durch die FlieBregel (3.45), erweist sich
der Tensor éeéov, womit zunéchst ein Ansatz fiir eine nichtlineare Viskosititsfunktion

durch
CeSov
N = 1 exp (——H ” H) , (3.91)

formuliert werden kann. Hierin ldsst sich aufgrund der Isotropieeigenschaft C.Sov =
SovCe zeigen, dass fiir die bendtigte Norm die Identitit || CoSoy|| = ||SY || gilt.'s Zur Be-
riicksichtigung der Deformationsabhédngigkeit der Viskositit wird die inelastische De-
formation T', = %(I - B, 1) als Argument von 7 zugelassen. Als MaB fiir diese inelasti-

sche Deformation wird wiederum die Norm || B! || = ||C; || verwendet, wodurch sich
(3.91) auf
vl
n="noexp | — - ) (3.92)
< so(ZC, T

erweitert. Die Ergiinzung auf die Temperaturabhéngigkeit erfolgt durch Ausdriicke obi-
ger Materialparameter 7, und s als Funktion der Temperatur

10(0) = 70 exp (% - 0%) : (3.93)
50(0) = Soo + (50 — Soo) €Xp(—ws(6 — 0p)). (3.94)

ZweckmaiBigerweise sind die konstitutiven Gleichungen des Materialmodells fiir die fi-
nite Thermo-Viskoelastizitit in Tabelle 3.2 zusammengefasst. Zur numerischen Aus-
wertung des Materialmodells ist es notwendig die Materialparameter zu identifizieren.
Diese werden iiber das Materialverhalten in mechanischen und thermischen Versuchen
charakterisiert und bestimmt. Mit der Durchfiihrung von sehr langsamen monotonen
Belastungsprozessen mit Haltezeiten konnen die Materialparameter der Gleichgewichts-
spannungen identifiziert werden, siehe hierzu z.B. [Haupt and Sedlan, 2001] oder [Hart-
mann, 2001]. Versuche mit unterschiedlichen Prozessgeschwindigkeiten ermoglichen
das Kriech- und Relaxationsverhalten zu beschreiben und die damit verbundenen Ma-
terialparameter zu bestimmen, [Sedlan, 2000]. Zur Beschreibung des thermomechani-
schen Verhaltens, miissen die Materialeigenschaften anhand thermomechanischer Ver-
suche bestimmt werden. Addquate Versuche mit abgeleiteten Methoden zur Parame-
teridentifikation sind in [Heimes, 2005] und der dort referierten Literatur, ausfiihrlich
beschrieben.

'Die Norm eines Tensors 2. Stufe A wird zu ||A|| = /A - A definiert.
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3.4. Ein Modell der finiten Thermoviskoelastizitét

Tabelle 3.2.: Zusammenfassung der konstitutiven Gleichungen der finiten Thermo-
Viskoelastizitét

Materialfunktionen der freien Energie

U(dw) =K(Jy +Iy” = 2)/50,  Ju=J/e, (3.49)
w(lg, 1) = cio(lg — 3) + co (1147 — 3v/3) + a (1 — 27), (3.52)
wov(lg,) = nle, —3), (3.56)

Spannungsrelationen der Referenzkonfiguration

T = Teq + Tov = ngl + TLS; + TOVJ
0 J

T = org ZU'/CT, U'(J/e) = K((J/9)* = (J/#)™")/10 (3.68)
. 0 _ __

Tivo = 2QR9—0J*2/3 ((w1 +wollg) T — wyC — L (wilg + 2wyllg) C 1) (3.69)
~ 2

Toy = 20rpJ 3 (C; = 3(C-C7HCT) (3.80)

Spannungsrelationen der Momentankonfiguration

T = Teg + Toy = Ti0' + J 'S5 + T 'S0,

6 J . 0 _ __
T = gp i W'(D)L, S = 205 — ((w1 +adoly) B® — iy (BB)D> (3.66)
“ 0o v “ 0o
Sov = 20ruBL (3.83)
FlieBregel in GroBen der Referenzkonfiguration
N pop 11
C, = 4or~ =75 (C—3(C;H-C)C,), (3.89)

n (det C)1/3

SOV B Py Py
n="1oexp | — 1” Mﬂl — |, m(0) =noexp (5 — 9—) , (3.92,3.93)
so(5lIC 1D 0

50(0) = Seo + (S0 — S0 ) €xp(—ws (0 — 6p)) (3.94)
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

3.4.3. Isotherme Betrachtung des Materialmodells

Eine rein isotherme Formulierung des Materialmodells gelingt durch die Vernachldssi-
gung einer Temperaturdnderung mittels der Annahme 6/6, = 1, wodurch die Material-
funktion fiir das thermische Ausdehnungsverhalten mit

o=14ae(d—0) =1, (3.95)

den konstanten Wert eins annimmt. Die zuvor eingefiihrte thermisch-mechanische Zer-
legung (3.1) reduziert sich auf

Fo=1 = F=Fy (3.96)

und die gesamte Deformation wird durch den spannungserzeugenden, rein mechani-
schen Anteil der Deformation reprisentiert, der anhand der multiplikativen Zerlegung

F = F\F.F, = F.F,, (3.97)

in einen elastischen Anteil F'. und einen gestaltindernden, viskosen Anteil F, aufgeteilt
wird. Auf Basis dieser Zerlegung und einer Temperatur unabhingigen Struktur der freien
Energie

Y(BEn, Te) = Yu(En, Te) = O3 (I, Cu) + 031 (L) (3.98)

wird in Analogie zum Abschnitt 3.3.4 durch das Einsetzen von (3.98) in die vereinfachte
Dissipationsungleichung!” die Potentialbeziehung der Spannungen hergeleitet. Mit den
in Abschnitt 3.4.1 definierten Formédnderungsenergien (3.48), (3.49) und (3.51) fiir den
Gleichgewichtsanteil sowie (3.55) und (3.56) fiir den Uberspannungsanteil werden die
konstitutiven Gleichungen fiir die Gleichgewichtsspannungen

~ dv
Toy = orJU'(J)C ' + 2000 # [T — LC' @ C] %, (3.99)
mit do/ dC = (w; + wyI) — wyC und fiir die Uberspannungen
Tov = 20rp 23 (C;1 = 2(C-C;H)C™) | (3.100)

als Anteile des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors, die auf der Referenzkon-
figuration agieren, spezifiziert. Die Vortransformation auf die Momentankonfiguration
erfolgt mit dem push-forward Operator F(-)F'. Die aus der Auswertung der Dissi-
pationsungleichung verbleibende Restungleichung motiviert analog zu Abschnitt 3.3.4

17 Aufgrund der isothermen Betrachtung wird die Wirmeleitungsungleichung der Dissipationsunglei-
chung vernachléssigt. Sie erhilt die Form

. 1 ~ .
b=¢v+—T-E>0.
OrR
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3.5. Herleitung der Wirmeleitungsgleichung

die positive Proportionalitiit der Uberspannungen beziiglich der viskosen Verzerrungs-
raten der inelastischen Zwischenkonfiguration. Aus dieser Uberlegung heraus wird die
FlieBregel (3.89) auch fiir das isotherme Materialmodell formuliert, in der jedoch die
Materialfunktion ¢ den Wert eins annimmt. Die Ratenabhingigkeit des Modells wird
durch die prozessabhéngige Viskositidtsfunktion

1 = Tjo €Xp (_30 \V CTOV : TOVC> , (3.101)

nach dem Vorschlag von Hartmann [2002] abgebildet.

3.5. Herleitung der Warmeleitungsgleichung

Die Entwicklung der Temperatur eines materiellen Korpers wihrend eines thermome-
chanischen Prozess wird durch die verallgemeinerte Wiarmeleitungsgleichung beschrie-
ben, die aus der lokalen Bilanzgleichung (2.63) abgeleitet wird. Unter Beriicksichtigung
der Legendre-Transformation e = 1 + s gelingt es die materielle Zeitableitung der
spezifischen inneren Energie in Abhingigkeit der spezifischen freien Energie und der
spezifischen Entropie zu formulieren, womit die lokale Energiebilanz

. . 1 1 -~ .
Y+s0+0s=——Divgg + —T -E+r, (3.102)
Or Or

durch die eingefiihrten thermodynamischen Potentiale beschrieben wird. Mit der Defini-
tion der freien Energie (3.31) und (3.32), der Beziehung fiir die Spannungsleistung aus
(3.30), den aus der Clausius-Duhem Ungleichung hergeleiteten Potentialbeziehungen
fiir die Gleichgewichtsspannungen, der spezifischen Entropie (3.36) und den Uberspan-
nungen (3.39) gelangt man nach einigen Umformungen auf die sogenannte Gibbs’sche
Gleichung der Wiirmeleitung!'®

1
s = ——Divgg + 7+ 9, (3.103)
Or

worin die Warmeproduktion infolge der inneren inelastischen Dissipation durch

[SVI1N)

1 v v A
§ = —3CSy - Ty, (3.104)

OrR

beschrieben wird und iiber die Beziehung (3.42) und (3.44) eingefiihrt ist. Um eine Evo-
lutionsgleichung fiir das Temperaturfeld zu erhalten, muss die materielle Zeitableitung
der spezifischen Entropie gebildet werden. Diese ldsst sich iiber die Potentialbeziehung

18ygl. [Haupt, 2002]
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

fiir die Entropie (3.36) und mit der Definition der freien Energie (3.32) zunichst durch
die Form

- 1 d@/_JK,([l . 821/) . a2w . 1 d
s = (e_odEM B+ 50+ spop Lo ) £ o @GeSw), (3109

angeben. Die ersten drei Terme innerhalb des Klammerausdruckes resultieren aufgrund
der Abhingigkeit der freien Energie von den mechanischen Verzerrungen, den elasti-
schen Verzerrungen der Zwischenkonfiguration x, und der Temperatur. Hierin ist der

dritte Term (82¢/800T;) - T'. aufgrund der gewihlten Forminderungsenergie (3.55)
identisch null und bleibt unberiicksichtigt.

Mit der Uberlegung, dass aufgrund der deviatorischen Eigenschaft der Uberspannun-
gen nur der (volumetrische) Gleichgewichtsanteil der Spannungen Sy = S33(6, J) in
das Skalarprodukt eingeht, kann die materielle Zeitableitung des letzten Terms, in der
die Abkiirzung ¢ = (' /3¢'/?) eingefiigt ist, mit der Beziechung .J = jct. C, durch

d d ~&eq _ ~/ &eq asig ~ asle\?
dt(SDSM I) = dt(sOSM I) = (s@ (SpSy) + (89 1) |0+ ¢J 57 I|CHE
(3.106)

ndher spezifiziert werden. Mit der obigen Gleichung (3.106) und der Substitution des
Ausdruckes dwl\ff / dEy in (3.105) durch die Gleichgewichtsspannungen (3.57) sowie
der Riicktransformation auf die Referenzkonfiguration durch Teq = Fy,SyFy und
den kinematischen Relationen

/
By =3 Cul+¢ "B, By=}(Cy-1I.  Cu=p"C, (107

resultiert nach einigen algebraischen Umformungen als Ergebnis die materielle Zeita-
bleitung der spezifischen Entropie

$:i<(§ Ao+ o0 - aag;))é

OrR
1 ~ 83%} (,02/3 eq -1 1 Thiso ”
+ g ((@(W I)J — E(Sps ) C — gTeq -E. (3108)

Mit diesem Ausdruck wird die Gibbs’sche Gleichung (3.103) in die verallgemeinerte
Wirmeleitungsgleichung

. 1
cpez——Diqu +p+r+90 (3.109)
OR

iberfiihrt. Die linke Seite der Gleichung driickt die physikalische Eigenschaft aus, dass
in einem materiellen Korper aufgrund der Temperaturanderung Energie gespeichert bzw.
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3.5. Herleitung der Wirmeleitungsgleichung

freigesetzt werden kann. Diese Eigenschaft wird durch die spezifische Wirmekapazitit

~—i f =/ &ed ~ﬁ . 321/)6
(0 ) = - <(9+so><SpSM>+so< 50 Do | (3.110)

reprisentiert, die neben der Temperatur zusitzlich von der Deformation abhéngt, siche
auch die Diskussion in [Reese, 2001, S. 116]. Der deformationsabhingige Anteil der
spezifischen Wirmekapazitit,'® siehe Abbildung 3.8, zeigt eine schwache nichtlineare
Abhingigkeit von der Temperatur und eine lineare Beziehung fiir J ~ 1. Zudem ist aus

é,(0,J)

Abbildung 3.8.: Konturplot der spezifischen Wirmekapazitit aus (3.110) ohne den rein
temperaturabhiingigen Anteil 6 0%1)g /062,

dynamischen Differenzkalorimetrie Messungen, wie z.B. bei Heimes [2005] bekannt,
dass die Wirmekapazitdt von Elastomeren oberhalb der Glasiibergangstemperatur in
guter Nidherung einen linearen Zusammenhang iiber der Temperatur zeigt. Aus dieser
Betrachtung heraus kann die im allgemeinen deformationsabhingige Wirmekapazitit
(3.110), durch die in der Literatur tibliche Approximation
52

cp A 9—8;@@, (3.111)
fiir einen thermomechanischen Prozess angegeben werden, siehe auch [Jansohn, 1997,
S. 33]. In Anlehnung an die Arbeit von Heimes [2005] wird der lineare Ansatz

Cp<(9) = Cpo (1 + cpk(9 — 90)) R (3112)

gewdhlt, womit durch zweifache Integration bei homogenen Randbedingungen der ther-
mische Anteil der freien Energie

e = 0rCp <<(9 —0p) — 01n %) (1 — cprblo) — 5o (6% — 93)) ; (3.113)

Der rein temperaturabhiéingige Anteil der spezifischen Wirmekapazitit aus (3.110) wird durch ¢, :=
0 (8%e/06?) beschrieben.
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3. Modellierung der Materialeigenschaften von Elastomeren

berechnet wird. Der Term der rechten Seite der Wirmeleitungsgleichung (3.109),

) ] %3 Jo! oS 1~ .
0. JE) = — r__ STy M DlcteiTse| | 3.114
p( 7<]7 ) QR (( 30 (Sp M) 3901/3( @J ) + 0 eq ) ( )

beschreibt den Effekt der thermoelastischen Kopplung und ist aufgrund der konstitutiven
Relationen dquivalent zu

0% . 10T

EF=p——".F 11
000E HQR 09 (3.115)

p==0

sieche [Haupt, 2002]. Die anderen beiden Terme beschreiben den Energieaustausch durch
die Wirmestrahlung » und durch die Wirmeleitung, worin der Warmefluss durch die
Fourier’sche Wirmeleitung (3.47) modelliert ist. Die Warmeproduktion infolge der in-
elastischen SpannungsleisAtung (3.104) kann iiber die Beziehung (3.71) und durch die
Ausnutzung der Identitit T, = F TEVFV_ 1, mit B, = %CV und der kinematischen Trans-
formation C, = F, TCMF; 1, mit Cy = JI\Q,[/ *Cy sowie Cy = C und C, = C, durch
GroBen der Referenzkonfiguration reprisentiert werden

dr(Dov
d(C;'C)

und aufgrund der gewdhlten Formédnderungsenergie (3.56) und des unimodularen rech-
ten Cauchy-Green Tensors C = J~%/3C in

§=JA*c;'C c,!-C,, (3.116)

6= p P ((Crec )P e-L(cho)c) ¢, (3.117)

1
3

iiberfiihrt werden.
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4. Formulierung des
Anfangs-Randwertproblems

4.1. Das Anfangs-Randwertproblem in der lokalen
Form

Die in Kapitel 2 aufgestellten Bilanzgleichungen definieren allgemeine Feldgleichungen
zur Bestimmung der Dichte gg, des Verschiebungsfelds u (X, ¢) = xx (X,t) — X und
der Temperatur § = 6 (X, t). Ihre Vervollstindigung erfolgt durch die in Kapitel 3 her-
geleiteten Konstitutivgleichungen, die aus einer phinomenologischen Betrachtungswei-
se den speziellen Materialeigenschaften angepasst sind. Dieser Formulierung folgend
ergibt sich fiir den Spannungszustand die Elastizititsbeziehung

T(X,t) =& (C(X,1),0(X,t),q(X,1)), 4.1)

worin offensichtlich der 2. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor von dem Verschie-
bungsfeld, dem Temperaturfeld und den inneren Variablen abhéngt. Die inneren Varia-
blen, welche die Evolution der viskosen Verzerrungen beschreiben (3.89), sind mittels
der Losung von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt,'!

q(X,t)=r(C(X,t),0(X,t),q(X,t)). 4.4)

Zur eindeutigen Festlegung des Anfangs-Randwertproblems bedarf es noch der Angabe
geeigneter Anfangs- und Randbedingungen fiir die unabhéngigen Groflen des materiel-
len Korpers.

Die vorliegende Arbeit unterliegt der einschrinkenden Annahme quasi-statischer Pro-
zesse, was bei vielen technischen Anwendungen durchaus angemessen ist. Infolge die-
ser Annahme werden die Tragheitsterme der Impulsbilanz ( (2.48)) vernachldssigt. Sie

'In einer allgemeinen Form liegen zur Bestimmung der inneren Variablen nicht gewohnliche Differenti-
algleichungen vor, sondern Algebro-Differentialgleichungen der Form

worin beispielsweise die Matrix A im Fall der Thermo-Elastoplastizitit eine singulire Matrix ent-
spricht, die durch die Struktur

|
A [ 0} , 43)

gegeben ist, siche [Ellsiepen and Hartmann, 2001]. Im Fall der Thermo-Viskoelastizitt ist A = I.
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4. Formulierung des Anfangs-Randwertproblems

stellt jedoch weiterhin iiber die Spannungen und den duBleren Lasten ein System von
zeitabhingigen, partiellen Differentialgleichungen dar, [Fritzen, 1997]. Allerdings fiihrt
das Vernachldssigen der Trigheitsterme dazu, dass die Anfangsbedingungen der Bewe-
gung und des Geschwindigkeitsfeldes entfallen, [Marsden and Hughes, 1994]. Lediglich
Anfangsbedingungen fiir das Temperaturfeld und fiir die inneren Variablen

9(X7t0) = GO(X)a VX eR [8} ) 4.5)

hier in materieller Darstellung, sind zu fordern.

Die allgemeine Angabe von Randbedingungen bedarf einer disjunktiven Aufteilung
der Berandung des materiellen Korpers. Der Rand OR [ B] ldsst sich unterteilen in einen
Teilrand 0, R [B] C OR [B] mit vorgegebenen Randverschiebungen und in einen Teil-
rand O, R [B] C OR [B], auf dem Spannungsrandbedingungen vorliegen. Weiterhin lie-
gen auf der Teilfliche 9, R [B] C OR [B] Temperaturrandbedingungen vor und auf der
Teilfliche O, R [B] C OR [B] ist der normal zur AuBlenberandung gerichtete Wirme-
fluss vorgegeben. Teilrdnder, auf denen die priméren Variablen u bzw. 6 festgelegt sind,
werden als Dirichlet-Réander und Teilrdnder mit vorgegebenen Spannungen bzw. Wir-
mefliissen werden als Neumann-Rinder bezeichnet. Zusammenfassend gelten fiir die
Teilrdnder folgende Bedingungen

OR [B] =0, R [B]UOR [B] = 0yR [B]UO,R [B], 4.7
mit
WR[BINOR[Bl =2, R [BINIR[B]=2. 4.8)

Es sei angemerkt, dass auf den Teilrindern durchaus eine Kombination aus Dirichlet-
und Neumann-Randbedingungen definiert werden kann. Solche gemischten Randbedin-
gungen liegen z.B. bei konvektivem Heizen oder Kiihlen iiber die Oberfliche vor [Incr-
opera et al., 2007], womit die Berandung durch die Teilrdnder

IR [B] = 0yR[B|UO,R [B]UdsR[B], R [BINIR B NRIB =2,
4.9)

festgelegt wird.? Den Teilréindern zugeordnete Dirichlet-Randbedingungen iiber einen
bestimmten Zeitintervall mit ¢t € R™ bzw. t € [to, t.[ konnen mittels

u(X,t) =
6(X,t)

(X,1), VX € 0,R B (4.10)

a
6(X,1), VX € 0yR [B] 4.11)

’Die disjunktive Aufteilung der Berandung O, [B] ist entsprechend auch in einer rdumlichen Darstel-
lung moglich.
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4.2. Schwache Form — Variationsformulierung

definiert werden. Die Neumann-Randbedingungen werden an den Teilrdndern durch die
Gleichungen

tR = TRnR =S8 (X, t) s VX € GS’R [B] (412)
R =qr-Nnr = fq (X, 1), VX € O, R [B (4.13)

bzw. im Fall von gemischten Teilrdndern, an denen die Bedingung zusitzlich noch von
der Oberflachentemperatur abhiingt, durch

QR:qR'nR:fc(X797t)a Ve,Xeaqu[B], (414)
festgelegt. Die in (4.12) und (4.13) formulierten Randbedingungen sind formal defor-

mationsabhingig, welche iiber den Piola-Kirchhoff’schen Spannungsvektor (2.31) bzw.
Wirmeflussvektor (2.35) aus der Transformation

Trngr dA = Tnda, gr -nrdA = q-nda, (4.15)

mit Einbeziehung der Eigenschaft da = v/da - da und (2.15) durch

da = (det F) \/ng - (F~'FTne) dA, (4.16)

ersichtlich wird, [Haupt, 2002]. Mit den oben formulierten Anfangs- und Randbedin-
gungen ist der Satz an Gleichungen fiir die Festlegung eines Anfang-Randwertproblems
vollstindig. Das in dieser Arbeit behandelte thermomechanisch gekoppelte Problem ist
in der starken Form in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Eine analytische Losung dieser
Systeme von Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik ist in den allermeisten Fillen
praktisch nicht moglich. Eine niherungsweise Berechnung auf Basis von Variationsver-
fahren, beispielsweise der Finite-Elemente Methode, eroffnet jedoch eine Ausdehnung
auf ein breites Problemfeld.

4.2. Schwache Form — Variationsformulierung

Im Rahmen der Methode der finiten Elemente wird die Herleitung der Variationsglei-
chungen auf verschiedene Arten motiviert. Bei der einen Mdoglichkeit geht man von
den partiellen Differentialgleichungen der lokalen Impulsbilanz aus, die skalar mit vek-
torwertigen Testfunktionen multipliziert wird. Die anschlieBende Integration iiber das
Volumen und die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes fiithren auf die dquivalente
schwache Form. Bei der anderen Vorgehensweise wird ein Funktional formuliert, dass
stationir werden soll. Die Bildung des totalen Differentials, das im Fall der Stationari-
tiat verschwinden muss, liefert dann die schwache Form. Hierauf aufbauend kniipft die
Motivation einer speziellen Elementformulierung an.
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Tabelle 4.1.: Lokale Form des Anfangs-Randwertproblems

Gesucht sind auf dem Gebiet R [5] x |t¢, t.[ das Verschiebungsfeld u (X, ¢) und

das Temperaturfeld ¢ (X, ¢) fiir das, durch

0= DIVTR+ QRk,
. 1
cp) = ——Divgg + 1 +p+9,
Or
q=r(C,0,q)

und den zugehorigen konstitutiven Beziehungen

T = (i) (C7 Q,Q) ) mit T - F_ITR
gdr = —KR Grad 9, KR = R"R(QJ C)

sowie den Anfangs- und Randbedingungen

0(X,to) = 0o(X),

q(X, t0) = go(X),
u(X,t)=u(X,t), Trng=s(X,t),
9(X>t):9_(X7t)> qR'nR:fq(X>t)7

definierte Problem.

(2.48)
(3.109)
4.4)

4.1)
(3.47)

(4.5)
(4.6)

(4.10, 4.12)
(4.11, 4.13)

4.2.1. Schwache Formulierung der Impulsbilanz

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist eine der lokalen Impulsbilanz dquivalen-
te’ Formulierung, die als schwache Form oder als Variationsformulierung der Gleich-
gewichtsbedingungen bezeichnet wird. Ausgehend von der lokalen Impulsbilanz wird
das Verschiebungsfeld u(X, t) gesucht, welches das Gleichgewicht befriedigt. Zur Lo-
sung wird aus der Menge stetig differenzierbarer Funktionen 7, eine Testfunktion

u(X) e T,

Tu:={0u:R[B] - R | ou(X)=0firX e 9,R[B] }

(4.17)

3Die Variationsformulierung ist unter der Voraussetzung von geeigneten Stetigkeitseigenschaften #qui-

valent zur differentiellen Form, siehe [Jeltsch-Fricker, 2007].
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definiert, die als Ausdruck fiir die virtuellen Verschiebungen verstanden werden kann.
Die skalare Multiplikation der Differentialgleichung (2.48) mit den Testfunktionen du
und die anschlieBende Integration iiber das Volumen des materiellen Korpers liefert

/DivTR(X,t)-(Su(X)dVJr/QR(X)k(X,t)-(Su(X)dV:O. (4.18)
R[B R[B]

Durch die partielle Integration des ersten Summanden mit nachfolgender Ausnutzung
des Divergenztheorems

Div Ty - du = Div(Tgou) — Tg - Grad du, (4.19)

und der Einarbeitung der Neumann’schen Randbedingungen tg = Tgrng erhilt man die
schwache Form des Gleichgewichts, [Wriggers, 2008]

/T-aEdvz/QRk-audv+ / tr - dudA. (4.20)

R[B] R[B| ARI[B]

Hierin entspricht der Integrand
T-0E =T} [F" Graddu + (Gradéw)' F| = T+ (F" Graddu)  (421)

der virtuellen Spannungsarbeit, in der die Variation des Green’schen Verzerrungstensors
OE durch das Gateaux Differential des Green’schen Verzerrungstensors E = %(FTF -I)
des Vektorfelds du definiert ist:

4

0E =D, E(u)[du] = 3

[(F + A Grad 6u)” (F + A Grad 0u — 1)]

1
2

F' Grad éu + (Grad 6u)"F) .

>~

o (4.22)

~

Selbstverstdndlich ldsst sich die virtuelle Spannungsarbeit auch durch GroéBen ausdrii-
cken, die auf der Momentankonfiguration operieren. Mit dem Cauchy’schen Spannungs-
tensor T = (det F)"'FTF" sowie der Kettenregel Grad du = (grad du)F und der
Ausnutzung von (2.16) folgt aus (4.20) das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der
Form, [Wriggers, 2008]

/T(m,t)-gradéudv: /p(a:,t)k(a:,t)-5udv+ / t(x,t) - duda.

pals] bl Osx+[B]
4.23)
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4.2.2. Gemischte Variationsformulierung — Dreifeldfunktional

Fiir den Fall das ein Gesamtpotential, bestehend aus der Differenz der Formanderungs-
energie und der potentiellen Energie der duflern Lasten, sieche (A.1), existiert, kann die
Herleitung der Finite-Elemente Methode auf Grundlage von Energiefunktionalen erfol-
gen. Im einfachsten Fall und dem am hiufigsten verbreiteten Typ, ndmlich der reinen
Verschiebungselemente, wird das Gateaux-Differential des Gesamtpotentials berechnet,
das im Falle eines Extremalwertes verschwinden muss. Das Gateaux-Differential, d.h.
die Variation, stellt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen dar. Die daraus resultie-
renden Verschiebungselemente zeigen jedoch bei Problemen, in denen das Materialver-
halten nahezu inkompressibel ist, ein zu steifes Verhalten*. Eine Konsequenz wire die
Verwendung einer derart hohen Anzahl von Elementen, dass eine vollkommen unzu-
reichende Effizienz vorliegt. Selbst bei vielen Elementen liegen die Ergebnisse weitab
von der exakten Losung, siehe hierzu auch die Diskussion in [Heisserer et al., 2008].
Aufgrund dieses Zusammenhanges werden effizientere Elementformulierungen heran-
gezogen, die anderen Extremalprinzipien zugrunde liegen.

Die Behandlung von nahezu inkompressiblem Materialverhalten wird hier aufbauend
auf dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials beriicksichtigt, in der der kine-
matische Zwang der Volumendehnung mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators in das
Funktional eingebracht wird. In [Simo et al., 1985] und [Simo and Taylor, 1991] wird
hierzu ein Funktional fiir rein hyperelastisches Materialverhalten vorgestellt, das fiir die
folgende Darstellung als Basis dient. Aufbauend auf deren Ausarbeitungen kann fiir den
Fall, dass ein thermo-hyperelastisches Materialverhalten vorliegt, das Funktional

(1,0, T A £) = / (oxd(C.0) + 4y (T =~ D)) AV —meglut),  (424)
R[B]

mit der Nebenbedingung
I'=J =detF, (4.25)

motiviert werden. Es sei hier darauf hingewiesen, dal diese Formulierung nicht den
Zwang J = 1 bei inkompressiblem Materialverhalten erfiillt, sondern lediglich in der
numerischen Umsetzung die Volumendehnung durch eine eigene Variable vom Defor-
mationsverhalten entkoppelt und damit einen weiteren Freiheitsgrad impliziert. u(X, t)
stellt das Verschiebungsfeld und z/_zeq(CA)M, 0) die Formanderungsenergie in Abhéngigkeit
des modifizierten Rechten Cauchy-Green Tensors

C=F"F=r3iC, mit F=(I"/J):F = IsF, (4.26)

dar. F = Fy entspricht dem unimodularen Anteil des Deformationsgradienten aus der
Zerlegung (3.5). A, représentiert den Lagrange-Multiplikator zur Einhaltung der Ne-

4Siehe zum Begriff des volumetric locking in z.B. [Bathe, 1982], [Zienkiewicz and Taylor, 2005b]
bzw. [Wriggers, 2008].
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benbedingung (4.25). Unter der Verwendung der Zerlegung der spezifischen Forménde-
rungsenergie in einen Anteil, der die spezifische Forminderungsenergie der Volumen-
deformation widerspiegelt, sowie einen Anteil, der den isochoren, d.h. den volumener-
haltenden Anteil beschreibt, fithrt das Einsetzen des gewichteten rechten Cauchy-Green
Tensors (4.26) auf

7 (det C)2

9#9(C.6) = (U ) +0(C)). (4.27)
0 'a
Wegen (det C) = I'2, (4.26), sowie
5(C) = o ((det é)féé) oy (r%(r%é)) — 5(C) (4.28)
resultiert die Aufteilung’
R 9 _
weq(c’ Fa 6) = _<U(F/SO) + @<C>>7 (4.29)

)

d.h. die neue Variable /' geht nur in den volumetrischen Term ein und das Verschie-
bungsfeld u (X, t) beeinflusst lediglich den Energiebeitrag der Volumenerhaltung. Die
totale Variation der Funktionalgleichung (4.24) liefert

Dy, 7(w, I, Ay, 1)[60] + Dy m(w, T, Ay, £)[01] + Dy, w(w, T, Ap, £)[5X,] = 0 (4.30)

N / / _
~~

™ ™2 T3

unter Verwendung der Forménderungsenergie (4.29) und fiihrt auf die drei Gleichungen

T (w, Ay, du, t) = / (T + X\ JC) - EdV — mex(du, t) = 0, (4.31)
R[B]
o ., T
mo(I, Ny, 61) = / (QRe—ng U (5) — Ap) srdv =0, (4.32)
R[B]
s, T, 6)y) = / (J = [)oA, dV = 0, 433)
R[B]

fiir beliebige Variationen du (X ), 6'(X) und 6, (X). Die Herleitung der obigen Glei-
chungen fiir die gemischte Variationsformulierung bei isothermer Betrachtung wird in
[Hartmann, 2003] dargestellt.

Mit der Beziehung Grad du = (grad 0u)F kann die Variation des Green’schen Ver-
zerrungstensors (4.22) in

0E = F'] (grad du + (graddu)") F = F" (grad du)™™" F (4.34)

5Siehe auch [Bonet and Wood, 2000], [Holzapfel, 2000], [Liu et al., 1994] und [Wriggers, 2008].
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tiberfiihrt werden, das sich aus der Riicktransformation des symmetrischen Anteils des
Gradienten der virtuellen Verschiebungen (grad du )™ ergibt. Das Einsetzen dieser Be-
ziehung in (4.31) und die Hinzunahme der Transformation der deviatorischen Span-
nungsanteile

SP — FTIFT, SP — JTP, (4.35)
fiihrt auf die gemischte Variationsformulierung, in dem der Gleichgewichtsanteil in Gro-
Ben der Momentankonfiguration formuliert ist

T (w, Ap, 0w, t) = / (TP + A\I) - (grad 0u)™™ dv — mex (S, t) = 0. (4.36)

pals]

4.2.3. Schwache Formulierung der Warmeleitungsgleichung

Durch die konstitutive Annahme (3.47) wird die lokale Energiebilanz in die Wirme-
leitungsgleichung iiberfiihrt.® Sie dient der Bestimmung des Temperaturfeldes, da im
Vergleich zu der schwachen Form der Energiebilanz, siehe die Darstellung in [Dhatt
and Touzot, 1985] oder [Miehe, 1988], in dieser Form die Evolution des Temperaturfel-
des explizit enthalten ist. Thre Uberfiihrung auf die schwache Form erfolgt analog zur
schwachen Formulierung der Impulsbilanz. In diesem Sinne werden wiederum Wich-
tungsfunktionen bzw. Testfunktionen eingefiihrt. Fiir die zeitlich konstanten Testfunk-
tionen 60(X ) € Ty, welche als virtuelle Temperaturen zu interpretieren sind, gelten die
iblichen Restriktionen virtueller Groen auf der Dirichlet-Oberfldche mit vorgegebenen
PrimérgroBen mit

To:={060: R[B] - R |66 (X)=0fir X € R[B]}. (4.37)

Die Multiplikation der virtuellen Temperaturen mit der lokalen Form der Wérmelei-
tungsgleichung und der anschlieBenden Integration iiber den Korper liefert

/ orCp, 000 AV = — / Div gro0dV + / or(p+7r+0)60dV. (4.38)
R[5 R[5 R[5

Durch Ausnutzung des Cauchy’schen Divergenztheorems kann der erste Term der rech-
ten Seite in

/ Div gro0dV = / Div(dfqg)dV — / gr - Grad 60dV, (4.39)
RI[B] RI[B] R[B]

tiberfiihrt werden und die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes erlaubt die Trans-
formation

/Div(é@qR)dV— / ggr - Mg 00 dA. (4.40)

R[5 9 R(B]

®Die Uberfiihrung wurde in Abschnitt 3.5 gezeigt.
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Mit den Resultaten aus (4.39) und (4.40) sowie der konstitutiven Gleichung (3.47) wird
der Ausdruck (4.38) in die schwache Form der Wirmeleitungsgleichung tiberfiihrt

/PgRqﬁéedV3+l/‘nRCHadG-ChadéédV’:

R R 4.41)
- / gr -Mr 00 dA + /QR(p+r+6)56dV.
R[B] R[B]

Hierin sind im Allgemeinen sowohl die spezifische Wirmekapazitit c, sowie der Ther-
moelastische Kopplungsterm p als auch der innere Dissipationsterm ¢ abhingig von der
Temperatur und der Deformation.” Die Formulierung der schwachen Form in GroBen der
Momentankonfiguration erfolgt durch die Beriicksichtigung der Transformationseigen-
schaften fiir materielle Flachen- und Volumenelemente geméf (2.15) und (2.16). Zudem
sind die Beziehungen des Piola-Kirchhoff’schen Warmeflussvektors nach (2.35) und
der Fourier’schen konstitutiven Annahme nach (3.47) mit dem materiellen Temperatur-
gradienten, der durch Grad # = FT grad 6 in den riumlichen Gradienten transformiert
werden kann, einzubeziehen. Es folgt dann

/gcp959d11+ / rkgrad 6 - grad 06 dv =

X+ (B8] X+ (8] (442)
— / q-ndéfda+ /Q(r+p+5)59dv.
99X+ [B] X 8]

4.3. Schwache Form des thermomechanisch
gekoppelten Problems

Das mechanische Gleichgewicht und die Wirmeleitung, die durch die Funktionale nach
(4.20) und (4.41) représentiert werden, sind fiir das thermomechanisch gekoppelte Pro-
blem gleichzeitig zu erfiillen. Die Multiplikation mit beliebigen skalaren Wichtungs-
faktoren und die anschlieBende Bildung der Summe beider Funktionale definieren die

"Die innere Dissipation ist zusitzlich noch von der Deformationsrate abhiingig, siehe (3.116).
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Variationsgleichung fiir das gekoppelte Problem

Wy /(T-&E—QRk-(5u)dV— / tr-oudA ) +

R[B| AR[B]

+we / (or (cpff — p— 1 — 6) 60 + kg Crad 0 - Grad 360) dV+  (4.43)

R[B]

+ / qr MR OdA S =0.
o4RIB]

Die skalaren Wichtungsfaktoren wy; und wg fiir das kinetische bzw. energetische Gleich-
gewicht dienen einer besseren Konditionierung der im Rahmen der Finite-Elemente Me-
thode entstehenden Gleichungssysteme, [Miehe, 1988]. Die Uberfiihrung in eine einzi-
ge Variationsgleichung fiir das gekoppelte Problem ist, wie hdufig in Literatur angege-
ben wird, z.B. [Heimes, 2005], nicht notig. Die Aussage einer einzelnen Gleichung ist
schwicher als die zweier separater Gleichungen. Die Beliebigkeit der virtuellen Funk-
tionen fiihrt schlieBlich auf das gleiche Ergebnis, welches durch zwei getrennte Glei-
chungen erhalten wird. Auch die beiden Wichtungsfaktoren fallen formal bei dem Uber-
gang zur Losung mit der Finite-Elemente Methode heraus. Dies kann auch der Grund
dafiir sein, weshalb Miehe [1988] keinen Einfluss auf die Kondition, bzw. Lésbarkeit
der Gleichungssysteme feststellen konnte.

Die Herleitung der Variationsgleichung des gekoppelten thermomechanischen Pro-
blems unter Beriicksichtigung des Dreifeldfunktionals aus Abschnitt 4.2.2 gelingt, in-
dem das mechanische Gleichgewicht aus (4.43) durch das Funktional (4.31) ersetzt wird.
Die hieraus resultierende gemischte Variationsformulierung fiir das thermomechanisch
gekoppelte Problem ist in Tabelle 4.2 zusammengefasst.
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Tabelle 4.2.: Zusammenfassung der schwachen Form des thermomechanisch gekoppel-
ten Anfangs-Randwertproblems in einer gemischten Variationsformulie-
rung

Gesucht sind auf dem Gebiet R 5] das Verschiebungsfeld « (X ,¢) und das
Temperaturfeld 6 (X, ¢), die fiir beliebiges ¢ € |{(, t.[ die Gleichungen

™, (u, 0,9, X\, du) = / (Tiso—i-/\pJC_l) OEdV — / ork - dudV

R[B] R(B]
— / tr-oudA =0 (4.31)
OsR[B]
6 T
TTMo (0, F, )‘pa 5F> = QRG_ U (E) — )‘p (SF dV = O, (432)
R[B] ’
s (w, T, 6A) = / (J = I) 6 dV =0, (4.33)
R[B]

To(u,,0,q,00) = / or (¢, —p—1—23)60dV
R[B

—/qR-Grad60dV+ / qr MR 00dA =0, (4.41)

RI[B] O0gR[B]

mit vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen

H(X, to) = HQ(X), q(.X,to) = q()(X), 4.5,4.6)
w(X,t)=u(X,1), tg = Trng = s (X, 1), (4.10, 4.12)
0(X,t)=0(X,t), R =qr -Mr = f;(X,1), (4.11, 4.13)

und den konstitutiven Beziehungen
gr = —kg Gradd, T =&(C,0,q), q=r(C,0,q), (347,4.1,44)

erfiillen.
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5. Konsistente Raum-
Zeitdiskretisierung

5.1. Globale iterationsfreie Losungsprozedur

Das thermomechanische, inelastische Anfangsrandwertproblem ist aufgrund der kom-
plexen Struktur der resultierenden Gleichungen nur ndherungsweise mit Hilfe nume-
rischer Verfahren 16sbar. Fiir die Konstruktion solcher Verfahren ist zunéchst die Be-
riicksichtigung der unterschiedlichen Eigenarten der auftretenden orts- und zeitabhén-
gigen Phinomene erforderlich. Dies kann beispielsweise dadurch erreicht werden, dass
zundchst ein Teil der Koordinaten als kontinuierlich beibehalten und die Diskretisie-
rung nur beziiglich der anderen Koordinaten durchgefiihrt wird. Dieses Vorgehen ist
im Allgemeinen in der Literatur als Linienmethode bekannt und ist auf eine Vielzahl
von Problemen anwendbar, [Gromann and Roos, 1994] bzw. [Schiesser, 1991]. Semi-
diskretisierung beziiglich der Ortsvariablen unter Beibehaltung der Zeitkontinuitidt wird
speziell als vertikale Linienmethode bezeichnet und fiihrt zu einem System gewdohnli-
cher Differentialgleichungen oder zu einem Algebro-Differentialgleichungssystem (eng.
differential-algebraic equations, kurz DAE). Dieses muss im allgemeinen wieder mit nu-
merischen Methoden behandelt werden.

Zur Ortsdiskretisierung wird in dieser Arbeit die Finite-Elemente Methode (FEM)
herangezogen. Die Methode ist ein gingiges Verfahren im Rahmen von Problemen der
Elastizitéts- und Plastizitdtstheorie und hat sich insbesondere aufgrund einer hohen Fle-
xibilitdt beziiglich komplexen Geometrien in der Praxis bewihrt. Eine gute Darstel-
lung des Verfahrens fiir lineare Problemstellungen findet sich bei Hughes [2000], Ba-
the [2002] oder Zienkiewicz and Taylor [2005a] und Zienkiewicz and Taylor [2005b],
nichtlineare Probleme werden beispielsweise von Oden [1972], Belytschko et al. [2000],
Ciarlet [2002] und Wriggers [2008] behandelt.

Eine Besonderheit des Konzepts einer Semidiskretisierung liegt darin begriindet, dass
die gesamte Vielfalt an numerischen Integrationsverfahren zur Verfiigung steht. Vor-
zugsweise werden Einschrittverfahren, aus der Klasse der Runge-Kutta Verfahren, bei
Anwendungen der Elastizitéts- und Plastizitéitstheorie eingesetzt. In z.B. [Ellsiepen and
Hartmann, 2001], [Hartmann, 2002], [Bier and Hartmann, 2006] und [Hartmann et al.,
2008a] werden diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren eingesetzt. Rothe et al. [2012]
greift hingegen auf halb-explizite Runge-Kutta Verfahren zuriick und vergleicht diese
mit weiteren Runge-Kutta Verfahren. Im Hinblick auf den numerischen Aufwand konn-
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te man schlieBen, dass grundsétzlich explizite Verfahren, bei denen keine Gleichungssy-
steme auftreten, den impliziten Verfahren vorzuziehen sind. Jedoch treten bei expliziten
Verfahren fiir bestimmte Systeme Stabilitdtsprobleme auf, die starke Restriktionen der
Schrittweiten zur Folge haben. Eine Moglichkeit, die numerisch aufwendigen nichtli-
nearen Gleichungssysteme zu vermeiden und dennoch hervorragende Stabilitétseigen-
schaften zu gewdhrleisten, stellen sogenannte Rosenbrock-Verfahren dar. Diese werden
erstmalig in dieser Arbeit zur Losung der inelastischen, thermomechanisch gekoppelten
Problemstellung angewandt.

Detaillierte Erlduterungen zu numerischen Integrationsverfahren und deren Klassifi-
zierung in Einschritt- und Mehrschrittverfahren sowie explizite und implizite Verfahren
finden sich z.B. in den Standardwerken von Hairer et al. [1993], Hairer and Wanner
[1996] und von Strehmel and Weiner [1995].

Bei der Behandlung von Mehrfeldproblemen, bei denen eine physikalische, wechsel-
seitige Kopplung der FeldgroBen vorliegt,! wird nach Park and Felippa [1980] zwischen
vier grundlegenden Vorgehensweisen unterschieden:

e Simultane oder monolithische Losung aller Feldgrofien.
Die Unbekannten aller beteiligten Felder werden simultan berechnet. Dies erfor-
dert die Berechnung der Koppelterme in der konsistenten Tangente, die zu einem
unsymmetrischen Gesamtgleichungssystem fiihrt. Fiir dessen Losung ist ein er-
hohter Rechenaufwand zu gewihrleisten. Fiir stark gekoppelte Mehrfeldproble-
me, bei denen das eine Feld nicht ohne das andere betrachtet werden kann, ist die
simultane Losung unumgénglich.

e Partitionierte Losung der verschiedenen Felder.

Bei einer partitionierten Vorgehensweise werden die gekoppelten Felder in jedem
zeitlichen Inkrement unabhingig voneinander parallel behandelt. Die Unbekann-
ten priméren Variablen werden in einem entkoppelten Iterationsprozess berechnet,
wobei fiir die jeweils anderen Teilfelder eine Vorschidtzung aus den vorangegange-
nen Inkrementen herangezogen wird. Die Kopplung der Felder wird erst im néch-
sten Inkrement wirksam. Bei den resultierenden Teilgleichungssysteme entfallen
die Kopplungsterme in den Tangentenmatrizen. Allerdings ist eine konvergente
Losung nicht immer gewihrleistet und héngt von vielen Faktoren ab. In [Park,
1980] und [Felippa et al., 2001] ist diese Vorgehensweise detailliert untersucht
worden.

e Gestaffelte Losung der verschiedenen Felder.
Bei der gestaffelten Berechnung werden, im Gegensatz zur partitionierten, die

'Neben den Mehrfeldproblemen, deren FeldgroBen auf dem selben Gebiet Verinderungen erfahren und
deren Kopplung iiber Stoffgesetze erfolgt, werden nach Zienkiewicz [1984] Mehrfeldprobleme klas-
sifiziert, die eher algorithmisch als Mehrfeldproblem anzusehen sind. Bei solchen Mehrfeldaufgaben
erfolgt die Kopplung iiber die Berandung der Teilgebiete.
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Teilfelder sequentiell bearbeitet, [Felippa and Park, 1980], [Lewis and Schref-
ler, 1987], [Simo and Miehe, 1992]. Die Sequenz der beiden Teilprobleme wird
innerhalb eines Zeitinkrements solange durchlaufen, bis sich die Teilfelder aus-
reichend nahe dem Gleichgewicht befinden. Die Losung konvergiert gegen die
des simultanen Verfahrens, falls Konvergenz erreicht wird. Die Konvergenz ist je-
doch nicht a priori gesichert, sondern wird u.a. von (a) den Konvergenzkriterien
der Diskretisierung (Netzweite h und Polynomgrad p, (b) dem Zeitschritt At und
dem Verhiltnis der Schrittweite zur Netzweite At /h?, (¢) der Wahl der Partitionie-
rung (Operatorsplit), (d) der Wahl der Vorschitzung (Pradiktor) bestimmt, siehe
[Turska and Schrefler, 1993]. In [Armero and Simo, 1992] wird ein isentroper
Operatorsplit eingefiihrt, womit die Kontraktivitdtseigenschaften des gekoppelten
Problems erhalten bleiben und damit eine unbedingte Stabilitit des gestaffelten
Losungsverfahren garantiert wird.

e Elimination von Feldgrofien.
Bei dieser Vorgehensweise wird eine Feldgleichung in die andere eingesetzt um
so die Anzahl der Feldvariablen und die Problemdimension zu reduzieren. Nach
Felippa and Park [1980, S. 73] lésst sich dieses Verfahren jedoch nur sehr selten
umsetzen, womit es in der Praxis kaum in Betracht gezogen wird.

Bei der numerischen Behandlung von Feldproblemen wurden naheliegenderweise Be-
rechnungsmethoden und Algorithmen zunéchst fiir Einfeldprobleme entwickelt. Hieraus
ergibt sich der wesentliche Vorteil der gestaffelten (oder partitionierten) Losungsproze-
dur gegeniiber der simultanen, da eine Vielzahl von Berechnungsprogrammen fiir Ein-
feldprobleme bereits existieren, die in Kombination zu Mehrfeldberechnungen heran-
gezogen werden konnen. Bei diesem Ansatz miissen allerdings signifikante Einschrén-
kungen bei der Materialmodellierung toleriert werden. Die Materialgleichungen miissen
derart formuliert werden, dass eine physikalisch plausible Entkopplung der Feldglei-
chungen noch gewihrleistet werden kann. Die Beriicksichtigung der Kopplungsterme
erfolgt dann iiber die rechte Seite, als sogenannte Lastvektorkopplung.

In Bezug auf den numerischen Aufwand konnen sowohl bei der gestaffelten als auch
bei der simultanen Vorgehensweise Vor- und Nachteile identifiziert werden. Eine Gegen-
tiberstellung der Eigenschaften der beiden Ansitze findet sich beispielsweise in [Liib-
bing, 1997]. Im Fall des simultanen Losungsansatzes miissen unsymmetrische Matrizen?
gelost werden, die mit einem erhohten numerischen Aufwand verbunden sind. Indessen
entfallen die aufwendigen Gleichgewichtsiterationen der gestaffelten Losung bei dem
simultanen Ansatz. Hochgradig, um Grof3enordnung differierende Koeffizienten in den
Systemgleichungen der simultanen Losung konnen zu schlecht konditionierten Glei-
chungssystemen fiihren. Allerdings miissen bei der Anwendung der gestaffelten Losung

’Die Matrizen der gekoppelten Gleichungen kénnen zwar unsymmetrisch werden, bleiben jedoch auf-
grund des FEM Ansatzes weiterhin spirlich besetzt. Die Anwendung eines Gleichungslosers fiir spar-
lich besetzte unsymmetrische Matrizen, wie es in dieser Arbeit umgesetzt wurde, reduziert den nume-
rischen Aufwand gegeniiber klassischen Bandlosern erheblich.
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trotz der Integration jedes einzelnen Feldproblems mittels unbedingt stabiler Verfah-
ren zusdtzlich verstidrkte Stabilitdtskriterien eingehalten werden, die die Konvergenzrate
erheblich beeinflussen konnen. Zudem ist die Konsistenzordnung der Integrationsver-
fahren, die fiir die Losung der Teilfelder erreicht werden, nicht fiir das Gesamtproblem
gewihrleistet. Die Moglichkeit einer unabhéngigen, sogenannten inhomologen Gebiets-
diskretisierung, das fiir jedes Teilproblem ein angepasstes Netz erlaubt, siehe [Rieger,
2002], wird durch die simultane Losung im Vergleich zur gestaffelten Losung nicht un-
terstiitzt. Bei der Kopplung der Netze miissen jedoch die berechneten Primérvariablen
des Quellnetzes auf das Zielnetz projiziert werden, was einen zusétzlichen numerischen
Aufwand verursacht, siehe auch [Erbts and Diister, 2012].

Fiir die vorliegende Arbeit wird zur Behandlung des Mehrfeldproblems die simultane
Vorgehensweise herangezogen. In Verbindung mit der Wahl von Rosenbrock Verfah-
ren gelingt eine vollkommen iterationsfreie Prozedur zur Losung des physikalisch und
geometrisch nichtlinearen thermomechanisch gekoppelten Problems.

5.2. Raumdiskretisierung mittels der
Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente Methode ist heutzutage eine etablierte Standardanwendung im Rah-
men der Elastizitits-, Plastizitits- und Viskoelastizititstheorie. Detaillierte Darstellung
der Methoden und grundlegende mathematische Erldauterungen der Theorie sind aus-
giebig in den oben genannten Referenzen behandelt. Die folgenden Ausfithrungen be-
schrinken sich auf wesentliche Aspekte, die charakteristisch fiir das gekoppelte thermo-
viskoelastische Problem sind. Insbesondere soll hier die Diskussion, iiber einen adidqua-
ten Ansatz der Elementformulierung hinsichtlich der Materialeigenschaft aufgenommen
werden.

Fiir die Diskretisierung beliebig geformter Korper wird weitestgehend das isopara-
metrische Elementkonzept herangezogen. Hierbei ist die Auswahl geeigneter Ansatz-
funktionen in Bezug auf Stabilitit, Konvergenzverhalten und numerischer Aufwand zu
beachten. Standardméifige, lineare Elemente fiihren, insbesondere bei biegedominierten
Problemstellungen oder nahezu inkompressiblem Materialverhalten zu kiinstlichen Ver-
steifungseffekten.’ Grundsiitzlich tritt dieser Effekt auch bei htherwertigen Elementen
mit quadratischen Ansatzfunktionen auf, allerdings in abgeschwéchter Form. Sie sind
jedoch aus Sicht des numerischen Aufwands unattraktiv, da der Besetzungsgrad der Tan-
gentenmatrizen wesentlich groBer ist, womit der Aufwand zur Losung der zugehorigen
linearen Gleichungssysteme erhdht wird. Dieser Aufwand kann scheinbar eingeschréankt
werden, indem die Diskretisierung reduziert wird. Eine Beurteilung des Aufwands ge-
lingt aus dem Verhiltnis der Elementanzahl zum Polynomgrad der Ansatzfunktionen.
Die Ansatzfunktionen, welche in der Standard FE-Formulierung aus Lagrange Polyno-

3vgl. Abschnitt 4.2.2.
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men konstruiert werden, neigen bei hohen Polynomgraden zu Oszillationen. Daher sind
Elementformulierungen hoher Ordnung entwickelt worden, die auf hierarchischen An-
satzfunktionen basieren und aus Legendre-Polynomen konstruiert werden.* In [Diister
et al., 2003] werden beispielsweise Legendre Polynome im Rahmen finiter Hyperela-
stizitdt angewandt und in [Diister et al., 2002] fiir Elastoplastizitit bei kleinen Defor-
mationen vorgestellt. In einer kiirzlich erschienen Arbeit von Netz et al. [2013a] ist
die Anwendung der Legendre Polynome auf die finite Viskoelastizitit in Kombinati-
on mit Zeitintegrationsverfahren hoher Ordnung erweitert worden. Die Umsetzung der
Legendre-Polynome in Kombination mit den Rosenbrock-Verfahren erfolgte in [Netz
et al., 2013b].

Fiir nichtlineare Probleme haben sich jedoch insbesondere Elemente niedriger Ord-
nung als effizient erwiesen. Zur Vermeidung des Lockings sind einige Herangehenswei-
sen entwickelt worden, die in der Literatur ausgiebig behandelt werden. Ein einfacher
Ansatz, der gleichzeitig effizient und speicherplatzsparend ist, beruht auf eine Unterinte-
gration der Elemente, siehe [Zienkiewicz et al., 1971] oder [Malkus and Hughes, 1978].
Eine Unterintegration oder reduzierte Integration fiihrt generell auf einen Rangabfall der
tangentialen Steifigkeitsmatrix, der durch zuséitzliche Stabilisierungstechniken, zuriick-
fiihrend auf die Arbeiten von Flanagan and Belytschko [1981] und Belytschko et al.
[1984], behoben werden muss, da es sonst Instabilititen zur Folge hat. Mit Hilfe der
reduzierten Integration konnen locking-freie Elemente entwickelt werden, die die effi-
zienteste Moglichkeit zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix bieten. Der grole Nachteil
dieses Vorgehens liegt darin, dass die Auswahl von notwendigen Stabilisierungsfaktoren
nicht ausreichend physikalisch begriindet ist und im ungiinstigen Fall sogar die Losung
verfilscht, [Wriggers, 2008]. Es existieren diverse Arbeiten, in denen physikalisch sinn-
volle Methoden zur Berechnung der Stabilisierungsfaktoren vorgeschlagen werden. Im
Rahmen finiter Deformationen sind diesbeziiglich die Arbeiten von Reese et al. [2000],
Reese and Wriggers [2000] und Reese [2005] hervorzuheben.

Eine weitere Elemententwicklung zur Elimination des Lockingverhaltens wird in der
Literatur als “Enhanced Assumed Strain Elemente” (EAS-Elemente) bezeichnet und
fiihrt im Spezialfall auf die Methode der inkompatiblen Moden, siehe [Wilson et al.,
1973] und [Taylor et al., 1976]. Eine erste Formulierung fiir die geometrisch lineare
Theorie mit einer mathematischen Herleitung aus dem Hu-Washizu Variationsprinzip
wurde von Simo and Rifai [1990] erarbeitet. Die Erweiterung auf finite Deformationen
ist von Simo and Armero [1992] und Simo et al. [1993] entwickelt worden. Weiter-
fiihrende Entwicklungen finden sich bei Wriggers and Hueck [1996]. EAS-Elemente
zeichnen sich durch hervorragende Eigenschaften gegeniiber Locking sowohl bei na-
hezu inkompressiblem Verhalten als auch bei biegedominierten Problemstellungen aus.
Sie erreichen zudem eine hohe Genauigkeit bei grober Diskretisierung und sind robust

“Eine weitere Entwicklung hierarchischer Ansatzfunktionen basiert auf einer Klasse von Spline Funktio-
nen, den sogenannten NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). Die Pionierarbeit in der Umsetzung
von NURBS im Rahmen der FEM leistete Hughes et al. [2005].
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bei stark verzerrten Netzen. Allerdings weisen Enhanced Strain Elemente auch Schwi-
chen auf. Neben dem zusitzlichen Speicherbedarf, dem numerisch hohen Aufwand auf
Elementebene und der Komplexitit in der Implementierung zeigen sie eine betrichtli-
che Sensitivitit bei Druckbeanspruchung. Hierbei werden unphysikalische Bifurkatio-
nen beobachtet, die durch “Hourglass”-féormige Eigenformen gekennzeichnet sind, siehe
[Wriggers and Reese, 1996]. Vorschlidge, die das Problem teilweise 16sen, sind von Ko-
relc and Wriggers [1996], Glaser and Armero [1997] sowie von Reese and Wriggers
[2000] und Reese [2005] vorgelegt. Diese garantieren jedoch keine unbedingte Stabi-
litdt, womit das Problem der Hourglass-Instabilitdt im Zusammenhang mit den EAS-
Elementen noch ein offener Punkt bleibt.

Abschliefend sollen die gemischten Elemente, die in dieser Arbeit in Kombination
mit der iterationsfreien Losungsprozedur ihre Anwendung finden, erwihnt werden. Ge-
mischte Elemente basieren, dhnlich wie die EAS-Elemente, auf gemischte Variations-
prinzipien.’ Typischerweise werden gemischte Elemente angewandt, wenn kinematische
Zwangsbedingungen, wie z.B. inkompressibles Verhalten bei gummiartigen Materiali-
en, zu erfiillen sind. Daher wird ein gemischtes Variationsprinzip aufgestellt, das der
zu erfiillenden Zwangsbedingung geniigt. In diesem Fall beruht das Variationsprinzip
auf einem volumetrisch-deviatorischen Split der kinematischen Gré8en. Dies hat zur
Folge, dass die Modellierung der Materialgleichungen erheblich aufwendiger wird, ins-
besondere bei thermomechanisch gekoppelten Problemstellungen, da der volumetrisch-
deviatorische Split in die Energiebilanz eingeht.® Der Aufwand wird reduziert, wenn in
die Evolutionsgleichung nur der Spannungsdeviator eingeht, sieche [Reese, 2001]. Der
Modellierungsaufwand ist im Vergleich zu der numerischen Effizienz der gemischten
Elemente vertretbar. Sie zeigen ein locking-freies Verhalten bei nahezu Inkompressibi-
litdt, sind zudem robust und verhalten sich nicht sensitiv bei groben Netzverzerrungen.
Der Rechenaufwand auf Elementebene ist im Vergleich zu den EAS-Elementen deutlich
geringer bei gleicher Genauigkeit.

5.2.1. Isoparametrisches Konzept

Im Rahmen der Finite-Elemente Methode wird der kontinuierliche Korper B in ein dis-
kretes Gebiet B" zerlegt, welche aus den 7, nicht-iiberlappenden Subgebieten ), C B",
den sogenannten finiten Elementen, gebildet wird, siche Abbildung 5.1. Der Rand des
Korpers OB wird analog durch den stiickweise stetigen Rand I'. C 9B" approximiert.
Es gilt:

B~ B"'= O Qe, OB ~ oB" = O I.. (5.1)
e=1 e=1

SErliuterungen zu dem theoretischem Hintergrund von gemischten Variationsprinzipien fiir die lineare
Theorie finden sich in [Washizu, 1975]. Zudem sind hierzu die mathematischen Monographien von
Braess [2007] und von Brenner and Scott [2010] zu benennen.

bsiehe Abschnitt 3.
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S
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Abbildung 5.1.: Diskretisierung des Korpers und eine isoparametrische Koordinaten-
transformation fiir einen zweidimensionalen Korper

—_—

Durch ein generelles isoparametrisches Konzept werden im Gebiet des finiten Elements
sowohl die Geometrie als auch alle weiteren FeldgroBen durch Ansatzfunktionen ap-
proximiert, deren Freiheitsgrade mit den diskreten Knotenwerten der Feldgroen iden-
tifiziert werden, siehe hierzu [Oden, 1972], [Hughes, 2000], [Zienkiewicz and Taylor,
2005a] und [Wriggers, 2008]. Die exakte Losung des Problem im infiniten kontinuier-
lichen Raum wird auf den endlich-dimensionalen diskreten algebraischen Losungsraum
approximiert, indem skalare Ansatzfunktionen fiir die approximierenden Feldgrofen de-
finiert werden. Folglich wird das Verschiebungsfeld mittels einer Linearkombination der

Ansatzfunktionen /V;(X) des Knotens j fiir j = 1,...,n, und X € , durch
u(w, t) ~u'(X,t) =Y N;(X)u;(t),  du(x)~ Z N;(x)éu;, (5.2)
j=1

approximiert. Hierin entsprechen u;(¢) den Knotenverschiebungen und du; den virtu-
ellen Knotenverschiebungen. Ublicherweise werden fiir die Ansatzfunktion Lagrange-
Polynome gewihlt, die auf dem normierten Referenzelement {2, mit den lokalen Ko-
ordinaten & = {&,n, ¢}, fir € € [-1,1], € [—1,1] und ¢ € [—1,1] definiert sind.
Die Polynome erfiillen die Eigenschaft, dass sie genau an einem Knoten den Wert 1 an-
nehmen und an allen anderen Knoten den Wert 0, d.h. dass an jedem Knoten genau eine
Ansatzfunktion den Wert 1 besitzt und innerhalb des Elements alle Ansatzfunktionen
sich stets zu 1 addieren, siehe [Schwarz and Kockler, 2004].

Mittels der Formulierung der Ansatzfunktionen beziiglich des Referenzelements wird
fiir jedes Element 2, die Transformation der Koordinaten X € €. auf die Koordinaten &
des Referenzelementes nach

x=x(§) & £=¢(), (5.3)
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mit ¢° = x°~ ', ausgefiihrt, sieche Abbildung 5.1. Diese isoparametrische Transformati-
on induziert die Ubereinstimmung der global definierten Verschiebungen (5.2) mit den
lokalen im Element definierten Verschiebungen fiir X € €2,

u(x,t) = N, (X) uy(t) = N° (¢°(X)) ue, (5.4)
Su”(x) = N, (x)su, = N°(p°(X))duc. (5.5)

Die Anordnung der Knotenverschiebungen u; und virtuellen Knotenverschiebungen du;
in Spaltenmatrizen fiihrt auf die Matrix der Ansatzfunktionen N,(X), den Gesamtvektor
der Knotenverschiebungen u,(¢) und den Gesamtvektor der virtuellen Knotenverschie-
bungen dU,. Der Gesamtvektor der Verschiebungen und der der virtuellen Verschiebun-
gen kann formal in bekannte und unbekannte Groflen partitioniert werden. Durch die

Aufteilung e sl (s
B S £ WY

lasst sich der Verschiebungsansatz (5.2), mit N,(x) = [N(x) N(x)] in die folgende
Form

ul(x,t) = Ny(x) u,(t) = N(x) u(t) + N(x) u(t), (5.7)
su”(x) = N,(x)ou, = N(x)du, (5.8)

tiberfithren. u(t) sind hierin die unbekannten und u(t) die bekannten, vorgegebenen
Knotenverschiebungen. An den Dirichlet-Randflachen, an denen Knotenverschiebungen
vorliegen, verschwinden die virtuellen Knotenverschiebungen, U = 0. Die iibrigen vir-
tuellen Knotenverschiebungen dU sind beliebig. Die Zuordnung der Elementknotenver-
schiebungen U° zu dem Vektor aller Knotenverschiebungen gelingt formal mittels der
Koinzidenzmatrix Z¢,

u=2Zu, = [z Z°] {g} =2+ Z°u, (5.9)

die durch die Partitionierung in bekannte und unbekannte Verschiebungsfreiheitsgrade
ebenfalls zerlegt wird. Die Koinzidenzmatrizen enthalten nur Nullen und Einsen und
dienen der formalen Darstellung der lokal, d.h. in einem Element zugeordneten, Frei-
heitsgrade und der global aufsummierenden Matrizen, [Hartmann, 2003]. Die konkre-
ten Zuordnungs- bzw. Implementierungsanweisungen, die durch die Koinzidenzmatri-
zen beschrieben werden, sind zum Beispiel in [Hughes, 2000] dargestellt.”

"Eine andere als die hier gewihlte Notation der Assemblierungsanweisung in globale Matrizen ist zum
Beispiel in [Wriggers, 2008] mit Hilfe von

G/(...)dQe

e=1Qe

angegeben.
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In Analogie zu dem Verschiebungsfeld wird das generelle isoparametrische Element-
konzept auf das Temperaturfeld angewandt. Um fiir gekoppelte Feldprobleme eine mo-
notone Konvergenz zu gewihrleisten, diirfen die Ansatzfunktionen nicht unabhingig
voneinander gewihlt werden, [Altenbach et al., 1991] und [Gabbert, 1987]. Die gleiche
Wahl der Ansatzfunktionen fiir das Verschiebungs- und Temperaturfeld geniigt dieser
Forderung. Mit den oben eingefiihrten Ansatzfunktionen beziiglich der Elementknoten
lautet die Approximation des Temperaturfeldes

O(x,t) ZN

= Néa( x) @,(t) = N§(x) O(t) + N§(x) O(t), (5.10)

sowie die der virtuellen Temperaturen

00(x) ~ 660"(x ZN
= Nga( x) 30, = Nj(x)iO. (5.11)

Hierbei wurde bereits die Aufteilung in unbekannte @ und bekannte ® Knotentempera-
turen vorgenommen, wobei die bekannten virtuellen Knotentemperaturen die Dirichlet
Randbedingungen erfiillen, 6@ = 0.® Die Anwendung des isoparametrischen Ansatzes
ergibt ferner, dass die global definierten diskreten Temperaturen nach (5.10) und (5.11)
mit den lokalen Knotentemperaturen des Elements iibereinstimmen

0" (x,t) = Ng, (x) ©,(t) = Ng (¢°(x)) 6°, (5.12)
S"(x) = N3, (x) 5@, = NI (°(x)) 66°. (5.13)

Auf Basis der definierten Ansatzfunktionen fiir das Verschiebungsfeld (5.7), (5.8) und
das Temperaturfeld (5.10), (5.11) sowie der Beriicksichtigung der Transformationsei-
genschaften (5.4), (5.5) und (5.12), (5.13) gelingt die Herleitung der diskreten Form
des Gleichgewichtsbedingung (4.23) in einer Matrixnotation worin die Symmetrie der
tensoriellen kinetischen und kinematischen GroéBen ausgenutzt wird, siche [Hartmann,
2003]. Es fiihrt zu der approximierten Form

m(u,0,q,0u,t) — 7 (u,0,q,0u,t), (5.14)

8Trotz der Wahl gleicher Ansatzfunktionen fiir das Verschiebungs- und Temperaturfeld unterscheidet
sich die Matrix der Ansatzfunktionen Ng, = [N@ N@] der Knotentemperaturen von denen der
Knotenverschiebungen N, aufgrund der Dimension. Daher sind diese mit dem Index © gekennzeich-
net.
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mit

m(u,®,q,0u,t)=du" ZZeT /BGT(X)Se(x,t) dQ. —
e=1 Qe

— / N (x) o(x)k® dQ2, — / NeT(x)te(x, ) dl, p » = 0.
Qe L.
(5.15)
Die Matrix B¢ resultiert aus der Diskretisierung des Operators grad du. Es représentiert
die Ableitung der Ansatzfunktionen nach den rdumlichen Koordinaten und hat fiir eine
drei dimensionale Formulierung die Gestalt

B°(¢°(x)) = [BS... B | € R%*%= (5.16)
mit ) )
ng, 0 0
0 ng, 0
ereyy— | 0 0 ng. _
Ba(SO (X)) - n(el’y nz’m 0 ) a = 1a y Nen (517)
0 ng. ng,
6. 0 1o,

worin n¢ (&) die im Referenzelement (2 am Knoten a definierten Ansatzfunktion dar-
stellt.” n, entspricht der Anzahl der Knoten eines Elements. Die Formulierung der dis-
kreten Form der Gleichgewichtsbedingung in Grof3en der Referenzkonfiguration erfolgt
durch den Operator [F ® F]™*, der in der Matrixnotation folglich

c _
Fs =

_fllfll
f21f21
f31f31
f11f21
f21f31

| f31f11

f12f12
f22 f22
f32 f32
f12f22
f22 f32
f32 f12

f13f13
f23f23
f33f33
f13f23
f23f33

2f11f12
2f21f22
251130

f11fo9 + f10f01
fo1f30 + foofs
fastis  fa1fio + f30f11  f30fis + f33fi0  f33f11 + f31f13_

f10fa3 + f13fe0
foofss + fasfso

PASDISE!
2f9ofa3
230133

2f13f1,

2f53f01

23331
figfor + f11fa3
fosfsr + fo1fs3

. (5.18)

angegeben werden kann, siehe [Hartmann, 2003]. Hierin sind f;; = e; - Fe; die Kompo-
nenten des Deformationsgradienten. Mit (5.18) gelingt die materielle Formulierung von
(5.15), die wiederum in einer Matrixnotation, angeben wird:'°

(4,0, q,0u) = ou"{ 3z / BT (X)FS, T(X, £) d9e — BF(X,6) b = 0, (5.19)

e=1 e

Die Gestalt der Matrix B in rdumlichen GroBen entspricht der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix der
geometrisch linearen Theorie.

10Fiir eine generelle tensorielle Notation der schwachen Formulierung sei auf [Wriggers, 2008] verwie-
sen.
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worin die volumenhaft und die auf der Oberflache flichenhaft angreifenden Lasten in
dem Vektor

(X, t) ZzeT / N°T(X) o(X)ke Q. + / NT(X)te(X, ¢) T (5.20)

zusammen gefasst sind. Aufgrund der Beliebigkeit der Variation der Verschiebungen du
verschwindet der Klammerausdruck in (5.15) bzw. (5.19) und es resultiert ein System
von nichtlinearen algebraischen Gleichungen 7 (U, ©, q, éu,t) — g(u, ®, g,t) mit

e

9(u,0,q.1) =3 2" / BT(%)S°(x, £) d% — (X, 1) = O, (5.21)
e=1 e
bzw.
gu.0,q.t)=> " / BT (X)FS,T(X, 1) dQ, — p¢(X,t) = 0, (5.22)
e=1 Qe

dessen Anzahl der Freiheitsgrade sich aus dem Produkt der Anzahl der Knoten der
Struktur und der Anzahl der unbekannten Freiheitsgrade pro Knoten ergibt, g € R™.!!

Durch die Transformationseigenschaft der isoparametrischen Formulierung ergeben
sich keine Unterschiede, wenn von der Referenz- oder Momentankonfiguration eines
Elements auf das Einheitselement, das eine Referenzkonfiguration darstellt, die der Kor-
per nie einnimmt, transformiert wird. Dies vereinfacht insbesondere die raumliche For-
mulierung des Kontinuumsproblems, da es vollig beliebig ist, ob von dem Referenzele-
ment ()5 auf die Ausgangskonfiguration eines Prozesses oder auf die Momentankonfi-
guration transformiert wird. Die Abbildung eines Elements ist durch die kinematische
Beziehung der Deformation definiert

det J°
det Je

Fe=jJdo', mit J,=detF°= (5.23)
und ist in Abbildung 5.2 veranschaulicht.

Die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen, die in (5.19) bzw. (5.22) aufgrund der Sym-
metrie als Spaltenvektor T = {EH, t99, tas, t12, tas, flg}T formuliert werden und tiber
den Push-Forward Operator in Relation zu den gewichteten Cauchy-Spannungen stehen
S° = F,T° sind iiber die Elastizititsbezichung definiert. Infolge der Approximation
mittels den Ansatzfunktionen kann die Elastizitdtsbeziehung in die diskrete Form

T(X, t) = B°(C*(X, 1), 0°(X, 1), q°(X, 1)), (5.24)

"Die Anzahl der Freiheitsgrade am Knoten der hier untersuchten Kontinuumselemente ergibt sich aus
den Verschiebungsfreiheitsgraden pro Knoten, die sich wiederum aus der Dimension des Problems
ergeben, und den Temperaturfreiheitsgraden am Knoten, die den Wert 1 haben.
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Abbildung 5.2.: Isoparametrische Abbildung der Deformation eines Elements

dargestellt werden. Hierin sind die abhingigen Grof3en ebenfalls iiber die Ansatzfunkti-
on im Element an den diskreten Knoten definiert. Die erforderlichen Integrationen iiber
den Elementbereich werden iiblicherweise numerisch mittels einer Gauss-Quadratur
ausgefiihrt, siehe hierzu [Dhatt and Touzot, 1985] oder [Schwarz and Kockler, 2004].
Dabei wird zunédchst das Integral in den Parameterraum des Referenzelementes ()5
transformiert, [Burg et al., 2008]

/ BT(%)S°(x, £) dO, — / BT(¢)S (&, ¢) det () A0

+1 41 41 (5.25)

///BeT )S°(&, ) det j¢(&) dé dnd(.

-1-1-1

Hierbei ist det j(&€) die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformati-
on, siche Abbildung 5.2. Im Allgemeinen fiihrt das Produkt im Integranten von (5.25)
nicht auf ein Polynom sondern auf eine rationale Funktion, so dass eine numerische
Integration als praktisch erscheint. Dies fiihrt auf die Approximation

+1 41 +1 nGp

|| [Er@sien i dcanac ~ > WBTE)S (€ 0 det] )
“1-1 -1
(5.26)
mit den Gauss-Punkt Koordinaten &, = {&,7,¢ }i, den Wichtungsfaktoren W so-
wie der Anzahl der Gausspunkte ngp. Die Gauss-Quadratur hat sich im Rahmen der
Finite-Elemente Methode aufgrund der Genauigkeit durchgesetzt: ein Polynom vom
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Grad p = 2ngp — 1 wird exakt integriert. Dies gilt allerdings im eindimensionalen Pa-
rameterraum. Die Integrationsformeln fiir den mehrdimensionalen Raum werden durch
Produktansitze von den eindimensionalen Integrationsformeln hergeleitet. Es sei hier
angemerkt, dass diese Vorgehensweise beziiglich des numerischen Aufwandes nicht ef-
fizient ist, hierzu sei auf die Diskussionen in [Hammer and Stroud, 1958], [Irons, 1971]
und [Hellen, 1972] verwiesen.

In (5.24) miissen die inneren Variablen im Element bestimmt werden. Aufgrund der
Gauss-Quadratur werden diese an den rdumlichen Integrationspunkten berechnet, indem
die Evolutionsgleichungen (4.4) an den Quadraturpunkten mittels

qe(Ekv t) = fe (Ce(€k7 t)v 96(51“ t)a qe(ékv t)v t) ) (527)

ausgewertet werden. Formal konnen die Differentialgleichungen und damit alle inneren
Variablen von allen Quadraturpunkten in einem globalen Vektor q(¢) der Dimension nq
angeordnet werden, die sich aus dem Produkt der Anzahl aller Integrationspunkte 7, x
ngp und der Anzahl der inneren Variablen im Element n ergibt,'* sieche Abbildung 5.3.

T (e e R
( |
Q°(é,,) ,<\ )(

ql.(t) L /%2

a (1)

Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der Assemblierung aller inneren Variablen
q(t) € R™ eines Gebiets (2

In Analogie zu den Koinzidenzmatrizen fiir die Elementknotenverschiebungen wird
eine Zuordnung der Form

qe<€k7 t) = ZZk q<t)7 qe(€k7 t) € R™ (528)

mit der Koinzidenzmatrix Zg; € R™*" fiir die ny inneren Variablen am Gauss-Punkt &,
im Element e eingefiihrt.!* Da alle inneren Variablen und deren Evolutionsgleichungen

2D h. es gilt ng = ne X ngp X ng
3Die hier gewihlte Notation der Koinzidenzmatrix stellt die Auswertung von ZS am Gauss-Punkt &, dar:

Z, = Zfl|5]C
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von Gauss-Punkt zu Gauss-Punkt entkoppelt sind, gilt umgekehrt, [Hartmann, 2003]

Ne  NGP

=D > Zga(&t), (5.29)

e=1 k=1

womit die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen (5.27), die am Gausspunkt aus-
gewertet werden, formal zu einem globalen System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen zusammengefasst werden konnen

q<t> - r(tv U(t), Q(t)> q(t)) =0, Q(t) € R"™, (5.30)

das aufgrund der konstitutiven Gleichungen nichtlinear von den Verschiebungen und
dem Temperaturfeld abhiingt. Das Temperaturfeld wird mittels der Diskretisierung der
schwachen Form der Warmeleitungsgleichung (4.42) bestimmt. Entsprechend dem Ver-
schiebungsfeld wird mit Einfiihrung der Ansatzfunktionen (5.10) und (5.11) das Tem-
peraturfeld im diskreten Losungsraum approximiert,

To(u,,0,0,q,00,t) — (U, 0,0,0,q,00,1), (5.31)
wodurch die diskrete Form von (4.42) angegeben werden kann

™ (u,0,0,0,q,50,t) =

Zz” / X)cENg (X)NG () d€2. 6° + / B (x)x"BS () A2, 0

Qe Qe

+ /(q -n)Ng dl'e — / o(X) (p" + 7" + ") Ng dQ. = 0.
Te Qe

(5.32)

Der Gradient des Temperaturfeldes und der virtuellen Temperaturen wird dhnlich wie
(5.16) durch die Matrix

By (¢°(X)) = [BY, ... By, | € R¥*™ (5.33)

approximiert. In dieser sind die Ableitungen der Ansatzfunktion nach den rdumlichen
Koordinaten n¢(€) im Referenzelement {5 am Knoten «a, die durch den Vektor

e
na,x

BS, (p°(X) =4S, oy a=1, .. N (5.34)
Mg,

dargestellt werden, zusammengefasst. Die mit (- )" indizierten GroBen stellen Nihe-
rungen der entsprechenden GroBen dar und sind von den diskreten Verschiebungen
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und Temperaturen abhidngig. Wegen der Beliebigkeit der virtuellen Temperaturen miis-
sen die Ausdriicke der geschweiften Klammer verschwinden. Es resultiert ein System
von gewoOhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung zur Beschreibung der Temperatur-
evolution

C, (t,u(t),O(1)) O,(t) = re,(t, u(t), u(t), O(t), q(t)). (5.35)
Hierin ist die Wirmekapazititsmatrix durch

G, (t,u(t), O1) = > Z" / 0 NENET de,, (5.36)

e=1 e

abkiirzend zusammengefasst, die aufgrund der Beziehung (3.110) fiir die Warmekapa-
zitit mit ¢ = & (t, U(t), ©(t)) von den Knotenverschiebungen und -temperaturen ab-
hingt. Mit der Annahme (3.112) reduziert sich die Abhéngigkeit der Warmekapazitit
und damit die der Warmekapazititsmatrix auf eine reine Temperaturabhiingigkeit. Die
rechte Seite von (5.35) ergibt sich aus den Integralen Ausdriicken von (5.32), die folgend
zusammengefasst sind

ro, (t,u(t),u(t),®(t),q(t)) = —C.0,+ Re + RS", (5.37)
mit der Matrix .
C. (t,u(t),0(1) =3 Z" / WMBETBE, do,, (5.38)
e=1 IR

die tiber die Konduktivitit ~ auch von den diskreten Temperaturwerten abhiingen. Die
restlichen beiden Terme ergeben sich aus

e

Ro (1, u(t), (1), O(1), q(t)) i= — 5 Z°" / o (M M) NGdQ (539)

e=1 Qe
RS (t.u(t),0(t) ==Y 2 / (q-n)NS dT.. (5.40)
e=1 T,

Hierbei resultieren die Abhéngigkeiten von Rg aufgrund des thermoelastischen Kopp-
lungsterms p" = p"(¢, u, U, @) und aufgrund des Dissipationsterms 5" = §"(t, u, ©, q).
Die Abhingigkeit von RS basiert auf dem Cauchy’schen Wirmeflussvektor, der auf-
grund der geometrischen Nichtlinearitit ferner von den Verschiebungen abhiingt.

Zusammenfassend ergeben sich aus der diskreten Form der Gleichgewichtsbedingung,
der diskreten Form der Evolutionsgleichung der inneren Variablen und der Differenti-
algleichung der diskretisierten Warmeleitungsgleichung ein DAE-System, siehe Tabel-
le (5.1). Eine detaillierte Erlauterung zum DAE-System und weitere Definitionen wie
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Tabelle 5.1.: Semidiskretes System des thermomechanisch gekoppelten Problems

Zur Berechnung von u(t), ©(t) und q(t) im Intervall ¢ € [t,t.] ist das semi-
diskrete DAE-System vom Index 1

q(t) =r(t,u(t),O0(t),q(t)), q(to) = qo (5.30)
(t) = ( ( )7 U(t), Q(t)7 q( ))7 Q(tO) = @y (5.35)
0=g(t u@t),0(),q(t)), u(to) = Uo (5.21)

zu losen.

z.B. eines Index'* finden sich in [Hairer and Wanner, 1996] oder [Strehmel and Weiner,
1995]. Das in Tabelle 5.1 zusammengefasste DAE-System stellt ein semi-diskretisiertes
System dar, das zur Berechnung der Knotenverschiebungen, der Knotentemperaturen
und der inneren Variablen im Sinne der vertikalen Linienmethode noch in der Zeit dis-
kretisiert werden muss.

5.2.2. Verschiebungs- und Temperatursteuerung

Die schwache Formulierung basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
bzw. virtuellen Temperaturen kann zur Berechnung der Lagerreaktionen und Wérme-
strome nicht herangezogen werden, da die definierten Testfunktionen den geometrischen
Randbedingungen geniigen miissen. ZweckmaifBigerweise sind andere Variationsformu-
lierung heranzuziehen, wie beispielsweise die Methode der Lagrange-Multiplikatoren,
siche Anhang A.1.

Im diesem Sinne werden zur Beriicksichtigung der geometrischen Randbedingungen
an den Dirichlet-Rdndern Zwangsbedingungen fiir die Knotenverschiebungen

c.(t,u,(t)) :==Z'u,(t) — u(t) = 0, c.ER™ (5.41)

mit der Zuordnungsmatrix

Z, = {onimv} , Z,e R, (5.42)

eingefiihrt. U(t) € R™ ist erneut der Vektor der vorgegebenen und u,(t) € R"*" der Vek-
tor aller Verschiebungsfreiheitsgrade. Alle Eintrige in U,(t) werden als unbekannt be-

14Als differentiellen Index bezeichnet man die kleinste Zahl k fiir die das DAE-System durch algebrai-
schen Umformungen in ein explizites, gewohnliches Differentialgleichungssystem iiberfiihrt werden
kann, [Fritzen, 1997].
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handelt und in die Anteile

ut)eR™ A G(t)eR™,  mit u,={u(t) a@)}", (5.43)
zerlegt. U sind die Verschiebungsfreiheitsgrade an den Dirichlet-Réindern mit den geo-
metrischen Randbedingungen und werden als unbekannt behandelt. Die Anwendung
der Zwangsbedingung auf die Variationsformulierung (5.15) liefert nach der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren, [Hartmann et al., 2008b]

m(t, Uy, 6Uy, Oy, @, X)) = 6Ur @u(t, Uy(1), ©,(1), q(t)) + AL (H)Z s,
= 5U;r {ga(t7 ua<t>a 9a<t)a q(t)) + zu}‘U(t)} =0.
Die Unbekannten stellen alle Knotenverschiebungen U, € R"* und die Lagrange-Multi-
plikatoren A,(t) € R™ dar. Die Gleichung (5.44) muss fiir beliebige virtuelle Verschie-

bungen du, € R"*f gelten, womit der Ausdruck in der Klammer identisch Null sein muss
und zu der algebraischen Gleichung

(5.44)

Gu(t. (1), ©4(1), q(1)) + ZA(t) = 0, (5.45)

fiihrt.
In Analogie zu (5.41) wird zur Bestimmung der Wirmestrome die Zwangsbedingung
Co(t, ©,(t)) := Z3O,(t) — O(t) = 0, Co € R™, (5.46)

eingefiihrt und entsprechend der Aufteilung der Knotenverschiebungen nach (5.43) wird
eine gleichartige Zerlegung der Knotentemperaturen in ©,(t) = {@(t) ©(t)}" vorge-
nommen. Nach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren gelangt man durch die Ein-
bindung der Zwangsbedingung in die schwache Formulierung der Wirmeleitungsglei-
chung und der Betrachtung der Aussagen aus [Gear, 1986] auf die Variationsgleichung

W@(ta uaa ua7 Qau 5937 q: A@) -
662? {Cpaéa(t> - (r@a<t7 ua(t)v ua(t)v Qa(t)v q<t)) + ZGA@(t))} = 07 (547)

die fiir beliebige virtuelle Temperaturen 6@, verschwinden muss, d.h. es resultiert die
Differentialgleichung

Cpa @a<t) - r@a(ta ua(t>7 ua(t)v @a(t)v q(t)) + z@>\9 (t>7 (548)

zur Berechnung der unbekannten Knotentemperaturen @,(t) € R™ und den Lagrange-
Multiplikatoren Ag(t) € R™. Werden alle Gleichungen zusammengefasst, entsteht ein
DAE-System, siche Tabelle 5.2, dessen Losung neben den priméren Variablen zusitz-
lich die Lagrange-Multiplikatoren liefert, die als Reaktionskrifte bzw. Wirmestrome
interpretiert werden konnen. In [Hartmann et al., 2008b] wird eine Vorgehensweise,
basierend auf einem DIRK/MLNA Ansatz, zur Losung des rein isothermen Falls vorge-
stellt. Die Ubertragung auf eine iterationsfreie Vorgehensweise fiir thermomechanisch
gekoppelte Problemstellungen wird in Abschnitt 5.3 dargestellt.
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Tabelle 5.2.: Erweiterung des DAE-Systems fiir die Berechnung der Lagrange-
Multiplikatoren

Zur Berechnung von u,(t), ©,(t), q(t) sowie A(t) = {\(t) Ao}T im Intervall
t € [to,t.] und den Anfangsbedingungen U, , ©,, q ist das DAE-System

0 =q(t) — r(t, u.(t), ©.(1),q(t)), (5.30)
0 = C,,0,(1) — Fo,(t, (1), (1), ©u(1), q(t)) + ZoNe(t), (5.48)
0 = g.(t, u,(1), ©,(1), q(t)) + ZA(1), (5.45)
0=2Z'u,(t)— u(t), (5.41)
0=2Z10,(t) — O, (5.46)

zu losen, die in eine implizite Form

F(t,y(t),y(1) =0, mit y(t)={u(t), ©u(t), A(t),q(1)}",

iiberfiihrt werden kann.

5.2.3. Gemischte Elementformulierung

Die gemischte Elementformulierung basiert auf dem in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten
Dreifeldfunktional, das wiederum aus dem Hu-Washizu Funktional abgeleitet ist, siche
hierzu [Wriggers, 2008]. Bei dieser Formulierung wird ein linearer oder quadratischer
Ansatz fiir das Verschiebungsfeld gewéhlt. Zudem werden die volumetrischen Groflen
(der Druck und die Volumendehnung) durch einen konstanten bzw. linearen Ansatz in-
nerhalb der Dreifeld-Formulierung beschrieben. Neben den Ansatzfunktionen fiir das
Verschiebungsfeld und dem Temperaturfeld erfordert dies die Einfithrung von Ansatz-
funktionen fiir die Volumendehnung I'(x,¢) und dem hydrostatischen Druck A,(x,t)
sowie deren Variationen. Im Kontext zur isoparametrischen Formulierung werden die
Ansitze
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gewdhlt. Analog zu (5.7) und (5.8) gilt weiterhin

u(x,t) = N(xX)u(t) + N(x)u(t), (5.51)
sul(x) = N(x)u. (5.52)

N(x)u(t) geniigt wieder den geometrischen und N(X)u(t) den homogenisierten we-
sentlichen Randbedingungen. Die Ansatzfunktionen fiir den Druck und die Volumen-
dehnung miissen keinen Randbedingungen geniigen. n definiert dabei die Anzahl der
Druck- bzw. Volumendehnungsfreiheitsgrade. I'(t), Ay(t), 0I'(t), dA,(t) € R™ stellen
die diskreten GroBen der Volumendehnung und des Druckes sowie deren virtuelle Gro-
Ben der gesamten Struktur dar. Ein Einsetzen der Ansitze (5.49) und (5.50) in (4.32)
liefert zunéchst

~ h N N
rad /N <&0—U’(NTF) —NTAP> o b =o, (5.53)

0o " oh
Q

d.h. fiir beliebige virtuelle Volumendehnungen 6 I" muss
A(t) = H 's,(I(t)), bzw. )\E(X, t) = NT(X)H‘lsp(F(t)), (5.54)

mit oh o
— [ R ()N, (5.55)

H:/IVI(ITdQ7 und s,(I') =
J p( ) J Oy oh ¥

gelten. Dabei berechnet sich 0" aus (5.12) und es gilt " = ¢"(0") sowie H € R""*""
und s, € R"”. Entsprechend fiihrt das Einsetzen der Ansatzfunktionen in (4.33) auf

SAT / N <J _ NTF> ao b —o, (5.56)
Q

und somit bei beliebigem d A, auf

I'(u,(t)) = H'sp(u,(t))  bzw.  I™(X,t) = N'(X)H 's, (5.57)
mit
sr(uy(t) = / J(uy(t))N Q. (5.58)

Mit den Beziehungen aus (5.54) und (5.57) ist es ersichtlich, dass der Druck und die
Volumendehnung sich in Abhiingigkeit der Verschiebungen darstellen lassen und damit
eliminierbar sind. Das Einsetzen dieser Schlussfolgerung in die Gleichgewichtsbedin-
gung (4.31) bzw. (4.36) liefert

g(t,u,0,q) = /BT {SD + JN'H s, e} dQ — p(t) = 0. (5.59)
Q
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In der hier vorgestellten Matrixnotation sind die Cauchy-Spannungen aufgrund der Sym-
metrie als Spaltenvektoren S € R® dargestellt und der Einheitstensor 2. Stufe ist durch
den Vektore = {11100 0}" gegeben.

Durch die Elimination der Volumendehnungs- und Druckfreiheitsgrade entsteht aus
der Diskretisierung infolge der gemischten Elemente erneut ein nicht-lineares Glei-
chungssystem zur Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen u(t), das im Fall
der thermomechanisch gekoppelten Problemstellung und dem nichtlinearen Material-
modell zusitzlich von den diskreten Knotentemperaturen @(¢) und den inneren Varia-
blen g(t) abhingt. Zur Berechnung der Knotentemperaturen wird die diskrete Wirme-
leitungsgleichung herangezogen. Im Rahmen der Diskretisierung ist die additive Zerle-
gung des Spannungszustandes in einen deviatorischen Anteil und einen Kugelanteil, die
aus der gemischten Elementformulierung resultieren, zu beriicksichtigen. Diese Zerle-
gung wirkt liber die Relation (3.115) auf die lokale Formulierung des thermo-elastischen
Kopplungsterms, sieche Abschnitt 5.3.3.

Aus dem gemischten Diskretisierungsansatz resultiert erneut, analog zu der Diskre-
tisierung mittels der isoparametrischen Elemente, ein DAE-System gemif Tabelle 5.1
bzw. Tabelle 5.2. Eine detaillierte Darstellung der gemischten Elementformulierung fiir
den rein isothermen Fall ist in [Hartmann, 2003] gegeben.

5.3. Zeitdiskretisierung mittels Rosenbrock
Verfahren

Der nachfolgende Schritt der bisher beschriebenen Raumdiskretisierung mit Hilfe der
Finite-Elemente Methode stellt die Zeitdiskretisierung des DAE-Systems, siehe Tabel-
le 5.2, dar. Der numerischen Integration von DAE-Systemen wurde in den letzten Jahr-
zehnten innerhalb der numerischen Mathematik groe Aufmerksamkeit gewidmet. In
den Standardwerken [Hairer et al., 1993] und [Hairer and Wanner, 1996] werden Ver-
fahren fiir Differentialgleichungssysteme mit unterschiedlichen Eigenschaften und fiir
DAE-Systeme intensiv behandelt. Aus der deutschsprachigen Literatur ist z.B. das Buch
von Strehmel and Weiner [1995] zu nennen, das einen umfassenden Uberblick zur die-
sem Thema gibt.

Ein wesentlicher, positiver Aspekt einer Semidiskretisierung liegt darin begriindet,
dass zunéchst die gesamte Vielfalt an numerischen Integrationsverfahren zur Verfiigung
steht. Um jedoch eine Aussage iiber die Eignung spezieller Verfahren zu treffen, sind
eine Analyse der Eigenschaften des semidiskreten Systems und insbesondere die Kennt-
nis der Struktur der konstitutiven Gleichungen sehr hilfreich. Insbesondere die spezielle
Eigenschaft der Steifheit und eine starke Nichtlinearitéit der konstitutiven Gleichungen
sind hervorzuheben, die die Auswahl der geeigneten Zeitintegrationsverfahren deutlich
einschrinken und zu einem erheblichen numerischen Aufwand fiithren konnen, [Hairer
et al., 1989b].
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Der Begriff der Steifheit ist dabei in einem mathematisch exakten Sinne kaum zu fas-
sen. Vielmehr lésst er sich in einem qualitativen Sinn phédnomenologisch beschreiben,
was in der Literatur durchaus unterschiedlich geschieht. Eine mogliche Charakterisie-
rung der Steitheit wurde von Dekker and Verwer [1984] angegeben. Eine wesentliche Ei-
genschaft steifer Systeme ist die Existenz von glatten und von transienten Losungskom-
ponenten,'> die sehr schnell gedimpft werden. Diese transienten Komponenten kénnen
bei der praktischen Berechnung grofle Schwierigkeiten bereiten, da sie in der Losung
auBlerhalb einer transienten Phase numerisch nicht présent sind, aber dennoch oftmals
die Stabilititseigenschaften des Verfahren bestimmen. Insbesondere bei expliziten Ver-
fahren fiihrt dies zu duBerst starken Restriktionen der Schrittweiten. Vor allem wenn an
die numerische Ndherungslosung keine hohen Genauigkeitsanforderungen gestellt wird
und die Schrittweitenbeschrankung ausschlieBlich aus Griinden der Stabilititsprobleme
besteht, ist dieser numerische Aufwand in der praktischen Anwendung nicht akzeptabel.
Durch implizite Verfahren konnen diese Restriktionen ausgeschlossen werden, wodurch
sich allerdings der Aufwand auf die nun zu l6senden nichtlinearen Gleichungssysteme
verlagert.

In den letzten Jahren sind viele Anstrengungen unternommen worden, geeignete Ver-
fahren zur Losung steifer Differentialgleichungs- und DAE-Systeme, die als Grenzfall
eines steifen Systems aufgefasst werden konnen,'® zu entwickeln. Als geeignete Ver-
fahren fiir derartige Systeme, zeichneten sich besonders (implizite) Einschrittverfahren,
die beispielsweise bei Problemstellungen der Plastizitéts- und Viskoplastizitétstheorie
in den Arbeiten von Fritzen [1997], Ellsiepen [1999], Ellsiepen and Hartmann [2001],
Hartmann [2002], Hartmann et al. [2008a] und Bier [2008] behandelt worden sind, aus.
Grundsitzlich sind auch Mehrschrittverfahren — im steifen Fall also insbesondere BDF-
Verfahren [Brenan et al., 1996] — bei Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Plasti-
zititstheorie anwendbar. So werden etwa von Eckert et al. [2004] BDF-Verfahren, die
sehr gute Stabilitidtseigenschaften aufweisen, bei der Behandlung von Problemen der
Elastoplastizitit eingesetzt. Ihre Verwendung wird jedoch von Wittekindt [1991, S. 44]
aus mehren Griinden als problematisch beurteilt.!”

Die bedeutendste Klasse der Einschrittverfahren zur numerischen Integration von stei-
fen Systemen sind die impliziten Runge-Kutta Verfahren, welche in [Hairer and Wanner,
1996] bzw. [Strehmel and Weiner, 1995] umfangreich fiir steife Differentialgleichungen
und DAE-Systeme behandelt werden. Sie zeichnen sich vor allem dadurch aus, dass

BDer Begriff “glatt” wird hier im Sinne geringer Variation gebraucht, wobei “transient” als stark variie-
rend verstanden wird.

16Zwischen den Ergebnissen fiir steife Systeme gewdohnlicher Differentialgleichungen und DAE-
Systemen besteht der Zusammenhang, dass viele Aussagen fiir DAE-Systeme sich aus den Ergeb-
nissen fiir steife Systeme im Grenzfall eines unendlich groflen Steifigkeitsparameters gewinnen lassen
und umgekehrt, sieche [Hairer et al., 1988] und [Hairer et al., 1989b],

Einschrittverfahren sind Zeitintegrationsverfahren, bei denen die numerische Losung zur Zeit ¢,,, 1 le-
diglich aus der Losung des vorhergehenden Zeitpunkts ¢,, abhingt. Mehrschrittverfahren benotigen
hingegen bei der Berechnung des Zeitschritts von ¢,, nach ¢,,; die numerische Losung an zuriicklie-
genden Zeitschritten t,,_.
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durch gewisse Freiheiten bei der Wahl der Parameter sehr verschiedene Methoden kon-
struiert werden konnen, die zu den behandelten Problemstellungen angepasst werden
konnen. Implizite Verfahren bediirfen aufgrund der impliziten Struktur der Verfahrens-
vorschrift die Bereitstellung der Funktionalmatrix der zugrundeliegenden Funktion der
Differentialgleichung oder eine Approximation derselben. Thr Einsatz im Rahmen der
numerischen Methoden kann erfolgen entweder

e durch die Behandlung der in impliziten Verfahrensvorschriften auftretenden nicht-
linearen Gleichungssysteme mittels Newton-Iterationen, '8

e oder durch eine direkte Einbeziehung in die Verfahrensvorschrift,

womit die linear-impliziten Runge-Kutta Verfahren hergeleitet werden. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden linear-implizite Runge-Kutta Verfahren vom Rosenbrock-Typ, siehe
[Rosenbrock, 1963], herangezogen. Sie verbinden gute Implementierbarkeit mit guten
Stabilitdtseigenschaften und erlauben zudem eine einfache Umsetzung einer Schritt-
weitenadaptivitit. Im Gegensatz zu den impliziten Runge-Kutta Verfahren erfordern
Rosenbrock-Typ Verfahren in jedem Integrationsschritt nur die Losung linearer Glei-
chungssysteme. Dies fiihrt zwar zu einem Verlust der B-Stabilitét, welche bei impliziten
Runge-Kutta Verfahren gilt, jedoch konnen Rosenbrock Typ Verfahren ein unbeschrink-
tes Stabilitiitsgebiet besitzen und A-stabil bzw. L-stabil sein.!” Eine nicht vorhandene
B-Stabilitit scheint jedoch nicht einschrinkend in der Anwendbarkeit auf die hier be-
handelten Problemstellungen zu sein. Vor allem, wenn die Steifheit eines nichtlinearen
Systems durch einen konstanten linearen Anteil hervorgerufen wird, konnen die gu-
ten Stabilitdtseigenschaften erhalten bleiben und B-Konvergente Verfahren hergeleitet
werden, siehe [Strehmel and Weiner, 1995]. Zudem wird der Nutzen der B-Stabilitit
von impliziten Runge-Kutta Verfahren erheblich eingeschrinkt, da in einer praktischen
Implementierung die auftretenden nichtlinearen Gleichungssysteme nicht exakt gelost
werden, womit die Eigenschaft der B-Stabilitit verloren geht, [Wittekindt, 1991, S. 47].

Rosenbrock Verfahren sind in verschiedenen Fachbereichen an unterschiedlichen An-
wendungsmoglichkeiten umgesetzt worden. Exemplarisch sind die Arbeiten von Wolf-
brandt [1977], Roche [1988], Link [1991], Lang [2001] und Wensch [2003] erwéihnt,
die umfangreich die numerischen Eigenschaften unter verschiedenen Gesichtspunkten
untersucht haben.

Die Verfahrensvorschrift der Rosenbrock-Verfahren werden im Allgemeinen an diago-
nal-impliziten Runge-Kutta Verfahren hergeleitet, [Hairer and Wanner, 1996]. Die Dar-
stellung ist zunéchst noch nicht auf die spezielle Struktur der in dieser Arbeit auftreten-
den Gleichungen bezogen, sondern geht von allgemeinen Systemen aus. Sie werden erst
an ein allgemeines Anfangswertproblem motiviert und anschlieend in einem weiteren

8Dieses fiihrt z.B. zu den impliziten Runge-Kutta Verfahren oder zu den BDF-Verfahren.
In Bezug auf die Stabilititstheorie von Integrationsverfahren fiir Differentialgleichungssysteme und
DAE-Systeme, sowie deren Klassifizierung sei auf [Strehmel and Weiner, 1995] verwiesen.
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Abschnitt auf die Gleichungen des aus der Finite-Elemente-Diskretisierung resultieren-
den DAE-Systems erweitert.

5.3.1. Herleitung der Verfahrensvorschrift
Diagonal-implizite Runge-Kutta Verfahren

Die Konstruktion der Verfahrensvorschrift von Rosenbrock-Verfahren, liasst sich anhand
von diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren motivieren.

Die Herleitung der diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren erfolgt zundchst durch
die Betrachtung eines Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

y="~Ffty@®), ylt)=Y; YeR"  tec[0,T]. (5.60)

Ein Runge-Kutta Verfahren approximiert die gesuchte Losung y(¢) des Anfangswert-
problems (5.60) an den diskreten Stellen 0 = t) < t; < ... < t, < tpy1 < ... <
ty = T mit den Zeitschritten At,, = t,,.; — t, firn =0,..., N — 1. Firn = 0 gilt die
Anfangsbedingung y(ty) = Y. Die Verfahrensvorschrift zur Berechnung von y(¢,1)
aus dem Wert Y (t,,) lédsst sich aus dem Hauptsatz der Integralrechnung gewinnen

tn+1

1
Y(tni1) = Y(tn) + / y(t) dt = y(t,) + At, / y(t, + TAt,) dr, (5.61)
tn 0
wobei das Integral auf das Einheitsgebiet transformiert wird, ¢t = t,, +7At,,. Ersetzt man
die Ableitung y(t) durch die Funktion f(t, y(t)) aus (5.60), so ist ein Integral iiber die

Funktion in (5.61) auszuwerten. Dies erfolgt niherungsweise mit Hilfe einer Quadratur-
formel

Y(tui1) ® Yos1 = Yo + Aty Y bif (ty + Gy, Yty + ciAL,)), (5.62)

i=1

mit den Wichtungsfaktoren b; und den Stiitzstellen c; fiir 7 = 1, ... s, der Quadraturfor-
mel sowie der Niherung y,, ~ y(t,). Die unbekannten Zwischenwerte y (¢, + ¢;At,,)
werden durch einen erneuten Integrationsschritt mit einer weiteren Quadratur bestimmt

S

Y(ta+ cidty) = Vi = Yo+ Aty Y agf(t, + ¢ ALy, Vo), (5.63)

J=1

die als Stufenwerte ¥,,; bezeichnet werden. Dabei werden neue Wichtungsfaktoren a;;
eingefiihrt, jedoch die gleichen Stiitzstellen

Tni :tn_'_CzAtna C; :Zaija 1= 17"'787 (564)
7=1
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gewihlt. Der Ausdruck Ynj = f(T,;, Y,;), der in der Summe aus (5.63) auftritt, wird
als Stufenableitung bezeichnet. Die Stufenableitung ist aufgrund der eingefiihrten Qua-
dratur eine diskrete GroBe und stellt den diskreten Wert der Differentialgleichung (5.60)
dar. Die Wichtungsfaktoren a;; und b; sowie die Stiitzstellen ¢; werden iiblicherweise in
dem sogenannten Butcher-Array (5.65)

Ci|an a2 ... dis
Cy | Q21 G22 ... QG2 A
¢ (5.65)
bT
Cs | Q1 QA2s ... Qgg
bi by ... b

zusammengefasst, wodurch verschiedene Runge-Kutta Verfahren unterschieden werden.
Vollimplizite Runge-Kutta Verfahren sind solche Verfahren, bei denen die obere Drei-
ecksmatrix der Wichtungsmatrix [a;;] mindestens einen von Null verschiedenen Koeffi-
zienten enthélt. Damit entsteht eine Kopplung aller Stufenwerte. Bei diagonal-impliziten
Runge-Kutta Verfahren muss die Bedingung a;; = 0 fiir j > i erfiillt werden. Im Fall
der expliziten Runge-Kutta Verfahren, bei denen die Wichtungsmatrix eine strikte un-
tere Dreiecksmatrix a,; = 0 fir j > 14 reprisentiert, lassen sich die Stufenwerte ¥,
fir¢ = 1,..., s und damit der neue Wert der Ndherungslosung ¥,, .1 sukzessiv direkt
bestimmen. Wihrend fiir voll-implizite Verfahren diese Zwischenwerte als Losung ei-
nes gekoppelten, nichtlinearen Gleichungssystems der Dimension m X s berechenbar
sind, so sind bei diagonal-impliziten Verfahren s Losungen eines nichtlinearen Glei-
chungssystems der Dimension m durchzufiihren. In einer praktischen Umsetzung kann
die numerische Berechnung solcher Systeme, besonders bei groen Dimensionen m, mit
einem sehr hohen Aufwand verbunden sein, was das Hauptdefizit bei der Anwendung
impliziter Runge-Kutta Verfahren ist.

Bei den im Folgenden betrachteten diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren lauft
die Summe in (5.63) wegen a;; = 0 fiir j > ¢ jeweils nur bis zur aktuellen Stufe 7, so
dass die Berechnung der Stufenwerte sich auf

i i1
Y. =Y.+ At, Z a;j Ynj =y, +At, Z a;j Ynj + Atyai; Yo, (5.66)
=1 =1

reduziert. Hierbei wird die Stufenableitung Y, = f(T,;, Y,;) an dem aktuellen Stufen-
wert ausgewertet und der sogenannte Startvektor

i—1

S, =Y.+ At, Z ;i Ynja (5.67)

J=1

eingefiihrt, welcher lediglich von bereits berechneten Stufenableitungen abhédngt und da-
mit in jeder Stufe 7 als bekannt vorausgesetzt werden kann. (5.66) stellt ein nichtlineares
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Gleichungssystem zur Berechnung der Stufenwerte Y,,; dar, welches zu den Stufenzeiten
T, gelost werden muss. Uber die Losung der nichtlinearen Gleichungen sind somit die
Stufenableitungen aus (5.66) durch

o R S 5.68
Atpag ! i ( )

bestimmt. Die gesuchte Nidherungslosung zum nichsten Zeitpunkt ¢,,.1 (5.62) ergibt
sich dann aus der Aufsummierung der Stufenableitungen

Vo1 =Y(t,) + At, Z b; Ym'(Tm‘, Y.). (5.69)

i=1

Mit der Einbeziehung einer steif-genauen Eigenschaft a,; = b; nach Prothero and Ro-
binson [1974] stimmt die neue Niherungslosung mit der Stufenlosung der letzten Stufe
T, tiberein. Es gilt dann y,, .1 = Y.

Eine Verallgemeinerung der diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren fiir DAE-
Systeme in der impliziten Form

F(t,y(t),y) =0, (5.70)
gemif Tabelle 5.1 bzw. Tabelle 5.2 fiihrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

fiir die unbekannten Stufenwerte und die Stufenableitungen nach (5.68). In Zusammen-
hang mit der steif-genauen Eigenschaft wird die Einhaltung der algebraischen Neben-
bedingung gewihrleistet,?® was bei rein projizierten Runge-Kutta Verfahren durch das
Losen eines zusitzlichen, nichtlinearen Gleichungssystems erzwungen wird, [Hairer and
Wanner, 1996].

Linear-implizite Runge-Kutta Verfahren vom Rosenbrock-Typ

Wie bereits eingangs erwihnt, konnen die linear-impliziten Runge-Kutta Verfahren vom
Rosenbrock-Typ von den diagonal-impliziten Runge-Kutta Verfahren abgeleitet werden.
Bei den Rosenbrock-Verfahren wird die Jacobi-Matrix von (5.60) direkt in die Verfah-
rensvorschrift eingesetzt, d.h. in jeder Stufe wird lediglich ein Iterationsschritt mit ei-
nem Newton-Verfahren ausgefiihrt, sieche [Hairer and Wanner, 1996] bzw. [Strehmel
and Weiner, 1995].

Die Verfahrensvorschrift wird zunichst an einem autonomen Anfangswertproblem
y = f(y) vorgestellt. Im Hinblick auf die vorgestellte Integrationsvorschrift der diago-
nal-impliziten Runge-Kutta Verfahren muss fiir das autonome System in jeder Stufe ¢

20Das DAE-System in expliziter Form mit der algebraischen Nebenbedingung (5.21) ist in Tabelle 5.1
dargestellt.
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das nichtlineare Gleichungssystem
F(Y,)=Y,—f(Y)=0  i=1,...s, (5.72)

mit den Stufenwerten aus (5.66) gelost werden. Die Anwendung des Newton-Raphson
Verfahrens wird nur einmal ausgewertet und fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

(v -v"1-o (573)

Fiir diesen Linearisierungsschritt benotigt man einen Startwert. Der Grundgedanke be-
steht nun darin, den Startwert Yn(io) als eine Linearkombination der bereits berechneten
Steigungswerte

i—1
. 1 .
V== V%,  weER, (5.74)
23 le

zu wihlen, wobei neue Wichtungsfaktoren v;; = a;; — «;; und a; = -y; eingefiihrt
werden. Die Konkretisierung des Linearisierungsschrittes (5.73) und das Einsetzen des
Startwertes (5.74) liefert das folgende lineare Gleichungssystem

i1 i1
[I - %iAthm'] Ynﬁl) = At {Z%j Ynj} + f (.Vn + At, Z Q5 Ynj) , (5.75)
j=1 j=1
zur Bestimmung der Stufenableitung Y'ngl). Hierbei entspricht

df

S,

(5.76)

0
A%

der Jacobi-Matrix ausgewertet an dem Startwert. Mit der speziellen Wahl von v;; = ~
fir+ = 1,...,s gelingt es, dass in jeder Stufe 7,,; die Jacobi-Matrix (5.76) unverén-
dert bleibt, J,;, — J, = df/d V.|, y.), womit sich der Aufwand zur Losung des
resultierenden Gleichungssystems auf eine LU-Zerlegung in der ersten Stufe reduziert.
Anschlieend erfolgen in den weiteren Stufen nur noch Riicksubstitutionen.

Um das Verfahren auch fiir nicht autonome Differentialgleichungen zu erweitern, wird
die triviale Beziehung ¢ = 1 eingefiihrt, womit das System

7y f ey ) - o

formuliert werden kann. Die Anwendung der Rosenbrock-Verfahren liefert ein Glei-
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chungssystem zur Berechnung der Stufenableitungen von (5.77)

Vm = f( ni» Ynz)"'At ZV@] nj (578)
Yn 3=1
1 0
i—1
‘ + At df 27 { } (5.79)
f Tni; n Atn zYn " = W
( Yot ;aj J) 8t dy,,; | i=t

Nach Elimination der Steigungswerte fiir die triviale ¢-Komponente resultiert die Ver-
fahrensvorschrift fiir das s-stufige Rosenbrock-Verfahren. Es berechnet ausgehend von
der Nédherungslosung y,, zur Zeit ¢,, die Nidherungslosung y,, .1 zur Zeit ¢,, 11

VYorr = Yo+ At >0V, (5.80)

=1

indem die s linearen Gleichungssysteme

[1— At d, ] = v At,

of
Oty

i—1
+ At d, {Z%’j Ynj} +
j=1
i—1
+f<m,yn—|—At ZQW m>> 1=1,...,s

Jj=1

(5.81)

zur Berechnung der Stufenableitungen geldst werden. Die Verfahrensvorschrift ist durch
die Stufenzahl s, den Koeffizienten 7; = 3., 7i;, die Stiitzstellen ¢; = Z;;ll «;; mit
Ti = tn + c;At,, sowie die Wichtungsfaktoren b = {by, .. ., bs}T festgelegt. Die Ko-
effizientenmatrizen A = [o;;] € R¥* und I' = [;;] € R*** mit o;; = 0 fiir i < j und
vi; = 0 fiir ¢ > 7 sind als untere Dreiecksmatrizen

0O -+ v 0 0 e 0
A= |02 0 P A L E X o)
. ‘. ‘. . . ‘. O
Qg1 - Qg1 0 Vs,1 s Qg g1 75,3

definiert. Die Matrix-Vektor Operation J,, {3 _; 7i; Y,;} der rechten Seite des Gleichungs-
systems (5.81) kann vor allem bei grolen Systemen numerisch aufwendig werden. Im
Hinblick auf die Implementierung kann sie vermieden werden, indem nach Kaps and
Wanner [1981] und Shampine [1982] bzw. in [Hairer and Wanner, 1996] die Substituti-
on der Stufenableitungen

Vi = Aty Y i Yo, i=1,...,s, (5.83)
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eingefiihrt wird. Mit der Bedingung ~;; = v # 0 fiir alle 4, kann die untere Koeffizien-
tenmatrix I" = [y;;] invertiert werden, so dass umgekehrt

1

v, =
vAt,

i—1
1 )
Vo gy b = (584

gilt. Die neu eingefiihrte Koeffizientenmatrix C = diag {71_11, e ,7;81} — I''!ist ei-
ne strikte untere Dreiecksmatrix und ergibt sich aus der Invertierung der Matrix I'. Die
Substitution der Stufenableitungen (5.84) in (5.81) fiihrt auf eine dquivalente Formulie-
rung des linearen Gleichungssystems

1 of
| — AL D
[7 ~ Jn} Vi =i, O

i—1 i—1
+f <Tm-,yn +) ay vm) +> (AC—;) V..j
j=1 i=1 "

(tnsYn)
(5.85)
mit neuen resultierenden Koeffizienten
[Cbij} = [Oéij}ril und (ml,...,ms):(bl,...,bS)I’*l, (586)
womit die Ndherungslosung zum nichsten Zeitschritt sich aus
Vor1 =VYu+ > miVi, (5.87)
i=1

berechnet. Eine Zusammenfassung in Form eines Struktogrammes ist in Tabelle 5.3 ab-
gebildet.

Tabelle 5.3.: Verfahrensvorschrift der Rosenbrock-Verfahren

Gegeben: Koeffizienten ¢;, a;;, ¢;j, m; des s-stufigen Rosenbrock-Verfahrens,

sowie die Ndherungslosung y(t,,) zum Zeitpunkt ¢,,

Schleife  {iber die Zeitschritte n = 0,..., N
Schleife iiber die Stufen ¢=1,... s

Setze
Tni = tn + CiAtn, Snz = yn + Z;;ll Qi an7

Lose nach (5.85)

Update Y, .1 =Y, +>..  mV,
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Erweiterung der Verfahrensvorschrift fir DAE-Systeme

Hinsichtlich der Herleitung von Rosenbrock-Verfahren fiir semi-explizite DAE-Systeme
der Form

q(t) =r(t,q(t), u(t), geR™ (5.882)

0=9(t,q(t),ut)), ueR™ (5.88b)

bieten sich prinzipiell zwei Vorgehensweisen an, die als direkter und indirekter Zugang

bezeichnet werden, siehe [Strehmel and Weiner, 1995, S. 382ff]. Der indirekte Zugang

ist ausfiihrlich in [Wensch, 2003] bzw. [Wensch et al., 2003] behandelt worden und

basiert auf dem Satz iiber implizite Funktionen. Beim direkten Zugang, wird das System
(5.88) formal regularisiert, indem es in ein singulér gestortes Anfangswertproblem

g =rit q,u), (5.89a)
et =g(t q,u), (5.89b)

mit 0 < ¢ < 1 iiberfithrt wird. Mit der Definition des Losungsvektors y := {q, u}T
fiihrt die direkte Anwendung der Diskretisierungsvorschrift (5.81) mit anschlieBender
Grenzwertbildung ¢ — 0 auf das gekoppelte lineare Gleichungssystem

I — At dqr —vAtnﬁur] {om} {atr}
AL Deg  —ALDg), U S T 0 S, T

i—1 :
Ogf  Our Q. r(T,;, 87, 84)
+Atn q u :| » { N ”J} + { ny “nir Yng ’ (590)
|f219 aug Y ]Zl Vi Unj g<Tma S'r?w S#z)
zur Berechnung der Stufenableitungen Ym = {Qm Um} firi =1,...,s. Mit y,, :=
{q., un}T wird die Auswertung an den Zeitschritten ¢,, symbolisiert und die eingefiihr-
ten Vektoren
i—1 i—1
sz = qn + Atn Z Oéijonj, S#z =u, + Atn Z Oéij Unj (591)
j=1 j=1
definieren die Startvektoren des Losungsvektor. Im Hinblick auf die Implementierung
wird zur Vermeidung der aufwendigen Matrix-Vektor Operation die Substitution (5.84)
in dquivalenter Form

om} 1 { vq} 1 — { vqj}
: = — el — — Cii s (5.92)

7=1
eingefiihrt, wodurch die Vorschrift

Ogr — 41 Our Vil or r(T,;, S, SY)
[ 0q9 auglzn {V#z =7 b g zn+ 9(Tni, S Sy) "

i—1 A q
+ {Zﬂ‘ﬂocijv"ﬂ}}, i=1,...,s

(5.93)
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mit 4 := 1/yAt, und &; := cij /At,, sowie den neu definierten Startvektoren

—q. + Zaw 9 =u, +Zaw o (5.94)

resultiert, vgl.(5.85). Die Naherungslosung zum néchsten Zeltpunkt t,.1 berechnet sich
analog zu (5.87) durch

g1 =G+ Z mz nzy U, = u, + Z m; Vq—[LJZ (595)
i=1

Die Methode erfordert in Jedem Integrationsschritt die Losung s linearer Gleichungs-
systeme mit ein und derselben Koeffizientenmatrix, was im Vergleich zu derzeitigen
FE-Lo6sungen, eine erhebliche Reduktion der Rechenzeit impliziert. Im Rahmen der fi-
niten Viskoelastizitit konnte es von Hamkar and Hartmann [2008] bzw. Hartmann and
Hamkar [2010] demonstriert werden.

5.3.2. Umsetzung auf thermomechanisch gekoppelte
Probleme

In Verbindung mit dem thermomechanisch gekoppelten Problem und dem aus der Semi-
diskretisierung resultierenden DAE-System ist es zweckmiBig, zur Herleitung der Ver-
fahrensvorschrift das System in die zuvor beschriebene semi-explizite Form zu transfor-
mieren. Im Hinblick auf die Implementierung ist es fiir die Transformation hilfreich, die
zu behandelten Gleichungen zunéchst zusammenzufassen. Hierbei werden die priméren
Knotenvariablen durch die Zuweisung

W,(t) = {583 } : (5.96)

formal zusammengefiihrt. Das DAE-System aus Tabelle 5.2 wird dann in die kompakte
Form

q(t) = r(t, q(t), w,(t), w,(t)) (5.97a)

Cu (W (0)Wa(t) = £, (1, (1), (1), Wi (1)) + ZA (5.97b)

0=c.(t,w,(t)) = Z'w,(t) — w(t) (5.97¢)

iiberfiihrt.?! Aus der Zusammenfassung der Knotenvariablen (5.96) werden zusitzlich
die GréBen

f = {rg} A= {;‘e} C, — {0 Cpa] , (5.98)

2'Tm Allgemeinen konnen bei den Materialmodellen die Evolutionsgleichungen zusitzlich noch von den
Geschwindigkeiten U, abhingen, wie es z.B. bei dem Viskoplastizititsmodell aus [Hartmann, 2006a]
formuliert ist. Diese Verallgemeinerung ist hier bei der Herleitung der Verfahrensvorschrift mit be-
riicksichtigt, womit ohne weiteres die Behandlung von erweiterten, konstitutiven Gleichung ermog-
licht wird.
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definiert. Zudem resultiert, aufgrund der neuen Variable w,, eine implizite Differential-
gleichung (5.97b). Diese kann in eine explizite Form transformiert werden. Nach dem
Ansatz von Lubich and Roche [1990] gelingt es durch die Substitution W,(t) := Y,(t)
die Differentialgleichung als ein explizites DAE System darzustellen

W, =Yy, (5.99a)
0="1,(t,q,w,, y.) — C.(t, W) ¥, + Z\. (5.99b)

Mit der obigen Transformation (5.99) und den Gleichungen (5.97a) sowie (5.97c) ge-
lingt die eingangs geforderte allgemeine explizite Form des DAE-Systems (vgl. (5.88))

HV(t) = F(t, V(). V(to) = Vo, (5.100)
indem der Unbekanntenvektor und die rechte Seite
q r<t7 q; Wayya)
)W, o Ya
TYw (- F= L(t,qw,¥.) — C(t, W)¥a +Z X[’ (5.101)
A c.(t, w,)

sowie die konstante Diagonalmatrix H := diag {I I 0 0} definiert werden. Die
Integration des nicht autonomen Anfangswertproblems (5.100) durch die Rosenbrock-
Verfahren fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

i—1 i—1
j=1 j=1

zur Berechnung der Stufenableitungen V,,; fir : = 1, ..., s. Die Nidherungslosung zum
nédchsten Zeitschritt ergibt sich wiederum aus der gewichteten Aufsummierung der Stu-
fenableitung

Vir = Vo + Y mi V. (5.103)
=1

Uber die Auswertung des Unbekanntenvektors V nach (5.101) lisst sich das Gleichungs-
system (5.102) ausformuliert angeben?

Oqtn, — 4l Owr, Oyr, 0 Vr?i ng
0 51 1 0 ve | Fr
Q. G, A Z v (T VP ( (5.104)
0 z! 0 0 V., F>

22Der Index (- )a an den Knotenvektoren, der jeweils alle Knotenwerte kennzeichnet, wird im Folgenden
aufgrund der Ubersichtlichkeit ignoriert. Die eingefiihrten Knotenvektoren repriasentieren nach wie
vor alle Freiheitsgrade. Die Unterscheidung zwischen den Freiheitsgraden an den Dirichlet-Réndern
erfolgt wie zuvor mit dem Symbol (A) Die Freiheitsgrade an denen keine geometrischen Randbedin-
gungen vorliegen werden im Folgenden durch das Symbol (V) gekennzeichnet.
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Die rechte Seite des Gleichungssystems wird durch die Ausdriicke

Fl o= 1 (Toi, Quis Wi, Yai) + 3121 6 VI, (5.105a)
Fri=Y,+> 2 eV, (5.105b)
F), = f (T, Qui, Wi, Vi) — C(Toi, Woi) Yo + Z i, (5.105¢)
F): =it 0,€c + Co(Thi, W), (5.105d)

reprasentiert und die in der Funktionalmatrix vorkommenden partiellen Ableitungen
werden durch die Gréen

0
oq {t=tn,q=Qn, W=W,, y=yn}
0
8W {t:tn,q:q'ru W:Wn,y:yn}
0
8y {t:tn,q:qna W:W7L7 y:yn}
wiedergegeben. Die Stufenwerte, an denen die Funktionen fiir7 = 1,. .., s ausgewertet
werden, ergeben sich zu
i—1
Ti = by + AL, Q=g+ ayVl, (5.109)
j=1
i—1 i—1
Wni: Wn+za'ijwnj7 Y7u:yn+zaljynj (5.110)
j=1 J=1

Die Néherungslosung zum néchsten Zeitschritt (5.103) konnte durch das Losen des Glei-
chungssystems (5.104) mittels eines direkten Gleichungslosers oder fiir sehr grofe Sy-
steme mit Hilfe von iterativen Gleichungslosern ermittelt werden. Einen allgemeinen
Uberblick iiber die Anwendbarkeit und den numerischen Aufwand von linearen Glei-
chungslosern wird in [Golub and van Loan, 1996] gegeben. Hier jedoch wird eine ent-
koppelte Losungsstrategie angestrebt.

Zur Lésung des Gleichungssystems

Im Hinblick auf eine effiziente Implementierung wird das Gleichungssystem jedoch
nicht in der Form (5.104) gelost. Die geschachtelte Losungsmethodik des FE-Ansatzes,
in dem global fiir das gesamte Gebiet ein Gleichungssystem zur Berechnung der pri-
miren Variablen geldst wird und lokal an jedem Gauss-Punkt eines Elementes kleine
Systeme zur Losung der inneren Variablen berechnet werden, soll auf die Methodik der
Rosenbrock-Verfahren iibertragen werden. Dies erfolgt bei linearen Gleichungssyste-
men mit Hilfe des Schur-Komplements, d.h. der sogenannten statischen Kondensation.
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Hierin wird eine Unbekannte in Abhéngigkeit der weiteren Unbekannten angeben, wo-
mit die Dimension des Gleichungssystems reduziert wird.
Aufgrund der Struktur der obigen Matrix gelingt es zunichst, aus der zweiten Glei-
chung von (5.104) durch
Vi =—F"+43V" (5.111)

die Stufenableitung V7, zu eliminieren. Mit dieser Relation resultiert aus der ersten Glei-
chung von (5.104) eine Bestimmungsgleichung fiir die Stufenableitung der inneren Va-
riablen

Vi
Ve = [Ogh, — 1] " F% = [8gr, — 1] [Owh, 8yr, 0] VY b, (5.112a)
J J AN L s
X, (X" X/ 0] "
vw
—xi - [ X { i = - xev-xv, 5.1120)
=—Xx7 — X'V — X/ {—F%+4V"%}, (5.112¢)

in Abhingigkeit der unbekannten Stufenableitungen V" fiir die priméren Variablen. Die
explizite Invertierung der Matrizen in den Definitionen der Grossen X%, XY und X, in

(5.112a) wird vermieden, indem zur Berechnung der Gré8en lineare Gleichungssysteme

[Ogr, — A1) [ XY XY = [Owr, Oyr.], (5.113)
[ Ot — A1) X7 = —F, (5.114)

ny’

formuliert werden. Es sei angemerkt, dass die GroBen X' und X” nur zu jedem Zeit-
schritt, also unabhingig von den Stufen, berechnet werden, wihrend die Berechnung
von X7in jeder Stufe erfolgt. In Bezug auf eine effiziente FE-Implementierung werden
die Gleichungssysteme (5.113) und (5.114) lokal an den Gauss-Punkten berechnet, da
die formale Assemblierung der inneren Variablen in einen globalen Vektor zu einer Ent-
kopplung der Gleichungen fiihrt. Der Aufwand zur Berechnung der definierten Grofen
reduziert sich auf das Losen eines Gleichungssystems der Dimension der inneren Varia-
blen am Gauss-Punkt.

Mit Beziehung (5.112) wird eine Unbekannte des Gleichungssystems (5.104) elimi-
niert und es resultiert ein auf die Dimension der primidren Variablen und der Lagrange
Multiplikatoren, reduziertes Gleichungssystem

G, +9A, — Q,[XY +4X)] z] { V,gg} _ { F’.+Q.x? — [A, — Q.X!] F,{g}

Z" oV, | F
(5.115)
zur Berechnung der i = 1,.. ., s Stufenableitungen V" und V.. Um die oben geschil-
derte FE-typische geschachtelte Struktur zu erhalten wird im Sinne der Verschiebungs-
steuerung, siche Abschnitt 5.2.2, die Partitionierung der priméren Variablen

w={w w}, (5.116)
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eingefiihrt womit auch die Aufteilung V¥ = { V¥ v }T resultiert. W entspricht dem
Vektor der primiiren Variablen an dem Dirichlet-Rand und W sind die Freiheitsgrade an
denen keine Randbedingungen vorgegeben sind. Diese Aufteilung iiberfiihrt das Glei-
chungssystem (5.115) auf die folgende Gestalt

Kv Kv 0] ( v# F,— QX — [A, — QX |F",
KY K" I Vi b =—9 F,—Qx% — A, — QX F" . (5117
o 1 o] v F

Die Steifigkeitsmatrix K := G, + A, — Q,, [X" + 4X”] ist hierin aufgrund der Par-
titionierung des Unbekanntenvektors in Blockmatrizen aufgeteilt, die sich iiber die As-
semblierungsvorschrift aus der Elementsteifigkeitsmatrix ergeben.?

Offensichtlich ist mittels der dritten Gleichung aus (5.117)

VY — —F) = —At, 0,Cc — Co(Ti, Wiyy), (5.118)

explizit bestimmt. Dies ermdoglicht die Auflosung des Gleichungssystems in ein Glei-
chungssystem der Dimension der unbekannten primiren Variablen, d.h. der Dimension
der Knotenverschiebungen und -temperaturen

KiV% = _F. + QX% + [An = én)?g] E" _ K"V, (5.119)
sowie die Bestimmungsgleichung
Vo = —Fl+ QX3+ |A, - QK] P~ REVE - KV, (5.120)

womit die Unbekannten V){Z , v{g und V2, sukzessiv fiiri = 1, ..., saus (5.118), (5.119),
und (5.120) berechnet werden. Zusammentassend wird in Tabelle 5.4 die globale Vorge-
hensweise der Integrationsvorschrift der Rosenbrock-Verfahren unter Hinzunahme der

Verschiebungssteuerung schematisiert dargestellt.

Aufbau des Gleichungssystem

Der Rechenaufwand des in Tabelle 5.4 angegebenen Algorithmus der Zeitintegration des
DAE-Systems mit den Rosenbrock-Verfahren besteht im wesentlichen in der Losung des
Gleichungssystems (5.119). In diesem Abschnitt wird daher eine effiziente Vorgehens-
weise vorgeschlagen, die zunichst die Struktur der eingefiihrten Partitionierung nach
(5.116) ausnutzt. In weiteren Schritten werden dann die Gleichungen mit Hinzunahme
der Partitionierung primérer Variablen nach (5.96) bzw. (5.98) formuliert. Dadurch wird
die zu berechnende Dimension des Gleichungssystem ersichtlich. Die eingangs einge-
fiihrte Transformation des System in ein DAE-System (5.99) und die damit verbundene
Erhohung der Unbekannten fiihrt somit nicht zu einem zusétzlichen numerischen Auf-
wand.

BDer Aufbau der Elementmatrizen wird in Abschnitt 5.3.3 ausfiihrlich behandelt.
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Tabelle 5.4.: Rosenbrock-Verfahren im Rahmen nichtlinearer FE fiir thermomechani-
sche gekoppelte Problemstellungen

Gegeben: Koeffizienten der Rosenbrock-Verfahren
Anfangsbedingungen yT(ty) = {qo, Uo}* = y3,
Schleife  {iiber die Zeitschritte n =0,..., N

Schleife {iber die Stufen i=1,...,s
Berechne auf globaler Ebene
Toi = to + iy, SY =V, + 3" ay V. (5.110)
Lose auf lokaler Ebene (Elementebene)
[Oqt, — AN XY | XY | = [Owr |Oyr], furi=1 (5.113)
[Oqr, — AN X3;] = [ F] (5.114)
Berechne auf globaler Ebene
Vi =—F, (5.118)
Lose auf globaler Ebene
K"V — —_RY — K¥VW (5.119)
Berechne auf globaler Ebene
V), =—R% - KWYV% — K"V% (5.120)
V)i=—Fi+iVy (5.111)
Vi=—x - XxXvv"_ XV (5.112)
Update Vi1 = Vo + >0 m Vi (5.103)
Schrittweitenadaptivitiit
Fehlerschitzung des lokalen Integrationsfehlers
Berechne neue Schrittweite
Falls Schritt nicht akzeptiert, verringere Schrittweite
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Koeffizientenmatrix des Gleichungssystem (5.119) Die Koeffizientenmatrix
des Gleichungssystem entspricht der oberen linken Blockmatrix der Gesamtsteifigkeits-
matrix K. Aufgrund von (5.115) und (5.117) gilt fiir die Koeffizientenmatrix

KY=G,+4A, — Q, [ X" +4X/]. (5.121)

Die hierin enthaltenen partiellen Ableitungen berechnen sich nach (5.106), (5.107) und
(5.108), welche durch die Beriicksichtigung der Partitionierung (5.116) und die daraus
resultierende Aufteilung der Funktion f = { f £}, zu

. of 0

G,= -— - —{C(w)y} : (5.122a)
ow {9=qn, W=W,,y=yn} ow W=Wy, y=yn
y f 5
A, = or — C(w,), (5.122b)
oy o
{g=aqn, w=w,,y=yn}
N f
Q, = or : (5.122¢)
oq o
{a=qn, w=wy,y=yn}

konkretisiert werden. Die Matrizen X* und X/ werden nach dem linearen Gleichungs-
system

[0gr, — A1) [ XY XV]| = [Owh, Oyt ]| (5.123)

W=Wy,, Y=y’
bestimmt, die sich wiederum aus (5.113) herleiten. Um die Struktur der Koeffizienten-
matrix zu prizisieren, werden folgend die Substitution (5.96) und die damit hervorge-
henden GroBen (5.98) zuriickgefiihrt. Mit der Funktion f, die die diskrete Gleichung
der schwachen Form und den rechten Anteil der diskreten Wérmeleitungsgleichung zu-
sammenfasst f = {g ro }T, vgl. (5.98)1, konnen die Ableitungen in (5.122) formuliert
werden

8i -aug a@g
= 5.124
ow o Oufe Oele|, ’ ( )
{q=qn, w=w,,y=yn} - n
of 0 0
= 12
oy § . Oy, e 0}, ) (5.125)
{9=qn, w=wW,,y=y,} -
or — | Ya9 } : (5.126)
aq . . _aqr@ v
{9=qn, w=w,,y=y,} n

Zudem gilt aufgrund der Struktur der Matrix C, aus (5.98); und iiber die Beriicksich-
tigung der Zerlegung der primidren Variable in ihren physikalischen Ursprung, fiir das
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Produkt
AT €, = C(O)los,.
Cwy=:0 0 Cyo Cyo, , mit _ ' =On (5.127)
{ e Coke} Co = C(O)lo-s,
und die Matrizen in (5.123) konnen in Bezug auf die Partitionierung folgend
X" = [X4 XO] = [0qr.—A1]"" [Our. Oor.], (5.128a)
X/ =Xy Xye] = [0gr, — 4] " [0y Oyora], (5.128b)

zerlegt werden.

Die hier zusammengefiihrten Relationen ermoglichen es, die Koeffizientenmatrix in
Abhingigkeit der Knotenverschiebungen und Knotentemperaturen, die den unabhéngi-
gen Variablen des urspriinglichen DAE-Systems entsprechen, zu konstruieren. Werden
die partiellen Ableitungen von (5.121) nach (5.122) ausgefiihrt und anschlieend zu-
sammengefasst erhilt man als Resultat die Koeffizientenmatrix in der Form

.. Kuu  Kue
K. = {Kgu K”@@} ) (5.129)
mit
KL = 0ug, — Oagn [ X! +9XY] ©-1302)
K = Dogn — DG [ X7 +9X1°] (-1300)
Kn@u = 8ur®n - au{épy(a}n + ’A}/a}'ur@n - aqr@n [qumj + ﬁxr{u] ) (51300)
K?® = doro, — a@{épYG}n — 4Gy, — Oglon [ X7 +AXYe]. (5.130d)

Aufbau der rechten Seite des Gleichungssystems (5.119) Die Formulierung
der rechten Seite des Gleichungssystems (5.119) in Abhingigkeit von den Knotenver-
schiebungen und -temperaturen erfolgt, indem, analog zur Koeffizientenmatrix, die Par-
titionierung der Variablen zuriickgefiihrt werden. Der in (5.119) vorkommende Steifig-
keitsanteil K T'Q" , der aufgrund der statischen Kondensation zu der rechten Seite addiert
wird, kann dquivalent nach (5.121), (5.122) und (5.123) berechnet werden. Die parti-
ellen Ableitungen werden jedoch an den Grofen, an denen Randbedingungen aufge-
bracht sind, ausgewertet, d.h. es werden die Ableitungen O (- ) |{g=g,, w = w,, y=y.} und

Iy () l{q=gn, w =, y=y,} ausgewertet.
Im Folgenden werden die verbleibenden Terme der rechten Seite des Gleichungssy-
stems erldutert. Zur Veranschaulichung werden diese Terme zunéchst durch den Vektor
R = Fl — Q%7 — |A, — Q.X!| F

ne)

(5.131)
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zusammengefasst. Mit Beriicksichtigung der Beziehungen (5.105b), (5.105¢), (5.113)
und (5.114) und einigen trivialen algebraischen Umformungen kann (5.131) in die de-
taillierte Form

R, = — f(Qma Wmv Z) [ ( ) ( )} Y.+
+ [ay n} i + [ n} SV — Cw) eV~ (5.132)
{xq +Xy{ Y, + >0 11A”vnvg} }

tiberfiihrt werden. In Bezug auf die Implementierung wird im néchsten Schritt die Auf-
teilung der primiren Variable w = {u, @}" eingearbeitet. Fiir die Auswertung der
Funktion f an den Stufenwerten folgt daher die Gleichung

Tnl7 Q’I’L’L? UnZ7 @TZ’L
f (Tnia Q.i, Wi, Ym) = { (Tn?(om U, 0, Yu) y@) } (5.133)

n

Hierbei miissen die diskrete Gleichung der Gleichgewichtsbedingung und die diskreti-
sierte Form der rechten Seite der Wirmeleitungsgleichung an den Stufenwerten ausge-
wertet werden. Die Stufenwerte bezogen auf den Verschiebungsvektor und die Knoten-
temperaturen berechnen sich aus

U, = u, —|—Zaw & @, =6, Zaw ° (5.134)

yu"+za23 VT}L/;’ y@n+zaz] V.V()' (5.135)

Die rechte Seite der diskretisierten Wiarmeleitungsgleichung kann geméaf (5.37) durch

beschrieben werden. In obiger Gleichung wird die Konduktivitdtsmatrix C, aus (5.38)
bestimmt. p,,; entspricht der diskreten Form der thermoelastischen Kopplung p" und re-
sultiert aus (5.39). Aufgrund der zuvor hergeleiteten Relation fiir die thermoelastische
Kopplung®* besteht die Abhingigkeit p,; = p(U,;, ©,;, Y). Hierin gilt eine lineare
Beziehung beziiglich dem Vektor Y, das die Verzerrungsraten représentiert. Infolge-
dessen lésst sich der Vektor der thermoelastischen Kopplung hinsichtlich einer Auswer-

tung an den Stiitzstellen durch

bzw. hinsichtlich einer Auswertung an den Zeitschritten durch
pr = P(Uyn, ©,)Yu, = PoYu,, (5.137b)

24vgl. Abschnitt 5.2.1 bzw. (5.39)
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darstellen. Die hier eingefiihrten Matrizen P,,; bzw. P,, werden im folgenden Anschnitt
niher bestimmt. Des Weiteren wurde in (5.136) die inelastische Dissipation in diskreter
Form

gemal (5.39), eingefiihrt.

Mit dem Einsetzen von (5.138), (5.137), (5.136) und (5.133) in (5.132) und unter
Beriicksichtigung der Diagonalform von C = [0 cp} gelangt man nach einigen Umfor-
mungen auf die abschlieBende Form der rechten Seite des Gleichungssystems

R. = {RY, RS}, (5.139)
mit
RS = —Cu(©,)0,+d,;+ [C) — C | Y5 + [Py — P ] Y& +

- . " (5.141)
i—1 A n\Vi—1 A
— P> eV 4+ Gyl Ve — [Defen | X

5.3.3. Formulierung auf Elementebene

In den beiden vorherigen Abschnitten wurde die globale Losungsprozedur nach Tabel-
le 5.4 erldutert. Insbesondere wurden die Struktur des linearen Gleichungssystems und
die damit verbundenen globalen GréBen, welche aus der Integration des semidiskreten
DAE-Systems mittels der Rosenbrock-Verfahren resultieren, dargestellt. Im Rahmen ei-
ner Finite-Elemente Implementierung, aus der die diskrete Form der lokalen Gleich-
gewichtsbedingung (5.21) bzw. (5.59), die diskrete Evolutionsgleichung (5.27) und die
diskrete Wirmeleitungsgleichung (5.35) resultieren, konnen diese globalen Grof3en lo-
kal an jedem finiten Element bzw. aufgrund einer numerischen Integration mittels der
Gauss-Quadratur sogar an jedem Integrationspunkt (Gauss-Punkt) eines Elements be-
rechnet werden. Folgend soll die lokale Umsetzung der Prozedur, insbesondere die For-
mulierung der Gleichungen auf Elementebene erldutert werden.

In Tabelle 5.4 ist das Struktogramm des Algorithmus abgebildet. Innerhalb der Stu-
fe 7 eines Integrationsschrittes miissen in jedem Element die Evolutionsgleichung und
die diskreten Feldgleichungen sowie alle weiteren Groen des globalen linearen Glei-
chungssystems, die aus der Linearisierung der Feldgleichungen resultieren, berechnet
werden. Diese GroBen sind symbolisch in Tabelle 5.5 zusammengetragen. Die Her-
leitung der partiellen Ableitungen im Sinne einer konsistenten Linearisierung wird im
Anhang A.3 in einer Tensornotation angegeben. Hier werden sie in Bezug auf die zu-
vor vorgestellte FE-Diskretisierung in einer Matrixnotation formuliert, womit eine klare
Darstellung der implementierten Gleichungen auf Elementebene hervorgeht.

Das Gleichungssystem (5.114) bzw. (5.128) geht aus der Evolutionsgleichung (5.27)
hervor, und kann am Gauss-Punkt unter Ausnutzung von (5.9) und (5.28) sowie der
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Tabelle 5.5.: Symbolische Darstellung der Integrationschleife innerhalb einer Stufe
Schleife iiber die Stufen ¢=1,...,s

Schleife iiber die Elemente e =1,...,n,

Berechne:

XS 4 ¢, Ogr°

Xe < aqrey aurey a@re,
Re <~ ge’ rga xe7 aqgexe’
k® « aClge Xe’ augea 89967 aqrz7 aurga 89r§7 8...'%7

Assembliere
R, <+ Re K% +« k°

Eigenschaft der Koinzidenzmatrizen

ZeT

k

Ze

(5.142)

&k

{I fur é:e A %kzgk‘?

0 sonst,

die eine Einheitsmatrix € R"*™ ergeben, wenn das Produkt an dem selben Gaus-
spunkt ausgefiihrt wird, formuliert werden. Dementsprechend kénnen die Matrizen der
Gleichungssysteme, die aufgrund der Verfahrensvorschrift zum jedem Zeitschritt ¢,, be-
rechnet werden, in die lokale Form

N e or(Ce(€,,),0°(€,),9°(&y))
gl = Z zZ 5.143
ar 21; 0q°(&,,) a (149
und
ur _QiizeT ar €k) He(gk) e(gk))ée(sk)ze’ (5144)

0C<(&y,)

e=1 k=1

iiberfiihrt werden. Die Matrix B¢ = FSIB¢ resultiert aus der impliziten Abhiingigkeit des
rechten Cauchy-Green Tensors C° = 2E°(u®) + | von den Verschiebungen, indem die
Kettenregel

OF  OF 0C°OE° _OF ...
o~ 9C O owe  2aCe B0 (5.143)
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angewendet wird. Mit Einfithrung der lokalen Formulierungen der Matrizen, d.h. der
Formulierung der Matrizen am Gauss-Punk

Ne MNGP Ne NGP

X0 =3NS ZIX (OB E)Z. X0 =3 S ZIXG(EINT(6,)Z5. (5.146)

e=1 k=1 e=1 k=1
und der lokalen Formulierung des Vektors

Ne  NGP

X3 =" "ZEx(&), (5.147)

e=1 k=1
sowie der Ausnutzung von (5.143) und (5.144) und einer anschlieBenden Faktorisie-
rung der Koinzidenzmatrizen wird es offensichtlich, dass statt der globalen Gleichungen
(5.114) und (5.128a) lediglich die Gleichungssysteme
or(C;, 01, ai) or(C;, 03, )
- A [X, | X5 ] = " F7° 5.148
aqi Y [ uk ’ k] 802 ’ k ) ( )

der Dimension ny an den Gauss-Punkten &, auszuwerten sind, womit der Aufwand
zur Berechnung der inneren Variablen praktisch durch das Losen obiger linearer Glei-
chungssysteme wiedergegeben ist. Hierin wird (5.105a) durch den Vektor F/° am Gauss-
Punkt reprisentiert. In einer klassischen nichtlinearen FE-Implementierung sind an den
Gauss-Punkten hingegen nichtlineare Gleichungssysteme der Dimension des Material-
modells zu berechnen. Es sei hier angemerkt, dass in (5.148) aufgrund der Anschaulich-
keit nur X¢ dargestellt ist. Die Berechnung von Xg am Gauss-Punkt erfolgt in gleicher
Form, auBler dass auf der rechten Seite des Gleichungssystem die Evolutionsgleichung
nach den Knotentemperaturen abzuleiten ist, 9r°/06°.

Die diskreten Groflen der Feldgleichungen auf lokaler Ebene bilden sich offensicht-
lich direkt aus dem FE-Ansatz, d.h. aus der Wahl der Elementformulierung. Fiir eine
gemischte Elementformulierung ergibt sich, wie zuvor vorgestellt, die Gleichgewichts-
bedingung (4.36) und in diskreter Form (5.59), die einerseits von den deviatorischen
Spannungen® abhiingt, welche eine Funktion aller priméren Variablen ist, und ander-
seits linear von dem Verschiebungsgradienten. Im Zusammenhang mit der Linearisie-
rung nach (5.130a) folgt aus der Differentiation nach den Verschiebungen (I) ein kon-
stitutiver Anteil, der aufgrund der inelastischen Konstitutivbeziehung aus der physika-
lischen Nichtlinearitit hervorgeht, und (II) ein resultierender Anteil der mechanischen
Steifigkeit, der auf die geometrische Nichtlinearitét zuriickzufiihren ist. (III) Zudem lie-
gen Terme vor, die aufgrund der Volumendehnung der gemischten Formulierung zu be-
riicksichtigen sind. Insgesamt ist festzuhalten, dass die Ableitung in drei Summanden
zerlegbar ist

Ougn = 0ugV + 0,g W + 9,g V. (5.149)

25 Aufgrund der gemischten Elementformulierung, in der die Volumendehnungen iiber eine eingefiihrte
Variable explizit betrachtet wird, gehen hier deviatorische Anteile der Spannung ein.
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Steifigkeitsanteil (I) von (5.130a): Mit der zuvor definierten Beziehung (5.146),
und der additiven Zerlegung der Materialgleichung, in einen Gleichgewichtsanteil, der
unabhingig von den inneren Variablen ist, und einen I''Jberspalnnungsalnteil,26 der die
inelastischen Spannungsanteile beriicksichtigt, kann zunéchst durch

e 'i'e e [
(g, X0 =3 2" | [B7R T B 7. 5150

e=1

e

ein Anteil der konstitutiven Elementsteifigkeitsmatrix vorweggenommen werden. Mit
dem verbleibenden konstitutiven Anteil, des aus der Differentiation bei konstanter De-
formation resultiert, ldsst sich der Beitrag der Elementsteifigkeit (5.130a) in materieller
Form folgend

29" ~049.X: = Y27 | [ BTFLCIFIB 0| 22 (5.151)
e=1

€

angeben. Hierin ist der Tangentenoperator durch

OT(C,0%,07) 0TS, (C°.0)

CS, =2 152
CM ace aqe ) (5 5 )
definiert, worin der erste Summand
'i'e e 0 e a‘i’:oe Ce’ o° 'i'e e e
a (C,H 7q) _ q ( )+a ov<c7q) (5153)

0Ce 0Ce 0Ce ’

aufgrund des Materialmodells wiederum additiv zerlegt werden kann. Anhand des de-
viatorischen Spannungszustands des Gleichgewichtsanteils ist nur der isochore Anteil
der Deformation in dem ersten Term involviert.

Steifigkeitsanteil (Il) von (5.130a): Der aus der geometrischen Nichtlinearitt her-
riihrende Steifigkeitsanteil berechnet sich aus der Linearisierung bei konstanten Span-
nungen. In Bezug auf die in [Hartmann, 2003] dargestellte Konvention ldsst sich dieser
Anteil fiir eine rdumliche Formulierung des gemischten Elements in der Matrixnotation

Ne

ugh = 2 / BET ME BE, d0. | Z°, (5.154)

e=1
(s

26Siehe Abschnitt 3
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angeben. Die in diesem Anteil der Steifigkeitsmatrix eingehende Diskretisierung des
Verschiebungsgradienten ist durch die Matrix

s, 00 mg, 0 0 ce 00
0 ni, O 0 ng, O 0 reny 0
0 0 ni, O 0 nj, 0 0 Tenz
ni, 0 0 ng, O 0 reny U 0
Bke=|0 nf, O 0 n3, O 0 ng.. 0 |, (5155)
0 0 mg, 0 0 m, 00 m,
i, 00 w5, 00 fe 00
0 ni, O 0 n5, O 0 renz 0
| 0 0 nf, O 0 n3, 0 0 ng. .l

beriicksichtigt. Zudem gehen in die Beziehung (5.154) die Komponenten des Kirch-
hoff’schen Spannungsvektors S + JNTH™'s, e aus (5.59),% iiber die Matrix

s, 0 0 s 0 0 s 0 0
0 s 0 0 s55 0 0 sf, O
0 0 s§5 0 0 sf3 0 0 55
sfo 0 0 s5 0 0 s55 0 O
M{=|[0 s55 0 0 s55 0 0 sf35 0], (5.156)
0 0 sf3 0 0 sf; 0 0 sf
sfs 0 0 s55 0 0 s§5 0 O
0 sf5b 0 0 sf3 0 0 sf; O
[0 0 55 0 0 s 0 0 s5]

in die obige Gleichung ein. (5.156) kann mittels des Operators [I ® FT}T%, welche
in eine Matrixform F5 € R iiberfiihrt werden kann, siehe [Hartmann, 2003], auf die
materielle Darstellung

M§ = F{ MSFS, (5.157)

transformiert werden.

Steifigkeitsanteil (lll) von (5.130a): AbschlieBend sei noch der konstitutive Anteil
betrachtet, der aus dem Kugelanteil der der Spannung aufgrund der gemischten Element-
formulierung hervorgeht. Infolge der impliziten Abhingigkeit der Volumendehnung von
den Verschiebungen resultiert durch die notwendige Riicktransformation auf die Refe-
renzkonfiguration, der anschlieBenden Linearisierung und der Vortransformation auf die

?"Der Kirchhoff’sche Spannungstensor S ist symmetrisch und kann daher in einer Matrixform folgender-
. . T
weise definiert § = { s11,822, 533,512, 523,513 }  werden.
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Momentankonfiguration zunichst®® der Beitrag

Dug ™ = 32" / X J BT (ee” — 21) Bt de, | Z°. (5.158)

e=1

€

Ein weiterer Term ergibt sich aus der Linearisierung des hydrostatischen Drucks, dass
durch die Gleichung

Dy g, 1) Z zeT [kf;ka;ki] Z, (5.159)
e=1
mit

eTpe eTye
k: _ /JeNeeTBe dQea kg _ He*1 /@NGO U’ (N r )N NeT dQe Hefl
: 4 O ¢© ©*

(5.160)

bestimmt ist. Aus der Summe beider Terme J,g ™ = 9,9 ™ + 9,9 "™ erhilt man
somit den Steifigkeitsanteil der Kugelspannungen, die de facto nur die volumetrische
Deformation beriicksichtigt. Mit (5.151) und (5.154) sowie (5.158) und (5.159) sind al-
le Terme der Elementsteifigkeitsmatrix bestimmt, die den Beitrag der Gesamtsteifigkeit
nach (5.130a) definieren.

Steifigkeitsanteile von (5.130b): Im Weiteren wird die Elementformulierung der
Blockmatrix nach (5.130b) niher betrachtet. Die Berechnung der Matrix X¢ erfolgt
in Analogie zu dem zuvor hergeleitetem Gleichungssystem (5.148). In diesem Fall ist
allerdings die Ableitung der diskreten Evolutionsgleichung nach den Temperaturen zu
bestimmen. Diese berechnet sich am Element gemal

Do, — ZZZZ% ore(Ce( E%;(é?;) e(fk))N%T(ék)Z%. (5.161)
e=1 k=1

Die Differentiation der Gleichgewichtsbedingung nach den Temperaturen gelingt, indem
zum einen die deviatorischen Spannungen beriicksichtigt werden, die linear von den
Temperaturen abhéngen, und zum anderen die Abhingigkeit der Volumendehnung von
der Temperatur, welche in dem Kugelanteil der Spannung vorliegt

dogn = Y 2 /BeT {ehsgql’ + JeNTH } NS Q. | Z5. (5.162)

e=1

e

28Eg sei hier angemerkt, dass dieser Prozess,d.h. Riicktransformation—Linearisierung—Vortransformation
selbstverstiandlich auch fiir alle anderen Anteile durchgefiihrt wird.

116



5.3. Zeitdiskretisierung mittels Rosenbrock Verfahren

Die partielle Ableitung des hydrostatischen Drucks nach der Temperatur des Kugelan-
teils ist aus der diskreten Form, siehe (5.55)3, zu bilden, woraus der Vektor

m: = / or B NE dQ).., (5.163)

Qe

resultiert, der uiber die skalare Funktion

h 9@((12—1)U’£—£U”£) 5.164
=5 ((G5-1)re)-Tr), .164

definiert ist. In obiger Gleichung sind selbstverstindlich alle unabhanglgen Variablen
diskretisiert zu behandeln, d.h. es gilt " = NT@°, I™ = N°TT° und " = (") Zur
Vervollstindigung von (5.130b) ist noch der Beitrag aus den Uberspannungen hinzuzu-
fiigen. Dieser Anteil wird aus der zuvor ermittelten Matrix Xg durch

(5]

Mol @)y NeTa0,| 25, (5.169)

aT
[949.] X ZzeT / BT F:,

berechnet. Damit ist der Steifigkeitsanteil nach (5.130b) aus der Summe von (5.162) und
(5.165) vollstiandig beschrieben, wodurch der Tangentenoperator

(S aTgV €
C = ESWD Fs, 0 — X, (5.166)
aufgestellt wird. Die Herleitung aller Gleichungen des mechanischen Anteils der Stei-
figkeitsmatrix, der aus der Gleichgewichtsbedingung entwickelt wird, ist fiir das hier
behandelte Materialverhalten abgeschlossen.

Steifigkeitsanteile von (5.130c) und (5.130d): Die Anteile der Steifigkeitsma-
trix nach (5.130c) und (5.130d) ergeben sich aus der Linearisierung der Warmeleitungs-
gleichung bzw. seiner rechten Seite (5.136). Offensichtlich implizieren diese Terme un-
terschiedliche Beitrige zu der Steifigkeitsmatrix. Es ist daher naheliegend, die Anteile
einzeln zu betrachten, wie im Folgenden dargestellt wird.

Angesichts der zu beriicksichtigen Abhiéngigkeit der rechten Seite der Wirmelei-
tungsgleichung (5.136) von den primiren Variablen, geniigt es, fiir die Differentiation
nach den inneren Variablen ausschlie8lich den Dissipationsterm

de(ue, 0°, q°) = Zzg/gR(se NS, do., (5.167)

e=1 Qe

»Der Index (- )" ist zugunsten der Ubersichtlichkeit in (5.164) weggelassen worden.
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mit 6° = "(u®, 6°,q°) einzubeziehen. Hierdurch erhélt man fiir das Produkt aus der
Ableitung nach den inneren Variablen und den Matrizen nach (5.146) mit Einbeziehung
der Eigenschaft (5.142) die lokale Formulierung

[Oglon ] X! =523 / N, {cgsz} FTBe dQ, Z°, (5.168)
e=1 Qe
und .
[Ogron ] X0 =2 / (cgjxg)) NN dQ. Z5,. (5.169)
e=1 Qe

Der oben eingefiihrte Tangentenoperator resultiert aus der Ableitung des inelastischen
Dissipationsterms nach den inneren Variablen. Es gilt ng := or 00°/0Q°. Zur Berech-
nung der weiteren Terme der Steifigkeitsmatrix nach (5.130c) und (5.130d) ist die Ab-
leitung von (5.136) nach den Verschiebungen und Temperaturen zu formulieren. Es wer-
den wie zuvor fiir die Gleichgewichtsbedingung die Terme einzeln aufgestellt. Fiir die
Ableitung nach den Verschiebungen gilt formal die Zerlegung

Oulon = Ours + 0urS"™ + 9,r{™. (5.170)

Der erste Beitrag wird aus der Ableitung des Terms C,(u®, 6°) 8° nach den Verschie-
bungen gebildet, der aus der Warmeleitfahigkeitsmatrix in lokaler Form hervorgeht

C.— Zzg/J%eB*ng dQe. (5.171)

Die Verschiebungen gehen durch die spezifische Wirmeleitfihigkeit x¢ = x"(u¢, 8°) in
das Element ein, dessen Differentiation auf den lokalen Ausdruck

ourl) <>z | [wer [BEBL0YeT - oM, Boan |z a7

e=1

€

fiihrt und aufgrund der Materialgleichung®® aus einem konstitutiven Anteil und einem
weiteren Anteil gebildet wird, der aus der geometrischen Nichtlinearitit resultiert. Die-
ser Anteil wird durch die Matrix

TLT x(ne 9 ) nen J:(ntel xea)
nl y(n 9 ) nen y(nZ 9(1)
- 9 o) ns .(nS.0,)
MCT — nl z(n nen z\"%aq,zYa 1
N e ) 18y (n5,00) () 4 (00
niy(nz,ze ) + n? z(nz yea) e nien,y( ) fL ( Z )
_nim (ncez 2‘9 ) + nl z(nz xea) s nien,x(” 9 ) i ( )

9Die Wirmeleitfihigkeit des Materials ist durch das Modell des Fourier’schen Wirmeflusses nach (3.47)
charakterisiert.
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replréisentiert.31 Die Matrix B, nach (5.33), symbolisiert den rdumlich diskretisierten
Gradientenoperator, der aus der Ableitung der Ansatzfunktion nach den rdumlichen Ko-
ordinaten zusammensetzt ist und zur Berechnung des Temperaturgradienten grad 6 her-
angezogen wird.

Der zweite Summand aus (5.170) beschreibt den Tangentenanteil, der aus der Lineari-
sierung des thermoelastischen Kopplungsterms (5.137) entsteht. In einer diskreten Form,
basierend auf einer gemischten Elementformulierung erhélt man fiir den Kopplungsterm

p

T
p(us,0°y;) = ZBT/Ne N"TBS) {%Sgg + JeeNeTHe_lme} B°dQ.y;.
e=1

(5.174)
Die lineare Abhédngigkeit von den Verzerrungsraten, die aufgrund der Rosenbrock-Ver-
fahren iiber die Variable y; substituiert ist, sieche (5.137), bleibt natiirlich auf lokaler
Ebene erhalten und es gelingt, mit S§ := S + J°@ (N°76°) NTHe™ m{ die abkiirzende
Darstellung

p(us,6°,y:) = Y ZTPe(ue, 6°) ye,  mit PC:/N%SiiTBedQe, (5.175)

e=1

fiir (5.174) zu formulieren. Wird die Linearisierung ausgefiihrt, so ist zum einen ein An-
teil zu beriicksichtigen, der lediglich auf einen isochoren Deformationszustand zuriick-
zufiihren ist, und ein weiterer, welcher aus dem volumetrischen Anteil der Deformation
abgeleitet wird. Dementsprechend resultiert die lokale Gleichung auf Elementebene

Dur ZZGT / JENgyeT BTCIBE dQ, + krekeeke | Z°. (5.176)

e=1 Qe

Der Tangentenoperator
e isoe eTpe) NieTHe ! pe
CY =Ci°+ (Ng6°) NTH" m: [ee'M —21] (5.177)

korrespondiert entsprechend der gemischten Formulierung und wird aus einem Anteil
Cifc;’ = TISO /OC aufgestellt, welcher iiber den isochoren Deformationszustand definiert
ist. Der zwelte Anteil in (5.177) geht aus den Kugelspannungen hervor, somit aus den
volumetrischen Deformationen. Weiterhin resultieren aus dem Kugelspannungszustand
die Steifigkeitsanteile

op"

ZNNET A, | He
Roar

ke = / JENgYT (NJ6°) BTeNT d,, KB = He™' /
Qe Qe

(5.178)

3IEine Herleitung dieser Matrix ist im Anhang A.3 ausfiihrlich dargestellt.
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Diese GroBen entsprechen der Linearisierung von 3" nach den Verschiebungen in dis-
kreter Form. Hierbei wird die implizite Abhéngigkeit von den Volumendehnungen aus-
genutzt, womit die skalare Funktion

op" 0 ¢ (< 1@) I ( 190)F wd I’ ///F)

2 ([(1-=Z\U 3— - =U"(=)+—U :

oI 0y p? 0 ¢ (90) 0¢') ¢ (90) ©? (90)
(5.179)

gebildet werden kann. Analog zu (5.164) werden alle unabhiingigen Variablen als dis-
krete GroBen im Element berechnet. Der dritte Beitrag aus (5.170) wird aus der Dif-
ferentiation des inelastischen Dissipationsterms der Wirmeleitungsgleichung nach dem
Verschiebungsfeld gebildet, und es gilt in lokaler Form

Durd™ = ZzeT / N¢, C5 FST BT dQ, | Z¢, (5.180)

mit dem resultierendem Tangentenoperator C§ := 20r 06°/0C°. Damit sind alle Stei-
figkeitsanteile nach (5.170) dargestellt, und es werden im Folgenden die Ableitungen
nach den Temperaturen

dolon, = dors + dord" + dord™ (5.181)

auf Elementebene formuliert. Uber die Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wiir-
meleitfdhigkeit wird der erste Term gebildet und man gelangt zur Gleichung

ZzeT Je—BeT(Be 6°)NI + J°k"BIBS dQ. | 25, (5.182)

Der zweite Anteil resultiert aus der thermoelastischen Kopplung (5.174). Durch die Dif-
ferentiation dieser Gleichung nach den Knotentemperaturen gelingt die Herleitung des
zweiten Terms

. 1 e Tyre-l ,
dors” = zeT / Ngy: B {@sgg + JeNTHe " (m¢ + 0"m¢)) } NS d. | Z,

(5.183)
mit 9"«
el c
my /QR 20 N d€Qe. (5.184)
Qe
Der abschlieBende Steifigkeitsanteil aus (5.181) wird iiber die Ableitung des inelasti-
schen Dissipationsterms gebildet, der in lokaler Form durch

deri™ = ZZeT ‘% N6 N Q. | Z, (5.185)
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mit dem skalarwertigen Tangentenoperator g 95°/00 = og 05"/ 86" oo (6°) angegeben
werden kann. Zur vollstindigen Angabe der Steifigkeitsanteile verbleiben noch drei An-
teile aus (5.130c) und (5.130d). Fiir die Wirmekapazitdtsmatrix (5.36) in einer lokalen
Form gilt

Co=>2% / orcs NENE dQ, (5.186)
e=1 Q

mit der spezifischen Wirmekapazitit ¢, := 02(06), die in Abhingigkeit der diskreten
Knotentemperaturen berechnet wird. Im Weiteren ist die Abhiingigkeit von den Verzer-
rungsraten zu beriicksichtigen. Diese leisten iiber die thermoelastische Kopplung einen
Beitrag zur Elementsteifigkeit. Aus der Differentiation des Kopplungsterms (5.175) nach
den substituierten Verzerrungsraten Y, folgt die Elementformulierung

Oy, lo, = > ZG Pe(ue,6°). (5.187)
e=1

Vervollstindigt wird die Elementsteifigkeit durch die Elementgleichung

. e oct
Go(Coyaln =D 2 | [ on'yt (NEYS) NoNE ac | 22 (5.188)

e=1
€

mit dem skalarwertigen Tangentenoperator gr dc; /00 = or 802 /00 ‘ o0 (6°)" Dieser An-
teil der Steifigkeit beriicksichtigt die explizite Temperaturabhingigkeit der spezifischen
Wirmekapazitit. Eine Zusammenfassung der Steifigkeitsanteile nach (5.129) fiir die
hier dargestellte, gemischte Elementformulierung ist in Tabelle 5.6 zu finden.

Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems bedarf es neben der Bereitstellung
der Elementsteifigkeitsmatrix auch der Elementgleichung der rechten Seite nach (5.139).
Der aus der Gleichgewichtsbedingung resultierende Anteil (5.140) wird im Element mit-
tels der Gleichung

R (U, ©,:, Qi) = > ZT / BeT {he + JeeNeTHe“sg} dQ., (5.189)

e=1 Qe

bestimmt. Hierbei gilt fiir den lokalen Differenzvektor h® = h(q®,u®, 6°)|,;, der auf-
grund von 8P = 8 4 F3 T, iiber die Differenz

h® =S¢ — Fs, %LZV x¢ =S¢ — (?gv - 88-;0! xe> , (5.190)

berechnet wird. Fiir den thermischen Anteil der rechten Seite (5.141) sind bereits bei der
Herleitung der Steifigkeitsmatrix alle GroBen im Element beschrieben. Hier ist lediglich
zu beachten, dass sie GroBen die in die Steifigkeitsmatrix eingehen zum Zeitpunkt ¢,,
ausgewertet werden und die GroBen der rechten Seite zu jeder Stufe 7,,;,,7 = 1,...,s.
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Tabelle 5.6.: Zusammenfassung der Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130a):

Ke, = / JBT[CY + A5 (ee” — 21)] BC Q. + KTk kS +
Qe
+/B;TL MBS, d€. (5.151,5.154, 5.158, 5.159)

Qe

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130b):

Ke, = /BeT {Cf + N (He‘lmg> e} N dQ. (5.162, 5.165, 5.166)

Qe

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130c):

K5, = / K |BY (B o%)e” — M5, | BEdn, + K0k eks +
Qe
+ / N5 {5 — Crxe | st + 4857 | Beao. +
Qe

eT

+ / J°Ng Yy 'BTCYBe df), (5.168, 5.172,5.176, 5.180, 5.187)
Qe

Anteil der Steifigkeitsmatrix nach (5.130d):

a h
KS, = /Je {a_ZB%T (BS6°) NI + thngg} Q. +

Qe
e yeTRe 1 e eaNeT e ! e e €
+ /N@yuTB T {%Seq') + J°eNTH (m¢ + Hhmp’)} N dQ, —

e

L, € ace € € 856 1 € € € €
_ /QR (”}/C,p + 0; (N@Ty@) + 0 + &C(;;FX@> N@N@T d€2.

€

(5.169, 5.182, 5.183, 5.185, 5.186, 5.188)
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5.3.4. Adaptive Schrittweitenkontrolle

Der Gesamtaufwand bei praktischen Berechnungen ist im Wesentlichen davon abhén-
gig, welche Genauigkeitsanforderungen an die Ndherungslosung gestellt werden. Ist ei-
ne hohe Genauigkeit erwiinscht, so kann dies kleine Schrittweiten und damit einen ho-
hen Rechenaufwand zur Folge haben, wihrend bei geringeren Genauigkeitsanspriichen
die Schritte sehr viel groBBer gewihlt werden konnen, falls keine Stabilitdtsprobleme be-
stehen. Aufgrund zeitabhingiger Anderungen der Eigenschaften der Gleichungssyste-
me sind adaptive Strategien zur Steuerung der Zeitschritte im allgemeinen unerlésslich.
Ziel einer Schrittweitensteuerung ist die Kontrolle des globalen Diskretisierungsfehlers,
so dass bei moglichst groen Zeitschritten eine vorgegebene Fehlertoleranz in einer ge-
eigneten gewichteten Norm zum Endzeitpunkt der Rechnung nicht iiberschritten wird.
Eine derartige Steuerung beruht iiblicherweise auf einer Schitzung des lokalen Diskre-
tisierungsfehlers. Eine in der Praxis bewihrte Strategie zur Schrittweitensteuerung sind
sogenannte eingebettete Verfahren, welche im Rahmen dieser Arbeit angewandt wer-
den. Die folgenden Erliduterungen zu der Prozedur orientieren sich an den in [Hairer
and Wanner, 1996], [Strehmel and Weiner, 1995] oder [T6rnig and Spellucci, 1990]
beschriebenen.?

Zu dem in Gleichung (5.60) definierten Anfangswertproblem sei die exakte Losung
durch y(t,) gegeben. Der lokale Integrationsfehler (¢, 1, ¥; At,) ergibt sich aus der
Differenz der exakten Losung y(t,,,1) und der numerischen Losung ¥, 1, welche durch
den Integrationsschritt des angewendeten Verfahrens vorliegt

.V;;l
@ ist die sogenannte Verfahrensfunktion. Diese Funktion ist nur formal explizit darge-
stellt und enthilt ebenfalls implizite Verfahren. Fiir viele Einschrittverfahren, insbeson-

dere der Klasse der Runge-Kutta Verfahren, kann aufgrund der Konsistenz* fiir den
lokalen Integrationsfehler die Form

O(tnr1, ¥i Aly) = Aty (L, ¥ (1)) + O(AL?) (5.193)

2Neben der Verwendung eingebetteter Verfahren eignen sich zu Steuerung der Schrittweiten die
Richardson-Extrapolation. Eine weitere Moglichkeit der adaptiven Schrittweitensteuerung bieten die
sogenannten predictive controller, die auf Elemente der Regelungstechnik zuriickgreifen, siehe hierzu
[Gustafsson et al., 1988] und [Gustafsson, 1994]. Allgemeine Untersuchungen dieser beiden Proze-
duren finden sich in [Hairer and Wanner, 1996] und der dort zitierten Literatur.

3Ein Einschrittverfahren Vi1 = Y(tn) + At D(ty, Yu; At,,) heiBt konsistent mit dem Anfangswert-
problem (5.60), wenn es gilt:

lim  max |F(t,¥(t)) — B(tn, Yn: Aty)| = 0. (5.192)

At,—0 0<t<T

123



5. Konsistente Raum- Zeitdiskretisierung

hergeleitet werden. Der lokale Integrationsfehler besteht aus dem Hauptteil des lokalen
Fehlers At2H1W (¢, y(t)) sowie einer GroBe der Ordnung A¢?+2. Der Hauptteil des lo-
kalen Fehlers dient im Allgemeinen zur Abschitzung des lokalen Fehlers, um damit die
Schrittweiten zu steuern. Zur Schitzung des Hauptteils des lokalen Fehlers kann ein aus
dem Verfahren der Ordnung p > p + 1 gewonnener weiterer Ndaherungswert

Vi1 = Yo + AL D(L,, i At,,), (5.194)

mit der Verfahrensfunktion @(tn, y; At,,) verwendet werden. Beide Verfahren fiihren zu
den lokalen Fehlern

§=Y(tni1) — Vo1 = AT (t, y) + O(APT?), (5.195)
6 =Y(tni1) — Vi1 = AL (L, y) + O(AEF?), (5.196)

so dass aufgrund von p > p + 1 durch Bildung der Differenz beider Fehler sich der
lokale Integrationsfehler des Verfahrens niedrigerer Ordnung abschitzen lésst:

8 —8=Yui1 — Yos1 = AP (t, y) + O(AET) = AP (L, ). (5.197)
Mit der Forderung, dass der Fehler eine vorgegebene Toleranz

AT (L, Y| 2 [Vt — Yorill < eVl + 20, (5.198)

(mit £, und ¢, als vom Nutzer definierte absolute und relative Fehlertoleranzen), nicht
iiberschreitet, und der Annahme, dass der Fehler | (¢, ¥)|| ~ C iiber einen Zeitschritt
niherungsweise konstant bleibt, 1isst sich der Fehler folgendermaBen abschitzen:

Vi1 — Vsl = CALTL (5.199)

Die Forderung der Gleichheit des Fehlers fiir eine neue Schrittweite At,.,, mit der vor-
gegebenen Fehlertoleranz liefert

CALTL = e || ¥l + .. (5.200)

new

Eine Abschitzung der neuen Schrittweite resultiert aus der Auswertung der Beziehun-
gen (5.199) und (5.200) durch Eliminierung von C":

~ 1/(p+1
S AR )“” )
|Vni1 — Vol

Aufgrund der verschiedenen physikalischen Eigenschaften, der in dem Losungsvektor y
integrierten GroBen, und der Vermeidung zu hiufiger Anderungen der Schrittweiten ist
es zweckmiBig [Ellsiepen and Hartmann, 2001], den geschitzten lokalen Fehler Y., :=

yn-i—l — Ynt1 durch
Uy = an+1 —Upy, @err = én-{—l - @n-i-la (5.202)

qerr = antl — Qn+1; Aerr 1= XnJrl - AnJrlu (5.203)

(5.201)

Atnew = Atn <
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beziiglich den physikalischen GroBen zu separieren und geméll Deuflhard and Borne-
mann [2008] eine moglichst glatte Norm, die ein skalares MaB fiir den Fehler liefert, zu
definieren. Dem Vorschlag von Hairer and Wanner [1996] folgend werden die Normen
in (5.201) als Euklidische Normen

1 & uk 2 1 & 0k 2
L= | = S S S __Ter ) (5204
W=\ e 2 (aﬂusr +azk) 0=\ g 2 <s$re/:| +az'f) 209

k=1 k=1

fiir die Verschiebungen und Temperaturen definiert. Hierin entsprechen v und 0% der
k-ten Komponente der Vektoren U, bzw. O....>* Die FehlermaBe gewichten den Fehler
also komponentenweise mit vorgegebenen absoluten und relativen Toleranzen. Fiir die
inneren Variablen wird nach Ehlers and Ellsiepen [1998] bzw. Diebels et al. [1999] eine
Maximum Norm

k
qCIT

e e —
elqf| + ek

max
1<k<nq

) (5.205)

q =

definiert. Das Maximum dieser gewichteten FehlermaBe, e,, = max(e,, €y, ¢,), dient
dann zur Bestimmung der neuen Schrittweite:

~1/(p41)
Atpew = Aty - {maX(fmi“’ futey €m” °7 ) falls e > 1 (5.206)

Min(frax, fratey €m’ CTY) falls e, < 1
Der Faktor 0 < fgey < 1 verhindert zu starke Oszillationen der Schrittweitenprozedur
und die Faktoren fii, und fn.. verhindern zu starke Schrittweiteniinderungen.*

Ein wesentlicher Aspekt der fiir die Fehlerschitzung erforderlichen Losungen ver-
schiedener Ordnung besteht darin, dass sie mit moglichst geringem numerischen Auf-
wand bestimmt werden. Die Konstruktion von eingebetteten Verfahren, bei denen neben
der Nédherungslosung y,,.1 der Ordnung p lediglich mittels zusétzlicher Wichtungstakto-
ren b; eine Niherungslosung ¥, 1 der Ordnung p berechnet wird, geniigt diesem Aspekt.
Der Aufwand zur Erzeugung der Niherungslosungen besteht mafl3geblich aus der Be-
rechnung der s Stufenableitungen Y,;, womit anschlieBend beide Néherungslosungen
durch

Vi1 = Yo + Aty Z bi Ym'? }%H =Yy, + At, Z Bz Ym’; (5.207)
i=1 i=1

der Ordnung p und p # p, nahezu ohne weiteren Aufwand zur Verfiigung stehen. Gleich-
zeitig resultiert aus

S

Yerr = Vi1 = Yup1 = Atn > (b — ;) Yo, (5.208)

=1

eine Schitzung des Fehlers fiir ein Verfahren niedriger Ordnung.

3*Die Euklidische Norm wird auch fiir die Lagrange-Multiplikatoren als Fehlermaf gew:hlt.
35Siehe hierzu [Hairer et al., 1993] und [Hairer and Wanner, 1996].
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6. Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird die in dieser Arbeit entwickelte iterationsfreie Losungsproze-
dur anhand einigen reprisentativen Beispielen getestet. Dabei wird die Leistungsfihig-
keit der vorgestellten numerischen Konzepte und Losungsalgorithmen demonstriert. Al-
le Berechnungen erfolgten mittels dem in-house Code TASAFEM, ein Finite-Elemente
Programm fiir raum-zeitadaptive gekoppelte Strukturberechnungen, siehe [Hartmann,
2006b]. Zu diesem Zweck wurde das Materialmodell basierend auf die Materialglei-
chungen des Abschnitt 3.4 und alle erforderlichen Gleichungen der konsistenten Raum-
Zeitdiskretisierung nach Abschnitt 5.2 und Abschnitt 5.3 algorithmisch in das Programm
implementiert. Fiir die Arithmetik wurden optimierte BLAS und LAPACK Routinen
eingesetzt. Die Losung der linearen Gleichungssysteme erfolgte mittels PARDISO, sie-
he hierzu [Schenk and Girtner, 2004], einem parallelen Gleichungsloser fiir sparlich
besetzte, unsymmetrische Matrizen. Hinsichtlich einer effizienten Umsetzung wurden
in dem Programm insbesondere das Datenmanagement verbessert. Dies umfasste zum
einen die Speicherformate der Matrizen, die mit einer komprimierten Zeilenspeicherung,
dem CSR-Format!' fiir diinnbesetzte Matrizen beschrieben wurden. Zudem wurden kom-
plexe Datentypen eingefiihrt, die eine Parallelisierung mit OpenMP ermoglichen, siehe
[Chapman et al., 2008]. Fiir die Generierung der Modelle im Preprozess und der Auswer-
tung der Ergebnisse im Postprozess wurden Schnittstellen zu dem Softwarepaket GiD,
einem Pre- und Postprozessor, das am “International Center for Numerical Methods in
Engineering (CIMNE)” entwickelt wurde, ausgearbeitet. Alle Rechnungen sind auf ei-
nem Linux-Rechner’ mit Hilfe des Intel Fortran Compilers ifort bei doppelt genauer
Arithmetik angefertigt.

6.1. Untersuchung der numerischen Effizienz

In einem ersten Beispiel wird die numerische Performance der hier vorgestellten, ite-
rationsfreien Losungsprozedur untersucht und der herkémmlichen Vorgehensweise zur
Losung von Anfangs-Randwertproblemen finiter Problemstellung der nichtlinearen Vis-
koelastizitédt gegeniibergestellt.

Fiir dieses erste Beispiel ist ein Zugprobenkorper eines rullgefiillten Elastomeres,
wie sie typischerweise in Fahrzeugreifen zur Anwendung kommen, ausgewdhlt, sie-

!Compressed Row Storage (CRS) oder Compressed Sparse Row (CSR) ist ein hiufig genutztes Verfah-
ren zum Speichern diinnbesetzter Matrizen.
2GNU/Linux x86_64 mit zwei Intel Xeon Quad-Core CPUs 4 2.50 GHz und 16 GB Arbeitsspeicher
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he Abbildung 6.1a. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Probenkorpers ist es ausrei-
chend ein Achtel der Zugprobe zu modellieren. Dies ist in Abbildung 6.1b dargestellt.
Das FE-Modell ist aus insgesamt n, = 2160 Q1P0 Elementen® generiert. Die Kopf-
flachen der Probe sind fixiert, 4 = 0. Dies entspricht in etwa dem Einspannen des
Kopfes in eine Zug-Druckmaschine. An den Seitenflichen der Probe sind Symmetrie-
Randbedingungen aufgebracht und die FuBlflache wird verschiebungsgesteuert belastet,
siche Abbildung 6.1b.

3
im

]
. —

30 | 68 z \T l
T z>[y | \%
o ‘u={o a, 0}

(a) Elastomerprobekorper (b) Diskretisiertes FE-Modell

-

Abbildung 6.1.: Rotationssymmetrischer Elastomerprobekorper mit den zugehorigen
Massen in [mm] und das diskretisierte FE-Modell mit den aufgebrach-
ten Randbedingungen

Die im Folgenden aufgefiihrten Berechnungen sind zunichst auf isotherme Bela-
stungsprozesse beschrinkt. Daher wird das Materialverhalten mittels dem Modell der
finiten Viskoelastizitit aus Abschnitt 3.4.3 beschrieben. Die zur vollstindigen Beschrei-
bung des Modells benétigten Materialparameter des Gleichgewichtsanteils ¢, ¢o; und
a mit einem fiktiven Kompressionsmodul von K = 1000 N/ mm?, sind der Arbeit von
Hartmann and Neff [2003] entnommen. Die Materialparameter fiir den Uberspannungs-
anteil 11, 7o und s stammen aus [Hartmann, 2003]. Zur Ubersicht sind alle Materialpara-
meter in Tabelle 6.1 zusammengetragen.

Zunichst wird der monotone Zugprozess nach Abbildung 6.2a analysiert. Die Pro-

3Siehe hierzu Abschnitt 5.2.3.

128



6.1. Untersuchung der numerischen Effizienz

Tabelle 6.1.: Materialparameter fiir die Berechnung isothermer Prozesse

K C10 Co1 Q@ iz o S
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPas] [MPa™']
1000  0.1788 0.1958 3.67e-02 0.2 180 1.0e-03

20 Yy (t) - | ﬂy(t)

[mm] -~~~ [mm] |

10 [3] L I
(a) Linearer Lastpfad (b) Rechteckimpuls

Abbildung 6.2.: Belastungspfade der simulierten Prozesse

be wird in der Mitte der Querschnittsfliche bei ¥y = 0 innerhalb 10s linear auf ei-
ne maximale Amplitude von 30 mm belastet. Hieraus resultiert eine nicht-homogene
drei-dimensionale Spannungsverteilung, dessen axiale Komponente zu den Zeitpunkten
t =1s,t=5sundt = 10s in Abbildung 6.3 abgebildet ist. Die die in Abbildung 6.4a
dargestellte Kraft-Verschiebungskennlinie ist aus den Knotenverschiebungen der Quer-
schnittsfliche bei y = 0 ermittelt. Der typische “s-férmige” Verlauf der Kennlinie, als
Reaktion auf den monotonen Belastungsprozess, ist durch das Berechnungsmodell qua-
litativ und quantitativ zutreffend wiedergegeben. Eine Ubereinstimmung zu experimen-
tellen Daten kann aus [Sedlan, 2000] validiert werden.

Konvergenzverhalten Zur Demonstration des Konvergenzverhaltens der iterations-
freien Losungsprozedur wird erneut der monotone Zugversuch der Elastomerprobe, an-
gewandt auf die finite, nichtlineare Viskoelastizitidt, herangezogen. Die Berechnungen
erfolgten mittels drei Rosenbrock-Verfahren aus Tabelle A.3. Zur Anwendung kommen
das einstufige Linear-Implizite Euler der Ordnung p = 1, siehe [Hairer and Wanner,
1996], das Verfahren 2-ter Ordnung ROS2 von Verwer et al. [1999] mit p = 2 und zwei
Stufen sowie das vierstufige Verfahren ROSI2P2 von Rang and Angermann [2008] mit
der Ordnung p = 3. Der Prozess wird mit den vier verschiedenen konstanten Zeitschrit-
ten At,, = 0.1s, At,, = 0.05s, At,, = 0.025s und At,, = 0.0125s berechnet. Fiir die
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Abbildung 6.3.: Konturplot des Spannungsverlaufs in axialer Richtung bei monotoner
Zugbelastung nach Abbildung 6.2a

Auswertung der Konvergenz wurden die Fehlermalle

1 Tn 1 Nn 1 nQ
u_ AU A_ AN q_ A 6.1
SR SIECUNNE B> SILSINE S DILC AR

fiir die jeweiligen priméren Variablen definiert. Hierin entsprechen die zu bildenden
Normen einer Euklidischen Norm fiir die Differenz des Verschiebungsvektors Au, =
u*" — u,, der Differenz der Lagrange Multiplikatoren AX,, = A — X, und der Dif-
ferenz der inneren Variablen Ag, = ¢ — @,,. Aufgrund der hier nicht existierenden,
analytischen Losung ist als Referenzlosung { U™, )\,fff, 1T eine numerische Losung,
die mit dem DIRK-Verfahren von Alexander [1977] der Ordnung p = 3 und einer Zeit-
schrittweite von At,, = 5.0e-04 ermittelt wurde, herangezogen. In Abbildung 6.5 sind
die Ordnungsdiagramme, die sich aus dem Fehlermal3 (6.1) beziiglich der hier unter-
suchten Verfahren ergeben haben, abgebildet. Hierbei ist der iiber den gesamten Zeitin-
tervall ¢, = [to, t ] maximale aufgetretene Fehler iiber die Zeitschritte At,, abgebildet.
Aus den Steigungen der dargestellten Verldufe ergeben sich die erreichte Konvergenz-
ordnung der Verfahren. Die Strichlinien in Abbildung 6.5 kennzeichnen die theoretisch
zu erreichende Ordnung der Verfahren. Offensichtlich konnten alle drei Verfahren die
theoretische Ordnung erreichen. Eine detaillierte Untersuchung des Konvergenzverhal-
tens von Rosenbrock-Verfahren angewandt auf die hier betrachtete Problemstellung und
der Diskussion iiber das Phanomen einer Ordnungsreduktion findet sich in [Hartmann
and Hamkar, 2010].

Genauigkeitsuntersuchung Ein duflerst interessanter Aspekt hinsichtlich der Be-
urteilung der numerischen Performance der hier vorgestellten, iterationsfreien Losungs-
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(a) Axialkraft bei linearer Belastung (b) Kraft-Verschiebungskennlinie beim Recht-
eckimpuls

Abbildung 6.4.: Materialantwort der Elastomerprobe bei monotoner Zugbelastung (a)
und fiir den aufgebrachten Rechteckimpuls (b)

prozedur ist die Tatsache, dass der algebraische Anteil des DAE-Systems der finiten
Viskoelastizitit, siche Abschnitt 5.3.1, mittels der Rosenbrock-Verfahren innerhalb ei-
nes Integrationsschrittes nicht aus iteriert wird. D.h. das Interesse bezieht sich hier auf
die Auswertung der Gleichgewichtsbedingung im Rahmen der Integration durch die
Rosenbrock-Verfahren. Zur Untersuchung dieser Fragestellung wird im Folgenden er-
neut die Zugprobe aus Abbildung 6.1b herangezogen, die mit einer hochst nichtlinearen
Lastfunktion nach Abbildung 6.2b belastet wird. Der Rechteckimpuls ist mit einem Po-
lynom realisiert um eine stetige Funktion zu erhalten. Sie hat zum einen zur Folge, dass
im Vergleich zu der monotonen Belastung eine nichtlineare Randbedingung zu beriick-
sichtigen ist. Zum anderen ist der Einfluss der Viskositit aufgrund der hoheren Bela-
stungsgeschwindigkeiten, deutlich groer. Die Materialantwort bezogen auf den Recht-
eckimpuls ist durch die Kraft-Verschiebungskennlinie in Abbildung 6.4b dargestellt.

Fiir die betrachtete Untersuchung sind die Berechnungen mit den konstanten Zeit-
schritten At,, = {2.50e-02s,1.25e-03 s, 6.25¢-03 s} durchgefiihrt worden. Neben den
zuvor vorgestellten Verfahren wurde die Untersuchung um das Verfahren ROSI2PW
von Rang and Angermann [2005] erweitert. ROSI2PW besitzt vier Stufen mit der Kon-
sistenzordnung von p = 3 und entspricht der Klasse von W-Methoden, die zur Berech-
nung eine nicht exakte Jacobi-Matrix zulassen. Durch die Interpretation der Lagrange-
Multiplikatoren als den Auflagerkriften des Modells, die unmittelbar durch Auswertung
der Gleichgewichtsbedingung fiir vorgegebene Verschiebungen ermittelt werden, siche
[Hartmann et al., 2008b], folgt aus dem Fehlerverhalten der Lagrange-Multiplikatoren
und somit dem der Reaktionskrifte eine Bewertung iiber die Giite des Erfiillen der
Gleichgewichtsbedingung bei der Anwendung von Rosenbrock-Verfahren. Daher ist
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Abbildung 6.5.: Ordnungsdiagramm — Globaler Fehler €Y, £} und £9 aufgetragen fiir die
Zeitschrittweite At,,

als Ergebnis der Untersuchung der Verlauf des Fehlers der Lagrange-Multiplikatoren
52 nach (6.1), die aus den gewihlten Zeitschritten resultieren, in den Abbildung 6.6a,
6.6b und 6.7a fiir einen Teil des Lastintervalls dargestellt. Innerhalb der Zuglast in dem
Zeitintervall t,, = [0, 1] treten die groften Fehler auf. Dennoch ist der Fehler bereits
beim Linear-Impliziten Verfahren (LIE) fiir den grobsten Zeitschritt At,, = 2.50e-02s,
was dazu fiihrt, dass das Intervall mit nur 40 Integrationsschritten berechnet wird, ak-
zeptabel. Bereits durch die Verfeinerung der Schrittweite auf At,, = 1.25e-03s, bzw.
At, = 6.25e-03 s wird der Fehler tiberproportional geringer und wird vernachlissig-
bar klein fiir die Verfahren hoher Ordnung (p = 3). Dieses gute Verhalten ist auch
bei dem Konvergenzverhalten der Verfahren zu beobachten. In Abbildung 6.7b ist das
Ordnungsdiagramm wiedergegeben, das den maximalen Fehler fiir den gesamten Zei-
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Abbildung 6.6.: Verlauf des Integrationsfehlers der Reaktionskraft £ fiir zwei konstante
Zeitschrittweiten At,, = 2.50e-02 s und At,, = 1.25¢-03 s resultierend
aus dem Belastungspfad des Rechteckimpules

tintervall, welche aus dem Rechteckimpuls resultiert, tiber die gewdihlten Zeitschritte
darstellt. Wiederum ist dem Diagramm zu entnehmen, dass alle Verfahren die theore-
tisch zu erreichende Ordnung erlangen.

Aufwandsuntersuchung Neben der Konvergenz ist hinsichtlich einer praktischen
Anwendung der numerische Aufwand* in Bezug zu einer geforderten Genauigkeit, ein
wesentlicher Punkt zur Bewertung der Verfahren. Eine solche Bewertung wurde in der
folgenden Untersuchung durchgefiihrt. Die hier vorgeschlagene Losungsprozedur wur-
de mit der iterativen Vorgehensweise zur Losung von Problemstellungen finiter Visko-
elastizitédt verglichen. Diese Vorgehensweise schlie3t neben dem klassischen impliziten
Euler (BE) Verfahren, das typischerweise in vielen Softwarepaketen der nichtlinearen
Finite-Elemente Methode® eingesetzt wird, auch DIRK-Verfahren hoher Ordnung ein,
die beispielsweise im Rahmen einer DIRK/MLNA Prozedur sehr effizient in [Quint
et al., 2008] bzw. in [Hartmann et al., 2009] umgesetzt sind. Es sei hier angemerkt,
dass die DIRK/MLNA Prozedur die Moglichkeit eines optimierten Spannungsalgorith-
mus bietet. Dies wurde z.B. fiir die Plastizitdt und Viskoplastizitit in [Hartmann et al.,
1997] erfolgreich umgesetzt und basierend auf der Arbeit von Hartmann [2002] fiir
die hier untersuchte finite Viskoelastizitit. Durch die Optimierung reduziert sich auf

“Eine quantitative KenngroBe zur Bewertung des numerischen Aufwands ist die gemessene Gesamt-
Rechenzeit, welche hier primér herangezogen wird.

Hierzu zihlen auch die in breiter Anwendung genutzten kommerziellen Softwaresysteme ANSYS und
ABAQUS.
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Abbildung 6.7.: Verlauf des Integrationsfehlers der Reaktionskraft ¢ fiir die konstan-
ten Zeitschritt At,, = 6.25¢-03 s und der globale Fehler £} aufgetragen
iiber die Zeitschrittweiten At,, = 2.50e-02s, 1.25e-03 s, 6.25¢-03 s re-
sultierend aus dem Belastungspfad des Rechteckimpules

Gauss-Punkt Ebene die Dimension des Gleichungssystems zur Berechnung der inne-
ren Variablen von sechs Gleichungen fiir sechs Unbekannte auf ein System mit drei
Gleichungen fiir drei Unbekannte. Dies hat zur Folge, dass sich der lokale Berech-
nungsaufwand innerhalb der gestaffelten Iterationsschleife drastisch reduziert.® Zudem
wurde nach [Hartmann et al., 2009] eine lineare Extrapolation zur Abschitzung des
Startvektors fiir die globale Newton-Iteration der DIRK/MLNA Prozedur eingefiihrt.
Dies hat zur Folge, dass die Anzahl der globalen Iterationen nahezu halbiert werden.
In anderen Worten, der hier umgesetzte Vergleich erfolgt an eine DIRK/MLNA L6-
sungsprozedur, die auf lokaler und globaler Ebene optimiert ist. In Abbildung 6.8 ist die
Aufwands-Genauigkeitsuntersuchung veranschaulicht. Es stellt die benotigte CPU-Zeit
iiber den gewichteten, absoluten Fehler der inneren Variablen aus (6.1) fiir den monoto-
nen Zug der Elastomerprobe dar. Die Berechnungen wurden mit konstanten Zeitschrit-
ten, At,, = (k x 10)~! [s] fiir k = 1,2, 4, 8, realisiert.

Im Vergleich zu der klassischen Vorgehensweise mittels dem impliziten Euler Ver-
fahren (BE) konnen zwei wesentliche Aussagen getroffen werden. Zum einen kann
festgestellt werden, dass das Linear-Implizite-Euler Verfahren (LIE) mit p = 1 eine
Rechenzeitersparnis von ca. 60% erzielt. Zum anderen kénnen durch den Einsatz von
Verfahren 2ter oder 3ter Ordnung (z.B. ROS2, ROSI2P2) hohe Genauigkeiten, trotz ge-
ringerem numerischen Aufwand, erreicht werden. Fiir moderate Genauigkeitsanforde-

6Siehe Tabelle A.2 in Anhang A.2 beziiglich der geschachtelten Schleife innerhalb der DIRK/MLNA
Prozedur.
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Abbildung 6.8.: Aufwands-Genauigkeitsdiagramm. Gegeniiberstellung von
Rosenbrock-Verfahren und DIRK-Verfahren beziiglichen des nu-
merischen Aufwands. Die Berechnungen wurden mit den konstanten
Zeitschrittweiten At,, = (k x 10)7! [s] fiir k = 1,2, 4, 8 ausgefiihrt.

rungen (= 1e-08) ist das 4-stufige Verfahren ROSI2P2 sogar effizienter als das 2-stufige
DIRK-Verfahren 2ter Ordnung von Ellsiepen [1999] mit einem optimierten Spannungs-
algorithmus. Allerdings ist zu bemerken, dass die Rosenbrock-Verfahren fiir sehr hohe
Genauigkeitsanforderungen keine essentiellen Vorteile gegeniiber den DIRK-Verfahren
im Hinblick auf die Rechenzeit aufweisen.

Schrittweitenverhalten Eine wesentliche Steigerung der Effizienz der Zeitintegra-
tion wird mittels der adaptiven Schrittweitensteuerung aus Abschnitt 5.3.4 erzielt. Vor
allem bei Prozessen mit unterschiedlichen Zeitskalen erweist sich die adaptive Prozedur
als essentiell, siehe z.B. [Hartmann and Hamkar, 2010].

Zur Veranschaulichung des prinzipiellen Verhaltens der Schrittweitensteuerung wird
im Folgenden ein Modell eines Abstandhalters herangezogen. Aufgrund der Symmetrie
wird die Hilfte des Abstandhalters modelliert.” Abbildung 6.9a zeigt die riumliche Dis-
kretisierung mittels gemischten Q2P1 Elementen, aus der die Anzahl der unbekannten
Verschiebungsfreiheitsgrade n, = 38607 und die der inneren Variablen ng = 487296
resultieren. Durch die hohe Ordnung der Elemente reduziert sich der Einfluss des rdum-
lichen Diskretisierungsfehlers. Der gewihlte Belastungsprozess mit einer Gesamtdau-
er von 30s ist in Abbildung 6.9b dargestellt. Dieser wird aus zwei stiickweise steti-
gen, linearen Funktionen mittels Superposition generiert. Hierbei wird der Abstandhal-
ter innerhalb ¢ = 10s um 5% komprimiert und anschlieBend mit einer Belastungsge-

"Der Abstandhalter besitzt eine zweifache Symmetrie, so dass die Modellierung eines Viertels ausrei-
chend wire. Hier allerdings fiihrt der Belastungsprozess auf eine einfache Symmetrie.
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schwindigkeit von 0.3 mm/s in positiver z-Richtung und wiederum mit der doppelten
Geschwindigkeit in negativer x-Richtung geschert. Die resultierende stark inhomogene
Deformation und die hervorgerufen Schubspannungen présentiert Abbildung 6.9¢
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(a) FE-Modell mit Q2P1-Diskretisierung n, = (b) Lastpfad — Stauchung und Scherung
38607, n, = 4080, nq = 487296. Einheiten
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(c) Schubspannungsverlauf

Abbildung 6.9.: Modell des Abstandhalters, FE-Netz, Lastpfad und Konturplot der
Schubspannungen

Entsprechend dem Konzept der adaptiven Schrittweitensteuerung wird mit Hilfe ei-
nes eingebetteten Verfahrens der Integrationsfehler des aktuellen Zeitschritts geschitzt,
um mit dieser Information den ndchsten Zeitschritt zu bestimmen, siche Abschnitt 5.3.4.
Zur Abschitzung des Fehlers werden absolute und relative Fehlertoleranzen fiir alle pri-
miren Variablen spezifiziert. Fiir die Knotenverschiebungen wurde die absolute Toleranz
Atol, = 10~* und die relative Toleranz Rtol, = 10~° gewiihlt. Die Toleranzen der in-
neren Variablen sind durch Atolg = 107° und Rtolg = 107° definiert und die Werte
Atoly = 1073 und Rtoly = 10~* gelten fiir die Lagrange Multiplikatoren.

Abbildung 6.10a stellt die Zeitschrittweiten At,, dar, die fiir den obigen Belastungs-
prozess durch die adaptive Schrittweitenkontrolle ermittelt wurden. In dieser Untersu-
chung werden die beiden Rosenbrock-Verfahren ROS2 von Verwer et al. [1999] und
ROS2S aus [Hamkar et al., 2012] mit dem DIRK-Verfahren von Ellsiepen [1999] ver-
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glichen. Alle Verfahren haben eine theoretische Ordnung von p = 2. Zudem ist das
implizite Euler Verfahren (BE) erster Ordnung mit aufgenommen. Im Gegensatz zu den
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(a) Zeitschritt aufgetragen iiber die Zeit (b) Verlauf des relativen Fehlers der inneren Va-

riablen E?J in einem deformiertem Element

Abbildung 6.10.: Schrittweiten- und Fehlerverhalten der adaptiven Schrittweitensteue-
rung

Verfahren hoher Ordnung existiert fiir das implizite Euler Verfahren keine eingebette-
te Methode, womit eine Schitzung des Fehlers nicht erfolgen kann. Hier behilft man
sich mit einer Vorgehensweise, die die Anzahl der globalen Iterationen 7., innerhalb
des Multilevel-Newton Algorithmus (MLNA) zihlt, womit der Zeitschritt zum nichsten
Zeitpunkt durch

. At,, fall iter > 15,
Atﬁew:{075x alls  njer > 15 6.2)

1.20 x At,,, falls nje < 5,

bestimmt wird. Die Anzahl der Newton-Iteration impliziert lediglich die Nichtlinearitéit
der unterlegten Gleichungen und kann keinesfalls als Indikator dienen, mit dem der
Integrationsfehler kontrolliert werden kann. Dies zeigt sich in dem Fehlerverhalten des
Verfahrens. In Abbildung 6.10b ist ein relativer Fehler der inneren Variablen, welcher
in einem deformierten Element berechnet wurde, fiir den gesamten Prozess aufgetragen.
Offensichtlich ist der Fehler, der fiir das implizite Euler Verfahren ermittelt wurde um
mehrere Zehnerpotenzen groBer als bei den eingebetteten Verfahren, die sich im Rahmen
der Fehlertoleranzen befinden. Dieses Verhalten ist darin begriindet, dass das implizite
Euler Verfahren eine Konsistenzordnung von p = 1 aufweist, was dazu fiihrt, dass bei
grof3en Zeitschritten, siche Abbildung 6.10a der lokale Integrationsfehler grof3er ist als
bei einem Verfahren 2ter Ordnung. D.h. die Prozedur (6.2) fiihrt fiir dieses Beispiel zu
groBen Zeitschritten, jedoch mit einem Verlust der Genauigkeit.

Vergleicht man neben der Genauigkeit auch den numerischen Aufwand, also die Effi-
zienz der Verfahren, so ist zunédchst der Abbildung 6.10a zu entnehmen, dass die DIRK-
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Verfahren fiir den Belastungsprozess groBere Zeitschritte erreichen.® Allerdings, wenn
die Rechenzeiten verglichen werden, siehe Tabelle 6.2, so ist zu erkennen, dass die
Rosenbrock-Verfahren, trotz der hoheren Anzahl an Zeitschritten, dem Verfahren von
Ellsiepen [1999] iiberlegen sind. Das ROS2S bendtigt fiir den Prozess 1274 s, was ca.
35% der Rechenzeit des DIRK-Verfahrens entspricht. Die globalen und lokalen Iteratio-
nen innerhalb des MLNA sind mit immensem numerischem Aufwand verbunden, was
zur Folge hat, dass ein einzelner Integrationsschritt eines DIRK-Verfahrens numerisch
hohere Kosten verursacht. Hieran wird wiederum die Effizienz einer iterationsfreien Pro-
zedur ersichtlich.

Tabelle 6.2.: Aufwandsvergleich der adaptiven Schrittweitenkontrolle
max e Zeitschrite CPUs CPU %

Verfahren p S el

ROS2 2(1) 2 9.08¢-03 357 2229  60.70
ROS2S 2(1) 3 1.74e-02 180 1274 34.69
ELLSIEPEN 2(1) 2 1.16e-02 138 3672 100.0
BE 1) 1 1.47e-01 162 2541 69.20

6.2. Veranschaulichung spezieller
thermomechanischer Effekte

In einem weiteren Simulationsbeispiel wird das Materialmodell auf seine physikali-
sche Aussagekraft hin untersucht, indem mittels eines vereinfachten Modells der finiten
Entropieelastizitit zwei spezielle, thermomechanische Effekte analysiert werden. Hier-
bei handelt es sich um den thermoelastischen Inversionseffekt und den Joule-Gough
Effekt, vgl. Abschnitt 3.1.

Zur Veranschaulichung der finiten Entropieelastizitit wird der Gleichgewichtsanteil
der Elastizitdtsbeziehung nach (3.68) und (3.69) mit den zweiten Piola-Kirchhoff Span-
nungen

~ 0 J
Teg = 0r——U'(J/)C™!
q QR&Q(,O ( /Qp) +
~ 1

0 . _
200/ ((wl +wallg) T — wyC — L (wyIg + 2wyllg) € ) . (6.3)
0

8 Aufgrund der Belastungsfunktion, die einer stiickweise stetigen Funktion entspricht, ergibt es sich auf
natiirliche Weise, dass die Schrittweitenkontrolle zu Beginn jedes Intervalls, d.h. fiir ¢ = {0, 10,20} s,
mit der Anfangsschrittweite At,, = 1072 s startet.
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6.2. Veranschaulichung spezieller thermomechanischer Effekte

und die aus Potentialbeziehung fiir die Entropie (3.36) hergeleitete Relation
= 0 o
5= =50 (UU/9) +0(Q)) =¥l + 55U/ 9), (64)

herangezogen. Die Ableitung des thermischen Anteils der freien Energie nach der Tem-
peratur berechnet sich nach (3.113) zu

Wl = —0ry (k0 — o) + (1 = cutly) In 7). 6.5)

Fiir die aufgefiihrten Untersuchungen dient der einaxiale Zugversuch. Dieser lésst sich
durch den Deformationsgradienten

F=J)le,®e,+ )\ (e,Re,+e.Qe,) (6.6)

beschreiben, worin A = L/L, der Axialstreckung und A, der Querstreckung entspricht.
Mit der Determinante des Deformationsgradienten J = )\/\g aus (6.6) resultiert aufgrund

von C = J~?/3C der unimodulare rechte Strecktensor der einaxialen Zugdeformation
C=J2 ()\2ex ® e, + )\3 (e,®e,+e,® ez)) , 6.7)
woraus sich unmittelbar die Invarianten
Ig=J7P (N +2)), Ig=J"(A2+2)7), (6.8)

ergeben. Weiterhin resultiert aus dem Prozess der einachsigen Zugbelastung offensicht-
lich, dass toy = t33 = O und t;; = O fiir i # 4,” womit durch Auswertung von (6.7) der
Gleichgewichtszustand des einaxialen Zuges durch die Spannungsrelationen

Ell = QRf()\7 /\q, 9), (693)
0=g(\ A, 0), (6.9b)
beschrieben ist. Die beiden obigen Gleichungen stellen nichtlineare Funktionen in Ab-

hingigkeit der Streckung A, \q und der Temperatur ¢ dar, die fiir den betrachteten Pro-
zess wie folgt

FA A, 0) = ﬁiU’(J/gp)A—2 -
o
+ 0% (2723 (wiwelg — wed2 T 23) — L(wiIg + 2wollg) A 2T /%)
(6.10a)
0J_, L
g<)‘7 )‘qv ‘9) = G_OEU (J/(p))\q +

0
+ o (207 (wiwale — wadJ ™) — g (wnle + 2usllg) A\ 72)
0
(6.10b)

°Fiir den Fall dass die Zugbelastung in Richtung des Einheitsvektors e, erfolgt.
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6. Numerische Beispiele

formuliert sind. Fiir die Ableitungen w; = 0v/Ig und we = Jv/1lg gelten nach (3.52)
die Ausdriicke

wy = c1p + 3a1%, und Wy = %cmﬂg?. (6.11)
Es sei hier angemerkt, dass fiir den isothermen Prozess die Temperatur in (6.9) konstant
ist und als ein Parameter behandelt werden kann. Dies ermoglicht fiir einen Dehnungs-

gesteuerten Prozess'” die Berechnung der Querstreckung aus (6.9b) bzw. (6.10b), mit
g(A, Ag,6p) =0 — Aq(A, 6p). (6.12)

und damit die Berechnung der Gleichgewichtsspannung nach (6.9a) fiir verschiedene
Temperaturen.

Zur Bestimmung der Temperatur als Funktion der Streckung dient der adibate, re-
versible Prozess. Bei diesem Prozess folgt aus der Dissipationsungleichung und den
Materialgleichungen, dass die Entropieproduktion verschwindet, womit iiber die Aus-
wertung der Bilanzgleichung fiir die spezifische Entropie die Aussage getroffen werden
kann, dass s(X, ¢) materiell konstant ist und auf den Wert s = 0 gesetzt werden kann.
Aus diesem Zusammenhang heraus

s =5(A Aq(N),0) =0, (6.13)
und der zuvor berechneten Querstreckung A\q(A) kann die nichtlineare Funktion
s=5(\0)=0 — 0=0(\) (6.14)

aufgestellt werden, womit die Temperatur als Funktion der Streckung berechnet werden
kann.

Fiir die Simulation der homogenen Zugdeformation wird das FE-Volumenelement
nach Abbildung 6.11 verwendet. Die fiir den Prozess notwendigen Randbedingungen

—> vorgegebene Verschiebungen i,
— = festgehaltene Verschiebungen (Lager)

Abbildung 6.11.: FE-Volumenelement des homogenen Zugversuchs mit den notwendi-
gen geometrischen Randbedingungen

sind der Abbildung zu entnehmen.

10d.h. die Axialstreckung ) ist vorgegeben und somit bekannt.
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6.2. Veranschaulichung spezieller thermomechanischer Effekte

Fiir die Validierung und Verifikation im Hinblick auf die physikalische Plausibilitét
des implementierten Materialmodells und der numerischen Genauigkeit ist eine Gegen-
iberstellung der in (6.12) und (6.14) hergeleiteten analytischen Relationen und der nu-
merischen Simulation des einaxialen Zuges erarbeitet und in den Abbildung 6.12 und
Abbildung 6.13 zusammengefasst. In einer ersten Darstellung, siehe Abbildung 6.12,
sind die Spannungskennlinien bei den verschiedenen Temperaturen § = 253K + 120K
firs =0,1,...,4 aufgetragen. Die erforderlichen Materialparameter des mechanischen
Anteils des Materialmodells sind der Tabelle 6.1 entnommen. Fiir die Materialparameter
des thermischen Anteils sind die Werte aus Tabelle 6.3 gewdhlt, die der Arbeit von Hei-
mes [2005] entnommen sind. Die abgebildeten Komponenten der ersten Piola-Kirchhoff

Tabelle 6.3.: Materialparameter zur Berechnung der einachsigen Zugbelastung

Cpo Cpk Ko O o OrR
E= %] Eid %] K] Bl

1.539e+03  3.75e-03 0.2595 2.06e-04 273.15 1.0e-00

Spannung t' beschreiben die Spannungen, welche auf die Querschnittsfliche Ag(6)
bezogene Normalkraft /V entspricht, die sich im thermo-dynamischen Gleichgewicht
befindet. Aus Abbildung 6.12f ist die lineare Temperaturabhidngigkeit der Spannung,
die charakteristisch fiir die Entropieelastizitit ist, deutlich ersichtlich. Im Gegensatz
hierzu ist in Abbildung 6.13, welche die Temperaturevolution bei den vorgegebenen
Streckungen A = 1, 2, 3,4, 5 darstellt, ein nichtlineares Verhalten erkennbar, siche Ab-
bildung 6.13f.

Thermoelastische Inversion Zur Veranschaulichung der thermoelastischen Inver-
sion wird eine weitere Simulation mit dem FE-Modell nach Abbildung 6.11 und den
selben Materialparametern wie zuvor durchgefiihrt. Hierzu wird eine definierte Gesamt-
streckung A\ aufgebracht, und das Verhalten der auf das Element der Referenzkonfigura-
tion bezogenen Spannung t3' als Funktion der Temperatur analysiert. Die Berechnung
des Inversionseffektes erfolgt mit der Ausgangstemperatur von 273.15 K und wird bei
konstanter Streckung iiber fiinf identische Inkremente bis 373.15 K gesteigert. Das Er-
gebnis dieses Vorgehens ist in Abbildung 6.14 dargestellt. Die Spannung t§! ist fiir die
verschiedenen Streckungen \; = 1.01, Ay = 1.03, A3 = 1.06, Ay = 1.12 und A5 = 1.2,
tiber die Temperatur aufgetragen. Der Inversionseffekt ist deutlich erkennbar; die Span-
nungen als Funktion der Temperatur nehmen bei kleinen Streckungen ab, wohingegen
eine Zunahme bei groBeren Streckungen auftritt. Dieses Verhalten ist durch die Uberla-
gerung der thermischen Dehnung und der linearen Temperaturabhéngigkeit der Gleich-
gewichtsspannungen erkldrbar, siehe [Lion, 2000b].

141



6. Numerische Beispiele

1

tx! = N/A, [MPa]

til = N/Ay [MPa]

0.0 —
numerisch °
analytisch

8.0 |

6.0 -

40

20

0.0 -

1 2
Streckung A [—]
(a) 0 =253K
10.0 T
numerisch
analytisch
8.0
6.0
4.0
20
0.0 5
1 2

Streckung A [—]

(d) 6 =313K

ti = N/Ay [MPa]

til = N/A, [MPal

10.0

8.0 |

6.0 -

40

20

0.0

T
numerisch °
analytisch

10.0

8.0

6.0 -

40 r

2.0

0.0

1 2

Streckung A [—]
(b) 6 =273K

T
numerisch
analytisch

1 2

Streckung A [—]

(e) 8 =333K

til = N/Ay [MPa]

t1 = N/Ay [MPa]

10.0

8.0 |

6.0 -

40 r

20

0.0

10.0

T
numerisch °
analytisch

2 3
Streckung A [—]
(¢) 8 =293K

T
numerisch @
analytisch

Streckung A [—]

(f) 6 =253K...333K

Abbildung 6.12.: Temperaturabhiingigkeit der Gleichgewichtsspannung der finiten
Entropieelastizitit
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Abbildung 6.13.: Temperaturentwicklung bei adiabater Zugbelastung
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Abbildung 6.14.: Thermoelastischer Inversionseffekt. Darstellung von Spannungskenn-
linien als Funktion der Temperatur bei konstanter Streckung. Die
Punkte kennzeichnen die numerischen, die durchgezogenen Linien die

analytischen Losungen
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Joule-Gough Effekt Der Joule-Gough Effekt beschreibt, entgegengesetzt dem Ver-
halten von Metallen, die Temperaturerhohung bei einem dehnungsgesteuerten Zugver-
such unter adiabater Bedingung, d.h. eine durch ein Gewicht belastete Probe zieht sich
bei Erwidrmung zusammen, wihrend die Absenkung der Temperatur eine Verldngerung
bewirkt, [Joule, 1859].

Dieses typische Materialverhalten bei Elastomeren ist in Abbildung 6.15 dargestellt
und mit Hilfe des FE-Modells aus Abbildung 6.11 bezogen auf das aufgestellte Mate-
rialmodell simuliert. Offensichtlich ist bei kleinen Zugverformungen die Temperaturén-
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Abbildung 6.15.: Joule-Gough Effekt — Temperaturverlauf bei adiabater Zugdeformati-
on.

derung zunéchst negativ, siche Abbildung 6.15b. Dieses Verhalten wird wesentlich vom
thermischen Ausdehnungskoeffizient o, bestimmt, hierzu [Treloar, 1975]. Fir o, = 0
verschwindet dieser Effekt. Bei moderaten Verformungen, d.h. ab dem sogenannten
thermoelastischen Inversionspunkt, stellt man eine Temperaturerhdhung fest, deren Ur-
sache auf die Entropieelastizitit zuriickzufiihren ist. Aufgrund der adiabaten Bedingung
ist die Entropie materiell konstant, womit eine Dehnungszunahme eine Entropieabnah-
me bewirken wiirde. Daher antwortet das Material mit einem Zuwachs der Temperatur,
Lion [2000a].

6.3. Untersuchung des Materialverhaltens

Fiir die numerische Untersuchung von thermomechanisch gekoppelten Problemstellun-
gen beziiglich des vorgestellten Materialmodells der finiten Thermoviskoelastizitit und
der entwickelten iterationsfreien Losungsprozedur, wird im Folgenden erneut der Ela-
stomerkorper aus Abbildung 6.1a herangezogen. Das Modell der Elastomerprobe ist
geometrisch identisch und mit denselben Annahmen der Symmetrie. Allerdings ist die
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6.3. Untersuchung des Materialverhaltens

Diskretisierung geringfiigig anders gewihlt worden, da in diesem Beispiel neben den
geometrischen Randbedingungen zusitzlich auch gemischte Randbedingungen hinzu-
gefiigt sind. In Abbildung 6.16a ist das FE-Netz der Elastomerprobe dargestellt. Das

YE‘
(a) FE-Modell (b) Randbedingungen

Abbildung 6.16.: Berechnungsmodell der Elastomerprobe mit fiinf selektierten Aus-
wertungsknoten und den Randflichen mit verschieden gewihlten
Dirichlet- und Neumann-Bedingungen

Volumen ist hierbei mit dem gemischten FE-Ansatz mit insgesamt n, = 2560 Q1PO0
Elementen diskretisiert. An der duBeren Oberfliche, sieche Abbildung 6.16b - Fliche
(3, ist ein freier konvektiver Wirmetibergang mit entsprechender Umgebungstempera-
tur 0., vorgegeben. Ublicherweise wird fiir den konvektiven Anteil des Wirmestroms
die lineare Beziehung der Temperaturdifferenz nach

q_konv - hc (9 - goo) 5 (615)

angenommen. Nach Incropera et al. [2007] kann fiir den Warmeiibergangskoeffizient A,
der freien Konvektion ein Wert zwischen 2. .. 25 W/(m?K) angenommen werden.!! Im
FE-Modell wird der Wéarmestrom durch Fliachenelemente beriicksichtigt. Es wurden 144
vierknotige, deformationsabhiingige Oberflaichenelemente verwendet, die mit den Fli-
chen der Volumenelemente an der freien Oberflache koinzidieren. Hieraus ergibt sich fiir
das gesamte FE-Modell n, = 3201 Knoten, was gleichzeitig der Anzahl der Temperatur-
freiheitsgrade entspricht. D.h. an den Dirichletrdndern, sieche Abbildung 6.16b - Fliche
C1,C2, C4, sind ausschlieBlich Verschiebungsfreiheitsgrade vorgegeben, welche, bis
auf die Belastungsfunktion tiber Fliche C4, den Bedingungen aus Abbildung 6.1b ent-
sprechen. Die Belastungsfunktion wird entsprechend Abbildung 6.17a gewihlt. Sie setzt
sich zum einen aus einer zyklischen Funktion iiber ein Intervall von 200 s zusammen,
die mit einem hyperbolischen Tangens iiberlagertem Sinus der Kreisfrequenz 0.27s™!

"Fiir die betrachteten Untersuchungen wurde h. = 12.5 W/(m?K) gewibhlt.
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und einer Amplitude von 25 mm realisiert ist. Ab dem Zeitpunkt von ¢ = 200 ist zu-
dem eine konstante Lastfunktion iiber eine Haltezeit von 200 s angefiigt. Der Aufbau des
Modells wird mit der Angabe einer konstanten, iiber den Korper homogen verteilten An-
fangstemperatur von 0(ty) = 293.15 K und den Materialparameter aus der Tabelle A.4 in
Anhang A.5 komplettiert. Der Prozess wird mit der adaptiven Schrittweitensteuerung,

E 10.0 le+02 —
= thermo-visk
= 0.0 | — thermo-hyp
= =
= -100 1 2] le+01
S B
g, 200 1 =
5 g
z -30.0 1 52 1e+00 ¢ E
R )
S 400 | 1 N
5 160 180 200
> -50.0 ‘ ‘ ‘ ‘ le-01 ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400
Zeit t [s] Zeit t [s]
(a) Zyklische Lastfunktion mit Haltezeit (b) Zeitschrittverhalten

Abbildung 6.17.: Aufgebrachte zyklische Belastungsfunktion mit Haltezeit und das re-
sultierende Zeitschrittverhalten

fiir zwei verschiedene Modellannahmen berechnet. Zunéchst wird das rein thermohy-
perelastische Materialverhalten beriicksichtigt, in dem alle inelastischen Dissipations-
terme unbeachtet bleiben. Dieser Modellannahme, mit der Bezeichnung “thermo-hyp”,
wird das Modell “thermo-visk”, das zusétzlich alle viskosen Effekte beriicksichtigt, ge-
geniibergestellt. Das Schrittweitenverhalten der beiden simulierten Modellannahmen ist
in Abbildung 6.17b dargestellt. Das Verhalten der Zeitschritte unterscheidet sich un-
wesentlich voneinander. Im Bereich der nichtlinearen Belastungsfunktion miissen die
Zeitschritte permanent den geforderten Toleranzen aufgrund der thermomechanischen
Kopplungseffekte und der damit verbundenen nichtlinearen Materialfunktionen anpasst
werden. Mit dem Beginn der Haltefunktion, wenn dem Korper dariiber hinaus keine
mechanische Energie zugefiihrt wird und die Spannungen relaxieren, erweist sich die
Schrittweitensteuerung als sehr effizient, da die Zeitschritte rapide vergroflert werden
konnen. Zum Ende des Prozesses bleiben die Zeitschritte relativ konstant. Hier wirkt
der Einfluss des Wirmeiibergangs auf die Schrittweitensteuerung. Offensichtlich resul-
tieren aus dem Belastungsprozess sehr komplexe thermomechanische Vorginge in dem
Korper, die im wesentlichen durch die thermoelastische Kopplung und die inelastische
Dissipation charakterisiert sind. Diese fiihren iiber die eingefiihrte mechanische Energie
zu einer Temperaturerh6hung im Korper, welche folgend untersucht wird.

Abbildung 6.18 zeigt die Temperaturverteilung in dem Korper zu verschiedenen Zeit-
punkten, die fiir die Modellannahme “thermo-visk” berechnet wurde. Durch die zykli-
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Abbildung 6.18.: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeitpunkten fiir den Fall der
Thermoviskoelastizitéit

sche Be- und Entlastung findet im Korper eine Autheizung statt, siche Abbildung 6.18a -
Abbildung 6.18c. Das thermische Aufheizen erreicht den hochsten Wert, wenn der Pro-
benkorper eine maximale Streckung erfdahrt. Abbildung 6.18b zeigt exemplarisch die
Temperaturverteilung fiir die Belastungsamplitude des letzten Zyklus. Im Bereich der
Haltezeit ¢ = 200s bis ¢ = 400 s relaxiert der Korper und es findet eine Abkiihlung
statt, siehe Abbildung 6.18d. Zudem wird Wirme iiber die Oberfldche an die Umgebung
abgegeben.

Fokussiert man sich auf einzelne, lokale Punkte im Korper, so stellt sich ein detail-
liertes Bild des thermomechanisch gekoppelten Vorgangs heraus. Fiir solch eine Unter-
suchung sind in Abbildung 6.16a fiinf Knoten definiert, die an der Symmetriefliche
vom Inneren des Korpers bis zur duBleren Oberflache platziert sind. Abbildung 6.19
stellt die Temperaturverldufe, bzw. die Temperaturzuwichse 9, die an diesen Knoten
fiir beide Modellannahmen ermittelt wurden, dar. Hierbei werden die unterschiedlichen
Belastungsintervalle separiert betrachtet. Die Temperaturentwicklung in dem Korper
fiir die Modellannahme “thermo-hyp”, siche Abbildung 6.19a, resultiert ausschlieBlich
aufgrund des Phinomens der thermoelastischen Kopplung. Es zeichnet sich eine rela-
tiv konstante Temperaturentwicklung innerhalb des zyklischen Belastungsintervalls aus.
Der Korper erfihrt eine geringe Temperaturerhohung von ca. ¥ ~ 0.1°C, die im Kor-
perinneren, am Knoten 1, am hochsten ist, siehe Abbildung 6.19b. Fiir den Fall der An-
nahme “thermo-visk” werden die inelastischen Dissipationsterme beriicksichtigt. Dies
fiihrt zu einer hoheren Temperaturentwicklung im Korper, die an der leichten Steigung
der Amplituden in Abbildung 6.19c zu erkennen ist. Es resultiert ein Temperaturzu-
wachs, der am Knoten 1 etwa 9 ~ 0.25°C erreicht. Im Bereich der konstanten Last,
withrend der Korper relaxiert, fillt die Temperatur im Vergleich zu “thermo-hyp” schnel-
ler, was an den Steigungen der Kurven in Abbildung 6.19b und Abbildung 6.19d ersicht-
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Abbildung 6.19.: Temperaturzuwichse an den selektierten Knoten aus Abbildung 6.16a
der beiden Modellannahmen bei separiert betrachteten Belastungsin-
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lich wird. Sie verbleibt aber zum Ende des Intervalls auf einem héheren Temperaturni-
veau. Interessanterweise steigt in beiden Fillen zu Beginn der Haltezeit die Temperatur
kurzfristig an, bevor sie sinkt.

GleichermaBen bewirken die inelastischen Dissipationseffekte, aufgrund der Entwick-
lung der viskosen Verzerrungen, auch eine Anderung des Deformationsfeldes. Dieser
erwartungsgeméifle Unterschied der Deformation wird durch den Vergleich der axialen
Verschiebungskomponente des Knoten 1 in Abbildung 6.20 verdeutlicht. Schon bereits
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(a) Verschiebung am Knoten 1 fiir 5 Zyklen (b) Verschiebung am Knoten 1 fiir Haltezeit

Abbildung 6.20.: Verlauf der axialen Verschiebungskomponente am Knoten 1 fiir die
ersten fiinf Zyklen und iiber die Haltezeit

nach den ersten fiinf Zyklen kristallisiert sich nach Abbildung 6.20a heraus, dass der
Knoten eine vergleichsweise andere axiale Verschiebung erfihrt. Zudem wird durch die
Abbildung 6.20b der Unterschied im Relaxationsverhalten, der im Fall von “thermo-
visk” zusitzlich iiber die Viskositiatsfunktion beeinflusst wird, veranschaulicht.

Zum Abschluss der Untersuchung wird auf einige Erlduterungen zu dem thermome-
chanisch gekoppelten Prozess in Bezug auf das formulierte Materialmodell eingegan-
gen. Wie eingangs bereits dargestellt, ist die Temperaturerhohung im Inneren des Pro-
benkorpers am hochsten. Daher wird fiir die abschlieBende Untersuchung ein Knoten
im Zentrum der Querschnittsflache (Fliche C4 in Abbildung 6.16) bei y = 0 gewihlt.
Fiir diesen Knoten ist in Abbildung 6.21 der Temperaturzuwachs iiber dem gesamten
Belastungsintervall aufgetragen. Zunichst ist der bei Elastomeren typische Temperatur-
verlauf!? als Folge einer zyklischen Belastung zu beobachten, der aufgrund einer zur
Zeitachse unsymmetrisch verlaufenden Spannungsleistung resultiert und im Wesent-
lichen von dem Wirmeausdehnungskoeffizient beeinflusst wird, siehe hierzu [Reese,
2001]. Zudem kann man feststellen, dass aufgrund der hoheren Verformung, die der
Korper auf Hohe des Knoten erfihrt,'® eine hohere Spannungsleistung bewirkt wird, auf

2Hiermit ist die abwechselnde Folge von auftretenden kleinen und groBen Amplituden gemeint.
13Sowohl groBere radiale als auch axiale Verzerrungen
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Abbildung 6.21.: Temperaturverlauf eines inneren Knotens bei y = 0

die der Korper mit einem Temperaturanstieg antwortet, die an dieser Stelle um ca. 1°C
hoher ist als zuvor. Der aus der Spannungsleistung hergeleitete thermoelastische Kopp-
lungsterm wird durch diesen beschriebenen Prozess wiedergegeben. Neben der thermo-
elastischen Kopplung bewirkt die Inelastizitét, die dissipative Effekte hervorruft, eine
zusitzliche Temperaturentwicklung im Korper. Zur Quantifizierung des Einflusses der
inelastischen Dissipation ist in Abbildung 6.22 die Differenz der beiden Temperaturver-
laufe aus Abbildung 6.21 realisiert worden. Die Kurve beschreibt den Temperaturzu-
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Abbildung 6.22.: Differenz des Temperaturverlaufs aus Abbildung 6.21

wachs, der durch den Dissipationsterm dem Korper pro Zeit zugefiihrt wird, womit die
Aussage getroffen werden kann, dass die Zufuhr der thermischen Energie pro Zyklus
zunimmt. Wihrend der konstanten Last ist eine Abnahme des Temperaturzuwachses zu
beobachten. Die Begriindung liegt in der Entwicklung der inelastischen Verzerrungen
und der damit resultierenden Zunahme der Hysterese, wodurch stindig mechanische
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6.4. Untersuchung einer praxisrelevanten Anwendung

Energie in Wirme dissipiert. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.23 visualisiert. In
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Abbildung 6.23.: Materialantwort bei zyklischer Belastung

Abbildung 6.23b ist die axiale Spannungskomponente des ersten Piola-Kirchhoff’schen
Spannungstensors iiber die axiale Streckung aufgetragen. Man erkennt in der Abbil-
dung die charakteristisch s-formige Spannungs-Dehnungskennlinie, aus der mit jedem
Zyklus eine ausgeprigte Hysterese gebildet wird. Mit dem Auftragen der inneren Va-
riablen, was hier der axialen Komponente des viskosen rechten Cauchy-Green Tensors
entspricht, iiber die axiale Streckung ist die Entwicklung der Hysterese deutlicher zu
erkennen. Betrachtet man in Abbildung 6.23b den Verlauf der inneren Variablen, so ist
festzuhalten, dass sie sich aufgrund der Temperaturabhingigkeit sogar iiber das zykli-
sche Belastungsintervall hinaus entwickeln. Gleichzeitig kann man feststellen, dass die
Hysterese mit jedem Zyklus groer wird, was durch die Vergroerung der eingeschlos-
senen Flidche eines Zyklus nachzuvollziehen ist.

6.4. Untersuchung einer praxisrelevanten
Anwendung

Aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht ist fiir eine Bewertung der hier vorgestellten itera-
tionsfreien Losungsprozedur die Anwendbarkeit der Verfahren auf praxisrelevante Fra-
gestellungen ein essentieller Punkt. Die Anforderungen, die den numerischen Verfahren
hierbei gestellt werden, sind neben einem stabilen und robusten Verhalten fiir ein breites
Spektrum an thermomechanisch gekoppelten Problemstellungen auch die effiziente Lo-
sung der komplexen Modelle mit groBer Anzahl von Freiheitsgraden, die typischerweise
aus Problemen der Praxis resultieren.
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Als Beispiel fiir die Untersuchung einer praxisrelevanten Anwendung wurde ein Ela-
stomerlager gewihlt, das als Verformungslager fiir die Lagerung von Briicken eingesetzt
wird. Verformungslager iibertragen die Krifte iiber die Verformung des Elastomers, sind
allseits beweglich und erlauben die Aufnahme horizontaler und vertikaler Lasten bei
gleichzeitiger Verdrehung um alle drei Achsen. In Abbildung 6.24 ist ein Bild eines sol-
chen Lagers abgebildet. Es besteht iiblicherweise aus einem viskoelastischen Elastomer-
block, in den Stahlplatten einvulkanisiert sind. Diese dienen der Versteifung des Lagers.
Die numerische Simulation des La-
gers erfolgt mittels eines generischen
Modells, das auf die geometrischen
Ausfiithrungen nach [Block, 2010]
basiert. Das hieraus entstandene Mo-
dell mit der zugehorigen BemaBBung
ist in Abbildung 6.25 abgebildet.
Aufgrund der gewéhlten Randbedin-
gungen und der Lastfunktion kann
eine einfache Symmetrie ausgenutzt
werden, d.h. die Hilfte des Lagers
wurde modelliert. Die in dem Mo-
dell angedeutete Festhaltekonstrukti-
on, die fiir eine Ubertragung der Ho-
rizontalkrifte zwischen Uberbau und Unterkonstruktion dient, ist hinsichtlich der feh-
lenden Information der Lastiibertragung in der Simulation nicht beriicksichtigt. Die La-
sten werden direkt auf das Lager iibertragen, was einer real hoheren Belastung ent-
spricht. Die dafiir vorgesehenen Randflichen sind in Abbildung 6.26b dargestellt. Das

Abbildung 6.24.: Elastomerlager im Einbau

154

gl
o

530

Abbildung 6.25.: Modell des Briickenlagers mit den eingezeichneten Dimensionen. Ein-
heiten in [mm]
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6.4. Untersuchung einer praxisrelevanten Anwendung

Lager wird an der unteren Oberfldche (gelb) fest eingespannt, womit alle Verschiebungs-
freiheitsgrade zu Null gesetzt werden. An der oberen Fliche (blau) wird die Last auf-
gebracht, und die Frontflache (griin) entspricht einer Symmetriefliche. Hier sind alle
Verschiebungsfreiheitsgrade senkrecht zur Flidche gleich Null. Zudem werden adiabate
Temperaturrandbedingungen an den Oberflichen angenommen, womit der Wirmestrom
tiber die Randflachen zu Null gesetzt wird. Abbildung 6.26a stellt das FE-Modell dar.
Das Lager wurde mit 6912 Q1P0 Elementen'* diskretisiert. Dies entspricht einer Anzahl
von 8125 Knoten, denen im Allgemeinen jeweils vier Freiheitsgrade zugeordnet sind.!
Unter Beachtung der Randbedingungen resultiert hieraus ein Modell, dass durch insge-
samt 29 975 unbekannte Freiheitsgrade und einer Anzahl von 331 776 inneren Variablen
charakterisiert ist. In Abbildung 6.26¢ und Abbildung 6.26d sind die Zuordnungen des
verwendeten Materials dargestellt. Das Lager besteht aus fiinf viskoelastischen Elasto-
merschichten, die mit dem Materialmodell aus Abschnitt 3.4 modelliert werden. Die in
Magenta dargestellten Volumen in Abbildung 6.26d entsprechen den Metalleinlagen.!'®
Sie werden mit einer vereinfachten Annahme der Thermo-Hyperelastizitat modelliert.
Die Elastizititsbeziehung wird mit einem Mooney-Rivlin Ansatz abgebildet.!” Die hier-
fiir notwendigen Materialparameter cig und cy; werden im Zusammenhang zur Theo-
rie kleiner Verzerrungen aus dem Kompressionsmodul K hergeleitet, siche [Hartmann,
2003]. Der Kompressionsmodul wird der Arbeit von Quint [2012] entnommen und wur-
de fiir das Stahl 51CrV4 gewibhlt. Die fiir den thermischen Anteil des Materialmodells
notwendigen Parameter konnten aus den Werten des Stahls 51CrV4, [Quint, 2012], in-
terpoliert werden. Die Werte der Materialparameter des Modells sind in Tabelle A.5 im
Anhang A.5 zusammengefasst. Die nicht Berticksichtigung der Plastizitédt in dem Modell
ist im Rahmen der Untersuchung tragbar, da die resultierenden Spannungen unterhalb
der spezifizierten FlieBspannungen des Stahls verbleiben und eine Plastifizierung des
Stahls ausgeschlossen werden kann.

Die Briickenlager sind vielen verschiedenen Beanspruchungen unterworfen, die auf
(quasi) statische und/oder dynamische Lasten bzw. deren Uberlagerung zuriickzufiihren
sind. Dynamische Beanspruchungen der Briicke und somit des Lagers, die z.B. durch
die Verkehrslast zustande kommen, oder seismische Beanspruchungen werden durch
die hier entwickelten numerischen Verfahren nicht ausreichend genau abgedeckt.'® Da-
her wird in der Simulation neben der Temperatur ausschlieBlich das Eigengewicht als
bleibende konstante Last und eine zyklische Beanspruchung, wie beispielsweise durch

4Davon sind 1152 Q1P0 Elemente fiir die Metallschichten verwendet worden. Eine Metallschicht wird
mit 288 Elemente diskretisiert. Uber die Hohe der Metallschicht wird eine Elementreihe verwendet.

ISKnoten mit vorgesehenen Randbedingungen besitzen natiirlich weniger als vier Freiheitsgrade.

16In Abbildung 6.26d sind die Metallschichten als ein Ausschnitt des Lagers abgebildet.

7ygl. Abschnitt 3.4

I8Fiir eine adiquate Simulation von dynamischen Prozessen bedarf es der Abbildung der Triigheitsterme
der Impulsbilanz. Die hier vorgestellte quasi-statische Betrachtungsweise ist fiir Prozesse in einem
Frequenzbereich bis 5 Hz durchaus anwendbar.
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(a) FE-Netz mit Q1P0 Elementen (b) Dirichlet Randbedingungen

(c) Materialverteilung (d) Metallschichten

Abbildung 6.26.: Berechnungsmodell der Lagerstruktur mit der gewéhlten Diskretisie-
rung (a), den aufgebrachten Verschiebungsrandbedingungen (b) und
den Volumen zugeordneten Material (c) und (d)

den Wind iibertragen wird, beriicksichtigt. In Abbildung 6.27a sind die umgesetzten
Lastfunktionen festgehalten, die die angenommenen Beanspruchungen reprisentieren.
Das Eigengewicht der Briicke wird iiber eine verschiebungsgesteuerte Drucklast rea-
lisiert, die als lineare Funktion in 10s aufgebracht wird und ab einer Stauchung von
10 mm konstant iiber den gesamten Zeitintervall verbleibt. Neben der Drucklast wird
das Lager in Lingsrichtung zyklisch auf Scherung belastet. Dies wird mittels einer har-
monischen Sinusfunktion mit der Kreisfrequenz 0.47 s~*, der ein Tangens Hyperbolicus
superponiert ist, realisiert. Der Tangens Hyperbolicus bewirkt eine Verschiebung um die
Mittellage. Somit wird das Lager in positiver Langsrichtung (z-Richtung) um 40 mm
geschert und in negativer Richtung um 5 mm.

Der Belastungsprozess wird mit dem vierstufigen ROSI2PW Verfahren von Rang
and Angermann [2008] mit der adaptiven Schrittweitensteuerung berechnet. Die hier-
fiir benotigten Toleranzen sind folgend gewihlt worden: Die Toleranzen fiir die Kno-
tenverschiebungen sind Atol, = 1074, Rtol, = 10~° und die der Knotentemperaturen
Atolg = 1072, Rtolg = 1073, Die Toleranzen der inneren Variablen sind Atolqg = 1074,
Rtolg = 107° und die der Lagrange-Multiplikatoren sind Atoly = 10~%, Rtoly = 10~*.
Abbildung 6.27b stellt fiir diese Simulation die berechneten Zeitschrittweiten dar. Of-
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Abbildung 6.27.: Vorgesehene Lastfunktion mit zyklischer Scherung 4, (t) mit einer zu-
vor aufgebrachten Drucklast u,(t) und die berechneten Zeitschrittwei-
ten

fenbar resultiert fiir das definierte Modell ein duBlerst komplexer Deformationsprozess.
Durch die Schrittweitensteuerung werden die Zeitschritte nicht wesentlich vergrofert.
Die Komplexitit des untersuchten Problems ist auf das nichtlineare Materialmodell und
die nichtlineare Lastfunktion zuriickzufiihren. Zusétzlich verkomplizieren die Metall-
schichten das Problem, da sie eine enorme Versteifung fiir das Modell bewirken, wo-
durch die Anforderungen an die Diskretisierung extrem erhoht wird. Die hergeleitete
Losungsprozedur erwies sich fiir dieses hoch anspruchsvolle Beispiel als sehr effizient
und robust. Fiir die Berechnung des gesamten Prozesses benotigte das Verfahren 37881
Zeitschritte, was auf der gewihlten Rechnerarchitektur im Durchschnitt 179450 s dauer-
te. Die CPU Zeit scheint auf den ersten Blick sehr hoch zu sein. Bedenkt man allerdings,
dass das Verfahren fiir die Berechnung eines einzigen Zeitschritts weniger als fiinf Se-
kunden (ca. 4.7s) bendtigt, in der unter anderem mindestens ein lineares Gleichungs-
system mit einer Systemmatrix mit 2870 141 von Null verschiedenen Eintriagen gelost
werden muss, so relativiert sich diese CPU Zeit.

Zur Untersuchung des Temperatureinflusses auf die mechanischen Eigenschaften des
Lagers wurde die Simulation des Belastungsprozesses fiir drei unterschiedliche kon-
stante Anfangstemperaturverteilungen 6(x,t,) = {0, 20,50} [°C] durchgefiihrt. Bevor
jedoch der Einfluss der Temperatur untersucht wird, sollen zunéchst die resultieren-
den thermomechanischen Materialeigenschaften diskutiert werden. Am Beispiel der An-
fangstemperatur von (X, ty) = 20 °C ist in Abbildung 6.28 die Temperaturverteilung in
dem Lager zu verschiedenen Prozesszeiten visualisiert. Infolge der Drucklast, die eine
Vorspannung in dem Korper verursacht, erfahrt das Lager den hochsten Temperatur-
zuwachs bei ¢ = 10s, siche Abbildung 6.28b. Die anschlieBende zyklische Scherung
initiiert in jedem Zyklus an einer Amplitude lokal zwar eine maximale Temperaturerho-
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Abbildung 6.28.: Temperaturverteilung zu verschiedenen Lastzeitpunkten
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hungen, siehe Abbildung 6.28c, fiihrt allerdings zu einer geringeren Aufheizung des La-
gers, siehe Abbildung 6.28d. Die Temperaturerhohung entlang der Hohe des Lagers ist
bei allen Elastomerschichten mittig nahe der Metalleinlagen ausgeprigter, siche Abbil-
dung 6.28b. Diese Feststellung kann leicht durch die Spannungsverteilung und der damit
zugehdrigen inneren Spannungsleistung erldutert werden. Die berechneten Spannungen
sind im néchsten Ergebnis dargestellt. Abbildung 6.29 zeigt die Spannungsverteilung
des Lagers zum Ende der Belastung. In Abbildung 6.29a sind die Spannungen in Scher-
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(a) Scherrichtung (b) Quer zur Scherrichtung (c) Stauchrichtung
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Abbildung 6.29.: Spannungsverteilung der Spannungskomponenten zum Belastungsen-
de

richtung abgebildet, und Abbildung 6.29b zeigt die Spannungen quer zur Scherrichtung.
Offensichtlich werden durch die Scherlast an den Metalleinlagen in der Mitte des La-
gers, d.h. an der Symmetriefliche, die hochsten Normalspannungen induziert, die zu
den Lagerrdandern abklingen. Diese inhomogene Verteilung wird vor allem verdeutlicht,
wenn man die Spannungen, welche durch die Drucklast in axialer Richtung verursacht
werden, betrachtet, sieche Abbildung 6.29c. Das Spannungsbild korrespondiert mit der
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zuvor dargelegten Feststellung der Temperaturverteilung des Lagers.

Betrachtet man die Deformation des Lagers, so beobachtet man erwartungsgemif3
aufgrund der weit niedrigeren Steifigkeit des Elastomers!® eine groBere Verformung der
Elastomerschichten. Eine Verformung der Metallschichten ldsst sich allerdings auch ver-
zeichnen. In Abbildung 6.30 ist die Deformation der Metallschichten bei maximaler
Scherung tiberhoht dargestellt. In den Metalleinlagen ist die thermoelastische Kopplung

Abbildung 6.30.: Darstellung der deformierten Metallschichten bei maximaler Scherung
mit einem Uberhshungsfaktor von 10

beriicksichtigt. Die im Vergleich schwache Deformation induziert eine derart hohe Span-
nungsleistung, die aufgrund des Kopplungsterms im Korper zu einer derart pragnanten
Temperaturerhohung fiihrt.

Wie eingangs geschildert, wird der Belastungspfad fiir drei verschiedene Anfangstem-
peraturen des Lagers berechnet. Hierbei liegt insbesondere das Interesse daran, den Ein-
fluss der Temperatur auf die durch das Lager aufzunehmenden Auflagerkrifte zu un-
tersuchen. Die in der Auflagerfliche resultierenden Kraftkomponenten sind in Abbil-
dung 6.31 beziiglich der Belastungszeit fiir die Anfangstemperatur 0(Xx, ;) = 20°C
dargestellt. Die Komponenten in axialer Kompressionsrichtung F, und der Richtung
quer zur Scherrichtung F; beschreiben ndherungsweise einen konstanten Kraftverlauf
iber die Zeit. Die zyklischen Lastwechsel scheinen keinen Einfluss aufzuweisen. Dem
entgegen sind die Zyklen in dem Verlauf der Kraft F, in Scherrichtung deutlich zu se-
hen. Sie sind allerdings um ca. 10? [kN] geringer als die axiale Kraftkomponente. Wer-
den, wie anhand der Abbildung 6.32 gezeigt, die beiden Kraftkomponenten in axialer
Richtung und der Querrichtung zur Scherung niher untersucht, so konnen zwei inter-
essante Ergebnisse festgehalten werden. Zum einen ist eine deutliche Relaxation der
Kraft zu erkennen, was durch die thermomechanischen Kopplungsphianomene bewirkt
wird. Zum anderen kann festgestellt werden, dass die zyklischen Lastwechsel in rela-
tiv schwacher Ausprigung sowohl fiir die Auflagerkraft F, quer zur Scherrichtung als

“Der Kompressionsmodul des Stahls ist um zwei Zehnerpotenzen hoher, sieche Tabelle A.5 im An-
hang A.5
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Abbildung 6.31.: Fiir die Auflagerfliche ermittelten Auflagerkrifte aller drei Richtun-
gen

auch fiir die Auflagerkraft F, beobachtet werden konnen. Dies kann wihrend der Re-
laxation der Kraft festgestellt werden und wird durch zyklische Temperaturinderung
verursacht. Der Einfluss der Anfangstemperatur scheint allerdings vernachléssigbar ge-
ring zu sein. Um die Auswirkung der Anfangstemperatur zu verdeutlichen, werden im
Folgenden Beispiel die Differenzen der Kraftkomponenten beziiglich der Anfangstem-
peratur 0(X,to) = 0°C, die als Referenz dient, abgebildet. In Abbildung 6.33 sind die
Differenzen iiber dem Belastungsintervall aufgetragen. Die Kurven (Fa50) ergeben sich
aus der Differenz der Auflagerkraft bei 6(x,ty) = 50°C zu der Auflagerkraft die bei
0(x,tg) = 0°C ermittelt wurde. In gleicherweise resultieren die Kurven (Faz) die aus
der Differenz der Auflagerkrifte bei 6(X,ty) = 20°C und 6(x,t;) = 0°C berechnet
sind. Offensichtlich sind die Auflagerkrifte von der Anfangstemperatur abhingig, sie-
he Abbildung 6.33a und Abbildung 6.33b. Mit steigender Temperatur 20 °C — 50°C
nimmt der Einfluss zu. Die Differenzen der Auflagerkrifte beziiglich der Referenztem-
peratur 0 °C sind groer. Zudem deuten die abfallenden Steigungen der Kurven in den
Abbildungen darauf hin, dass der Einfluss der Anfangstemperatur auf einen Grenzwert
tangiert.

Die Temperaturentwicklung in dem Lager wird auch durch die Anfangstemperatur
beeinflusst. Diese Beobachtung ist in Abbildung 6.34 festgehalten. Dort ist die Tempe-
raturinderung eines Eckknotens der oberen Fliche®® des Lagers abgebildet, siche Ab-
bildung 6.34a und die Temperaturdnderung an dem gegeniiberliegenden Eckknoten der
unteren Fliche?' des Lagers ist in Abbildung 6.34b dargestellt. Die Temperaturinde-
rung aufgrund der Kompression, fiir ¢ = [0, 10]s, ist fiir beide Knoten in etwa gleich
grof3. Die anschlieende zyklische Belastung fiihrt an den dargestellten Knoten zu kei-
ner Aufheizung. Hier iiberwiegt der Einfluss der Relaxation, da der Korper weiterhin

20Die Verschiebungsrandfiziche (blaue Fliche nach Abbildung 6.26b), die gestaucht und geschert wird.
2IDie Verschiebungsrandflziche (gelbe Fliche nach Abbildung 6.26b), die festgehalten wird.
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(a) Quer zur Scherrichtung (b) Axiale Kompressionsrichtung

Abbildung 6.32.: Auflagerkrifte der Komponenten in axialer Richtung und der Quer-
richtung zur Scherung fiir die gewdhlten Anfangstemperaturvertei-
lung, mit 6y = 0(X, to)
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(a) Quer zur Scherrichtung (b) Axiale Kompressionsrichtung

Abbildung 6.33.: Differenzen der Auflagerkrifte fiir die Komponenten in in axialer
Richtung und der Querrichtung zur Scherung

in Kompression gehalten wird. Die zyklische Temperaturerhohung und -senkung fiihrt
zu keiner Aufheizung der Knoten, es findet sogar zu einer Temperaturabnahme statt.
Interessanterweise ist der Temperaturzuwachs pro Zyklus fiir den Fall mit der hochsten
Anfangstemperatur im Vergleich auch am Hochsten, womit die eingangs erwihnte Ab-
hingigkeit gezeigt ist.

Durch die zuvor aufgefiihrte Untersuchung, konnte die Wechselwirkung des mecha-
nischen zu dem thermischen Verhalten des Lagers bezogen auf die gewéhlte Anfang-
stemperatur gezeigt werden. In Bezug auf das gesamte thermomechanische Verhalten
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Abbildung 6.34.: Verlauf der Temperaturdifferenz ) = 6—60, bei den gewéhlten Anfang-
stemperaturen (X, ty) = {0.0,20.0,50.0} [°C] fiir zwei verschiedene
Knoten.

ist der Einfluss der Anfangstemperaturverteilung fiir den untersuchten Temperaturbe-
reich jedoch gering. Dies ist zum einen damit begriindet, dass bereits die aufgebrachte
mechanische Last in dem Lager eine hohe mechanische Spannungsleistung hervorruft,
was zu einer relativ hohen Temperaturerhohung fiihrt, die den Effekt der Anfangstem-
peratur mindert. Auf der anderen Seite wiirden gro3ere Scheramplituden zu einer hohe-
ren Dissipation fiithren. Hinsichtlich der temperaturabhingigen Materialfunktionen des
Dissipationsterms wichst mit jedem Zyklus der Einfluss der inelastischen Dissipation
gegeniiber dem thermoelastischen Kopplungsterms, woraus hohere Temperaturdnderun-
gen hervorgehen, was wiederum von der Anfangstemperatur abhingig ist.
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7. Zusammenfassung und
Ausblick

Die jiingsten Fortschritte im Rahmen der Finiten Element Methode konnen grundsitz-
lich in zwei Entwicklungsrichtungen unterteilt werden. Auf der einen Seite wurden Ver-
fahren beziiglich einer phdinomenologischen Modellbildung komplexer konstitutiver Be-
ziehungen ausgeweitet. Auf der anderen Seite, als Folge von verschirften Genauigkeits-
anforderungen und dem Bedarf nach hoch numerisch aufgeldsten Modellen, wurden ef-
fiziente Techniken und Methoden zur Losung des Gesamtproblems entwickelt. Die hier
vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag im Entwicklungsfortschritt effizienter Losungs-
strategien.

Unter diesem Gesichtspunkt wird in dieser Arbeit die numerische Behandlung ther-
momechanisch gekoppelter Strukturberechnungen mit Hilfe der nichtlinearen Finite-
Elemente Methode (FEM) im Rahmen einer modernen Betrachtungsweise einer kon-
sistenten Raum- und Zeitdiskretisierung am Beispiel eines temperaturabhéngigen Ela-
stomerwerkstoffes unter der Annahme groBer Verzerrungen umgesetzt. Hierbei wird
erstmalig sogenannte Rosenbrock-Verfahren auf das zugrundeliegende Algebro-Diffe-
rentialgleichungssystem (DAE-System) angewendet. Der differentielle Anteil des DAE-
Systems besteht aus der semi-diskretisierten schwachen Form der Wirmeleitungsglei-
chung sowie den Evolutionsgleichungen der inneren Variablen, welche die ratenabhén-
gigen, viskosen Eigenschaften des Materials beschreiben. Der algebraische Anteil wird
durch die diskretisierte schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen wiedergegeben.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die kontinuumsmechanischen Grundlagen, in der
alle relevanten kinematischen Relationen zur Beschreibung finiter Deformationen be-
reitgestellt werden, und der Herleitung der Bilanzgleichungen der Thermodynamik und
der Kontinuumsmechanik werden die grundlegenden Prinzipien zur Konstruktion ther-
modynamisch sinnvoller Materialgleichungen nach dem Konzept der thermoreologisch
einfachen Stoffe erldutert. Die Entwicklung des Materialmodells, zur phdnomenolo-
gischen Beschreibung der thermomechanischen Eigenschaften elastomerer Strukturen,
erfolgt durch die sukzessive Auswertung der Dissipationsungleichung. Damit ist eine
thermodynamische Konsistenz a priori gewéhrleistet. Das Materialmodell basiert auf ei-
ner multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen mechanischen und
einen thermischen Anteil, der rein volumetrische Deformation erzeugt. Als thermody-
namisches Potential dient die frei Energie, die in Bezug auf den eingefiihrten Variablen-
satz additiv in einem elastischen und einem inelastischen Energieanteil sowie einem rein
thermischen Anteil zerlegt wird. Der Warmefluss im Kontinuum wird mit dem Fourier-
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7. Zusammenfassung und Ausblick

schen Wirmeleitgesetz modelliert. Grundsitzlich wird bei der Entwicklung des Modells
die Uberlegung beriicksichtigt, moglichst ein problemorientiertes Modell zu erhalten. Im
Gegensatz zu einer Idealvorstellung, ein Materialmodell miisse den Werkstoff in seiner
Gesamtheit beschreiben, sind diese Modelle auf essentielle Phinomene unter gegebe-
nen Belastungen fokussiert, was in der Regel eine effiziente numerische Umsetzung zur
Folge hat.

Auf Grundlage der lokalen Form des Anfangs-Randwertproblems (ARWP) werden
die Variationsfunktionale des thermomechanisch gekoppelten Problems angegeben und
im Hinblick auf eine geeignete Elementformulierung eine gemischte Variationsformu-
lierung hergeleitet. Die integrale Form des ARWP wird im darauf folgenden Schritt
im Sinne einer konsistenten Raum- und Zeitdiskretisierung approximiert. Basierend auf
einem monolithischen Ansatz werden fiir die riumliche Diskretisierung aus einem Drei-
feldfunktional gemischte Elemente hergeleitet. Bei dieser Formulierung werden unter-
schiedliche Ansatzfunktionen fiir die deviatorischen und volumetrischen Anteile der ge-
samten Deformation gewdihlt. Dies hat zur Folge, dass die isochoren und volumetri-
schen Spannungsanteile in der Elementformulierung unterschiedlich behandelt werden.
Bei der Diskretisierung des thermoelastischen Kopplungsterms ist diese Aufteilung zu-
sdtzlich zu beriicksichtigen. Die Umsetzung der Elementformulierung erfolgt in einer
rdumlichen Darstellung auf der Momentankonfiguration. Mit der gemischten Element-
formulierung werden Locking-Phdnomene infolge mechanischer Inkompressibilitit ver-
mieden.

Der Hauptteil der Arbeit befasst sich mit der Herleitung eines effizienten Zeitinte-
grationsverfahren zur globalen Losung des resultierenden DAE-Systems zur Bestim-
mung der diskreten Temperatur- und Verschiebungsfelder. Das im Bereich der nichtli-
nearen FEM vorwiegend eingesetzte implizite Euler Verfahren zur Integration des semi-
diskreten DAE-Systems verliert im Bezug auf Effizienz seine Giiltigkeit. Auch implizi-
te Runge-Kutta Verfahren hoherer Ordnung unterliegen im Rahmen einer Priorisierung
der numerischen Effizienz aufgrund der iterativen Losungsprozedur an Bedeutung. Mit
der Anwendung von Rosenbrock-Verfahren auf das DAE-System wird eine komplett
iterationsfreie Losungsprozedur erzielt und auf Basis von Verfahren hoherer Ordnung
zudem hohere Genauigkeiten erreicht. In diesem Zusammenhang wird in dieser Arbeit
die Verfahrensvorschrift fiir das thermomechanisch gekoppelte Mehrfeldproblem her-
geleitet und die resultierenden Elementmatrizen und -gleichungen formuliert. Besonde-
rer Augenmerk liegt in eine effiziente Implementierung der Algorithmen. Insbesonde-
re wird eine parallele Berechnung der Elementmatrizen umgesetzt. Die typischerweise
sparlich besetzen Matrizen werden mit einem Speicherformat fiir diinn besetzte Matri-
zen beschrieben, womit eine effiziente Behandlung der linearen Gleichungen ermoglicht
wird. Die Berechnung der linearen Gleichungssysteme erfolgt mit einem parallelisier-
ten Gleichungsloser fiir spérlich besetzte, unsymmetrische Matrizen. Die Faktorisierung
der Koeffizientenmatrix wird innerhalb eines Zeitschritts einmalig durchgefiihrt. Dies
ist vor allem fiir Verfahren hoherer Ordnung mit mehreren Stufen interessant. Zur Kon-
trolle der Genauigkeit und damit der Verldsslichkeit der numerischen Losung wird eine
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Zeitschrittweitensteuerung verwendet, die mit einem vernachlédssigbar kleinen numeri-
schen Mehraufwand realisiert wird. Die Komplexitit des Mehrfeldproblems erzwingt
dabei geeignete Fehlernormen gesondert fiir die primédren Variablen zu wihlen.

Im Rahmen der Entwicklung effizienter Losungsstrategien fiir die Behandlung fini-
ter Thermoviskoelastizitit stellt die hier vorgestellte Prozedur einen messbaren Bei-
trag. Anhand einfacher, numerischer Beispielrechnungen werden grundlegende Eigen-
schaften der thermoviskoelastischen Kopplung aufgezeigt. Am Beispiel einer periodisch
beanspruchten Elastomerprobe werden dissipative Aufheizeffekte sowie der Einfluss
des deformationsabhingigen Wirmestroms studiert und das Verhalten des Materialm-
odells bewertet. Untersuchungen bei verschiedenen nichtlinearen Belastungsprozessen
liefern bei gleichen Genauigkeitsanforderungen erhebliche Rechenzeitreduktionen im
Vergleich zu klassischen Verfahren, die in einem weiten Spektrum von kommerziellen
FEM-Softwarepaketen implementiert sind. Auch Vergleiche mit den erheblich effizi-
enteren DIRK-Verfahren, haben betrichtliche Rechenzeitersparnisse erzielt. Schlielich
konnte die Effizienz der Losungsprozedur im Zusammenhang eines praxisrelevanten
Beispiels fiir thermomechanische Prozesse ausgetestet und bewertet werden.

Durch die hier vorgestellte iterationsfreie Losungsprozedur ergeben sich entscheiden-
de Vorteile zur numerischen Behandlung finiter Thermoviskoelastizitit. Es existieren
allerdings Moglichkeiten zur Weiterentwicklung auf verschieden Ebenen. Ein zu benen-
nendes Nachteil des monolithischen Losungsansatzes ist die homologe Gebietsdiskreti-
sierung, indem alle physikalischen Felder mit dem gleichen Diskretisierungsansatz be-
rechnet werden. Im Allgemeinen fiihrt dies dazu, dass das physikalische Verhalten eines
Feldes beschrinkend gegeniiber den weiteren Felder wirkt, wodurch es zu einer unnotig
hohen Auflésung des Netzes fiihrt. Die Weiterentwicklung der Losungsprozedur beziig-
lich einer Netzadaptivitit konnte die Problematik beheben. Hierzu bedarf es unter an-
derem der Formulierung geeigneter Fehlerindikatoren zur Abschitzung des rdumlichen
Diskretisierungsfehlers. Auf Grundlage der Identifizierung des rdumlichen Diskretisie-
rungsfehlers kann das Netz lokal verfeinert werden (h-adaptiv) und eine a priori hohe
Auflosung des Netzes wird damit vermieden.

Die Anwendung von gemischten Elementen erwiesen sich bei den hier untersuch-
ten thermomechanisch gekoppelten Fragestellungen sowohl in der einfachen, linearen
Formulierung (Q1P0) als auch bei der quadratischen Form (Q2P1) als ausgesprochen
robust. Eine Alternative fiir die riumliche Diskretisierung bietet die FEM Legendre Po-
lynomen hoher Ordnung. Diese sind innerhalb der iterationsfreien Losungsprozedur ba-
sierend auf die Rosenbrock Verfahren fiir die finite Viskoelastizitéit untersucht worden.
Die Erweiterung des Ansatzes fiir thermomechanisch gekoppelte Probleme verspricht
ein durchaus interessantes und lohnenswertes Potential.

Bei Beachtung der moglichen Vielfalt der konstitutiven Modellbildung konnte das in
dieser Arbeit formulierte Materialmodell letztlich als beispielhaft fiir noch komplexere
Modelle verstanden werden. Die Umsetzung einer erweiterten Formulierung des inela-
stischen Materialverhaltens basierend auf konstitutive Gleichungen der finiten Thermo-
Viskoplastizitit stellt in Zusammenhang des vorgestellten Losungskonzepts prinzipiell
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7. Zusammenfassung und Ausblick

keine Schwierigkeiten dar. Die Untersuchung des numerischen Verhaltens hierbei stellt
eine weitere interessante Moglichkeit zur Weiterarbeit.
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A. Anhang

A.1. Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen lassen sich zum Beispiel keine Lager-
krifte (bzw. Bindungskrifte) berechnen, da die Lagerkriéfte an den Lagern keine virtu-
elle Arbeit leisten, Ju = 0 V du € 9, x,[B]. Um diese doch zu berechnen, verwendet
man folgende Motivation:

Zunichst geht man davon aus, dass das Potential

M(u) := / orV(C(X,t)) dV — / ork - du dV — / tr - 0u dA — minimal

R[B] R[B] OR(B]
(A.1)
existiert. Zur Berechnung der Lagerkrifte wird die Methode der Lagrange Multiplikato-
ren herangezogen. Diese verwendet das urspriingliche Potential sowie einen Zusatzterm,
der geometrischen Zwangsbedingung

C.(u)=0. (A.2)
Das neue Funktional lautet dann
L(u, ) :=1(u) + C.(u)- A — stationér (A.3)

A stellt den sogenannten Lagrange-Multiplikator dar. Die Variation des Gesamtpotenti-
als £ berechnet sich aus dem Gateaux-Differential

IL(u, A) := Dy L(u, A)[du] + DaL(w, A)[dA] = 0. (A.4)

Hierin sind du und ) beliebig, so dass jeder Summand von (A.4) identisch Null sein
muss. Die Richtungsableitung fiihrt auf die Ausdriicke

DAL(u, N)[6A] = Cc - 6A=0 = Co(u)=0 (A.5)

sowie
D.L(u, A)[0u] = D, II(u)[du] + D, Ce(u)[du] - X = 0. (A.6)

Der aus (A.5) und (A.6) zu berechnende Lagrange-Multiplikator A stellt im Falle, dass
C. die Dimension der Verschiebungen hat, eine Zwangskraft dar, die zum Erfiillen der
Zwangsbedingung C.(u) = 0 notwendig ist.
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A. Anhang

A.2. Der DIRK/MLNA Losungsansatz

Die Approximation des Anfangswertproblems (5.60) in einer impliziten Formulierung

F(t.y(t),y(t) =0, (A7)
durch das DIRK-Verfahren fiihrt auf s nichtlinearen Gleichungssysteme
Y. S .
F(T, Y, ——")=0, =1,...,s. A.8
( Atna“ ) ! ° ( )

Bei DIRK-Verfahren, im Vergleich zu den vollimpliziten RK Verfahren, wird nicht ein
gekoppeltes nichtlineares Gleichungssystem der Dimension n, X s gelost, sondern s
mal das nichtlineare Gleichungssystem (A.8) der Dimension n,. Dies ist vor allem fiir
groBdimensionale Probleme von erheblichem Vorteil. In dem Gleichungssystem (A.8)
stellen die Stufenwerte die Unbekannten dar. Alternativ konnten auch die Stufenablei-
tungen herangezogen werden, was auf

fiihrt. Das einfachste DIRK-Verfahren stellt das implizite Euler Verfahren dar,! welches
auf das nichtlineare Gleichungssystem (vgl. (A.8))

Fltnir, Yors, y”%t_y") — 0, (A.10)

mit S,,; = ¥, fiihrt.

In [Ellsiepen and Hartmann, 2001], [Hartmann, 2003] und [Hartmann, 2005] ist die
grundlegende Theorie zur Anwendung auf DAE-Systeme vom Index 1 sowie der adap-
tiven Schrittweitensteuerung erléutert worden. Die Zeitdiskretisierung fiir y = {u, gq}*
fiihrt in jeder Stufe auf das nichtlineare Gleichungssystem

Gni Unia Qm
in jeder Stufe ¢ im Zeitschritt ¢,, nach ¢,,, 1, mit

und den zeitdiskreten Gleichungen, die aus der Integration des Anteils der gewohnlichen
Differentialgleichungen resultieren

Q. -S]
Atpaz;

Dabei benétigt man hier den Startvektor S = @, + At,, Z;;ll a;j Qn] Die partitionier-
ten Grofen lauten dabei

. u

In Tabelle A.1 ist die zuvor erliduterte Vorgehensweise nochmals zusammengefasst.

'Das implizite Euler Verfahren ist durch die Koeffizienten s = 1, ¢; = 1, a1 = 1, by = 1, definiert.
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A.2. Der DIRK/MLNA Lésungsansatz

Tabelle A.1.: Zeitadaptives, eingebettetes DIRK-Verfahren

Gegeben:
e Koeffizienten ¢;, a;;, b;, (i,j = 1,..., s) eines steif-genauen DIRK-Verfahrens

e Anfangszeitpunkt ¢y, Anfangsschrittweite At

e Anfangsbedingungen y(to) = {:E?;} = {ZO} =Y
0 o

Schleife iiber die Zeitschritte: n =0,..., N

Wiederhole
Schleife iiber die Stufen: s =1,...,s

S.i =Y+ At Z —ai Yo
Lose: F ( vis Yois LSM) =0fir Y, = {Um}
Atnaii
Atpag

Berechne lokalen Integrationsfehler

ni

Speichere: Ym =

Berechne neue Schrittweite At,., gemalB Fehlerschitzung

Falls Schritt nicht akzeptiert, setze At,, = At ey

Bis Schritt akzeptiert
Update:
t”+1 =ty + Atn’ Atn—O—l - Atneu’ Y1 = Yns

2 Ublicherweise wird in der FE-Literatur, beziiglich der Lésung des nichtlinearen

2Es gibt durchaus Anwendungen, siehe zum Beispiel in [Haupt and Lion, 1995] bzw. [Hartmann, 1998],
bei denen die Struktur des DAE-Systems die Gestalt

F(t,y(t),y(t)) = (’()’()) }:0, A.15
Y0.70):={ gy ) ). gt A19
erhilt. Das Gleichungssystem (A.8) fiihrt dann hier fiiri = 1, ..., s auf

) ) Ym, - Sni _ Gni (Tnza Uni7 in) _

R..(Y.) = F( nis Y’”’iAtna” ) = { Loi(Tor Uns. Qo) }_ 0, (A.16)
mit q
Qni — Snl _ ) . Ui 'rn
an(Tnza Uniy an) - TL@M r (Tnm Un'u Ta” an) . (Al7)
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Gleichungssystems (A.11) von der Anwendung des Newton-Raphson Verfahren gespro-
chen, was nur im Fall der expliziten Auflosung des Integrationsschrittes fiir die inne-
ren Variablen stimmt. Bekannterweise werden auf Element bzw. Gauss-Punkt Ebene
die Verschiebungen bzw. Verzerrungen vorgegeben und die inneren Variablen iterativ
berechnet, was beim Newton Verfahren nicht auftritt. In [Hartmann, 1998] ist die FE-
Vorgehensweise mit der Anwendung des Satzes fiir implizite Funktionen in Zusammen-
hang gebracht worden, was auf die Arbeit von Rabbat et al. [1979] zurlickzufiihren
ist. Hiermit kann die geschachtelte Vorgehensweise sowie den durch Simo and Tay-
lor [1985] geprigten Begriffes des Konsistenten Tangentenoperators prizise erlautert
werden, siehe auch [Hartmann, 2005]. Das geschachtelte Verfahren wird als Multilevel-
Newton Algorithmus (MLNA) bezeichnet. Dieses Verfahren ist auch im Zusammenhang
mit gleichheitsrestringierten Optimierungsverfahren in [Hoyer and Schmidt, 1984] und
die dort zitierte Literatur, angewendet worden bzw. auch bei der Losung von Algebro-
Differentialgleichungssystemen, die bei der Berechnung elektrischer Netzwerke auftre-
ten, siche [Rabbat et al., 1979].

Zur Erlduterung des Verfahrens geht man von dem nichtlinearen Gleichungssystem
(A.16)

LWU,Q) =0, (A.18)
G(U.Q) =0, (A.19)

aus, wobei hier aufgrund der Ubersichtlichkeit die Indizes nicht betrachtet werden. In ei-
nem ersten Schritt wendet man den Satz {iber implizite Funktionen auf (A.18) an. Nach
dem Satz fiir implizite Funktionen existiert unter der Anforderung einer geniigend glat-
ten Funktion L eine Funktion Q(U) in der Nihe der Losung. Wenn man diese Losung
in (A.19) einsetzt,

GU,QU)) =0, (A.20)

so resultiert ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Variable U. Die Anwendung des
klassischen Newton-Verfahrens zur Berechnung der Variable U fiihrt in jedem Iterati-
onsschritt (m) auf das lineare Gleichungssystem

0G  9Gda
ou o0QdU
AU = U+ — Y peschreibt den Zuwachs der GroBe U und die Koeffizientenmatrix

stellt die Funktionalmatrix dar. Die GroBe Q™ = Q(U™) in (A.21) erhilt man aus
der Berechnung des nichtlinearen Gleichungssystems

LU™ Q™) =0 (A.22)

fiir gegebenes U™, Des Weiteren benotigt man in (A.21) nicht nur die partielle Ab-
leitung 0G/0U sowie 0G/0Q, sondern auch die Ableitung der unbekannten Funktion
Q(U) nach U. Diese erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel auf die Funktion

LU, Q(U)) = 0, (A.23)

(m)
] AU = -GU™, Q™). (A.21)
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was auf

(A.24)

oL, oL@ o [oL)d@ oL
ou  0QdU oQl du U’

fiihrt. Dieses entspricht einem linearen Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten.
Das Verfahren ist in Tabelle A.2 (Zweiebenen-Newton Verfahren) abgebildet.

Tabelle A.2.: Multilevel-Newton Verfahren in der Stufe ¢ des Zeitschrittes ¢,, ~~ ¢,
Gegeben: U,(g) =u,, QSZ) = G, Aty, Thi, @iy Spi

Wiederhole m =0,...

Lokale Ebene  Gegeben: U™, Argumentvektor z := (U, Q™)
Lokaler Integrationsschritt

LU, QM) =0 ~ QY
Konsistente Linearisierung
oL lda@_ oL .
0Q|,| dU  oU|, dUlz
Globale Ebene

Ldse lineares Gleichungssystem

0G 0G| dQ
|:w z+ % , m z:| AUm - —G(Z) ~ AUm
Update der globalen Variablen

Ul - U 4 AU, - Y

ng

Bis Konvergenzkriterium erfiillt ist

A.3. Tangentenoperatoren

Im Rahmen der numerischen Behandlung finiter Thermoviskoelastizitédt mittels der nicht
linearen FEM bedarf es aufgrund der notwendigen Linearisierung der Bildung von Tan-
gentenoperatoren. Diese werden im Folgenden fiir die behandelten Funktionen in Bezug
auf die unabhiingigen Variablen angegeben.?

3In diesen Ausfiihrungen werden ausschlieBlich die Terme angegeben. Auf die Angabe einer Herleitung
mit Hilfe der angewandten Regeln der Funktionalanalysis wird hier verzichtet. Der interessierte Leser
moge auf die einschlédgige Literatur, wie z.B. De Boer [1982], [Altenbach and Altenbach, 1994] oder
[Schade and Neemann, 2009], zuriickgreifen, um die Herleitung der Terme nachzuvollziehen.
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A.3.1. Tangentenoperator des mechanischen Anteils

In einem ersten Schritt werden die Tangentenoperatoren des mechanischen Anteils, die
aus dem Gateaux Differential der Gleichgewichtsbedingung in Richtung der priméren
Variablen berechnet werden, angegeben. Hierbei ist die Angabe der Ableitungen ausrei-
chend.

Fiir die Linearisierung der Gleichgewichtsbedingung beziiglich des Verschiebungs-
felds erhélt man

CL=Cy' +Ci + Cov. (A.25)
Hierin ist der Gleichgewichtsanteil durch die Terme
cy! 2dngl A26
« =% (A.20)
J9{<,J J //J) 1 1 /J -1 —1\ T23
=nkr—7 | U(=)+-=U"(—)|CTC " =2U(—-)(C " &C ,
o WG+ UE) () )
sowie
éiso QdT:C;)
“ 7 dC
g Tt e Y e -
3 dCdC 3 (A27)
2. 2 Tiso o L | Al Triso
~ 27 TeeCT ' +T o]+
4: 74 9 — d'lj ——1 ——1 —1 —1
CorJ 3 (C. 5L [c C = _1(C'eC ]
e T CE A [CREToR LRSI e
angegeben. Der Uberspannungsanteil berechnet sich aus
5 dT
Cov -9 ov
dC
4 1
= —ggRu(det C)3|(C'eCc'+CteCt) - (A.28)

1
3

Der Tangentenoperator der Gleichgewichtsbedingung beziiglich des Temperaturfelds
berechnet sich aus dem Differential

(C-GH(C @ +(C acT)™)].

dT

Dy T[A] = — A0 A29
worin die Ableitung durch die Gleichung
dT L1
D -1 _leo A
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A.3. Tangentenoperatoren

mit der skalarwertigen Funktion
oX 990’((1@ ) o J,,J)
=—=——=((=-=-1|U(—-)—--U"(—) ), A3l
b= =l (Ge ) -2re) (A3D)

definiert ist. Die abschliefende unabhingige Variable ist durch den viskosen, rechten
Cauchy-Green Tensor festgelegt, welcher den inneren Variablen des Materialmodells
entspricht. Uber das Differential

D¢, T[H] = —H, (A32)

und der Auswertung der Gateaux Ableitung erhélt man den Tangentenoperator
dT  dT,.
dCc, dC,

der Gleichgewichtsbedingung beziiglich der inneren Variablen.

1
= 20rp(det C) 73 [(C'® C) —3Z] (C,' @ C; )™,  (A33)

A.3.2. Tangentenoperator des thermischen Anteils

Die Tangentenoperatoren des thermischen Anteils des Modells werden iiber die Linea-
risierung der Wirmeleitungsgleichung

o .1
4 B - Divgg 7+, (A.34)
R

gebildet. Mit dem Prinzip der virtuellen Temperaturen kann (A.34) in die schwache
Form

/chpéaedv—/qR- Crad 66 dV = —/qR-nRaedA—/QR(r+p+5)5edv

(A.35)
tiberfithrt werden. Der Warmeproduktionsterm p, vgl. (3.114), der die thermoelastische
Kopplung beschreibt, wird iiber die Spannungsrelationen durch

0% . p?/3 Jo 08 1 =i .
0 ‘E=90 SpSH - (M. |Ccl+—T%]| . .E
8€8E <<3QR9< p M) 3QRS01/3( 8J ) + QRQ eq

(A.36)
wiedergeben. Hierin konnen die Terme in (A.36) aufgrund der Beziehung des Span-
nungstensors Si,‘[] nach (3.62); durch die Ausdriicke

1 /3 1J_,.J

— T (SpSHy = Ly, A.37
1 J¢ 083 0 ¢ I A |
— —M.n=—= Y4+ LU= A.
sontey V=g (VO +5U0)), (A38)
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ersetzt werden. Dadurch kann die Summe des ersten Klammerausdrucks aus (A.36) in

2/3 Jo ageq
' € ' M
SpSy) — ————~

0 ¢ J J J

D= 51 (G5 - v - 2od)).
0o Op e

(A.39)

tiberfiihrt werden. Mit Hinzunahme der skalarwertigen Funktion nach (A.31) erhilt man

eine kompakte Form des thermoelastischen Kopplungsterms
1 ~. .
p(J,C,0) = (eﬁjc—l + —Tf;) ‘E. (A.40)
OrR

Zur vollstindigen Angabe der Terme aus (A.35) sei erneut der Dissipationsterm ¢ nach
(3.117)

_ dw .
5= Jclc——_ct.¢, A4l
MY Ta(crie) Y (A4D)

und der Fouriersche Ansatz fiir den Warmestrom nach (3.47)
qr = —kg Grad 0, mit kg = K(0)(det F)C™! (A42)

ausgefiihrt, welche durch die Linearisierung zu beriicksichtigen sind. Mit (A.42) wird
(A.35) umformuliert zu

T = / orC,H00 AV + / kg Grad 0 - Grad 60 dV +

J/

~~ ~~
T K

+/QR(7"+p+5)50dV+/qR-nR60dA:0.

[ J/
-~ ~

i v

(A.43)

Zur besseren Veranschaulichung der Tangentenoperatoren des thermischen Anteils wer-
den die Operatoren der Volumenintegrale fiir die Summanden 7y, 7y und 7ry; von (A.43)
in Bezug auf die unabhingigen Variablen formuliert, die in ithrer Summe de facto den
gesamten Tangentenoperator abbilden.

Tangentenoperator des ersten Summanden 7. Zunichst wird die Linearisie-
rung beziiglich des Verschiebungsfelds ausgefiihrt. Es gilt

D, m[Au] = / 0r006 Dy, ¢, [Au] dV. (A.44)
Hierin berechnet sich das Differential aus (A.44) zu

d d
Dy cy[Au] = d—cé ‘AE, mit d—CEP - J%Cl, (A.45)
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mit der skalarwertigen Materialfunktion dc,/0.J. Als Ergebnis der Linearisierung von
m beziiglich des Verschiebungsfelds erhélt man

9cy

C 1. AE)050 dV. A.46
5 ) ( )

D, m[Au] = / or(J
In gleicher Weise wird die Linearisierung beziiglich des Temperaturfeldes gebildet:

Dy m[A] = / 0r060 Dy ¢, [AG] AV (A.47)

Fiir das Differential gilt wiederum

Dy c,[A0] = %Ae. (A.48)
Man erhilt als Resultat

worin dc, /00 einer skalarwertigen Funktion entspricht.

Tangentenoperator des zweiten Summanden 7. Mit Annahme der Fourier-
schen Ansatzes fiir den Warmefluss ergibt die Linearisierung beziiglich des Verschie-
bungsfeldes

D, mi[Au| = / #k(det F)(F~TGrad§-F T Grad 6)F T - AHdV —
- / k(det F)(F~ T Grad §0) - F TAH"(F T Grad §)dV—  (A.50)
— / k(det F)(F~TGrad ) - F"TAH"(F~ " Grad 66) dV.
In die Herleitung obiger Gleichung sind die Beziehungen
D,(detF)[Au] = (detF)F~"-AH, und D,F'AH|=F "H'F" (AS5])

eingegangen. Durch die Anwendung des Gateaux Differentials gelingt, wie zuvor auch,
die Linearisierung des Summanden 7y beziiglich des Temperaturfeldes. Man erhélt nach
einigen trivialen Umformungen die Beziehung

Dy mu[Af] = / (det F)F‘T(%AQ Grad 0 + x Grad Af) - F~ T Grad 66 dV. (A.52)
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Tangentenoperator des dritten Summanden ry,. Fiir den Term 7y der Wiir-
meleitungsgleichung werden die Tangenten im Einzelnen dargestellt. Zunéchst der Tan-
gentenoperator des Warmeproduktionsterms aus (A.36) bzw. (A.40) beziiglich der Ver-
schiebungen. Es gilt:

D, i [Au] = /QR D. p(J,C, 0)[Aulo0 dV. (A.53)

Die Berechnung des Differentials erfolgt nach

D.p[Au] =6 | D, J[Au|3C™' +
)

(A.54)
+J Dy f[Au|C™" + JBD, C'[Au] + D, Ti[Au] | -E,
N ~~ ~~ 7 ——
(i4) (i) (iv)

worin die mit (7) . . . (¢v) markierten Terme folgend berechnet werden:
(i) : DyJ[Au]=JC' AE — JB(C'® CHAE, (A.55)
(i) - Dy B[Au] = %JC‘I -AE — J2g—§(c—1 ® CH)AE, (A.56)
(iii) : D, C'[Au] = —2C'AEC™! — —-2JB(C'® C1)™AE, (A.57)
(iv) : D, T [Au] =2 1 Cq AE — ColAE.  (A.58)

Aus diesen Beziehungen resultiert die folgende Gleichung fiir (A.53):
D, 7% [Au] = / 50(0C, + Cx)AE-EdV (A.59)

mit dem definierten Operator

C,:=J(B+ J%)C‘l ®C ' —2JB(Ct @ C )T, (A.60)

Im nidchsten Schritt wird der Tangentenoperator beziiglich der Temperatur angegeben.
Fiir die Linearisierung gilt

Dy ﬂﬁI[AQ] = / or Dy p(J, C, 0)[A0]60dV, (A.61)
mit dem Differential

Dgp(J, C, 9)[A9] = JD@(@B)[AQ]C*l + ﬁri\iso

5 Toy. (A.62)
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und 95
Dy(03)[A0) = (5 +05) (A.63)
resultiert als Ergebnis
Dy iy [A6] = / 6(J (B + 0%)C + QT“")AH EdV. (A.64)

In einem weiteren Schritt werden die Anteile des Tangentenoperators fiir den Dissipati-
onsterms formuliert. Zunichst sei die Linearisierung beziiglich des Verschiebungsfelds
betrachtet. Diese gelingt iiber die Auswertung des Differentials in

D, 7 [Au] = / or Dy 6[Au)60dV = / or(Cs - AE)60 AV, (A.65)
worin der Operator mit
do
-9
Cs = dC
JF (A.66)
= 2~ 3 (C;le =G, + [dC] (C;'wC,H)™=C

definiert wird. Die Linearisierung beziiglich des Temperaturfelds fiihrt auf den Term

Dy i [AG] = /QR Dy 6[A0]60 AV = /gRéﬁigAQdV (A.67)
mit dem Operator
do _2 dr 2¢ .
— =9 3(Cte )= C. -—C, . A.
1 = e s(Cle ) (d0 30 ) (A.68)

Hierin entspricht F der rechten Seite der Evolutionsgleichung. Aufgrund der Abhingig-
keit des Dissipationsterms von den inneren Variablen ist hier zudem die Linearisierung
beziiglich des viskosen Cauchy-Green Tensors auszufithren. D.h. es muss das Differen-

tial
De, my[H] = / or D¢, §[H]60 dV = / QR(SGng

bestimmt werden. Hierin ist das Differential wie folgt

-HdV (A.69)

v

dé 2 :
o = e 3 (G @ CleC )™ 4 (COC @ O™ €
v A (A.70)
-3 clect
+ { dcv] (C, V)
definiert.
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A.3.3. Tangentenoperatoren der Evolutionsgleichung

Fiir das hier vorgestellte Materialmodell der finiten Thermoviskoelastizitit konnte die
Evolutionsgleichung nach (3.87) mit

A

& =42 [c-l(cito)ey, (A71)

hergeleitet werden. Zur Beschreibung des viskosen Verhaltens dient die Viskositéitsfunk-

tion aus (3.92)
HSO_2/3CTOV||
so(0)(HIICTHDT )

die von den Verzerrungen bzw. dem Verschiebungsfeld, den viskosen Verzerrungen und
der Temperatur abhédngt. D.h. es gilt die explizite Abhingigkeit der Viskosititsfunktion
n = n(C, C,, 0). Hierin kann die Norm durch die Gleichung

n = mo(0) exp (— (A.72)

2

- ]
lo™3CTo = 2@Ruﬁ\/ cc,'-c'c-4(C-c. 'y, (A.73)
et C)3

berechnet werden. Mit der Beriicksichtigung der unabhingigen Variablen nach (A.71)
und (A.72) erhilt die Evolutionsgleichung die Gestalt:

C, =F(C,C,,0). (A.74)

Anhand der obigen abgekiirzten Schreibweise werden im Folgenden die Tangentenope-
ratoren beziiglich dem Verschiebungs- und Temperaturfeld sowie den viskosen Verzer-
rungen angegeben.

Linearisierung beziiglich der Verschiebungen. Uber die Linearisierung der
Evolutionsgleichung nach den Verschiebungen durch das Differential

. dr
D, FAu] = 227 AR, (A.75)

resultiert der Tangentenoperator

dr 2
é = QQR%W% {51(0 ®C) +&(C®LC) -
- %(Cv‘ O [G(C@CT) +6(C @ L,O)] + (A.76)
+ (det C)‘%(I —~1C,®C) exp (a)]
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Hierbei sind in (A.76) die Abkiirzungen

z \/CC;l-Cv—lc ~ Yc.c;ty

20rpp” 3
_ (A77)
1 T Y
* o (detO)i ((1Gtct)
1 1
& = g(det C) 3(a—1)exp(a), (A.78)
1
det C)" 3
& = &aexp (), 7:=CC;'-C;'C-1i(C-C;")?, (A.79)
1
£V — (0\71 ® C;l)TQS _ _C;l ® C;l, (A80)

3
eingefiihrt worden.

Linearisierung beziglich der inneren Variablen Die Linearisierung beziiglich
der inneren Variablen erfolgt, indem das Gateaux Differential
B dr
-~ dC,
in Richtung der viskosen Verzerrungen ausgefiihrt wird. Dadurch gelingt die Herleitung
des zu bestimmenden Tangentenoperators, der folgend angegeben werden kann:
dr
dC,

Do, F[H] H

(A.81)

Y

2 Lofha S 1
= 4QR§¢_3(det C) 3 H&C ®C—&C,®C - g(C\Tl -C)Cy ® C} +
0
1 A
+ 3G O)CT e CT™ +6(C e C)(C] & )™+
A 14
+ [&(C 20N +36(C1-0)C @ C;l} (CC'® CCy) ™+

Hepa)(C e o)c e c™ - (c;- Cﬂ)} :

3 v
(A.82)
Fiir die definierten Abkiirzungen gelten die Ausdriicke
A o A r
& = — exp (a), §o = — - aexp(a), (A.83)
T IC

mit « aus (A.77) und 7 aus (A.79).

A.4. Auflistung der Rosenbrock-Verfahren

Im Folgenden ist eine Auflistung der untersuchten bzw. angewandten Rosenbrock Ver-
fahren sowie DIRK Verfahren in Tabelle A.3 erstellt. Die zugehorigen Referenzen kon-
nen der Tabelle entnommen werden.
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Tabelle A.3.: Angewandte Rosenbrock und DIRK Verfahren im Rahmen der Untersu-

chungen
‘ ‘ Verfahren Stufen s Ord.p Referenz
Linear-implizit Euler 1 1 Hairer and Wanner [1996]
ROS2 2 2 Verwer et al. [1999]
ROS3 3 3 Sandu et al. [1997]
= | ROS3P 3 3 Lang and Verwer [2001]
E ROWDA3 3 3 Roche [1988]
“ | RODAS3 4 3 Sanduetal. [1997]
% ROWDAIND2 4 3 Lubich and Roche [1990]
8 RODAS 6 4 Hairer and Wanner [1996]
% RODASP 6 4 Steinebach [1995]
E; ROSI2P1 4 3 Rang and Angermann [2008]
8 _ ROSI2P2 4 3 Rang and Angermann [2008]
: ROSI2Pw 4 3 Rang and Angermann [2008]
% ROSI2PW 4 3 Rang and Angermann [2008]
ROS34PW2 4 3 Rang and Angermann [2005]
ROS34PW3 4 3 Rang and Angermann [2005]
ROS2S 3 2 Hamkar et al. [2012]
v Backward-Euler (BE) 1 1 Hairer and Wanner [1996]
= Ellsiepen 2 2 Ellsiepen [1999]
= Alexander/Cash 3 3 Alexander [1977], Cash [1979]

A.5. Zusammenstellung der Materialparameter

Im Folgenden findet sich eine Zusammenstellung der Materialparameter des in Ab-
schnitt 3.4 hergeleiteten Materialmodells. Die Werte des mechanischen Anteils ist aus
der Arbeit von Hartmann and Neff [2003] entnommen. Der thermische Anteil der Ma-
terialparameter entstammt aus den Arbeiten von Lion [2000b] und Heimes [2005]. Alle
Werte der Materialparameter die in den Beispielrechnungen fiir das Elastomer verwen-
deten werden sind in Tabelle A.4 zusammengetragen.

Fiir die Beispielrechnungen bei rein isothermer Betrachtung wurde fiir das Elastomer
eine spezifische Massendichte von gr = 1.0 [kg/m?] gewiihlt. Bei den weiteren Rech-
nungen wurde die Dichte nach [Heimes, 2005] von gr = 1.12 [kg/m?®] gewihlt. Die
Materialparameter fiir das Thermo-Hyperelastizititsmodell, das die Metallschichten des
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Tabelle A.4.: Zusammenstellung der Materialparameter des Modells der finiten Thermo-

Viskoelastizitt
Mechanischer Anteil:
Parameter Einheit Wert
K [MPa] 1.000e + 03
C10 [MPa] 1.788e — 01
Co1 [MPa] 1.958¢ — 01
[MPa] 0.367¢ — 02
[MPa] 2.000e — 01
o [MPa s] 0.180e + 03
[MPa '] 0.100e — 02
Thermischer Anteil:
Cpo [J/kg K] 1.539%¢ + 03
Cok (K1 0.375¢ — (2
K [W/mK] 2.595e — 01
Qe (K] 0.206e — 03
> (K] 0.800e + 04
S0 [MPa] 0.200e — 02
Soo [MPa] 0.150e — 02
w (K] 0.800e — 01
ro [—] 0.400e +- 01

Elastomerlagers aus Abschnitt 6.4 beschreibt ist in Tabelle A.5 zusammengestellt. Die
Massendichte der Metallschichten wird mit 7816[kg/m®] nach [Quint, 2012] festgelegt.
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Tabelle A.5.: Zusammenstellung der Materialparameter des Modells der finiten Thermo-

Hyperelastizitit
Mechanischer Anteil:
Parameter Einheit Wert
K [MPa] 1.667e + 05
10 [MPa] 2.014e + 04
Co1 [MPa] 1.832e 4+ 04
Thermischer Anteil:
Cp0 [J/kg K] 4.976e 4 02
Cpk K] 3.612e — 04
K [W/mK] 4.700e + 01
ag K] 1.200e — 05
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