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Kurzfassung:

Die Beschreibung der Zeitentwicklung von Vielteilchensystemen bleibt trotz der be-
trächtlichen Fortschritte eines der grundlegenden Probleme in der theoretischen Physik
und Chemie. Die vorliegende Arbeit leistet einen theoretischen Beitrag zum Verständ-
nis der Vielteilchendynamik in inelastischen Ion-Atom-Stößen. Für die Erforschung
der Vielteilchendynamik von Ion-Atom-Streusystemen sind die Streuexperimente mit
Recoil-Ion Momentum Spectroscopy (RIMS) heutzutage leistungsfähige und präzise
experimentelle Methoden. In ähnlicher Weise bieten die mit dem Rechner modellierten
Ion-Atom-Streuprozesse eine gute Gelegenheit, viele fundamentale Aspekte der zugrun-
deliegenden Mechanismen in den Vielteilchensystemen theoretisch zu untersuchen.

In dieser Arbeit wurde Vielelektronendynamik in Ion-Helium-Stößen und Proton-
Natrium-Stößen theoretisch untersucht. Die Beschreibung basiert auf der semiklas-
sischen Näherung mit der geraden Bahn für die Projektilbewegung. Das Ion-Atom-
Stoßproblem wird damit auf ein zeitabhängiges Vielelektronenproblem reduziert und
in der nichtrelativistischen Näherung mit der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung
beschrieben.

Die Lösung des Vielelektronenproblems erfolgt im Rahmen der zeitabhängigen
Dichtefunktionaltheorie. Die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung für das wechselwir-
kende Vielelektronenproblem wird auf das System der zeitabhängigen Kohn-Sham-
Gleichungen transformiert und mit der Zwei-Zentren-Basis-Generator-Methode gelöst.
Das unbekannte zeitabhängige Austausch-Korrelations-Einteilchenpotential erzwingt
verschiedene Näherungen in dem zeitabhängigen Kohn-Sham-Schema. In dieser Arbeit
wurde das Modell der unabhängigen Elektronen als Grundmodell verwendet, in dem
die Elektron-Elektron-Korrelation in allen Teilen und in allen Schritten konsistent ver-
nachlässigt wird. Auf dieser Grundlage ist es möglich geworden, quantitative Vergleiche
mit aktuellen RIMS-Messdaten durchzuführen. Differentielle Wirkungsquerschnitte für
verschiedene Ein- und Zweielektronenprozesse wurden in der sogenannten Eikonalnä-
herung für die Stoßsysteme p – He, He2+ – He und Arq+ – He (q=15-18) berechnet
und mit experimentellen RIMS-Daten und anderen Theorien verglichen. Die experi-
mentell beobachtete komplizierte Vielelektronendynamik, an der die Elektronen aus
der äußeren Schale und den inneren Schalen des Natrium-Atoms beteiligt sind, wurde
im Stoßsystem p – Na durch die quantenmechanische Rechnung theoretisch bestätigt.

Die Einsetzbarkeit des Modells unabhängiger Elektronen wurde hiermit aus ver-
schiedenen Richtungen kritisch abgetastet. Aufgrund der erzielten Ergebnisse wurde
eine gute Leistung des verwendeten theoretischen Modells in der Beschreibung der ex-
perimentellen Daten bei den betrachteten Stoßsystemen festgestellt. Es wurden jedoch
einzelne Bereiche identifiziert, in denen die korrelierte Dynamik möglicherweise eine
wichtige Rolle spielt, und die als zukunftsträchtig für die weitere Forschung betrachtet
werden können.
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Kapitel 1

Einleitung

Wir leben in einer aus Atomen aufgebauten Welt. Die extrem begrenzten Möglich-
keiten der Wissenschaft des klassischen Altertums (nur Beobachtung und fast keine
Experimente) in Verbindung mit der scharfen philosophischen Neugier haben zur Ge-
burt vieler Hypothesen und Erklärungen der Welt geführt. Die Existenz der Atome
und dass diese die Bauteilchen der Materie sind, konnten sich in der Antike aber nur
wenige Weise mit Weitblick vorstellen.1

Erst im vorletzten Jahrhundert wurde die Existenz der Atome experimentell nach-
gewiesen und die wissenschaftliche Auffassung ist dazu gelangt, dass die Welt eher
als eine dynamische Konstruktion von sich bewegenden Partikeln betrachtet wird und
dass diese Partikel durch einige fundamentale Kräfte angetrieben werden. Nur solch
eine Kombination schafft die Grundlage für die reiche Vielfalt von Phänomenen in
unserer Welt: von Sternexplosionen bis zur Evolution des Lebens.

Eins der grundlegendsten Probleme in der theoretischen Physik und Chemie ist die
Beschreibung der Struktur und der Dynamik der Vielelektronensysteme. Der Begriff der
Vielelektronensysteme umfasst die einzelnen Atome als die grundlegendsten Bausteine
der gewöhnlichen Materie, enthält alle Arten von molekularen Systemen und erstreckt
sich auf die Oberflächen der Festkörper und die Festkörper selbst.

Für die Erforschung der atomaren Struktur und der dynamischen Eigenschaften
der Atome und Moleküle gibt es für uns einen besonders aufschlussreichen Weg –
die Teilchen miteinander zusammenstoßen zu lassen und die Verteilung der Teilchen
und der Produkte nach dem Stoß zu untersuchen. Streuexperimente sind heutzutage
leistungsfähige Versuchsmethoden für die Erforschung des Aufbaus der subatomaren
Teilchen, Atomkerne, Atome, Moleküle und Festkörper.

In der Kernphysik und in der Elementarteilchenphysik interessiert man sich für die
Struktur der Teilchen. Diese Information lässt sich auch aus dem Streuproblem theore-
tisch und experimentell ableiten. Im Stoß werden die Teilchen von der Anfangsrichtung
abgelenkt und dabei kann sich natürlich auch der innere Zustand der Teilchen ändern.
Aus der Vermessung dieser Ablenkung und der Änderung des inneren Zustandes der
Teilchen ergeben sich weitgehende Folgerungen über den Charakter der zwischen den

1Als Begründer der Atomistik werden Leukipp (500-440 v. u. Z. ) und sein Nachfolger Demokrit
aus Abdera (470-360 v. u. Z.) genannt. Nach Befinden dieser Philosophen bestehen alle Dinge aus den
kleinsten unteilbaren Atomen. Demokrit sprach über die Atome: „Scheinbar ist Farbe, scheinbar ist
Süßigkeit, scheinbar ist Bitterkeit, - wirklich sind nur Atome und Leere“. Der Anfang des Universums
sind Atome und Leere; die Atome werden in dem Leeren umhergeschleudert.
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Kapitel 1. Einleitung

Teilchen bestehenden Wechselwirkungen, die dreidimensionale Struktur der Teilchen
und auch über die Struktur des energetischen Spektrums. Die Existenz der Atomker-
ne wurde von E. Rutherford im Jahr 1911 durch das Streuexperiment von α-Teilchen
an einer Goldplatte bewiesen [1]. Die modernen Vorstellungen über die Kernstruktur
gehen auch auf die experimentellen Daten der Neutronenstreuung an Kernen zurück.
Streuexperimente sind die eigentliche Hauptquelle der Kenntnisse über die Eigenschaf-
ten der Kernkräfte und der Elementarteilchen. Aus diesen Grundbeispielen ist sehr
einfach die Bedeutung und Wichtigkeit der Streutheorie einzuschätzen, die als eines
der wichtigsten Kapitel der Quantenmechanik betrachtet wird.

Für etliche Jahrzehnte beanspruchten fundamentale Ionisations- , Transfer- und An-
regungsprozesse in den interatomaren Stößen die Aufmerksamkeit, da diese Prozesse
eine wichtige Rolle in diversen Gebieten der angewandten Physik, wie etwa Plasmaphy-
sik, Astrophysik, oder Physik der Strahlung, sowie in anderen Zweigen der Wissenschaft
(Quantenchemie, Biophysik, Medizin2) spielen. Das Verständnis dieser grundlegenden
atomaren Mechanismen zeigt sich also als wichtig, nicht nur auf fundamentaler Seite,
sondern bekommt gleichfalls eine praktische Bedeutung. Die Dynamik des Vielteilchen-
problems (und auch unter anderem die Dynamik der Ion-Atom-Streuung) ist ein höchst
kompliziertes Phänomen und schließt während des Stoßes die am Anfang am Target
gebundenen Elektronen, die Atomkerne von Projektil und Target und die Wechsel-
wirkung zwischen allen Teilchen in diesem System ein. Das gründliche Studium der
von dem Ion induzierten Prozesse versorgt uns mit detaillierter Information über die
Dynamik der Streumechanismen.

Ein Plasma, oft der vierte Zustand der Materie genannt, repräsentiert eine ande-
re Situation, bei der Ion-Atom-Stöße eine äußerst wichtige Rolle spielen können. Ein
Plasma, als ein Gemisch aus verschiedenen Teilchen – positiv und negativ geladenen
Ionen, Elektronen, neutralen Teilchen – bildet sich durch die Wirkung einer Strahl-
quelle (Photonen, Elektronen, Ionen) auf das aus neutralen Atomen oder Molekülen
bestehende Gas. Es entsteht z. B. bei elektrischen Entladungen in der Ionosphäre der
planetaren Atmosphären und überdies ist das Plasma ein nativer Zustand der Materie
in allen normalen Sternen und entsprechend auch in zukünftigen denkbaren Energie-
quellen: den Fusionsreaktoren. Plasmaphysik beschäftigt sich meistens mit geladenen
Teilchen in äußeren elektrischen oder magnetischen Feldern. Die Grundwechselwirkung
zwischen den Teilchen ist die Coulomb-Kraft, die wegen ihrer Reichweite sehr viele
spezielle Eigenschaften des Plasmas verursacht. Wenn man sich für sehr verschiedene
Prozesse im Plasma interessiert, kommt man sofort an die Frage der Berechnung von
Wirkungsquerschnitten für entsprechende Reaktionen.

1.1 Ion-Atom-Streuproblem und Stand der For-
schung

In der ersten Hälfte des 20. Jahrhunderts kam das statistische Verhalten der Strahlen,
die aus atomaren, molekularen oder anderen Teilchen der Mikrowelt bestehen, eindeu-

2Der Erfolg der Strahlentherapie mit geladenen Partikeln hängt z. B. kritisch von den zuverlässigen
Datenbanken für die Wirkungsquerschnitte von nichtelastischen Phänomenen in energiereichen Stößen
ab.
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1.1. Ion-Atom-Streuproblem und Stand der Forschung

tig zum Vorschein. Dieses statistische Verhalten zeigte aber Besonderheiten, die sich
nur bei Wellenphänomenen (Interferenz und Diffraktion) nachweisen lassen. Es exis-
tiert eine auffallende Ähnlichkeit zwischen dem Partikel- oder Flugbahnmodell (d. h.
klassisch) von Atomstößen einerseits und der geometrischen Optik für die Beschrei-
bung der Wechselwirkung des Lichtes mit der Materie. Die Kriterien für die Gültig-
keit des Flugbahnmodells und der Strahlnäherung zu den jeweiligen Teilchen-Wellen-
Phänomenen sind analog. Wenn die Wellenlänge des Lichtes (der Materiewellen von de
Broglie) verglichen mit der charakteristischen Länge im Material klein ist, dann kann
der Durchgang des Lichtes (des Teilchens) durch das Material mit den Strahlen (oder
als klassisches Teilchen) ziemlich genau beschrieben werden.

Die klassischen Modelle für die Ion-Atom-Streuung nutzen wohldefinierte Flugbah-
nen des Projektils aus, um den Ort des Teilchens im Raum als Funktion der Zeit zu
beschreiben. Derartige Modelle können modifiziert werden, um der statistischen Natur
eines Prozesses zu entsprechen, indem man jede Trajektorie mit der entsprechenden
Wahrscheinlichkeit des Prozesses wichtet und mit einem bestimmten Stoßparameter
assoziiert. Trotzdem bleibt das Modell klassisch.

Die Welleneigenschaften der elektromagnetischen Strahlung werden häufig mit ei-
ner Form des Young-Apparates für die Doppelschlitzbeugung veranschaulicht, in dem
das Interferenzbild sich durch die verschiedenen optischen Weglängen der Strahlen bil-
det. Die Wellennatur der Materie wird häufig mit dem Elektronenbeugungsbild illus-
triert. Obgleich die Gleichungen, die die Ausbreitung der elektromagnetischen Strah-
lung (Maxwell-Gleichungen) und der nichtrelativistischen Materiewellen (Schrödinger-
Gleichung) regeln, nicht dieselben sind, sind viele von den grundlegenden wellenähn-
lichen Eigenschaften der EM-Wellen und Materiewellen ziemlich ähnlich. Das sich in
den letzten Jahrzehnten schnell entwickelnde Feld der Atom-Interferometrie, infolge
der bedeutenden Fortschritte in der Atomoptik, ist ein gutes Beispiel dafür [2, 3].

Die Entwicklung der Atominterferometer wurde durch die Entwicklung optischer
Elemente für die Manipulation der atomaren und molekularen de-Broglie-Wellen deut-
lich beschleunigt. Auch die Technologie für die Produktion und die Detektion der Atom-
und der Molekülstrahlen von vielen verschiedenen Arten hat dazu merklich beigetra-
gen. Sogar hoch entwickelte Überschallgeräte zur Erzeugung von Atom- und Moleku-
larstrahlen können heutzutage mit mäßigen Kosten aus handelsüblichen Bestandteilen
gebaut werden.

Die Messung der Wirkungsquerschnitte in den Ion-Atom-Stößen bleibt trotzdem ex-
perimentell sehr schwierig. Die Intensität nimmt zu größeren Streuwinkeln sehr schnell
ab. Um eine ausreichende Statistik für die experimentell auswertbaren Daten zu sam-
meln, wird eine sehr lange Messzeit benötigt, was zusätzlich einen beträchtlichen tech-
nischen Aufwand für eine gute Winkelauflösung und Trennung der Ionen nach dem
Streuvorgang erfordert. Auch die Erzeugung der Atom- und Ionenstrahlen fordert eine
beträchtliche Sorgfalt. In Wirklichkeit werden die Experimente nicht mit einem mo-
nochromatischen Strahl durchgeführt, da moderne Atomquellen auch verhältnismäßig
breite Geschwindigkeitsverteilungen haben. Die Geschwindigkeitsverteilung muss in der
Analyse des Experiments, bei der die Interferenz der Materiewellen eine Rolle spielt,
beachtet werden.

Recoil-Ion Momentum Spectroscopy (RIMS) bzw. Cold Target Recoil-Ion Momen-
tum Spectroscopy (COLTRIMS) wurden vor mehr als einem Jahrzehnt (1994) [4, 5, 6, 7]
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entwickelt, um die grundlegenden experimentellen Probleme zu überwinden und ein
leistungsfähiges und präzises experimentelles Werkzeug zur Verfügung zu stellen, das
die korrelierte Dynamik der bei Ion-Atom- und interatomaren Stößen verursachten
Reaktionen zu erforschen erlaubt. Diese Technologie erlaubt es den Impulsvektor des
Rückstoßions und der anderen Stoßprodukte nach dem Zusammenstoß im gesamten
Raum-Winkelbereich zu ermitteln. Die besondere Idee ist hier die „inverse Kinema-
tik“ nutzbar zu machen. Die Impulse der Produkte, die nach dem Stoß verschiedene
Ladungen und Geschwindigkeiten haben, werden gemessen und die Dynamik der Wech-
selwirkung wird aus diesen Vektoren vollständig rekonstruiert. Eine sehr umfassende
Übersicht über RIMS ist im Sammelwerk „Ten Years of COLTRIMS and Reaction
Microscopes“ zu finden [8]. Dem Rückstoßion wird typischerweise ein Impuls übertra-
gen, dessen Größe bestenfalls in der Ordnung von einigen a.u. liegt. Es wird eine sehr
enge Impulsverteilung von Target und Projektilstrahl vor dem Stoß benötigt, damit
die Messung überhaupt durchführbar wird. Das wird mit verschiedenen Verfahren und
Techniken wie Überschallausbreitung, Kollimation der Strahlen oder Kreuzstrahlen ge-
sichert.

Die Konzepte von COLTRIMS wurden bei den sogenannten MOTRIMS Experi-
menten [9, 10, 11] weiterentwickelt. Die entscheidende Änderung ist, dass die Targeta-
tome nicht mit der Überschallausbreitungstechnik, sondern mit der sogenannten MOT
(magneto-optical trap) gekühlt werden. Mit Hilfe der Laserkühlung und eines speziell
geformten inhomogenen Magnetfeldes werden die Atome in der MOT gefangen. Dabei
wird eine deutlich niedrigere Temperatur der Targetatome als in COLTRIMS erreicht.
Auch die Begrenzung der Targetatome bei COLTRIMS auf leichte Edelgase (He, Ne,
Ar- für die Hochauflösung) wird aufgehoben und als Target wird alles verwendet, was
„sich in der MOT fangen lässt”.

Alle Alkali-Atome und Erdalkalimetalle können in einer MOT eingefangen werden,
sie werden aber kaum in einen COLTRIMS-Überschall-Jet produziert und abgekühlt
(da dort sehr schnell die Molekül- oder Clusterbildung beginnt). Insbesondere Alkali-
Atome sind von besonderem Interesse, da sie ein aktives Elektron in der äußeren Schale
haben und folglich gewisse Ähnlichkeiten mit atomarem Wasserstoff zeigen. Eine wei-
tere interessante Möglichkeit, die die MOT anbietet, ist die mit den Einfangreaktionen
zeitaufgelöste Überwachung von Laser-angeregten Atomen und die Besetzung der vom
Laser angeregten Zustände.

In den letzten Jahrzehnten ist auch die theoretische Beschreibung von Ion-Atom-
Stößen beträchtlich fortgeschritten. Zusammen mit der modernen Experimentaltechnik
werden jetzt sehr oft Effekte und Phänomene in den Mittelpunkt der Theorie gestellt,
die früher nur als kleine Störungen oder Sonderfälle im Experiment betrachtet wurden.
Schon in scheinbar einfachen atomaren Systemen mit wenigen Freiheitsgraden wer-
den interessante und vielfältige Effekte (wie z. B. Projektil-Elektron-Target-Thomas-
Streuung oder Projektil-Elektron-Elektron-Thomas-Streuung [12]) beobachtet.

Drei allgemeine Gruppen von theoretischen Verfahren werden zurzeit zum Studium
von Ion-Atom-Stößen verwendet. Der ersten Gruppe liegt eine vollständige quanten-
mechanische Behandlung aller Teilchen (Elektronen und Kerne), die an dem Zusam-
menstoß beteiligt sind, zugrunde. Diese theoretische Behandlung kann die grundle-
gendste und detaillierteste Information über die Stoßdynamik erbringen. Da jedoch
jeder mögliche Ion-Atom-Stoß mindestens drei Teilchen (zwei Kerne und ein Elektron)
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1.1. Ion-Atom-Streuproblem und Stand der Forschung

miteinbezieht, stellt eine komplette quantenmechanische Beschreibung im Allgemeinen
eine äußerst komplizierte Aufgabe dar. Die zweite Gruppe basiert auf der sogenannten
semiklassischen Näherung. Innerhalb dieser Näherung werden die schweren Kerne des
Ions und des Atoms als klassische Teilchen beschrieben, die sich entlang definierter
Flugbahnen bewegen und nur die Elektronenbewegung im Feld der Kerne wird quan-
tenmechanisch behandelt. In der letzten Gruppe werden alle Teilchen (Elektronen und
Kerne) klassisch beschrieben. Die quantenmechanischen Eigenschaften der Elektronen
in den gebundenen Zuständen des Targetatoms werden mit Hilfe einer speziellen sta-
tistischen Verteilungsfunktion simuliert.

Das Ion-Atom-Streuproblem ist ein echtes Vielteilchenproblem mit Wechselwir-
kung, das bei näherer theoretischer Betrachtung weder mit klassischer noch mit quan-
tenmechanischer Beschreibung analytisch vollständig gelöst werden kann. Sogar für das
einfachste Stoßsystem p – H (Dreikörperproblem), sind einige Aspekte in den Ionisati-
onsprozessen nicht vollständig verstanden.

„[. . .] This is to be done by improving the accuracy of calculations and by calculating
and measuring ionization process in greater detail. In particular, the experimental data
on energy distribution of electrons ejected in p – H collisions are urgently needed.” [13]

Eine ähnliche Situation besteht bei dem Elektroneneinfang im Stoßsystem p – H
[14]. Die differentiellen Daten bezüglich des Projektils für den Einfang der Elektronen
im keV-Energiebereich stammen noch aus der „vor-COLTRIMS”-Ära, da das Experi-
ment mit atomarem Wasserstoff technologisch sehr kompliziert ist (man muss für eine
Dissoziation des H2-Moleküls sorgen). Für einen stringenten Test der Theorie ist dies
zusammen mit der unbekannten Auflösungsfunktion des Apparates nicht ausreichend.
Die experimentelle Auflösungsfunktion kann, wie ähnliche Beispiele von dem Stoßsys-
tem He2+ – He+ zeigen [15], sehr wichtig werden.

Nichtsdestoweniger ist das Stoßsystem p – H das einfachste, was uns die Natur
zur Verfügung stellt. Alle Theorien, die für die Erforschung der Elektronendynamik
in einem Vielelektronenstoßsystem gedacht sind und diese Herausforderung annehmen
(auch diese Arbeit ist keine Ausnahme) benutzen das System p – H als einen Test
für die Konvergenz der Theorie. Ein theoretisches Modell wird im Einsatz für das
Dreikörperproblem geprüft, und mit den Ergebnissen können die Grundsätze getestet
werden, auf denen das Modell basiert. Das bedeutet aber nicht sofort, dass dieses
Modell auch für Systeme mit vielen Elektronen direkt anwendbar ist.

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung in den Vielelektronensystemen erzeugt eine
weitere Herausforderung für die Theorie. Der Übergang zu Streusystemen mit mehreren
Elektronen ist ein qualitativer Sprung für die Komplexität des Problems. An dieser
Stelle sind verschiedene Wege und Ansätze möglich, wie z. B. Time Dependent Hartree
Fock (TDHF), Time Dependent Density Functional Theory (TDDFT), Störungstheorie
oder direkte numerische Grid-Methoden. Eine detaillierte Beschreibung dieser Ansätze
wird in den Abschnitten 2.3 und 2.5 gegeben.

Für die Erforschung der Korrelationseffekte (Elektron-Elektron-Wechselwirkung im
Anfangs- oder Endzustand (Grundzustandskorrelation) und in der Zeitentwicklung des
Stoßsystems (dynamische Korrelation)) eignet sich in besonderer Weise das Helium-
Atom, da es das einfachste atomare System ist, das zwei gebundene Elektronen be-
sitzt und der relative Anteil der Elektron-Elektron-Wechselwirkung an der gesamten
Bindungsenergie für Helium am größten ist (abgesehen von dem etwas exotischen H−-
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Ion). Die Grundzustandskorrelation oder Korrelation in der Bewegung der Elektronen
im Atom (die Überlagerung von verschiedenen Zweielektronenkonfigurationen) wird
von Löwdin [16] als die Differenz zwischen den Ergebnissen der exakten Lösung der
zeitunabhängigen Schrödinger-Gleichung und den Ergebnissen von dem „besten IPM”
(Independent Particle Model)- Hartree-Fock-Modell definiert. Die Korrelationsenergie
wird dann als Ec = Eexakt−EIPM−HF definiert. Beachtet werden muss aber, dass Eexakt
nicht die in der Natur beobachtete Energie ist. Es ist die genaue numerische Lösung
der Schrödinger-Gleichung, die selbst auf einigen Näherungen und Annahmen basiert.

Die „exakte” Grundzustandswellenfunktion des Heliums ist numerisch schon sehr
lange bekannt [17]. Die Benchmarkergebnisse der kürzlich erschienenen „free iterative
complement interaction (ICI) method” für das Heliumatom sehen auch vielverspre-
chend aus, und diese Methode kann im Prinzip die Wellenfunktionen für die weiteren
Vielelektronenatome liefern [18]. Auch im Sinne der DFT ist es im Prinzip möglich
die Grundzustandskorrelation im Rahmen des sogenannten Kohn-Sham-Schemas aus-
reichend präzise zu modellieren. Die Benutzung von exakten Anfangswellenfunktionen
kann die Theorien für nichtelastische Prozesse in den Stößen von Vielelektronenatomen
deutlich erweitern. Zurzeit sind solche Rechnungen eher die Ausnahme, doch bald wird
sich diese Situation bestimmt ändern. Es wird nicht das Problem der zeitabhängigen
Korrelation in der Atomphysik (vom Standpunkt der Dynamik aus) komplett lösen,
kann aber helfen, die Frage zu der Grundzustandskorrelation und ihrer Auswirkung
auf die Zeitentwicklung des Systems zu beantworten. Einige subtile theorieabhängige
Unterschiede könnten hier auch erwähnt werden. Zum Beispiel sind die Hartree-Fock-
und die Kohn-Sham-Slater-Determinanten nicht identisch, da sie aus verschiedenen
Einteilchenorbitalen bestehen, was aus der Lokalität des Kohn-Sham-Potentials folgt.
Folglich unterscheiden sich die Definitionen von Austausch- und Korrelationsenergie in
DFT von denen, die in der Quantenchemie verwendet werden [19]. Das sind sehr fei-
ne Unterschiede, da in schwach korrelierten Systemen Ec um einige Größenordnungen
kleiner ist als die Hartree-Energie EH .

Das endgültige Ziel physikalischer Forschung ist die Aufstellung einer Theorie, die
die Naturphänomene mathematisch möglichst präzise beschreibt. Diese Aussage darf
nicht so interpretiert werden, dass jedes Modell für die Ion-Atom-Dynamik die Korre-
lation in der einen oder anderen Form enthalten muss. In vielen Fällen ist es wirklich
erwünscht. Wenn die Korrelation im Modell abwesend ist, können die Ergebnisse des
Modells dennoch aussagekräftige Hinweise zu der Rolle der Korrelation liefern. Das
Modell wird am häufigsten durch die Computersimulation erprobt.

Computersimulationen werden häufig als Computerexperimente bezeichnet, da sie
viele Gemeinsamkeiten mit Laborexperimenten aufweisen. Der Ausgangspunkt einer
Computersimulation ist die Entwicklung eines idealisierten Modells des Systems. Man
muss dann einen Algorithmus für die Implementierung des Modells auf einem Rechner
spezifizieren. Das Programm simuliert das System und definiert das Rechnerexperi-
ment. Solch ein Rechnerexperiment dient als Brücke zwischen Laborexperimenten und
theoretischen Modellen. Insbesondere kann eine gute Näherung für die exakte Lösung
erzielt werden, indem ein idealisiertes (vereinfachtes) Modell des physikalischen Sys-
tems simuliert wird, das kein Laboräquivalent hat und trotzdem benutzt werden kann,
um komplizierte Phänomene verstehen zu können.

In der vorliegenden Arbeit werden alle Stoßsysteme im Rechnerexperiment mit Hilfe
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von ab-initio-Rechnungen simuliert, wie es schon aus dem Titel dieser Arbeit zu erse-
hen ist. Ein ab-initio-Verfahren bezeichnet dementsprechend nicht ein näherungsfreies
Verfahren, sondern eines, in dem keine angepassten physikalischen oder experimentel-
len Parameter eingeführt werden. Der Gebrauch des Ausdrucks „ab-initio-Rechnungen“
sollte deshalb nicht missverstanden werden und nicht als ein Indiz für genaue Berech-
nung, komplette Basissätze oder als die einzige rigorose Beschreibung zur Studie der
Ion-Atom-Stöße angenommen werden. In der Praxis ist der Einsatz von begrenzten
Basissätzen und approximierten Entwicklungen unvermeidlich. Sehr viele verschiedene
theoretische Aspekte wie Konvergenzeigenschaften, mögliche Instabilitäten in den Re-
sultaten und Kriterien für die Entwicklung von Methoden müssen dabei berücksichtigt
werden. Ein ab-initio-Ansatz für das Ion-Atom-Stoßproblem hebt sich aber vorteilhaft
von anderen dadurch ab, dass der zutreffende, fundamentale Hamiltonian des Systems
meistens bekannt ist. Er kann, im Gegensatz zum Hamiltonian in der Kernphysik,
direkt in das Modell eingesetzt werden. Als Folge wird die Lösung der resultierenden
Vielteilchen-Schrödinger-Gleichung ein extrem kompliziertes Problem – damit sind Nä-
herungen unvermeidbar. Jedoch sind alle Näherungen, die in diesem Zusammenhang
verwendet werden, von technischer Natur und sie werden bewusst und kontrollierbar
eingesetzt. Zum Beispiel kann die Determinanten-Form der Vielteilchenwellenfunktion
im Hartree-Fock-Verfahren die korrelierte Bewegung der Elektronen nicht vollständig
beschreiben. Wie ein Wolkenkratzer wird der Hamiltonian des Systems in diesem Ver-
fahren von Anfang an mit elementaren Bauelementen präzise aufgebaut. Bei Bedarf
kann er weiterhin mit neuen und modernen Teilen modifiziert, vertieft und erhöht wer-
den, um eine weitere Wissensstufe zu erreichen. Nur so ein Verfahren sichert unser
tiefes Verständnis der Naturphänomene, gleich, ob die theoretischen Ergebnisse mit
dem Experiment übereinstimmen oder nicht.

Wie der Hamiltonian des Systems zusammengesetzt wird und welche Näherungen
dabei eingesetzt werden, definiert insgesamt ein theoretisches physikalisches Modell,
mit dem das Naturproblem mathematisch formuliert wird. Seit der Geburt der Quan-
tenmechanik wurden mehrere derartige Modelle für die Beschreibung der interatomaren
Stöße in Vielelektronensystemen vorgeschlagen und intensiv eingesetzt. Die Entwick-
lung und Komplexität dieser Modelle ging immer parallel mit der Entwicklung der
Quantenphysik selbst. Auch die Entwicklung von effizienten mathematischen (analyti-
schen und numerischen) Lösungsmethoden und Algorithmen treibt den Fortschritt in
der Modellierung der interatomaren Stöße voran. Genauer gesagt sind Quantenmecha-
nik und Mathematik zwei Räder an einer Achse, die den Fortschritt in diesem Bereich
ermöglichen.

1.2 Aufgabenstellung für diese Arbeit
Die Forschung der Ion-Atom-Stöße in der Atomphysik zeigt eine allgemeine Tendenz –
es werden immer kompliziertere Phänomene mit einer größeren Zahl von Elektronen,
die daran beteiligt sind, untersucht. Die letzten Jahre waren Zeugen einer der großar-
tigsten Fortschritte (COLTRIMS/MOTRIMS) in den experimentellen Techniken auf
diesem Gebiet. Dieser Fortschritt hat einen Reichtum neuer Information zur Verfügung
gestellt, und die Menge von Daten erfordert theoretische Erklärung und Einschätzung.
In der folgenden Arbeit werden mehrere Stoßsysteme theoretisch betrachtet, die mit
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COLTRIMS/MOTRIMS experimentell untersucht wurden. Dabei werden mehrere Auf-
gaben formuliert und gelöst. Das Ziel der Arbeit bleibt jedoch dabei nur eines – die
theoretische Erklärung der Elektronendynamik in den Streuprozessen.

Das Ion-Helium-Stoßsystem ist ein Grundsystem in der Klasse von Zweielektronen-
stoßsystemen und gibt eine wichtige Gelegenheit die zugrundeliegende Physik in den
Ion-Atom-Stößen zu erforschen. Diese Auslegung bestätigen die zahlreichen existieren-
den experimentellen und theoretischen Studien, die allen möglichen Prozessen in diesem
System gewidmet worden sind. Die Erforschung von elastischen und nichtelastischen
Prozessen in diesem System gibt Informationen, die für eine allgemeine Theorie von
Streuprozessen in den Vielteilchensystemen angewendet werden können.

Das Proton-Natrium-Stoßsystem ist ein anderes Beispiel eines Vielelektronenstoß-
systems, das die vielseitige Problematik der Elektronendynamik in den Ion-Atom-
Stößen ans Licht bringt. Die sehr spezifische Schalenstruktur des Natriumatoms mit
dem schwach gebundenen äußeren 3s-Elektron und den tiefer liegenden 2p-Elektronen
verursacht sehr interessante Eigenschaften der Wirkungsquerschnitte für nichtelasti-
sche Vielteilchenprozesse. Eine ganze Weile hat dieses System als ein Modell für fast
„ideale” Quasi-Einelektronenstoßsysteme in sehr vielen theoretischen Arbeiten gedient.
Viele Indizien in den experimentellen Wirkungsquerschnitten zeigten jedoch, dass dies
in einem sehr breiten Energiebereich nicht unbedingt richtig ist. Eine quantenmechani-
sche Rechnung, in der alle Elektronen des Natriumatoms als aktiv behandelt werden, ist
damit sehr erwünscht, da nur sie mehrere Unklarheiten in den Wirkungsquerschnitten
klären kann.

Die Aufgaben, die in dieser Arbeit theoretisch behandelt werden, lauten wie folgt:

• Anwendung und Testen der TCBGM für Vielelektronenstoßsysteme. TCBGM als
eine Zweizentrenerweiterung der Basis-Generator-Methode (BGM) wird in dieser
Arbeit für alle Ion-Atom-Stoßsysteme verwendet.

• Berechnung der differentiellen Wirkungsquerschnitte für verschiedene Ein- und
Zweielektronenprozesse in Stoßsystemen p – He, He2+ – He und Arq+ – He (q=15-
18) bei kleinen Streuwinkeln. Dabei sollte die Modellierung der Ein- und Zweielek-
tronenprozesse für DCS im Rahmen des IEM3s und SAE4-Modells durchgeführt
werden und die TCBGM-DCS mit den anderen theoretischen Methoden und mit
den neuen COLTRIMS-Experimenten verglichen werden.

• Beschreibung von p – Na Stößen als Vielelektronenstoßsystem und Erklärung der
MOTRIMS-Experimente. Dabei ist die Elektronendynamik in den inneren und
der äußeren Schale(n) zu berücksichtigen.

Die Arbeit hat acht Kapitel und ist wie folgt gegliedert:
Kapitel 1 ist diese Einleitung.
In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen für die Beschreibung des Ion-

Atom-Stoßproblems eingeführt, die zum Verständnis und Vergleich der Ergebnisse die-
ser Arbeit notwendig sind. Vor allem konzentriert sich Kapitel 2 auf die Beschreibung
der Ion-Atom-Stöße mit verschiedenen theoretischen Ansätzen. Der Schwerpunkt wird

3Independent Electron Model
4Single Active Electron
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auf die semiklassische Näherung für das Vielelektronensystem und auf die Basisentwick-
lungsmethoden gelegt. Außerdem wird eine ganze Reihe von verschiedenen Methoden
(TDHF, FIM, CDW, CTMC) angesprochen, die für die Lösung der zeitabhängigen
Schrödinger-Gleichung in dem betrachteten Energiebereich von einigen keV bis zu ei-
nigen MeV geeignet sind.

Eine kurze Einführung und ein möglichst aktueller Überblick über die zeitabhän-
gige Dichtefunktionaltheorie sowie eine detaillierte Beschreibung der in dieser Arbeit
verwendeten Basisentwicklungsmethoden (BGM, TCBGM), die auf TDDFT basieren,
wird in Kapitel 3 gegeben.

Kapitel 4 erläutert das Prinzip der Auswertung von Ausgangsdaten aus der
TCBGM-Rechnung (Einteilchenübergangsamplituden und Einteilchenwahrscheinlich-
keiten) und die Berechnung der Observablen im Experiment. Insbesondere die Be-
rechnung von totalen und winkeldifferentiellen Wirkungsquerschnitten für Ein- und
Vielelektronenprozesse wird in diesem Kapitel ausführlich dargestellt. Die Eikonalnä-
herung und Modelle für Vielelektronenübergangsamplituden werden betrachtet und
miteinander verglichen.

TCBGM-Testrechnungen und Vergleiche mit anderen repräsentativen Theorien für
differentielle Wirkungsquerschnitte für den Elektroneneinfang im Stoßsystem p – H
werden im Kapitel 5 gezeigt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in Kapitel 6 und 7, in denen die Elektronendy-
namik in Ionenstößen am Heliumatom und in Stößen von Protonen am Natriumatom
betrachtet und diskutiert wird. Kapitel 6 konzentriert sich vor allem auf die differen-
tiellen Wirkungsquerschnitte für die Projektilablenkung in den Elektronentransferpro-
zessen. Vergleiche der TCBGM-Rechnungen mit den neuesten COLTRIMS-Messungen
und mit Wirkungsquerschnitten aus störungstheoretischen Rechnungen werden doku-
mentiert und die vielseitige Problematik der Beschreibung wird ausführlich diskutiert.
In Kapitel 7 wird das Stoßsystem p – Na zum ersten Mal theoretisch als Vielelektro-
nenstreusystem betrachtet, und die TCBGM-Rechnungen, in denen alle Elektronen als
aktiv behandelt werden, werden mit verschiedenen experimentellen Daten verglichen.
Das Gesamtbild der Dynamik von Elektronen aus den inneren und der äußeren Scha-
le(n) wird anhand der TCBGM und experimentellen Daten rekonstruiert und die Rolle
der Elektronen aus den inneren Schalen in diesem System für Elektronentransferpro-
zesse und Ionisationsprozesse erläutert.

Abschließend folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblick auf zu-
künftige Möglichkeiten für die Weiterentwicklung der Theorie in Kapitel 8.
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Kapitel 2

Theoretische Beschreibung von
Ion-Atom-Stößen

2.1 Übersicht
Das Verständnis der Streuung von Atomen und Ionen verlangt eine sichere Theorie
für die Beschreibung der Bewegung von Kernen und Elektronen, die durch Coulomb-
Kräfte miteinander wechselwirken. Das Mehrteilchenstreuproblem bleibt eine äußerst
schwierige und wichtige Aufgabe der Atomphysik, größtenteils wegen der sehr langen
Reichweite der Coulomb-Kräfte. Trotz zahlreicher Anstrengungen, ist selbst das ein-
fachste Problem – die Streuung von Protonen an einem Wasserstoffatom – nicht ganz
vollständig verstanden und aufgelöst. Insbesondere wenn Elektronentransfer oder unge-
bundene Endzustände in das Problem einbezogen sind. Die Komplexität des Problems
(z. B. bei der Betrachtung des Stoßproblems p – He) wird mit der zunehmenden Zahl
von Elektronen darüberhinaus nur steigen. Eine Vielzahl von verschiedenen Methoden
zur Lösung des Problems sind vorgeschlagen und angewendet worden und fast alle die-
se Methoden sind nur in eingeschränkten Bereichen (der Energie, der Reaktionskanäle
usw.) sinnvoll. Aus diesem Grund konzentriert sich die Theorieentwicklung weiterhin
auf die Methoden und Näherungen für die diversen Typen der Atomstöße, in denen
mehrere Elektronen involviert sind, um diese korrekt beschreiben zu können.

Im folgenden Kapitel wird eine Übersicht der theoretischen Behandlung von in-
teratomaren Stößen und Ion-Atom-Stößen gegeben. Die verschiedensten klassischen,
semiklassischen und quantenmechanischen Näherungsverfahren stehen heute zur Ver-
fügung, welche, je nach Problem, mit wechselndem Erfolg angewendet werden können.
Eines der Ziele dieses Kapitels ist es, eine kritische Einschätzung der verschiedenen
theoretischen Modelle vorzunehmen und ihre Vor- und Nachteile aufzuzeigen. Unter
interatomaren Stößen werden hier nur Stöße zwischen zwei Atomsystemen betrachtet.
Es werden also die Stöße zwischen Molekülen oder drei Atomen nicht behandelt.

Mit Rücksicht auf den sehr breiten Forschungsbereich werden hier nur einige Theo-
rien detailliert beschrieben, die für den mittleren Stoßenergiebereich (der in dieser
Arbeit betrachtet wird) anwendbar und vergleichbar sind und nur ein Überblick wird
für die Theorien bei niedrigen und hohen Stoßenergien gegeben. Um diesen mittleren
Energiebereich etwas deutlicher zu definieren, wird die relative Stoßgeschwindigkeit
zwischen dem Projektil und dem Target oft mit der klassischen Orbitalgeschwindig-
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keit des aktiven Elektrons im Atom verglichen. Als mittlere Stoßenergie ist die Energie
gemeint, bei der die relative Geschwindigkeit zwischen dem Projektil und dem Target
näherungsweise gleich der Orbitalgeschwindigkeit des aktiven Elektrons ist. In der all-
gemeinen atomphysikalischen Terminologie haben sich auch die Begriffe „schnelle und
langsame Stöße” bzw. „niedrige und hohe Stoßgeschwindigkeiten” etabliert. Diese Be-
schreibung von den mittleren Stoßgeschwindigkeiten bezieht sich im Wesentlichen auf
die Stoßprozesse im keV-Bereich, was außerdem noch die elementaren Vorgänge stärker
herauszustellen hilft.

Die Kinematik der interatomaren Stöße wird entweder in einem ruhenden Laborre-
ferenzsystem oder in einem bewegeten Referenzsystem betrachtet. Das sich bewegende
Referenzsystem verknüpft man oft mit dem Schwerpunkt des Systems.

Die wichtigsten Größen, für die man sich interessiert, sind die Wirkungsquerschnitte
für die Erzeugung von verschiedenen Endzuständen des Systems für gegebene Anfangs-
zustände von Target und Projektil. Zur Messung der differentiellen Streuquerschnitte
(DCS – Differential Cross Section) werden Teilchen detektiert, die um einen Winkel θ
im Bereich θ± 1

2∆θ abgelenkt werden. Sogenannte totale Wirkungsquerschnitte (TCS
– Total Cross Section) hängen nur von den Anfangs- und Endzuständen des Targets
und Projektils, sowie von der Stoßenergie ab.

Die interatomaren Stöße sind oft in zwei breite Klassen eingeordnet. In der ersten
Klasse werden elastische Stöße eingruppiert. Bei ihnen bleiben die inneren Zustände
der Atome unverändert, die Partikel werden aber während des Stoßes abgelenkt.

In der inelastischen Streuung von Partikeln geht der anfangs vorhandene innere
Zustand des beschossenen Atoms (oder Ions) durch den Stoß des Projektils in einen
anderen inneren Zustand über. In diesen Stößen können die Zustandsänderungen in
Target und Projektil auch gleichzeitig geschehen. Zum Beispiel nach der Streuung der
Ionen an Atomen werden im Atom gebundene Elektronen in höhere Zustände angeregt,
von dem Ion eingefangen oder ionisiert.

Sogar im Stoß von zwei Einelektronenatomen finden sehr verschiedene Prozesse
statt. Man unterscheidet vor allem Anregung, Ionisation und Transfer (des Target-
und Projektilelektrons). In Mehrelektronenstoßsystemen geschehen auch Kombinatio-
nen von diesen Prozessen an jedem von beiden Stoßatomen. Repräsentative Beispiele
sind Doppelionisation, Anregungsionisation, Transferanregung und Transferionisation.
Dabei unterscheidet man auch die Prozesse die am Target und am Projektil stattfin-
den. Auch für jeden von diesen Prozessen können sich Target und Projektil in einem
angeregten Anfangszustand befinden.

Die Ion-Atom-Stöße wurden theoretisch viel gründlicher als die interatomaren Stö-
ße untersucht. Das geschah aus vielen Gründen, wobei der wichtigste die einfachere
Beschreibung des Systems ist und auch eine konkrete Einschränkung der möglichen
Prozesse im System vorgenommen werden kann. Bei kleiner Projektilenergie EP ist
der Einfang der dominante Prozess im Ion-Atom-Stoß. Dabei findet auch seine Kon-
kurrenz – die Anregung des Targets – statt. Zu höheren Projektilenergien fällt dann
der Einfang schnell ab und die Ionisation übernimmt hier die dominante Rolle, wo-
bei die Anregung weiterhin ein wichtiger Prozess in diesem Energiebereich ist. Der
Transferprozess hat seit den frühen Jahren der Quantenmechanik eine beträchtliche
Aufmerksamkeit der Wissenschaftler auf sich gezogen. Der Hauptgrund dafür ist nicht
nur seine Bedeutung in einer breiten Vielzahl von natürlichen Phänomenen, sondern
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auch die Herausforderung in der theoretischen Beschreibung. Tatsächlich ist der nicht-
strahlende Einfang eines freien Elektrons in ein Ion durch das Erhaltungsgesetz der
Energie und des Drehimpulses untersagt, und es ist ein drittes Teilchen während der
Entstehung eines gebundenen Zustandes erforderlich, um die Energie und den Dre-
himpuls im System auszugleichen. Damit unterscheidet sich der Einfangmechanismus
von der direkten Anregung und teilweise von der Ionisation. Teilweise, da der Ein-
fang in sehr hoch angeregte Zustände mit dem Ionisationsprozess mehr Ähnlichkeit als
Unterschiede hat. Der Einfangprozess in den Ion-Atom-Stößen findet über einen sehr
breiten Energiebereich statt und reicht von thermischen bis zu extrem-relativistischen
Energien.

Die relativistischen Effekte in der Theorie von Ion-Atom-Stößen kommen von zwei
verschiedenen Quellen. Erstens kann die durchschnittliche Geschwindigkeit der gebun-
denen Elektronen die Lichtgeschwindigkeit annähernd erreichen, wenn die Kernladung
Z groß ist. In diesem Fall wird die Dirac-Gleichung für die Elektronenbewegung im
Atom benötigt, um die relativistischen Effekte in den gebundenen Elektronenzuständen
korrekt zu beschreiben. Zweitens muss auch die relativistische Kinematik für die Kern-
bewegung verwendet werden, wenn sich die Stoßgeschwindigkeit der Lichtgeschwindig-
keit annähert.

Die Vernachlässigung aller relativistischen Korrekturen zur elektronischen Energie
(die wichtigste davon ist die Spin-Bahn-Kopplung) ist nicht immer berechtigt, da für
schwere Atome die relativistischen Effekte die elektronische Struktur dermaßen än-
dern, dass diese Änderungen sogar in den molekularen Bindungen sichtbar sind. Die
relativistischen Ion-Atom-Stöße bleiben deshalb außerhalb des Bereichs dieser Arbeit.
Die Behandlung dieser Effekte für die Ion-Atom-Stöße kann man aber in [20, 21] se-
hen. Die Vernachlässigung der relativistischen Effekte hat den Vorteil, dass die ein-
fachere Schrödinger-Gleichung statt der Dirac-Gleichung verwendet werden kann und
dass relativistische Korrekturen wie z. B. die Spin-Bahn-Kopplung nicht berücksichtigt
werden müssen. Für nichtrelativistische Ion-Atom-Stöße werden Geschwindigkeiten des
Projektils und der Elektronen angenommen, die deutlich kleiner im Vergleich zur Licht-
geschwindigkeit sind. Die Theorie, die in dieser Arbeit beschrieben wird, sollte für eine
Stoßenergie bis zu 10 MeV pro Nukleon und für eine Kernladung Z < 30 gültig sein. In
der Praxis kann die nichtrelativistische Behandlung auch für höhere Stoßenergie und
Kernladungen anwendbar sein und signifikante Ergebnisse liefern.

Zusammengefasst sind die relativistischen Effekte im Rahmen der Beschreibung des
Ion-Atom-Stoßes vernachlässigbar, wenn

• die Stoßgeschwindigkeit klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ist

• die Kernladungen beider Zentren klein gegenüber der Inversen der Feinstruktur-
konstanten sind.

Um das Ion-Atom-Streuproblem formal zu definieren, betrachten wir ein Mehrteil-
chensystem, das in sich zwei schwere Partikel enthält – Projektil P mit der La-
dung ZP und der Masse MP und Target T mit der Ladung ZT und der Masse
MT ; und außerdem NT am Targetatom gebundene Elektronen mit den Koordinaten
xi = (ri, σi) , i = 1, . . . , NT (wo xi sowohl die Raumkoordinate ri als auch den Spin
σi des i-ten Elektrons bezeichnet). Mit Vernachlässigung aller relativistischen Effekte
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2.2. Semiklassische Näherung der Ion-Atom-Stöße

wird der Ausgangspunkt dieses Problems eine stationäre Schrödinger-Gleichung sein,
mit welcher alle sich im System befindlichen Teilchen beschrieben werden,

ĤΦ (x1, . . . ,xN ,RP ,RT ) = EΦ (x1, . . . ,xN ,RP ,RT ) (2.1)

wobei der Hamiltonian des Systems mit folgendem Ausdruck definiert wird:

Ĥ = − 1
2MT

∆RT −
1

2MP
∆RP −

1
2

N∑
i=1

∆ri

+ ZPZT
|RT −RP |

−
N∑
i=1

(
ZP

|ri −RP |
+ ZT
|ri −RT |

)
+
N∑
i<j

1
|ri − rj|

. (2.2)

Die Wellenfunktion Φ enthält die gesamte Information über alle Teilchen (Kerne,
Elektronen) und Prozesse im System. Man interessiert sich vor allem für einen asym-
ptotischen Ausdruck der Wellenfunktion, der das System nach dem Stoß beschreibt:

lim
|RT−RP|→∞

Φ (x1, . . . ,xN ,RP ,RT ) (2.3)

Die Vielteilchenwellenfunktion ist von den Koordinaten aller Teilchen im System
abhängig und die Schrödinger-Gleichung (2.1) kann nicht direkt gelöst werden. Einige
Näherungen sind für die Wellenfunktion und (oder) für den Hamiltonian des Systems
notwendig, um diese Gleichung lösen zu können.

Für Ion-Atom-Stöße können zwei extreme Situationen in Betracht gezogen werden:

1. Die Störungstheorie ist anwendbar, wenn die relative Stärke von zwei Kernfel-
dern sehr verschieden oder die Zeit der Wechselwirkung zu kurz im Vergleich zur
Elektronenrelaxationszeit ist.

2. Der Stoß ist so langsam, dass selbst die Kernbewegung als Störung betrachtet
wird. Aus dieser Sicht kann die Theorie für ein solches Stoßproblem auf Kennt-
nisse von stationären Zuständen der Elektronen und Kerne gegründet werden.

Die in dieser Arbeit betrachteten Stoßsysteme im Energiebereich mit EP = 1 −
1000 keV/amu befinden sich eher in der Nähe von Punkt 1. von diesen zwei limitier-
ten Situationen. Im Prinzip müssen alle Teilchen (Elektronen und Kerne), die in dem
Stoß involviert sind, quantenmechanisch beschrieben werden. Da aber das Verhältnis
von Kernmasse zu Elektronenmasse sehr groß ist, können die Kerne klassisch behan-
delt werden und nur die Elektronen werden als quantenmechanische Teilchen in dieser
Näherung betrachtet. Die Kerne werden also nur als die bewegten Quellen der zeitab-
hängigen elektromagnetischen Felder betrachtet. Diese Näherung wird Semiklassische
Näherung (SCA) genannt und ausführlich im nächsten Abschnitt behandelt.

2.2 Semiklassische Näherung der Ion-Atom-Stöße
Die semiklassische Näherung in der Quantenmechanik ist eine ziemlich allgemeine Me-
thode, die zahlreiche rechenintensive Probleme anzugehen erlaubt und ist in vielen
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Kapitel 2. Theoretische Beschreibung von Ion-Atom-Stößen

fortgeschrittenen Lehrbüchern für Quantenmechanik behandelt worden. Unter semi-
klassischen Näherungen im Ganzen versteht man die Näherungen, die die Elemente und
Ideen aus der klassischen Mechanik und Quantenmechanik in verschiedenen Verhältnis-
sen beinhalten. Durch ständige Entwicklung von effizienten und schnellen numerischen
Methoden verliert diese Näherung allmählich ihre Bedeutung als einzige Methode, die
zuverlässige, theoretische Ergebnisse liefern kann, behält aber trotzdem noch ihre Rolle
als ein einfaches und durchsichtiges Mittel für die Interpretation der zugrundeliegenden
Physik.

In der Theorie von interatomaren Stößen wurde die semiklassische Näherung in
verschiedenen Formen und Formulierungen ausgiebig und sehr erfolgreich benutzt. Die
semiklassische Näherung (SCA) als die Methode für das Elektronenemissionsproblem
in der Ion-Atom-Streuung im Stoßparameterformalismus ist in [22] beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Kombination der semiklassischen Näherung
zusammen mit der Basisentwicklung und der zeitabhängigen Dichtefunktionaltheorie
für die Streuprobleme eingesetzt. Die Formulierung des Streuproblems im Sinne der
zeitabhängigen Dichtefunktionaltheorie zusammen mit der Basis-Generator-Methode
erlaubt es, einige Effekte zu erfassen, die für normale AO-Basisentwicklungsmethoden
anscheinend schwieriger sind.

Trotz der scheinbaren Einfachheit der semiklassischen Näherung ist in der Praxis
auch hier die Rechnerleistung ein signifikanter Faktor in der Erforschung der Ion-Atom-
Stöße. In vielen Fällen, sogar nach dem Einsatz der semiklassischen Näherung für das
zu erforschende System, bleiben am Ende Gleichungen, die man nur numerisch lösen
kann.

Im Allgemeinen sind die semiklassischen Näherungen in Anbetracht der Ion-Atom-
Stöße (in dem nichtrelativistischen Bereich) effektiv, wenn schwere Teilchen (Atome
und Ionen) am Stoß beteiligt sind, und wenn die Stoßgeschwindigkeiten nicht zu klein
sind.

Das folgt aus der Tatsache, dass die de-Broglie-Wellenlänge der Kerne kleiner wird,
wenn die Stoßenergie zunimmt. In diesem Fall werden die Quanteneffekte in der Kern-
bewegung vernachlässigbar und die Kerne bekommen eine wohldefinierte Trajektorie.

Die Grundidee der SCA liegt darin, die Kerne klassisch zu behandeln. Die inter-
nukleare Bewegung wird klassisch dargestellt, indem die Koordinate des Projektils,
unabhängig von den elektronischen Prozessen im System, eine Funktion der Zeit wird.
Die „Bewegung” der Elektronen folgt der Quantenmechanik. Die SCA ist im Prinzip in
dieser Formulierung nicht nur für das Streuproblem einsetzbar. Unter der Bedingung,
dass die klassische Umgebung ausreichend groß ist und damit die Änderungen im Quan-
tensystem keinen beträchtlichen Effekt auf ihre Dynamik haben, kann die SCA für die
Beschreibung des Quantensystems und klassischer Umgebung immer in analoger Weise
angewendet werden [23, 24]. Das entspricht der Entkopplung der Gleichungen für die
Umgebung und für das Quantensystem in der SCA.

Die Standardprozedur für das Ion-Atom-Stoßsystem beruht auf den verschiedenen
Zeitskalen von zwei Arten von Teilchen, die das System bilden. Implizit geht man
auch davon aus, dass das Massenverhältnis von Kernen und Elektronen MP/me und
MT/me sehr groß ist und das gilt auch für Impulse und kinetische Energien der Kerne
und Elektronen. Partielle Entkopplung der elektronischen Bewegung und der Bewegung
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2.2. Semiklassische Näherung der Ion-Atom-Stöße

der Kerne wird mit der Born-Oppenheimer-Näherung erreicht.

Φ (x1, . . . ,xN ,R) = F (R) Ψ̃ (x1, . . . ,xN ,R) (2.4)

Mit dem Ansatz für die gesamte Wellenfunktion des Systems Φ (x1, . . . ,xN ,R) im
Ion-Atom-Stoß (R- ist die klassische Relativkoordinate zwischen T- und P-Kern) zur
stationären Schrödinger-Gleichung (2.1)

ĤΦ (x1, . . . ,xN ,R) = EΦ (x1, . . . ,xN ,R) (2.5)

mit dem Hamilton-Operator in dem P-T-Schwerpunktkoordinatensystem (CM) (µ =
MTMP
MT+MP

ist die reduzierte Masse für das System mit der Vernachlässigung der Masse der
Elektronen; ri ist der Abstandsvektor des i-ten Elektrons bezüglich des Schwerpunktes;
rTi ist der Abstandsvektor des i-ten Elektrons bezüglich des Targets; rPi = rTi −R ist der
Abstandsvektor des i-ten Elektrons bezüglich des Projektils; der Schwerpunkt bewegt
sich in sehr guter Näherung kräftefrei)

Ĥ = − 1
2µ

∆R + ZPZT
|R| +

N∑
i=1

(
−1

2
∆ri

)
+
N∑
i=1

(
−ZT
|rTi |

+ −ZP
|rPi |

)
+
N∑
i<j

1
|ri − rj|

(2.6)

wird die Wellenfunktion nach dem elektronischen Anteil und Kernanteil separiert.
Mit folgendem Ansatz für die Funktion F (R)

F (R) = A exp
( i

~
S (R)

)
wird die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung (2.5)

(
1

2µ
(∇RS)2 − i

2µ
(∆RS)− i

µ
(∇RS)∇R −

1
2µ

∆R

)
Ψ̃ =

(
E − Ĥ ′el

)
Ψ̃ (2.7)

umgeschrieben, wobei der Hamiltonian Ĥ ′el als

Ĥ ′el = Ĥ −
(
− 1

2µ
∆R

)
(2.8)

definiert wird.
Gleichung (2.7) erhält nun die Form

(
1

2µ
(∇RS)2 − i

2µ
(∆RS)− (E −W (R))

)
Ψ̃ =(

i
µ

(∇RS)∇R + 1
2µ

∆R +W (R)− Ĥ ′el

)
Ψ̃ (2.9)

Nun wird gefordert, dass die Funktion F (R) folgende Schrödinger-Gleichung erfüllt:(
1

2µ
(∇RS)2 +W (R)

)
F (R) = EF (R) . (2.10)
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Im klassischen Grenzfall bedeutet dies, dass die Gleichung für S in der ersten Nähe-
rung betrachtet wird, wobei alle Terme mit zweiter Ableitung im Bezug auf R ignoriert
werden.

Hiermit bekommt man die bekannte Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen
Mechanik

(∇RS)2 = 2µ (E −W (R)) = P2 (R) = µ2Ṙ2 (2.11)
Diese Gleichung definiert alle Trajektorien für das Projektil im klassischen Potential
W des Targets.

Die elektronische Wellenfunktion Ψ̃ (x1, . . . ,xN ,R) → Ψ̃ (x1, . . . ,xN , t) hängt von
den Kernpositionen R nur parametrisch ab und erfüllt eine explizit zeitabhängige
Schrödinger-Gleichung

i∂tΨ̃ (x1, . . . ,xN , t) =
(
Ĥ ′el −W (R)

)
Ψ̃ (x1, . . . ,xN , t) (2.12)

Jetzt werden nur elektronische Koordinaten als dynamische Variablen betrachtet.
Die Wellenfunktion Ψ̃ zeigt sehr starke Oszillationen. Man kann einen Teil dieser

Oszillation extrahieren, in dem man den Kern-Kern-Phasenfaktor

ZPZT
|R| = ZPZT

R (t)
(2.13)

für die relative Bewegung der Kerne aus der Gesamtwellenfunktion durch die Phasen-
transformation

Ψ̃ (x1, . . . ,xN ,R) = Ψ̃ (x1, . . . ,xN , t) (2.14)

= Ψ (x1, . . . ,xN , t) exp
(
−i
∫ t
t0

ZPZT
R (t′)

dt′
)

(2.15)

heraustransformiert.
Es bleibt also nun die zeitabhängige elektronische Schrödinger-Gleichung

i∂tΨ (x1, . . . ,xN , t) =
(
Ĥel −W (R)

)
Ψ (x1, . . . ,xN , t) (2.16)

mit dem Hamiltonian

Ĥel = Ĥ ′el −
ZPZT
|R| . (2.17)

An dieser Stelle muss entschieden werden, ob die Ablenkung des klassischen Teil-
chens (Projektil) in einem Potential W modelliert wird oder eine zusätzliche, sogenann-
te Gerade-Bahn-Näherung (straight line approximation) eingeführt wird, in der die Ge-
schwindigkeit des Projektils vP = v = ki

µ
als konstant angenommen wird (W (R) = 0).

Mit dieser Näherung bewegt sich das Projektil entlang einer geraden Flugbahn mit
R = b + vt, wobei b der sogenannte Stoßparameter ist (die laterale Versetzung der
asymptotischen Flugbahn zur Zeit t → −∞ (Anfangsbedingung) von der Symmetrie-
achse).

Es zeigt sich, dass diese Näherung, außer für sehr langsame Stöße (bei denen sowieso
die Grenzen für die SCA-Anwendung liegen), sehr geeignet ist. Der sogenannte Abstand
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der nächsten Annäherung R0 (s. Anhang 9.3) für das Projektil in einem klassischen Tar-
getpotential W bei gegebener Projektilgeschwindigkeit vP kann (näherungsweise) die
Ablenkung der Trajektorie des Projektils von der geraden Flugbahn in dem Zeitpunkt
charakterisieren, in dem per Annahme die elektronischen Übergänge meist stattfinden.

Die Berechnung von R0 für alle studierten Systeme zeigt deutlich, dass die Abwei-
chungR0−b für alle in dieser Arbeit verwendeten Systeme bei allen studierten Projektil-
geschwindigkeiten im Bereich von 10−3 a.u. liegt1. Die Abweichung steigt nur in Stößen
mit Stoßparametern b . 0.01 a.u., die sowieso in den auf dem Stoßparameterforma-
lismus basierenden Rechnungen nicht betrachtet werden können. Für die Berechnung
der totalen Wirkungsquerschnitte müssen solch kleine Stoßparameter nicht betrachtet
werden, da die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten effektiv durch die Multiplikation
mit dem Stoßparameter beseitigt werden (siehe Kapitel 4).

In dieser Arbeit wird tatsächlich eine Gerade-Bahn-Näherung für die Projektilionen
in allen betrachteten Stoßsystemen angenommen. Für energiereiche Stöße bleibt die Ab-
lenkung des Projektils von der Geraden insgesamt fast immer im mrad-Winkelbereich.
Für strukturlose Teilchen (Punktladungen) wird die Geometrie um die z-Achse sym-
metrisch sein, damit werden z. B. differentielle Wirkungsquerschnitte vom azimutalen
Winkel unabhängig sein. Die z-Achse und der Stoßparameter b definieren die Streu-
ebene in der SCA. In dem Stoß wird der Stoßparameter angenommen, ausreichend
groß zu sein (Stoßparameter ist größer als die Summe von Kernradien des Targets
und Projektils), und damit werden die Kerne sich nicht direkt abstoßen oder einander
durchdringen. Diese Voraussetzung ist notwendig, um Kernreaktionen im Stoß auszu-
schließen.

Aus der Annahme der vorbestimmten Flugbahn für Kerne folgt, dass Energie und
Impuls formal in dem Stoßparameterformalismus nicht erhalten werden. Diese Verlet-
zung kann aber akzeptiert werden, wenn die Elektronendynamik und nicht die Kernbe-
wegung interessant ist. Eine angenehme Konsequenz der Geraden-Bahn-Näherung ist
dabei, dass sowohl das P-T-Schwerpunktsystem (mit Vernachlässigung der Masse der
Elektronen), als auch das Targetsystem (mit der Annahme, dass das Target vor dem
Stoß ruht, kann es als Laborsystem betrachtet werden) als inertiale Koordinatensyste-
me betrachtet werden können.

Eine kräftefreie Bewegung für das Projektil in der Geraden-Bahn-Näherung ent-
spricht dem Ansatz für F (R) = A exp (ikiR), wo ki der Anfangswert des Wellenvek-
tors der relativen Kernbewegung ist. Die Kernbewegung wird also in SCA mit ebenen
Wellen charakterisiert. Das stimmt mit der sogenannten Eikonalnäherung überein. Die
Eikonalnäherung wird in Abschnitt 4.3 betrachtet, in dem die Berechnung der diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitte im Rahmen dieser Näherung beschrieben wird.

Im Allgemeinen bewegen sich die klassisch beschriebenen Kerne entlang einer Flug-
bahn, die durch ein bestimmtes klassisches Potenzial W gesteuert wird (common tra-
jectory approximation). In diesem Bild werden die elektronischen Zustände des Quasi-
moleküls gemäß der nichtstationären Schrödinger-Gleichung entwickelt, deren Zeitab-
hängigkeit durch die Bewegung von Kernen bestimmt wird. Diese Näherung, die völlig
den Effekt der elektronischen Bewegung auf die Bewegung der Kerne vernachlässigt,
bringt für langsame aber nicht zu langsame Stöße gute Ergebnisse, falls die kinetische

1Selbstverständlich werden die Abweichungen in der Trajektorie R (t) von der geraden Bahn für
den Endzeitpunkt (bei dem die Zeitpropagation des Systems gestoppt wird) größer.
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Energie der Kerne deutlich den Energieabstand zwischen den verschiedenen Potentialen
des Quasimoleküls überschreitet.

Für sehr langsame Stöße, bei denen die kinetische Energie des Stoßes vergleich-
bar oder kleiner ist als die nichtelastische Energie des elektronischen Übergangs in der
Wechselwirkungsregion (sogenannte nichtelastische Schwelle), sollte man die Beschrei-
bung mit einer Flugbahn der Kerne aufgeben und eine noch allgemeinere Behandlung
verwenden. In sehr langsamen Zusammenstößen, bei denen die Orbitalgeschwindig-
keit der anfangs gebundenen Elektronen viel höher als die relative Geschwindigkeit
der Kerne ist, befindet sich jedes Elektron in der Wechselwirkungsregion und in den
Coulomb-Feldern beider Kerne für jeden Kern-Kern-Abstand R. Für die Entwicklung
der exakten Streuwellenfunktion ist dann eine Basis aus molekularen Wellenfunktionen
am besten geeignet. Diese Funktionen sind die Lösungen des zweizentrigen Hamilto-
nians für fixierte internukleare Abstände R, d.h. für das stationäre Molekül. Diese
Beschreibung kann korrekt die Tatsache darstellen, dass die Bewegung der Kerne in
verschiedenen elektronischen Zuständen durch verschiedene Potentiale geregelt wird.
Außerdem wird die Bewegung der Kerne auch durch die Kopplung zwischen den elek-
tronischen Zuständen beeinflusst. Hier kommt z. B. die „perturbed stationary state”
(PSS) Methode [25] zur Anwendung, bei der eine quantenmechanische Behandlung der
Kernbewegung notwendig wird (eine Übersicht hierfür findet sich in [26]). Das ist der
Bereich der Dynamik der chemischen Reaktionen.

Unter Einbeziehung der nichtrelativistischen Näherung und der SCA wird das
quantenmechanische Vielteilchenproblem der Ion-Atom-Streuung auf eine zeitabhängi-
ge Schrödinger-Gleichung (TDSE) für die quantenmechanische Bewegung der Elek-
tronen in den Coulomb-Feldern der klassisch bewegten Kerne (mit der zusätzli-
chen Geraden-Bahn-Näherung) reduziert, die zu einer gegebenen Anfangsbedingung
Ψ (x1, . . . ,xN , t0) = Ψ0 (x1, . . . ,xN) zu lösen ist.

i∂tΨ (x1, . . . ,xN , t) = Ĥel (t) Ψ (x1, . . . ,xN , t) (2.18)

Für das Ion-Atom-Stoßsystem wird der reduzierte nichtrelativistische Hamilton-
Operator des N -Elektronensystems dann als Summe des kinetischen Energieoperators
der Elektronen K̂, der Wechselwirkungen innerhalb des Systems (Elektron-Elektron-
Wechselwirkung) V̂int und des externen explizit zeitabhängigen Potentials V̂ext (t) dar-
gestellt.

Ĥel (t) = K̂ + V̂int + V̂ext (t)

=
N∑
i=1

(
−1

2
∆ri

)
+
N∑
i<j

1
|ri − rj|

+
N∑
i=1

(
−ZT
|rTi |

+ −ZP
|rTi −R|

)
(2.19)

Die Beschreibung des wechselwirkenden Vielelektronensystems in den Coulomb-
Feldern der klassisch bewegten Kerne zeigt sich auch als äußerst kompliziertes Pro-
blem, und eine direkte Lösung ist in der Praxis sogar mit heutigen Rechnerleistungen
nicht möglich. Der Ortsanteil der Wellenfunktion für ein Vielelektronenproblem ist eine
sehr komplizierte mathematische Funktion in einem 3N -dimensionalen Raum, wobei
N die Zahl der Elektronen im System ist. Durch die elektrostatische Abstoßung der
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Elektronen

V̂int = V̂ee =
N∑
i<j

1
|ri − rj|

(2.20)

ist der Hamilton-Operator nicht separabel in den Teilchenkoordinaten.

2.3 Vielelektronenproblem
Für viele Prozesse ist es möglich ein einzelnes aktives Elektron in der sogenannten Sin-
gle Active Elektron-Näherung (SAE) zu betrachten. Das trifft besonders zu, wenn man
ein Elektron in der äußeren Schale eines Mehrelektronenatoms betrachtet, und alle an-
deren Elektronen sich in den inneren Schalen befinden, da für diese die Elektron-Kern-
Wechselwirkung viel stärker als die Elektron-Elektron-Wechselwirkung ist. Besonders
gut ist dieses Modell für eine Behandlung von Alkalimetallen mit einem Elektron in
der äußeren Schale geeignet.

Die exakte Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird in diesem Modell ignoriert und
nur gemittelt mit einem effektiven Potential dargestellt. Es wird folglich angenommen,
dass das aktive Elektron sich in einem von den passiven Elektronen abgeschirmten
effektiven Potential des Targetkernes und im Potential des Projektils während des Sto-
ßes befindet. Das Targetpotential, das von diesem aktiven Elektron gespürt wird, hängt
von der Ladungsdichte aller anderen Elektronen ab und kann ein einfaches Coulomb-
Potential mit einem Abschirmfaktor sein, oder ein parametrisiertes Modellpotential,
das mit einem Hartree-Fock-Verfahren angepasst wird. Die Parameter des Potentials
werden so festgesetzt, dass die stationäre Schrödinger-Gleichung das Energiespektrum
des Targetatoms möglichst genau reproduziert. Das Streuproblem wird dann auf ein
zeitabhängiges Dreikörperproblem, das aus zwei Kernen und einem aktiven Elektron
besteht, reduziert. Die elektronische Wellenfunktion Ψ kann dann als eine einfache
Funktion der Elektronenkoordinate (und des Spins), sowie der Zeit geschrieben werden

Ψ (x1, . . . ,xN , t)⇒ ψ (x, t) . (2.21)

Wie in Kapitel 7 gezeigt wird, funktioniert so ein Modell insbesondere für das
Stoßsystem p – Na für Projektilenergien EP . 20 keV, wenn man sich zum Beispiel für
Elektronentransfer oder Ionisation interessiert.

Falls aber mehrere Elektronen im System aktiv sind, werden andere Modelle benö-
tigt, um diese spezifischen Prozesse korrekt zu beschreiben. Im Independent Particle
Model (IPM) oder genauer im Independent Electron Model (IEM) wird angenommen,
dass alle Elektronen unabhängig voneinander an der Dynamik der Prozesse beteiligt
sind und jedes Elektron sich in einem effektiven Potential der Kerne und der anderen
Elektronen bewegt.

Zu dieser Vorstellung korrespondiert ein nicht-wechselwirkender Hamilton-Operator

Ĥ (t) =
N∑
i=1

ĥi (t) , (2.22)

wobei
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ĥi (t) = −1
2

∆i + vext (ri, t) + ueff (ri, t) (2.23)

= −1
2

∆i +
(
−ZT
rTi
− ZP
rPi

)
+ ueff (ri, t) . (2.24)

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird näherungsweise durch ein Potential ueff
beschrieben.

Die Wellenfunktion Ψ als die Lösung der TDSE (2.18) zum Hamiltonian (2.22) ist
eine Slater-Determinante von Einteilchenwellenfunktionen (Einteilchenorbitalen)

Ψ (x1, . . . ,xN , t) = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1 (x1, t) . . . ψ1 (xN , t)

... . . . ...
ψN (x1, t) . . . ψN (xN , t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (2.25)

wobei hier ψi (x, t) = ψi (r, t)χσ (s) als Produkt der Einteilchenfunktion ψi (r, t) mit
der Spinfunktion χσ (s) zu verstehen ist.

χ1/2 (s) =
(

1
0

)
χ−1/2 (s) =

(
0
1

)
(2.26)

Die Determinante sichert die Antisymmetrie der Vielteilchenwellenfunktion. Diese
elementare Korrelation zwischen den Elektronen wird oft Pauli-Korrelation genannt.

Die Vielteilchenwellenfunktion im IEM kann nicht die echte Coulomb-Korrelation,
die aus der Interaktion zwischen den Elektronen besteht, korrekt beschreiben.

Das zeitabhängige Hartree-Fock-Verfahren (Time Dependent Hartree-Fock: TDHF)
ist ein repräsentatives Beispiel des IEMs für zeitabhängige Systeme. Die erste Formu-
lierung der zeitabhängigen Hartree-Fock Näherung wurde von Dirac [27] noch im Jahr
1930 entwickelt. Zur numerischen Implementierung kam es erst etwa 40 Jahre später,
als die Methode zuerst in der Kernphysik getestet wurde und ein paar Jahre später
zum ersten Mal für den Elektroneneinfang im Ion-Atom-Stoßsystem He2+ – He mit
einer Projektilenergie im keV-Bereich eingesetzt wurde [28].

Die TDHF-Gleichungen können aus einem zeitabhängigen Variationsprinzip abge-
leitet werden [29, 30, 31, 32]

δA [Ψ] = δ
(∫ t
t0
Ldt

)
= δ

(∫ t
t0
dt ⟨Ψ (t)| Ĥ (t)− i∂t |Ψ (t)⟩

)
= 0 (2.27)

Für eine vollständig allgemeine Wellenfunktion Ψ (t), die im gesamten Hilbert-
Raum variieren darf, liefert das zeitabhängige Variationsprinzip eine zeitabhängige
Schrödinger-Gleichung (δA [Ψ] = 0 ⇔ TDSE). Wenn, jedoch die möglichen Ände-
rungen der Wellenfunktion eingeschränkt werden, wie es z. B. für die Wellenfunktion
in einer begrenzten Basis der Fall ist, erzeugt der entsprechende Lagrangian in der
Wirkung eine Näherung für die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung.

Um genau zu sein, stammen die TDHF-Gleichungen aus der Betrachtung von Ĥ
als vollständigen Vielteilchenhamiltonian, mit der Zusatzbedingung, dass die Vielteil-
chenwellenfunktion Ψ auf den Teilraum der Slater-Determinanten eingeschränkt wird.
Mit dem antisymmetrisierten Anfangszustand Ψ (t0) = Ψ0 – d.h. Darstellung Ψ (t0)
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als eine Slater-Determinante aus den Testorbitalen ψi (x, t0) = φi (x) in der Form von
(2.25) – bekommt man die TDHF-Gleichungen für die Einteilchenorbitale ψi:

i∂tψi (r, t) =
(
−1

2
∆ + vext (r, t)

)
ψi (r, t) (2.28)

+
N∑
j=1

∫
d3r′
|ψj (r′, t)|2

|r− r′| ψi (r, t) (2.29)

−
N∑
j=1

δσiσj

∫
d3r′

ψ∗j (r′, t)ψi (r′, t)
|r− r′| ψj (r, t) (2.30)

Abgesehen vom dritten Term (dem sogenannten Austauschterm, der aus dem Pauli-
Prinzip folgt und die unphysikalische Selbstwechselwirkung der Elektronen im Hartree-
Term ausschließt), werden alle Einteilchenwellenfunktionen mit der Schrödinger-
Gleichung in der Zeit propagiert, in der das mittlere Potential durch die momentane
Ladungsdichte generiert wird. Die TDHF-Gleichungen sind nichtlinear, weil das zeitab-
hängige mittlere Potential selbst von den Orbitalen ψi (r, t) abhängig ist. Eine weitere
unangenehme Besonderheit ist, dass der Austauschterm ein nichtlokales Potential in
der Form eines Integraloperators ist. Die Gleichung für das Spin-Singulett-System mit
zwei Elektronen hat keinen nichtlokalen Austausch (der Austauschterm ist exakt die
Hälfte des Hartree-Terms) und kann folglich ohne zusätzliche Schwierigkeiten behandelt
werden. Die Determinante aus den Einteilchenorbitalen stellt nach der Zeitpropagation
eine Wellenfunktion dar, die – in Anbetracht der verwendeten Einschränkung auf die
Form dieser Funktion (eine Determinante, d.h. keine Korrelation) – einen maximalen
Überlapp mit der exakten Wellenfunktion des Systems besitzt.

Das System der Einteilchengleichungen kann direkt in Koordinatendarstellung
[28, 31, 33, 34] oder mit Basisentwicklungsmethoden [35] gelöst werden. Mit einer
lokalen Näherung für den Austauschterm wurden die TDHF-Gleichungen auch für das
Stoßsystem F9+ – Ne mit N = 10 Elektronen gelöst [36].

Im Allgemeinen wird die Wellenfunktion eine Multikonfigurationsform (MC) ha-
ben, d.h. die Wellenfunktion des N-Elektronensystems wird als die Summe von
Slater-Determinanten geschrieben und kann folglich auch die Korrelation beschrei-
ben. Die entsprechenden MCTDHF-Gleichungen sind von Jorgensen und Mitarbeitern
[37, 38, 39, 40] und auch von Dalgaard [41] formuliert worden. Die Formulierung der
MCTDHF-Gleichungen für das Ion-Atom-System ist in [42] zu finden und es ist klar,
dass die Rechnerleistung für die Lösung der MCTDHF-Gleichungen die wichtigste Rolle
spielt.

Trotz einiger Erfolge in der Beschreibung der Zweielektronenprozesse – insbeson-
dere des Doppeleinfangs in den He2+ – He Stößen – hat sich die Weiterentwicklung
der TDHF-Methode in den letzten Jahren verlangsamt. Sehr hohe Anforderungen an
die Rechnerleistung können mit der Entwicklung der schnellen Multicore-Prozessoren
und nachfolgender Supercomputerrevolutionen ausgeglichen werden, es wurden aber
einige konzeptionelle Probleme – z. B. die Oszillationen der Übergangswahrscheinlich-
keiten, als Konsequenz des nichtlinearen Charakters der TDHF-Gleichungen – entdeckt
[35], die nicht einfach überwindbar sind. Auch die Interpretation der Ergebnisse – die
Identifizierung der Kanäle – in der TDHF-Methode ist problematisch, da der Hamilton-
Operator sich vor und nach dem Stoß unterscheidet. Der Rückgang des Interesses an
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der TDHF-Methode kann auch teilweise durch die Entstehung und Anwendung der
zeitabhängigen Dichtefunktionaltheorie erklärt werden.

Die Schwierigkeiten, die bei dem Versuch, die dynamische Korrelation zu behan-
deln, auftreten, haben zur Entwicklung der Methoden geführt, die das Problem der
wechselwirkenden Elektronen im Ion-Atom-Stoßsystem indirekt zu lösen versuchen.

Die Forced Impulse Method (FIM) ist im Grunde eine IEM-TDHF Methode. Die
Elektronen werden für kleine Distanzen als frei betrachtet und der Einfluss des Tar-
getpotentials auf die Bewegung der Elektronen wird für diese Distanzen vernachläs-
sigt. In der FIM wird der Hamilton-Operator für das Target als Summe der einzel-
nen Einteilchen-Hamilton-Operatoren (2.22) mit einem effektiven mittleren TDHF-
Potential für jedes Elektron geschrieben. Als Wellenfunktion für den Anfangszustand
wird normalerweise eine vollständig korrelierte N - Teilchenwellenfunktion genommen,
die der Grundzustand des Targetatoms ist. Diese Wellenfunktion wird auf die unkorre-
lierte N-Teilchenwellenfunktion in der Form einer Slater-Determinante projiziert. Wäh-
rend der Zeitpropagation des Systems teilt FIM den Stoßprozess in einzelne Zeitseg-
mente, innerhalb derer das System als IEM-System betrachtet wird und durch das
Projektilpotential beeinflusst wird. Am Ende jedes Segments wird die Schlüsselproze-
dur der FIM durchgeführt – es wird dem System erlaubt, in den korrelierten Zustand
zu relaxieren. Praktisch realisiert wird dies durch die Projektion der unkorrelierten
Wellenfunktion für den ausgewählten Zeitpunkt auf die Grundzustandswellenfunkti-
on. Dieses Verfahren wird am Ende jedes Segments bis zum Endzeitpunkt der Pro-
pagation weitergeführt. Wenn die Projektilgeschwindigkeit ausreichend hoch ist, ist
das Intervall der Wechselwirkung entsprechend sehr kurz und es werden nur wenige
Zeitsegmente benötigt, um das System zu „entspannen”. Die Zahl und die Länge der
benutzten Zeitsegmente, die für Konvergenz der Ergebnisse verwendet werden, cha-
rakterisieren die Rolle der Elektron-Elektron-Wechselwirkung und werden durch die
gewünschten Genauigkeitskriterien definiert. FIM war die erste Theorie, die die expe-
rimentelle Doppelionisation für den Antiproton-Helium-Stoß im Bereich 10− 1000 keV
sehr gut reproduzieren konnte [43]. Mittlerweile gibt es auch eine direkte Lösung der
Zwei-Elektronen-Schrödinger-Gleichung mit einer Gitter-Technik [44], welche auch sehr
gut mit dem Experiment für diesen Prozess [45, 46] übereinstimmt. Die neusten und
genaueren experimentellen Daten für dieses Stoßsystem zeigen jedoch einen anderen
Verlauf bei niedrigen Energien [47]. Der Vergleich mit der Rechnungen gibt keine klare
Auskunft darüber, welche Rechnung als die leistungsfähigste angesehen werden kann.

Die Frozen Correlation Approximation (FCA) basiert auf einem ähnlichen Kon-
zept. Die Grundzustandskorrelation der Vielteilchenwellenfunktion wird während der
Zeitpropagation eingefroren. Die Übergangsamplituden werden nach der Zeitpropaga-
tion durch die Projektion der Einteilchenorbitale auf wiederum korrelierte Zustände
berechnet. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird folglich akkurat im Anfangs-
und Endzustand berücksichtigt, die Zeitpropagation des Systems wird im Sinne des
IEMs durchgeführt. Im Vergleich mit den Ergebnissen aus der FIM-Rechnung wur-
den Hinweise auf eine wichtigere Rolle der dynamischen Korrelation in der Ionisation
gefunden. Die bekannten Anwendungen von FCA und FIM beschränken sich nur auf
Zweielektronensysteme.
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2.4 Basisentwicklungsverfahren für die Ion-Atom-
Stöße

In diesem Abschnitt wird eine kurze Übersicht der Arten der Basissätze dargestellt,
die sehr häufig für die Lösung der elektronischen TDSE2 (2.18) der Ion-Atom-Stöße
benutzt werden. Die Beschreibung im Sinne der Basisentwicklung geht davon aus, dass
die Anfangskonfiguration des Stoßsystems in nicht hinreichend schnellen Zusammen-
stößen sich durch sehr starke Wechselwirkung zwischen Elektronen und Kernen be-
trächtlich ändert. Die Beschreibung muss die Wechselwirkung zwischen verschiedenen
Zuständen in Betracht ziehen, d.h. die Elektronen bewegen sich zwischen einigen Kon-
figurationen, welche eine „Basis“ der Beschreibung eines Zusammenstoßes bilden. Am
häufigsten aber nicht notwendigerweise wird das SAE-Modell oder IEM dabei als die
Näherung für die elektronische Wellenfunktion des Vielelektronensystems angenom-
men. Dann wird die Wellenfunktion eines Elektrons (ψ aus (2.21) oder ψi in (2.25))
mit Hilfe von bestimmten Basisfunktionen {ϕj (r, t) , j = 1, . . . ,M} in eine endliche
Reihe entwickelt:

ψ (r, t) =
M∑
j=1

aj (t)ϕj (r, t) , (2.31)

und die Schrödinger-Gleichung wird in der Projektion auf diese Basis gelöst. Die Zahl
M definiert hier die Größe der Basis. Alle Funktionen, die als Kandidaten für die Basis
betrachtet werden, müssen mindestens folgende allgemeine Bedingungen erfüllen:

• Die Basis muss elektronische Anfangszustände und Endzustände (im Idealfall alle
relevanten Anfangs- und Endzustände) enthalten oder in guter Näherung diese
Zustände repräsentieren. Eine minimale Basis, die zum Beispiel einen Elektro-
neneinfang in einen gebundenen Zustand des Projektils beschreiben soll, muss
mindestens das gebundene Orbital des Elektrons im Target und im Projektil für
t→ ±∞ enthalten.

• Die Basis soll auch einige Zwischenzustände enthalten, die eine mehrstufige
„Wechselwirkung” zwischen den Anfangs- und Endzuständen bei bestimmten in-
ternuklearen Abständen R zulassen.

• Die Basisfunktionen müssen numerisch flexibel sein, damit alle benötigten Ma-
trixelemente mit diesen Funktionen relativ einfach berechnet werden können.

Basisentwicklungsmethoden liefern typischerweise akkurate Ergebnisse für Anregungs-
und Transferwirkungsquerschnitte und sind vergleichsweise sparsam in der Rechenzeit.
Das erklärt sich vor allem dadurch, dass die relevanten angeregten Zustände am Tar-
get und auch alle wichtigen Zustände des Projektils, die für den Einfang verantwortlich
sind, meist in einer fortgeschrittenen Basis bereits eingeschlossen sind. Die Ionisation
kann dagegen nicht ohne Erweiterung der Basis mit speziellen Zuständen richtig be-
schrieben werden. Aus praktischer Sicht können die Basissätze nicht beliebig erweitert

2Es wird folglich vorausgesetzt, dass SCA gilt und sich die Kerne entlang einer definierten klassi-
schen Trajektorie bewegen.
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werden, ohne auf Schwierigkeiten, verursacht durch numerische lineare Quasiabhängig-
keiten, zu stoßen. Folglich muss der begrenzte Basissatz, der in einer Rechnung benutzt
wird, sehr sorgfältig gewählt werden.

Die ersten Basisentwicklungsmethoden waren rein adiabatische Modelle für langsa-
me Stöße, die auf der Idee beruhen, dass die Potentialänderung ausreichend langsam
stattfindet und sich die räumliche Verteilung der Elektronen zu jedem Zeitpunkt fast
blitzartig an diese Potentialverhältnisse anpasst. Die elektronischen Wellenfunktionen
und Energien sind folglich Funktionen der Zeit entsprechend der Kernpositionen.

Die theoretische Beschreibung der Bildung eines Quasi-Moleküls während des Sto-
ßes wurde im Jahr 1933 von Massey und Smith gegeben, die eine auf der Entwicklung
der elektronischen Wellenfunktion in einer Reihe von molekularen Orbitalen basieren-
de Theorie entwickelt haben. In der ursprünglichen Form enthielt dieses Modell einige
Schwierigkeiten, welche erst etwa fünfundzwanzig Jahre später durch Bates und Mc-
Carroll [48] mit der Einführung der sogenannten Electron Translation Factors (ETF)
behoben wurden. Dadurch wurde die Theorie in ihrer modernen Form vorgestellt. Die
ETF sichern die Galilei-Invarianz für die Orbitale, wenn sie im inertialen Koordina-
tensystem bezüglich des Targets oder des Projektils betrachtet werden. Eine genauere
Beschreibung folgt später im Kapitel 3.4. Jetzt bleibt noch anzumerken, dass die ETF
für die Basisentwicklung mit atomaren Orbitalen eindeutig definiert sind und für MO
nur eine asymptotische Form (s. jedoch [49])

lim
R→∞

f (r,R) = exp (ivP,T r) (2.32)

angegeben werden kann. Für endliche R müssen die ETF in der MO-Entwicklung mit
einer zusätzlichen Schalterfunktion modelliert werden (s. [50]).

Die Basisfunktionen einer adiabatischen Basis {|φn (t)⟩} für jeden gegebenen Zeit-
punkt t (entsprechend für jedes R(t)) sind die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators
des Zweizentren-Moleküls(

Ĥ0 + V (R)
)
|φn (R)⟩ = En (R) |φn (R)⟩ (2.33)

mit dem atomaren Target-Hamilton-Operator Ĥ0 und der Coulomb-Wechselwirkung
V (R) zwischen den Elektronen und dem Projektil.

Im Zeitpunkt t0 vor dem Stoß (t→ −∞) entspricht die Wellenfunktion asympto-
tisch den atomaren Wellenfunktionen des Targets.

|Ψ (t→ −∞)⟩ = |φ0⟩ (2.34)
Ĥ0 |φ0⟩ = E0 |φ0⟩ (2.35)

Ein allgemeiner Ansatz für die MO-Basisentwicklung sieht dann folgendermaßen aus

|Ψ (t)⟩ =
M∑
j=1

cj (t) |φj (t)⟩ f (r,R) exp
(
−i
∫ t
t0
Ej (t′) dt′

)
. (2.36)

Nach dem Einsetzen in die TDSE (2.18) unter Beachtung von (2.33) folgt ein System
gekoppelter Kanalgleichungen für die Koeffizienten cj (t).
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Die Entwicklung der Wellenfunktion Ψ (t) nach adiabatischen MO setzt die Be-
dingung voraus, dass V sich nur langsam mit der Zeit ändert und es ist folglich zu
erwarten, dass diese Näherung nur für langsame Stöße erfolgreich sein wird. Anhand
eines Korrelationsdiagramms für das Quasi-Molekül können dominante Reaktionskanä-
le identifiziert werden und diese dann später als Orientierung oder direkt als Einsatz
für die MO-Basisentwicklung verwendet werden. Auf diese Weise können stark betonte
Anregungs- oder Einfangprozesse beschrieben werden. Mit steigender Rechnerleistung
konnten die Basissätze immer weiter vergrößert werden und mittlerweile sind Basen
mit mehr als 100 Funktionen keine Seltenheit. Tatsächlich ist die Beschreibung des
Ion-Atom-Stoßes im Sinne der MO-Basisentwicklung bis zu EP = 15 − 20 keV sehr
erfolgreich.

Die gebundenen molekularen Orbitale können die Ionisation bei mittleren und klei-
nen Kernabständen R relativ gut beschreiben, da die Erwartungswerte der atomaren
Hamilton-Operatoren bezüglich MO auch positive Werte annehmen können [51]. Bei
größeren Abständen zwischen Projektil- und Targetzentrum wird der Ionisationsanteil
in die asymptotischen gebundenen Kanäle am Target oder Projektil (Transfer und An-
regung) eingefangen. Zusätzliche spezielle Pseudozustände sind vorgeschlagen worden
mit deren Hilfe die Ionisationsverteilung in p – H und He2+ – H Stößen sogar bis zu
100 keV gut beschrieben werden kann [52].

Als energetische Obergrenze der reinen MO-Entwicklung (d.h. ohne spezielle Pseu-
dozustände) kann die Gleichheit der Projektilgeschwindigkeit und der klassischen Ge-
schwindigkeit des aktiven Elektrons im gebundenen Zustand des Targets betrach-
tet werden. Mit weiterer Steigerung der kinetischen Projektilenergie muss das MO-
Bild aufgegeben und stattdessen eine AO-Basisentwicklung eingesetzt werden. AO-
Entwicklungen unterscheiden sich untereinander vor allem bezüglich der Frage, ob die
Eigenfunktionen von einem Zentrum (sogenannte Einzentrenentwicklungen) oder die
von beiden Zentren (Target und Projektil) für die Basisentwicklung verwendet wer-
den (Zweizentrenentwicklung). Weitere Modifikationen können auch einige bestimmte
MO-ähnliche Pseudozustände für die bessere Beschreibung der MO-Effekte bei niedri-
gen Stoßenergien und (oder) Pseudozustände für die Repräsentation des diskretisierten
Elektronenkontinuum in Ionisationsprozessen bei höheren Energien enthalten. Entspre-
chend wird dieses Schema als AO-MO oder AO+ bezeichnet.

Einzentrenentwicklungen brauchen keine Translationsfaktoren und mit der Ergän-
zung durch Pseudozustände können solche Basen relativ gut Anregung und auch den
gesamten Elektronenverlust beschreiben. Die Pseudozustände mit positiver Eigenener-
gie werden direkt durch die Diagonalisierung des atomaren Hamiltonians in der Basis
von targetzentrierten Orbitalen gewonnen [53, 54, 55].

Im Prinzip können sie auch durch die Anwendung des Schrödinger-Operators auf
die atomaren Eigenzustände gewonnen werden [56, 57, 58]. Man ist aber bei dieser
Prozedur mit dem erheblichen numerischen Aufwand für die Generierung von solchen
Zuständen konfrontiert. Es wurde auch gezeigt, dass die Konvergenz der Rechnungen
für Einfangprozesse in der Einzentrenentwicklung durch die Aufnahme von Zuständen
mit höheren Drehimpulszahlen in die Basis verbessert werden kann [59].

Die Pseudozustände können einer Basis aus atomaren Orbitalen hinzugefügt wer-
den, oder auch in der Form einer selbstständigen Basis verwendet werden und damit
auch die mathematische Flexibilität der Basisfunktionen erhöhen. Viele verschiedene

28



Kapitel 2. Theoretische Beschreibung von Ion-Atom-Stößen

Funktionen, wie Gauß-, Slater- oder Sturmsche Funktionen, wurden für diese Zwecke
vorgeschlagen. Gallaher and Wilets [60] haben die Basisentwicklung in einen vollstän-
dig diskreten Satz der Sturmschen Funktionen untersucht. Diese Funktionen haben eine
gewisse Ähnlichkeit mit den Wasserstofforbitalen, können aber sowohl die gebundenen
Zustände, als auch die Kontinuumszustände effektiv darstellen. Sie werden entweder
als Pseudozustände in den AO+ -Entwicklungen oder als selbständige Basisfunktionen
verwendet [61].

Die Zweizentrenentwicklungen können als traditionelle AO-Methode betrachtet wer-
den, welche auch für zahlreiche Stoßsysteme mit Erfolg angewendet wurden [62, 63, 64].
Die zwischenzeitlich aufgetauchte Frage über rätselhafte unphysikalische oszillatori-
sche Strukturen in den Anregungs- und Einfangkanälen [65, 66, 64] in der Zweizen-
trenentwicklung wurde entweder mit der begrenzten Ausdehnung der Pseudozustände
[66, 67, 64] oder mit nicht ausreichender Dichte von diesen Pseudozuständen im Kon-
tinuum erklärt [68]. Diese Strukturen verschwinden in Rechnungen mit ausreichend
großer Basis. Für die Zweizentrenentwicklung kann eine bessere Darstellung der mole-
kularen Natur des Streuproblems bei kleinen Kernabständen erreicht werden, falls die
wasserstoffartigen Orbitale des „vereinigten” Atoms mit der Ladung ZP+ZT zusätzlich
zu den atomaren Orbitalen als Pseudozustände gewählt werden.

Slater-Orbitale sind vereinfachte Wasserstofforbitale im Radialteil

Rnl (r) −→ χi (r) =
(2ηi)ni+1/2

[Γ (2ni + 1)]1/2
rni exp (−ηir) (2.37)

und können auch zur Beschleunigung der Basiskonvergenz in der Zweizentrenentwick-
lung als Pseudozustände verwendet werden.

Für symmetrische Stoßsysteme, wie H+ – H wurde auch eine Dreizentrenentwick-
lung formuliert [69, 70, 71, 72], in der zusätzlich zu den AO an beiden Zentren die
AO vom He+ in der Mitte zentriert in die Basis aufgenommen werden, was sich für
die Beschreibung der molekularen Effekte, oder im Fall, bei dem das dritte Zentrum
im Sattelpunkt des zweizentrigen Coulomb-Potentials gewählt wird, auch für die Io-
nisation durch den Sattelpunktmechanismus günstig erwiesen hat [73, 74]. Einerseits
braucht eine solche Platzierung insgesamt eine kleinere Zahl von Basiszuständen, an-
derseits sind die Matrixelemente schwieriger auszurechnen, als in einer traditionellen
Zweizentrenentwicklung.

Die Entwicklung der Methoden zur Lösung der zeitabhängigen Vielteilchen-
Schrödinger-Gleichung mit einem gegebenen zeitabhängigen Hamiltonian ist sehr stark
von seinen spezifischen Eigenschaften abhängig. Bei allen Basismethoden geht es dar-
um, die Zeitentwicklung der Anfangswellenfunktion innerhalb eines begrenzten Basis-
raums möglichst exakt zu beschreiben. Wie schon erwähnt, sind hier sehr viele Ansätze
möglich. In der Praxis bleibt die Größe jeder Basis endlich. Dieses muss nicht notwendi-
gerweise ein Nachteil sein. Es kann sogar eine gewünschte Eigenschaft sein, wenn man
sich z. B. nur für einige Aspekte des Streuproblems interessiert. Nichtsdestoweniger
muss man die Kopplung zwischen dem Basisraum und seinem unendlichdimensionalen
Komplement im Hilbert-Raum beachten. In vielen Fällen ist es nur mit einem Kon-
vergenztest realisierbar, in dem eine ausgewählte Basis mit einigen Funktionen des
Basismodells ausgedehnt wird. Unveränderlichkeit und Reproduktion der Ergebnisse
in der Rechnung mit einer größeren Basis versichert im Rahmen des ausgewählten Ba-
sismodells die Konvergenz der Lösung. Nachteile von solchen Prozeduren sind jedoch
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nicht zu übersehen, trotzdem ist die Basisentwicklungsmethode sehr konkurrenzfähig
im Vergleich zu anderen Lösungsmethoden.

2.5 Andere theoretische Modelle für das Ion-Atom-
Stoßproblem

Die Methoden für die Behandlung der TDSE werden ständig weiterentwickelt und eine
ganze Reihe von Theorien und Ansätzen existiert gegenwärtig, die wertvolle Einblicke
und auch genaue Beschreibungen vieler Prozesse anbieten können. Die zeitabhängigen
Methoden basieren auf vielen verschiedenen Niveaus und Annahmen.

Eine Methode, die von der quantenmechanischen Beschreibung der Elektronendy-
namik auf den ersten Blick etwas entfernt ist, ist die Classical-Trajectory-Monte-Carlo
Method. Die Theorie ist (fast) vollständig klassisch, ist aber schon seit Jahren ein ro-
bustes Instrument, mit dem im Rahmen einer klassischen Näherung eine „echte” Viel-
teilchenrechnung durchgeführt werden kann. In CTMC folgen Elektronen und Ionen
durch die aufeinander wirkenden Coulomb-Potentiale klassischen Flugbahnen [75, 76].
Das Anfangsensemble (mikrokanonische Verteilung) der am Targetatom gebundenen
Elektronen wird so ausgewählt und konstruiert, dass die Eigenschaften des quantenme-
chanischen Anfangszustandes des Targets mit diesem Ensemble nachgebildet werden3.
Diese Prozedur ist nicht eindeutig und im Grunde genommen ist das der erste kritische
(und komplizierteste) Punkt in der CTMC-Methode. Vom Anfangsensemble wird ein
Elektron nach dem Monte-Carlo-Zufallsgenerator und ebenfalls ein Stoßparameter des
Projektils aus einem vorgegebenen Bereich ausgewählt.

Für das System mit einem aktiven Elektron wird der klassische Hamiltonian als

H = P 2
P

2MP
+ P 2

T

2MT
+ p2

e

2
+ ZTZP

R
− ZP
rP
− ZT
rT

(2.38)

geschrieben.
Für die numerische Lösung in kartesischen Koordinaten für jedes Teilchen erge-

ben sich 18 gekoppelte Differentialgleichungen 1. Ordnung. Dies sind die klassischen
Hamilton-Bewegungsgleichungen für die drei aufeinander wirkenden Teilchen.

dci
dt

= ∂H

∂Pi
(2.39)

dPi
dt

= −∂H
∂ci

(2.40)

Nach der Wechselwirkung der aktiven Elektronen mit dem Projektil und dem Tar-
getion durch Modellpotentiale (Coulomb-Potential für das Projektil und z. B. Hartree-
Fock-Modellpotential für das Targetion) werden sie gegebenenfalls vom Projektil ein-
gefangen oder in das Kontinuum ionisiert. Für jede Stoßenergie werden die gekoppelten
Bewegungsgleichungen für 105− 106 einzelne Flugbahnen gelöst, um eine ausreichende
Statistik für die Ermittlung des Endzustands des Elektrons zu erhalten. Nach der Zeit-
entwicklung des Ensembles wird mit Hilfe von Ort und Impuls jedes Teilchens getestet,

3CTMC wird dann oft auch als semiklassische Methode betrachtet.
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ob ein Elektron eingefangen oder ionisiert wurde. Danach wird für ein eingefangenes
Elektron ein klassisches Niveau nc = ZP/ (−2EP )1/2 definiert und mit der Bedingung
[77]

[(
n− 1

2

)
(n− 1)n

]1/3
≤ nc <

[
n
(
n+ 1

2

)
(n+ 1)

]1/3
(2.41)

zu einer Hauptquantenzahl n zugeordnet. Der Orbitaldrehimpuls wird von einem nor-
mierten klassischen Drehimpuls Lc = n

nc
(r× p) festgelegt und die l-Quantenzahl wird

danach aus der Relation l ≤ L < l + 1 ermittelt [78].
Im Jahr 1987 wurde von Olson et al. [79] ein Modell entwickelt, bei dem alle

Elektronen im Targetatom direkt involviert werden, jedoch die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung nicht explizit als Teil des Hamiltonians berücksichtigt wird. Innerhalb
dieser nCTMC-Methode wird der klassische Hamiltonian für das System als

H = P 2
P

2MP
+ P 2

T

2MT
+
N∑
i=1

p2
ei

2
+
N∑
i=1

(
−ZP
rPi

)
+
N∑
i=1

(
−ZT
rTi

)
+ ZTZP

R
(2.42)

geschrieben. Es ist notwendig, 6 ·(N+2) gekoppelte Differentialgleichungen erster Ord-
nung numerisch zu lösen (wobei N die Zahl der Elektronen im System ist). Die Elek-
tronen befinden sich am Anfang in einer mikrokanonischen Verteilung (z. B. Wigner-
Verteilung [80, 81]) über dem Targetkern mit der für jedes Elektron effektiven Ladung
Zei , die sequentiell mit den Bindungsenergien des Targetatoms festgelegt wird, um die
Gesamtenergie des Targets korrekt nachzubilden.

Die CTMC-Methode wurde erfolgreich für Elektroneneinfang- und Elektronenioni-
sationsprozesse bei Energien eingesetzt, bei denen molekulare Effekte noch nicht sehr
wichtig sind. Elektron-Projektil- und Elektron-Target-Wechselwirkungen (und auch die
quantenmechanische Verteilung der Elektronen) werden hier explizit klassisch berück-
sichtigt. Trotzdem hat es die CTMC-Methode ermöglicht, die totalen, einfach- und
doppelt-differentiellen Wirkungsquerschnitte zur Verfügung zu stellen. In der CTMC-
Rechnung werden die langreichweitige Wechselwirkung der Teilchen über das Coulomb-
Potential nach dem Stoß (post-collision-interaction) und die dynamischen Polarisati-
onseffekte berücksichtigt. Die Leistungsfähigkeit der Methode basiert auf der Ausnut-
zung der modernen Rechnergeneration.

Der Gültigkeitsbereich der CTMC-Methode ist schwierig eindeutig zu formulieren,
aber die Nachteile der CTMC-Methode zeigen sich bei der Generation eines Anfangszu-
standes, in dem quantenmechanische Effekte nur teilweise im Rahmen der klassischen
Statistik eingebunden werden können. Die Mehrelektronensysteme werden nur teilwei-
se beschrieben, da die Elektron-Elektron-Wechselwirkung im Grundzustand nicht ganz
korrekt mit einbezogen werden kann. Die CTMC-Methode enthält keine Molekularef-
fekte und hat damit Grenzen bei niedrigen Projektilenergien, mit Ausnahme von hoch-
geladenen Projektilen, bei denen ein Einfang in Rydberg-Zustände stattfindet. Diese
Zustände können sehr gut klassisch beschrieben werden. In dem perturbativen Bereich
ist die Methode nur auf hochgeladene Projektile (Stoßsysteme mit starker Kopplung)
begrenzt [82].

Bei höheren Projektilenergien sind die Übergangswahrscheinlichkeiten für nichtelas-
tische Prozesse viel kleiner als 1 und die nichtrelativistische Störungstheorie kann für
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quantenmechanische Rechnungen eingesetzt werden. Als allgemeine Bedingung für die
Begründung der Anwendung der störungstheoretischen Methoden wird ZP/vP ≪ 1
angesehen. Die Störung des Gesamtsystems durch das Projektil während des Zusam-
menstoßes entlang des Streuwegs muss klein bleiben, und dieser Parameter beurteilt die
Stärke oder Schwäche der Störung im Stoßsystem. Der Ausgangspunkt der Störungs-
theorie ist stationärer Hamilton-Operator (2.6). Nach der Aufspaltung des Hamilton-
Operators Ĥ des gesamten Systems

Ĥ = Ĥ0 + V̂ = Ĥα + V̂α︸ ︷︷ ︸
vor dem Stoß

= Ĥβ + V̂β︸ ︷︷ ︸
nach dem Stoß

(2.43)

in einen ungestörten Hamiltonian Ĥ0 und die Störung V̂ mit:

Ĥα – Summe der Hamilton-Operatoren des Projektils und des ungestörten Targets vor
dem Stoß in der Anordnung α

Ĥβ – Summe der Hamilton-Operatoren des Projektils und des Targets nach dem Stoß
in der Anordnung β

kann der Übergang von dem Anfangszustand Φαi vor dem Stoß in den Endzustand Φβf
mit dem entsprechenden Übergangsoperator T̂ im Rahmen der quantenmechanischen
Streutheorie beschrieben werden. Für das System mit drei Teilchen (wie z. B. p−H (1s))
können die Anordnungen α und β in dem Hamiltonian Ĥ = K̂ ′ + V̂Te + V̂Pe + V̂PT für
den Elektroneneinfangprozess sehr einfach4 als

Ĥα = − 1
2µ

∆R −
1
2

∆rT −
ZT
rT

= K̂ ′ + V̂Te (2.44)

V̂α = −ZP
rP

+ ZPZT
R

= V̂Pe + V̂PT (2.45)

Ĥβ = − 1
2µ

∆R −
1
2

∆rP −
ZP
rP

= K̂ ′ + V̂Pe (2.46)

V̂β = −ZT
rT

+ ZPZT
R

= V̂Te + V̂PT (2.47)

identifiziert werden.
Das T-Matrixelement für die Übergangsamplitude in dem nichtelastischen Streu-

prozess (Post-Form)

Tαβ+
if = ⟨Φβf | T̂ | Φαi ⟩ = ⟨Φβf | V̂β | F+

i,α⟩ (2.48)

ist eine exakte Übergangsamplitude von dem ungestörten Eigenzustand Φαi (für die Sys-
temanordnung α vor dem Stoß) zu dem ungestörten Kanalzustand f in der Anordnung

4Hier wird die Masse des Elektrons für die Berechnung der Schwerpunktmasse µi ≈ µf = µ
vernachlässigt. Für die exakte Beschreibung s. z. B. [83].
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β, wobei der Zustand F+
i,α die Lösung der Lippmann-Schwinger-Gleichung [84]

|F+
i,α⟩ = |Φαi ⟩+ Ĝ+

α V̂α |F+
i,α⟩ (2.49)

= |Φαi ⟩+ 1
E − Ĥα + iϵ

V̂α |F+
i,α⟩ (2.50)

= |Φβf ⟩+ Ĝ+
β V̂β |F+

i,α⟩ (2.51)

= |Φβf ⟩+ 1
E − Ĥβ + iϵ

V̂β |F+
i,α⟩ (2.52)

und damit ein exakter Streuzustand ist.
Das T-Matrixelement kann auch in der sogenannten Prior-Form geschrieben werden

Tαβ−if = ⟨F−i,β | V̂α | Φαi ⟩ . (2.53)

Für exakte Zustände sind beide Ausdrücke identisch

Tαβif = Tαβ+
if = Tαβ−if . (2.54)

Durch die Verwendung approximativer Wellenfunktionen entsteht oft eine Post-Prior
Diskrepanz zwischen den Tαβ+

if und Tαβ−if -Amplituden.
Die Wellenfunktion F+

i,α kann im Allgemeinen durch sukzessive Anwendung der
Lippmann-Schwinger-Gleichung in der Form einer Reihe geschrieben werden

|F+
i,α⟩ = |Φαi ⟩+

N−1∑
k=1

(
Ĝ+
α V̂α

)k
|Φαi ⟩+

(
Ĝ+
α V̂α

)N
|F+
i,α⟩ (2.55)

und entsprechend lässt sich auch das T-Matrixelement als

Tαβ+
if = ⟨Φβf | V̂β | Φαi ⟩+

N−1∑
k=1
⟨Φβf | V̂β

(
Ĝ+
α V̂α

)k
| Φαi ⟩+⟨Φ

β
f | V̂β

(
Ĝ+
α V̂α

)N
| F+
i,α⟩ (2.56)

darstellen.
Diese Reihe, die als Bornsche Reihe bekannt ist, entspricht einer Entwicklung nach

Potenzen der Störung ZP/vP und sollte für N →∞ exakt sein.
Mit der Ausnutzung der Tatsache, dass die mit der relativen Bewegung der schweren

Partikel verknüpfte Wellenlänge bei ausreichend schnellen Stößen klein im Vergleich
zu dem charakteristischen Bereich der Wechselwirkung ist, kann die Bewegung der
Kerne mit ebenen Wellen beschrieben werden. Die gesamte Wellenfunktion in erster
Bornscher Näherung (FBA – First Born Approximation, oder B1) wird als Produkt
der im Impulsraum normierten ebenen Welle mit der elektronischen Zustandsfunktion
(die ungestörten atomaren Eigenfunktionen für i und f Zustand in den entsprechenden
Anordnungen) angesetzt.

(Φαi )B1 = 1
(2π)3/2 exp (ikiR) Φeli,α (2.57)

(
Φβf
)
B1

= 1
(2π)3/2 exp (ikfR) Φelf,β (2.58)
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In der ersten Bornschen Näherung wird der exakte Anfangszustand F+
i,α in (2.48)

mit dem Eigenzustand (i, α) des Hamiltonians Ĥα ersetzt. Das entspricht dem ersten
Term der Bornschen Reihe für das T-Matrixelement:(

Tαβ+
if

)
B1

= ⟨Φβf | V̂β | Φαi ⟩ (2.59)

Die Berechnung des T-Matrixelements mit zwei Termen der Bornschen Reihe wird
als zweite Bornsche Näherung (B2) bezeichnet, mit drei Termen B3 genannt, usw. In
praktischen Ansätzen muss die Konvergenz der Reihe für das T-Matrixelement und die
Zahl der benötigten signifikanten Terme sorgfältig geprüft werden.

Die störungstheoretische OBK-Näherung von Oppenheimer, Brinkman und Kra-
mers [85, 86] war der erste Ansatz der Bornschen Näherung B1 für Elektronentrans-
ferprozess für das System p – H(1s). Allerdings wurde für V̂β nur das Potential der
Wechselwirkung des Elektrons mit dem Target genommen V̂β = −ZT/rT und nur et-
was später wurde in [87] und [88] das Potential V̂β = −ZT/rT + ZPZT/R verwendet.

Zur Zeit existieren sehr viele störungstheoretische Ansätze von verschiedener Ord-
nung. In allen werden die exakten Lösungen F+

i,α bzw. F−i,β und die Kanalfunktionen im
T-Matrixelement durch geeignete Funktionen χ±i,f ersetzt, und das Übergangsintegral
für die Restwechselwirkung wird mit der Kanalfunktion im Zustand f oder i berechnet.
Das wichtigste, worauf dabei geachtet wird, ist die Erfüllung der korrekten Randbedin-
gungen des Streuproblems von F+

i,α bzw. F−i,β und die möglichst genaue Berücksichti-
gung des Coulomb-Feldes beider atomarer Zentren, das durch seine Langreichweitigkeit
die gebundenen Zustände vor und nach dem Stoß beeinflusst. Eine wichtige Verfeine-
rung des Störpotentials durch die Absorption eines Teils der Wechselwirkung zwischen
Projektil und Target in die Zustandswellenfunktionen reduziert die Stärke des Stör-
operators und ermöglicht eine adäquate Beschreibung des Prozesses auch im Bereich
starker Störungen im Vergleich zur Bornschen Näherung.

In der Continuum-Distorted-Wave-Methode (CDW) [89] werden als elektronische
Kanalfunktionen die ungestörten atomaren Orbitale mit einem Störterm (Coulomb-
Welle in Form der hypergeometrischen Funktion 1F1) multipliziert und damit die
korrekten Randbedingungen des Streuproblems mit dem langreichweitigen Coulomb-
Potential in dem Anfangs- und (oder) Endzustand erfüllt. Das Coulomb-Potential der
Kern-Kern-Wechselwirkung in V̂β wird damit teilweise in die Zustände absorbiert, und
es wird ein kurzreichweitiges Störpotential Ûβ statt V̂β verwendet. Die Prozedur der
Auswahl der Störterme ist nicht ganz eindeutig und eine ganze Reihe von Varianten
(CDW-EIS5, CDW-EFS6, CDW-EIS II) existiert zurzeit. Im CDW-EIS-Modell [90]
wird die Wechselwirkung zwischen dem aktiven Elektron und dem Projektil in Form
einer Eikonalphase als Störterm für den Anfangszustand genommen und in CDW-
EFS wird dasselbe für den Endzustand durchgeführt. Die CDW-EIS-II-Methode [91]
ist eine Weiterentwicklung der CDW-EIS-Methode für Mehrelektronensysteme, in der
die Wechselwirkung des aktiven Elektrons mit dem abgeschirmten Kern in der SAE-
Näherung durch das Hartree-Fock-Slater-Modellpotential beschrieben wird.

Die Entwicklung der CDW-Methoden wird jetzt zu niedrigeren Energien hin und
für echte Vielelektronensysteme durchgeführt, da bei den höheren Projektilenergien

5Continuum Distorted Wave - Eikonal Initial State
6Continuum Distorted Wave - Eikonal Final State
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schon im Wesentlichen eine gute Übereinstimmung mit dem Experiment erreicht wurde.
Diese Verbesserungen kommen jedoch auf Kosten von beträchtlicher Komplexität der
Übergangsmatrixelemente.

Die CDW-4B- und BDW-4B-Modelle, als eine Verallgemeinerung der CDW-
Methode für ein System mit vier Teilchen, wurden in [92] und [93] vorgeschlagen. In
diesen Näherungen werden beide Elektronen als aktiv behandelt und es wird eine kor-
relierte Zwei-Elektronen-Grundzustandswellenfunktion im Eingangskanal verwendet,
was die Rolle der Elektron-Elektron-Wechselwirkung in dem Prozess ans Licht bringen
könnte. Sehr viele Details und eine umfangreiche Literaturliste für diese Methoden ist
in [94] zu finden.

Die Fortschritte der modernen Rechnergeneration haben es ermöglicht, die zeit-
abhängige elektronische Schrödinger-Gleichung auch direkt zu lösen. Formal folgt die
Lösung der Zeitentwicklung der elektronischen Wellenfunktion auf einem Gitter mit
sehr kleinen Zeitschritten. Falls die Anfangswellenfunktion und der gesamte Hamilto-
nian des Systems bekannt sind, kann die elektronische Wellenfunktion Ψ (t) mit Hilfe
der Anfangswellenfunktion Ψi = Ψ (t = ti) und ihrer Ableitung durch die zeitabhängige
Schrödinger-Gleichung (2.18) mit verschiedenen Techniken (die einfachste und zuverläs-
sige Technik für die Lösung der partiellen Differentialgleichungen ist z. B. die Methode
der finiten Differenzen) zum Zeitpunkt t propagiert werden. Sukzessive Anwendung
dieser Prozedur bestimmt die Wellenfunktion des Systems für alle Zeitpunkte. Die Git-
terlösung der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung ist eine diskrete Darstellung der
elektronischen Wellenfunktion, ihrer Ableitung und aller Operatoren des Hamiltonians
in dem Koordinaten- oder Impulsraum. Die Schwierigkeit der Methode ist die Größe
des Raums, der benutzt werden kann. Er darf nicht zu klein gewählt werden, sonst führt
es zu numerischen Ungenauigkeiten, da die Wellenfunktion an den Grenzen unphysi-
kalisch reflektiert wird. Die Methode wurde für Systeme mit einem (aktiven) Elektron
[95, 96] oder für zwei Elektronen im Raum mit reduzierter Dimensionszahl [97] verwen-
det, und eine vollständige Rechnung für das Zweielektronensystem ist erst vor kurzem
realisiert worden [44]. Die Berechnungen werden sowohl in dem Konfigurationsraum
[98] als auch im Impulsraum [99] durchgeführt.

Die Einordnung von sehr verschiedenen Theorien ist eine schwierige Aufgabe, da die
Klassifizierung nach der Theorieeffizienz sehr stark von der Energie und dem Prozess
(und Kernladungen) abhängig ist. Dazu kann man auch zwischen analytischen und nu-
merischen Methoden, Methoden für Ein- oder Vielelektronensysteme, der Einbeziehung
von Korrelation oder der Verwendung der Methode der unabhängigen Teilchen unter-
scheiden. Einige haben eine phänomenologische Basis; andere Methoden, wie TDHF,
werden von einem Variationsprinzip abgeleitet oder sind genaue numerische Lösungen
der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung auf einem Gitter im diskretisierten Orts-
oder Impulsraum. Einige Techniken erlauben nur einen qualitativen Einblick, während
andere auch einige genaue Werte für Wirkungsquerschnitte und Übergangswahrschein-
lichkeiten zur Verfügung stellen. Einige Methoden benötigen bescheidene Rechenleis-
tung und können für ziemlich allgemeine Systeme angewendet werden, andere verlangen
eine enorme Rechenleistung und können nur für Probleme, die auf drei oder weniger
Freiheitsgrade reduzierbar sind, verwendet werden. Die Zusammenfassung der wich-
tigsten Theorien und Modelle für die Beschreibung der interatomaren Stöße gibt uns
die Möglichkeit die Basisentwicklungsmethoden – insbesondere die BGM (TCBGM),
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die in dieser Arbeit verwendet wurde – anhand der Energieskala einzuordnen.
In Abbildung 2.1 sind qualitativ die energetischen Grenzen der verschiedenen Theo-

rien für den Einfangprozess in Ion-Atom-Stößen dargestellt. Wie schon in Abschnitt
2.2 erwähnt wurde, darf bei sehr langsamen Stößen die Dynamik der Elektronen und
Kerne nicht getrennt betrachtet werden und die PSS-Methode liegt hier gut im Rennen.
Mit steigender Geschwindigkeit des Projektils ändert sich das Verhältnis zu Gunsten
der MO- oder AO-Entwicklung, da den Kernen eine klassische Trajektorie schon zuge-
wiesen werden kann, und die Dynamik der Elektronen von dem zeitabhängigen Feld
der bewegenden Kerne bestimmt wird.

1MeV1eV 100eV 10keV

AO

TDHF

CDW

FEM

TCBGM

BGM

FIM

OBK

CTMC

MO

PSS

Abbildung 2.1: Einsatzbereiche der verschiedenen Theorien für das Ion-Atom-
Stoßproblem am Beispiel der Abhängigkeit des totalen Wirkungsquerschnittes für Ein-
facheinfangprozess im Stoßsystem p – H in willkürlichen Einheiten als Funktion der
kinetischen Energie des Projektils.

BGM und TCBGM sind die Methoden, die in dieser Arbeit verwendet wurden,
und werden in den nächsten Kapiteln genauer beschrieben. Da sie zur Klasse der Ba-
sisentwicklungsmethoden gehören, stimmt der Energiebereich einigermaßen mit AO-
Entwicklungen überein. Die BGM ist eine Basisentwicklungsmethode mit Pseudozu-
ständen, die den zweizentrigen Charakter des Stoßproblems beschreiben. Sie beruht
aber auf einer Einzentrenbasisentwicklung und kann für Ion-Atom-Stöße mit relativ
hohen Projektilgeschwindigkeiten eingesetzt werden. Zweizentrenentwicklungen können
bis zu EP = 500 keV pro Nukleon noch zuverlässige Ergebnisse liefern und mit weiterer
Steigerung der Projektilenergie treten numerische Genauigkeitsprobleme auf. TCBGM
ist in diesem Sinne eine fortgeschrittene Zweizentrenentwicklung mit einer optimierten
Basis und kann für Projektilenergien bis zu 2 MeV/amu verwendet werden.

Einen Überblick über den allgemeineren Gültigkeitsbereich von repräsentativen
Theorien in der Anwendung zum Ion-Atom-Stoßproblem kann Abbildung 2.2 geben.
Hier ist ZP/ZT eff das Verhältnis der Projektilladung zur effektiven Targetladung und
vP/ve ist das Verhältnis der Projektilgeschwindigkeit zur klassischen mittleren Ge-
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Abbildung 2.2: Allgemeine Grenzen der Gültigkeit von verschiedenen theoretischen
Methoden für das Ion-Atom-Stoßproblem (nach [82]) und Einsatzbereiche von TCBGM
für Stoßsysteme in dieser Arbeit.

schwindigkeit des aktiven Elektrons. Anhand dieser Abbildung bekommt man wichtige
Information über die Überlappgebiete von verschiedenen theoretischen Methoden. Mit
gestrichelten Zonen sind die Bereiche der Verhältnisse von Ladungen und Geschwin-
digkeiten in den in dieser Arbeit studierten Stoßsystemen gezeigt. Es lässt sich deutlich
erkennen, dass diese Einordnung von verschiedenen Theorien nur der groben Orientie-
rung dienen kann.
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Kapitel 3

Zeitabhängige
Dichtefunktionaltheorie und
Basis-Generator-Methode

3.1 Einführung in die zeitabhängige Dichtefunktio-
naltheorie

Die stationäre Dichtefunktionaltheorie nimmt ihren Anfang mit dem berühmten
Hohenberg-Kohn-Theorem [100] im Jahr 1964 und trotz ihres ad hoc Ursprungs ist
sie zurzeit eine der erfolgreichsten und populärsten quantenmechanischen Verfahren
für die Beschreibung des Grundzustands von Materie. Als eine Routinemethode wird
das Verfahren heute in allen Gebieten der Physik und Chemie ausgiebig und sehr erfolg-
reich angewandt, wo auch immer die Eigenschaften von Systemen mit vielen Elektronen
berechnet werden müssen. Das Anwendungsgebiet der Theorie ist schon seit Jahrzehn-
ten verblüffend umfangreich: von der Energiestruktur der Atome und Moleküle in der
Quantenchemie, oder der Bandstruktur in der Festkörperphysik, bis zu Anwendun-
gen in Biologie oder Mineralogie. Das Hohenberg-Kohn-Theorem garantiert, dass sich
alle Observablen eines wechselwirkenden Vielteilchensystems im Grundzustand1 als
Funktional der Einteilchendichte n(r) vollständig bestimmen lassen, wenn die Wech-
selwirkung fest ist. Das ist eine sehr starke Aussage und bedeutet nichts anderes, als
dass diese Einteilchendichte, ebenso wie die Wellenfunktion, das System vollständig
beschreibt.

Zeitabhängige Dichtefunktionaltheorie (TDDFT) ist eine Erweiterung und Verall-
gemeinerung der konventionellen Dichtefunktionaltheorie und erlaubt eine theoretische
Behandlung des zeitabhängigen Vielelektronenproblems. Die exakte numerische Lösung
eines zeitabhängigen Vielteilchenproblems ist unmöglich. Wenn es aber möglich wäre,
die genaue Wellenfunktion des Systems herauszufinden, würde diese Funktion eine sol-
che Informationsmenge enthalten, dass sie ohne weitere Analyse und Vereinfachung
kaum verstanden werden könnte.

1In der nichtrelativistischen Formulierung, wenn der Grundzustand entartet ist, werden mehrere
entartete Grundzustandswellenfunktionen Ψi die gleiche Dichte n0 reproduzieren und entsprechend
existiert ein eindeutiges Funktional Ψ [n] nicht. Da aber diese Wellenfunktionen die gleiche Grundzu-
standsenergie E0 ergeben, wird das Funktional E [n] existieren und kann mit n0 minimiert werden.
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Nach dem allgemeinen Schema der Modellentwicklung in der Physik wird das Pro-
blem von Anfang an so formuliert, dass die Lösung eines vereinfachten Problems gesucht
wird und diese Lösung nur eine begrenzte Menge an Information in sich trägt. Die Grun-
didee der DFT und entsprechend auch der TDDFT ist die Auswahl der fundamentalen
Variablen. Im Gegensatz zur Quantenmechanik, die sich auf die Wellenfunktion und
die Schrödinger- (Dirac-) Gleichung stützt, beruht die Dichtefunktionaltheorie auf der
Einteilchendichte n (r, t) der Elektronen. Die genaue Definition der Einteilchendichte
für das nichtstationäre Vielelektronensystem wird durch die gesamte Wellenfunktion
des Systems mit folgender Formel gegeben

n (x1, t) = N
∫
d4x2 . . . d

4xN |Ψ (x1,x2, . . . ,xN , t)|2 , (3.1)

wobei d4xi hier für die Summation über die Spinkoordinate und eine Integration über
die entsprechenden Raumkoordinaten steht.

Mit dieser Definition beschreibt der Ausdruck n (x1, t) die Wahrscheinlichkeitsdich-
te, irgendeines der möglichen Elektronen an bestimmter Position des Konfigurations-
raums x1 = (r1, σ1) zu beobachten, und Gleichung

n (r, t) =
∑
σ

n (x, t) (3.2)

beschreibt die Ortsraumdichte n (r, t). Die Dichte wird auf die Zahl der Elektronen N
normiert und ist, mathematisch gesehen, eine vergleichsweise einfache Funktion. Für
das Ion-Atom-Stoßsystem (ri ist die Koordinate bezüglich des Targets) ist das externe
Potential definiert als:

V̂ext =
N∑
i=1

vext (ri, t) =
N∑
i=1

(
−ZT
|ri|

+ −ZP
|ri −R|

)
. (3.3)

Wichtig ist es zu betonen, dass nur vext (r, t) und die Zahl der Elektronen sich
ändern, falls verschiedene Stoßsysteme betrachtet werden. Die Zweiteilchenabstoßung
(2.20) bleibt in derselben Form.

Der Übergang von der Wellenfunktion des zeitabhängigen Systems zur Einteilchen-
dichte wäre nur eine triviale Auffassungsänderung, wenn nicht ein Weg existieren würde,
der diese Dichte mit deutlich kleinerem Aufwand auszurechnen erlaubte, ohne direkt
die Schrödinger-Gleichung für das N -Elektronensystem zu lösen.

Glücklicherweise, kann man zeigen, dass unter recht allgemeinen Bedingungen eine
eindeutige Zuordnung zwischen zeitabhängiger Einteilchendichte n(r, t) = ∑

σ n (x, t)
und zeitabhängigem Einteilchenpotential vext(r, t) für einen gegebenen Anfangszustand
existiert. Diese Aussage als Theorem wurde von Runge und Gross im Jahr 1984 be-
wiesen und ist tatsächlich eine Verallgemeinerung des Hohenberg-Kohn-Theorems für
zeitabhängige Vielteilchensysteme [101].

Das Runge-Gross-Theorem besagt folgendes: zwei äußere Potentiale, die sich um
mehr als eine rein zeitabhängige Funktion c(t) unterscheiden, und die um den An-
fangszeitpunkt t0, zu dem sich die Systeme in einem gemeinsamen Zustand |Ψ0⟩ be-
finden, in Taylor-Reihen entwickelbar sind, haben für alle Zeiten t > t0 voneinander
verschiedene Einteilchendichten zur Folge. Damit ist die Abbildung der Potentiale auf
die Menge der v-darstellbaren Dichten injektiv und folglich umkehrbar. Dabei wird

39



3.1. Einführung in die zeitabhängige Dichtefunktionaltheorie

die Dichte als v-darstellbar bezeichnet, wenn es ein externes Potential gibt, das über
die Schrödinger-Gleichung und die entsprechende Integration auf eben diese Dichte
führt. Die Einschränkung der Bildmenge auf v-darstellbare Dichten sichert gerade die
Surjektivität2 der Abbildung.

Das bedeutet, dass auch das externe Potential V̂ext bis auf eine rein zeitabhängige
Funktion c(t) ein eindeutiges Funktional der Dichte ist.

V̂ext = V̂ext[n(r, t)] + c(t) (3.4)

Die TDSE vermittelt selbst eine Abbildung des externen Potentials auf die Vielteil-
chenwellenfunktion |Ψ⟩. Diese Funktion kann dann entsprechend auch als Funktional
von n (bis auf eine zeitabhängige Phase eiφ(t) = exp

(
i
∫ t c (t′) dt′

)
) ausgedrückt werden.

|Ψ(t)⟩ = |Ψ[n](t)⟩ eiφ(t) (3.5)

Erwartungswerte von Operatoren, die keine Zeitableitungen enthalten, sind folglich
eindeutige Dichtefunktionale, da sich die Phasen im Bra- und Ketvektor herausheben.

A(t) = ⟨Ψ(t) | Â | Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ[n](t)eiφ(t) | Â | Ψ[n](t)eiφ(t)⟩ = A[n] (3.6)

Da diese Aussagen nur für einen festen Anfangszustand |Ψi (t = 0)⟩ = |Ψ0⟩ bewie-
sen werden können, hängen alle Größen zusätzlich implizit von diesem Zustand ab.
Wenn der Anfangszustand jedoch ein nicht entarteter Grundzustand ist, dann ist seine
Wellenfunktion aufgrund des Hohenberg-Kohn-Theorems ein Funktional der Grundzu-
standsdichte. Und damit wird das zeitabhängige Potential ausschließlich ein Funktional
der zeitabhängigen Dichte. In dieser Arbeit befinden sich die betrachteten Systeme zum
Zeitpunkt t0 immer im Grundzustand und deshalb ist keine explizite Abhängigkeit von
dem Anfangszustand gegeben. Das Problem kann aber auftauchen, wenn man sich
zum Beispiel für ein Ion-Atom-Stoßsystem interessiert, in dem das Targetatom sich vor
der Streuung in einem angeregten Zustand befindet (was zurzeit experimentell kein
Problem ist und solche Systeme wurden tatsächlich in den MOTRIMS-Experimenten
studiert [102]). Im Prinzip definiert die Grundzustandsdichte aber eindeutig das zei-
tunabhängige externe Potential und entsprechend den gesamten Hamiltonian des sta-
tionären Vielteilchensystems. Folglich ist die Information über die Eigenschaften der
angeregten Zustände auch in der Grundzustandsdichte enthalten. Nach der Lösung
der Schrödinger-Gleichung mit diesem Potential kann also Information über angereg-
te Zustände gewonnen werden. Jeder angeregter Zustand kann als ein Funktional der
Grundzustandsdichte betrachtet werden. Die Frage, die zu klären bleibt, besteht darin,
wie diese Aussage in eine konkrete Funktionalform umgewandelt werden kann. Es ist
keine explizite Formel für diese Funktionale bekannt. Es existieren trotzdem zahlreiche
Verallgemeinerungen für die DFT, die das Konzept von angeregten Zuständen theore-
tisch behandeln können: 1) im Sinne der auf der DFT basierten Störungstheorie, die
einen Kohn-Sham-Zustand mit jedem Zustand des realen Systems assoziiert [103, 104]
2) Ensemble-DFT, die auf der Basis des Rayleigh-Ritz-Prinzips für Ensembles entwi-
ckelt wurde und auch sehr nah dem Hohenberg-Kohn-Formalismus folgt [105]. Auch ist

2Eine Abbildung f : A 7→ B heißt surjektiv, wenn f (A) = B, d.h., wenn es zu jedem y ∈ B
(mindestens) ein x ∈ A gibt, so daß f (x) = y ist.
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es im Prinzip möglich, die Energieeigenwerte für angeregte Zustände aus dem Funk-
tional der Grundzustandsenergie auszurechnen [106]. Im Gegensatz zur DFT kann das
Problem der Berechnung der angeregten Zustände im Rahmen der TDDFT relativ ein-
fach und präzise gelöst werden. Die ersten Versuche der Anwendung der TDDFT für
angeregte Zustände waren erfolgreich, ungeachtet der Verwendung ziemlich einfacher
Funktionale [107, 108, 109, 110].

Die zeitabhängige DFT ist eine Anwendung der DFT-Philosophie auf die Welt der
nichtstationären Systeme und ist im Allgemeinen nicht eine einfache Erweiterung der
DFT. Viele Aussagen über Funktionale, die ähnlich aussehen, enthalten in sich oft un-
terschiedliche Physik. Es muss betont werden, dass die Kohn-Sham-Eigenwerte (sowie
die Kohn-Sham-Orbitale) keine direkte physikalische Bedeutung in der DFT haben3

und in der TDDFT sind diese eine Näherung 0. Ordnung für optische Anregungsener-
gien [114].

Das algorithmische Schema der Lösung der TDSE im Rahmen der TDDFT für
zeitabhängige Systeme wird im nächsten Abschnitt vorgestellt.

3.2 Abbildung des Vielelektronenproblems auf ein
Einteilchenproblem

Das Runge-Gross-Theorem besagt, dass alle Observablen des Systems mit Hilfe der
Einteilchendichte berechnet werden können. Es wird aber kein Rezept für diese Berech-
nung mitgeteilt. Die Berechnung der Einteilchendichte des wechselwirkenden Systems
mit (3.1) ist eine äußerst schwierige Aufgabe und fordert die Kenntnis der gesam-
ten Wellenfunktion. Runge und Gross haben einen Umweg vorgeschlagen, indem man
das Runge-Gross-Theorem auf ein fiktives nichtwechselwirkendes System anwendet.
Es ist eine direkte Übertragung des Kohn-Sham-Prinzips [115] der stationären DFT
für die Ableitung der Kohn-Sham-Gleichungen. Dieses nichtwechselwirkende System
wird durch exakt dieselbe Dichte wie das wechselwirkende System charakterisiert. Die
Zeitentwicklung von diesem System wird durch das externe Potential vTDKS ([n] ; r, t)
bestimmt, das ein Funktional der exakten Dichte n(r, t) des wechselwirkenden Systems
ist und zeitabhängiges Kohn-Sham-Potential genannt wird. Die funktionale Abhängig-
keit von der Dichte ist nicht lokal und das Funktional hängt von der Dichte in allen
Punkten und Zeitpunkten in der Vergangenheit ab4. Ob so ein Potential für eine gege-
bene Dichte n(r, t) immer existiert, wird aber noch diskutiert. Wenn es existiert, dann

3Mit einer gewissen Vorsicht können die Kohn-Sham-Orbitale und Eigenwerte als Einelektronenor-
bitale und Einelektronenenergien interpretiert werden, da diese oft in sehr genauer Übereinstimmung
mit anderen Rechnungen liegen [111, 112, 113]. Von diesem Gesichtspunkt ausgehend enthält das KS-
Potential die gesamte Korrelation des Systems und folglich sind die KS-Orbitale bezüglich der Dichte
optimiert, genauso wie HF-Orbitale bezüglich der Energie optimiert sind.

4Die nichtlokale Abhängigkeit des Funktionals des Potentials von der zeitabhängigen Dichte darf
nicht mit der Frage verwechselt werden, ob das Potential in der TDDFT als Funktion der Koordinate
r lokal oder nichtlokal ist. Das Potential ist in der DFT und der TDDFT in diesem Sinne immer als
lokal definiert. Das Funktional des Potentials von der Dichte ist aber nichtlokal sowohl im Raum als
auch in der Zeit: kleine Änderungen der Dichte führen unter Umständen zu massiven Änderungen des
Funktionals (hängt von der Form von V̂ext[n(r, t)] ab) und eine kleine Änderung der Dichte in einem
Punkt r führt unter Umständen zu erheblichen Änderungen des Funktionals in einem weit entfernten
Punkt r′.
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garantiert das Runge-Gross-Theorem bis auf eine zeitabhängige Funktion seine Ein-
deutigkeit. Van Leeuwen hat eine wichtige Ergänzung für das Runge-Gross-Theorem
bewiesen, in der er gezeigt hat, dass ein effektives lokales Potential mit den gewünschten
Eigenschaften immer existiert, wenn man eine stationäre Wellenfunktion finden kann,
die die Anfangsdichte n (r, t0) liefert und eine echte Wellenfunktion des Grundzustands
eines nichtwechselwirkenden Systems ist [116]. Das Problem, ob diese stationäre Wel-
lenfunktion eine echte Wellenfunktion des Grundzustands eines nichtwechselwirkenden
Systems ist, wird folglich auf die Frage der nichtwechselwirkenden v-Darstellbarkeit5

dieser zeitunabhängigen Wellenfunktion in der zeitunabhängigen Dichtefunktionaltheo-
rie reduziert [117, 118, 119, 120].

Dieses Problem ist aber noch ungelöst und bleibt weiterhin die Achillesferse in
der stationären Dichtefunktionaltheorie (und folglich auch in der TDDFT). Dichten,
die nicht dem Grundzustand eines nichtwechselwirkenden Systems entsprechen, sind
bekannt, die theoretischen Folgerungen dieser Entdeckung bleiben jedoch unklar.6

Alle Potentiale (auch eindimensionale Modellpotentiale), die als Beispiele [122, 123]
vorgeschlagen wurden und zu nicht wechselwirkenden, nicht darstellbaren Dichten füh-
ren, ziehen Teilchen stärker als das Coulomb-Potential an und sehen damit nicht sehr
realistisch aus. Es bleibt eine kleine Hoffnung, dass in der Zukunft ein definierendes
exaktes Kohn-Sham-Potential für das Vielteilchenproblem gefunden wird, und die v-
Darstellbarkeit nicht mehr zur Disposition stehen wird.

Mit der Akzeptanz der nichtwechselwirkenden v-Darstellbarkeit ist vTDKS ([n] ; r, t)
jedoch im Rahmen des Runge-Gross-Theorems eindeutig7 festgelegt. Die Schrödinger-
Gleichung für das nichtwechselwirkende System zerfällt dann in einen Satz von zeitab-
hängigen N Kohn-Sham-Einteilchengleichungen (TDKSE)

i∂tψi (r, t) = ĥ (t)ψi (r, t) , i = 1, . . . , N (3.7)

mit dem Einteilchen-Hamilton-Operator

ĥ (t) = −1
2

∆ + vTDKS ([n] ; r, t) . (3.8)

Da wir jetzt mit einem nichtwechselwirkenden System zu tun haben, wird die Lö-
sungsprozedur relativ einfach aussehen. Die TDKS-Gleichungen sind eine Art Anfangs-
wertproblem und die Zeitentwicklung der Orbitale wird mit der zeitabhängigen Dichte

5Das Problem der nichtwechselwirkenden v-Darstellbarkeit kann folgendermaßen formuliert wer-
den: Gegeben ist eine Dichte n(r), die als die Dichte der beiden (wechselwirkenden und nichtwech-
selwirkenden) Systeme betrachtet wird. Wie kann festgestellt werden, ob ein zeitunabhängiges Kohn-
Sham-Einteilchenpotential vKS(r) des nichtwechselwirkenden Systems existiert, das diese Grundzu-
standsdichte liefern kann? Das HK-Theorem garantiert nur, dass nicht mehr als ein Potential für jede
gegebene Dichte n existieren kann (bis auf eine Konstante), schließt aber nicht die Möglichkeit aus,
dass es überhaupt kein Potential gibt, das diese Dichte reproduzieren kann. Für praktische Rechnun-
gen ist die wichtigste Konsequenz dieser Tatsache, dass die selbstkonsistente Kohn-Sham-Schleife nicht
garantiert konvergiert.

6„The topology of the regions of v-representability in the abstract space of all n(r) continues to
be studied. But this issue has so far not appeared as a limitation in practical applications of DFT.”
W. Kohn, Nobel Lecture, 1998 [121].

7bis auf eine Funktion c (t) (3.4). Die Folge ist, dass die Wellenfunktionen sich bis auf eine zeitab-
hängige Phase unterscheiden können. Diese Phasen werden aber bei der Berechnung der Dichte oder
anderer Observablen aufgehoben (s. (3.6)).

42



Kapitel 3. Zeitabhängige Dichtefunktionaltheorie und Basis-Generator-Methode

des Systems (durch das vTDKS) propagiert.
Als Anfangsorbitale werden solche Funktionen (Kohn-Sham Orbitale) {ψi (r, t = t0)}

gewählt, die die Anfangsdichte n (t0) des Systems liefern. Diese Orbitale werden im All-
gemeinen aus der Lösung der zeitunabhängigen KS-Gleichungen genommen. Mehrere
Varianten zur Wahl solcher Orbitale existieren und welche Wahl die beste ist, ist ei-
gentlich die Frage der DFT-Näherung, die für die Berechnung von diesen Orbitalen
verwendet wird. Dies wird später genauer beleuchtet.

Die in der Zeit propagierten Kohn-Sham-Orbitale {ψi} erlauben dann die Dichte
des wechselwirkenden Systems wiederherzustellen.

n (r, t) =
N∑
i=1
|ψi (r, t)|2 (3.9)

Theoretisch gesehen, bilden die Kohn-Sham-Gleichungen das wechselwirkende zeit-
abhängige Vielteilchenproblem exakt auf ein Einteilchenproblem ab und rein formal ist
diese Abbildung frei von Näherungen. In der Praxis sieht die Sache nicht so eindeutig
aus. Da die genaue Form des Funktionals vTDKS ([n] ; r, t) nicht bekannt ist, werden
für echte Probleme genäherte Ausdrücke für dieses Funktional eingesetzt. Trotzdem ist
dieses Schema dem TDHF überlegen, weil die Korrelationseffekte kontrollierbar einbe-
zogen werden können. Und wie in dieser und früheren Arbeiten gezeigt wurde, bringt
schon eine einfache Näherung zusammen mit der BGM erfolgsträchtige Ergebnisse für
energiereiche Ion-Atom-Stöße.

Mit einem Standardansatz wird vTDKS ([n] ; r, t) in zwei Beiträge zerlegt:

vTDKS ([n] ; r, t) = vext (r, t) + vee ([n] ; r, t) . (3.10)

vext (r, t) ist das externe Coulomb-Potential von beiden nuklearen Zentren (s. (3.3)).
vee ([n] ; r, t) ist ein effektives Elektron-Elektron-Wechselwirkungspotential, das üb-

licherweise in folgende Terme separiert wird:

vee ([n] ; r, t) = vHartree ([n] ; r, t) + vxc ([n] ; r, t) . (3.11)

Dabei ist vHartree ([n] ; r, t) das zeitabhängige Hartree-Potential, das die Abschir-
mung des externen Potentials durch die zeitabhängige elektronische Dichte n (r, t) be-
schreibt

vHartree ([n] ; r, t) =
∫
d3r′

n (r′, t)
|r− r′| (3.12)

und vxc ([n] ; r, t) ist das quantenmechanische zeitabhängige Austausch-Korrelations-
Potential, das alle nichttrivialen Vielteilcheneffekte beinhaltet. Die Suche nach einer
geeigneten Näherung für dieses Funktional wird als die Hauptaufgabe für die Weiter-
entwicklung der TDDFT betrachtet.

In der DFT wird das vxc üblicherweise als Funktionalableitung der statischen
Austausch-Korrelations-Energie Exc definiert. Direkt ist diese Definition aber für das
zeitabhängige vxc ([n] ; r, t) nicht übertragbar. Die Rolle, die in der zeitunabhängigen
Dichtefunktionaltheorie die Energie spielt, wird in der zeitabhängigen Dichtefunktio-
naltheorie von dem quantenmechanischen Wirkungsfunktional A übernommen. Die
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Standardform des Wirkungsfunktionals, die auch in der Arbeit von Runge und Gross
[101] verwendet wurde, wird als

A [Ψ] =
∫ t1
t0
dt ⟨Ψ | i ∂

∂t
− Ĥ (t) | Ψ⟩ (3.13)

formuliert, wobei die Wellenfunktion Ψ = Ψ [n] ein Funktional der zeitabhängigen
Dichte ist und von dem Anfangszustand Ψ0 in der Zeit entwickelt wird. Offensichtlich
ist A [Ψ] = 0 für die exakte Lösung der TDSE. Viel wichtiger ist, dass die Variation
des Funktionals für die exakte Wellenfunktion des Systems Ψ einen stationären Punkt
annimmt, d.h. δA [Ψ] = 0. Der Übergang von der Variation δA [Ψ] zur δA [n], also
unter welchen Bedingungen die Aussage

Ψ = Ψ [n]
A [Ψ] = A [n]
δA [Ψ] = 0

⇐⇒ δA [n] = 0 (3.14)

gültig bleibt, ist ein nicht endgültig gelöstes Problem in TDDFT.
Runge und Gross sind davon ausgegangen, dass (3.14) basierend auf (3.13) gültig ist.

Nach der Aufteilung des Wirkungsfunktionals A in die Teile, die physikalisch interpre-
tierbar sind, kann vxc ([n] ; r, t) als funktionale Ableitung des Austausch-Korrelations-
Wirkungsfunktionals Axc [n] nach der Dichte festgelegt werden.

vxc ([n] ; r, t) = δAxc [n]
δn (r, t) (3.15)

Später wurde entdeckt, dass diese Form auf ein Kausalitätsproblem führt, da für die
zweite Ableitung

δ2Axc [n]
δn (r, t) δn (r′, t′) (3.16)

Kausalitäts- und Symmetriebedingung nicht zusammen erfüllt werden können, was
dann der Aussage entspricht, dass ein differenzierbares Wirkungsfunktional Axc mit
der Ableitung (3.15), nicht existiert [124, 125].

Die formal korrekte Form des Wirkungsfunktionals erscheint erst im Rahmen des
Keldysh-Formalismus in Arbeiten von van Leeuwen [126, 127]. Dabei wird vxc ([n] ; r, t)
als eine funktionale Ableitung des xc-Teils des Wirkungsfunktionals in einer Pseudo-
zeitdomäne definiert und die physikalische Zeit wird erst nach der Ableitung in das
Spiel gebracht. Dieses Schema erlaubt dann formal das Kausalitätsproblem zu umge-
hen.

Die Arbeit von Vignale [128] bietet möglicherweise eine noch elegantere Lösung des
Kausalitätsproblems und auch einige wichtige Aussagen für die gesamte TDDFT. Die
Variation des Wirkungsfunktionals wird hier nicht als δA [n] = 0 betrachtet, sondern
muss einem anderen Funktional der Dichte gleich sein (vgl. mit [129], S. 197 und auch
[126]). Das TDKS-Potential (und entsprechend auch xc-Potential) wird dann als eine
Funktionalableitung des quantenmechanischen Wirkungsfunktionals plus einen realen
Randterm, der die Eigenschaft hat, dass die nichtkausale Abhängigkeit von Zeiten t′ > t
bei der Kombination der beiden Terme sich exakt eliminiert und damit die Kausalität
des Potentials gesichert wird. Die Diskussion über die Grundlagen der TDDFT und
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die Existenz des Variationsprinzips für das Wirkungsfunktional [130, 131] scheint aber
nicht endgültig beendet zu sein [132].

Ein damit zusammenhängendes Problem, das schon bei der Entstehung der TDDFT
erkannt wurde, ist mit der zeitlichen Nichtlokalität des TDKS-Potentials verbunden.
Das exakte xc-Potential vxc ([n] ; r, t) kann eine nichtlokale Funktionalabhängigkeit in
der Zeit enthalten, die auf die Information über die gesamte Geschichte des Systems
einschließlich des Anfangszustands zurückgeführt werden kann [133]. Die Arbeit von
R. Baer [134] hat einige neue Besonderheiten dieses Problems der TDDFT ans Licht
gebracht, die mit Chaos und Stabilität der Abbildung der zeitabhängigen Dichten auf
die Potentiale zu tun haben.

Fast alle praktischen TDDFT-Rechnungen werden im Rahmen der adiabatischen
Näherung durchgeführt. Dort ist das xc-Potential in einem gewählten Zeitpunkt nur
von der Dichte in diesem Zeitpunkt abhängig und nicht von der Vorgeschichte der
Dichte. Die Zeitabhängigkeit des xc-Potentials wird allein durch die Zeitabhängigkeit
der Dichte vorgegeben und die funktionalen Eigenschaften der Dichte der stationären
DFT werden auf den zeitabhängigen Fall übertragen. Das heißt, die Nichtlokalität in
der Zeit des exakten xc-Potentials wird aufgegeben. Asymptotisch ist es exakt für
sehr langsame Änderungen der Dichte in der Zeit. Leider ist das in den meisten Ein-
satzgebieten der TDDFT nicht der Fall. Diese fundamentale Näherung wird mit der
Absicht gemacht, da im Rahmen der DFT (im Gegensatz zur TDDFT) schon sehr
gute xc-Funktionale existieren und man diese gerne weiter benutzen möchte. Die über
adiabatische Näherung herausgehenden Funktionale in der TDDFT werden aber auch
weiter entwickelt [135, 136, 137, 138, 139, 119, 140, 141, 142, 143, 144]. Einen Vergleich
der wichtigsten, auf Quantenhydrodynamik und Elastizitätstheorie basierenden, nicht
adiabatischen Näherungen findet man in [145]. In der Arbeit von Thiele et al. [146]
wurde aber gezeigt, dass ein adiabatisches und trotzdem exaktes Potential (in einem
eingeschränkten Parameterbereich) auf Kosten der Nichtlokalität im Raum konstruiert
werden kann.

In der adiabatischen Näherung kann man für das lokale Potential vxc ([n] ; r, t) auch
einen verwendbaren Ausdruck z. B. durch eine Reihenentwicklung von Potenzen der
Coulomb-Wechselwirkung finden. So ein TDOPM Verfahren (Time Dependent Optimi-
zed Potential Method, oder time-dependent exact-exchange (EXX) functional) ist im
Rahmen der sogenannten KLI-ähnlichen Näherung [147] tatsächlich durchgeführt wor-
den [148], jedoch bisher nur für das Laser-Atom-Problem, da der Einsatz von TDOPM
für Ion-Atom-Streuung äußerst schwierig ist.

Aus diesem Grund wurde in dieser Arbeit eine etwas andere Strategie im Rah-
men der adiabatischen Näherung und der DFT verwendet. Um die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung zu modellieren und zu untersuchen, wird vee ([n] ; r, t) wiederum in
zwei Teile zerlegt (vgl. mit (3.11)):

vee ([n] ; r, t) = v0
ee ([n0] ; r) + δvee ([n] ; r, t) (3.17)

und zwar, einen stationären Anteil v0
ee ([n0] ; r) und einen zeitabhängigen Responseanteil

δvee ([n] ; r, t).
Der stationäre Anteil beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen im Grundzu-

stand des Targets vor dem Stoß. Die Änderung (Antwort) der Dichte auf die Störung
durch das Projektil während des Stoßes wird im δvee ([n] ; r, t) akkumuliert.
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Das exakte Funktional v0
ee ([n0] ; r) ist weiterhin nicht bekannt, es gibt aber im

Rahmen der stationären DFT entsprechende Ansätze für die Form dieses Potentials.
Dabei teilt man das Wechselwirkungspotential weiter in zwei Teile auf

v0
ee ([n0] ; r) = vHartree ([n0] ; r) + vxc ([n0] ; r) . (3.18)

Die Bestandteile sind:

– das elektrostatische Hartree-Potential vHartree ([n0] ; r) , das die Abschirmung des
externen Potentials durch die elektronische Dichte beschreibt;

– das zeitunabhängige Austausch-Korrelations-Potential vxc ([n0] ; r).

Man kann noch einen weiteren wichtigen Schritt machen und von dem Austausch-
Korrelations-Potential einen Austauschterm extrahieren:

vxc ([n0] ; r) = vx ([n0] ; r) + vc ([n0] ; r) . (3.19)

Die Existenz eines solchen Austauschpotentials garantiert das Hohenberg-Kohn-
Theorem, das auch im Austausch-Limes gültig bleibt [149].

Die Optimized Effektive Potential (OEP) method (oder manchmal als Optimized
Potential Method (OPM) bezeichnet) [150, 151, 152, 153] ermöglicht es (in der x-
only Näherung) im Rahmen des KS-DFT ein lokales rigoros multiplikatives effekti-
ves Austauschpotential vx ([n0] ; r) zu finden [154]. Dies ist nicht möglich bei einem
nicht lokalen Hartree-Fock-Austausch-Integraloperator in der TDHF-Methode. Heute
wird der Ausdruck OEP in einem allgemeineren Sinne verwendet, um das Austausch-
Korrelationspotential von irgendeinem Funktional der KS-Orbitale zu bezeichnen. In
[155] ist ein Überblick über die Entwicklung der Methode gegeben. Zuerst wurde OEP
nur für die exakte Austauschenergie Ex formuliert. Sie ist aber nicht nur in diesen
Rahmen eingeschränkt, sondern kann direkt auf die DFT-Korrelationsenergie erweitert
werden. In dieser Näherung wird die xc-Energie Exc nicht als ein explizites Funktional
der Dichte dargestellt, sondern als implizites Dichtefunktional definiert und mit den
Kohn-Sham-Einteilchenorbitalen (und mit den KS-Eigenwerten) ausgedrückt.

Exc = Exc [φ1, . . . , ϵ1, . . .] (3.20)
Als Folge wird die selbstkonsistente Lösungsprozedur komplizierter und erfordert ei-
ne simultane Lösung der Einteilchengleichungen (Kohn-Sham-Gleichungen) und der
Integralgleichung, die das multiplikative Potential definiert [156].

Die Funktionalableitung von Exc nach n0 gibt uns das Potential vxc ([n0] ; r):

vxc ([n0] ; r) = δExc
δn0

=
∫
d3r′

δvKS (r′)
δn0 (r)

∫
d3r′′

∑
k

{[
δφ∗k (r′′)
δvKS (r′)

δExc
δφ∗k (r′′) + c.c.

]
+ δϵk
δvKS (r′)

δExc
δϵk

}
, (3.21)

wobei hier die Kettenregel beachtet werden muss (c.c. bezeichnet hier den komplex
konjugierten Term).
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Alle Terme, die in dieser Gleichung vorkommen, müssen explizite Ausdrücke haben,
um einige weitergehende Ansätze zu erlauben. In erster Ordnung Störungstheorie, wo
δvKS (r) und δϵk als Störungen in die zeitunabhängigen Kohn-Sham-Gleichungen ein-
geführt werden und die lineare Antwort der Orbitale δφk (r) berechnet wird, werden
die Ableitungen

δϵk
δvKS (r) = φ∗k (r)φk (r) (3.22)

berechnet und die Greensche Funktion Gk entsteht nach der Berechnung der Ableitun-
gen

δφ∗k (r)
δvKS (r′) = −φ∗k (r′)Gk (r, r′) = −φ∗k (r′)

∑
l ̸=k

φl (r)φ∗l (r′)
ϵl − ϵk

. (3.23)

Die inverse Ableitung für δvKS(r′)
δn0(r) in (3.21) kann als eine Antwortfunktion des nicht-

wechselwirkenden Kohn-Sham-Systems

χKS (r, r′) = δn0 (r)
δvKS (r′) (3.24)

identifiziert werden.
Wenn jetzt die Gleichung (3.21) mit χKS (r, r′) multipliziert wird, und danach eine

Integration über r durchgeführt wird (mit entsprechender Umbenennung der Koordi-
naten), so entsteht am Ende eine inhomogene Fredholmsche Integralgleichung 1. Art∫

d3r′χKS (r, r′) vxc ([n0] ; r′) = Λxc (r) , (3.25)

die als OPM-Integralgleichung bezeichnet wird, mit der Inhomogenität

Λxc (r) =
∑
k

{
−
∫
d3r′

[
φ∗k (r)Gk (r, r′) δExc

δφ∗k (r′) + c.c.

]
+ |φk (r)|2 δExc

δek

}
. (3.26)

Diese Gleichung erlaubt die Berechnung des multiplikativen xc-Potentials
vxc ([n0] ; r) für ein gegebenes orbital- und eigenwertabhängiges Funktional Exc. Es
bleibt noch zu betonen, dass die OPM-Gleichung für Exc linear ist und damit jeder
Teil des Funktionals Exc einzeln behandelt werden kann. Zum Beispiel ist es mög-
lich einen Fock-Ausdruck bezogen auf die KS-Orbitale für den Austauschbeitrag Ex zu
verwenden und damit das Austauschpotential vx ([n0] ; r) exakt im Rahmen der OPM
auszurechnen.

Das lokale Austauschpotential, das von der OEP-Methode ermittelt wird, besitzt
viele analytische Eigenschaften des exakten KS-Potentials. Es hat das korrekte asym-
ptotische Verhalten −1/r [151], beseitigt genau den Selbstwechselwirkungsbeitrag des
Hartree-Potentials und erfüllt das Austausch-Virial-Theorem [157, 158].

In [159] wurde bestätigt, dass die OPM-Gleichung in einer unendlichen Basis ein-
deutig das Austauschpotential im Raum definiert. Auch mit einer vernünftigen Wahl
von möglichen endlichen Basissätzen können relativ genaue Austauschpotentiale für
Atome erlangt werden [160]. Die KLI-Näherung scheint für Atome im Vergleich mit
der OEP Methode genauso exakt und robust zu sein [156].

In der DFT im Rahmen der OPM, die als Vorläufer der TDOPM gesehen wird
(zusammen mit der KLI-Näherung [147] für Systeme mit mehr als 2 Elektronen), wird
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vx ([n0] ; r) asymptotisch exakt erhalten. Für Spin-Singulett-Zweielektronensysteme ge-
ben OPM, OPM+KLI und Hartree-Fock-Näherungen identische Ergebnisse für die
Grundzustandsenergie, da hier der Austauschterm

vHex ([n0] ; r) = −1
2

∫
d3r′

n (r′)
|r− r′| (3.27)

nur die Selbstwechselwirkung im Hartree-Term beseitigt und auch Hartree-Fock-
Gleichungen als Kohn-Sham-Gleichungen mit Austauschpotential betrachtet werden
können. Dennoch sind die Spektren der angeregten Zustände, die von der multiplikati-
ven OPM und vom nicht lokalen Hartree-Fock-Potential bekommen werden, ziemlich
unterschiedlich.

Im Rahmen der TDDFT werden im Fall des zeitabhängigen Ion-Atom-
Streuproblems drei verbundene und trotzdem verschiedene Terme, die der Korrelation
entsprechen, unterschieden: erstens die Grundzustandskorrelation vc ([n0] ; r), der dy-
namische Term, der in dem zeitabhängigen Responseanteil δvee ([n] ; r, t) versteckt ist,
und die Korrelation im Endzustand. Die gesamte Auswirkung von diesen Termen ist
abschätzbar, falls die anderen Näherungen für das ausgewählte Problem kontrollierbar
und vorsichtig eingesetzt werden, da „nur” die summierte Wirkung von diesen Termen
einen Unterschied zwischen IEM und dem wahren korrelierten Problem verursacht. Die
Frage, welcher Anteil größere Bedeutung (Korrelation im Grund- oder Endzustand oder
dynamische Korrelation) hat, ist nicht möglich im Rahmen des IEM-Modells zu beant-
worten. Trotzdem ist sie in allen Vielelektronensystemen da und bleibt eine Grundfrage
der modernen Atomphysik.

Akzeptiert man aber die Vernachlässigung dynamischer Änderungen im effektiven
Elektron-Elektron-Potential vee ([n] ; r, t) (sogenannte frozen core approximation, oder
no-response approximation) und der Grundzustandskorrelation vc ([n0] ; r) = 0 in der
OPM-Version des stationären Potentialteils v0

ee ([n0] ; r) (exchange-only approximati-
on), so kann man den Einteilchen-Hamilton-Operator als

ĥ = ĥ0 + v (t) =
(
−1

2
∆− ZT

r
+ v0
ee(x) ([n0] ; r)

)
− ZP
|r−R| (3.28)

mit

v0
ee(x) ([n0] ; r) = v0

ee ([n0] ; r)− vc ([n0] ; r) (3.29)
schreiben.

In dieser Näherung werden alle dynamischen Effekte (Response-Effekte) vernach-
lässigt. Es existieren aber Modelle für globale Response, in denen die Änderung der
elektronischen Dichte vom Target mit einer Funktion

δvee ([n] ; r, t) ≈ δvee ([n0] ; r, t) = −α (t) v0
ee(x) ([n0] ; r) (3.30)

gemittelt beschrieben wird. Falls während des Stoßes elektronische Dichte vom Tar-
get durch Ionisation oder Einfang entfernt wird, werden die verbleibenden Elektronen
aufgrund der schwächer werdenden Abschirmung stärker am Target gebunden und mit
entsprechendem Ansatz für α (t) wird dieser Effekt modelliert [161, 162].

In gleicher Weise kann ein globales Modell für Response-Effekte im Projektil for-
muliert werden. So ein Modell beschreibt die Situation, in der nach dem Einfang das

48



Kapitel 3. Zeitabhängige Dichtefunktionaltheorie und Basis-Generator-Methode

Kernpotential des Projektils zunehmend abgeschirmt wird und folglich seine Ladung
vermindert wird. Solche Effekte spielen für kleine und mittlere Energien aber nur eine
unbedeutende Rolle [163].

Durch die globale Darstellung des Responsepotentials können keine lokalen dyna-
mischen Effekte berücksichtigt werden. Diese Möglichkeit bietet das lokale (mikrosko-
pische) Responsemodell [164]. Allerdings, wurde dieses Modell bisher nur für Zwei-
elektronensysteme eingesetzt, in denen sich das effektive Elektron-Elektron-Potential
deutlich vereinfacht und als Lösung der Poisson-Gleichung beschrieben werden kann.
Es wird folglich in jedem Zeitschritt die Antwort der Dichte berechnet und damit für
den nächsten Zeitschritt die neue korrigierte Form des Potentials verwendet. Dieses
Modell erlaubt es Situationen zu behandeln, in denen das globale Responsemodell auf-
grund seiner speziellen Konstruktion fast wirkungslos ist, und verbessert im Vergleich
zur „no-response”-Rechnung deutlich die Asymptotik der totalen Wirkungsquerschnit-
te für Ionisation und für Doppeleinfang [164]. Es muss aber zugegeben werden, dass
dieses Modell das Problem der dynamischen Korrelation nicht behandelt hat, da Kor-
relation vollständig vernachlässigt wurde.

In dieser Arbeit werden alle dynamischen Effekte und die Grundzustandskorrela-
tion im Potential vernachlässigt. Es ist ein reines IEM-Modell, das komplett von den
Korrelationseffekten befreit ist. Nach dem Einsatz für ein Stoßsystem kann also nur
die Frage beantwortet werden, wann und wo die Korrelationseffekte für dieses System
wichtig werden, falls alle anderen Näherungen kontrolliert werden.

3.3 Basis-Generator-Methode
Die Lösung der zeitabhängigen KS-Einteilchengleichungen ist, trotz einer riesigen
Vereinfachung des Vielteilchenproblems, mühsam und nur numerisch durchführbar.
Viele Methoden wurden entwickelt und mit unterschiedlichem Erfolg eingesetzt.

H∞

A

B∞

Abbildung 3.1: Hilbert-Raum H = H∞ und
Teilräume A und B = B∞

Wie es schon im Abschnitt 2.4 gesagt
wurde, sind die Basisentwicklungsmetho-
den für mittlere Stoßenergien ausreichend
präzise und stabil. Mit ihnen kann die
elektronische Dichte während des Stoß-
prozesses über eine weite Zeitskala pro-
pagiert werden. Alle konventionelle Basis-
entwicklungsmethoden verfolgen das Ziel,
den kompletten Hilbert-Raum H mög-
lichst vollständig darzustellen. Das ist
aber nur mit einer unendlichen Basisgröße
erreichbar. In der Praxis bleibt jede Ba-
sis endlich und damit die Darstellung des
H-Raums unvollständig.

In dieser Arbeit wird eine konzeptionell andere Methode der Basisentwicklung be-
nutzt. Für einen gegebenen zeitabhängigen Einteilchenzustand |ψi (t)⟩ ist die Vollstän-
digkeit des Hilbert-Raums eigentlich gar nicht so wichtig. Alles, wonach man stre-
ben soll, ist eine möglichst vollständige Darstellung eines endlichdimensionalen Unter-
raumsA ⊂ H, der die dynamische Entwicklung des exakten Einteilchenzustands |ψi (t)⟩
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enthält. Die Existenz von so einem Raum ist offenbar. Die Lösung der Schrödinger-
Gleichung ist per Definition ein endlichdimensionaler Teilraum des Hilbert-Raums, der
in der Zeit propagiert wird. Man braucht nur die Vorschrift für den Aufbau von ei-
ner Basis, die diesen dynamischen Raum aufspannt. Wenn es gelingt, so eine Basis zu
finden, dann wird der Rechenaufwand für die Lösung der KS-Einteilchengleichungen
deutlich reduziert. Die Philosophie der Basis-Generator-Methode (BGM) stützt sich
auf diese eben geschilderten Prinzipien und liefert einige Rezepte für die Konstruktion
des Unterraums A. Anschaulich sind der Teilraum A und sein durch die Basis nicht
dargestelltes Komplement B∞ ⊂ H in Abbildung 3.1 skizziert. Es ist sehr wichtig die
Kopplung zwischen beiden Räumen A und B∞ in allen praktischen Rechnungen zu
minimieren. Diese Kopplung spielt also eine entscheidende Rolle für die Qualität der
Basis und muss auch genauer betrachtet werden. Die Beschreibung stützt sich auf den
Projektionsformalismus von Feshbach, der für das zeitabhängige Problem angewendet
wird [165, 166, 167].

3.3.1 Optisches Potential
Betrachtet wird der Einteilchenhamiltonian ĥ = ĥ0 + V̂ (t) (3.28) des Systems mit dem
zeitabhängigen externen Potential

V̂ (t) = − ZP
|r−R (t)|

. (3.31)

Mit dem Schrödinger-Operator

Ô = ĥ0 + V̂ (t)− i∂t (3.32)

bezüglich des ungestörten, stationären Einteilchenhamiltonians

ĥ0 = −1
2

∆− ZT
r

+ v0
ee ([n0] ; r) (3.33)

wird die Zeitentwicklung des Systems der Einteilchengleichungen (3.7) als

Ô |ψi (t)⟩ = 0 (3.34)

geschrieben.
Diese Formulierung ist aber nicht auf Einteilchengleichungen eingeschränkt, sondern

erlaubt eine allgemeine Beschreibung zeitabhängiger Quantensysteme.
Für einen Zustand |ψi (t)⟩ ∈ H existiert eine Projektion |ψAi (t)⟩ auf den Teilraum

A und |ψBi (t)⟩ auf das Komplement B∞. Diese zwei Vektoren

|ψi (t)⟩ = Â |ψi (t)⟩+ B̂ |ψi (t)⟩ = |ψAi (t)⟩+ |ψBi (t)⟩ (3.35)

sind eindeutig definiert.
Die Projektoren Â und B̂ projizieren den Zustand |ψi (t)⟩ auf diese Teilräume A

und B und haben Standardeigenschaften:

B̂ = 1̂− Â , ÂB̂ = B̂Â = 0 . (3.36)
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Die Schrödinger-Gleichung (3.34) wird dann in zwei gekoppelte Gleichungen

ÂÔÂ |ψAi (t)⟩ = −ÂÔB̂ |ψBi (t)⟩ (3.37)
B̂ÔB̂ |ψBi (t)⟩ = −B̂ÔÂ |ψAi (t)⟩ (3.38)

für die Teilraumlösungen |ψAi (t)⟩ und |ψBi (t)⟩ umformuliert.
Formal wird die Lösung der Gleichung (3.38) für den Komplementärraum B durch

die Ausnutzung der Definition für B̂ (t, t′) hergeleitet

|ψBi (t)⟩ = −i
∫ t
t0
B̂ (t, t′) Ô (t′) |ψAi (t′)⟩ dt′ , (3.39)

wobei B̂ (t, t′) der Entwicklungsoperator (Propagator von einem Zeitpunkt t′ nach ei-
nem Zeitpunkt t) der Zustände in diesem Teilraum ist und B̂ = B̂t der Projektor auf
den Teilraum B∞ = B für einen Zeitpunkt t ist.

B̂tÔ (t) B̂ (t, t′′) = 0 (3.40)
B̂ (t, t) = B̂t (3.41)

B̂ (t, t′) B̂ (t′, t′′) = B̂ (t, t′′) (3.42)

Um Formel (3.39) herzuleiten, muss in (3.38) die Idempotenz des Projektors und Ei-
genschaften (3.40), (3.41), (3.42) ausgenutzt werden.

Als nächster Schritt wird das Einsetzten dieser Lösung in die Gleichung für Teilraum
A durchgeführt. Auf diese Weise ist es möglich die gewünschte Darstellung der Lösung
in A, die über einen nicht-hermiteschen Operator V̂opt an B gekoppelt ist, anzugeben.

ÂÔÂ |ψAi (t)⟩ = V̂opt |ψAi (t)⟩ (3.43)

V̂opt |ψAi (t)⟩ = iÂ (t) Ô (t)
∫ t
t0
B̂ (t, t′) Ô (t′) |ψAi (t′)⟩ dt′ (3.44)

Der Operator V̂opt in dieser Gleichung wird als das optische Potential bezeichnet
und erfasst global die Kopplung zwischen A und B. Er ist nicht lokal in der Zeit und
folglich von der Vorgeschichte des dynamischen Systems abhängig.

3.3.2 Gekoppelte Kanalgleichungen
Um noch konkreter im Sinne der Basisentwicklungsmethode zu werden, nehmen wir
an, der Projektor Â sei durch den endlichen Satz von den orthonormalen Funktionen
{|ςj (t)⟩} j = 1, . . . , J definiert:

Â =
J∑
j=1
|ςj (t)⟩ ⟨ςj (t)| . (3.45)
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Nach der Anwendung von Â auf |ψi (t)⟩ sind die Entwicklungskoeffizienten cj (t) als
⟨ςj (t) | ψi (t)⟩ festgelegt:

|ψAi (t)⟩ =
J∑
j=1
|ςj (t)⟩ ⟨ςj (t) | ψi (t)⟩ (3.46)

=
J∑
j=1

cij (t) |ςj (t)⟩ . (3.47)

Die Schrödinger-Gleichung im Raum A (3.43) kann in die sogenannten gekoppelten
Kanalgleichungen transformiert werden:

iċik (t) =
J∑
j=1

cij (t) ⟨ςk (t) | Ô (t) | ςj (t)⟩

− i
J∑
j=1

∫ t
to
cij (t′) ⟨ςk (t) | Ô (t) B̂ (t, t′) Ô (t′) | ςj (t)⟩ dt′ . (3.48)

Diese Gleichungen entsprechen noch vollständig der Schrödinger-Gleichung (3.34). Im
Allgemeinen koppelt das optische Potential an jeden Kanal |ςj (t)⟩ im Raum A mit dem
B-Raum und macht das System (3.48) nicht lösbar. Die konventionelle Basisentwick-
lungsmethode vernachlässigt den Einfluss des optischen Potentials und entsprechend
wird nur die Gleichung

ÂÔÂ |ψAi (t)⟩ = 0 (3.49)

im vorgegebenen endlichen Raum A gelöst.

3.3.3 Konstruktion des optimierten Darstellungsraums
In der Praxis wird die Stabilität und Konvergenz der Lösung nur mit einer weiteren Ver-
größerung der Basis geprüft. Es ist plausibel, aber kein gutes Kriterium der Konvergenz
der Rechnung, da die „Stärke” der vernachlässigten Kopplung im Raum B unbekannt
bleibt. Einen Ausweg kann man aber durch die optimale Darstellung der Lösung der
zeitabhängigen Gleichung (3.34) formulieren. Der Modellraum A muss so konstruiert
werden, dass die Kopplung über das optische Potential an den Raum B minimiert wird.
Einen möglichen Ansatz bietet der Schrödinger-Operator Ô. Als Ausgangspunkt wer-
den die gebundenen Eigenfunktionen {|ϕ0

v⟩} des ungestörten Hamilton-Operators ĥ0
verwendet:

ĥ0 |ϕ0
v⟩ = εv |ϕ0

v⟩ v = 1, . . . , V . (3.50)

Durch sukzessive Anwendung des Operators Ô auf die Eigenfunktionen {|ϕ0
v⟩} wird

ein nicht orthonormiertes, aber linear unabhängiges Funktionssystem konstruiert [168],
das einen (U + 1)V dimensionalen Teilraum AUV des Hilbert-Raumes aufspannt.

|ϕuv⟩ = Ô (t) |ϕu−1
v ⟩ (3.51)

=
(
Ô (t)

)u
|ϕ0
v⟩ , u = 1, . . . , U, v = 1, . . . , V (3.52)
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Raum AUV wird in diesem Sinne dynamisch an den Lösungsraum der zeitabhängi-
gen Schrödinger-Gleichung adaptiert. Wenn ein Projektor ÂUV auf den Raum AUV ,
bezüglich der nicht orthonormierten Basis {|ϕuv (t)⟩}, definiert wird

ÂUV =
U∑
uu′=0

V∑
vv′=1

|ϕuv⟩ ⟨ϕuv | ϕu
′

v′ ⟩
−1 ⟨ϕu′v′ | , (3.53)

und in die Gleichung für den Teilraum A (3.43) eingesetzt wird, werden die gekoppelten
Kanalgleichungen im Raum AUV hergeleitet. Für gegebenes i haben diese Gleichungen
folgende Form:

i
U∑
u=0

V∑
v=1

ċuv (t) ⟨ϕu′v′ | ϕuv⟩ =
U∑
u=0

V∑
v=1

cuv (t) ⟨ϕu′v′ | Ô (t) |ϕuv⟩

− i
U∑
u=0

V∑
v=1

∫ t
to
cuv (t′) ⟨ϕu′+1

v′ (t)| B̂UV (t, t′) |ϕu+1
v (t′)⟩ dt′ (3.54)

Es zeigt sich, dass nur die Zustände der Ordnung u = U über das optische Potential
V̂opt (t) mit dem Raum BUV koppeln können [168].

B̂UV |ϕu+1
v ⟩ =

(
1̂− ÂUV

)
|ϕu+1
v ⟩ =

0 u ≤ U − 1
|ϕu+1
v ⟩ u ≥ U

(3.55)

Alle anderen Zustände mit u < U können nur innerhalb des AUV -Raums koppeln.
Eine unmittelbare Folge ist das Verschwinden der Kopplung an den Raum BUV , falls
während der Zeitentwicklung des zu betrachtenden Systems die Zustände der Ord-
nung u = U nicht besetzt werden. Entsprechend ist dann die gesamte Lösung der
Schrödinger-Gleichung im Raum AUV exakt enthalten. Die Besetzung der Basiszustän-
de mit der Ordnung u = U kann folglich als Indiz für nicht ausreichende Konvergenz
der Basis angesehen werden.

Die Besetzung der Zustände reduziert sich mit der steigenden Ordnung u wegen
der Tatsache, dass eine zunehmende Zahl von sukzessiven Wechselwirkungen benötigt
wird, um einen höheren Teilraum in der Hierarchie zu erreichen. Auf diese Art wird die
Auswirkung des optischen Potentials auf die Zustände des RaumsAUV minimiert. Diese
Minimierung ist unabhängig vom zeitabhängigen Wechselwirkungsoperator V̂ (t). Der
Raum AUV kann folglich als eine optimierte Darstellung der Lösung der zeitabhängigen
Schrödinger-Gleichung betrachtet werden.

Mindestens zwei Probleme erschweren den Einsatz dieses Modells für Ion-Atom-
Stoßprobleme:

• Obwohl die Basiszustände linear unabhängig sind, verursacht die Nichtorthogo-
nalität der Basis Verwicklungen technischer Art bei der numerischen Umsetzung.

• Die Komplexität der Struktur der Basiszustände steigt mit der Ordnung u schon
nach der 2. Ordnung dramatisch an [169].

Während die Nichtorthogonalität gerade noch erträglich ist, macht der zweite Punkt
den Einsatz sehr schwierig. In [169] wurde gezeigt, dass die Basiszustände |ϕuv (t)⟩ dann
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von allen möglichen Eigenschaften des zeitabhängigen Systems abhängig sind. Es sind
die ungestörten Eigenzustände |ϕ0

v⟩, ihre Raumableitungen, das Potential V̂0 des un-
gestörten Systems und seine Raumableitungen und die Struktur der zeitabhängigen
Wechselwirkung V̂ (t) usw.

Eine explizite Rechnung nach diesem Schema wurde nur für die Ordnung U = 1 (so-
genannte Doorway Approximation [167] für das System p – H) tatsächlich durchgeführt
[170].

Mit eingeschränktem Erfolg konnte diese Basis die relevanten Streukanäle darstel-
len. Es war klar, dass man ohne praktische Erweiterung der Idee von dem optimierten
Darstellungsraum an diesem Punkt fast am Ende ist. Einige Erkenntnisse aus dieser
Rechnung zeigten aber schon einen Ausweg. Zuerst wurde eine Basis ausprobiert, bei
der zur Konstruktion der Hierarchie von höheren Ordnungen nur die Potenzen des
Potentials

(
V̂ (t)

)u
berücksichtigt wurden und alle anderen Terme mit der Ableitun-

gen des Potentials vernachlässigt wurden. Dieses Schema war ein Erfolg. Insbesondere
die Korrelationsdiagramme des adiabatischen Zweizentren-Hamilton-Operators für das
Quasimolekül (CH)6+ wurde für die wichtigsten Zustände erfolgreich berechnet [168].
Eine systematische theoretische Untersuchung dieses Aufbauprinzips hat die Methode
erbracht, die im nächsten Abschnitt beschrieben ist.

3.3.4 Konzept der Basis-Generator-Methode
Ein direkter Aufbau des optimierten Darstellungsraums erweist sich also als sehr kom-
pliziert und in der Praxis nur mit sehr groben Näherungen realisierbar. Im Rahmen
der Basis-Generator-Methode wird aber die Definition eines anderen Raums RMN ge-
geben, der in sich komplett den optimierten Raum AUV enthält und folglich auch ein
optimierter Darstellungsraum für das zeitabhängige System ist.

AUV ⊆ RMN (3.56)

Der BGM-Ansatz für eine solche Basis {|χµν (t)⟩ , ν = 1, . . . , N, µ = 1, . . . ,M}, die den
RaumRMN bildet, ist deutlich einfacher als die explizite Erzeugung der Basis {|ϕuv (t)⟩}
von AUV :

|χµν (t)⟩ = X
(
V̂ (t)

)µ
|χ0
ν⟩ . (3.57)

In [171] wurde gezeigt, dass die Abbildung X, die nur Potenzen des externen Po-
tentials V̂ (t) enthält, eine Basis {|χµν (t)⟩} erzeugt, die einen Raum RMN aufspannt,
der die Bedingung (3.56) erfüllt. Zwei Anforderungen an die Basis {|χµν (t)⟩} werden
dabei gestellt:

• Die Basis {|χ0
ν (t)⟩} muss die Eigenzustände |ϕ0

v⟩ des ungestörten Hamilton-
Operators ĥ0 enthalten, weil diese die physikalische Anfangsbedingung darstellen.

|ψ0⟩ = |ψ (t0)⟩ ∈ A0V ⊆ R0N (3.58)

• Die Anwendung von Ô = ĥ (t) − i∂t auf einen Basiszustand |χµν ⟩ muss eine end-
liche Linearkombination der Basiszustände

{
|χkλ (t)⟩

}
erzeugen. Damit wird eine
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strukturelle Reproduzierung der Basis gesichert.(
ĥ (t)− i∂t

)
|χµν (t)⟩ =

Lµν
({
|χkλ (t)⟩

})
∈
{
|χkλ (t)⟩ , λ = 1, . . . , L, k = 0, . . . , K

}
(3.59)

Damit der Raum RMN unter der Abbildung ĥ (t) − i∂t nicht abgeschlossen wird, gilt
im allgemeinen für L = L (µ, ν) und K = K (µ, ν), dass L > ν und K > µ sind. Die
Bedingungen (3.58) und (3.59) sind hinreichend für die Erfüllung der Definitionsbe-
dingung (3.56), was induktiv gezeigt werden kann [169], und gelten unabhängig von
der Form der Wechselwirkungen in der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung (3.34)
(für jedes zeitabhängige Quantensystem und für jedes zeitabhängige Potential, das
im Rahmen der Schrödinger-Gleichung die Dynamik des Systems festlegt, solange das
Potential asymptotisch in der Zeit verschwindet). Der ModellraumRMN muss aber ent-
sprechend dem zu erforschenden System und den zeitabhängigen Potentialen explizit
gefunden werden.

Als explizites Testsystem werden in dieser Arbeit vor allem verschiedene Ion-Atom-
Streuprobleme betrachtet, bei denen sowohl das Projektilpotential, als auch das Target-
potential coulombartig sind. Für die Berechnung der „echten” Basisfunktionen |ϕuv (t)⟩
werden Ableitungen des Potentials benötigt. Damit die Funktionen |χµν (t)⟩ auch wohl-
definiert sind, müssen |ϕuv (t)⟩ und entsprechend |χµν (t)⟩ L2-integrierbar sein.

In [171] wurde gezeigt, dass eine Basis {|χµν (t)⟩} mit den gewünschten Eigenschaf-
ten gefunden werden kann, wenn die Coulomb-Potentiale durch die entsprechenden
regularisierten Ausdrücke ersetzt werden.

− ZT
r
→ − ZT

(r2 + ϵ2
T )1/2 = −ZT

rϵT
≡ −ZTWT (ϵT ) (3.60)

− ZP
rP (t)

→ − ZP

(r2
P (t) + ϵ2

P )1/2 ≡ −ZPWP (t, ϵP ) (3.61)

Durch die Regularisierung wird sichergestellt, dass die neudefinierten Potentiale be-
liebig oft differenzierbar sind und alle diese Ableitungen als eine Serie von Potenzen
ausgedrückt werden können. Für eine funktionsfähige Regularisierung müssen die Pa-
rameter ϵP , ϵT endlich sein. Außerdem müssen diese ausreichend klein sein, damit die
Lösung der Schrödinger-Gleichung von ihnen nicht beeinflusst wird.

Mit der Definition für die Basis {|χµν (t)⟩}

χ0
nlm (r, ξ, ϵT ) = rn−1

ϵT
exp (−ξrϵT )

(
r

rϵT

)l
Y ml (θ, φ) (3.62)

χµnlm (r, t, ξ, ϵT , ϵP ) = (WP (t, ϵP ))µ χ0
nlm (r, ξ, ϵT ) (3.63)

und den Indexbereichen

l, µ, L,N,M ∈ N0 m,n,Nz ∈ Z (3.64)
−l ≤ m ≤ l ≤ L, l +Nz < n ≤ N (3.65)

Nz ≤ 0 ≤ L ≤ N − 1, 0 ≤ µ ≤M (3.66)
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werden die Bedingungen (3.58), (3.59) exakt erfüllt. Die Abschirmkonstante ξ wird
durch die physikalischen Anfangsbedingungen bestimmt. Die BGM-Basis hängt somit
durch diese Abschirmkonstante implizit von der Targetladung ab und ist unabhän-
gig von Projektilladung oder -geschwindigkeit. Die dynamische Anpassung des Raums
RMN wird ausschließlich durch die parametrische Zeitabhängigkeit des regularisierten
Projektilpotentials erklärt.

Die Implementierung des BGM-Konzepts in ein Computerprogramm hat einige wei-
tere Näherungen gefordert. Die numerische Implementierung verletzt damit das Auf-
bauprinzip der BGM-Basis in Strenge und muss folglich im Detail betrachtet werden.

3.3.5 Implementierung der Basis-Generator-Methode
Unter Annahme der Geraden-Bahn-Näherung kann das Targetsystem (als Laborsys-
tem) als Inertialkoordinatensystem betrachtet werden8 und die Einteilchengleichungen
werden in diesem System formuliert und gelöst (s. Abbildung 3.2).

zT

P

x

O

b R(t)

vPr

e−
rP

Abbildung 3.2: Inertiales Laborsystem in BGM

Die exakte Konstruktionsvorschrift für die Basisfunktionen wurde geändert, um
den numerischen Aufwand zu reduzieren. Aus diesen rein praktischen Gründen wurden
folgende Änderungen zum Aufbauprinzip der BGM-Basis vorgenommen:

• Die generierende Basis 0. Ordnung {|χ0
nlm⟩} (3.62) wird durch die atomaren Ei-

genfunktionen des ungestörten Targetatoms {|ϕ0
nlm⟩} (3.50) ersetzt

χ0
nlm (r, ξ, ϵT )→ ϕ0

nlm (r) (3.67)

8Im Rahmen der SCA mit Vernachlässigung der Elektronenmasse
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und die höheren Ordnungen der Basis werden mit Hilfe von (3.63) mit diesen
Funktionen generiert.

χµnlm (r, t, ϵP ) = (WP (t, ϵP ))µ ϕ0
nlm (r) (3.68)

Damit wird die Bedingung (3.59) der strukturellen Reproduktion der Basis ei-
gentlich verletzt, dafür hat man aber die angenehme Eigenschaft, dass Bedingung
(3.58) exakt erfüllt wird. Die Basis enthält jetzt insbesondere die Kanäle, aus de-
nen die Grundzustandsdichte des ungestörten Systems zusammengesetzt werden
kann.

• Die physikalisch sinnvolle Wahl des Parameters ϵP ≪ 1 für das Potential WP
(3.61) zeigte sich numerisch nicht erfüllbar, da die Strukturen in den Funktionen
χµnlm (r, t, ϵP ) mit kleinem ϵP über eine zu große Zahl von Zehnerpotenzen variiert.
Um diese Zahl in einem vernünftigen Genauigkeitsbereich zu halten, wurde zu-
erst ϵP ≈ 1 verwendet, wobei das exakte Coulomb-Potential in ĥ verwendet wird.
Die weiteren Konvergenzuntersuchungen der Basis [169] haben ergeben, dass ei-
ne andere Modifikation des Ansatzes (3.68) die Konvergenz der Basis deutlich
beschleunigen kann:

χµnlm (r, t, ϵP , α) = (WP (t, ϵP ))µ (1− exp (−αrPϵ))
µ ϕ0
nlm (r) (3.69)

Dabei wurde die Abkürzung rPϵ = (r2
P (t) + ϵ2

P )1/2 verwendet. Der Term
(1− exp (−αrPϵ))

µ erzeugt Exponentialfaktoren in allen Ordnungen der Basis
und hilft, die atomare Asymptotik der echten physikalischen Zustände zu sichern.
Mit diesem Ansatz wird es aber möglich den Parameter ϵP = 0 einzusetzen und
folglich wird der resultierende Ansatz für die höheren Ordnungen der Basis als

χµnlm (r, t, ϵP , α) =
(

1
rPϵ

)µ
(1− exp (−αrPϵ))

µ ϕ0
nlm (r) ≡

(
W̃P (t, α)

)µ
ϕ0
nlm (r)

(3.70)
geschrieben. Damit wird noch einmal Bedingung (3.59) verletzt, da dieses Kriteri-
um nur mit den regularisierten Potentialen bewiesen wurde. Wie die praktischen
Rechnungen aber zeigen, ist die Basis mit der Ordnung µ = 4−8 und α = 1, trotz
dieser Näherungen, ausreichend um die Beschreibung des Zweizentrencharakters
eines Ion-Atom-Stoßsystems zu erreichen. Es ist noch zu betonen, dass W̃P (t, α)
ausschließlich zur Generierung der Basisfunktionen und nicht als Projektilpoten-
tial in den TDKS-Gleichungen verwendet wird.

Es wurden einige weitere mathematisch exakte Transformationen eingeführt, um die
Lösung der Einteilchengleichungen (3.7) in der BGM-Basis (3.70) zu erleichtern.

Statt der komplexen Kugelflächenfunktionen werden symmetrieangepasste reelle
Winkelanteile in den Basisfunktionen verwendet. Dabei wird die Invarianz des elektro-
nischen Hamilton-Operators bezüglich Spiegelungen an der Streuebene ausgenutzt:

{Ylm (θ, φ) ,−l ≤ m ≤ l} →

Pml (cos θ) cos (mφ)
Pml (cos θ) sin (mφ)

, 0 ≤ m ≤ l . (3.71)
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Folglich reicht es aus, einen Anfangszustand gegebener Symmetrie in dem entspre-
chenden „geraden” (mit cos (mφ)) oder „ungeraden” (mit sin (mφ)) Teilraum zu pro-
pagieren, da sich die Anteile der Basis aufgrund der Spiegelsymmetrie während der
Zeitentwicklung des Systems nicht mischen.

Um die Stabilität der Numerik und eine möglichst direkte Interpretierbarkeit der
Kanäle zu sichern, werden alle Funktionen χµnlm (t) der Ordnung µ ≥ 1 orthogonal
zu den atomaren Eigenfunktionen {ϕ0

nlm (r)} konstruiert. Diese Teilorthogonalisierung
kann mit einem Polynomansatz durchgeführt werden:

|χ̃µv ⟩ =
µ∑
µ′=0

(
W̃P

)µ′ V∑
v′=1

aµ
′µ
v′v |ϕ0

v′⟩ . (3.72)

Hier wird die Abkürzung der Schreibweise für die Quantenzahlen (nlm→ v) verwendet.
Orthogonalisierungsverfahren und die Berechnung der Koeffizienten aµ

′µ
v′v ist in [168, 169,

164] ausführlich und explizit beschrieben.
Die Lösung der TDKS-Einteilchengleichungen (3.7) mit dem Hamiltonian (3.28)

erfolgt durch die Entwicklung der Einteilchenorbitale |ψi (t)⟩ nach der Basis (3.72)

|ψi (t)⟩ =
M∑
µ=0

V∑
v=1

ciµv (t) |χ̃µv ⟩ (3.73)

und Projektion der Einteilchengleichungen (3.7) auf diese Basis. Diese Umwandlungen
führen auf die gekoppelten Kanalgleichungen

i
M∑
µ=0

V∑
v=1

ċiµv (t) ⟨χ̃λw | χ̃µv ⟩ =
M∑
µ=0

V∑
v=1

ciµv (t) ⟨χ̃λw | ĥ (t)− i∂t | χ̃µv ⟩ . (3.74)

Das ist ein System von gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung, das für alle
anfänglich besetzten Zustände i zu lösen ist. In Matrixform kann dieses System als

iSċi = Mci (3.75)

geschrieben werden, wobei die Koeffizienten ciµv zu einem Vektor c zusammengefasst
sind. Da die Basis (3.72) nur teilweise orthogonalisiert wurde, treten die Überlappma-
trixelemente

Sλµωv = ⟨χ̃λω | χ̃µv ⟩ (3.76)

auf. Die Wechselwirkungsmatrixelemente auf der rechten Seite sind

Mλµωv = ⟨χ̃λω | ĥ (t)− i∂t | χ̃µv ⟩ . (3.77)

Man kann zeigen, dass nach dem Polynomansatz (3.72) im Allgemeinen drei Typen
von Grundmatrixelementen in Sλµwv und Mλµwv auftreten, die sich als Zweizentrenintegra-
le in der Form ⟨ϕ0

nlm | F (rP ) | ϕ0
n′l′m′⟩ ausschreiben lassen [169] (siehe Anhang (9.39)).

Da die Winkelanteile (3.71) der atomaren Orbitale bezüglich der Quantenzahlen m
gerader und ungerader Symmetrie sich nicht mischen, wird jede Gruppe der Zweizen-
trenintegrale noch in zwei Sätze (mit cos (mφ) und sin (mφ)) zerfallen. Die Berechnung
dieser Integrale ist trotzdem keine triviale Aufgabe und im Allgemeinen ist eine direkte
dreidimensionale numerische Integration erforderlich. Um das zu vermeiden, wird die

58



Kapitel 3. Zeitabhängige Dichtefunktionaltheorie und Basis-Generator-Methode

zweizentrige Symmetrie des Problems entlang der internukleare Achse ausgenutzt. Die
atomaren Basisfunktionen ϕ0

nlm können mit Hilfe des Drehoperators R̂ (θ) transformiert
werden

|ϕ̃0
nlm⟩ = R̂ (θ) |ϕ0

nlm⟩ =
(
exp

(
−il̂yθ

))
|ϕ0
nlm⟩ , (3.78)

d.h. die Quantisierungsachse der Zustände wird von der Strahlachse in die Richtung
der internuklearen Achse (um den Winkel θ = arcsin

(
b
R

)
) gedreht. Dann ist:

⟨ϕ0
nlm | F (rP ) | ϕ0

n′l′m′⟩ = ⟨ϕ0
nlm | R̂−1R̂F (rP ) R̂−1R̂ | ϕ0

n′l′m′⟩
(g/u)

(3.79)

= ⟨ϕ̃0
nlm | R̂F (rP ) R̂−1 | ϕ̃0

n′l′m′⟩
(g/u)

(3.80)

=
l∑
M=0

l′∑
M ′=0

d̃
l(g/u)
mM d̃

l(g/u)
m′M ′ ⟨ϕ̃0

nlM | F (rP ) | ϕ̃0
n′l′M ′⟩

(g/u)
, (3.81)

wobei

d̃
l(g/u)
mM = ⟨ϕ̃0

nlm | R̂ (θ) | ϕ̃0
nlM⟩

(g/u)
(3.82)

Elemente von Wignerschen Drehmatrizen bezüglich der reellen Ylm sind.
Für die Berechnung der Matrixelemente ⟨ϕ̃0

nlM | F (rP ) | ϕ̃0
n′l′M ′⟩

(g/u) werden prolat-
elliptische Koordinaten verwendet, die für den zweizentrigen Charakter des Integrals
geeignet sind. In diesen Koordinaten werden die zweidimensionalen Integrale numerisch
mit einer Gauß-Legendre-Quadratur berechnet (φ-Integration wird analytisch reali-
siert).

Nachdem alle Matrixelemente Sλµwv und Mλµwv ausgerechnet wurden, kann das System
(3.75) gelöst werden. Aber bevor die Kanalgleichungen mit gewöhnlichen numerischen
Verfahren in der Zeit propagiert werden, sind einige Transformationen notwendig, um
die Zeitableitungen der Koeffizienten ċiµv (t) zu isolieren. Anstatt die Gleichungen mit
der Inversen S−1 zu multiplizieren wird die Basis mit Hilfe einer Dreieckszerlegung der
Überlappmatrix orthogonalisiert und das System bezüglich dieser neuen Basis gelöst.
Die reelle Matrix S ist symmetrisch und positiv definit und aus der Normierung der
Einteilchenlösungen

1 = ⟨ψi | ψi⟩ = c+
i Sci (3.83)

folgt, dass die Determinante detS = 1 ist. Dann existiert für diese Matrix eine eindeu-
tige Dreieckszerlegung

S = LU , (3.84)

wobei L eine untere reelle Dreiecksmatrix und U eine obere reelle Dreiecksmatrix ist.
Es gilt für L und U nach der Transposition

L = UT U = LT (3.85)

und für die Inversen
L−1 = US−1 U−1 = S−1L . (3.86)
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Mit dem Vektor d, dessen Elemente als di = Uci definiert werden, können die gekop-
pelten Kanalgleichungen in die Form

iḋi = M̃di (3.87)

transformiert werden, wobei

M̃ = L−1MU−1 − iUU̇−1 (3.88)

eine neue Wechselwirkungsmatrix ist.
In [169] wird gezeigt, dass diese Matrix M̃ allein durch die Matrixelemente des

ersten Terms L−1MU−1 beschrieben wird und die Zeitableitung von U−1 nicht explizit
berechnet werden muss. Das System von Differentialgleichungen (9.25) wird mit dem
herkömmlichen Adams-Verfahren numerisch gelöst.

Die erfolgreiche Anwendung der BGM auf sehr verschiedene Stoßsysteme, wie Ion-
Atom-Stöße, Ion-Ion-Stöße, Ion-Molekül-Stöße und auch Laser unterstützte Ion-Atom-
Stöße zeigt, dass die Basis-Generator-Methode in der Lage ist, die komplizierte Dy-
namik der Elektronen in solchen Systemen relativ gut zu beschreiben [172]. Da aber
die Projektilzustände nicht direkt in der Basis sind, müssen die Amplituden, die zum
Elektroneneinfang korrespondieren, durch explizite Projektion der Einteilchenlösungen
ψi (r, tf ) auf die bewegten Projektilzustände ϕPk (r, tf ) berechnet werden, die die Ein-
teilchengleichungen

i∂tϕPk (r, t) =
(
−1

2
∆− ZP

rP

)
ϕPk (r, t) (3.89)

lösen. Die Berechnung dieser Überlappintegrale ist ein zusätzlicher numerischer Schritt.
Der einzentrige Charakter der Beschreibung erlaubt es, in dem mit dem Target gebun-
denen Koordinatensystem zu arbeiten. Das stellt sich vorteilhaft dar, da zum Beispiel
keine Translationsfaktoren im Gegensatz zu der zweizentrigen Beschreibung notwendig
sind, um die Basisfunktionen am Target und am Projektil korrekt darzustellen. Folg-
lich können BGM-Rechnungen bei höheren Stoßenergien durchgeführt werden. Da die
Projektion der Einteilchenlösungen auf die Projektilzustände nach der Propagation der
Einteilchengleichungen immer extra durchgeführt wird, bleibt eine gewisse Flexibilität
bei der Wahl und Behandlung der Projektilzustände.

3.4 Zwei-Zentren-Basis-Generator-Methode
Die explizite Beschreibung des Ion-Atom-Stoßes auf der Grundlage einer Zweizen-
trenbasis entspricht trotzdem genauer der Physik, die in diesen Systemen vorgeht.
Der Schritt von OCBGM (One Center BGM oder einfach BGM) zur TCBGM (Two
Center Basis Generator Method) wurde bereits gemacht und auf mehrere Systeme
angewendet. In dieser Arbeit wird meist nur TCBGM verwendet, um die TDKS-
Einteilchengleichungen für ausgewählte Systeme zu propagieren. Die notwendigen Mo-
difikationen der BGM, die für die Transformation der Methode zu TCBGM erforderlich
sind, werden in diesem Abschnitt beschrieben. Um das Ion-Atom-Stoßproblem symme-
trischer darzustellen, werden in der TCBGM folgende Änderungen durchgeführt:
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• Für die Beschreibung der Bewegung des Targets und des Projektils gegenein-
ander wird in TCBGM ein Koordinatensystem benutzt, dessen Ursprung zu je-
dem Zeitpunkt mit dem Schwerpunkt des Systems Projektil-Targetkern (P-T-
Schwerpunkt) zusammenfällt. Mit Vernachlässigung der Massen von Elektronen
kann der P-T-Schwerpunkt in diesem System als Inertialsystem betrachtet wer-
den (Abbildung (3.3)). Mit der Geschwindigkeit des Projektils im Laborsystem

T

P

O

x

b

z

vP

e−
rP

r

vT

rT
R(t)

Abbildung 3.3: Inertiales Koordinatensystem in TCBGM

(Target ruht vor dem Stoß in diesem System) vLAB = vez und des Schwerpunkt-
zentrums O im Laborsystem VO = MP

MT+MP
vLAB werden die Geschwindigkeiten

des Targets und des Projektils im Schwerpunktsystem (3.3) vor dem Stoß als

vP = vLAB −VO = MT
MT +MP

vLAB (3.90)

vT = −VO = − MP
MT +MP

vLAB (3.91)

definiert. Bezüglich des Laborsystems bewegt sich hier der Schwerpunkt mit kon-
stanter Geschwindigkeit VO .

• Die Projektilzustände werden direkt in die Basis {|ϕ0
v⟩} aufgenommen (hier

ϕ0
nlm (r)→ ϕ0

v (r)). Das Hinzufügen von Orbitalen des Targets und des Projektils
bringt die erwünschte Symmetrie in die Behandlung der Dynamik. Damit wird
auch der zusätzliche Schritt der Projektion der Einteilchenlösungen auf die Pro-
jektilzustände aufgehoben. Folglich enthält jetzt die Basis 0. Ordnung insgesamt
V = V T + V P Orbitale: V T Targetorbitale und V P Projektilorbitale.
Die ungestörten atomaren Zustände |ϕ0

v⟩ sind die Eigenzustände für den entspre-
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chenden P- oder T-Hamiltonian

ĥP = −1
2

∆ + VP (3.92)

ĥT = −1
2

∆ + VT (3.93)

und lösen die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung im Bezugsystem, das sich
mit dem Projektil oder Target bewegt.

ĥP/Tϕ
0
v

(
rP/T

)
= Evϕ

0
v

(
rP/T

)
, v ≤ V (3.94)

Um diese Zustände richtig im Schwerpunktsystem darzustellen, müssen sogenann-
te Elektronentranslationsfaktoren (ETF) eingeführt werden:

ϕ0
v (r) =

ϕ0
v (rT ) exp (ivT r) v ≤ V T

ϕ0
v (rP ) exp (ivP r) v > V T

. (3.95)

rP,T sind die Koordinatenvektoren des Elektrons bezüglich der beiden Zentren P
und T; vP,T sind die Geschwindigkeitsvektoren der beiden Zentren in dem Schwer-
punktsystem und r ist die Koordinate des Elektrons im Schwerpunktsystem. Die
Bezeichnungen der Vektoren sind auch in Abbildung 3.3 zu erkennen.
Die exponentiellen Koeffizienten stammen aus der Galilei-Invarianz für das
Schwerpunktsystem. Es bedeutet, dass die Schrödinger-Gleichung in einem ru-
henden Schwerpunktsystem und in einem System des Targets oder des Projektils,
das sich mit der konstanten Geschwindigkeit vT oder vP bezüglich des Schwer-
punktsystems bewegt, Galilei-invariant bleiben muss9. Für das Elektron im Sys-
tem bezüglich des Atomzentrums P oder T mit der Koordinate rP und rT und
im Schwerpunktsystem entsprechend als r = rP −RP (t) oder als r = rT −RT (t)
(mit RP (t) − RT (t) = R (t)) wird die Transformation für die Eigenfunktionen
des Hamilton-Operators durch die allgemeine Phasentransformation

ϕ (r) = ϕ (rP,T ) exp
(

ivP,T r− i
v2
P,T

2
t

)
(3.96)

gesichert. Die Transformation repräsentiert die Translation des Impulses und der
kinetischen Energie des Elektrons (bezüglich des Schwerpunkts), das sich am
Target oder Projektil befindet, für jeden Zeitpunkt t. Die rein zeitabhängige Phase
exp

(
−iv

2
P,T

2 t
)

kann dabei in den Hamiltonian (wie es in (3.95) gemacht wurde)
absorbiert werden, taucht aber in den Eigenenergien für das System dann wieder
auf. Der Einteilchenhamiltonian im Schwerpunktsystem wird als

ĥ = −1
2

∆ + VT + VP (3.97)

geschrieben. Die atomaren Orbitale (3.95), die sich mit dem Target oder Projek-
til im Schwerpunktsystem bewegen, lösen dann die entsprechende Schrödinger-
Gleichung in dem Schwerpunktsystem

(ĥ− i∂t)ϕ0
v (r) =

(Ev + v2
T

2 + VP )ϕ0
v (r) v ≤ V T

(Ev + v2
P

2 + VT )ϕ0
v (r) v > V T

. (3.98)

9Unter der Bedingung, dass die Wechselwirkung im System unabhängig von der Geschwindigkeit
der Teilchen ist
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Hier ist deutlich sichtbar, wie die Eigenenergie des atomaren Orbitals durch die
Bewegung des P- oder T-Atomzentrums im Schwerpunktsystem um den Betrag
v2
P/T

2 erhöht wird.

• Die Hierarchie der Basis wird im Rahmen der TCBGM weiterhin nur mit Hilfe
von Targetorbitalen generiert.

χµv (r, t) = (WP (t))µ ϕ0
v (r) µ = 1, . . . ,M, v = 1, . . . , V T (3.99)

WP (t) = 1
|rT −R (t)|

(1− exp |rT −R (t)|) (3.100)

Im Fall, in dem nicht nur Targetorbitale, sondern auch Projektilorbitale für die
Generierung der Basis eingesetzt werden, spricht man von der sogenannten
XTCBGM (Extended Two Center Basis Generator Method). Die ausführliche
Untersuchung der Eigenschaften von solchen Basissystem ist noch nicht abge-
schlossen, die ersten Ergebnisse sehen aber vielversprechend aus.

Die gekoppelten Kanalgleichungen für TCBGM sehen formal genau so aus wie in BGM,
die Matrixelemente Sλµwv und Mλµwv für die Überlappmatrix S und Wechselwirkungsma-
trix M unterscheiden sich aber. Sie können jedoch mit einigen Transformationen (siehe
Anhang 9.5) auf Zweizentrenintegrale, die dieselbe äußere Struktur des BGM-Falls ha-
ben, umgeschrieben werden.

Nach der Berechnung aller Matrixelemente wird das System der gewöhnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung mit ähnlichen Schritten, wie es in BGM durchgeführt
wurde, gelöst.

TCBGM zeigt im Vergleich mit BGM mehrere Vorteile, die eigentlich für alle
Zweizentrenentwicklungen charakteristisch sind. Durch explizite Einführung der Or-
bitale von beiden Zentren in die Basis ist es möglich eine kleinere Zahl der BGM-
Pseudozustände im Vergleich mit BGM zu wählen. Tatsächlich zeigten Testrechnungen,
dass die Konvergenz der Rechnung für Testsysteme schon mit der maximalen Ordnung
der BGM-Hierarchie µ = 3−4 statt 6−8 im BGM-Fall erreicht werden kann. Insgesamt
ist aber die Zahl der Basisfunktionen ähnlich. Der wichtigste Fortschritt der TCBGM
ist jedoch eine bessere Beschreibung der Transferprozesse in den Stoßsystemen mit vie-
len Elektronen bei kleinen Projektilenergien, bei denen diese Prozesse in BGM deutlich
überschätzt werden.
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Auswertung der
TCBGM-Ausgangsdaten und
Berechnung von Observablen

Die Einteilchenorbitale |ψi⟩, die mit den TDKS-Gleichungen (3.7) in der (TC)BGM-
Basis propagiert werden, erlauben laut Runge-Gross-Theorem, die Dichte des Systems
der wechselwirkenden Elektronen (3.9) wiederherzustellen. Die Frage lautet nunmehr,
wie die Observablen, die als Funktionale der Dichte definiert sind, aus dieser Dichte
extrahiert werden können. Die funktionale Abhängigkeit der meisten Observablen von
der Dichte ist weiterhin unbekannt. Der Weg der Analysierung der Zeitentwicklung der
Dichte im Ortsraum erweist sich als nicht sehr zweckmäßig, obwohl er der TDDFT-
Formulierung am nächsten liegt. Man müsste festlegen, welcher Raumbereich welchem
Prozess zuzuordnen ist. Im Prinzip ist dies möglich, da für ausreichend lange Zeit
der Propagation der Einteilchengleichungen die Dichte des Systems genauso, wie es
gewünscht ist, verteilt wird. Die Propagation muss aber in jeder praktischen Rechnung
nach einem endlichen Zeitpunkt tf < ∞ gestoppt werden. Das erschwert die Analyse
der Raumverteilung der Dichte.

Eine nähere Betrachtung der Kanaldarstellung der Dichte kann einen Umweg
vorschlagen. In der Tat sind die Einteilchenkanäle als asymptotische Lösungen des
Hamilton-Operators (3.28) für den Endzeitpunkt tf zu betrachten. Dies bedeutet aber,
dass diese Kanalorbitale dann nach dem Erwartungswert, den sie für den Einteilchen-
Hamilton-Operator liefern, dem Target, Projektil oder Kontinuum zugeordnet werden
können. Dieses Zuordnungskriterium ist für endliche Propagationszeiten deutlich ge-
rechtfertigter und wird für die Analyse der Lösung der Einteilchengleichungen weiter
verwendet.

Dieses Kriterium hat allerdings auch Nachteile. Die Interpretation der Kanäle als
physikalische Orbitale zum Zeitpunkt tf ist problematisch, da laut der TDDFT die
Einteilchenorbitale (mit wenigen Ausnahmen) keine direkte physikalische Bedeutung
haben. Allerdings, wenn wir uns an das Modell der unabhängiger Teilchen erinnern,
dann ist die Interpretation der unkorrelierten Einteilchenorbitale als physikalisch rea-
lisierte Orbitale konsistent, da die zeitlich eingefrorene effektive Elektron-Elektron-
Wechselwirkung in dem TDKS-Potential genau dem IEM entspricht.
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4.1 Amplituden und Wahrscheinlichkeiten des
Streuprozesses

Die Einteilchen-Übergangsamplituden können im Allgemeinen für den Zeitpunkt t =
tf als Überlapp der Einteilchenorbitale |ψi (t)⟩ mit entsprechenden Kanalfunktionen
|f (t)⟩ definiert werden, deren Form durch die Randbedingungen des Streuproblems
festgesetzt wird:

cif (tf ) = ⟨f (tf ) | ψi (tf )⟩ . (4.1)
Bei der Wahl des Zeitpunkts tf , der als der Endpunkt der Propagation des Systems
definiert ist, muss sichergestellt werden, dass die interessierenden Observablen cif (tf )
hinreichend stabil sind1.

Für Einteilchen-Übergangsamplituden in die gebundenen Zustände des Targets
oder des Projektils werden als Kanalfunktionen die asymptotischen Lösungen der
Schrödinger-Gleichung genommen, d.h. die ungestörten AO-Funktionen auf beiden
Zentren, die schon in der Konstruktion der TCBGM-Basis verwendet wurden. Das
ist nicht exakt, da der Einfluss des Coulomb-Potentials des anderen Zentrums nicht
berücksichtigt wird. Das kann dazu führen, dass die Phase der Übergangsamplitude
bei sehr langsamen Stößen nicht ganz richtig dargestellt wird.

Die Entwicklungskoeffizienten

ciTv (tf ) = ⟨ϕ0
v | ψi (tf )⟩ v ≤ V T (4.2)

werden als Übergangsamplituden für elastische Streuung (v = 1) und Einteilchenanre-
gung

(
v = 2, . . . , V T

)
interpretiert und

ciPv (tf ) = ⟨ϕ0
v | ψi (tf )⟩ V T < v ≤ V (4.3)

werden als Übergangsamplituden, die zum Elektroneneinfang korrespondieren, betrach-
tet.

Die Übergangsamplituden für Ionisation können auf diese Weise nicht extrahiert
werden, da die Koeffizienten ciIµv durch die Kanaldarstellung des Ionisationsanteils nur
die Pseudozustände sind.

Durch die Definition von drei zueinander orthogonalen Projektoren T̂ , P̂ , Î

T̂ =
V T∑
v=1
|ϕ0
v⟩ ⟨ϕ0

v| (4.4)

P̂ =
V∑
v>V T

|ϕ0
v⟩ ⟨ϕ0

v| (4.5)

Î = 1̂− T̂ − P̂ (4.6)

können die Einteilchenlösungen |ψi (tf )⟩ in drei Anteile zerlegt werden

|ψi (tf )⟩ =
(
T̂ + P̂ + Î

)
|ψi (tf )⟩

= |ψTi (tf )⟩+ |ψPi (tf )⟩+ |ψIi (tf )⟩ ,
1Das wird durch die Ausgabe der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten bei einigen Zeitpunkten

ti → tf geprüft. Die komplexen Amplituden oszillieren mit einer Phase.
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die dem Projektil, Kontinuum und Target zugeordnet werden.
Auf diese Weise können die Einteilchen-Übergangswahrscheinlichkeiten für Ionisa-

tion pIi viel einfacher gewonnen werden

pIi = ⟨ψi (tf )| 1̂− T̂ − P̂ |ψi (tf )⟩ (4.7)

= 1−
V T∑
v=1

∣∣∣ciTv (tf )
∣∣∣2 − V∑

v>V T

∣∣∣ciPv (tf )
∣∣∣2 , (4.8)

wobei die Einteilchen-Übergangswahrscheinlichkeiten für Einfang pPi und Verbleib am
Target pTi die Erwartungswerte des entsprechenden Projektors

pPi = ⟨ψi (tf )| P̂ |ψi (tf )⟩ =
V∑
v>V T

∣∣∣ciPv (tf )
∣∣∣2 (4.9)

pTi = ⟨ψi (tf )| T̂ |ψi (tf )⟩ =
V T∑
v=1

∣∣∣ciTv (tf )
∣∣∣2 (4.10)

sind.
Man kann noch die Einteilchen-Übergangswahrscheinlichkeit

pLi = pPi + pIi = 1− pTi (4.11)

für Verlust des Elektrons von dem Target definieren.
Genauso, wie die Einteilchen-Übergangswahrscheinlichkeiten, können die mittleren

Eigenschaften des Vielelektronensystems als Erwartungswerte des Einteilchendichte-
operators γ̂1

γ̂1 =
N∑
i=1
|ψi (tf )⟩ ⟨ψi (tf )| (4.12)

bezüglich der entsprechenden Kanalfunktionen |f⟩ definiert werden.

P fnet = ⟨f (tf )| γ̂1 |f (tf )⟩ (4.13)

Die Wahrscheinlichkeiten für Nettoeinfang, Nettoionisation und die mittlere Zahl der
Elektronen am Target werden als

P Tnet =
N∑
i=1

V T∑
v=1

∣∣∣ciTv (tf )
∣∣∣2 =

N∑
i=1

pTi (4.14)

P Pnet =
N∑
i=1

V∑
v>V T

∣∣∣ciPv (tf )
∣∣∣2 =

N∑
i=1

pPi (4.15)

P Inet = N −
N∑
i=1

V T∑
v=1

∣∣∣ciTv (tf )
∣∣∣2 − N∑

i=1

V∑
v>V T

∣∣∣ciPv (tf )
∣∣∣2 =

N∑
i=1

pIi (4.16)

definiert, da für den gesamten Ortsraum die Teilchenzahl2 (und die Dichte) erhalten
2Die gesamte Anzahl der Elektronen in der Kanaldarstellung

N =
N∑
i=1

M∑
µ=0

V∑
v=1
| ciµv(tf ) |2
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bleibt

N =
∫
n (r, tf ) d3r = P Tnet + P Pnet + P Inet (4.17)

und entsprechend für den Nettoverlust bekommt man die Wahrscheinlichkeit

PLnet = N −
N∑
i=1

V T∑
v=1

∣∣∣ciTv (tf )
∣∣∣2 =

N∑
i=1

pLi , (4.18)

die die mittlere Anzahl der emittierten Elektronen des Targets beschreibt.
Für die Prozesse, an denen mehrere Elektronen beteiligt sind, werden Vielteilchen-

wahrscheinlichkeiten benötigt, um diese quantitativ zu beschreiben. Die Übergangs-
wahrscheinlichkeit Pf1...fN in eine vollständig spezifizierte Konfiguration |f1 . . . fN⟩ wird
exklusive Wahrscheinlichkeit genannt. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten werden
als N-fach-Integrale der Vielteilchenfunktion über ausgewählte nichtüberlappende Ge-
biete definiert. In dem Modell der unabhängigen Teilchen wird die Vielteilchenwellen-
funktion Ψ (t) für alle Zeitpunkte t (einschließlich dem Anfangs- und Endzustand) als
eine einzelne Slater-Determinante (2.25) angenommen. Die Vielteilchenwellenfunktion
im Endzustand kann aus den Einteilchenlösungen konstruiert werden. In diesem Fall
werden die N-fach-Integrale zu Summen von Determinanten, die aus den Einteilchenin-
tegralen bestehen, reduziert [173, 174] und die exklusive Vielteilchenwahrscheinlichkeit
mit |fi⟩ als |fi (tf )⟩ |χσf (s)⟩ hat dann die Form einer Determinante [169]

Pf1...fN = |⟨f1 . . . fN | Ψ (tf )⟩|2 (4.19)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1

11 . . . γ
1
1N

... . . . ...
γ1
N1 . . . γ1

NN

∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.20)

mit Einteilchen-Dichtematrixelementen γ1
kl [174]

γ1
kj = ⟨fk | γ1 | fj⟩ =

N∑
i=1
⟨fk | ψi⟩ ⟨ψi | fj⟩ . (4.21)

In der inklusiven Wahrscheinlichkeit, q Elektronen in einer spezifizierten Subkonfi-
guration |f1 . . . fq⟩ zu treffen, wird vorausgesetzt, dass die Endzustände der restlichen
N − q Elektronen unbekannt bleiben. Das entspricht eigentlich einem typischen Stoß-
experiment (nicht aber einem COLTRIMS- oder MOTRIMS-Experiment), in dem nur
die Zustände von einigen Elektronen im Stoß gemessen werden. Diese inklusiven Wahr-
scheinlichkeiten können in der Ortsdarstellung durch die sogenannte q-Teilchendichte

γq (x1, . . . ,xq, tf ) =
(
N
q

)∫
d4xq+1 . . . d

4xN |Ψ (x1, . . . ,xN , tf )|2 (4.22)

ausgedrückt werden.
Mit q = 1 und Summation über die Spinkoordinate wird aus (4.22) die spinfreie

Einteilchendichte n(r1, tf ) (vgl. mit (3.1)).
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Die inklusive Wahrscheinlichkeit lässt sich in der Kanaldarstellung als eine einzige
Determinante aus Einteilchen-Dichtematrixelementen γ1

kl

Pf1...fq =

∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1

11 . . . γ
1
1q

... . . . ...
γ1
q1 . . . γ1

qq

∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.23)

schreiben [174, 169]. Die Berechnung der inklusiven Wahrscheinlichkeiten ist aufwendig,
aber zumindest in einer akzeptablen Zeit durchführbar.

Das allgemeine Schema reduziert sich für den Spezialfall eines Zweiteilchen-
Systems mit einer Spin-Singulett-Anfangsbedingung und die relevanten Zweiteilchen-
Übergangswahrscheinlichkeiten werden durch eine einfache Binomialstatistik beschrie-
ben [164], was die Auswertung von experimentellen Wirkungsquerschnitten deutlich
vereinfacht und sich auch bei der Modellierung der Zweiteilchenamplituden als nütz-
lich erweist. Eine weitere Vereinfachung für Vielelektronensysteme ist möglich, wenn
das Pauli-Prinzip vernachlässigt wird und statt Determinantenform einfache Produkt-
wellenfunktionen als Ausgangspunkt gewählt werden. Für Zweiteilchen-Spin-Singulett-
Systeme ist das aber keine zusätzliche Näherung. Die Vernachlässigung des Pauli-
Prinzips kann eine akzeptable Näherung sein, wenn die Anzahl der Endzustände, die
zu diesen Wahrscheinlichkeiten Beiträge leisten, groß im Vergleich zur Elektronenzahl
ist [169]. Die Vernachlässigung der Antisymmetrie führt auf statistische Multinomi-
alformeln für die Berechnung der Vielelektronenwahrscheinlichkeiten aus der Einteil-
chenwahrscheinlichkeiten.

Durch die Anwendung des Binomischen Lehrsatzes auf die Zerlegung

1 =
m∏
i=1

(
pL
i + (1− pL

i )
)Ni =

m∏
i=1

Ni∑
qi=0

(
Ni
qi

)
(pLi )qi(1− pLi )Ni−qi (4.24)

=
N1,...,Nm∑
q1,...,qm=0

m∏
i=1

(
Ni
qi

)
(pLi )qi(1− pLi )Ni−qi (4.25)

(wobei m die Anzahl der Elektronenschalen ist und Ni die Zahl der Elektronen in
diesen Schalen) erhält man eine statistische, schalenspezifische (wegen pLi ) Formel für
den q-Teilchenverlust

P L
q =

N1,...,Nm∑
q1,...,qm=0,

∑m

i
qi=q

m∏
i=1

(
Ni
qi

)
(pL
i )qi(1− pL

i )Ni−qi . (4.26)

Die Formeln für q-Teilcheneinfang P Pq oder q-Teilchenionisation P Iq können analog
entwickelt werden.

Mit den Einteilchenwahrscheinlichkeiten pTi , pPi , pIi können in ähnlicher Weise scha-
lenspezifische Formeln für kombinierte Wahrscheinlichkeiten (z. B. k-fach-Einfang und
l-fach-Ionisation) abgeleitet werden.

Pkl =
N1,...,Nm∑

k1,...,km=0,
∑m

i
ki=k

N1,...,Nm∑
l1,...,lm=0,

∑m

i
li=l

m∏
i=1

(
Ni

ki + li

)(
ki + li
ki

)

× (pcap
i )ki(pion

i )li(1− pcap
i − pion

i )Ni−ki−li (4.27)
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Vernachlässigt man komplett die Schalenstruktur, d.h. führt man mittlere Einteil-
chenwahrscheinlichkeiten für Einteilchenverlust pL, Einteilcheneinfang pP und Einteil-
chenionisation pI

pL = 1
N

N∑
i=1

pLi (4.28)

pP = 1
N

N∑
i=1

pPi (4.29)

pI = 1
N

N∑
i=1

pIi (4.30)

ein, so bekommt man die Binomialformeln

PLq =
(
N

q

)
(pL)q(1− pL)N−q (4.31)

P Pq =
(
N

q

)
(pP )q(1− pP )N−q (4.32)

P Iq =
(
N

q

)
(pI)q(1− pI)N−q (4.33)

bzw. die Trinomialformel (hier für k-fachen-Einfang und l-fache-Ionisation)

Pkl =
(

N
k + l

)(
k + l
l

)
(pP )k(pI)l(1− pP − pI)N−k−l , (4.34)

die für die Berechnung von Vielelektronenprozessen sehr nützlich sind. Diese und ähn-
liche Formeln werden in dieser Arbeit für die Auswertung und den Vergleich mit den
experimentell registrierten und extrahierten Größen verwendet.

4.2 Berechnung der TCS für Ein- und Vielelektro-
nenprozesse

Mit den im letzten Abschnitt abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten für Ein- und Viel-
elektronenprozesse Px werden jetzt die Observablen – effektive Wirkungsquerschnitte
berechnet, die aus einem Streuexperiment gewonnen werden können. Die Konzepte
und allgemeinen Formeln für die Wirkungsquerschnitte lassen sich sehr einfach aus
den grundlegenden Annahmen der Quantenmechanik ableiten. Hier ist nur ein kurzer,
aber für diese Arbeit notwendiger Überblick gegeben.

In einem klassischen Streuexperiment wird ein aus gleichen monoenergetischen,
punktförmigen Teilchen oder Strahlung bestehender Strahl auf ein kleines, aus den
NT gleichen Teilchen mit der Masse MT bestehenden Streuzentrum – das Target –
gerichtet. Der Detektor wird ausreichend weit von dem Target und unter dem Win-
kel Ω = Ω (θ, ϕ) ̸= 0 bezüglich der Strahlachse aufgestellt3. Für die Teilchenstreuung

3Das muss nur relativ verstanden werden. Die typische Skala des Ion-Atom-Stoßes (nämlich der
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wird der Strahl durch die Projektile mit der Masse MP und der konstanten Geschwin-
digkeit vP charakterisiert. Die wichtigsten Bedingungen für das Streuexperiment sind
die absolute Identität der Teilchen im Strahl und ausreichende Zeitauflösung für den
Detektor. Die Targetzone soll nicht zu ausgedehnt sein, damit Mehrfachstreuung ver-
hindert wird (falls es nicht speziell vorgesehen wird). Bei so einer Aufgabestellung hat
die Streuung eigentlich den Charakter einer statistischen Erscheinung. Beobachtet wird
normalerweise das Verhalten des Strahles mit einer sehr großen Zahl von Teilchen.

Der Übergang von der Betrachtung der Streuung eines Teilchens zu dem Strahl
von Teilchen ist theoretisch trotzdem nicht ganz trivial. Die wichtigsten Bedingungen,
die zum Streuexperiment gestellt werden, sind die Abwesenheit von Wechselwirkungen
zwischen einzelnen Streuvorgängen und ein monoenergetisches Strahlprofil und diese
Bedingungen werden nicht ganz exakt eingehalten und das (sowie der Einfluss von
vielen anderen Faktoren) resultiert in der Verwendung der sogenannten Auflösungs-
funktion für die Experimentalanlage. Erst mit der Entwicklung der COLTRIMS- und
MOTRIMS-Technik wurde die experimentelle Auflösung durch die Vermessung der
Rückstoßatomimpulse deutlich erhöht. Zur Zeit existieren einige Auflösungsunklarhei-
ten zwischen der Theorie und dem Experiment nur bei dem Vergleich von sogenannten
vollständig differentiellen Wirkungsquerschnitten (FDCS) in der Ebene, die senkrecht
zum Strahl ist [175, 176].

Das Ziel von jedem Streuexperiment ist es, möglichst detaillierte Information über
die Prozesse zu gewinnen. Das Konzept und die Durchführung des Experiments umfasst
die Vorbereitung des Systems und seiner Zustände, die Wechselwirkung (Streuung)
selbst und die Messung. Allgemein ist der Wirkungsquerschnitt (cross section) für die
Reaktion i→ f als

σi→f = Reaktionsrate
einfallende Stromdichte

= wi→f
j0

[m2] (4.35)

definiert.
Einen differentiellen Wirkungsquerschnitt bekommt man, falls nur dwi→f Teilchen

in einem infinitesimalen Raumwinkel dΩ = sin θdθdφ mit dem Detektor registriert
werden.(

dσ

dΩ

)
i→f

= Zahl der pro Zeit nach dΩ gestreuten Teilchen
einfallende Stromdichte× dΩ

= dwi→f
j0dΩ

[
m2

sr

]
(4.36)

Die unter verschiedenen Winkeln gestreuten Teilchen werden bei den integralen Wir-
kungsquerschnitten nicht unterschieden. Deswegen werden solche Querschnitte auch oft
als totale Wirkungsquerschnitte bezeichnet (vorausgesetzt, dass alle gestreuten Teil-
chen mit dem Detektor registriert werden). Die totalen Wirkungsquerschnitte zeigen
nur, ob die Teilchen tatsächlich gestreut werden.

σtoti→f =
∫

Ω

(
dσ

dΩ

)
i→f

dΩ =
∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
sin θdθ

(
dσ

dΩ

)
i→f

=
∫ π

0
dθ

(
dσ

dθ

)
i→f

(4.37)

Bohrsche Radius a0) angewandt auf das Streuexperiment gibt uns, dass schon ein Detektor, der 1
cm von der Targetzone entfernt ist, diese Bedingung erfüllt. In den Streuexperimenten ist es wichtig,
sicherzustellen, dass die Zustände der Teilchen vor und nach dem Stoß unterscheidbar sind. Die tech-
nische Realisierung eines Streuexperiments unterscheidet sich deutlich von dem hier beschriebenen
„theoretischen” Experiment.
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Unsere theoretische Beschreibung der Ion-Atom-Streuung in der semiklassischen
Näherung basiert auf dem Stoßparameterformalismus. Alle Wahrscheinlichkeiten, die
mit den Multinomialformeln für den gesuchten Prozess bei gegebener Energie berechnet
werden, sind stoßparameterabhängig. Nach einfachen geometrischen Überlegungen4 gilt
für den totalen Wirkungsquerschnitt

σtoti→f =
∫∫

Pi→f (b) d2b = 2π
∫ ∞

0
bPi→f (b) db . (4.40)

Die Wahrscheinlichkeiten (4.40) werden in den endlichen Stoßparametergrenzen
[bmin = 0, . . . , bmax] berechnet. Dabei ist zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeit des
Prozesses bei b → bmax numerisch verschwindet und bmin ausreichend klein ist. In der
Praxis wird bmin = 0.02 a.u. erreicht und damit existiert eine gewisse Sicherheit (nach
der Ansicht der Funktion Pi→f (b) ), dass durch die Vernachlässigung des Bereichs von
0 bis bmin nicht sehr viel verloren wird. Für jedes neue Ion-Atom-Stoßsystem muss
eine separate Wahl der Stoßparameter, ausgehend aus der Ausdehnung der äußeren
elektronischen Orbitale am Target, Reichhaltigkeit der Strukturen in den Wahrschein-
lichkeiten und der Propagationslänge z, getroffen werden. Die Wahrscheinlichkeiten
werden mit dem Stoßparameter gewichtet und nach einer Spline-Interpolation mit ei-
ner herkömmlichen Quadratur-Formel integriert.

4.3 Berechnung der DCS für Ein- und Vielelektro-
nenprozesse

Die Berechnung der winkeldifferentiellen Wirkungsquerschnitte ist eine deutlich schwie-
rigere Aufgabe, als die Berechnung der totalen Wirkungsquerschnitte, da in der For-
mulierung, die auf dem Stoßparameterformalismus basiert, eine Transformation von b-
abhängigen Größen (wie unseren elektronischen Einteilchenübergangsamplituden und
Einteilchenübergangswahrscheinlichkeiten) zu θ-abhängigen DCS benötigt wird. Auf
den ersten Blick kann es komisch klingen, dass aus der Geraden-Bahn-Näherung win-
keldifferentielle Wirkungsquerschnitte für das Projektil berechnet werden können. In
Wirklichkeit befinden sich die Folgen der Annahme der Geraden-Bahn-Näherung nur in

4Unter Annahme azimutaler Symmetrie des Problems (
∫ 2π

0 dφ = 2π) wird ein Ring mit der Breite
db, Länge 2πb und Fläche 2πbdb in der Ebene senkrecht zu der Projektilrichtung vor dem Stoß be-
trachtet. Die Trajektorien von allen durch diesen Ring fliegenden Teilchen werden für db→ 0 identisch
sein. Außerdem ist die Zahl in einem Raumwinkel dΩ (zwischen θ und θ + dθ ) gestreuten Teilchen
gleich der Zahl der Teilchen in dem Stoßparameterbereich zwischen b und b+ db. Folglich gilt

dσ

dΩ
2π sin θdθ = 2πbdbj0

j0
(4.38)

und der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich auch aus dem Integral über den Stoßparameter

σtot = 2π
∫ bmax

0
bdb . (4.39)

Dabei ist bmax der größte Stoßparameter, der noch zu einer Streuung führt (d.h. θ → 0).
Nach der Verallgemeinerung für die Wahrscheinlichkeiten für gegebenen Prozess Pi→f (b) bekommt

man (4.40).
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den elektronischen stoßparameterabhängigen Übergangsamplituden und Wahrschein-
lichkeiten, die aus der Lösung der elektronischen Schrödinger-Gleichung gewonnen wer-
den. Die Annahme der geraden Bahn der Kerne, die nur für Elektronen relevant ist, ist
für schnelle Stöße gerechtfertigt. Alle existierenden Studien zeigen, dass die Gültigkeit
der SCA-Beschreibung in dem Stoßparameterformalismus mindestens bis zu 1 keV als
untere Grenze sichergestellt ist. Jedoch wurde sofort nach der Einführung der Stoß-
parameterbeschreibung klar, dass trotz einer beträchtlichen Vereinfachung des gesam-
ten Bildes der Ion-Atom-Stöße durch die Annahme der Geraden-Bahn-Näherung für
die Flugbahn der Atomkerne und Berechnung der Übergangsamplituden und Wahr-
scheinlichkeiten, die Berechnung der differentiellen Wirkungsquerschnitte in diesem
Formalismus sehr viele Unklarheiten enthält. Vor allem ist es die Vernachlässigung der
Welleneffekte für die Kerne durch die Beschreibung der Kerne als klassische Teilchen.
Das Konzept einer klassischen Flugbahn (und der geraden Bahn insbesondere) setzt
die Kenntnis des Streupotentials voraus, was in Vielelektronenprozessen nicht eindeutig
ist. Auch für die Einelektronenprobleme ist die Annahme eines Streupotentials nicht
exakt. Der Einsatz des IEMs für Elektronen behebt teilweise dieses Problem, da hier
die Gleichzeitigkeit der Übergangsprozesse der Elektronen implizit angenommen wird.

In den folgenden Abschnitten werden einige Wege aufgezeigt, wie aus den elektroni-
schen stoßparameterabhängigen Übergangsamplituden und (oder) Wahrscheinlichkei-
ten mit der Einführung einiger Näherungen, winkeldifferentielle Wirkungsquerschnitte
für nichtelastische Prozesse berechnet werden können.

4.3.1 DCS in der klassischen Streutheorie
In der klassischen Streutheorie sind alle Bewegungsabläufe infolge der Determiniertheit
eindeutig und es existiert ein direkter Zusammenhang zwischen dem Stoßparameter b
und der klassischen Ablenkungsfunktion ϑ für das Projektil (für Definition und Zusam-
menhang mit dem Streuwinkel θ s. Anhang 9.3).

ϑ = ϑ (b, E) (4.41)

Im Schwerpunktsystem (center-of-mass system – c.m.) bei konstanter Energie EPc.m. =
MT

MP+MT
ELAB wird der Streuwinkel θc.m. = θ nur vom Stoßparameter abhängig sein, da

Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit des Projektils festgelegt sind. Ausgehend von
einem homogenen Strahl und Streuung an einem sphärisch-symmetrischen Potential
V (R), wird der differentielle Wirkungsquerschnitt als(

dσ

dΩ

)
class

=
∣∣∣∣∣b (θ)
sin θ

db

dϑ

∣∣∣∣∣ (4.42)

definiert. Die Funktion b (ϑ) wird aus der klassischen Bewegungsgleichung für das Pro-
jektil in dem Potential V (R) gewonnen. Für das reine Coulomb-Potential ZTZP

R
be-

kommt man für b (θ)5

b (θ) = ZTZP
2EP

cot
(
θ

2

)
(4.43)

5Die Relation θ ↔ b ist für reines Coulomb-Potential eindeutig, und statt b (ϑ) können wir b (θ)
schreiben.
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und mit

db

dθ
= −ZTZP

4EP
1

sin2
(
θ
2

) (4.44)

die wohlbekannte Rutherford-Formel(
dσ

dΩ

)
Ruth

=
(
ZTZP
4EP

)2 1
sin4

(
θ
2

) . (4.45)

Für θ → 0 ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
(
dσ
dΩ

)
Ruth

divergent, was durch
die Reichweite des reinen Coulomb-Potentials verursacht wird. Für realistische Po-
tentiale V (R), mit welchen die elektronische Ladungsdichteverteilung die Ladung des
Targetkerns abschirmt, wird

(
dσ
dΩ

)
class

(θ → 0) endlich und der Verlauf des klassischen
DCS ist nur für große Winkel richtig.

Der klassische differentielle Wirkungsquerschnitt (4.42) ist nur für elastische Streu-
prozesse gültig. Greenland [177] hat gezeigt, dass bei nicht zu kleinen Streuwinkeln der
differentielle Wirkungsquerschnitt für den nichtelastischen Prozess i→ f approximativ
aus dem klassischen DCS gewonnen werden kann, und der differentielle Wirkungsquer-
schnitt wird in der sehr einfachen Form(

dσ

dΩ

)
i→f

=
(
dσ

dΩ

)
class

Pi→f (b (θ)) (4.46)

geschrieben, wobei
(
dσ
dΩ

)
class

der klassische differentielle Wirkungsquerschnitt (4.42)
für die elastische Streuung an einem vorgegebenen klassischen Potential V (R) ist und
Pi→f (b (θ)) die berechnete Wahrscheinlichkeit für den nichtelastischen Prozess i→ f im
Stoß beim Stoßparameter b (θ). In Vielelektronensystemen ist Pi→f (b (θ)) eine Vielteil-
chenwahrscheinlichkeit und kann z. B. mit den Multinomialformeln berechnet werden,
die im Abschnitt 4.1 gegeben sind. Die Ableitung der Formel für den nichtelastischen
differentiellen Wirkungsquerschnitt ist nicht ganz direkt [177] und liefert als Gültig-
keitsbereich

1
µvP

≪ θ ≪ 1 . (4.47)

In Ion-Atom-Stößen kommen die dominierenden Beiträge zum DCS für den nicht-
elastischen Prozess in dem keV-Energiebereich überwiegend von sehr kleinen Streuwin-
keln. Die Theorie, die diese nichtelastischen DCS beschreiben will, muss vor allem für
diese kleinen Winkel gültig bleiben.

Als ein Beispiel des nichtelastischen Streuprozesses wird sehr oft der Transferprozess
betrachtet, in dem das Elektron vom Target in das Projektilion eingefangen wird.
Die entsprechende elektronische Einteilchenübergangsamplitude vom Targetzustand ϕi
zum Projektilzustand ϕf wird als die Lösung der Schrödinger-Gleichung im Sinne der
gekoppelten Kanalgleichungen in der (TC)BGM-Basis für jeden Stoßparameter b bei
fixierter Energie EP bekommen.
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4.3.2 DCS in der quantenmechanischen Streutheorie
Die Frage, die jetzt entsteht, lautet: wie können die elektronischen Einteilchenüber-
gangsamplituden mit den Observablen im Experiment im Rahmen der quantenme-
chanischen Streutheorie verbunden werden? Als Observable wird in unserem Fall der
winkeldifferentielle Wirkungsquerschnitt für das Projektil betrachtet.

In der formalen zeitunabhängigen quantenmechanischen Streutheorie (die in vie-
len Lehrbüchern für Quantenmechanik behandelt wird – s. z. B.[178]) für inelastische
Streuprozesse wird der Hamiltonian des gesamten Systems als

Ĥ = Ĥα + V̂α = Ĥβ + V̂β (4.48)

geschrieben. Ĥα ist der Hamiltonian, der einer bestimmten Anordnung (arrangement)
des Systems in einige Subsysteme vor dem Stoß entspricht und V̂α ist Wechselwirkungs-
potential zwischen diesen Subsystemen. In den Prozessen, in denen ein oder mehrere
Elektronen im Endzustand einem anderen Kern gehören, findet eine Neuordnung (rear-
rangement) statt, und diese Situation wird der Anordnung β des Systems mit dem
Wechselwirkungspotential V̂β nach dem Stoß entsprechen. Zum Beispiel im p – He
Stoß können die Anordnungen

H+ −He −→ α

H −He+ −→ β

vor und nach dem Stoß definiert werden, was dem Elektroneneinfangprozess entspricht
(vgl. mit Kapitel 2.5). Die Hamiltonians Ĥα und Ĥβ enthalten folglich den Operator der
kinetischen Energie der Kerne sowie den elektronischen zeitunabhängigen Hamiltonian
in der entsprechenden Anordnung.

Die Kanalzustände Φαi charakterisieren den Zustand des gesamten Systems (für eine
bestimmte Anordnung α und einen bestimmten Kanalzustand i) vor dem Streuprozess
und sind die Eigenfunktionen des Hamiltonians Ĥα. Entsprechend sind Φβf die Kanal-
zustände des gesamten Systems für die Anordnung β und den Endzustand f nach dem
Streuprozess.

Die zeitunabhängige Funktion F+
i,α, die asymptotisch der Funktion Φαi entspricht

und auslaufende Wellen für alle offenen Kanäle einschließt, ist die Lösung der zei-
tunabhängigen Schrödinger-Gleichungen für den Hamilton-Operator Ĥ des gesamten
Systems und kann formal als die Lösung der Lippmann-Schwinger-Gleichungen (2.49)
geschrieben werden [84].

Die asymptotische Form der Funktion F+
i,α für große Abstände R nach dem Stoß ist

durch die Bedingung

F+
i,α −→
R→∞

Φαi + fif (θ, φ)
Φβf
R

(4.49)

gegeben und fif (θ, ϕ) ist die Streuamplitude für den Übergang des Systems von Zu-
stand Φαi in den Zustand Φβf .

Die formale Definition des DCS in der Quantenmechanik für den Prozess i→ f ist

dσαβif
dΩ

= kβ,f
kα,i
|fif (θ, φ)|2 , (4.50)

74



Kapitel 4. Auswertung der TCBGM-Ausgangsdaten und Berechnung von
Observablen

wobei kα,i und kβ,f die Wellenvektoren des Projektils sind, die der einfallenden und
gestreuten Welle in den Anordnungen α und β vor und nach dem Stoß entsprechen.

Die Grundgröße, für die man sich im Streuprozess am meisten interessiert, ist die
sogenannte T-Matrix (s. z. B. [179]) des Streuoperators T̂ , deren Elemente Tαβif als
Übergangsamplituden von dem Zustand (i, α) nach (f, β) betrachtet werden (siehe
(2.48) in Abschnitt 2.5). Das Interesse an dieser Matrix kann sehr einfach erklärt wer-
den, da der differentielle Wirkungsquerschnitt für den i → f Streuprozess durch das
T-Matrixelement [178]

dσαβif
dΩ

= µαµβ
4π2

kβ,f
kα,i

∣∣∣Tαβif ∣∣∣2 (4.51)

definiert ist, mit reduzierten Massen des Systems µα und µβ in entsprechenden An-
ordnungen. Die Streuamplitude fif (θ, ϕ) stimmt bis auf Vorfaktoren mit dem T-
Matrixelement Tαβif überein

fif (θ, ϕ) =
(µαµβ)1/2

2π
Tαβif . (4.52)

Die Streuamplitude fif (θ, ϕ) ist im Allgemeinen eine Funktion der Energie EP , und der
Streuwinkel θ und φ. Mit den T-Matrixelementen können also differentielle Wirkungs-
querschnitte für einen (i→ f)-Prozess berechnet werden. Es muss jetzt nur entschieden
werden, welche Form für Φβf und F+

i,α bei der Berechnung der T-Matrix genommen wird.
Die vollständige Wellenfunktion des Systems ist im Rahmen der durchgeführten

Näherungen nicht zugänglich, da die Bewegung der Kerne in der SCA mit der geraden
Bahn beschrieben wurde.

Bei der Ableitung der SCA wurde die gesamte Wellenfunktion des Systems als

Φ (x1, . . . ,xN ,R) = F (R) Ψ̃ (x1, . . . ,xN ,R) (4.53)

angenommen.
Der Ansatz F (R) = A exp

(
i
~S (R)

)
erlaubte dann eine effektive Separation der

klassischen Bewegung der Kerne und der quantenmechanischen Bewegung der Elektro-
nen im Feld der klassischen Kerne. Die Funktion S wird im klassischen Limes ~→ 0 als
eine charakteristische Hamilton-Funktion der Hamilton-Jakobi-Gleichung (2.11) iden-
tifiziert und kann folglich als S (R) = PR mit P = ~k geschrieben werden.

Die Wellenfunktion für die Kerne in SCA ist

F (R) −→
z→−∞

exp (ikiz) . (4.54)

Effektiv bedeutet das die Einführung der Geraden-Bahn-Näherung für die Kerne. Diese
Tatsache kann verwendet werden, um eine Näherung für Φβf und F+

i,α einzuführen, die
am Ende den Zusammenhang zwischen den elektronischen Übergangsamplituden cif (b)
und der Streuamplitude fif (θ, φ) liefert.

4.3.3 Eikonalnäherung
Die Streuamplituden fif (θ, φ) können im Stoßparameterformalismus mit der sogenann-
ten Eikonalmethode angewandt auf die internukleare Bewegung berechnet werden. Die
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Eikonalmethode stammt eigentlich aus der Optik, in der, noch 200 Jahre bevor Max-
well seine berühmten Gleichungen gefunden hat, die Lichtausbreitung, Beugung und
Spiegelung mit Lichtstrahlen mit Hilfe dieser Methode sehr gut beschrieben wurde. Im
Konzept der Strahlenoptik wird der Verlauf der Lichtbewegung als geradlinig angenom-
men. In der Optik wird diese Annahme Eikonalnäherung genannt und funktioniert gut,
falls die Lichtwellenlänge wesentlich kleiner als die Partikelgröße ist, an denen z. B.
Beugung von Strahlen studiert wird. Das Wort „Eikon” stammt aus der griechischen
Sprache und bedeutet das Bild (vgl. mit dem Wort „Ikone”). Das kann man auch so
interpretieren, dass das Bild nur in dem Fall formiert werden kann, wenn das Licht sich
linear in dem Raum bzw. Medium ausbreitet.

In die Physik der Ion-Atom-Stöße wurde diese Methode zuerst für die elastische
Streuung bei hohen Energien eingeführt [180]. Etwas später wurde die Eikonalmetho-
de auf den QM→SCA Übergang verallgemeinert und systematisch für nichtelastische
Ion-Atom-Stöße beschrieben [181, 182]. Die Eikonalmethode erlaubt den Effekt des in-
ternuklearen Potentials in den Streuamplituden zu beschreiben und lässt folglich die
simultane Ablenkung des Projektils durch das Elektron, das in dem Prozess beteiligt ist
und den Targetkern zu. Diese Methode gibt eine gute Beschreibung der differentiellen
Wirkungsquerschnitte für nichtelastische Streuprozesse in dem wichtigsten Bereich der
Streuwinkel, die in den meisten Fällen unterhalb von einigen mrad liegen.

b

T

P

Z

R(t)

z

q

1
2θ

θ

ki

ki

kf

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Eikonalnäherung

Im Rahmen der Eikonalmethode wird die Rekonstruktion der gestreuten Wellen-
funktionen F+

i,α, die asymptotisch dem Zustand (i, α) entspricht,

F+
i,α = exp (ikiR)

(2π)3/2 Ψ̃i,α (t) (4.55)

und der Kanalfunktion Φβf für den Zustand (f, β) nach dem Stoß
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Φβf = exp (ikfR)
(2π)3/2 Φ̃f,β (t) (4.56)

durchgeführt.
Hier ist Ψ̃i,α (t) die Lösung der elektronischen Schrödinger-Gleichung und Φ̃f,β (t)

eine Kanalfunktion des elektronischen Problems, in der sich das gesamte System in der
Anordnung β nach dem Stoß befindet, also eine Eigenfunktion des ungestörten elek-
tronischen Hamiltonians Ĥ0

β (el) im Zustand f . Das bedeutet, dass der Projektilstrahl
mit ebenen Wellen beschrieben wird, die sich vor dem Streuprozess in der z Richtung
(R = b + z) mit dem Wellenvektor ki fortpflanzen. Dabei wird angenommen, dass
die elektronischen Amplituden Ψ̃i,α (t) nur eine kleine Störung in der Wellenfront ver-
ursachen und die gesamte Form der ebenen Welle nicht ändern können. Sie ändern
aber die Phase der ebenen Welle. Diese Eikonalphase ist in Gleichung (4.55) implizit
in der elektronischen Wellenfunktion Ψ̃i,α (t) enthalten. Die Impulsänderung bei dem
Streuprozess ist als q = ki − kf gegeben.

Mit (4.55) und (4.56) kann das T-Matrixelement als

Tαβif = 1
(2π)3

∫
d3ReiqR ⟨Φ̃f,β (t) | V̂β | Ψ̃i,α (t)⟩ (4.57)

oder nach einigen Tranformationen (s. Anhang (9.6)) als

Tαβif = ivP

(2π)3

∫
d2b eiqb (Aif (b)− δif ) (4.58)

umgeschrieben werden. Die stoßparameterabhängige Amplitude Aif (b) ist im Allge-
meinen eine Vielelektronenübergangsamplitude.

Im Allgemeinen können Amplituden Rif (q⊥) und Aif (b) als die zweidimensionalen
Fourier-Paare (i ̸= f)

Rif (q⊥) = 1
2π

∫
Aif (b) exp (−q⊥b) d2b (4.59)

Aif (b) = 1
2π

∫
Rif (q⊥) exp (q⊥b) d2q⊥ (4.60)

definiert werden. Hier ist q⊥ die transversale Komponente des Vektors q. Die Amplitude
Rif (q⊥) stimmt bis auf Vorfaktoren mit Tαβif überein.

Für Fourier-Paare gilt die Parsevalsche Identität∫
|Rif (q⊥)|2 d2q⊥ =

∫
|Aif (b)|2 d2b (4.61)

die zeigt, dass die mit Rif (q⊥) berechneten TCS gleich TCS sind, die durch die Inte-
gration von stoßparameterabhängigen Amplituden gewonnen werden.

Die Endform der Streuamplitude in der Eikonalnäherung nach der Integration über
φ (s. Anhang (9.6)) sieht etwas kompliziert aus:

fEif (θ) = iki
∫ ∞

0
bJ∆M(2kib sin

θ

2
) [Aif (b)− δif ] db . (4.62)

Die Einzelterme müssen erklärt werden.
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J∆M ist die Bessel-Funktion (Zylinderfunktion) der Ordnung ∆M .

∆M = |mi −mf | ist die Differenz der magnetischen Quantenzahlen für Anfangszu-
stand i und Endzustand f .

Aif (b) ist eine stoßparameterabhängige Vielelektronenübergangsamplitude aif (b) für
den Prozess i→ f multipliziert mit der am Anfang heraustransformierten Phase
exp (−iχ (b)) (2.15), die die Kern-Kern-Wechselwirkung zurück ins Spiel bringt
und als Eikonalphase bezeichnet wird. Da die Eikonalstreuamplitude auf jede
stoßparameterabhängigen Phase sensitiv ist, müssen diese Phasen zur Aif (b)-
Amplitude hinzugefügt werden. Die Phasen für die in dieser Arbeit verwendeten
verschiedenen Potentiale werden in Anhang 9.7 gegeben.

χ (b) = 1
vP

∫ ∞
−∞

VKK(R)dz (4.63)

= 1
vP

∫ ∞
−∞

VKK
(√

b2 + z2
)
dz (4.64)

= 2
vP

∫ ∞
0

ZPZT√
b2 + z2

dz (4.65)

= −2ZPZT
vP

ln b (4.66)

Aif (b) = aif (b) exp [−i (χ (b) + ξ (b))] (4.67)

= aif (b) exp
[
−i
(
−2ZPZT

vP
ln b+ ξ (b)

)]
(4.68)

Ein zusätzlicher kleiner Phasenterm ξ (b) entsteht bei der Betrachtung für zmax =
zf = vP tf ̸=∞ der asymptotischen Coulomb-Phasen, die mit den verschiedenen Kanä-
len assoziiert werden [183]

ξ (b) = −(ηi + ηf )
∫ ∞
zf

1√
b2 + z2

dz (4.69)

= (ηi + ηf ) ln
[
zf +

(
b2 + z2

f

)1/2
]
, (4.70)

wobei hier (ηi + ηf ) die Summe der Ladungen ist, die auf die Atome (Ionen) vor und
nach dem Stoß von dem Standpunkt des aktiv betrachteten Elektrons bezogen werden
können.

Die Eikonalstreuamplitude für ∆M = 0 hat eine sehr bekannte Form, die in der
Optik bei der Betrachtung der Fraunhofer-Diffraktion an einer Kreisblendenöffnung
auftritt [184]. Die Analogie zwischen den beiden Streuprozessen in dem Fall ∆M = 0
ist bemerkenswert und das Beugungsbild zeigt in beiden Fällen sehr ähnliche Inter-
ferenzmaxima. Die Analogie mit der Optik darf jedoch nicht zu weit getrieben wer-
den: die beobachtete Pressung des Vorwärtspeaks bei Zunahme der Energie in der
Atombeugung hat keine optische Entsprechung [185]. Der Energiebereich der Anwen-
dung der Eikonalnäherung für Ion-Atom-Streuung kann als identisch mit dem SCA-
Gültigkeitsbereich betrachtet werden.
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Aus technischer Sicht wird in der Eikonalnäherung die Transformation zum Impuls-
raum der elektronischen stoßparameterabhängigen Amplitude multipliziert mit der Ei-
konalphase durchgeführt, die aus den transversalen Komponenten der Kernbewegung
abgeleitet wird. Der Beitrag der Elektronen und Kerne zur Übergangsamplitude wird
in Übereinstimmung mit der SCA zusammengefasst. Die numerische Genauigkeit dieser
Prozedur kann mit der Doppeltransformation der elektronischen Amplitude (ohne und
mit der Multiplikation mit der Eikonalphase) zum Impulsraum und zurück geprüft
werden. Die Berechnung des Integrals (4.62) ist wegen seines Oszillationsverhaltens
nicht ganz einfach und zahlreiche Verfahren für die zuverlässige numerische Integra-
tion wurden vorgeschlagen [183, 186, 187, 188]. Im Laufe dieser Arbeit wurden fast
alle Verfahren ausprobiert und dabei wurde festgestellt, dass eine automatische adap-
tive numerische Integration mit dem QUADPACK-Algorithmus (QAG) [189] oder mit
der DE-Quadratur [190, 191] genauso wie die Reihenentwicklung in [183] ausreichend
präzise sind. Eine gewisse Vorsicht ist für das Spline-Verfahren der elektronischen Am-
plitude notwendig, da die wichtige Streuinformation in der Phase dieser Amplitude
nach der Spline-Prozedur erhalten bleiben soll. Das fordert seinerseits die Berechnung
der stoßparameterabhängigen elektronischen Übergangsamplituden mit sehr kleinem
∆b Schritt und damit steigt auch die Rechenzeit für die Propagation der Elektronen-
dynamik bei der Lösung der Kanalgleichungen.

In allen gegebenen Formeln ist der Winkel, Projektilenergie und Impuls in dem
Schwerpunktsystem gegeben, da es physikalisch sinnvoll ist, Ion-Atom-Stöße in einem
Inertialsystem zu betrachten, in dem der Schwerpunkt des ganzen Systems in Ruhe
ist. Im allgemeinen Fall unterscheidet sich aber der Streuwinkel im Laborsystem θLAB
vom Streuwinkel im Schwerpunktsystem θ. Die experimentellen DCS werden in dem
Laborsystem (in dem das Target typischerweise vor dem Stoß ruht) gemessen und unse-
re im Schwerpunktsystem berechneten DCS müssen ordentlich umgerechnet werden (s.
Anhang 9.2). Die totalen Wirkungsquerschnitte sind aber unabhängig von dem Koordi-
natensystem, was offensichtlich ist, da die Gesamtzahl der Partikel, die pro Einheitsfluss
gestreut werden, unter Änderung des Bezugssystems invariant bleiben muss.

Die stoßparameterabhängige Amplitude Aif (b), die in der Formel der Eikonalam-
plitude auftritt, entspricht der Vielelektronenamplitude für den Prozess i → f und
stimmt mit der Einelektronenamplitude cif (b) (die Lösungen des Systems der gekop-
pelten Kanalgleichungen) nur überein, falls das System nur ein Elektron enthält (z. B.
Stoßsystem p – H). Für Vielelektronenprozesse muss ein Ansatz für die Amplitude
Aif (b) entwickelt werden, der die Eigenschaften der Vielteilchenamplituden reprodu-
ziert.

4.3.4 Modelle für Amplituden von Vielelektronenprozessen

Zwei verschiedene Konzepte für den Aufbau der Vielelektronenamplituden können vor-
geschlagen werden, die im Prinzip schon bekannt sind. Erstens kann das Modell unab-
hängiger Elektronen konsistent weiter eingesetzt werden, um die Vielelektronenampli-
tuden zu modellieren. Die Annahme geht davon aus, dass der Hamilton-Operator Ĥ ′el
(2.8) als die Summe
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Ĥ ′el (t) =
N∑
i=1

ĥi (t) + VKK (4.71)

geschrieben wird, wobei ĥi (t) der Einteilchenhamiltonian des i-ten Elektrons ist, der
die kinetische Energie des Elektrons plus Projektil- und (effektives) Targetpotential
enthält und

VKK = ZPZT
R

(4.72)

die Coulomb-Wechselwirkung zwischen beiden Kernen ist. Die Vielelektronenampli-
tude AIF (b) wird im IEM als Produkt der Einteilchenamplituden multipliziert mit
dem Kern-Kern-Phasenfaktor (plus asymptotische Phase) exp [−i (χ (b) + ξ (b))] =
exp (−iχ̃ (b)) angenommen.

Um etwas konkreter zu werden, betrachten wir das Stoßsystem p – He. Der Ansatz
für die Amplitude AIF (b) für Einelektroneneinfang (single transfer: ST) im IEM wird
als

ASTIF (b) = aSTIF exp (−iχ̃ (b)) (4.73)
=
√

2cTi1f1c
1s
i2f2 exp (−iχ̃ (b)) (4.74)

=
√

2cTif1c
1s
ii exp (−iχ̃ (b)) (4.75)

geschrieben und beschreibt den Einfang eines Elektrons von dem Heliumgrundzustand
i1 nach f1 mit der Amplitude cTi1f1 (b) und den Verbleib des zweiten Elektrons am
Helium mit der Amplitude c1s

i2f2
(b). Für He (1s2) ist klar, dass i1 = i2 = i. Die Gestalt

der Amplitude c1s
i2f2

(b) hängt davon ab, ob im Experiment der Zustand des zweiten
Elektrons bekannt ist (z. B. das Elektron bleibt im Grundzustand des Heliumatoms)
oder muss die Amplitude für Verbleib und Anregung in alle Zustände einschließen.
Für den ST-Prozess wird vermutet, dass der Endzustand des zweiten Elektrons der
Grundzustand des Targets sein wird (f2 = i). Der Faktor

√
2 sichert die korrekte Form

der IEM-Wahrscheinlichkeit für den Einelektronenprozess (Nichtunterscheidbarkeit der
Elektronen), die als

P ST = 2pTp1s =
∣∣∣ASTIF (b)

∣∣∣2 (4.76)
gegeben wird.

Für den Zweielektronenprozess, in dem gleichzeitig der Einfang eines Elektrons in
das Projektil und die Anregung des zweiten Elektrons am Target stattfindet (transfer-
excitation: TE) kann die entsprechende Zweielektronenamplitude in der Form

ATEIF (b) =
√

2cTif1c
E
if2 exp (−iχ̃ (b)) (4.77)

dargestellt werden. Die Einteilchenamplitude cEif2 (b) beschreibt die Anregung des Elek-
trons. Die IEM-Wahrscheinlichkeit für den TE-Prozess hat eine ähnliche Form wie die
ST-Wahrscheinlichkeit

P TE = 2pTpE . (4.78)
In ähnlicher Weise können auch die Zweielektronenamplituden für die Einfachanregung
(single excitation: SE)

ASEIF (b) =
√

2cEif1c
1s
ii exp (−iχ̃ (b)) (4.79)

P SE = 2pEp1s (4.80)
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und für Doppelanregung (double excitation: DE) aus den entsprechenden Einteilchen-
amplituden

ADEIF (b) =


√

2cEif1c
E
if2 exp (−iχ̃ (b)) f1 ̸= f2(

cEif
)2

exp (−iχ̃ (b)) f1 = f2 = f
(4.81)

kombiniert werden. Die IEM-Wahrscheinlichkeit für den DE-Prozess

PDE =

2pE1 pE2 pE1 ̸= pE2(
pE1
)2

pE1 = pE2
(4.82)

hängt davon ab, ob die Elektronen in gleiche oder verschiedene Zustände angeregt
werden.

Für Einelektronenprozesse (wie z. B. ST, SE) ist es möglich, die Vielelektronen-
übergangsamplitude auch mit dem SAE-Modell zu beschreiben. Ausgehend von dem
exakten elektronischen Hamiltonian des Systems Ĥ ′el (2.8)

Ĥ ′el = Ĥel + V̂KK (4.83)
kann dieser als

Ĥ ′el = −1
2

∆r1 −
ZT
|rT1 |
− ZP
|rP1 |

+
N∑
i=2

1
|r1 − ri|

+ ZPZT
|R|

+
N∑
i=2

(
−1

2
∆ri −

ZT
|rTi |
− ZP
|rPi |

)
+

N∑
i < j
i, j ≥ 2

1
|ri − rj|

(4.84)

umgeschrieben werden.
Die Reformulierung des Vielelektronenproblems in das Problem mit einem akti-

ven Elektron findet statt, indem man für die elektronische Wellenfunktion (2.14) die
Annahme

Ψ̃ (x1, . . . ,xN , t) = Ψ (x1, t) Ψ0 (x2, . . . ,xN , t) exp
(
−i
∫ t1
t0

ZPZT
R (t′)

dt′
)

(4.85)

einführt6.
Mit der Annahme, dass die passiven Elektronen während des Stoßes am Target

bleiben, kann der Hamiltonian für das aktive Elektron als Erwartungswert des exakten
elektronischen Hamiltonians bezüglich Ψ0 als

Ĥ ′el ≡ ⟨Ĥ ′el⟩ = −1
2

∆r1 −
ZT
|rT1 |
− ZP
|rP1 |

+ ZPZT
|R| + ⟨Ψ0 |

N∑
i=2

1
|r1 − ri|

| Ψ0⟩

+ ⟨Ψ0 |
N∑
i=2

(
−1

2
∆ri −

ZT
|rTi |

)
+

N∑
i < j
i, j ≥ 2

1
|ri − rj|

| Ψ0⟩

+ ⟨Ψ0 |
N∑
i=2
− ZP
|rPi |
| Ψ0⟩ (4.86)

6Mit dieser Annahme wird die Ununterscheidbarkeit der Elektronen und damit die Antisymmetri-
sierung der Wellenfunktion verletzt.
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geschrieben werden. Der Erwartungswert der Energie der N − 1 passiven Targetelek-
tronen („Grundzustandsenergie” des Targetatoms mit N − 1 passiven Elektronen)

EP = ⟨Ψ0 |
N∑
i=2

(
−1

2
∆ri −

ZT
|rTi |

)
+

N∑
i < j
i, j ≥ 2

1
|ri − rj|

| Ψ0⟩ = const (4.87)

tritt dann als eine konstante Phase auf, die unabhängig von den Koordinaten des ak-
tiven Elektrons ist und keine elektronischen Übergänge verursachen kann. Deswegen
kann sie aus diesem Hamiltonian heraustransformiert werden. Damit wird die Dynamik
der passiven Elektronen vernachlässigt und diese Elektronen werden in ihrem Anfangs-
zustand während des Zusammenstoßes eingefroren.

Der Ausdruck
Vap (r1) = ⟨Ψ0 |

N∑
i=2

1
|r1 − ri|

| Ψ0⟩ (4.88)

ist die elektrostatische Wechselwirkung zwischen dem aktiven Elektron mit der Koor-
dinate r1 und den passiven Elektronen im Zustand Ψ0 und der Ausdruck

VS (R) = ZPZT
|R| + ⟨Ψ0 |

N∑
i=2
− ZP
|rPi |
| Ψ0⟩ (4.89)

kann als die effektive elektrostatische Wechselwirkung zwischen dem Projektil und dem
Target mit eingefrorenen passiven Elektronen identifiziert werden.

Der Hamiltonian (4.86) (ohne EP ) im SAE-Modell kann damit als

⟨Ĥ ′el⟩ = −1
2

∆r1 −
ZT
|rT1 |
− ZP
|rP1 |

+ Vap (r1) + VS (R) (4.90)

zusammengefasst werden.
Betrachten wir das Stoßsystem p – He(1s2). Die Terme im Hamiltonian (4.90) re-

duzieren sich zu

⟨Ψ0 |
N∑
i=2

1
|r1 − ri|

| Ψ0⟩ −→ ⟨Ψ0 |
1

|r− r′| | Ψ0⟩ (4.91)

⟨Ψ0 |
1

|r− r′| | Ψ0⟩ =
∫ |Ψ0 (r′)|2

|r− r′| d
3r′ (4.92)

= 1
2
VH (r) (4.93)

⟨Ψ0 |
N∑
i=2
− ZP
|rPi |
| Ψ0⟩ −→ −ZP ⟨Ψ0 |

1
|rPi |
| Ψ0⟩ (4.94)

−ZP ⟨Ψ0 |
1
|rPi |
| Ψ0⟩ = −ZP

∫ |Ψ0 (r)|2

|r−R| d
3r (4.95)

= −ZP
2
VH (R) (4.96)
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und am Ende wird der Hamiltonian für dieses System als

⟨Ĥ ′el⟩ = −1
2

∆r −
ZT
|rT | +

1
2
VH (r)− ZP

|rP | + VS (R) (4.97)

= Ĥel + VS (R) (4.98)

geschrieben, wo
VS (R) = ZPZT

|R| −
ZP
2
VH (R) (4.99)

das effektive Potential zwischen dem Projektil und dem Heliumtargetatom mit dem
eingefrorenen Elektron ist.

Die Amplitude im SAE-Modell wird als

AIF (b) = aIF (b) exp
(
− i
vP

∫
VS (R) dz − iξ (b)

)
(4.100)

geschrieben, wobei aIF (b) schon eine Einelektronenübergangsamplitude cif (b) multi-
pliziert mit dem Vorfaktor

√
2 ist.

Der Zusammenhang von beiden Modellen kann am Beispiel des ST-Prozesses gezeigt
werden, in dem die IEM- und SAE-Amplituden für diesen Prozess betrachtet werden:

AIEMIF (b) =
√

2cTif1c
1s
ii exp

(
− i
vP

∫
VKK (R) dz − iξ (b)

)
, (4.101)

ASEAIF (b) =
√

2cTif1 exp
(
− i
vP

∫
VKK (R) + VS′ (R) dz − iξ (b)

)
, (4.102)

VS′ (R) = −ZP
2
VH (R) . (4.103)

Beide Amplituden stimmen miteinander überein, falls

c1s
ii ∼ exp

(
− i
vP

∫
VS′ (R) dz

)
, (4.104)

d.h., falls der absolute Wert der Amplitude |c1s
ii | ≈ 1 beträgt, was der dynamischen

Entkopplung der Einteilchengleichung für den 1s-Zustand von allen anderen nichtelas-
tischen Zuständen im System der gekoppelten Kanalgleichungen entspricht.
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Testrechnungen für das Stoßsystem
p – H

Die Erforschung von Mechanismen des Elektroneneinfangs bei Stößen von Protonen
mit Wasserstoffatomen ist ein besonderes Thema der Physik von Ion-Atom-Stößen,
welches sich in der Menge von Publikationen zu diesem Stoßsystem zeigt. Etwa 80
Jahre sind vergangen seit den ersten Publikationen von Oppenheimer, sowie Brinkman
und Kramers (OBK) für den Elektroneneinfangprozess im Stoßsystem p – H [86, 85].
Dieser Ansatz der Störungstheorie in der ersten Bornschen Näherung war nicht be-
sonders gut, und die totalen OBK-Wirkungsquerschnitte lagen etwa fünfmal höher,
als bei allen damaligen Experimenten. Die Situation blieb lange Zeit verworren. Erst
20 Jahre später zeigten Jackson und Schiff (JS) [88], dass die Einbeziehung der inter-
nuklearen Wechselwirkung (die bei der OBK-Näherung vernachlässigt wurde) in das
Potential für die Berechnung der T-Matrix den theoretischen Wirkungsquerschnitt nä-
her zum Experiment bringen kann. Trotzdem war der JS-TCS eine Ordnung höher
als das Experiment. Der Effekt des Kern-Kern-Potentials in der JS-Näherung auf die
totalen Wirkungsquerschnitte hat auch mehr Fragen als Antworten über die Einsatz-
möglichkeit der Näherungen erster Ordnung gebracht, da sogar in derselben Arbeit
(JS) im Kommentar von G. C. Wick in der Fußnote darauf hingewiesen wurde, dass
dieses Potential aus dem gesamten Hamiltonian des Systems mit einer Phasentransfor-
mation beseitigt werden kann und der totale Wirkungsquerschnitt in der exakten Eiko-
nalnäherung für den Einfangprozess unabhängig von der Kern-Kern-Wechselwirkung
sein muss. Für winkeldifferentielle Wirkungsquerschnitte hat diese Korrektur auch kei-
ne Klarheit gebracht, da die JS-Näherung sehr scharfe Minima in einem sehr breiten
Energiebereich vorausgesagt hat. Diese Minima wurden später theoretisch [192] und ex-
perimentell [14] nicht bestätigt. Erst in der Arbeit von Belkić et al. [193] wurde darauf
hingewiesen, dass die korrekte Behandlung und Einbeziehung der Randbedingungen
für das Streuproblem in der Störungstheorie erster Ordnung mit Coulomb-Phase der
Kern-Kern-Wechselwirkung im Ausgangskanal eine adäquate Beschreibung der Ein-
fangprozesse für totale Wirkungsquerschnitte geben kann. Nichtsdestoweniger waren
die Arbeiten von OBK und JS eine Basis für den beträchtlichen Fortschritt, der in den
nächsten Jahrzehnten im theoretischen Verständnis dieser Prozesse erzielt wurde.

Es wurde schon in der Einleitung zu dieser Arbeit erwähnt, dass das p – H Stoßsys-
tem für alle Theorien, die für die Beschreibung von Ion-Atom-Stoßprozessen entwickelt
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werden, als ein Modell- und Testsystem dient. Totale Wirkungsquerschnitte für Elek-
troneneinfang im System enthalten einen Resonanzkanal für 1s-1s-Einfang, so dass
eine genaue Separation von der elastischen Streuung erforderlich ist. In Benchmark-
rechnungen wurde daher der nicht empfindliche Transfer in 2s- oder 2p-Zustände viel
häufiger betrachtet [194]. Zurzeit ist offensichtlich, dass die Ergebnisse der Rechnungen
von vielen Studien die auf den Basisentwicklungen (MO, AO), oder auf der direkten
numerischen Lösung der TDSE basieren, für dieses System im keV Energiebereich, so-
wohl für totale Wirkungsquerschnitte, als auch für partielle Wirkungsquerschnitte für
einzelne Zustände zu einem eindrucksvollen Grad konvergiert sind. Als ein illustratives
Beispiel ist in Abbildung 5.1 der totale Wirkungsquerschnitt für den Transferprozess
in alle Zustände entsprechend zu der Reaktion

H+ +H(1s) −→ H(nl) +H+ (5.1)

dargestellt. In der Rechnung wurden alle KLMN Zustände des Wasserstoffatoms (20
für das Targetatom und 20 für das Projektil) und zusätzlich 73 BGM-Pseudozustände
bis zur Ordnung µ = 6 in die Basis aufgenommen. Die Übereinstimmung der TCBGM-
Rechnung mit den kompilierten Daten aus zahlreichen verschiedenen Experimenten
[195] ist exzellent.
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Abbildung 5.1: p – H: Totaler Wirkungsquerschnitt für Einfang im Stoßsystem p – H
als Funktion der Einschussenergie. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung; Experiment:
[195].

Differentielle Wirkungsquerschnitte sind fundamentale experimentelle Observablen
beim Streuproblem. Die Berechnung von DCS für nichtelastische Prozesse ist ein deut-
lich sensitiverer Test für jede Theorie.

Aus experimenteller Sicht ist das Stoßsystem p – H ein nicht ideales Versuchsob-
jekt (teilweise aufgrund der sehr starken chemischen Reaktionsfähigkeit des atomaren
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Wasserstoffs). Diese Rolle hat das Heliumatom sehr oft als Target übernommen. Die
kleine Zahl von Experimenten für das System p – H, in welchen die winkeldifferentiel-
len Wirkungsquerschnitte gemessen wurden, kann mit den technischen Schwierigkeiten
in solchen Experimenten erklärt werden. Insbesondere wurden differentielle Wirkungs-
querschnitte für den Elektroneneinfang in diesem System im keV-Energiebereich nur ein
Mal bei drei Projektilenergien EP = 25, 60, 125 keV gemessen [14]. Noch ein Experi-
ment bei deutlich niedrigeren Energien (EP < 2 keV) wurde in [196] und ein Experiment
bei Energien im perturbativen Bereich (EP > 2 MeV) wurde in [197] veröffentlicht.

Im Allgemeinen sind mindestens drei Teilchen für den Elektroneneinfangprozess
notwendig, um die Erhaltung der Energie und des Impulses im System sicherzustellen.
Die Mechanismen, die die Übertragung des Rückstoßimpulses des in den Projektilzu-
stand eingefangenen Elektrons zum Target sichern, sind sehr von der Projektilenergie
abhängig. Der Thomasmechanismus ist bei höheren Energien als der Prozess bekannt,
der die Energie- und Impulserhaltung im System erlaubt [12]. Klassisch betrachtet kol-
lidiert zuerst das Projektil mit dem Targetelektron und im zweiten Schritt geschieht
der Zusammenstoß von diesem Targetelektron mit dem Targetkern (oder auch mit dem
anderen Elektron, falls das Target ein Vielelektronenatom ist). Das Elektron wird dann
das Target mit einem Impuls in der Richtung des Projektils verlassen und kann folg-
lich von dem Projektil eingefangen werden. Dieser doppelte Zusammenstoß, der zum
Elektroneneinfang führt, kann nur bei einer bestimmten Kinematik stattfinden, was ei-
nem bestimmten Projektilstreuwinkel im DCS entspricht. Bei niedrigeren Energien ist
dieser Prozess nicht effektiv und als der dominierende Mechanismus wird der sogenann-
te „velocity matching“-Mechanismus für Elektroneneinfang betrachtet. Die Idee liegt
darin, dass die Wahrscheinlichkeit für das Elektron, von dem Projektil eingefangen zu
werden, maximal wird, falls die momentane Geschwindigkeit des aktiven Elektrons mit
der Projektilgeschwindigkeit übereinstimmt. Anschaulich kann die klassische Umlauf-
geschwindigkeit des aktiven Elektrons in einem gebundenen Zustand des Targetatoms
mit der Projektilgeschwindigkeit verglichen werden. Bei noch niedrigeren Projektilener-
gien (bis zu wenigen keV/amu) findet ein quasimolekularer Einfang statt, in dem die
Zeit der Wechselwirkung ausreichend groß wird und das Projektil-Target-Stoßsystem
als ein Molekül betrachtet werden kann. Der Einfangprozess kann dann als der Über-
gang zwischen einzelnen quasimolekularen Zuständen bei bestimmten internuklearen
Abständen erklärt werden.

Um die innere Konsistenz der in 4.3 beschriebenen Theorie, die elektronischen stoß-
parameterabhängigen Übergangsamplituden, welche aus der TCBGM Rechnung kom-
men, und die numerische Implementierung zu testen, werden hier die theoretischen
winkeldifferentiellen Wirkungsquerschnitte für die Projektilstreuung bei dem Reso-
nanzeinfang im Stoßsystem p – H mit anderen theoretischen differentiellen Wirkungs-
querschnitten und mit dem Experiment [14] bei den Stoßenergien EP = 25 − 125 keV
verglichen.

Es muss jetzt zugegeben werden, dass die Situation mit dem DCS für den Einfang
bei diesem System bis heute nicht ganz eindeutig ist, obwohl das betrachtete Stoßsys-
tem p – H das einfachste Dreikörperproblem ist. Zwar wurden mehrere Rechnungen für
diesen Prozess durchgeführt und veröffentlicht, es existiert aber bis heute keine Klarheit
bezüglich der erreichten Genauigkeit der theoretischen Beschreibung. Zum Teil hängt
das mit der nicht ausreichenden Auflösung von den experimentellen Daten zusammen.
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Kapitel 5. Testrechnungen für das Stoßsystem p – H

Im interessanten Winkelbereich, in dem die größten Diskrepanzen zwischen den theo-
retischen Kurven auftreten, ist auch der experimentelle Fehler entsprechend groß. Der
asymptotische Verlauf der theoretischen Kurven kann aber mit dem klassischen DCS
(entspricht (4.46)) geprüft werden, da für ausreichend große Streuwinkel alle differen-
tiellen Wirkungsquerschnitte mit diesem übereinstimmen sollen. Für die Berechnung
des klassischen DCS für Elektroneneinfang bei sehr großen Winkeln müssen die stoß-
parameterabhängigen TCBGM-Übergangsamplituden für sehr kleine Stoßparameter
vorhanden sein und mit steigender Projektilenergie werden die Übergangsamplituden
bei immer kleineren Stoßparametern für die b←→ θ Relation (4.43),(4.46) benötigt.

Die Abbildungen 5.2-5.4 zeigen die in dieser Arbeit berechneten theoretischen DCS
für den Elektroneneinfangprozess in diesem System entsprechend der Reaktion (5.1).
Die Kurve TCBGM (Σn) entspricht dem Einfang in die KLMNO Schalen und die Kur-
ve TCBGM (Σn) entspricht dem Einfang TCBGM (n = 1) nur in die K-Schale des
Projektils, die in der Eikonalnäherung mit dem Bessel-Integral berechnet wurden. Mit
TCBGM CL (n = 1) werden die klassischen DCS für den Einfang in die K-Schale ge-
kennzeichnet. Die Kurve TCBGM-NN (Σn) zeigt den DCS, der in der Eikonalnäherung
ohne Kern-Kern-Phase berechnet wurde. Es ist interessant diesen DCS zu zeigen, da
er die Rolle und den Einfluss dieser Phase auf den DCS bei verschiedenen Projektil-
energien in verschiedenen Streuwinkelbereichen in der Eikonalnäherung sehr deutlich
zeigt. Es wurde schon seit langem bemerkt, dass bei ausreichend hoher Energie so ein
DCS sehr gut die experimentellen Daten im Bereich von kleinen Winkeln (bis zu dem
klassischen Thomas-Winkel, der einem maximalen Streuwinkel des Projektils am Elek-
tron entspricht) beschreiben kann. Dies seinerseits erlaubt eine einfache Interpretation
der Wirkungsquerschnitte bei höheren Energien. Die nichtelastische Streuung, die in
kleine Projektilstreuwinkel resultiert, entspricht vor allem der Streuung des Projektils
am Elektron und die Streuung des Projektils in größere Winkel wird vor allem durch
die Wechselwirkung des Projektils mit dem Targetkern erklärt. Die komplette Auftren-
nung dieser Prozesse scheint allerdings nicht möglich zu sein, da der Einfangprozess
nur als die Wechselwirkung von mindestens drei Teilchen vorstellbar ist. Das bedeu-
tet, dass alle Teilchen in diesem System daran beteiligt sind. Der starke Rückgang des
klassischen TCBGM CL DCS bei kleinen Winkeln sieht auf den ersten Blick etwas un-
gewöhnlich aus, ist aber ein wohlbekannter Defekt dieser Näherung [177]. Der Grund
dafür ist die Multiplikation mit der Übergangswahrscheinlichkeit nach (4.46), da diese
Wahrscheinlichkeit für große Stoßparameter (d.h. für kleine Streuwinkel) sehr schnell
abnimmt und die Steigerung des Rutherfordschen DCS überdeckt.

Die weiteren in den Abbildungen 5.2-5.4 dargestellten theoretischen Wirkungsquer-
schnitte stammen von Rechnungen aus verschiedenen Veröffentlichungen und können
insgesamt in vier Gruppen eingeordnet werden. Mit diesen ausgewählten theoretischen
DCS wird das Ziel verfolgt, repräsentative Beispiele von quantenmechanischen und
klassischen Rechnungen zu zeigen. Für diese Zwecke wurden die Basisentwicklungsrech-
nungen in der Eikonalnäherung (TSAE1, CC-SF2), theoretische Ansätze mit gestörten

1Two State Atomic Expansion
2Close Coupling calculation with Sturmian Functions basis
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Wellen in der Störungstheorie (IA3, RIA4, CDW5, CB26), die Rechnungen im Sinne
des Faddeev-Formalismus (IPFA7) und CTMC-Rechnungen ausgewählt.

Als erstes ist es wichtig zu bemerken, dass die TCBGM-Kurve für den Einfang in den
1s-Zustand mit der Rechnung CC-SF von Shakeshaft [198, 199, 192] übereinstimmt, bei
der die Propagation des Systems in der Basis von Sturmschen Funktionen durchgeführt
wurde und die winkelabhängigen Eikonalamplituden aus den stoßparameterabhängigen
Übergangsamplituden mit dem Bessel-Eikonalintegral berechnet wurden. Relativ kleine
Abweichungen treten mit steigender Projektilenergie auf, bei der der TCBGM (n = 1)
DCS etwas höher als der DCS aus der CC-SF-Rechnung liegt. Die Zweizentrenrechnung
(TSAE) mit nur zwei atomaren Zuständen von Lin und Soong8 [200, 201], zeigt unklare
Schwingungen, liegt aber etwa zwischen den TCBGM DCS Kurven für den Einfang in
n = 1 und n = 1− 5 (mit Ausnahme von EP = 125 keV).

Die störungstheoretischen DCS, wie IA, RIA, CDW, CB2 unterscheiden sich von-
einander deutlich stärker als die Basisentwicklungsmethoden. Das kann vor allem da-
durch erklärt werden, dass verschiedene Teile des Wechselwirkungspotentials im T-
Matrixelement in die Zustände absorbiert wurden, und das Restpotential in diesen Nä-
herungen in der T-Matrix verschiedene „Störungsstärke” beinhaltet. Diese Rechnungen
wurden nur für den Einfang von 1s nach 1s berechnet und der Wirkungsquerschnitt für
den Einfang in alle angeregten Zustände wurde mit dem wohlbekannten Skalierungs-
faktor9 ∑∞

n=1 1/n3 ≈ 1.202 laut Oppenheimer-Skalierungsgesetz [86],

dσ

dΩ
= 1.202dσ1s,1s

dΩ
(5.2)

approximiert.
Die Impulse Approximation (IA) wurde von Chew et al. [202, 203, 204] für kurz-

reichweitige Potentiale eingeführt und beschreibt den Stoß als Wechselwirkung zwischen
dem Projektil und dem Targetelektron mit der bestimmten Impulsverteilung des An-
fangszustands des Elektrons, der vom Targetatom festgelegt wird. Die Störung wird
in IA entsprechend nur durch das Feld des Projektils bestimmt und das Potential des
Targetkerns wird vernachlässigt. Diese Näherung wurde von Belkić kritisch betrach-
tet und in der sogenannten Reformulated Impulse Approximation (RIA) „repariert”
[205]. Als Grund der Reformulierung wird die Asymptotik des Streuproblems betrach-
tet, und diese Theorie reproduziert jetzt im Gegensatz zur IA das exakte Verhalten
von den Anfangs- und Endwellenfunktionen in der T-Matrix bei unendlichen Abstän-
den zwischen Projektil und Target. Das wirkt sich bemerkenswert auf den gesamten
DCS aus. Bei kleinen Streuwinkeln stimmen fast alle Theorien mit RIA (vielleicht mit
CDW als Ausnahme) überein. Bei größeren Winkeln folgt RIA (mit Ausnahme von
EP = 25 keV) aber dem klassischen DCS (TCBGM CL) und erst bei deutlich größeren
Winkeln nähern sich auch alle anderen Kurven dem klassischen DCS an.

3Impulse Approximation
4Reformulated Impulse Approximation
5Continuum Distorted Wave method
6Corrected second Born approximation
7Impact Parameter Faddeev Approach
8Theoretische DCS wurden aus [14] abgelesen.
9Es ist als ζ (3) der Riemannschen Zeta-Funktion ζ(z) =

∑∞
i=1 1/iz definiert und als Apéry-

Konstante bekannt.
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Die Boundary-corrected Second Born Approximation (CB2) [206, 207, 208, 209,
210, 211, 212, 213], die im Prinzip genauso exakt wie RIA sein sollte (da sie die rich-
tigen Randbedingungen, das exakte Kern-Kern-Potential in der Eikonalnäherung und
die Effekte zweiter Ordnung beinhaltet), stimmt nur bei höheren Energien mit dieser
überein. Bei Ep = 25 keV tritt eine Struktur auf, die zwar verstanden ist (das Interfe-
renzminimum entsteht durch die gegenseitige Beseitigung der Beiträge von verschiede-
nen Potentialen im ersten CB1 T-Matrixelement der Bornschen Reihe für CB2), aber
nicht einfach repariert werden kann. Auch der Rechenaufwand macht diese Näherung
sogar für dieses einfache System sehr schwierig.

Die quantenmechanische CDW-Methode beschreibt das Stoßsystem im Sinne der
zeitabhängigen Störungstheorie erster Ordnung, in der das Elektron sich im Kontinuum
des Zweizentrenpotentials bewegt. Die CDW-Methode und viele verschiedene Modifi-
kationen wurden kürzlich von Belkić gewissenhaft betrachtet und bewertet [214]. Dabei
wurden viele fundamentale Defekte, die auf die nicht ausreichend strenge Berücksichti-
gung von Randbedingungen im Dreikörperproblem zurückgeführt werden können, ent-
deckt und aufgeklärt. Diese Defekte sind offensichtlich am stärksten bei niedrigen Ener-
gien ausgeprägt und mit steigender Energie wird der DCS von allen CDW-Methoden
ziemlich gut reproduziert. Die weiteren CDW-Rechnungen, die diesen Trend bestätigen,
sind in [215, 89, 216, 217] zu finden.

Eine weitere Methode, die nicht sehr oft für die Beschreibung der Ion-Atom-Stöße
benutzt wird, aber als wohlbekannte und vielversprechende Methode betrachtet wer-
den kann, ist die Faddeev-Methode [218, 219, 220], in der der Übergangsoperator des
Dreiteilchenstreuproblems als die Summe von Zweiteilchenübergangsoperatoren mit
den entsprechenden Zweiteilchenwechselwirkungen beschrieben wird. Im Allgemeinen
muss ein System von gekoppelten Integralgleichungen für Zweiteilchenübergangsmatri-
zen gelöst werden, in vielen Fällen zeigen aber schon die Näherungen erster Ordnung
gute Ergebnisse [179]. Impact Parameter Faddeev Approach (IPFA) ist die Anwendung
dieser Methode auf das p – H Stoßsystem [221]. Eine gewisse Übereinstimmung von
IPFA mit TCBGM ist bei allen drei Energien zu sehen, wobei in IPFA nur Einfang
nach n = 1 betrachtet wurde. Der IPFA DCS hat aber eine etwas andere Asymptotik
bei großen Winkeln.

Die CTMC-Rechnung von Olson [222] CTMC (a) ist eine exakte Lösung der klas-
sischen Bewegungsgleichungen für dieses Dreiteilchensystem. Wegen der klassischen
Beschreibung werden in der CTMC-Methode keine Interferenz- oder Tunneleffekte be-
rücksichtigt. Dafür werden aber alle klassischen Dreiteilcheneffekte in drei Dimensio-
nen exakt beschrieben. In der vereinfachten CTMC-Rechnung von Toshima et al. [223]
CTMC (b) wurde die Bewegung der Kerne und Elektronen entkoppelt und den Kernen
im Sinne des Stoßparameterformalismus eine vorbestimmte Gerade-Bahn-Trajektorie
zugeteilt. Eine weitere veröffentlichte CTMC-Rechnung von Eichenauer et al. [224]
(nicht gezeigt in den Abbildungen) für EP = 25 und 60 keV zeigt einen ähnlichen
DCS-Verlauf mit Ausnahme von θ < 0.5 mrad. In diesem Winkelbereich liegen die
Punkte aus [224] deutlich tiefer, als bei der oben erwähnten CTMC-Rechnung. Diese
Tatsache wurde auf den Umstand zurückgeführt, dass das für die Elektronenanfangs-
verteilung benutzte klassische statistische Modell des Wasserstoffatoms deutlich die
Grundzustandsdichte des Elektrons unterschätzt. Das klassische Modell für die radiale
Verteilung des Elektrons im Anfangszustand verbietet es in die Bereiche mit r > 2a0
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vorzudringen und folglich werden die Stöße bei großen Stoßparametern (kleinen Streu-
winkeln) mehr oder weniger schlecht mit allen CTMC-Methoden beschrieben. Jedoch
sollte die CTMC-Rechnung für große Winkel die DCS-Asymptotik richtig reproduzie-
ren. Trotz klassischem Charakter der CTMC-Rechnungen können die Ergebnisse aus
diesen Rechnungen als ein Hinweis betrachtet werden, dass die Physik, die die Winkel-
verteilung des Projektils in diesem Stoßsystem festlegt, deutlich einfacher sein kann,
als es in den quantenmechanischen Modellen vermutet wird. Teilweise wird dies durch
den Verlauf des TCBGM CL-DCS in den Abbildungen 5.2-5.4 auch bestätigt.

Nach dem Vergleich aller Theorien muss zugegeben werden, dass diese den pro-
jektildifferentiellen Wirkungsquerschnitt für Elektroneneinfang im Stoßsystem p – H
im keV-Energiebereich nur befriedigend beschreiben können. Zusätzliche systematische
Experimente im keV-Energiebereich mit der COLTRIMS-Technik für dieses Stoßsys-
tem könnten wahrscheinlich helfen, die Frage zu beantworten, welche Theorie am besten
den Elektroneneinfangprozess beschreibt, da nur diese experimentelle Methode zurzeit
den Verlauf von DCS mit ausreichender Genauigkeit liefern kann. Ohne diese Daten
können die subtilen Differenzen zwischen verschiedenen Theorien und die Bedeutung
von den unterschiedlichen verwandten Näherungen nicht vollständig geklärt werden.

Aus dem Blickpunkt der TCBGM können vor allem folgende kritische Punkte be-
trachtet werden: a) Gerade-Bahn-Näherung für Trajektorien der Kerne; b) die Eiko-
nalnäherung und die Form der gesamten Wellenfunktionen (Produkt der Wellenfunkti-
on als ebene Welle für Kerne und der elektronischen Zustandsfunktionen im Sinne der
Born-Oppenheimer-Näherung) im T-Matrixelement.

Obwohl im Stoßsystem p – H die mit der Nichtunterscheidbarkeit des Targets und
Projektils verbundenen Interferenzeffekte möglich sind, zeigte eine explizite Berechnung
und Summierung der winkelabhängigen Amplitude für Rückwärtsstreuung (entspricht
dem π − θ Streuwinkel) fast keine Auswirkung auf die differentiellen Wirkungsquer-
schnitte. Das ist plausibel, da die Rückwärtsstreuung bei solchen Projektilgeschwin-
digkeiten sehr unwahrscheinlich ist und die Rückwärtsstreuamplitude tatsächlich sehr
klein ist.

Die Abweichung der Kernbewegung von der geraden Bahn kann sich aber sowohl
in den stoßparameterabhängigen Amplituden, als auch in der Eikonalphase für das
Coulomb-Potential der Kern-Kern-Wechselwirkung zeigen. Die Änderungen, die zu den
klassischen gekrümmten Trajektorien für Kerne führen, müssen in beiden Fällen (für die
Propagation der Dynamik der Elektronen und für die Berechnung der Phase) parallel
durchgeführt werden, was eigentlich mit einigen Schwierigkeiten verbunden ist, da die
TCBGM-Formulierung und auch die Eikonalnäherung sich selbst auf die Gerade-Bahn-
Näherung stützen. Abbildung 5.5 und 5.6 zeigen die mit TCBGM berechneten DCS für
Transfer bei deutlich niedrigerer Projektilenergie (EP = 1− 2 keV), bei der Abweichun-
gen von der geraden Bahn erwartet werden können. Die END-Rechnung [225] (Elektron
Nuclear Dynamics formalism), in der die zeitabhängige nichtadiabatische Propagation
der Elektronen und der Kerne gleichzeitig im Sinne der Euler-Lagrange-Gleichungen
durchgeführt wird (entspricht etwa TDHF-Methode für Elektronen + klassische ge-
krümmte Trajektorien für Kerne) [226], ist in dem experimentell nachgewiesenen Be-
reich sehr ähnlich dem DCS aus der TCBGM-Rechnung. Das kann als Bestätigung
für die Gerade-Bahn-Näherung angesehen werden. Die scharfen Minima deuten aber
an, dass zumindest einige ungewöhnliche Interferenzeffekte in der TCBGM-Rechnung
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Abbildung 5.2: p – H, EP = 25 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für Elek-
troneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM (n = 1),
TCBGM (Σn) und TCBGM-NN (Σn) sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in
Eikonalnäherung für Einelektroneneinfang entsprechend in die erste Schale und alle
Schalen (KLMNO) mit und ohne Kern-Kern-Phasenfaktor für Coulomb-Potential und
TCBGM CL (n = 1) ist der mit (4.46) berechnete klassische DCS für Einfang in die
erste Schale. Weitere Theorien: RIA , IA , CB2, CDW [214], TSAE [200, 201], CC-
SF [198, 199, 192], IPFA [221], CTMC (a) [222] Experiment: DCS für Einfang in alle
Schalen [14].
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Abbildung 5.3: p – H, EP = 60 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für Elektro-
neneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. CTMC (b) [223]. Beschreibung
der anderen theoretischen Rechnungen und der experimentellen Daten entspricht Ab-
bildung 5.2.

präsent sind. Im Fall der TCBGM-Rechnung entstehen diese Minima als Folge der
Phaseninterferenz der elektronischen Übergangsamplitude und der Eikonalphase mit
dem Coulomb-Potential für die Kern-Kern Wechselwirkung. Die Abschaltung der Ei-
konalphase führt zu einem flacheren aber auch einem falschen Wirkungsquerschnitt. In
der Arbeit von Houver et al. [196], in der experimentelle Daten veröffentlicht wurden,
wurden auch einige ähnliche Rechnungen zu diesen Wirkungsquerschnitten gezeigt.
Der Winkelbereich, in dem die Minima in der END-Rechnung und in der TCBGM-
Rechnung auftreten, wurde aber nicht gezeigt. Dass diese Strukturen prinzipiell mög-
lich sind, kann aber aus ähnlichen Daten für niedrigere Stoßenergien z. B. EP = 410 eV
in derselben Arbeit geschlossen werden, in denen ähnliche aber nicht so scharfe Oszil-
lationen im Experiment und den Rechnungen sichtbar sind.

Ein direkter Vergleich des in dieser Arbeit mit der Eikonalnäherung ausgewerteten
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Abbildung 5.4: p – H, EP = 125 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für Elektro-
neneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Beschreibung der theoretischen
Rechnungen und der experimentellen Daten entspricht den Abbildungen 5.2-5.3.

T-Matrixelements mit dem entsprechenden T-Matrixelement aus den störungstheoreti-
schen Rechnungen ist etwas problematisch in Hinsicht auf verschiedene Strategien, die
bei der Lösungsprozedur in diesen Fällen verwendet werden. Die TCBGM-Rechnung
liefert sehr genaue elektronische stoßparameterabhängige Einteilchenübergangsampli-
tuden. Die Form der gesamten gestreuten Wellenfunktionen F+

i,α im T-Matrixelement
wird hier als Produkt von ebenen Wellen für die Kernbewegung mit den entsprechenden
elektronischen Wellenfunktionen und der Eikonalphase modelliert. Die Kanalfunktion
Φβf für den Endzustand nach dem Stoß wird als Produkt der ebenen Welle mit der
ungestörten atomaren Wellenfunktion verwendet. Diese Darstellung erlaubt die Um-
schreibung des elektronischen T-Matrixelements mit der Wechselwirkung V̂β mit Hilfe
der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung (s. Anhang 9.6) und Separation der elektro-
nischen Übergangsamplitude für asymptotische Zeiten. Das Produkt der ebenen Welle
und der elektronischen Übergangsamplitude mit dem Eikonalphasenfaktor für F+

i,α ist
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Abbildung 5.5: p – H, EP = 1 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für Elek-
troneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels über der logarithmischen
(links) und linearen (rechts) Winkelskala. Theorie: aktuelle TCBGM(Σn)-Rechnung;
die END(Σn)-Rechnung [225]. Experiment: Einfang in alle Zustände [196].
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Abbildung 5.6: p – H, EP = 2 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für Elek-
troneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels über der logarithmischen
(links) und linearen (rechts) Winkelskala. Theorie: aktuelle TCBGM(Σn)-Rechnung;
die END(Σn)-Rechnung [225]. Experiment: Einfang in alle Zustände [196].

im Eingangskanal eigentlich nur asymptotisch richtig. Einerseits kann diese Beschrei-
bung in Bezug auf die Randbedingungen des Streuproblems kritisiert werden [214], an-
dererseits liefert die Propagation der Dynamik mit TDSE eine genaue Entwicklung des
elektronischen Anteils der gesamten gestreuten Wellenfunktionen F+

i,α, und die Trans-
formation des T-Matrixelements erlaubt hier die elektronischen Übergangsamplituden
als Lösung der TDSE effektiv zu verwenden. Die Form des T-Matrixelements in der Ei-
konalnäherung ist konsistent mit der TCBGM, in der die semiklassische Näherung für
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die Kerne mit der geraden Bahn für das Projektil verwendet wird, und kann also als ein
gewisser Kompromiss zwischen der Einfachheit und Vollständigkeit des theoretischen
Modells betrachtet werden.

Die Ergebnisse der Testrechnungen für das System p – H zeigen eine gewisse Be-
schränkung der theoretischen Beschreibung von differentiellen Wirkungsquerschnitten
für dieses einfachste Stoßsystem und stellen die Frage nach den Grenzen der Anwend-
barkeit von solchen Modellen. Die wenigen experimentellen Daten für dieses Stoßsys-
tem können nicht helfen, die Antwort auf alle Fragen zu den Diskrepanzen zwischen
theoretischen Wirkungsquerschnitten zu geben. Die Situation wird sich wahrscheinlich
in naher Zukunft mit neuen COLTRIMS-Experimenten für dieses System ändern, die
nächsten Schritte können aber auch ohne diese Daten in der Verbesserung der Theorie
gemacht werden. Der Einsatz für das Einelektronensystem zeigt trotz der erwähnten
Diskrepanzen die innere Konsistenz der Theorie (TCBGM mit der geraden Bahn +
Eikonalnäherung) und der technischen Realisierung. Eine angenehme Tatsache der in
dieser Arbeit verwendeten Beschreibung ist die Möglichkeit die differentiellen Wir-
kungsquerschnitte für Vielelektronenprozesse im Rahmen des IEMs zu berechnen. Es
gibt zurzeit nicht sehr viele Rechnungen für Vielelektronensysteme und diese wurden
fast ausschließlich im Sinne der Störungstheorie und gestörten Wellen formuliert und
für die hochenergetischen Stöße angewendet (bei denen sehr interessante P-e-T- und
P-e-e-Thomas-Prozesse ab etwa Ep > 2 − 3 MeV beobachtet wurden). Die Basisent-
wicklungsmethoden, wie TCBGM, haben einen sehr breiten Energieüberlappbereich
mit diesen Theorien, mindestens bis zu EP = 1 MeV/amu, und können zusätzlich sehr
effektiv auch für relativ langsame Stöße mit EP von wenigen keV eingesetzt werden. Ob-
wohl die Anwendbarkeit von störungstheoretischen Modellen im Bereich von schnellen
Stößen nach allgemeiner Ansicht fast unbestritten ist, haben diese Modelle auch eini-
ge bekannte Schwierigkeiten mit den Vielelektronensystemen. Die vielversprechenden
störungstheoretischen Modelle für Zweielektronensysteme (CDW-4B) stammen aus re-
lativ junger Zeit und diese Erweiterungen stimmen im Allgemeinen zumindest bis zum
gegenwärtigen Zeitpunkt nicht besonders gut mit den experimentellen Daten überein.
Um so interessanter ist es, die Ergebnisse von diesen Modellen mit den in der rela-
tiv einfachen Eikonalnäherung berechneten differentiellen Wirkungsquerschnitten, bei
denen TCBGM-Übergangsamplituden eingesetzt werden können, zu vergleichen.

Differentielle Wirkungsquerschnitte für nichtelastische Prozesse in Zweielektronen-
systemen wurden in den letzten Jahren sehr intensiv in den COLTRIMS-Experimenten
gemessen. Es kann also erwartet werden, dass aus den Abweichungen oder der Überein-
stimmung mit diesen experimentellen Daten und auch mit den anderen Theorien einige
aussagekräftige Schlussfolgerungen über das theoretische Modell gezogen werden kön-
nen. Diesem Thema ist das nächste Kapitel gewidmet, in dem die differentiellen Wir-
kungsquerschnitte für verschiedene Prozesse in Zweielektronensystemen (p – He(1s2),
He2+ – He(1s2) und Arq+ – He(1s2) mit q = 15 − 18) mit TCBGM berechnet werden
und mit experimentellen Daten und theoretischen (meistens CDW-artigen) Rechnun-
gen verglichen werden.
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Ionenstöße an Helium

Die Einelektronenstoßsysteme, oder die Systeme, die in einer guten Näherung als Quasi-
Einelektronenstoßsystem betrachtet werden können, können, trotz der schon erwähn-
ten Probleme beim DCS für Elektroneneinfang, als gut verstanden angesehen werden.
In dem mittleren Stoßenergiebereich können die quantenmechanischen Basisentwick-
lungsmethoden z. B. die totalen Wirkungsquerschnitte für Elektroneneinfang mit einer
Genauigkeit von wenigen Prozent voraussagen [50, 227]. Diese Systeme werden aber
auch weiterhin als interessant betrachtet, weil sie als Testsysteme für die Theorie die-
nen und es außerdem erlauben auf eine verhältnismäßig einfache Art den Einfluss von
verschiedenen Parametern auf den Elektroneneinfangprozess, z. B. den Einfluss der
Bindungsenergie oder von dem Zustand des Targetelektrons, zu studieren.

Zwei- und Vielelektronensysteme werden zurzeit theoretisch und experimentell in-
tensiv erforscht. Eine längere Zeit konzentrierten sich die theoretischen und experimen-
tellen Anstrengungen auf die Energieabhängigkeit der totalen Wirkungsquerschnitte
für nichtelastische Prozesse, für welche eine ausreichende experimentelle Genauigkeit
erreicht werden konnte. Die Dynamik in Vielelektronensystemen (N > 2), in denen
alle aktiven Elektronen ähnliche Eigenschaften zeigen, wird mit IEM sehr vernünftig
beschrieben. Das ist z. B. der Fall, wenn die Elektronen, die die Prozessdynamik im
System bestimmen, aus einer Schale stammen, wie es in den Stoßsystemen p – Ar und
p – Ne festgestellt wurde [228, 162, 172]. Die Übertragung des IEMs auf Stoßsysteme,
in denen die aktiven Elektronen verschiedene Rollen in der Dynamik spielen, kann die
Grenzen von IEM erweitern oder neue Grenzen festzusetzten. Als Beispielsystem kann
hier der p – Na Stoß betrachtet werden, in dem das 3s-Elektron und die 2p-Elektronen
sehr verschiedene Eigenschaften haben und in dem nichtelastische Prozesse auf eine
komplizierte Weise die Beiträge zu den totalen Wirkungsquerschnitten liefern können.

Die Prozesse in Zweielektronensystemen, an denen beide Elektronen beteiligt sind
(wie z. B. Transferionisation oder Transferanregung), können auch die Abweichungen
von IEM zeigen. Diese sind auch möglich, wenn nur ein Elektron aktiv in dem Prozess
involviert ist, da das zweite Elektron, das entsprechend dem Prozess im Grundzustand
bleibt, allein durch seine Präsenz eine Auswirkung auf das Erste zeigen kann.

Stöße von Ionen mit dem Heliumatom als Target sind Vielteilchensysteme, die aus
experimenteller und theoretischer Sicht zu den am längsten und häufigsten betrach-
teten Stoßsystemen gehören. In den letzten Jahrzehnten wurden bemerkenswerte ex-
perimentelle Fortschritte, wie die COLTRIMS-Technik, gemacht und jetzt können die
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Streuprozesse in den Vielelektronensystemen mit noch nie gesehener Auflösung studiert
werden. Der Aufbau und die bekannte Kinematik von diesen Experimenten ermögli-
chen die Vermessung und Berechnung von differentiellen Wirkungsquerschnitten für
jedes Teilchen, das an dem Stoßprozess beteiligt ist. Das brachte einen Wendepunkt
für die theoretische Beschreibung, da jetzt sehr viele Theorien und die Differenzen
zwischen verschiedenen theoretischen Modellen kritisch getestet werden können. Wie
in Kapitel 5 gezeigt wurde, kann schon der differentielle Wirkungsquerschnitt für die
Projektilablenkung im Dreiteilchensystem p – H(1s) im nichtelastischen Einfangprozess
theoretisch nicht besonders genau beschrieben werden. Es ist dann keine Überraschung,
dass die Zweielektronensysteme in den Ion-Atom-Stößen eine echte Herausforderung
für die Theorie darstellen. Im Idealfall muss die Beschreibung die Anfang- und Endzu-
stände und alle Wechselwirkungen im Zusammenstoß beinhalten. In der Formulierung
müssen auch die korrekten Randbedingungen des Streuproblems reproduziert werden.
Wie stark die Elektron-Elektron-Wechselwirkung die Stoßdynamik beeinflusst, und wo
genau die Grenzen der IEM-Beschreibung liegen, ist momentan der wichtigste Punkt
in der theoretischen Diskussion. Es wurde schon sehr viel in dieser Richtung gearbeitet,
ein eindeutiges Bild existiert aber noch nicht.

Die Problematik der Beschreibung der differentiellen Wirkungsquerschnitte ist kom-
pliziert und vielseitig. Die Abtrennung der Bewegung der Kerne in der semiklassischen
Näherung führt zu dem Vielelektronenproblem, das in dieser Arbeit im Stoßparame-
terformalismus mit der TCBGM-IEM gelöst wird. Die Rekonstruktion der elektroni-
schen Vielteilchenübergangsamplituden wird dann konsistent auch im IEM-Bild durch-
geführt. Die Darstellung des T-Matrixelements und die Ort-Impuls-Transformation der
stoßparameterabhängigen Vielteilchenübergangsamplitude werden mit Hilfe der Eiko-
nalnäherung realisiert. Es ist klar, dass alle verwendeten Näherungen in jedem dieser
Schritte eine gewisse Rolle spielen und die resultierenden DCS beeinträchtigen kön-
nen. Eine vollständige Untersuchung und sukzessive Beseitigung von allen Näherungen
kann sicher alle kritischen Punkten entdecken. Der erforderliche Arbeitsumfang ist
allerdings sehr groß und diese Aufgabe kann nur im Rahmen von mehreren Metho-
den durchgeführt werden. Ein etwas bescheideneres Ziel wird in dieser Arbeit verfolgt.
Die Modellierung der Vielteilchenübergangsamplituden mit IEM und der Eikonalnä-
herung kann zurzeit systematisch für Zweielektronenprozesse getestet werden, da sehr
viele COLTRIMS-Daten für die Ion-Helium-Stöße kürzlich gemessen wurden. Für ei-
nige Zweielektronenprozesse existieren auch theoretische Rechnungen mit den CDW-
Methoden. Der ausführliche Vergleich von DCS kann Anhaltspunkte geben, wo und
warum die Grenzen in der theoretischen Beschreibung von diesen Prozessen liegen
bzw. entstehen. Das alles dient dem langersehnten Ziel – die Eigenschaften der Viel-
elektronenprozesse vorauszusagen – näherzukommen.

6.1 Elektronendynamik im Stoßsystem p – He
Die Stöße von Protonen oder mehrfachgeladenen Ionen an Heliumatomen bieten eine
breite Auswahl von nichtelastischen Reaktionen und sind als Testsysteme für die Erfor-
schung von Vielelektronenprozessen geeignet. In dieser Arbeit werden in den folgenden
Abschnitten vor allem die nichtelastischen Prozesse studiert, bei denen ein oder im
Fall eines mehrfachgeladenen Projektils auch zwei Elektronen transferiert werden kön-
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nen. Das sind Einfacheinfang- und Doppeleinfangprozesse. Einfacheinfang kann auch
in Verbindung mit Targetanregung in verschiedene Zustände stattfinden.

Abkürzung Endzustand Erläuterung Q-Wert
SC1(ST) H(1s) +He+(1s) −0.4 a.u.
SC2(ST) H(nl) +He+(1s) n ≥ 2 −0.78 a.u.
SC3(TE) H(1s) +He+(nl) n ≥ 2 −1.9 a.u.
SC4(TE) H(nl) +He+(nl) n ≥ 2 −2.28 a.u.

SE H+ +He(1s, nl) n ≥ 2 −0.76 a.u.
DE H+ +He(nl, nl) n ≥ 2 −1.52 a.u.

Tabelle 6.1: Verschiedene Reaktionskanäle im Stoßsystem p – He und verwendete No-
menklatur.

Zu Beginn der Vorstellung der Resultate der TCBGM-Rechnungen werden die be-
trachteten Reaktionen und ihre Kurzbezeichnungen in Tabelle 6.1 für das Stoßsystem
p – He(1s2) zusammengefasst. Die etwas ungewöhnliche Abtrennung der angeregten
Zustände im Einfang und in der Transferanregung bezieht sich auf die erreichte Ge-
nauigkeit in den letzten COLTRIMS-Experimenten für dieses Stoßsystem, bei denen
nur die notierten Beiträge im Q-Wert-Spektrum identifiziert werden konnten. Der Q-
Wert ist definiert als Differenz zwischen der gesamten (negativen) Bindungsenergie von
allen Elektronen vor (Eib) und nach dem Stoß (Efb )

Q ≡ Eib − E
f
b . (6.1)

Die Energie Efb ist als die Summe der Bindungsenergien definiert, bevor ein strahlender
oder Auger-Zerfall von einem angeregten Zustand im Target oder Projektil stattfinden
wird. Für kleine Streuwinkel und kleinen Energietransfer (Q/EP ≪ 1) ist die Ände-
rung der kinetischen Energie des Projektils gleich Q, was bedeutet, dass der Q-Wert
als die Nichtelastizität des Stoßes betrachtet wird. In den COLTRIMS/MOTRIMS-
Experimenten werden die kinematischen Daten der Rückstoßionen gemessen und an-
hand dieser Daten lässt sich der Q-Wert direkt rekonstruieren. Mit bekannten Werten
für mögliche Eigenzustände des Projektils und des Targets können verschiedene Reak-
tionskanäle und ihre Stärke im Q-Wert-Spektrum identifiziert werden. In der vorliegen-
den Arbeit wird die Notation der Arbeit [229] verwendet, in der die experimentellen
Ergebnisse für die Stoßsysteme p – He und He2+ – He vorgestellt und aus experi-
menteller Sicht sehr ausführlich betrachtet wurden. Zuerst muss beachtet werden, dass
diese Notation für das Stoßsystem He2+ – He(1s2) sich ändern wird, und die Abkür-
zung z. B. für SC2 in beiden Systemen verschiedene Endkanäle zusammenfasst. Dies
wird in der entsprechenden Tabelle 6.3 erläutert. Einen Eindruck von der Qualität des
OPM-Potentials [154], das in dieser Arbeit verwendet wurde, kann man aus Tabelle
6.2 erhalten, in der die mit diesem Potential berechneten Eigenenergien des Heliuma-
toms gezeigt sind. Diese nichtrelativistischen Einteilchenenergien reproduzieren gut die
bekannten Anregungsenergien des Heliumatoms [82].

Für viele Stoßprozesse in diesem System existieren schon experimentelle Daten und
Rechnungen in der Form von differentiellen und totalen Wirkungsquerschnitten. Für
totale Wirkungsquerschnitte kann der Einsatz von TCBGM im Sinne des IEMs mit
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Zustand Energie, (a.u.) (OPM) Energie, (eV) (OPM)
1s -0.9179574623 -24.97890371
2s -0.1583333742 -4.308472092

2p0,1 -0.1274297459 -3.467541235
3s -0.06465535666 -1.759362492

3p0,1 -0.05636033886 -1.533643480
3d0,1,2 -0.05556770084 -1.512074693

4s -0.03495420215 -0.9511526247
4p0,1 -0.03159962323 -0.8598698504

4d0,1,2 -0.03125609380 -0.8505219352
4f0,1,2,3 -0.03124902882 -0.8503296872

Tabelle 6.2: Eigenenergien des Heliumatoms, die mit dem OPM-Potential [154] berech-
net wurden.

Vernachlässigung der Korrelation nicht sehr viel Neues sagen. Diese Stoßsysteme wur-
den gründlich mit BGM z. B. in [164] untersucht, in der verschiedene Responsemodelle
getestet wurden. Nur einige subtile Unterschiede wurden zwischen BGM und den Ex-
perimenten festgestellt. Ohne irgendein Korrelationspotential können die totalen Wir-
kungsquerschnitte nicht mehr viel verbessert werden. Damit klar wird, über welche
Unterschiede zwischen der Theorie und dem Experiment man redet, sind in Abbildung
6.1 die Wirkungsquerschnitte für Einfach- und Nettoeinfang (entspricht dem IEM und
SAE-Modell, die im Abschnitt 4.3.4 betrachtet wurden) mit verschiedenen Achsenska-
lierungen gezeigt. Die verwendete Basis bestand aus den KLMN OPM-Zuständen des
Heliumatoms und aus den KLMN Wasserstofforbitalen für das Projektil. Zusätzlich
wurden 51 BGM-Pseudozustände bis zur Ordnung µ = 5 in die Basis aufgenommen.
Wie man sieht, handelt es sich um kleine aber erkennbare Unterschiede zwischen Theo-
rie und Experiment. Die Unterschiede zwischen IEM und SAE-Modell, d.h. zwischen
Einfach- und Nettoeinfang sind klar – das Schicksal des zweiten Elektrons spielt hier
eine entscheidende Rolle. Die Wahrscheinlichkeiten für diese Prozesse werden mit fol-
genden Formeln entsprechend im IEM und im SAE-Modell

P IEM = P ST = 2pTp1s (6.2)
P SAE = P net = 2pT (6.3)

berechnet. Im Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang bleibt das zweite Elektron im
Grundzustand des Targets und im Wirkungsquerschnitt für Nettoeinfang sind noch
Zweiteilchenprozesse für Doppeleinfang, Transferionisation und Transferanregung im-
plizit enthalten. Wie man sieht, werden beide Wirkungsquerschnitte in der TCBGM-
IEM-Rechnung überschätzt, wobei im Nettoeinfang die Unterschiede am größten sind.
Dies spiegelt das bekannte Auswertungsproblem für Doppeleinfang, der im IEM mit der
Multinomialstatistik fast immer überschätzt wird. Die Ursache dafür ist die unabhän-
gige Beschreibung von jedem Elektron, in der der Doppeleinfang in das einfachgeladene
Projektil nicht richtig behandelt wird. Hier könnte vielleicht das IEV-Modell (Indepen-
dent Events model) die Situation etwas verbessern. Eindeutig ist es aber nicht, da bei
der Produktion des H−-Ions kritischer als der Anfangszustand (der mit IEV modelliert
wird) der Endzustand erscheint.
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Abbildung 6.1: p – He: Totaler Wirkungsquerschnitt für Einfang im Stoßsystem
p – He(1s2) als Funktion der Einschussenergie. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung
für Einfacheinfang (IEM) und Nettoeinfang (entspricht dem SAE-Modell), BDW-4B-
Rechnung (BDW) für Einfacheinfang [93]; Experiment: (a) Einfacheinfang [195], (b)
Nettoeinfang [230], (c) und (d) Einfacheinfang [231, 232], (e) Nettoeinfang [233], (f)
Einfacheinfang [234].

Als illustratives Beispiel wird in der Abbildung 6.1 noch die Rechnung in Stö-
rungstheorie von Manc̆ev et al. (BDW-4B) [93] gezeigt. Es ist klar, dass die störungs-
theoretische Behandlung im Bereich von EP = 1 − 100 keV für dieses Stoßsystem
nicht besonders geeignet ist. Die Situation ändert sich ab EP = 1 MeV vice versa,
bei der die bekannten Probleme bei allen Zweizentrenbasisentwicklungsmethoden auf-
treten [21]. Das oszillatorische Verhalten von Elektronentranslationsfaktoren fordert
sehr hohe Genauigkeit in der Berechnung von Wechselwirkungsmatrixelementen und
TCBGM ist hier keine Ausnahme. Die Genauigkeit kann im Prinzip erhöht werden, es
wird gleichzeitig aber auch die benötigte Rechenzeit steigen und in der Praxis sind sol-
che Rechnungen nicht mehr attraktiv. Die Wahl der BDW-Rechnung für den Vergleich
von totalen Wirkungsquerschnitten ist nicht zufällig. Die differentiellen Wirkungsquer-
schnitte für nichtelastische Prozesse bezüglich des Projektilstreuwinkels wurden für
Ion-Helium-Stoßsysteme fast ausschließlich mit CDW-artigen Theorien berechnet. Die-
se Wirkungsquerschnitte sind das Hauptthema der nächsten Abschnitte, in denen die
Ergebnisse der TCBGM-Rechnung mit IEM und SAE-Modell mit den letzten Experi-
menten und repräsentativen Theorien verglichen werden.

6.1.1 Differentielle Wirkungsquerschnitte für inelastische Ein-
und Zweielektronenprozesse

Die Untersuchung von differentiellen Wirkungsquerschnitten für Einfacheinfang des
Elektrons als Funktion des Projektilstreuwinkels gibt eine gute Möglichkeit die Phy-
sik der Vielelektronenprozesse aus dem Blickwinkel des IEMs zu testen und zu er-
forschen. Die Abweichungen von dem Experiment können die Stelle zeigen, bei der
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diese Beschreibung einen begrenzten Anwendungsbereich hat. Dies kann zumindest
teilweise als Hinweis für die Rolle der Korrelation verstanden werden. Die Elektron-
Elektron-Korrelation (dynamische und statische Korrelation), die in der TCBGM-IEM-
Rechnung durch die Vernachlässigung des Korrelationspotentials als Bestandteil des
Kohn-Sham-Potentials und in der Auswertung durch die Multiplikation der Wahr-
scheinlichkeiten bzw. Amplituden vollständig ausgeschlossen wird, kann eine gewisse
Rolle in diesem System spielen. Das ist zu erwarten, da z. B. der Anteil der statischen
Korrelationsenergie im Heliumatom im Grundzustand (mit Ausnahme von H−-Atom)
am größten ist.

Dieses Stoßsystem kann auch unter einem etwas anderen Blickwinkel betrachtet
werden. Die Entdeckung der Wellennatur von Quantenteilchen war ein wissenschaft-
licher Triumph in der Geschichte der Menschheit. Die gewisse Analogie in der Be-
schreibung der Streuamplituden in den Ion-Atom-Stößen und der Amplitude in der
Fraunhofer-Beugung wurde schon im Abschnitt 4.3.3 erwähnt. Das aus der Optik altbe-
kannte Phänomen der Fraunhofer-Beugung wird dank der modernen Experimentaltech-
nik auch in den Ion-Atom-Stößen direkt beobachtet. Aus theoretischer Sicht hilft diese
Analogie solche Quanteneffekte intuitiv zu verstehen, die eigentlich nur mit sehr inten-
siven Rechnungen bekommen werden können. Vor ein paar Jahren wurden die Struk-
turen im differentiellen Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang in den MOTRIMS-
Experimenten für das Stoßsystem Li+ – Na als Fraunhofer-Diffraktion identifiziert und
mit AO-Rechnungen bestätigt [9].

Unter der Bedingung, dass die Reaktion mit dem Elektroneneinfang zu der Dif-
ferenz ∆M = 0 führt (d. h. die Eikonalformel für Streuamplitude mit der in der
Optik verwendeten Form ähnlich ist – siehe (4.62)), kann der Abstand zwischen den
in der ersten Näherung äquidistanten Minima in dem Diffraktionsbild mit einfachen
Überlegungen als ∆θ = λ/2bmax berechnet werden [184, 9]. Die klassische Interpreta-
tion von bmax entspricht dem Radius der Kreisblendenöffnung. Die Formel kann für
das Ion-Atom-Streusystem übernommen werden. Der Einfangprozess im Stoßsystem
p – He und die Entstehung des Wasserstoffatoms erfolgt in der „Wahrscheinlichkeit-
Kreisblendenöffnung” mit dem Radius bmax, der dem maximalen Stoßparameter ent-
spricht, bei dem die elektronische stoßparameterabhängige Übergangsamplitude in dem
Eikonalintegral (4.62) noch signifikante Werte annimmt. Ein Indiz für die Entstehung
solcher Diffraktionsstrukturen kann die stoßparameterabhängige Übergangsamplitude
sein, bei der die Beiträge von wenigen engen Stoßparameterbereichen kommen. Diese
Bereiche definieren die Trajektorien, bei denen der Prozess hauptsächlich stattfindet.
Mit der de-Broglie-Wellenlänge λ = λdB = 2π/k mit k = µPTvP/~ für das Projektil im
Schwerpunktsystem bekommt man dank der Analogie mit der Optik

∆θ = π

kbmax
. (6.4)

Diese Formel gibt näherungsweise die Abstände zwischen den Minima in den diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitten und kann auch direkt überprüft werden.

6.1.1.1 Einfacheinfang

Die Einfangprozesse, die in der vorliegenden Arbeit von besonderem Interesse sind,
waren das Thema von vielen anderen veröffentlichten Studien in einem sehr breiten
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Energiebereich. Allerdings muss man auch festhalten, dass diese Prozesse nur aus-
zugsweise theoretisch untersucht wurden. Die Mehrheit von diesen Studien basierte
auf Varianten der CDW-Methode, die eigentlich nur bei hohen Projektilenergien an-
wendbar ist. Eine lange und vollständige Liste kann man in [93] und [235] finden.
Im Bereich von niedrigen und mittleren Energien ist aber zu erwarten, dass die elek-
tronischen Übergangsamplituden von AO- und MO-Basisentwicklungsmethoden, die
die experimentellen Daten für totale Wirkungsquerschnitte besser beschreiben kön-
nen, auch für die Berechnung von differentiellen Wirkungsquerschnitten gut geeignet
sind. Tatsächlich wurden differentielle Wirkungsquerschnitte bei EP = 0.5 − 5 keV für
Einfacheinfang in alle Schalen des Wasserstoffatoms in der Arbeit von Johnson et al.
[236] mit MO-Entwicklung berechnet und dabei wurde eine gute Übereinstimmung mit
dem Experiment erzielt. Eine Überraschung war es nicht, da sich bei solch langsamen
Stößen die molekulare Natur des Stoßsystems deutlich zeigt. Mit steigender Projek-
tilenergie können die Elektronen wohldefinierte Molekularzustände nicht mehr bilden
und die AO-Entwicklungsmethoden sind hier am besten geeignet. AO-Rechnungen für
Einfacheinfang im System p – He wurden von Slim et al. [237] und Martin et al. [238]
durchgeführt.

Die mit der TCBGM in der Eikonalnäherung berechneten differentiellen Wirkungs-
querschnitte für Einfacheinfang bei langsamen Stößen sind in den Abbildungen 6.2
und 6.4 gezeigt. In Abbildung 6.2 sind differentielle Wirkungsquerschnitte dσ/dθ (oh-
ne Integration über Winkel φ) für Einfacheinfang und die Diffraktionsbilder für diese
Wirkungsquerschnitte (mit der Annahme, dass σ von φ unabhängig ist) dargestellt.
Man sieht deutlich die bekannten Fraunhofer-Diffraktionsstrukturen. Mit vP ≈ 0.25
a.u. und bmax ≈ 3 a.u. für EP = 1.5 keV, sowie vP ≈ 0.45 a.u. und bmax ≈ 4 a.u. für
EP = 5 keV (s. Abbildung 6.3) können die Abstände ∆θ zwischen Diffraktionsminima
berechnet werden. Für EP = 1.5 keV ist der berechnete Abstand ∆θc.m. = 2.9 mrad,
nach der Transformation zum LAB-System (s. Anhang 9.2) ∆θLAB = 2.3 mrad und
für EP = 5 keV entsprechend ∆θc.m. = 1.2 mrad und ∆θLAB = 1 mrad. Trotz sehr ap-
proximativen Überlegungen werden diese Werte mit in der Eikonalnäherung mit (4.62)
berechneten differentiellen Wirkungsquerschnitten in Abbildung 6.2 reproduziert. Die
TCBGM-Rechnung sagt die Beiträge in die angeregten Zustände als sehr klein voraus,
d.h. der Einfang wird überwiegend in den Grundzustand des Wasserstoffatoms statt-
finden. In Abbildung 6.2 sind trotzdem die Wirkungsquerschnitte als die Summe über
alle Einfangzustände gezeigt, was dem Experiment und der MO-Rechnung entspricht
[236].

Die Abbildung 6.4 zeigt differentielle Wirkungsquerschnitte dσ/dΩ in einem Pro-
jektilenergiebereich EP = 1.5 − 20 keV integriert über den Winkel φ, was dem Ko-
effizient (2π sin θ)−1 für den Wirkungsquerschnitt dσ/dθ entspricht. TCBGM-IEM-
Wirkungsquerschnitte stimmen mit der MO-Rechnung und mit dem Experiment re-
lativ gut überein, wobei eine gewisse „Phasendifferenz” in dem zweiten Minimum für
EP = 5 keV sichtbar ist. In einem semiklassischen Bild werden solche Strukturen als
Interferenz der Streuamplituden interpretiert, die den Übergängen zwischen quasimo-
lekularen Zuständen in den zwei räumlich getrennten einlaufenden und auslaufenden
Bereichen der Streubahn entsprechen. Es wurde auch demonstriert, dass die Positio-
nen der Interferenzminima sehr empfindlich auf die Basisdarstellung der elektronischen
Wellenfunktion sind [239]. Die Molekulareffekte können also als die ersten Kandidaten
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Abbildung 6.2: p – He, EP = 1.5 − 5 keV: Diffraktionsbilder (links) aus der TCBGM-
Rechnung und differentielle Wirkungsquerschnitte dσ/dθ (rechts) für Elektronenein-
fangprozesse in alle Schalen als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM-
Rechnung TCBGM (Σn) mit IEM, MO-Rechnung MO (Σn) [236]. Experiment: [236].
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Abbildung 6.3: p – He, EP = 1.5 − 5 keV: Übergangswahrscheinlichkeiten für Elektro-
neneinfangprozess in den Grundzustand aus der TCBGM-Rechnung als Funktion des
Stoßparameters.

für diese Diskrepanz verantwortlich gemacht werden. Dass dies nur teilweise richtig sein
kann, zeigen aber die TCBGM-Wirkungsquerschnitte für EP = 1.5 keV, bei denen nur
eine sehr kleine Differenz zwischen der TCBGM-IEM und der MO-Rechnung für die
Interferenzminima sichtbar ist. Man erwartet im Allgemeinen eine andere Situation,
bei der die Molekulareffekte in langsamen Stößen eine zunehmende Rolle spielen. Ohne
experimentelle Daten ist es schwer das Verhalten von diesen theoretischen Wirkungs-
querschnitten zu erklären.

Zusätzlich zu den Wirkungsquerschnitten aus der TCBGM-IEM-Rechnung, in der
die elektronische Übergangsamplitude für beide Elektronen als ein Produkt der Einteil-
chenamplituden berechnet wird, werden auch differentielle Wirkungsquerschnitte aus
der TCBGM-Rechnung mit dem SAE-Modell für die Übergangsamplitude gezeigt. Als
ein Abschirmpotential für die Wechselwirkung zwischen dem Projektil und dem Target
und dem zweiten Elektron in der Eikonalphase wurde das Potential

VS(R) = ZP (ZT − 1)
R

+ ZP

( 1
R

+ λ
)

exp (−2λR) , λ = 1.6785 (6.5)

aus der Arbeit von Martin et al. [238] übernommen. Die Erläuterung von VS (R) wur-
de bereits in Abschnitt 4.3.3 gegeben (siehe (4.89)). Der Vergleich der Unterschiede
zwischen IEM und SAE-Modell in der TCBGM-Rechnung ist sehr interessant. Vor al-
lem bei EP = 1.5 keV erscheint es, als ob dieses parametrisierte Potential VS nicht
sehr gut wäre. Mit steigender Projektilenergie wird der mit dem SAE-Modell für die
Übergangsamplitude berechnete DCS aber immer besser.

Vor allem bei den Energien EP = 10− 20 keV sieht man ein deutliches Verschwinden
der Interferenzminima in den differentiellen Wirkungsquerschnitten des SAE-Modells,
während im DCS mit IEM diese Minima mit steigender Energie zwar schwächer werden,
aber auch bei höheren Energien erhalten bleiben. Mindestens zwei Schlussfolgerungen
können aus dieser Abbildung gezogen werden. Erstens kann die Herkunft dieser Minima
in DCS mit IEM im Energiebereich EP = 10 − 20 keV als nicht verschwundene In-
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Abbildung 6.4: p – He, EP = 1.5 − 20 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Elektroneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM (n = 1)
und TCBGM (Σn) sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung für
Einelektroneneinfang entsprechend in die erste und alle Schalen (KLMN) des Was-
serstoffatoms, MO-Rechnung MO(Σn) [236]. Experiment: Exprt. (1) - Einfang in alle
Schalen [236].
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terferenz von Phasen der elektronischen Übergangsamplituden und dem Phasenfaktor
der Kern-Kern-Wechselwirkung in dem Eikonalintegral betrachtet werden – das oszil-
latorische Verhalten der Bessel-Funktion wird nicht ausreichend mit dieser Interferenz
ausgeglichen. Zweitens kann man vermuten, dass das Modell unabhängiger Elektronen
für die Zweiteilchenübergangsamplitude in diesem Energiebereich für die Berechnung
der DCS in der Eikonalnäherung nicht besonders gut ist.
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Abbildung 6.5: p – He, EP = 25 − 75 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Elektroneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM (Σn):
IEM, SAE sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung für Einelek-
troneneinfang in alle Schalen (KLMN) mit IEM und SAE-Modell, und TCBGM (Σn)
IEM-NN ist die Rechnung ohne Kern-Kern-Phasenfaktor für das Coulomb-Potential.
TCBGM(Σn) CL ist der mit (4.46) berechnete klassische DCS für Einfang in alle
Schalen (KLMN). Weitere Theorien: Born-Distorted-Wave-Rechnung (BDW) [93]. Ex-
periment: Exprt. (2) [238], Exprt. (3) [240, 241] – Einfang in alle Schalen.

Die Abbildung 6.5, in der die neusten Daten aus dem COLTRIMS-Experiment für
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EP = 25 − 75 keV gezeigt sind, bestätigt diese Aussagen. Das Experiment tendiert zu
dem DCS mit SAE-Modell. Die älteren bekannten experimentellen Daten aus [238] sind
den neuen COLTRIMS-Daten ähnlich, haben aber deutlich größere Meßfehler, die hier
nicht gezeigt sind um die Bilder klarer zu machen. Es ist wichtig zu erwähnen, dass eine
existierende Zweielektronen-Rechnung von Slim et al. [237] im vergleichbaren Energie-
bereich mehr dem SAE-Modell entspricht. Zusätzlich sind auch die mit dem klassischen
Ansatz (4.46) berechneten DCS (TCBGM CL) und auch DCS mit SAE(VC)-Modell
gezeigt, bei denen als Streupotential das nackte Coulomb-Potential VS = VCoulomb
mit der Targetladung Z = 1 verwendet wurde. In der Berechnung des TCBGM-CL-
Wirkungsquerschnittes wurde das SAE-Modell-Abschirmpotential (6.5) benutzt und
die TCBGM CL DCS und TCBGM SAE DCS stimmen im Bereich großer Projek-
tilstreuwinkel überein, wie es erwartet wird. Die Beschreibung für TCBGM CL DCS
mit (4.46) ist laut Greenland [177] durch θ ' 0.5 mrad begrenzt. In der Tat zeigt
der klassische Wirkungsquerschnitt in diesem Winkelbereich (θ = 0 − 5 mrad) eine
kontinuierliche Steigerung ohne irgendwelche Strukturen. Der Verlauf von diesem DCS
ist aber in diesem Winkelbereich falsch und entspricht nicht dem Experiment und den
theoretischen quantenmechanischen DCS.

Der Vergleich von Wirkungsquerschnitten im IEM, SAE-Modell und SAE(VC)-
Modell zeigt die Abhängigkeit und Empfindlichkeit dieser DCS zu der Phase im Ei-
konalintegral. Die elektronische Einteilchenübergangsamplitude c1s

ii für den Verbleib
des zweiten Elektrons am Target in der Formel für die Zweiteilchenübergangsampli-
tude (4.74) trägt zur Struktur mit dem Minimum im DCS mit IEM bei. Ohne diese
Amplitude c1s

ii wird eine deutliche Verbesserung nur bei EP = 25 keV im DCS mit
SAE(VC)-Modell beobachtet. Das SAE(VC)-Modell sollte aber als ein schwächeres Mo-
dell im Vergleich mit dem SAE-Modell betrachtet werden, in dem das parametrisierte
Abschirmpotential (6.5) verwendet wird. Es gibt also keinen wichtigen Grund diesen
Wirkungsquerschnitt mit steigender Energie zu verfolgen.

Die differentiellen Wirkungsquerschnitte TCBGM IEM-NN mit abgeschaltetem
Coulomb-Potential-Eikonalphasenfaktor für die Kern-Kern-Wechselwirkung sind in
dieser Abbildung für alle drei Energien offensichtlich nicht richtig. Es gibt aber ein
Grund diese DCS hier zu zeigen, da mit steigender Projektilenergie eine bekannte und
trotzdem interessante Gesetzmäßigkeit beobachtet wird. Die Strukturen in DCS mit
IEM werden in der Eikonalnäherung durch das oszillatorische Verhalten der Bessel-
Funktion und die Phaseninterferenzen zwischen elektronischen Amplituden und dem
Coulomb-Potential-Phasenfaktor verursacht. Der Einfluss von jedem Faktor ist ver-
schieden in verschiedenen Winkelbereichen und hängt sehr stark auch von der Projek-
tilenergie ab. Für relativ schnelle Stöße wird die Situation klarer und die nichtelastische
Streuung, die zu den verschiedenen Winkeln führt, kann interpretiert werden. Bei klei-
nen Streuwinkeln dominiert die Projektil-Elektron-Wechselwirkung und die Streuung
in große Winkel entspricht der Kern-Kern-Streuung. Im mittleren Winkelbereich, der
Winkeln in der Nähe von θ ≈ 0.5 mrad entspricht, findet eine Überlagerung der Pro-
zesse statt. Wie erwartet, beschreibt IEM-NN DCS ohne Kern-Kern-Wechselwirkung
mit steigender Energie immer besser die experimentellen Daten im Bereich von kleinen
θ, und diese Winkel entsprechen eigentlich der Projektil-Elektron-Wechselwirkung und
großen Stoßparametern. Dieses Verhalten des TCBGM CL DCS kann in den Abbil-
dungen 6.6 und 6.7 verfolgt werden.
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Die CDW-artige BDW-Rechnung1 von Manc̆ev et al. [93] ist in der Abbildung für
EP = 50 keV zusätzlich gezeigt. Es ist klar, dass die störungstheoretische Behandlung
bei solchen Stoßenergien noch nicht besonders gut ist und der theoretische Wirkungs-
querschnitt aus der BDW-Rechnung bestätigt dies deutlich.
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Abbildung 6.6: p – He, EP = 100 − 300 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Elektroneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM (Σn):
IEM, SAE sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung für Einelek-
troneneinfang in alle Schalen (KLMN) mit IEM und SAE-Modell, und TCBGM (Σn)
IEM-NN ist die Rechnung ohne Kern-Kern-Phasenfaktor für das Coulomb-Potential.
TCBGM (n = 1) IEM ist die TCBGM-Rechnung mit IEM für Einfang in die ers-
te Schale. Weitere Theorien: CDW-BFS [94], BDW [93], CDW-3B [242], CDW-EIS2
[235]. Experiment: Exprt. (4) - Einfang in die erste Schale [229], Exprt. (5) - Einfang
in alle Schalen [243], Exprt. (6) - Einfang in alle Schalen von Loftager P, 2002 (aus
[93]).

1Born-Distorted-Wave
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Abbildung 6.7: p – He, EP = 400 − 2800 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Elektroneneinfangprozesse als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: TCBGM (Σn):
IEM, SAE sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung für Einelek-
troneneinfang in alle Schalen (KLMN) mit IEM und SAE-Modell, und TCBGM (Σn)
IEM-NN ist die Rechnung ohne Kern-Kern-Phasenfaktor für das Coulomb-Potential.
TCBGM (n = 1) IEM ist die TCBGM-Rechnung mit IEM für Einfang in die ers-
te Schale. Weitere Theorien: CDW-BIS [242], CDW-BFS [94], CDW-EIS1 [244] und
CDW-EIS2 [235]. Experiment: Exprt. (4) - Einfang in die erste Schale [229], Exprt.
(5) - Einfang in alle Schalen [243], Exprt. (6) - Einfang in alle Schalen von Loftager P,
2002 (aus [93]), Exprt. (7) - Einfang in die erste Schale [245].

Die aktuellen differentiellen Wirkungsquerschnitte aus der TCBGM-Rechnung und
die DCS aus einigen anderen veröffentlichten Rechnungen (Varianten der CDW-
Methode) sind für Einfacheinfang bei höheren Projektilenergien in den Abbildungen
6.6 und 6.7 dargestellt. Ab etwa EP = 100 keV können die CDW-Rechnungen schon gut
die experimentellen Daten reproduzieren. In allen theoretischen Wirkungsquerschnitten
aus CDW-Rechnungen werden aber Strukturen von verschiedener Stärke in dem Win-
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kelbereich um θ = 0.5 mrad beobachtet. Noch interessanter ist, dass diese Strukturen
sich unmittelbar in dem Winkelbereich befinden, in dem bekannte Thomas-Prozesse
(vor allem der P-e-T-Thomas-Prozess mit θT1 = sin (π/3)me/MP = 0.47 mrad, der zu
Einfacheinfang führt, wobei das zweite Elektron am Target bleiben kann) bei deutlich
höheren Energien beobachtet werden. Obwohl die betrachteten Projektilenergien signi-
fikante Beiträge von den Thomas-Prozessen ausschließen, kann die Änderung in dem
Verlauf der experimentellen DCS bei θ ≈ 0.5 mrad schon als ein deutlicher Hinweis
auf eine qualitative Änderung des Streumechanismus interpretiert werden. Der Winkel
θ ≈ 0.54 ist der maximal mögliche Projektilstreuwinkel durch eine Wechselwirkung des
Projektils mit einem ruhenden Elektron und die Streuung in größere Winkel kann nur
durch die Beteiligung der Kern-Kern-Streuung erreicht werden unter der Bedingung,
dass das zweite Elektron am Target in seinem Grundzustand bleibt.

Die Wirkungsquerschnitte aus den TCBGM-Rechnungen (mit IEM und SAE-
Modell) beschreiben im Gegensatz zu den CDW-Rechnungen den Verlauf der expe-
rimentellen DCS mindestens bis zu EP = 630 keV schon sehr gut und insbeson-
dere im Winkelbereich mit Strukturen in den CDW-Rechnungen. Die Übereinstim-
mung von DCS mit dem IEM und SAE-Modell steigt mit der Projektilenergie und
ab EP = 300 keV sind diese DCS kaum unterscheidbar. Das ist eine verständliche
Tendenz, da mit steigender Energie der absolute Wert für die Übergangsamplitude für
den Verbleib des zweiten Elektrons immer näher zu 1 sein wird und die Phase dieser
Amplitude nur sehr schwach von dem Stoßparameter bei hohen Energien abhängig ist.

Die experimentellen Daten in diesen Abbildungen stammen sowohl aus der Vor-
COLTRIMS-Ära als auch aus verschiedenen Generationen der COLTRIMS-Apparatur.
Die letzten und mit hoher Wahrscheinlichkeit genausten experimentellen DCS kom-
men aus dem Exprt. (4), die in der Doktorarbeit von Schöffler [229] veröffentlicht
wurden. Die älteren COLTRIMS-Daten aus Exprt. (5) von Mergel et al. [243] sind
dagegen etwas fraglich, vor allem in welche Zustände der Einfang gemessen wurde. In
der Originalarbeit wird der Einfang in alle Zustände des Projektils genannt und dies
stimmt einigermaßen mit den theoretischen DCS für EP = 100 − 400 keV überein. Bei
EP = 630 keV können aber Daten von zwei COLTRIMS-Experimenten (Exprt. (5) von
Mergel [243] und Exprt. (4) von Schöffler [229]) direkt verglichen werden und es besteht
eine starke Diskrepanz in den differentiellen Wirkungsquerschnitten für den Einfang in
alle Zustände des Projektils. In [229] wird die Verflachung des Wirkungsquerschnittes
bei dieser Energie auf den verbliebenen Untergrund aus Reaktionen mit warmem Rest-
gas zurückgeführt, das vermutlich nicht ausreichend gut abgezogen werden konnte. Es
ist aber sehr auffallend, dass die TCBGM Rechnung für den Einfang in alle Zustände
einen ziemlich ähnlichen Verlauf für diesen Wirkungsquerschnitt zeigt. Anhand dieser
Daten stellt sich die Frage über die mögliche Rolle des P-e-T-Thomas-Prozesses bei
dieser Energie und die Möglichkeit der Beschreibung von diesem Prozess im Rahmen
des in dieser Arbeit verwendeten theoretischen Modells. Aus dem Blickpunkt der Streu-
theorie wird der P-e-T-Thomas-Prozess mit dem zweiten Term des T-Matrixelements
der Bornschen Reihe beschrieben. Die Abtrennung der Terme, und entsprechend die
Anordnung der Prozesse nach dem Wechselwirkungsgrad ist in der hier verwendeten
Beschreibung nicht möglich. Jedoch, wenn die Näherung für die Streu- und Endzustän-
de im T-Matrixelement ausreichend gut ist, wird dieser Prozess im Prinzip im Modell
enthalten sein.
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Die Energie EP = 630 keV ist die größte Projektilenergie, bei der der Einfang in
alle Zustände des Projektils mit TCBGM-Übergangsamplituden in der Eikonalnähe-
rung mit gewisser Sicherheit berechnet werden konnte, ohne die Skalierungsgesetze der
Störungstheorie zu verwenden. Bei EP = 1000 und 2800 keV ist die Qualität der stoßpa-
rameterabhängigen Übergangsamplituden für den Einfang in Zustände mit n > 1 nicht
ausreichend. Die stark oszillierenden Phasen in den elektronischen Übergangsamplitu-
den werden sogar bei einem sehr dichten Stoßparametergitter (über 200 Stoßparameter
von b = 0 bis b = 20 a.u.) nicht ausreichend aufgelöst und verhindern eine hinreichende
Genauigkeit bei der Integration. Die resultierenden DCS zeigen dann schwache unklare
Oszillationen, sehen aber dem TCBGM-DCS für EP = 630 keV ähnlich – sind al-
so deutlich flacher und liegen höher als die experimentellen DCS für den Einfang in
alle Zustände bei EP = 1000 keV im Winkelbereich θ > 0.5 mrad. Bei der Bewer-
tung von TCBGM-Rechnungen bei EP = 2800 keV muss beachtet werden, dass für
einen angemessen Vergleich von experimentellen Daten und Theorie eine Anpassung
mit der experimentellen Auflösungsfunktion notwendig ist und diese Prozedur nur in
der CDW-EIS2-Rechnung [235] durchgeführt wurde.
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Abbildung 6.8: p – He, EP = 60 − 300 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Elektroneneinfangprozesse nach n=1 (SC1) und n>1 (SC2) als Funktion des Projek-
tilwinkels. Theorie: TCBGM IEM (n > 1) ist die TCBGM-Rechnung für Einelektro-
neneinfang in n > 1 Schalen (LMN) mit IEM. TCBGM IEM (n = 1) ist die TCBGM-
Rechnung mit IEM für Einfang in die erste Schale. Experiment: Exprt. (4) [229].

Dass diese Probleme für niedrigere Energien nicht sehr groß sind, zeigt Abbildung
6.8, in der die differentiellen Wirkungsquerschnitte für den Einfang in n = 1 (SC1)
und für den Einfang in n > 1 (SC2) mit den experimentellen DCS aus [229] verglichen
werden. Der starke Rückgang der experimentellen Wirkungsquerschnitte bei EP =
300 keV kann durch eine kleinere Streuwinkelakzeptanz des Detektors im COLTRIMS-
Experiment bei höheren Energien erklärt werden. Bei niedrigeren Energien (EP = 60 −
100 keV) werden aber deutliche Oszillationen bei größeren Streuwinkeln beobachtet.
In [229] wird als Ursache die Interferenz zwischen den verschiedenen Reaktionswegen
innerhalb des Korrelationsdiagramms oder auch eine Überlagerung zwischen ein- und
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auslaufendem Kern innerhalb des gleichen molekularen Zustandes genannt. Es kann
nicht erwartet werden, dass diese Oszillationen in der Eikonalnäherung vollständig
reproduziert werden, da diese phasenempfindliche Information durch die Verwendung
der gemeinsamen Eikonalphase für alle Reaktionen mit der Geraden-Bahn-Näherung
gemittelt und verwischt dargestellt wird. Dies ist tatsächlich in Abbildung 6.8 in allen
TCBGM-DCS zu erkennen.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die in der Eikonalnäherung mit TCBGM
berechneten differentiellen Wirkungsquerschnitte für Projektilstreuung, die dem Ein-
facheinfang in verschiedene Zustände des Projektils entsprechen, hinreichend gut mit
dem IEM beschrieben werden. Die Strukturen in DCS mit IEM bei EP = 10 − 75 keV
zeigen eine gewisse Begrenzung des IEMs für die Modellierung der Zweiteilchenüber-
gangsamplituden oder auch der Eikonalnäherung in diesem Energiebereich. Die ex-
perimentell bestätigte Existenz von solchen Strukturen bei niedrigeren Energien und
das Verschwinden bei höheren Energien geben einen Hinweis darauf, dass die ge-
wisse Kohärenz in der Theorie, die zur Interferenz der Phasen und entsprechend zu
den Strukturen im DCS führt, im Experiment bei höheren Energien nicht besteht.
Es ist auch vorstellbar, dass mit einer zusätzlichen Phase in der Zweielektronenüber-
gangsamplitude (4.74) das IEM in diesem Energiebereich „reparierbar” ist. Die IEM-
Zweiteilchenwahrscheinlichkeiten, die mit Hilfe von den absoluten Werten der Einteil-
chenübergangsamplituden berechnet werden, sind auf eine zusätzliche stoßparameter-
abhängige Phase unempfindlich und werden für dieses Zweiteilchenprozess erhalten
bleiben. Eine konkrete theoretische Begründung einer solchen Phase kann im Rahmen
des IEMs für die Zweiteilchenamplitude aber nicht gegeben werden und darf nur als
eine Spekulation betrachtet werden. Eine modifizierte Eikonalphase für die Kern-Kern-
Wechselwirkung, die einer Coulomb-Trajektorie der Kerne entspricht, wurde in erster
Näherung in der Arbeit von Forster et al. [246] berechnet. Testrechnungen für p – He
bei Ep = 5 − 100 keV im Rahmen der vorliegenden Arbeit haben aber gezeigt, dass
diese modifizierte Phase bei den betrachteten Stoßenergien keinen Effekt auf den DCS
hat. Man kann die Frage stellen, ob die Coulomb-Bahn in der Propagation der Elektro-
nendynamik solch eine zusätzliche Phase liefern kann. Um das zu beantworten, müssen
aber einige nicht triviale Änderungen im TCBGM vorgenommen werden, was jedoch
über den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht.

6.1.1.2 Transferanregung

Während die Transferprozesse in diesem Stoßsystem seit Jahren studiert worden sind,
sind differentielle Wirkungsquerschnitte für Transferanregung-Zweielektronenprozesse
(TE) erst vor kurzem veröffentlicht worden [240]. Alle „echten” Zweielektronenprozes-
se, bei denen die Zustände von beiden Elektronen im Stoß geändert werden, sind für
die Experimentatoren mit ernsten Problemen der Messung und Auswertung verbun-
den. Der Prozess des Einfangs von einem Targetelektron mit simultaner Anregung des
zweiten Elektrons ist aus experimenteller Sicht kinematisch der einfachste Zweiteil-
chenprozess und bietet eine attraktive Möglichkeit für die Erforschung der Korrelati-
onseffekte. Auch für die Theorie ist die Einbeziehung der Elektronenkontinuumszustän-
de sehr schwierig. Die elektronischen Endzustände in der Transferanregung sind aber
wohlbekannt und stellen keine echte Schwierigkeit dar. Die Beschreibung im Sinne des
TCBGM-IEM-Formalismus kann also hier direkt verwendet werden, da die entspre-
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chenden Einteilchenübergangsamplituden mit den Phasen für Transfer und Anregung
in der Dynamik berechnet werden. Es ist klar, dass eine Vielzahl von verschiedenen
Korrelationsmechanismen, wie der P-e-e-Thomas-Prozess oder Shake-up-Prozesse2 zu
TE beitragen können und die Beschreibung, die auf der Eikonalnäherung mit IEM ba-
siert, auch scheitern kann. Jedoch kann erwartet werden, dass diese Prozesse zu dem
gesamten Wirkungsquerschnitt ähnlich der Transferionisation nur bei höheren Energi-
en deutlich beitragen werden, folglich sieht eine IEM-Behandlung von TE-Prozessen
nicht unvernünftig aus.

Die Abbildung 6.9 zeigt die mit TCBGM in der Eikonalnäherung berechneten dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitte für Transferanregung (entspricht Endzuständen für
SC3 in Tabelle 6.1) mit IEM für die Zweielektronenübergangsamplitude. Zusätzlich
zu diesen Wirkungsquerschnitten sind auch die mit dem klassischen Ansatz berech-
neten DCS für diesen Zweiteilchenprozess gezeigt, bei der Berechnung von denen als
das Abschirmpotential wiederum das parametrisierte Potential (6.5) verwendet wur-
de. Der Einfang im SC3-Prozess findet in den Wasserstoffgrundzustand statt und das
zweite Elektron wird in einen der Zustände des Targets (LMN Schalen) angeregt. Die
Auflösung der einzelnen angeregten Zustände ist zumindest zu diesem Zeitpunkt ex-
perimentell nicht möglich. In der Rechnung dominiert, wie erwartet, der Prozess mit
dem Einfang nach n = 1 und gleichzeitiger Anregung nach n = 2, was der kleinsten
möglichen Energiedifferenz zwischen dem Anfangs- und Endzustand der Elektronen
entspricht.

Die klassischen DCS und DCS in der Eikonalnäherung sind sehr ähnlich bei großen
Projektilstreuwinkeln, haben dagegen verschiedene Steigungen im Bereich von kleinen
Winkeln und sehen im Vergleich mit dem Experiment nicht sehr überzeugend aus. Es
fehlt eine hinreichende Übereinstimmung mit den experimentellen Daten in beiden Fäl-
len der theoretischen DCS, und das kann als eine Schwachstelle der IEM-Beschreibung
verstanden werden. Spezifische Korrelationsprozesse können diesen Abweichungen aber
nicht zugeschrieben werden. Die Endzustände in diesem Prozess sind nicht korreliert,
und die Abweichungen entstehen eher in der Propagation der Dynamik (durch nicht
erfasste dynamische Korrelation im IEM). Es ist auffallend, dass die Transferanre-
gungsprozesse mit weiter steigender Energie meistens unterschätzt werden, was auch
auf durch die Theorie nicht erfasste Prozesse gedeutet werden kann.

Einen weiteren Vergleich der berechneten Wirkungsquerschnitte mit experimentel-
len COLTRIMS-Daten [229] bietet Abbildung 6.10. Einen Durchbruch in der Beschrei-
bung der DCS bei höheren Energien ist jedoch nicht festzustellen. Nur bei EP = 100
und 150 keV ist die Übereinstimmung mit dem Experiment für SC3 und auch SC4 zu-
friedenstellend. Bei EP = 300 keV fehlt wieder dem theoretischen DCS ein signifikanter
Beitrag.

2Die „shake”-Prozesse sind quantenmechanische Phänomene. Voraussetzung ist eine plötzliche Än-
derung des effektiven Targetpotentials, bei der das erste Elektron schnell eingefangen oder ionisiert
wird. Die Wellenfunktion des zweiten am Target gebundenen Elektrons ist keine Eigenfunktion des
neuen Hamiltonians, sondern hat einen Überlapp mit dessen diskreten und kontinuierlichen Spek-
trum. Man unterscheidet dann „shake-up/-down”, „shake-over” und „shake-off” Prozesse, bei denen
das zweite Elektron entsprechend an-/abgeregt, ins Projektil eingefangen oder ionisiert wird. Die
Wahrscheinlichkeiten für „shake-off” und „shake-up” Prozesse sind praktisch unabhängig von den Ei-
genschaften des Projektils (Z, b, vP ) und für „shake-over” Prozesse abhängig von der Geschwindigkeit
der „Entfernung” des ersten Elektrons und der Änderung des Targetpotentials [247].
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Abbildung 6.9: p – He, EP = 25 − 75 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Transferanregung (SC3) als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: IEM sind die in
dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung für Transferanregung (SC3) mit
IEM und CL ist der mit (4.46) berechnete klassische DCS für SC3. Experiment: Exprt.
(3) [240] entspricht dem Prozess SC3 in der Tabelle 6.1.
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Abbildung 6.10: p – He, EP = 60 − 300 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte
für Transferanregung (SC3 und SC4) als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: in
Eikonalnäherung mit TCBGM berechneter DCS für Transferanregung (SC3 und SC4)
mit IEM für Zweielektronenamplitude. Experiment: Exprt. (4) [229].

Die Betrachtung des Zweielektronenprozesses für Transferanregung als unabhängige
Prozesse für den Einfang und Anregung durch die Multiplikation der Einteilchenüber-
gangsamplituden und entsprechende Summierung der differentiellen Wirkungsquer-
schnitte löscht die Interferenz zwischen allen einzelnen Zweiteilchen-Reaktionskanälen.
Die Abweichung der experimentellen Daten vom theoretischen DCS gibt den Hinweis,
dass die Beschreibung in diesem Sinne nicht ausreichend ist. Bei den betrachteten nicht
zu hohen Energien (EP < 100 keV) können die Prozesse des Transfers und der Anregung
zeitlich getrennt sein und einen weiteren Schritt könnte man z. B. in die Richtung des
IEV-Modells für den TE-Prozess machen, in dem die Amplitude für Transferanregung
als die Summe von zwei Zweielektronenstreuamplituden fTE (θ) + fET (θ) dargestellt
wird. Für die Prüfung dieser Vermutung sind zusätzliche Rechnungen notwendig, in
denen der Einfang des 1s-Elektrons aus dem Target, das sich vor dem Stoß schon im
Zustand mit einem angeregten Elektron He(1s, nl) befindet, oder die Anregung des
zweiten Elektrons in dem ionisierten Target nach dem Einfang des 1s-Elektrons mo-
delliert werden.

6.1.2 Relative Wirkungsquerschnitte

Auch ohne zusätzliche Rechnung für fET (θ) gibt es eine Möglichkeit den fehlenden
Beiträgen in den theoretischen DCS auf die Spur zu kommen. Es können Verhältnisse
von verschiedenen Wirkungsquerschnitten gebildet werden.

Betrachten wir zuerst entsprechende Wahrscheinlichkeiten, die für Einfachein-
fang (ST), Einfachanregung (SE), Transferanregung (TE) und Doppelanregung (DE)
mit Multinomialstatistik aus Einteilchenwahrscheinlichkeiten kombiniert werden. Die
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Wahrscheinlichkeiten für diese Prozesse sind mit folgenden einfachen Formeln

PST = 2pTp1s (6.6)
PSE = 2pEp1s (6.7)
PTE = 2pTpE (6.8)
PDE = p2

E (6.9)

gegeben. Für das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten der Transferanregung (TE) zu
Einfacheinfang (ST) versus Doppelanregung (DE) zu Einfachanregung (SE)

R =
(
TE

ST

)
/
(
DE

SE

)
(6.10)

kommt man mit Hilfe von (6.6) und (6.9) zu dem Ergebnis

R ≡ 2 (6.11)

in der Multinomialstatistik. Dieses Verhältnis wird also im IEM-Bild für die Wahr-
scheinlichkeiten exakt erfüllt. Das Ziel ist aber winkeldifferentielle Wirkungsquerschnit-
te für die Bildung von solchen Verhältnissen zu verwenden. Betrachten wir als Beispiel
die Formel (4.46) für den klassischen Ansatz für den DCS(

dσ

dΩ

)
i→f
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(
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)
class

Pi→f (b (θ)) . (6.12)

Für klassische Rutherford-Streuung(
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bleibt das Verhältnis (
dσ

dΩ

)
i→f1

/

(
dσ

dΩ

)
i→f2

(6.14)

und auch (6.10) konstant, wenn die gleichen Ladungen ZT und ZP für alle Stoßpa-
rameter im

(
dσ
dΩ

)
Ruth

verwendet werden. Im allgemeinen wird das Verhältnis von zwei
DCS von dem Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten Pi→f1 (b (θ)) /Pi→f2 (b (θ)) bestimmt,
wenn die Potentiale in

(
dσ
dΩ

)
class

gleich für alle DCS bleiben. Es kann aber nicht erwar-
tet werden, dass die Potentiale in (6.10) für alle Prozesse gleich sind. Verwendet man
verschiedene effektive Ladungen und verschiedene Abschirmpotentiale, so wird das Ver-
hältnis anders aussehen.

In Abbildung 6.11 werden die Verhältnisse (6.10) aus dem Experiment [240, 248]
und aus den in dieser Arbeit mit dem klassischem Ansatz und in der Eikonalnähe-
rung errechneten differentiellen Wirkungsquerschnitten gezeigt. Im klassischen Ansatz
für ST und TE wird das Abschirmpotential (6.5) benutzt. In den klassischen DCS
für SE- und DE-Prozesse wird ein ähnliches Potential verwendet, das die Abschir-
mung des Heliumkerns mit zwei Elektronen beschreibt [249]. Durch die Verwendung
von verschiedenen Potentialen ändert sich die Winkelabhängigkeit der entsprechenden
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Wahrscheinlichkeiten, da die Funktion b (θ) mit Hilfe des Potentials gewonnen wird
(s. Anhang 9.3), und das Verhältnis (6.10) der klassischen Wirkungsquerschnitte nicht
konstant bleiben wird.

Im Fall der quantenmechanischen DCS für Einelektronenprozesse (ST und SE),
die mit TCBGM in der Eikonalnäherung berechnet werden, gibt es zwei Modelle für
die stoßparameterabhängigen elektronischen Übergangsamplituden (IEM und SAE-
Modell). Damit gibt es auch zwei Möglichkeiten das Verhältnis (6.10) von diesen DCS
auszurechnen. In R (SAE) werden ST und SE DCS mit dem SAE-Modell für die Über-
gangsamplitude berechnet und DCS für TE und DE werden mit IEM berechnet. Für
R (IEM) wird IEM für alle vier Prozesse verwendet.
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Abbildung 6.11: p – He, EP = 50 keV: Ratio R von differentiellen Wirkungsquerschnit-
ten der Transferanregung (SC3) zu Einfacheinfang (SC1+SC2) versus Doppelanregung
(DE) zu Einfachanregung (SE) als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: in dieser
Arbeit berechnete Ratios mit IEM (für alle Amplituden), SAE-Modell (SAE für SE
und SC1+SC2; IEM für TE und DE) und mit dem klassischen Ansatz CL für DCS.
Experiment: Exprt. (3) [240].

Wie zu erkennen ist, sind die experimentellen Daten für R in der Abbildung 6.11
tatsächlich winkelabhängig und R gibt nur sehr näherungsweise das Verhältnis der
Multinomialstatistik R = 2 wieder. Außerdem hat das Verhältnis der experimentellen
DCS ein Maximum bei θ ≈ 0.5 mrad. Das Verhältnis R (CL) der mit dem klassischen
Ansatz berechneten DCS CL ergibt nicht den Wert 2, nähert sich diesem aber asym-
ptotisch für große Winkel an. Die experimentell bewiesene Struktur in der Nähe von
0.5 mrad fehlt in dieser Rechnung vollständig.

Im Gegensatz zum klassischen R (CL) zeigen beide Verhältnisse R (SAE) und
R (IEM) in der Tat das Maximum in der Nähe von θ ≈ 0.5 mrad. Beide Modelle
beschreiben befriedigend die experimentellen Daten für R. Die absolute Höhe des Ma-
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6.1. Elektronendynamik im Stoßsystem p – He

ximums ist deutlich höher in R (IEM), was größtenteils durch das spuriose Minimum in
theoretischen ST mit IEM bei diesen kleinen Energien in diesem Winkelbereich verur-
sacht wird. Bei der Berechnung der theoretischen Verhältnisse wurde festgestellt, dass
die Höhe des Maximums sehr empfindlich auf die Zahl der Endzustände in TE ist. Au-
ßerdem wurde experimentell die Anregung im SE- und DE-Prozess nur in die L-Schale
beobachtet und keine signifikanten Beiträge in höhere Schalen. Die entsprechenden
DCS für SE und DE bei EP = 50 keV sind in Abbildung 6.12 gezeigt.
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Abbildung 6.12: p – He, EP = 50 keV: Differentielle Wirkungsquerschnitte für
Einfach- und Doppelanregung (SE und DE) als Funktion des Projektilwinkels. Theorie:
TCBGM: IEM, SAE sind die in dieser Arbeit berechneten DCS in Eikonalnäherung
für Einfachanregung (SE) und Doppelanregung (DE) mit IEM und SAE-Modell und
TCBGM CL ist der mit (4.46) berechnete klassische DCS für entsprechende Prozesse.
Experiment: Exprt. (3) [248, 240].

Für Einfachanregung konnten auch theoretisch keine relevanten Beiträge von hö-
heren Schalen festgestellt werden, aber in der Doppelanregung wurden diese entdeckt.
Deshalb wurde DCS für DE als die Summe von allen Kombinationen bis zu n = 4
berechnet. Das Argument für diese Prozedur ist das folgende: die doppelangeregten
Zustände im IEM können ziemlich weit entfernt von den echten korrelierten Zustän-
den sein und eine Auflösung der Übergänge zwischen verschiedenen Zuständen mit
experimenteller Genauigkeit ist im Gegensatz zu dem gesamten Beitrag schwieriger zu
bekommen. Es kann also nicht erwartet werden, dass eine quantitative Übereinstim-
mung mit dem Experiment bei diesem theoretischen Verhältnis erreicht werden kann.

Ähnliche Maxima bei θ ≈ 0.5 mrad sind auch in den Verhältnissen von Transfer-
ionisation (TI) zu Einfachionisation (SI) beobachtet worden. Als Ursache wurde der
sogenannte P-e-e-Thomas-Prozess erklärt, der die Projektil-Elektron-Streuung und die
Elektron-Elektron-Korrelation miteinbezieht [250]. Der gleiche Prozess könnte mög-
licherweise auch zu TE beitragen und zu Strukturen bei den gleichen Streuwinkeln
führen. Das experimentelle Verhältnis R ist viel empfindlicher zu dem P-e-e-Thomas-
Prozess, weil es im Allgemeinen alle Abweichungen von der Multinomialstatistik um-
fasst. Jedoch zeigten die IEM-CDW-Rechnungen von Gayet und Salin [251] ohne
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Elektron-Elektron-Wechselwirkung, dass diese Strukturen im IEM-Bild als Folge der
Phaseninterferenz zwischen Einteilchenamplituden und der Kern-Kern-Eikonalphase
im Eikonalintegral entstehen. Die Erklärung von Gayet und Salin, dies als Nachweis
der vollständig unabhängigen Prozesse in TI anzusehen, scheint also vernünftig zu
sein. Der im Experiment beobachtete Transversalimpulsaustausch mit dem Target-
kern [229], findet in diesem IEM-Bild bei dem unabhängigen Transferprozess durch die
Projektil-Targetkern-Kopplung in TI statt. Im Experiment von Mergel et al. [252] wur-
de gezeigt, dass bei TI-Prozessen im Stoßsystem p – He der Hauptbeitrag des totalen
Wirkungsquerschnitts bis EP = 500 keV durch kinematischen Einfang und unabhängi-
ge Ionisation zustande kommt und die Thomas-Mechanismen erst bei sehr viel höheren
Projektilenergien relevante Beiträge liefern. Nach der Analyse von Impulsverteilungen
von Elektronen und dem Rückstoßion in [229] wurde der mögliche Anteil des P-e-e-
Thomas-Prozesses für das Stoßsystem p – He bei EP = 630 keV noch weiter reduziert.

Die Rechnung [251] gibt also einen Hinweis darauf, dass die Strukturen in unserem
Verhältnis R dieselbe Natur haben können, nämlich die dynamische Projektil-Elektron-
und Projektil-Targetkern-Kopplung und dies kann sehr wohl im IEM-Bild mit der Ei-
konalnäherung beschrieben werden. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung kann eine
gewisse Rolle in der Höhe des Maximums im Ratio spielen, jedoch wird die Entstehung
dieser Struktur bei θ ≈ 0.5 mrad im Rahmen der IEM-Beschreibung als quantenme-
chanische Interferenz der Einteilchenübergangsamplituden und der Eikonalphase für
die Kern-Kern-Wechselwirkung erklärt.

6.2 Elektronendynamik im Stoßsystem He2+ – He
Genauso wie p – He ist dieses Stoßsystem ein Untersuchungsobjekt in vielen expe-
rimentellen und theoretischen Studien gewesen. Die intensive Forschung wurde nicht
nur von dem Streben nach dem Verständnis der grundlegenden Stoßdynamik von Viel-
elektronensystemen motiviert, sondern hatte auch praktische Gründe in angewandten
Forschungsbereichen der Plasmaphysik und Fusion.

Das Stoßsystem He2+ – He(1s2) ist ein resonantes Zweielektronensystem und diese
Eigenschaft gibt der Dynamik der Elektronen während des Stoßes ein gewisses Ge-
präge. Der große Korrelationsanteil im Grundzustand des Heliumatoms spiegelt sich
auch in der dynamischen Korrelation und im Fall von Zweielektronenprozessen auch
in dem Endzustand (nicht für alle Zweielektronenprozesse). Bei langsamen Stößen be-
dingt die gleiche Kernladung von Projektil und Target die Symmetrie der quasimo-
lekularen Zustände. In der Tat ist der resonante Zweielektroneneinfang bei niedriger
Projektilenergie viel stärker als der Einfacheinfang und erst mit steigender Energie
(ab etwa EP ≈ 15 keV/amu) wird das Vorherrschen des Einelektroneneinfangs wie-
derhergestellt. Dieses interessante Merkmal wurde im Experiment [253, 254, 255] und
theoretisch [256, 31, 257, 258] bestätigt. Obgleich bestimmte Diskrepanzen zwischen
den theoretischen und gemessenen totalen Wirkungsquerschnitten (sowie Unterschie-
de zwischen verschiedenen Experimenten) noch in einzelnen Fällen bestehen, ist ein
systematisches Bild schon in einem sehr breiten Projektilenergiebereich vorhanden.

Im Lichte der Anwendbarkeit von Responsemodellen und der Bedeutung der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung wurden die Ein- und Zweielektronenprozesse in die-
sem Stoßsystem mit BGM in [164] untersucht. Bei der Verwendung des mikroskopischen

119



6.2. Elektronendynamik im Stoßsystem He2+ – He

Responsepotentials in der BGM-Rechnung für dieses System wurden die Änderungen
der totalen Wirkungsquerschnitte für verschiedene Ein- und Zweielektronenprozesse in
verschiedene Richtungen beobachtet. Eine deutliche Verbesserung der Beschreibung im
Vergleich zur BGM-Rechnung ohne Response wurde tatsächlich für den Doppeleinfang
erreicht.

In diesem Abschnitt wird nicht das Ziel verfolgt, die Diskrepanzen zwischen Theorie
und Experiment und auch die Unterschiede zwischen der BGM-Rechnung (mit und oh-
ne Response) und TCBGM-Rechnung vollständig zu analysieren, sondern die TCBGM
mit der Eikonalnäherung in der Anwendung auf differentielle Wirkungsquerschnitte
für nichtelastische Ein- und Zweielektronenprozesse zu erproben und mit den neusten
differentiellen COLTRIMS-Daten [229] zu vergleichen.

6.2.1 Totale Wirkungsquerschnitte für Einfach- und Doppel-
einfang

Um die Anwendbarkeit der TCBGM für dieses Stoßsystem zu demonstrieren, sind in
Abbildung 6.13 der totale Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang (ST) und in Abbil-
dung 6.14 der totale Wirkungsquerschnitt für Doppeleinfang (DT) dargestellt.

Die Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeiten für diese TCS erfolgte mit IEM
durch die Multinomialstatistik für Einteilchenübergangswahrscheinlichkeiten, also laut
den Formeln

P ST = 2pTp1s (6.15)

PDT =

2pT1 pT2 pT1 ̸= pT2(
pT1
)2

pT1 = pT2
(6.16)

Die Übergangswahrscheinlichkeit PDT für Doppeleinfang hängt davon ab, ob die
Elektronen in den gleichen oder in verschiedene Zustände eingefangen werden.

Wie früher schon erwähnt wurde, enthält die Multinomialstatistik eine vereinfach-
te Form der Darstellung des Endzustandes des Vielelektronenproblems als einfachen
Produktzustand. Der statische Korrelationsanteil der Wellenfunktion wird in dieser
Näherung vollständig vernachlässigt.

Der totale Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang wird mit diesem Modell sehr
gut beschrieben, wie in Abbildung 6.13 zu erkennen ist. Der Vergleich mit verschie-
denen experimentellen Wirkungsquerschnitten zeigt eine gute Übereinstimmung mit
dem TCS aus der TCBGM-Rechnung. Das weist auf sehr geringe dynamische Korre-
lationseffekte in diesem Prozess hin, da der Einfang tatsächlich in wasserstoffähnliche
Endzustände mit ZP = 2 stattfindet und die dynamischen Korrelationseffekte in der
TCBGM-Rechnung explizit durch das fehlende Korrelationspotential ausgeschlossen
sind.

Die Wahrscheinlichkeiten für Zweielektroneneinfang und entsprechend auch die TCS
für diesen Zweielektronenprozess werden mit diesem Modell nur im Projektilenergie-
bereich EP > 20 keV/amu gut beschrieben und die offensichtlichen Probleme im TCS
bei niedrigen Projektilenergien können auf die problematische Darstellung des Endzu-
stands und die dynamischen Korrelationseffekte zurückgeführt werden (s. Abbildung
6.14). Im Vergleich mit dieser TCBGM-Rechnung und auch mit der BGM-Rechnung
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Abbildung 6.13: He2+ – He: Totaler Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang in alle
Schalen als Funktion der Einschussenergie. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung mit
IEM; Experiment: (a) [195], (b) [259, 260], (c) [253], (d) [255], (e) [231], (f) [254], (g)
[232].
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Abbildung 6.14: He2+ – He: Totaler Wirkungsquerschnitt für Doppeleinfang in alle
Schalen als Funktion der Einschussenergie. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung mit
IEM; Experiment: (a) [195], (b) [259, 260], (c) [253], (d) [261, 255], (e) [262], (f) [254].
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ohne Response führt das Modell der mikroskopischen Response zu einer deutlichen Stei-
gerung des Wirkungsquerschnittes für DT-Prozess im Bereich kleiner Projektilenergien
[164]. Der zweifache Einfangprozess in diesem homonuklearen System ist ein resonan-
ter Prozess und bei niedriger Energie mit erheblichen Korrelationseffekten verbunden.
Im Sinne der TDDFT müsste die TCBGM als Einteilchenrechnung ein zeitabhängiges
Korrelationspotential enthalten, und außerdem müsste eine konzeptionelle Änderung
in der Auswertung der Zweifacheinfangwahrscheinlichkeit vorgenommen werden, um
den Verlauf des TCSs für diesen Prozess vollständig zu reproduzieren.

Die Unterschiede zwischen dem mit der Multinomialstatistik berechneten theore-
tischen TCS und den experimentellen Daten sind jedoch nicht so erheblich bei höhe-
ren Energien entsprechend der Abbildung 6.14 in diesem Zweielektronenprozess. Es
kann erwartet werden, dass die mit TCBGM berechneten Amplituden für differen-
tielle Wirkungsquerschnitte mit IEM für die Zweielektronenübergangsamplitude ab
EP ≈ 20 keV/amu anwendbar sind.

6.2.2 Differentielle Wirkungsquerschnitte für Ein- und Zwei-
elektronenprozesse

Die Motivation für die theoretische Untersuchung des Stoßsystems He2+ – He(1s2)
war wieder das umfangreiche Datenmaterial aus dem COLTRIMS-Experiment [229].
Diese Daten sind die einzigen differentiellen Daten für dieses Stoßsystem im Energie-
bereich EP = 40 − 630 KeV/amu. Aus diesem Grund wurde die Nomenklatur aus
[229] für die inelastischen Prozesse unverändert übernommen. Sie ist in Tabelle 6.3 zu-

Abkürzung Endzustand Erläuterung Q-Wert
SC1 He+

P (1s) +He+
T (1s) 1.1 a.u.

SC2
He+
P (nl) +He+

T (1s)
bzw.

He+
P (1s) +He+

T (nl)
n = 2 −0.4 a.u.

SC3
He+
P (nl) +He+

T (1s)
bzw.

He+
P (1s) +He+

T (nl)
n ≥ 3 −0.68 a.u.

SC4 He+
P (nl) +He+

T (nl) n ≥ 2 −1.9 a.u.
DC1 HeP (1s2) +He2+

T 0.0 a.u.
DC2 He+

P (1s, nl) +He2+
T n ≥ 2 −0.73 a.u.

Tabelle 6.3: Verschiedene Reaktionskanäle im Stoßsystem He2+ – He(1s2) und deren
verwendete Nomenklatur.

sammengefasst. Die Auflösung der Prozesse folgt den Möglichkeiten des COLTRIMS-
Experiments. In diesem Experiment wurden Ionen 3He2+ als Projektile und 4He(1s2)
als Targetatome verwendet, um diese effektiv unterscheiden zu können. Mit dem IEM
können alle möglichen Kanäle im einzelnen Prozess aufgelöst werden. Für den Vergleich
mit dem Experiment werden aber die einzelnen differentiellen Wirkungsquerschnitte,
die den Übergängen in spezifische Zustände entsprechen, gemäß dem IEM summiert.
Im COLTRIMS-Experiment sind nur die relativen Werte der DCS messbar. Diese Da-
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ten wurden in [229] durch die entsprechende Integration über den Raumwinkel auf die
in den Abbildungen 6.13 und 6.14 gezeigten experimentellen absoluten TCS normiert.
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Abbildung 6.15: He2+ – He, EP = 40 − 630 keV/amu: Differentielle Wirkungs-
querschnitte für Elektroneneinfang- und Transferanregungprozesse (SC1, SC2, SC3)
als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung. Experiment:
[229].

Die in der Abbildung 6.15 dargestellten theoretischen und experimentellen diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitte beziehen sich auf ähnliche wie die in Abschnitt 6.1
diskutierten p – He Stöße. Jedoch sind die aufgelösten Prozesse verschieden in bei-
den Stoßsystemen und nur im Fall des SC1-Prozesses sind eine Interpretation und der
Vergleich der entsprechenden DCS möglich. Das ist aber auch ausreichend um zwei
Hauptmerkmale im DCS für den SC1-Prozess bei EP = 40 − 60 keV/amu zu erken-
nen. Erstens ist die Interferenzstruktur im Bereich von kleinen Winkeln sowohl im
Experiment als auch in theoretischen DCS anwesend. Sie verflacht sich mit steigender
Projektilenergie und die theoretischen TCBGM-DCS reproduzieren dieses Verhalten
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sehr genau. Im Stoßsystem p – He wurden ähnliche Strukturen in theoretischen Wir-
kungsquerschnitten im Gegensatz zu dem Experiment beobachtbar. Zweitens sind in
diesem Energiebereich EP = 40 − 60 keV/amu wieder die Oszillationen bei größeren
Streuwinkeln beobachtbar. Diese fehlen in den theoretischen Wirkungsquerschnitten,
jedoch wird der gemittelte Verlauf der experimentellen DCS mit den TCBGM-DCS
sehr gut wiedergegeben. In [229] wird behauptet, dass diese Oszillationen durch die
Interferenz von verschiedenen Reaktionswegen entstehen, bei denen der Übergang in
den molekularen Grundzustand bei der Annäherung bzw. der Entfernung der Kerne
stattfindet.

Insgesamt ist die Übereinstimmung mit dem Experiment trotzdem sehr gut und die
theoretischen DCS für den SC1-Prozess geben auch den Eindruck, als ob die theore-
tische Beschreibung in diesem System besser als im System p – He ist. Diesen Eindruck,
dass das IEM für TCBGM-Amplituden in der Eikonalnäherung ein sehr gutes Modell
für dieses Stoßsystem ist, bestätigen auch die theoretischen DCS für weitere Prozesse
(SC2, SC3 und SC2+SC3). Im SC2-Prozess, in dem der Einfacheinfang in die n = 2
Zustände mit Transferanregung (Einfang in den Grundzustand + Anregung in n = 2
Zustände) addiert wird, wird eine hervorragende Übereinstimmung mit dem Experi-
ment erreicht, was eigentlich gänzlich unerwartet nach den Ergebnissen für Transfer-
anregung im Stoßsystem p – He ist. Dasselbe trifft auf die DCS für den SC3-Prozess
zu, bei dem die experimentellen Daten nur für EP = 40 keV/amu etwas höher als die
theoretischen DCS liegen. Differentielle Wirkungsquerschnitte für Prozesse SC2+SC3
bei EP = 450 − 630 keV werden von der Theorie auch ein wenig unterschätzt, aber
insgesamt kann man sagen, dass alle SC1-, SC2- und SC3-Prozesse aus der Tabelle 6.3
zufriedenstellend mit IEM beschrieben werden.
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Abbildung 6.16: He2+ – He, EP = 40 − 300 keV/amu: Differentielle Wirkungsquer-
schnitte für Doppeleinfangprozess (DC1) als Funktion des Projektilwinkels. Theorie:
aktuelle TCBGM-Rechnung. Experiment: [229].

Die nächsten DCS in der Abbildung 6.16 bereiten auch einige Überraschungen.
Trotz der IEM-Beschreibung des Endzustands bei der Berechnung der TCBGM-
Amplituden ohne jegliche Korrelation werden experimentelle DCS für den DC1-Prozess
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ausgezeichnet reproduziert. Für den DC2-Prozess (s. Tabelle 6.3) sind einige Dis-
krepanzen zwischen Theorie und Experiment erkennbar. Das ist ein sehr wichti-
ges Ergebnis dieser Arbeit, da die berechneten theoretischen DCS für DC1 zeigen,
dass für eine angemessene Beschreibung des Doppeleinfangs in den Grundzustand
in diesem Stoßsystem keine physikalischen Effekte der dynamischen und der stati-
schen Korrelation im Anfangs- und Endzustand in diesem Energiebereich erforderlich
sind. In den CI3-Rechnungen mit statischer Korrelation im Anfangs- und Endzustand
[263, 264] wurde im Stoßsystem 4He2+ – 4He(1s2) bei der nur ein wenig höheren Ener-
gie EP = 1500 keV= 375 keV/amu gezeigt, dass nur eine leichte Verbesserung des
DCS für Doppeleinfang in den Grundzustand erreicht wird, falls die statische Korre-
lation einbezogen wird. Eine Auswirkung der statischen Korrelation auf den totalen
Wirkungsquerschnitt konnte nicht eindeutig nachgewiesen werden. Die Abbildung 6.17
zeigt die in dieser Arbeit mit TCBGM berechneten DCS für Doppeleinfang in n = 1
und in alle Schalen im Vergleich mit dem Experiment [264], mit der CI-Rechnung
[263, 264] und mit CDW-Rechnungen [94].
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Abbildung 6.17: 4He2+ – 4He, EP = 375 keV/amu: Differentielle Wirkungsquerschnit-
te für Doppeleinfang als Funktion des Projektilwinkels. Theorie: aktuelle TCBGM-
Rechnung für Doppeleinfang in die erste Schale (IEM (n = 1)) und in alle Schalen
(IEM (Σn)). Weitere Theorien: „CI folded” und „CI unfolded” sind CDW-Rechnungen
mit statischer Korrelation im Anfangs- und Endzustand [263, 264], BDW-4B, BCIS-4B
und CB1-4B [94]. Experiment: Doppeleinfang in alle Schalen [264].

In der CI-Rechnung wurden nur Übergänge zwischen 1s-Zuständen berechnet und
nichts über die Effekte der Korrelation in den angeregten Zuständen gesagt. Dass diese
Effekte wichtig sein können, weisen die in dieser Arbeit mit TCBGM-IEM berechne-
ten DCS für DC2-Prozesse indirekt auf. Jedoch kann die Rolle der Korrelation für die
Projektilenergie EP = 375 keV/amu anhand der Abbildung 6.17 nicht nachgewiesen
werden. Der Vergleich zwischen den DCS-Kurven aus der TCBGM-Rechnung für Dop-
peleinfang in die erste Schale (IEM (n = 1)) und in alle Schalen (IEM (Σn)), sowie
mit dem Experiment, zeigt eine sehr gute Übereinstimmung des IEM (Σn)-DCS mit

3Configuration Interaction
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dem Experiment für die Winkel θLAB ≥ 0.2 mrad. Bei kleineren Winkeln liegen die
IEM (Σn)-DCS deutlich höher. Für den direkten Vergleich mit dem Experiment [264]
wurden die CI-Rechnungen aber mit der experimentellen Auflösungsfunktion (die nicht
veröffentlicht wurde) gefaltet. Der Effekt dieser Prozedur ist durch Vergleich der DCS
aus der CI-Rechnung (CI folded und CI unfolded) deutlich zu erkennen: die Faltung
des theoretischen Wirkungsquerschnittes mit der experimentellen Auflösungsfunktion
reduziert vor allem die Werte im Bereich kleiner Winkel. Der DCS im Bereich von
Winkeln θLAB ≥ 0.2 mrad bleibt jedoch unverändert. Es ist jetzt leicht zu erkennen,
welche Folgen eine solche Faltung auf den IEM (Σn)-DCS haben könnte. Man kann
vermuten, dass eine Übereinstimmung des theoretischen TCBGM-DCS mit dem Expe-
riment im gesamten Winkelbereich erreicht wird. Die Übereinstimmung des DCS aus
der TCBGM-IEM-Rechnung mit dem Experiment sagt aus, dass keine dynamische und
statische Korrelation im Anfangs- und Endzustand bei dieser Projektilenergie für eine
korrekte Beschreibung notwendig ist.

Alle anderen CDW-Wirkungsquerschnitte in Abbildung 6.17 wurden nur für
Doppeleinfang in den Grundzustand des Heliumatoms berechnet. Der entsprechende
DCS aus der TCBGM-Rechnung (IEM (n = 1)) ist vergleichbar mit den DCS aus den
BDW-4B und BCIS-4B Rechnungen [94], die aber eine etwas andere Asymptotik bei
größeren Winkeln und auch einige Strukturen (die schon aus den Wirkungsquerschnit-
ten für Einfacheinfang im Stoßsystem p – He bekannt sind) bei kleineren Winkeln
haben.

Eine weitere wichtige Aussage, die mit diesen und früheren Wirkungsquerschnit-
ten in der Abbildung 6.16 gemacht werden kann, besteht darin, dass die Qualität
der elektronischen Übergangsamplituden, die für die Modellierung der Zweielektronen-
amplitude verwendet werden, im Rahmen des IEMs entscheidend ist, wenn die DCS
mit dem T-Matrixelement in Eikonalnäherung berechnet werden sollen. Die BDW-4B-
Rechnungen, die die elektronischen Übergangsamplituden nicht aus einer dynamischen
Rechnung einbeziehen, zeigen sogar für den Einfang in den Grundzustand deutlich
bescheidenere Ergebnisse für diesen Zweielektronenprozess [265].

Die Abbildung 6.18 zeigt die theoretischen DCS im Vergleich mit dem Experiment
für SC4-Prozesse, bei denen ein „Gemisch” von sehr verschiedenen Transferanregungs-
prozessen in die Schalen n ≥ 2 involviert ist. Die Nomenklatur für den SC4-Prozess in
diesem System entspricht derselben für das Stoßsystem p – He (in der Abbildung 6.10)
und dieselben Probleme sind auch hier zu sehen. Mit steigender Projektilenergie fehlt
den theoretischen DCS ein Beitrag. Dass dies nicht nur ein Zusatzterm in der Sum-
me, sonder etwas tiefer Liegendes ist, zeigt aber der DCS für EP = 60 keV/amu, in
dem die theoretische Kurve nicht nur plötzlich höher als das Experiment ist (was auch
mit der Normierungsprozedur erklärbar wäre), sondern einen anderen Verlauf bei sehr
kleinen Winkeln hat. Bei diesem relativ langsamen Stoß kann keine definitive Aussage
darüber gemacht werden, dass dieser Unterschied ausschließlich von den Problemen
in der Beschreibung der Projektil-Elektron-Streuprozesse stammt. Eher zeigt es, dass
die allgemeine Beschreibung von Streuamplituden, die den Übergängen in angeregte
Zustände entsprechen und mit der Formel für die Eikonalstreuamplitude (4.62) be-
rechnet werden, nicht vollständig richtig ist. Wie gut die Theorie die experimentellen
Wirkungsquerschnitte beschreiben kann, hängt natürlich dann davon ab, ob die Form
des T-Matrixelements in der Eikonalnäherung und auch das IEM für stoßparameter-

126



Kapitel 6. Ionenstöße an Helium

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
10−6

10−4

10−2

100

102

104

106

θLAB (rad)

dσ
/d

Ω
 (

10
−

16
 c

m
2 /s

r)

Exprt.

TCBGM:

IEM (Σn)

SC4

           60 keV/amu 

×10−1 150 keV/amu 

×10−2 300 keV/amu 

×10−3 450 keV/amu 

×10−4 630 keV/amu 

Abbildung 6.18: He2+ – He, EP = 60 − 630 keV/amu: Differentielle Wirkungsquer-
schnitte für Elektroneneinfang und Transferanregung (SC4) als Funktion des Projek-
tilwinkels. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung. Experiment: [229].

abhängige Zweielektronenübergangsamplitude ausreichend gute Näherungen sind.
Abschließend lässt sich feststellen, dass das in dieser Arbeit verwendete IEM-Modell

für die Berechnung der DCS eine gute Beschreibung der Zweielektronenprozesse in die-
sem Stoßsystem im ganzen betrachteten Energiebereich 40 − 630 keV/amu erlaubt,
unter der Bedingung, dass mindestens ein Elektron im Prozess nach dem Stoß im
Grundzustand des Projektils oder Targets beobachtet wird. In den Prozessen, in de-
nen beide Elektronen nach dem Stoß in angeregten Zuständen (egal ob im Projektil
oder im Target) detektiert werden, treten Diskrepanzen mit experimentellen DCS auf.
Mit steigender Projektilenergie wird die Tendenz der steigenden Unterschätzung der
experimentellen Daten der Theorie für den SC4-Prozess beobachtet. Eine eindeutige
Aussage über die Bedeutung der Korrelationseffekte, die zu solchen Unterschieden zwi-
schen theoretischen und experimentellen DCS führen können, kann aber nicht gemacht
werden, da diese Effekte vernachlässigbar klein im DC1-Prozess (Stoßsystem 3He2+ –
4He(1s2)) und im Doppeleinfang in alle Schalen bei der Energie EP = 375 keV/amu im
Stoßsystem 4He2+ – 4He(1s2) festgestellt wurden. Nur den Wirkungsquerschnitten für
DC2- und SC4-Prozesse könnte die Schwäche der Beschreibung des Endzustandes im
IEM-Bild (also für stoßparameterabhängige Zweielektronenübergangsamplitude) zuge-
schrieben werden, aber genauso könnten sich hier auch die Schwächen der Eikonalnä-
herung zeigen. Die DCS für SC1-SC3 und auch für DC1 in den Abbildungen 6.15 und
6.16 weisen darauf hin, dass diese Effekte das gesamte Modell nicht besonders beein-
trächtigen.

6.3 Elektronendynamik im Stoßsystem Arq+ – He
(q=15-18)

Die Physik von hochgeladenen Ionen ist eines der wichtigsten und aktivsten Gebiete der
modernen Atomphysik und die Stöße von schweren hochgeladenen Ionen mit Atomen
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werden schon seit langer Zeit erforscht [266, 267]. Das langandauernde Interesse kann
nicht nur durch rein theoretische Neugier erklärt werden, sondern hatte auch praktische
Belange. Solche Zusammenstöße sind in der Vorbereitung des hochionisierten Plasmas
für Fusionszwecke besonders wichtig. Die Diagnostik des astrophysikalischen fotoioni-
sierten Plasmas beruht ebenfalls auf Wirkungsquerschnitten für Elektroneneinfang bei
niedrigen Energien. Die Einfangprozesse in Stößen mit hochgeladenen Ionen können
auch für die Erzeugung kohärenter Röntgen-Strahlung verwendet werden [267].

Stoßsysteme von schweren hochgeladenen Ionen mit Heliumatomen und insbeson-
dere Arq+ – He Systeme können auch als ein bezeichnendes Beispiel betrachtet werden,
bei dem verschiedene Theorien zugleich mit dem beträchtlichen Fortschritt immer wie-
der ins Stocken geraten sind. Vor allem betrifft das die Zweielektronenprozesse. Die
Stoßsysteme Arq+ – He wurden in den letzten Jahrzenten in den Experimenten „zwei-
ter Welle” mit den spektroskopischen Methoden und der COLTRIMS-Technik unter-
sucht [268, 269, 270, 271, 272]. In solchen Systemen dominiert bei niedrigen Energien
(Projektilgeschwindigkeit kleiner oder vergleichbar mit der klassischen Geschwindigkeit
der Targetelektronen) meistens der Einfacheinfangprozess und findet überwiegend bei
großen internuklearen Abständen in wenige und sehr spezifische Endzustände statt. In
diesem Geschwindigkeitsregime ist die Ionisation sehr unwahrscheinlich. Es wurde in
diesen Experimenten auch festgestellt, dass die Prozesse mit zwei aktiven Elektronen,
wie Doppeleinfang oder Transferionisation, bei diesen Energien mit deutlich kleiner
Wahrscheinlichkeit als der Einfacheinfang stattfinden [273].

Die Basisentwicklungsmethoden gehören seit langer Zeit zu den Methoden, die im
Energiebereich von wenigen keV nicht nur totale, sondern auch zustandsspezifische und
differentielle Wirkungsquerschnitte liefern können. Solche Rechnungen für C5+ Projek-
tile wurden z. B. von Fritsch und Lin [188] und für B4+ und auch C5+ von Hansen et al.
[274, 275] durchgeführt. Jedoch muss die Theorie mit steigender Projektilladung eine
immer größere Zahl von Endzuständen am Projektil einbeziehen, um die Dynamik zu
reproduzieren. Das fordert eine sehr akkurate Behandlung von vielen Basisfunktionen
und die Größe der Basis legt schon im Prinzip die Begrenzungen der Basisentwick-
lungsmethoden fest. Angesichts steigender Rechenleistung und Weiterentwicklung der
Methoden könnte man trotzdem den Eindruck bekommen, dass die Ermittlung der
totalen Wirkungsquerschnitte für solche Systeme bereits auf bloße Routinearbeit redu-
ziert wurde. Wenn für die Einelektronensysteme dies noch mit beschränkter Gewissheit
behauptet werden kann, gehören die Zweielektronensysteme aber zu den Vielelektro-
nensystemen mit allen bekannten Problemen der Beschreibung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung. Keine Rechnungen für Arq+ – He mit q = 15 − 18 wurden bis jetzt
mit den Basisentwicklungsmethoden veröffentlicht. Man wendet sich bei solchen hohen
Projektilladungen vor allem relativ einfachen klassischen Modellen zu, wie der Over-
Barier-Methode (OBM), dem Landau-Zener-Modell (LZ), oder CTMC und nCTMC.
Diese Rechnungen geben im Wesentlichen die Physik der Einelektronenprozesse wieder
und erlauben in erster Näherung die Prozesse zu verstehen. Quantitativ können diese
Modelle jedoch nur mit beschränktem Erfolg eingesetzt werden, und z. B. im Sys-
tem Ar16+ – He treten deutliche Diskrepanzen in den DCS bereits für Einfacheinfang
zwischen dem LZ-Modell und dem Experiment auf [272].

Die Effizienz der TCBGM wurde schon in vielen Stoßsystemen und insbeson-
dere auch mit hochgeladenen Projektilionen bewiesen. Die Systeme Arq+ – He mit
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q = 15 − 18 können als ein guter Test für TCBGM betrachtet werden, aber auch die
Abwesenheit von ab-initio-Rechnungen für diese Stoßsysteme geben eine Gelegenheit
hier neue Erkenntnisse über die Elektronendynamik zu bekommen. Es ist klar, dass mit
diesem Stoßsystem der TCBGM eine Herausforderung gestellt wird, da die Beschrei-
bung der Transferprozesse in sehr hoch angeregte Zustände benötigt wird, um ein
vollständiges Bild zu bekommen. Frühere [270, 272] und auch neue schalenspezifische
experimentelle Daten [276] geben die Möglichkeit, nicht nur die totalen Wirkungsquer-
schnitte präzise einzuschätzen, sondern auch winkeldifferentielle Wirkungsquerschnitte
für Projektilstreuung bei dem Einfacheinfangprozess schalenspezifisch zu vergleichen.
Diese DCS können helfen auch einige im letzten Abschnitt gestellte Fragen über die
möglicherweise nicht genaue Beschreibung der DCS für angeregte Zustände im Rahmen
des IEMs mit TCBGM-Amplituden in der Eikonalnäherung zu beantworten.

6.3.1 Einfacheinfang
Die Stoßsysteme Arq+ – He mit q = 15 − 18 wurden im letzten Experiment bei der
Projektilenergie EP = 14 keV×q untersucht [276]. Die aktuelle TCBGM-Rechnung
orientiert sich vor allem an den Daten aus diesen Experimenten. Wie schon erwähnt,
werden bei diesen Energien vor allem hochangeregte Zustände des Ions Arq+ in den
Einfangprozessen bevölkert. Das verlangt in der Rechnung eine Basis mit sehr vielen
Projektilzuständen. In der aktuellen Rechnung wurden die 20 KLMN-Zustände des He-
liumatoms, genauso wie in anderen Rechnungen in dieser Arbeit, genommen. Wasser-
stoffartige Orbitale von n = 3 bis n = 10 (insgesamt 216) wurden als Projektilzustände
hinzugefügt. Damit wurde die plausible Vermutung gemacht, dass die Schalen n = 1
und n = 2 am Projektil keine Rolle in der Dynamik und bei der Auswertung spielen und
für die Ionen mit q < 18 entsprechend auch die tiefsitzenden Elektronen am Projektil
„eingefroren” werden. Diese Vermutung basiert auf der Betrachtung der Bindungs-
energien und auf den früheren Experimenten, in denen die steigende Dominanz von
niedrigen Schalen am Projektil im Einfacheinfang nur bei sehr hohen Energien gesehen
wurde [272]. Zusätzlich wurden 26 BGM-Pseudozustände in die Basis aufgenommen,
so dass insgesamt 262 Wellenfunktionen die Dynamik der Elektronen in der TCBGM-
Rechnung in diesen Stoßsystemen beschreiben. Für eine ausreichende Auflösung der
Phase der elektronischen Übergangsamplituden (für die Berechnung der phasenemp-
findlichen DCS) wurden die Einteilchengleichungen für insgesamt 363 Stoßparameter
zwischen 0.2 und 20 a.u. mit dem TCBGM-Programm propagiert. Einen ersten Ein-
druck von der TCBGM-Rechnung kann man aus den schalenspezifischen stoßparame-
terabhängigen Übergangsamplituden für Einfacheinfang in der Abbildung 6.19 für alle
vier Stoßsysteme erhalten. Die LAB-Projektilenergien EP betragen entsprechend dem
Experiment 6.30 keV/amu für Ar18+, 5.95 keV/amu für Ar17+, 5.60 keV/amu für Ar16+

und 5.25 keV/amu für Ar15+ [276].
Schon anhand dieser Abbildung können verschiedene Informationen über die Stoß-

systeme und die Dynamik des Einfangprozesses abgeleitet werden. Deutlich zu erkennen
ist in allen vier Fällen, dass mit steigender Projektilladung die Bevölkerung der Zu-
stände in die Richtung zu höheren n verschoben wird. Der Einfluss der Änderung der
Projektilenergie kann hier vernachlässigt werden, da diese Abhängigkeit nicht so schnell
mit der Projektilgeschwindigkeit skaliert [272]. Die Hauptbeiträge zu den Übergang-
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Abbildung 6.19: Arq+ – He, q = 15 − 18, EP = 14 keV×q: Mit dem Stoßparameter
gewichtete schalenspezifische IEM-Übergangswahrscheinlichkeiten für Einelektronen-
einfang als Funktion des Stoßparameters.
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samplituden bei den dominierenden Schalen kommen aus wenigen engen Bereichen von
Stoßparametern. Diese Bereiche von Stoßparametern sind wiederum auch im Bereich
zwischen 3 und 12 a.u begrenzt. Qualitativ entspricht das den Erkenntnissen aus frü-
heren Arbeiten zu anderen Stoßsystemen mit hochgeladenen Ionen [277]. Die schwach
besetzten Schalen liefern Beiträge fast aus dem ganzen Stoßparameterbereich und die
Strukturen sind sehr verschmiert. Dank dem sehr engen Stoßparametergitter wurden
alle Strukturen sehr gut aufgelöst und bei dem Blick auf diese Wahrscheinlichkeiten
kann erwartet werden, dass die mit den stoßparameterabhängigen Übergangsamplitu-
den berechneten DCS auch sehr reiche Strukturen besitzen werden.

Die absoluten Wirkungsquerschnitte aus der TCBGM-Rechnung für Einfachein-
fang in verschiedene Schalen sind in den Tabellen 6.4-6.7 für alle Projektile gegeben.
Die COLTRIMS-Experimente liefern jedoch nur relative Wirkungsquerschnitte und
für die Normierung braucht man absolute Daten aus anderen Messungen. Die relati-
ven schalenspezifischen TCS (Verhältnisse der totalen Wirkungsquerschnitte) können
aber ohne diese Prozedur direkt mit dem Experiment verglichen werden. Das ist auch
deshalb günstig, weil absolute Daten noch nicht in ausreichender Menge vorhanden
sind und dadurch den Vergleich beeinträchtigen können. Die nCTMC-Rechnung [270]
sagt den TCS 22 × 10−16 cm2 für den ST Prozess bei EP = 6.75 keV/amu für das
Stoßsystem Ar18+ – He voraus, was etwa 20% kleiner als der TCS 26.86 × 10−16 cm2

bei EP = 6.30 keV/amu aus der TCBGM-Rechnung ist. Angesichts der langsamen
Skalierung des TCS mit der Projektilenergie in solchen Stoßsystemen sind beide Rech-
nungen vergleichbar und stimmen gut überein. Die allgemeine Beobachtung für den
Einfang in die hochangeregten Schalen der hochgeladenen Ionen ist wie folgt: mit stei-
gender Energie werden die schalenspezifischen TCS für höhere Schalen steigen, die
Energieabhängigkeit des gesamten TCSs bleibt aber schwach [273]. Die gesamten TCS
steigen langsam mit der Projektilladung. Dies stimmt mit den Ergebnissen der Arbeit
[278] überein, in der die TCS für Arq+ – He(1s2), q = 8 − 16 bei kleinerer Energie
EP = 2.3 keV×q gemessen wurden.

Cederquist et al. [279] haben absolute Werte von totalen und schalenspezifischen
TCS in diesen Stoßsystemen bei EP = 3.35 keV×q direkt mit der Translationsenergie-
Spektroskopie in der Gaszelle gemessen. Die Projektilenergie ist in diesem Experiment
etwa vier mal kleiner als im COLTRIMS-Experiment [276] und in der vorliegenden
TCBGM-Rechnung. Die Unterschiede zwischen absoluten Werten von schalenspezifi-
schen und totalen TCS aus dem Experiment [279] und aus der TCBGM-Rechnung sind
jedoch beträchtlich. Zum Beispiel beträgt der totale Wirkungsquerschnitt aus dem Ex-
periment [279] für Ar16+ – He bei EP = 1.34 keV/amu etwa 39 × 10−16 cm2 (vgl. mit
25.71 × 10−16 cm2 aus der TCBGM-Rechnung bei EP = 5.60 keV/amu). Eine derar-
tig starke Energieabhängigkeit widerspricht der Erfahrung für diese Systeme und kann
nicht vollständig mit der Energieskalierung und mit dem Meßfehler erklärt werden.
Noch höhere absolute Werte für den gesamten TCS im ST Prozess wurden in [273]
für Ar16+ – He gemessen. Die relativ gute Übereinstimmung zwischen beiden Theori-
en (TCBGM und nCTMC) kann also täuschend sein. Es ist nicht ausgeschlossen, das
die Unterschiede zwischen experimentellen TCS und TCS aus der TCBGM-Rechnung
durch Probleme mit der Basiskonvergenz verursacht sind. Um diese Unsicherheit in den
absoluten Werten aus dem Vergleich auszuschließen, sind die relativen Anteile der TCS
in verschiedene Schalen für alle vier Stoßsysteme in Abbildung 6.20 dargestellt. Zusätz-
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lich zeigt die Abbildung auch die relativen TCS aus anderen Experimenten [270, 272]
und auch die nCTMC-Rechnung für das Stoßsystem Ar18+ – He. Die anderen Ex-
perimente und die nCTMC-Rechnung wurden bei etwas anderer Projektilenergie (s.
Abbildung 6.20) durchgeführt. Das ist jedoch für unsere Zwecke nicht kritisch, da die
relativen Anteile der totalen Wirkungsquerschnitte, wie schon erwähnt wurde, auch
nur sehr langsam mit der Projektilenergie skalieren.

σn σn/σtotal

n TCBGM(I)
(×10−16 cm2)TCBGM(I) COLTRIMS (1)

5 0.02 0.001
6 1.20 0.045 0.01
7 8.15 0.304 0.38
8 15.80 0.588 0.55
9 1.63 0.061 0.05
10 0.05 0.002 0.02∑
n 26.86

Tabelle 6.4: Ar18+ – He, EP = 6.30 keV/amu : Schalenspezifische absolute und relative
totale Wirkungsquerschnitte. TCBGM(I) ist der in dieser Arbeit mit (4.40) berechnete
TCS im Rahmen des IEMs für die Zweielektronenübergangsamplitude. Experiment:
COLTRIMS (1) [276].

σn σn/σtotal

n TCBGM(I)
(×10−16 cm2) TCBGM(I) COLTRIMS (1)

5 0.08 0.003
6 2.52 0.098 0.02
7 13.44 0.523 0.67
8 0.93 0.361 0.29
9 0.36 0.014 0.03
10 0.02 0.001∑
n 25.68

Tabelle 6.5: Ar17+ – He, EP = 5.95 keV/amu : Schalenspezifische absolute und relative
totale Wirkungsquerschnitte. TCBGM(I) ist der in dieser Arbeit mit (4.40) berechnete
TCS im Rahmen des IEMs für die Zweielektronenübergangsamplitude. Experiment:
COLTRIMS (1) [276].

Die theoretischen TCS können mit zwei verschiedenen Formeln (4.40) und (4.37)
berechnet werden. Sie liefern sehr ähnliche Ergebnisse, wenn die DCS mit (4.37) bis zu
einem ausreichend großen Winkel integriert werden. Diese Prozedur wurde als Konsis-
tenzprüfung tatsächlich für alle Stoßsysteme in dieser Arbeit durchgeführt. Die experi-
mentellen Messungen liefern Daten, die von einem begrenzten Winkelbereich stammen,
da die Winkelakzeptanz des Detektors begrenzt ist. Um einen möglichst exakten Ver-
gleich mit dem Experiment zu erreichen, wurden die TCS aus den DCS mit (4.37)
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σn σn/σtotal

n TCBGM(I)
(×10−16 cm2) TCBGM(I) COLTRIMS (1)

5 0.29 0.011
6 4.46 0.173 0.08
7 17.70 0.688 0.82
8 3.16 0.123 0.08
9 0.09 0.004 0.02
10 0.01 0.0003∑
n 25.71

Tabelle 6.6: Ar16+ – He, EP = 5.60 keV/amu : Schalenspezifische absolute und relative
totale Wirkungsquerschnitte. TCBGM(I) ist der in dieser Arbeit mit (4.40) berechnete
TCS im Rahmen des IEMs für die Zweielektronenübergangsamplitude. Experiment:
COLTRIMS (1) [276].

σn σn/σtotal

n TCBGM(I)
(×10−16 cm2) TCBGM(I) COLTRIMS (1)

5 0.89 0.037
6 7.58 0.316 0.37
7 14.84 0.618 0.60
8 0.65 0.027 0.03
9 0.04 0.001
10 0.004 0.0002∑
n 24.00

Tabelle 6.7: Ar15+ – He, EP = 5.25 keV/amu : Schalenspezifische absolute und relative
totale Wirkungsquerschnitte. TCBGM(I) ist der in dieser Arbeit mit (4.40) berechnete
TCS im Rahmen des IEMs für die Zweielektronenübergangsamplitude. Experiment:
COLTRIMS (1) [276].
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durch die Integration nur bis zum maximal möglichen experimentellen Messwert θmax
berechnet (Modell TCBGM(II)). Die Integration der mit dem Stoßparameter gewich-
teten Übergangswahrscheinlichkeiten im Rahmen des IEMs über den Stoßparameter
b wird als Modell TCBGM(I) gekennzeichnet. Das SAE-Modell wird für die Über-
gangswahrscheinlichkeiten im Modell TCBGM(III) verwendet und die TCS werden
mit (4.40) berechnet. Die Übergangswahrscheinlichkeiten P STIEM für TCBGM(I) und
P STSAE für TCBGM(III) werden mit den Formeln

P STIEM = 2pTp1s (6.17)
P STSAE = 2pT (6.18)

berechnet.
Aus Abbildung 6.20 ist zu ersehen, dass die Hauptmerkmale der Schalenbevölke-

rung mit TCBGM(I) und TCBGM(II) insgesamt richtig reproduziert werden und die
theoretischen, relativen TCS gut mit den experimentellen Daten übereinstimmen. Das
Modell TCBGM(III), bei dem das SAE-Modell für die Zweielektronenübergangsam-
plitude verwendet wurde, zeigt deutliche Diskrepanzen mit dem Experiment und auch
mit den beiden anderen theoretischen Modellen für alle vier Stoßsysteme. Eine exakte
Übereinstimmung der Modelle TCBGM(I) und TCBGM(II) mit dem Experiment ist
auch nicht erreicht. Zur Erklärung dieser Abweichungen könnte man viele und ver-
schiedene Ursachen nennen. Es muss aber vor allem darauf hingewiesen werden, dass
eine gewisse Unsicherheit in den experimentellen Daten vorhanden ist, und diese Un-
sicherheit könnte der wichtigste Grund für die Abweichungen sein. Die ausreichende
Winkelakzeptanz in solchen Experimenten spielt eine besondere Rolle, da in diesen
Stoßsystemen Einfang auch bei ziemlich großen Projektilstreuwinkeln effektiv beitra-
gen kann. In allen drei Experimenten ist genau dies der Fall.

Interessanter ist es aber, dass die Abweichungen in gleichem Maßstab auch zwischen
TCBGM und nCTMC auftreten. Es muss also zugegeben werden, dass die theoreti-
sche Beschreibung für die Schalenbevölkerung in diesen Stoßsystemen für ST Prozess
momentan auf einem Genauigkeitsniveau von etwa 20% liegt.

Der Vergleich von zwei verschiedenen Modellen (TCBGM(I) und TCBGM(II)) mit
dem Experiment gibt ein zusätzliches Indiz darauf, dass die entsprechenden differen-
tiellen Wirkungsquerschnitte auch keine absolute Übereinstimmung vorzeigen können.
Wäre es so, dann würde das Modell TCBGM(II) sehr gut mit dem Experiment ver-
gleichbar sein. Wie man sieht, ist das nur für schwach besetzte Schalen richtig und
deutliche Unterschiede treten bei den Schalen mit höherer Besetzungswahrscheinlich-
keit im TCBGM(II) auf.

Die entsprechenden differentiellen Wirkungsquerschnitte aus der TCBGM-
Rechnung und aus dem Experiment [276] für Einfacheinfang sind in der Abbildung
6.21 dargestellt. In Anbetracht der fehlenden absoluten TCS für diese Stoßsysteme
und für den besseren Vergleich mit der Theorie wurden die experimentellen DCS auf
die Maxima der mit der TCBGM berechneten DCS normiert.

Die mit der TCBGM berechneten DCS reproduzierten bemerkenswert gut die ex-
perimentellen DCS im entsprechenden Winkelbereich: insbesondere die DCS für n = 7
in Ar15+ und Ar16+ , n = 8 in Ar18+ und n = 6 in Ar17+ Stößen. Bei größeren θLAB sind
die theoretischen DCS kleiner für n = 6 im Ar15+ und Ar16+ und für n = 7 im Ar17+

und Ar18+ System. Bei sehr kleinen Streuwinkeln werden die DCS für n = 8 im Ar16+
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Ar
18+

Ar
17+

Ar
16+

Ar
15+

Abbildung 6.20: Arq+ – He, q = 15 − 18, EP = 14 keV×q: Schalenspezifische relative
Wirkungsquerschnitte. Theorie: TCBGM(I) ist der in dieser Arbeit mit (4.40) berechne-
te TCS im Rahmen des IEMs, TCBGM(II) ist der in dieser Arbeit mit (4.37) berechnete
TCS integriert bis zum maximalen experimentellen Winkel und TCBGM(III) ist der in
dieser Arbeit mit (4.40) berechnete TCS im Rahmen des SAE-Modells für die Zweielek-
tronenübergangsamplitude. Weitere Theorien: nCTMC [270] bei EP = 6.75 keV/amu.
Experiment: Exprt. (1) [276] mit EP = 6.30 keV/amu für Ar18+, 5.95 keV/amu für
Ar17+, 5.60 keV/amu für Ar16+ und 5.25 keV/amu für Ar15+, Exprt. (2) [270] bei
EP = 6.75 keV/amu, Exprt. (3) [272] bei EP = 6.00 keV/amu.
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Abbildung 6.21: Arq+ – He, q = 15 − 18, EP = 14 keV×q: Schalenspezifische differen-
tielle Wirkungsquerschnitte für Elektroneneinfang als Funktion des Projektilwinkels.
Theorie: mit TCBGM in dieser Arbeit berechnete DCS. Experiment: [276].
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und Ar17+ System von der Theorie überschätzt. Es kann jedoch keine allgemeine Ant-
wort auf die Frage nach der Ursache dieser Abweichungen gegeben werden, da sie keine
systematische Tendenz zeigen. Diese Abweichungen sind aber bei Winkeln im experi-
mentellen Grenzbereich am stärksten lokalisiert. Diese Abweichungen führen zu den
beobachteten Unterschieden in relativen TCS zwischen Modell TCBGM(II) und dem
Experiment. Es lässt sich resümieren, dass es keine Patentantwort auf dieses Problem
gibt.

Der Winkelbereich im Experiment [276] und in Abbildung 6.21 ist zu klein, um
noch ein Merkmal der DCS in diesen Systemen zu erkennen. In Abbildung 6.22 sind
theoretische DCS für Ar16+ in einem größeren Winkelbereich gezeigt. Die Strukturen
in den schalenspezifischen DCS sind eine direkte Folge der Interferenz der Phasen der
Übergangsamplituden und der Kern-Kern-Coulomb-Phase im Eikonalintegral. Bemer-
kenswert ist, dass sie sehr ähnlich für alle Schalen sind, was man nicht unbedingt
erwartet hätte. Es scheint jedoch, dass diese Ähnlichkeit tatsächlich experimentell be-
obachtet wird [272].
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Abbildung 6.22: Ar16+ – He, EP = 5.60 keV/amu: Schalenspezifische differentielle Wir-
kungsquerschnitte für Elektroneneinfang als Funktion des Projektilwinkels. Theorie:
mit TCBGM in dieser Arbeit berechnete DCS. Experiment: [276].

Mit diesen Rechnungen wurde die Anwendbarkeit der Basisentwicklungsmethoden
auf Stoßsysteme von hochgeladenen Ionen mit Heliumatomen zum ersten Mal auf die
Ionenladung bis zu q = 18 erweitert. Die Übereinstimmung mit dem Experiment ist
gut und die in dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse vervollständigen das gesamte Bild
der Elektronendynamik in Stößen von Ionen an Helium. Die winkeldifferentiellen Daten
für andere nichtelastische Prozesse in diesen Stoßsystemen, wie Transferanregung, oder
Doppeleinfang müssen noch gemessen werden. Im Prinzip können die DCS für diese
Prozesse auch mit TCBGM berechnet werden. Mit Rücksicht auf fehlende experimen-
telle Daten und benötigte zeitraubende Rechnungen wurden in dieser Arbeit nur die
schalenspezifischen TCS für Doppeleinfang berechnet.
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6.3.2 Doppeleinfang
Doppeleinfang bei diesem und ähnlichen Stoßsystemen hat noch mehr Aufmerksamkeit
im Hinblick auf die mögliche Rolle der dynamischen Korrelation und der Korrelation
im Endzustand auf sich gezogen [272, 273, 278, 279, 280, 281]. Trotz der Beteiligung
von nur zwei Elektronen werden die Mechanismen von diesem Prozess immer noch
diskutiert [273, 282, 272, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289]. Bei solchen Projektilla-
dungen werden die Elektronen in hochangeregte Zustände des Projektils eingefangen
und können dort strahlend stabilisiert werden (was eigentlich dem „echten” Doppelein-
fang (TDC) entspricht), oder es wird ein Elektron durch den Auger-Zerfall nach dem
Stoß autoionisiert. Der letzte Prozess (ADC) führt zur Transferionisation (TI). Das
Modell unabhängiger Elektronen (IEM) sagt zu allererst die Bevölkerung von sym-
metrischen oder quasi-symmetrischen doppelt angeregten Zuständen (nl, nl) voraus,
was sich auch durch die hohe Selektivität des Einfacheinfangprozesses erklären lässt.
Jedoch wurden asymmetrische Endkonfigurationen (nl, n′l′) in vielen solchen Stoßsys-
temen experimentell beobachtet [290, 291, 292]. Es kann eine sehr einfache Erklärung
für asymmetrische Endkonfigurationen im Doppeleinfang gegeben werden. Während
die doppelt angeregten Zustände (nl, nl) durch die Autoionisation schnell zu zerfallen
neigen, haben die Zustände mit asymmetrischen Endkonfigurationen (nl, n′l′) eine viel
höhere Wahrscheinlichkeit, strahlend stabilisiert zu werden. Diese hohe Selektivität der
Endzustände in dem Doppeleinfangprozess kann mit IEM nicht ohne weiteres repro-
duziert werden. Um die Entstehung solcher Konfigurationen konsistent theoretisch zu
beschreiben, muss die Theorie die Mechanismen enthalten, die die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung einbeziehen. Insbesondere wurde die Vorstellung über dielektronische
Prozesse eingeführt [290, 291]. Im Falle eines dielektronischen Prozesses entsteht die
Wechselwirkung eines aktiven Elektrons mit dem anderen aktiven Elektron nur nach
dem Zusammenstoß mit dem schweren Projektil. Die Konfigurationswechselwirkung
(CI) in der Atomstruktur des Targets spielt dann die entscheidende Rolle und resul-
tiert in Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Kanälen [247].

Unter der Annahme, dass die Elektronen unabhängig voneinander übertragen wer-
den, wurde die statische und dynamische Korrelation in der TCBGM-Rechnung voll-
ständig vernachlässigt. Damit ist nicht zu erwarten, dass diese Rechnung den Doppel-
einfangprozess in diesen Stoßsystemen richtig beschreiben kann. Jedoch ist es bis jetzt
nicht sehr klar, wie stark die Effekte der Elektron-Elektron-Wechselwirkung in solchen
Systemen mit dem hochgeladenen Projektilion tatsächlich sind. In diesem Abschnitt
werden die Vorhersagen des IEMs für Doppeleinfang und die Abweichungen von den
bekannten experimentellen Tatsachen analysiert.

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit für den DT-Prozess wurde mit zwei Mo-
dellen ausgeführt. Das erste Modell ist ein direkter unabhängiger Einfang von zwei
Elektronen, so wie das IEM vorhersagt:

PDTIEM (nl, n′l′) =

2pT1 (nl) pT1 (n′l′) nl ̸= n′l′

pT1 (nl) pT1 (n′l′) nl = n′l′
(6.19)

Die Berechnung der totalen Wirkungsquerschnitte erfolgte also mit der Multinomial-
statistik. Danach wurden die TCS schalenweise summiert.

Im IEV-Modell, das als „Independent Events Model” zu verstehen ist, wurden die
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Wahrscheinlichkeiten für Doppeleinfang als sogenannter Zweistufenprozess modelliert.
Im Rahmen dieses Modells wurde eine zusätzliche TCBGM-Rechnung durchgeführt,
in der die Übergangswahrscheinlichkeit des Elektrons von einem einfachionisierten He-
liumion in das Projektil berechnet wurde. Nach der Kombination von den Einelektro-
nenübergangswahrscheinlichkeiten aus beiden TCBGM-Rechnungen bekommt man die
IEV-Wahrscheinlichkeit PDTIEV für Doppeleinfang

PDTIEV (nl, n′l′) = pT1 (nl) pT2 (n′l′) + pT1 (n′l′) pT2 (nl) . (6.20)

Die einzelnen Einteilchenwahrscheinlichkeiten

pT1 (nl) : Arq+ +He
(
1s2

)
−→ Ar(q−1)+ (nl) +He+ (1s) (6.21)

pT2 (nl) : Arq+ +He+ (1s) −→ Ar(q−1)+ (nl) +He2+ (6.22)

entsprechen dem Einfacheinfang aus dem Heliumatom und aus dem einfachgelade-
nen wasserstoffähnlichen Heliumion. In der Reaktion (6.22) wurde als Projektil Arq+
und nicht Ar(q−1)+ genommen. Eine starke Abschirmung des Projektilskerns ist in der
Reaktion (6.22) nicht zu erwarten, da das Elektron in der Reaktion (6.21) in einen
hochangeregten Zustand eingefangen wird.

Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in den Abbildungen 6.23 und 6.24 darge-
stellt. Hier sind die schalenspezifischen TCS für Doppeleinfang aus beiden Modellen
(IEM und IEV-Modell) gezeigt.

Tatsächlich zeigt das Bild für IEM den Doppeleinfang in symmetrische oder fast
symmetrische Zustände für alle vier Stoßsysteme Arq+ – He mit q = 15 − 18. Das
IEV-Modell liefert im Gegenteil asymmetrische Endzustände für diesen Prozess. Zu-
sätzlich wird die absolute Größe des TCS für diesen Prozess deutlich reduziert, was
an den Intensitätsbalken rechts von den Bildern zu erkennen ist. Für Ar18+ – He sind
die asymmetrischen Endzustände in diesem Prozess bestätigt, die Identifizierung der
Hauptkanäle ist jedoch nicht abgeschlossen [293]. Eine sehr starke Asymmetrie in den
Anfangszuständen vor dem Prozess der Autoionisation wird trotzdem nicht beobachtet.
Das entspricht qualitativ den Ergebnissen der beiden Modelle. In beiden Modellen sind
die Autoionisationsprozesse nicht enthalten, d.h. hier sind die TCS für DC=TDC+ADC
gezeigt, bevor ein strahlender oder Auger-Zerfall stattfindet.

Die sehr hohen absoluten Werte des TCSs für Doppeleinfang, die in diesen Modellen
vorkommen, sind experimentell nicht bestätigt. In allen bekannten Experimenten wird
das Verhältnis von Einfacheinfang zu Doppeleinfang TCS als nicht mehr als 0.1 − 0.2
festgestellt. In dieser Rechnung ist der TCS für Doppeleinfang aber vergleichbar mit
dem ST TCS oder manchmal noch größer. Das kann als ein großer Defekt der beiden
Modelle verstanden werden. Es ist vorstellbar, das die Verteilung der Einfacheinfang-
und Doppeleinfangprozesse im IEM nicht richtig ist. Dadurch wäre es möglich auch die
zu kleinen Werte des TCS für Einfacheinfang zu erklären. Zum Beispiel spricht dafür
der Vergleich der Summe der totalen Wirkungsquerschnitte für Einfacheinfang, Dop-
peleinfang und Transferionisation aus dem Experiment [279] mit der Summe aus der
TCBGM-Rechnung (53.5× 10−16 gegen 51.1× 10−16 cm2) für das Stoßsystem Ar16+ –
He. Die Verteilung der TCS für den schalenspezifischen Einfacheinfang spricht jedoch
eindeutig für das IEM, da in diesem Fall, wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde,
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Abbildung 6.23: Arq+ – He, q = 15 − 16, EP = 14 keV×q: schalenspezifische theoreti-
sche totale Wirkungsquerschnitte σDT (nl, n′l′) × 10−16 cm2 mit IEM und IEV-Modell
für Doppeleinfang im Vergleich.
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Abbildung 6.24: Arq+ – He, q = 17 − 18, EP = 14 keV×q: schalenspezifische theoreti-
sche totale Wirkungsquerschnitte σDT (nl, n′l′) × 10−16 cm2 mit IEM und IEV-Modell
für Doppeleinfang im Vergleich.

141



6.3. Elektronendynamik im Stoßsystem Arq+ – He (q=15-18)

sehr gute Ergebnisse erzielt wurden. Deshalb kann die Frage über das Ratio von Ein-
facheinfang/Doppeleinfang in diesen Systemen und die Richtigkeit des IEMs oder IEV-
Modells aus theoretischer Sicht nicht eindeutig beantwortet werden. Vor allem sind neue
COLTRIMS-Experimente sehr erwünscht, in denen alle Reaktionskanäle, die zu dem
Doppeleinfang (TDC und ADC) führen, genau identifiziert werden können.
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Elektronendynamik in p – Na
Stößen

Die Stöße von Protonen mit Alkalimetallen wurden sehr intensiv in den letzten 30
Jahren sowohl experimentell als auch theoretisch untersucht. Eine rein praktische Mo-
tivation für die experimentellen Studien waren vor allem einige offene Fragen in der
Plasmaphysik – im Zusammenhang mit der Kernfusion [294, 295], oder in der Astro-
physik für den Sonnenwind [296, 297]. Bei relativ langsamen Stößen (Projektilgeschwin-
digkeit ≤ klassische Orbitalgeschwindigkeit des Leuchtelektrons im Alkalitarget) do-
miniert der Elektroneneinfangprozess in diesen Systemen. Das erklärt sich vor allem
durch die spezifische Schalenstruktur der Alkalimetalle, da die Bindungsenergie von
dem äußeren valenten Elektron viel kleiner im Vergleich zu den gebundenen Elektro-
nen in den inneren Schalen ist. Aus dieser Sicht betrachtet, erlaubt das SAE-Modell für
das valente Elektron des Alkalitargets die Einelektronenprozesse in diesen Stoßsyste-
men relativ gut zu beschreiben. Die Dynamik des äußeren Elektrons wird in diesem Fall
mit einem Coulomb-Potential des Projektils und einem effektiven Potential (Coulomb-
Wechselwirkung mit dem Targetkern und das Abschirmpotential von den eingefrorenen
Elektronen in den inneren Schalen) festgesetzt. Das SAE-Modell hat vielen Theorien
die Möglichkeit gegeben, die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung sehr effektiv für die-
ses Quasi-Einelektronensystem zu lösen. Damit dienten diese Systeme sehr lange Zeit
als alternative Testsysteme zum Stoßsystem p – H für den Vergleich der Theorie mit
dem Experiment und haben zum Fortschritt für die Entwicklung neuer experimenteller
Methoden und Theorien beigetragen, da die Experimente mit den echten Einelektro-
nensystemen mit vielen Problemen technischer Art verbunden sind.

Trotz der relativ guten Übereinstimmung der SAE-Theorien mit den experimentel-
len Daten, zeigten mehrere Indizien schon bei kleinen Stoßenergien die Beteiligung der
Elektronen aus inneren Schalen im Einfangprozess [298, 299, 300, 301]. Experimentell
wurde das im Verlauf des totalen Wirkungsquerschnittes im Einelektroneneinfangpro-
zess bei höheren Energien gefunden [302]. Etwas später wurde es in den nachfolgenden
Experimenten für Vielelektronenverlust von Lithium- und Natriumtarget in Stößen mit
Protonen oder Heliumionen deutlich bestätigt [303, 304].

Die beobachtete Verflachung des TCSs für Einelektroneneinfang mit steigender Pro-
jektilenergie (anstatt eines sehr schnellen Abfalls) kann durch die steigende Beteiligung
der Elektronen aus den inneren Schalen erklärt werden, falls sich die Projektilgeschwin-
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digkeit der klassischen Orbitalgeschwindigkeit der Elektronen in der entsprechenden
inneren Schale annähert. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass diese Vermutung sehr
gut in einer Rechnung bestätigt wird, falls alle Elektronen bei der Propagation der
zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung berücksichtigt werden.

7.1 Quasi-Einelektronensystem oder Vielelektro-
nensystem?

Das Stoßsystem p – Na(3s) wurde experimentell und theoretisch vielfältig untersucht.
Die experimentellen Daten für Einelektroneneinfang bei kleinen Energien [303, 305,
306] und für Einfach- und Doppelverlust (insbesondere auch für Einfachionisation) bei
relativ höheren Energien [304, 307] wurden veröffentlicht und intensiv diskutiert.

Verschiedene nichtelastische Prozesse in einem Projektilenergiebereich 1 − 100 keV
können mit diesen Studien eingeordnet werden. Es lässt sich aus diesen Daten erken-
nen, dass bei den Projektilenergien EP ≈ 1 − 20 keV der Einelektroneneinfangpro-
zess dominiert und mit steigender Stoßenergie die Einelektronenionisation diese Rol-
le übernimmt. Das Maximum des TCSs für den Elektroneneinfang befindet sich bei
EP ≈ 4 keV, was eigentlich im „velocity-matching”-Bild dem Einfang in angeregte
Zustände des Projektils entspricht.

Dieses Stoßsystem wurde auch in vielen theoretischen Studien untersucht [308, 309,
310, 311, 312, 313]. Allerdings wurde ausschließlich das SAE-Modell verwendet, in dem
nur das 3s-Elektron als an der Dynamik beteiligt betrachtet wurde. Bis zur Veröf-
fentlichung [314] gab es keine theoretische Arbeit, in der die Vielelektronenprozesse in
diesem Stoßsystem quantenmechanisch behandelt wurden. Dieses Kapitel basiert auf
[314], gibt aber eine erweiterte Beschreibung der im Rahmen dieser Promotionsarbeit
durchgeführten Rechnungen zum Stoßsystem p – Na(3s). Außerdem werden in diesem
Kapitel auch einige zusätzliche Ergebnisse vorgestellt, die in der erwähnten Veröffent-
lichung ausgelassen wurden.

Die detaillierten quantenmechanischen SAE-Rechnungen in der Form von Zweizen-
trenbasisentwicklung mit Slater-Orbitalen (TCAO) [308] oder in der Form von Zweizen-
trenbasisentwicklung mit Sturmschen Funktionen [309] und auch CTMC-Rechnungen
[310, 311] wurden veröffentlicht und mit den oben erwähnten experimentellen Da-
ten für nichtelastische Wirkungsquerschnitte verglichen. Es hat sich dabei herausge-
stellt, dass diese SAE-Modell-Rechnungen für das Na(3s)-Valenzelektron in den totalen
Wirkungsquerschnitten den Elektroneneinfang tatsächlich nur bis zur Projektilenergie
EP ≈ 30 keV relativ gut beschreiben können und mit steigender Energie viel schneller
als der experimentelle Wirkungsquerschnitt abfallen. Deutliche Diskrepanzen wurden
auch in den theoretischen TCS für Ionisation untereinander und auch mit den experi-
mentellen Daten festgestellt.

Kürzlich wurde das Stoßsystem p – Na(3s) mit der MOTRIMS-Technik (die in der
Einleitung schon erwähnt wurde) systematisch untersucht. Diese experimentelle Metho-
de, die vor relativ kurzer Zeit als eine Weiterentwicklung von COLTRIMS entstanden
ist, erlaubt die Elektronen aus den inneren Schalen, die an den verschiedenen Prozes-
sen beteiligt sind, direkt zu identifizieren, was früher nur indirekt mit der Photonen-
oder Auger-Elektronenspektroskopie für relativ hohe Stoßenergien möglich war. Die
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MOTRIMS-Technik erlaubt eine direkte Identifizierung von schalenspezifischen Pro-
zessen anhand des Q-Wertes. Einen Überblick über einige Q-Werte im Stoßsystem
p – Na gibt Tabelle 7.1.

Abkürzung Endzustand Erläuterung Q-Wert (eV)
OSC H(n = 1) +Na+(2p6) Einfacheifang 8.46

H(n = 2) +Na+(2p6) aus −1.74
H(n = 3) +Na+(2p6) äußerer Schale −3.63

σ11
1 H+ +Na+(2p6) + e− Einfachionisation −5.14

ISC H(n = 1) +Na+(2p53s) Einfacheinfang aus −24.5
H(n = 1) +Na+(2p53p) den inneren Schalen −28.7

σ10
2 H(n = 1) +Na+(2p5) + e− Transferionisation -38

ISC H(n = 2) +Na+(2p53s) Einfacheinfang aus −34.7
H(n = 2) +Na+(2p53p) den inneren Schalen −38.9

σ11
2 H+ +Na2+(2p5) + 2e− Doppelionisation −52.3

Tabelle 7.1: Einige Q-Werte und Reaktionskanäle im p – Na(3s) Stoßsystem [102].

Diese neuen MOTRIMS-Daten haben zusammen mit den älteren Daten für Ein-
und Vielelektronenprozesse deutlich gezeigt, dass die Elektronen aus den inneren Scha-
len im Stoßsystem p – Na(3s) sehr aktiv sind, und mit steigender Stoßenergie wird diese
Beteiligung an den Prozessen sogar stärker als die des 3s-Elektrons. Nur eine Theorie,
in der alle Elektronen als aktiv behandelt werden, kann folglich die Besonderheiten und
die Verläufe von Wirkungsquerschnitten ausreichend präzise in diesem System beschrei-
ben. TCBGM zeigte sich schon als sehr effektiv in Stößen von Ionen mit Sauerstoffato-
men und Edelgasen. In diesen Systemen wurden aber auch einige Unklarheiten für die
Produktion z. B. eines vakanten 2s-Orbitals entdeckt, was durch die vernachlässigte
Elektronenkorrelation mindestens teilweise erklärt werden kann [228, 315]. Mit theo-
retischen Ergebnissen einer Vielelektronenrechnung können die experimentellen Daten
für p – Na kritisch bewertet werden und neue Indizien für die Korrelation (oder das
Nichtbestehen der Korrelation) in Innerschalenprozessen auch für dieses System brin-
gen.

In der TCBGM-Rechnung für das Stoßsystem p – Na in dieser Arbeit wurden alle
(mit Ausnahme der stark gebundenen 1s-Elektronen) Elektronen als aktiv betrachtet.
In die Basis wurden alle atomaren KLMNO Zustände des Wasserstoffatoms, die atoma-
ren LMN OPM-Zustände des Natriumatoms und zusätzlich 73 BGM-Pseudozustände1

– insgesamt 127 Basisfunktionen aufgenommen. Die Propagation des Systems für jede
Projektilenergie erfolgte in den Grenzen von R = −50, . . . , 50 a.u. mit 26 Stoßparame-
tern im Bereich b = 0.22 − 30 a.u.

Die Auswertung von verschiedenen totalen Wirkungsquerschnitten wurde durch die
Integration der entsprechenden stoßparameterabhängigen Wahrscheinlichkeiten für die
Vielelektronenprozesse durchgeführt (s. Abschnitt 4.2). Die Wahrscheinlichkeiten für
Vielelektronenprozesse wurden mit den schalenspezifischen Multinomialformeln berech-
net, die in 4.1 angedeutet sind.

1Die Generierung der BGM-Pseudozustände für das p – Na(3s) Stoßsystem wurde in der TCBGM-
Rechnung nach dem Schema der Ordnung µ = 1 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 5 6 6 6 6 6 6 6 aus den entsprechenden
19 Zuständen des Targetatoms durchgeführt.
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7.1. Quasi-Einelektronensystem oder Vielelektronensystem?
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Abbildung 7.1: p – Na: Übersicht der nichtelastischen Prozesse im Stoßsystem p –
Na. Theorie: TCBGM-Rechnung für Netto-Verlust (loss), Netto-Einfang (cap), Netto-
Ionisation (ion) und Netto-Anregung (exc). Experiment: Einelektronenverlust σ1 [102],
Einelektroneneinfang σ10

1 (a) [305], σ10
1 (b) [303], σ10

1 (c) [102], Einelektronenionisation
σ11

1 (a) [307], σ11
1 (b) [102], und q-Elektronenionisation ∑n σ11

n ≈ σ11
1 [304].

In der Abbildung 7.1 sind die berechneten totalen Wirkungsquerschnitte für Netto-
Verlust, Netto-Einfang, Netto-Ionisation und Netto-Anregung zusammen mit den ex-
perimentellen Daten angegeben. Der Vergleich der Netto-TCS’s mit den experimen-
tellen Daten ist im Prinzip nicht ganz korrekt, da der theoretische Netto-TCS eine
Summe von vielen TCS für Ein- und Vielelektronenprozesse ist. Da aber die TCS für
q-Elektronenprozesse mindestens zwei Ordnungen kleiner als TCS für Einelektronen-
prozesse sind, sind die experimentellen Wirkungsquerschnitte für Einelektronenprozesse
mit den Netto-TCS der TCBGM-Rechnung doch vergleichbar.

Für die handliche Beschriftung der Vielelektronenprozesse werden hier Bezeich-
nungen verwendet, die in fast allen experimentellen Studien benutzt wurden. σn ist
hier der TCS für die Produktion von einem n-fach geladenen Target, d.h. für n-
Elektronenverlust vom Target. σijn bedeutet den n-Elektronenverlust, der mit der Än-
derung der Ladung des Projektilions von i zu j verbunden ist. σ1 ist TCS für den
Einelektronenverlust, σ10

1 ist TCS für Einelektroneneinfang, σ11
1 ist TCS für Einelek-

tronenionisation, und ∑
n σ

11
n ist die Summe von Wirkungsquerschnitten für n-fach-

Ionisation des Targets.
Aus Abbildung 7.1 geht klar hervor, dass die Wirkungsquerschnitte aus der

TCBGM-Rechnung relativ gut mit den Experimenten, insbesondere mit den Daten
für Einelektroneneinfang bei höheren Energien, übereinstimmen. Die gesamte Vertei-
lung der Prozesse steht auch im Einklang mit den MOTRIMS-Messungen und auch mit
den älteren Daten für dieses System. Der Einfang ist sehr stark bei niedrigen Energien,
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und die Ionisation wird stärker bei höheren Projektilgeschwindigkeiten. Die Position
des Maximums des theoretischen Ionisationswirkungsquerschnitts weicht ein bisschen
von den experimentellen Daten ab. In dem gesamten Energiebereich sind auch Anre-
gungsprozesse zu sehen. Es wurde jedoch keine experimentelle Arbeit veröffentlicht, in
der die Anregung in alle Zustände des Natriumatoms gemessen wurde.

In den nächsten Abschnitten wird die Dynamik der einzelnen Prozesse erläutert. Die
TCS für verschiedene Ein- und Vielelektronenprozesse in diesem Ion-Atom-Stoßsystem
werden detailliert betrachtet und mit den Experimenten verglichen. Dabei wird das Ge-
samtbild der Elektronendynamik in diesem Stoßsystem aus den Anteilen von den ein-
zelnen Elektronen aus verschiedenen Schalen (und Zuständen) aufgrund der TCBGM-
Rechnung rekonstruiert.

7.2 Anregung
Wie schon erwähnt, gibt es keinen experimentellen TCS für totale Anregung in die-
sem Stoßsystem. Es gibt aber mehrere Daten für die Anregung des 3s-Elektrons in die
3p-Zustände (s. [306] und in dieser Arbeit zitierte Veröffentlichungen). Das ist der do-
minierende Kanal für den Anregungsprozess in diesem Stoßsystem. Die mit TCBGM
berechneten Wirkungsquerschnitte sind in der Abbildung 7.2 dargestellt. Der expe-
rimentelle TCS für Na (3s → 3p) Anregung umfasst selbstverständlich Kaskaden-
prozesse, die zu den 3p-Zuständen führen, während die theoretischen TCS sich auf
direkte 3p-Anregung beziehen. Nichtsdestoweniger ist die Übereinstimmung zwischen
dem TCBGM-Wirkungsquerschnitt und dem Experiment ziemlich gut, was bedeutet,
dass diese Prozesse hier eine kleinere Rolle spielen. Auch die anderen Rechnungen für
den 3s→ 3p-TCS [316, 309, 312, 313] zeigen gute Konvergenz. Der Vergleich zwischen
dem Experiment und der Theorie leidet ein wenig an dem großen absoluten Meßfehler
des Experiments (bis zu 40 %), jedoch ist das Minimum des Anregungswirkungsquer-
schnitts bei der Projektilenergie EP ≈ 4 keV deutlich sichtbar.

Der Grund für diese Schwingungsstruktur ist bis zum gegenwärtigen Zeitpunkt nicht
ganz eindeutig, liegt aber vermutlich an der starken Kopplung zwischen zwei Kanälen;
Targetanregung in die 3p-Zustände und Elektroneneinfang in den H(n = 2) Zustand,
und hat einen Resonanzcharakter, da die Endzustände fast das gleiche Energieniveau
haben. Das Minimum in dem Na-(3p) Anregungswirkungsquerschnitt stimmt mit dem
absoluten Maximum des gesamten TCS für den Einfang bei EP ≈ 4 keV überein, und
dieser TCS seinerseits besteht fast ausschließlich aus dem TCS für den Einfang in den
H(n = 2) Zustand. Dies wird in den TCS im nächsten Abschnitt gezeigt. Ähnliche
Strukturen konnten auch in anderen Stoßsystemen beobachtet werden [317].

7.3 Ionisation und Einfang
Die totalen Wirkungsquerschnitte für Ionisation im System p – Na sind in Abbildung
7.3 dargestellt. Es lässt sich deutlich erkennen, dass der Netto-Wirkungsquerschnitt
(TCBGM (net)) im Wesentlichen aus dem Wirkungsquerschnitt für die Ionisation des
3s-Elektrons aus der äußeren Schale (TCBGM (OSC)) besteht. Die Beiträge von inne-
ren Schalen zu dem Prozess sind fast vernachlässigbar, steigen aber langsam mit der
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Abbildung 7.2: p – Na: Totaler Wirkungsquerschnitt für Anregung im Stoßsystem p –
Na als Funktion der Einschussenergie. Theorie: TCBGM-Rechnung für Netto-Anregung
(net exc) und für Anregung des 3s-Elektrons in die 3p-Zustände (3s-3p exc). Weite-
re Rechnungen für Anregung des 3s-Elektrons in 3p-Zustände: Basisentwicklung mit
B-Splines (a) [312], Zweizentrenbasisentwicklung mit Slater-Orbitalen (b) [316], Zwei-
zentrenbasisentwicklung mit Sturmschen Funktionen (c) [309]; Experiment: Anregung
des 3s-Elektrons in 3p-Zustände: 3s-3p exc [306].

Projektilenergie im Bereich EP = 30 − 1000 keV. Ob diese Beiträge auch weiterhin
steigen können, ist unklar, da der Wirkungsquerschnitt für 3s-Ionisation eine leichte
Tendenz für die Überlagerung mit dem Netto-Wirkungsquerschnitt bei EP = 1000 keV
hat und außerdem keine experimentellen Daten bis zum gegenwärtigen Zeitpunkt in
diesem Energiebereich veröffentlicht wurden. Das Vorherrschen der Ionisation aus der
äußeren Schale im betrachteten Energiebereich kann mit der Bindungsenergie des 3s-
Elektrons erklärt werden (s. Tabelle 7.2).

Ionisations
-potential I II III IV V VI VII VIII IX

Energie,
(eV) 5.138 47.29 71.65 98.88 138.37 172.09 208.444 264.155 299.78

Tabelle 7.2: Die Ionisationspotentiale des Natriumatoms. Potential I entspricht der
Bildung von Na1+-Ion, Potential II – Na1+ → Na2+ usw. [318].

Der Ionisationsprozess wird meistens durch die Anfangszustandsenergie des am
schwächsten gebundenen Elektrons festgelegt. Die experimentellen Daten (σ11

1 [102],
[307], ∑n σ11

n [304]) und TCBGM-Rechnungen zeigen in Abbildung 7.3 eine sehr starke
Zunahme des Wirkungsquerschnitts bis zu EP = 20 keV. Bei höheren Projektilenergien
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liegen die Kurven der TCBGM-Rechnungen deutlich tiefer als die Experimente, obwohl
die Diskrepanz mit zunehmender Energie etwas kleiner wird. Im Vergleich mit den an-
deren Rechnungen liefert TCBGM aber die höchsten Werte für diesen Wirkungsquer-
schnitt. Die CTMC-Rechnung von Lundy und Olson [310] zeigt einen ähnlichen Verlauf
mit etwas kleineren Werten. Bei höheren Energien zeigen alle anderen Rechnungen
– Zweizentrenbasisentwicklung mit Sturmschen Funktionen [309], CTMC-Rechnung
[311], Zweizentrenbasisentwicklung mit den Pseudozuständen [319] und Zweizentren-
basisentwicklung mit den Slater-Orbitalen [316] – verschiedene unklare Strukturen und
stimmen auch nicht miteinander überein.
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Abbildung 7.3: p – Na: Totaler Wirkungsquerschnitt für Einfachionisation im Stoßsys-
tem p – Na als Funktion der Einschussenergie. Theorie: TCBGM-Rechnung für Netto-
Ionisation (TCBGM (net)) und für die Ionisation des 3s-Elektrons (TCBGM (OSC)).
Weitere Rechnungen für die Ionisation des 3s-Elektrons: Zweizentrenbasisentwicklung
mit Sturmschen Funktionen (TC-ST) [309], die Rechnungen mit der CTMC-Methode
(CTMC (a)) [310] und (CTMC (b)) [311], AO-Zweizentrenbasisentwicklung mit den
Pseudozuständen (AO+) [319], Zweizentrenbasisentwicklung mit den Slater-Orbitalen
(TCAO) [316]; Experiment: Einfachionisation σ11

1 (Exprt. (a)) [102] und (Exprt. (c))
[307], Mehrfachionisation ∑n σ11

n (Exprt. (b)) [304].

Eine mögliche Ursache für die Differenz zwischen Rechnungen und experimentel-
len Daten bei höheren Energien könnte die Autoionisation von mehrfach angeregten
Zuständen des Natriumatoms sein. Es ist möglich die entsprechenden Wahrscheinlich-
keiten mit der Multinomialstatistik auszuwerten. Nach der Abschätzung von diesen
Beiträgen hat sich aber herausgestellt, dass diese fast zwei Ordnungen kleiner als der
totale Wirkungsquerschnitt für die Einfachionisation sind und folglich die bestehende
Differenz durch die Autoionisation nicht erklärt werden kann. Eine andere mögliche
Erklärung, die aber die experimentellen Daten betrifft, wurde in [304] gegeben. Es
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wurde vermutet, dass die Daten aus [307] etwa zweimal zu hoch sind, was auf die nicht
akkurate Justierung der Targetdichte zurückgeführt werden könne. Indirekt wird dies
auch durch die Daten für den Einfacheinfang bestätigt [303], wo die Daten aus [307]
dieselbe Tendenz mit Faktor ≈ 2 im Vergleich zu den anderen Messungen zeigen. Die
neuen Messungen sind notwendig, um diese Unklarheiten zu lösen. Auch die Lage für
das Maximum im Wirkungsquerschnitt bleibt zurzeit unbekannt. Alle experimentellen
Daten deuten aber daraufhin, dass dieses zu höheren Projektilenergien im Vergleich zu
allen theoretischen Kurven verschoben ist.
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Abbildung 7.4: p – Na: Totaler Wirkungsquerschnitt für Einfacheinfang im Stoßsys-
tem p – Na als Funktion der Einschussenergie. Theorie: TCBGM-Rechnung für Netto-
Einfang (TCBGM (net)) und für Einfang des 3s-Elektrons (TCBGM (OSC)). Weitere
Rechnungen für Einfang des 3s-Elektrons: TC-ST [309], TCAO [316], CTMC [311],
IPFA [320]; Experiment: σ10

1 (a) [305], (b) [306], (c) [303], (d) [321, 102].

Anhand von Abbildung 7.4 erhalten wir Informationen über den totalen Wirkungs-
querschnitt für Einfacheinfang im Stoßsystem p – Na. Die TCBGM-Rechnungen für
Netto-Einfang (TCBGM (net)) und Einfacheinfang aus der äußeren Schale (TCBGM
(OSC)) sind mit den experimentellen Daten für den σ10

1 Wirkungsquerschnitt und
mit den theoretischen Wirkungsquerschnitten verglichen. Alle bisherigen theoretischen
Arbeiten sind ausschließlich für 3s-Elektroneneinfang durchgeführt worden. Mit Hil-
fe von diesen Daten lässt sich gut feststellen, wo die Beschreibung des Stoßsystems
p – Na als Quasi-Einelektronensystem zusammenbricht. Der Verlauf der meisten theo-
retischen Kurven bis zu etwa EP ≈ 20 keV stimmt sehr gut mit den experimentellen
Daten überein. Die starken Abweichungen der CTMC-Rechnung [311] und Impact Pa-
rameter Faddeev Approach [320] von anderen Theorien und Daten lassen sich eher
auf die inneren Inkonsistenzen der Theorien zurückführen und können nicht als ein
Trend betrachtet werden. Die TCBGM-Ergebnisse für OSC reproduzieren sehr gut die
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Kurven der anderen Rechnungen außer bei sehr hohen Energien. Ab EP = 20 keV
fällt der OSC-Wirkungsquerschnitt sehr schnell ab. Die Einbeziehung der Einfangpro-
zesse aus den inneren Schalen (Inner Shell Capture – ISC) ist die Schlüsseländerung,
die die experimentellen Daten in diesem Energiebereich erklären kann. Es ist inter-
essant auch zu erwähnen, dass die BGM-Rechnung diese Tendenz sehr ähnlich zu den
TCBGM-Rechnungen wiedergibt, wie es in Abbildung 7.5 gezeigt wird und als sehr
positiv angesehen werden kann. Eine absolute Übereinstimmung ist es jedoch nicht.
Die Unterschiede zwischen BGM- und TCBGM-Rechnungen stammen aus mehreren
Aspekten der theoretischen Modelle. Der wichtigste Grund jedoch für niedrigere Werte
des Wirkungsquerschnitts für den Einfang ist die Prozedur, mit der die Wahrschein-
lichkeiten in BGM für diesen Prozess berechnet werden. Da die Projektilzustände nicht
direkt in die BGM-Basis einbezogen werden, muss eine explizite Projektion der Einteil-
chenamplituden auf diese Zustände durchgeführt werden. Damit wird Einfang in die
höheren Zustände des Projektils im Allgemeinen besser mit TCBGM beschrieben. Bei
höheren Energien sind aber die Differenzen zwischen BGM und TCBGM in Abbildung
7.5 deutlich kleiner und in diesem Bereich bestätigt BGM den Einfang genauso gut,
wie TCBGM es macht. Bei dieser Energie findet Einfang überwiegend in den Grund-
zustand des Wasserstoffatoms statt und eine relativ gleich gute Beschreibung dieses
Zustands in beiden Fällen (TCBGM und BGM) erklärt diese Übereinstimmung.

Die Vermutung für die ISC-Prozesse existierte schon lange – „Since this change in
slope occurs for projectile velocity nearly matching the L-shell bound-electron veloci-
ties it is an indication than an inner-shell contribution to the capture cross section is
becoming important” [304] – wurde aber erst mit den TCBGM-Rechnungen theoretisch
bestätigt. Auch fast gleichzeitig mit den TCBGM-Rechnungen ist es möglich gewor-
den den ISC-Prozess experimentell mit der MOTRIMS-Technik direkt zu identifizieren
[321].

Eine Übersicht über die Stärke der Einfangprozesse in verschiedene Schalen des
Projektils erhalten wir anhand der Abbildung 7.6. In der Grafik sind der Wirkungs-
querschnitt für Netto-Einfang (TCBGM net (Σn)) in alle Schalen, der Wirkungsquer-
schnitt für den Einfang in die erste Schale des Projektils (TCBGM net(n = 1)) und die
schalenspezifischen Wirkungsquerschnitte für den Einfang aus der äußeren Schale (3s)
des Natriumatoms (OSC n = 1−5) in entsprechende Schale des Projektils gezeigt. Mit
diesem Vergleich wird es möglich noch einen Beweis für den Einfang aus den inneren
Schalen und seine Abhängigkeit von der Projektilenergie zu zeigen. Wie man sofort
aus dem Bild sieht, dominiert der Kanal für OSC nach H(n = 2) in diesem Energiebe-
reich, wobei auch der OSC nach H(n = 1) einen messbaren Beitrag liefert, was auch
dank der Leistung der MOTRIMS-Technik experimentell beobachtbar geworden ist.
Aus dem Q-Wert-Spektrum im Experiment konnte man die Beiträge für den Einfang
nach n = 1, n = 2 und n > 2 abtrennen. Die Übereinstimmung der TCBGM-TCS für
diese OSC-Prozesse mit den experimentellen Daten ist sehr gut, obwohl der OSC-TCS
in die angeregten Zustände (n > 2) in der TCBGM-Rechnung ein bisschen überschätzt
wird. Der Grund dafür ist unklar. Die totalen und schalenspezifischen (n = 1 − 3)
Wirkungsquerschnitte für OSC wurden aber auch früher von Jain und Winter [309]
berechnet und schalenspezifische TCBGM-Wirkungsquerschnitte stimmen mit diesen
sehr gut überein. Mit steigender Projektilenergie etwa bei EP = 30 keV werden sie für
OSC gleich groß und mit weiter steigender Energie fallen sie sehr schnell ab. Der Wir-
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Abbildung 7.5: p – Na: Totaler Wirkungsquerschnitt für Elektronentransfer im Stoß-
system p – Na als Funktion der Einschussenergie. Vergleich der BGM- und TCBGM-
Rechnungen. Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung für Netto-Einfang (TCBGM (net)),
für Einfang des 3s-Elektrons (TCBGM (OSC)) und für Netto-Einfang in den Grundzu-
stand des Wasserstoffatoms (TCBGM (net n=1)), BGM-Rechnung für Netto-Einfang
(BGM (net)), für Einfang des 3s-Elektrons (BGM (OSC)) und für Netto-Einfang in
den Grundzustand des Wasserstoffatoms (BGM (net n=1)); Experiment: σ10

1 (a) [305],
(b) [306], (c) [303], (d) [321, 102]).

kungsquerschnitt TCBGM net (n = 1) für OSC+ISC bleibt aber relativ stark und ist
jetzt der dominierende Kanal im Netto-Einfang (TCBGM net (Σn)). Die Beiträge aus
den inneren Schalen können also als eine Differenz zwischen Wirkungsquerschnitten
für TCBGM net (n = 1) und OSC (n = 1) identifiziert werden. Es wäre sehr inter-
essant die Messungen für die Energien EP = 30 − 50 keV zu erweitern, da der starke
Rückgang des theoretischen Wirkungsquerschnitts für OSC (n = 1) der Tendenz der
experimentellen Daten widerspricht.

In Abbildung 7.7 sind die Wirkungsquerschnitte für Netto-Einfang (TCBGM (net)),
für die Differenz zwischen dem Netto-Einfang und OSC (net-OSC) und für ISC mit
seinen Komponenten dargestellt. Auf den ersten Blick ist die Übereinstimmung zwi-
schen net-OSC und dem experimentellen Wirkungsquerschnitt ISC (from 2p) relativ
gut, jedoch enthält der theoretische Wirkungsquerschnitt net-OSC eigentlich viele ver-
schiedene Endzustände und ist mit dem Experiment nicht direkt vergleichbar. Tat-
sächlich, schließen die experimentellen Daten für ISC (from 2p) [321] anhand des Q-
Wert-Spektrums die Möglichkeit aus, dass mehr als ein Elektron im Prozess von dem
Target entfernt wird. Die Wahrscheinlichkeiten für Einfacheinfang aus den entspre-
chenden Schalen können mit Multinomialstatistik (s. Kapitel 4) relativ einfach mo-
delliert werden und diese Wirkungsquerschnitte (Einfacheinfang des 2p-Elektrons und
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Abbildung 7.6: p – Na: Partielle Wirkungsquerschnitte für Einfacheinfang in verschie-
dene Schalen des Wasserstoffatoms als Funktion der Einschussenergie. Theorie: aktuelle
TCBGM-Rechnungen für Netto-Einfang in alle Schalen (net (Σn)), Netto-Einfang in
den Grundzustand (net (n = 1)), Einfacheinfang des 3s-Elektrons in entsprechende
Schalen des Wasserstoffatoms (OSC); Experiment: Einfacheinfang des 3s-Elektrons in
entsprechende Schalen des Wasserstoffatoms (OSC) und Einfacheinfang aus allen Scha-
len in den Grundzustand des Wasserstoffatoms (ISC+OSC (n=1)) [102].

2s-Elektrons) sind in der Abbildung als ISC (from 2p) und ISC (from 2s) bezeichnet
und dargestellt. Der theoretische multinomiale ISC (from 2p) ist kleiner als die Diffe-
renz (net-OSC). Das ist die Konsequenz davon, dass jedes andere Elektron am Target
in seinem Anfangszustand im ISC-Prozess bleibt, wie es im Experiment beobachtet
wird.

Die Tatsache, dass der theoretische multinomiale Wirkungsquerschnitt für
ISC (from 2p) kleiner als der experimentelle Wirkungsquerschnitt für ISC (from 2p)
ist, ist ein Indiz dafür, dass die Prozesse für Verlust von zwei und mehr Elektronen
vom Target in der TCBGM-Rechnung überschätzt werden. Die entsprechenden Wir-
kungsquerschnitte für Einfach- und Doppelverlust sind experimentell auch aus dem
Q-Wert-Spektrum extrahierbar und werden im nächsten Abschnitt mit den TCBGM-
Wirkungsquerschnitten verglichen.

7.4 Einfachverlust, Doppelverlust und Transferio-
nisation

Eine Übersicht über Prozesse, die zu Einfach- oder Doppelverlust im Target füh-
ren, zeigt Abbildung 7.8. Der Wirkungsquerschnitt für Einfachverlust σ1, der mit
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Abbildung 7.7: p – Na: Wirkungsquerschnitte für Einfacheinfang aus verschiedenen
Schalen des Natriumatoms als Funktion der Einschussenergie. Theorie: Netto-Einfang
(net), Differenz zwischen dem Netto-Einfang und dem Einfang aus der äußeren Schale
(net-OSC), Komponenten des Einfangs aus den inneren Schalen: ISC des 2p-Elektrons
(ISC (from 2p)) und ISC des 2s-Elektrons (ISC (from 2s)); Experiment: ISC des 2p-
Elektrons [321].

der MOTRIMS-Technik gemessen wurde, stimmt mit dem berechneten TCBGM-
Wirkungsquerschnitt überein. Ausnahme sind die Punkte für EP > 20 keV, bei denen
auch das im letzten Abschnitt erwähnte Problem bei der Bestimmung des Ionisations-
maximums entdeckt wurde.

Der Doppelverlust als Prozess besteht seinerseits aus mehreren Komponenten und
kann wie der ISC zerlegt und genauer betrachtet werden:

σ2 = σ10
2 + σ11

2 + σ1−1
2 . (7.1)

Dabei sind σ10
2 Transferionisation, σ11

2 Doppelionisation und σ1−1
2 Doppeleinfang.

Der Wirkungsquerschnitt für Doppelverlust der Elektronen von dem Natriumatom
in Abbildung 7.8 bestätigt die Vermutung, dass der theoretische Doppelverlust mit
der Multinomialstatistik in relativ langsamen Stößen überbewertet wird. Bei EP =
20 keV, bei der die experimentellen Daten für ISC (from 2p) mit dem TCBGM-
Wirkungsquerschnitt (Abbildung 7.7) übereinstimmen, wird auch die Tendenz zur Kon-
vergenz für die experimentellen und theoretischen Wirkungsquerschnitte für Doppelver-
lust σ2 beobachtet. Das bekannte Problem der Multinomialformeln ist die Vorhersage
von relativ starken Prozessen für Doppeleinfang, auch wenn das Projektil nur einfach
geladen ist, da diese als ein Produkt von Wahrscheinlichkeiten modelliert werden, die
dem Einfang in die Zustände des atomaren Wasserstoffs (anstatt der Zustände von H−-
Ion) entsprechen. Und tatsächlich ist der Wirkungsquerschnitt für Doppeleinfang σ1−1

2
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Abbildung 7.8: p – Na: Totale Wirkungsquerschnitte für Einfach- und Doppelverlust
der Elektronen vom Target im p – Na Stoßsystem als Funktion der Einschussenergie.
Theorie: aktuelle TCBGM-Rechnung für Einfachverlust σ1, Doppelverlust σ2, Dop-
peleinfang σ1−1

2 und Differenz zwischen dem Doppelverlust und dem Doppeleinfang
σ2 − σ1−1

2 ; Experiment: Einfachverlust σ1 und Doppelverlust σ2 [321], Doppeleinfang
σ1−1

2 [305].

in der Abbildung 7.8 vergleichsweise stark im Bereich EP = 5 − 20 keV. Wenn dieser
Doppeleinfang aus dem Wirkungsquerschnitt für σ2 extrahiert wird, kann eine deutlich
verbesserte Übereinstimmung des Restwirkungsquerschnitts σ2 − σ1−1

2 mit den expe-
rimentellen Daten für σ2 beobachtet werden. Andererseits wurde der Wirkungsquer-
schnitt für Doppeleinfang zumindest einmal in diesem Stoßsystem für EP = 1 − 5 keV
gemessen und veröffentlicht [305]. Diese experimentellen Daten für σ1−1

2 liegen aber
deutlich höher als die mit TCBGM berechneten. Auch wenn der Energiebereich mit
den neuen MOTRIMS-Experimenten keinen Überlappbereich hat, können die alten
Daten wahrscheinlich als inkonsistent betrachtet werden. Indirekt bestätigen das auch
neue Experimente im System p – K, bei denen die Daten aus [305] mit neuen Messun-
gen verglichen wurden und eine starke Überschätzung von σ1−1

2 in der alten Messung
festgestellt wurde [322]. In Anbetracht der erhöhten Genauigkeit der Messungen, wäre
es sehr interessant, wenn die Wirkungsquerschnitte für Doppeleinfang in den p – Na-
Stößen neu untersucht werden könnten.

Der Wirkungsquerschnitt für Doppelionisation ist die kleinste Komponente von σ2
in dem Energiebereich EP = 1− 50 keV. Abgesehen vom (unphysikalischen) Doppelein-
fang spielt in dieser Region Transferionisation σ10

2 die Hauptrolle. Für diesen Wirkungs-
querschnitt sind experimentelle Daten veröffentlicht worden [304] und mit Rücksicht
auf die kleine Doppelionisation können die experimentellen MOTRIMS-Daten für σ2
[321] und die Daten für Transferionisation σ10

2 direkt verglichen werden.
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Abbildung 7.9: p – Na: Totale Wirkungsquerschnitte für Transferionisation im Stoßsys-
tem p – Na als Funktion der Einschussenergie. Theorie: TCBGM-Rechnung für Trans-
ferionisation σ10

2 und ihre Komponenten anhand der Multinomialstatistik: (2p,3s)-
Transferionisation σ2p cap

3s ion + σ3s cap
2p ion, (2p,2p)-Transferionisation σ2p cap

2p ion und Transferioni-
sation mit der Beteiligung von mindestens einem 2s-Elektron σ10

2 (2s): Experiment:
Transferionisation σ10

2 [304], Doppelverlust σ2 [321].

Der entsprechende Vergleich ist in Abbildung 7.9 dargestellt. Mit Vernachlässigung
von sehr unwahrscheinlichen Prozessen, an denen 1s-Targetelektronen aktiv teilneh-
men, und welche in der TCBGM-Rechnung nicht berücksichtigt wurden, kann Trans-
ferionisation als die Summe von drei Gruppen von Prozessen betrachtet werden: a)
Einfang von einem Na(2p)-Elektron mit gleichzeitiger Ionisation des Na(3s)-Elektrons
oder Einfang des Na(3s)-Elektrons mit gleichzeitiger Ionisation eines beliebigen Na(2p)-
Elektrons σ2p cap

3s ion + σ3s cap
2p ion (diese Prozesse haben den gleichen Q-Wert und sind im Ex-

periment ununterscheidbar); b) Transferionisation der Na(2p)-Elektronen σ2p cap
2p ion ; c)

Transferionisation, bei der mindestens ein Na(2s)-Elektron involviert wird σ10
2 (2s).

Die Wirkungsquerschnitte, die diesen drei Gruppen entsprechen, sind in Abbildung
7.9 ebenfalls gezeigt. Wie erwartet, sind die MOTRIMS-Daten für σ2 und die Da-
ten für Transferionisation aus [304] miteinander konsistent. Der theoretisch berechnete
Wirkungsquerschnitt für σ10

2 entspricht den gemessenen Daten und liefert noch eine
Bestätigung dafür, dass nur der Doppeleinfang in den TCBGM-Rechnungen deutlich
überschätzt wird. Zwei von drei berechneten Komponenten zeigen ein erwartetes Ver-
halten: der Wirkungsquerschnitt für σ2p cap

3s ion+σ3s cap
2p ion dominiert und Transferionisation für

σ10
2 (2s) ist relativ klein. Bemerkenswert ist aber das Verhalten der σ2p cap

2p ion Transferioni-
sation. Mit steigender Energie übernimmt der entsprechende Wirkungsquerschnitt die
Hauptrolle im gesamten σ10

2 Wirkungsquerschnitt. Diese theoretische Vorhersage kann
im Prinzip mit MOTRIMS-Technik geprüft werden.
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7.5 Einelektroneneinfang aus den inneren Schalen
mit Targetanregung

In diesem Abschnitt wird der Einfacheinfang aus den inneren Schalen des Natriuma-
toms begleitend mit der Targetanregung betrachtet. Im gesamten ISC dominiert der
Einfang nach H(n = 1), was aus energetischen Gründen klar ist (s. Tabelle 7.1). Im
MOTRIMS-Experiment konnten die Wirkungsquerschnitte aus den Q-Wert-Spektren
für ISC(n = 1) mit Na+(2p53s), ISC(n = 1) mit Na+(2p53p) von den ISC mit den
höher angeregten Zuständen des Targetatoms abgetrennt werden [321]. Die Kanäle für
ISC(n = 1) mit Na+(2p53s) und ISC(n = 1) mit Na+(2p53p) machen laut [321] ins-
gesamt etwa 75% des gesamten ISC aus. Die anderen 25% entsprechen dem ISC mit
Targetanregung in höhere Zustände (3d, 4s usw.).
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Abbildung 7.10: p – Na: Relative Wirkungsquerschnitte für ISC nach H (n = 1) as-
soziiert mit den Endzuständen Na+(2p53s) und Na+(2p53p) des Targets im p – Na
Stoßsystem als Funktion der Einschussenergie. Theorie: TCBGM, Experiment: [321].

Die Abbildung 7.10 zeigt die Quotienten

ISC (n = 1)mitNa+(2p53s)
ISC (n = 1)

(7.2)

und
ISC (n = 1)mitNa+(2p53p)

ISC (n = 1)
, (7.3)

die aus den experimentellen Daten und der TCBGM berechnet wurden. Die experimen-
tellen Quotienten zeigen, dass im Energiebereich EP = 5 − 20 keV der ISC dominiert,
der von der Anregung eines Elektrons im Target in den 3p-Zustand begleitet wird. Et-
wa ab EP = 20 keV wird der Mechanismus der Targetanregung in diesem ISC-Prozess
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ausgeschöpft und mit weiter steigender Projektilenergie werden die verbleibenden Elek-
tronen im Target passiv. Der ISC-Prozess nach H(n = 1) mit Na+(2p53s) dominiert.
Eine einfache und intuitive Erklärung wurde in [102] dafür vorgeschlagen. Mit dem
Einfang des 2p-Elektrons nach H(n = 1) ändert sich sein Drehimpuls. Bei relativ lang-
samen Stößen ändert das 3s-Elektron durch die Wechselwirkung mit dem 2p-Elektron
seinen Zustand nach 3p und sichert damit die Drehimpulserhaltung im System. Mit
steigender Energie wird die Zeit der Wechselwirkung zwischen 2p- und 3s-Elektronen,
und entsprechend die Wahrscheinlichkeit für diesen Kanal, kleiner. Diese Erklärung
ist schön, enthält jedoch implizit die Elektron-Elektron-Korrelation und kann in der
Rechnung, die auf dem IEM basiert, nicht direkt überprüft werden. Die Elektronen in
TCBGM wissen nichts voneinander. Nichtsdestoweniger gibt TCBGM qualitativ den
Haupttrend der entsprechenden Quotienten im Energiebereich ab EP & 8 keV wieder.
Bei kleineren Energien zeigen die theoretischen Quotienten noch eine Kreuzung, die
im Experiment nicht bestätigt wird. Für die Erklärung der Unterschiede können noch
zusätzliche Prozesse betrachtet werden, die demselben Endzustand des Systems ent-
sprechen. Da ist zum Beispiel der Einfang des 3s-Elektrons nach H(n = 1) mit der
Anregung von einem 2p-Elektron nach 3p im Targetatom. Die Wahrscheinlichkeiten
für solche Prozesse wurden in dieser Arbeit mit der Multinomialstatistik modelliert.
Die Rechnungen zeigten, dass diese Wahrscheinlichkeiten sehr klein sind und keinen
merklichen Beitrag liefern. Eine Abschätzung von diesen Wahrscheinlichkeiten im Sin-
ne der inklusiven Wahrscheinlichkeiten [174] mit der Berechnung von Determinanten,
in denen das Pauli-Prinzip für die gesamte Wellenfunktion nicht vernachlässigt wird,
bestätigte dieses Ergebnis. Zurzeit ist unklar, welche vernachlässigten Effekte in das
Modell hinzugefügt werden müssen, um quantitative Übereinstimmung mit dem Ex-
periment zu bekommen. Auf jeden Fall ist es bemerkenswert, dass die IEM-Rechnung
diese Prozesse überhaupt qualitativ vorhersagen konnte. Der dominierende Beitrag zu
ISC in dem Energiebereich von EP = 6 − 18 keV ist also ein Zweielektronenprozess
mit dem Einfang und gleichzeitiger Targetanregung und erst mit steigender Energie
kann ISC als einfacher Einelektronenprozess betrachtet werden.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zum Verständnis der Elektronendyna-
mik in den inelastischen Ion-Atom-Stößen. Die theoretische Beschreibung basiert auf
der semiklassischen Näherung mit der geraden Bahn für die Projektilbewegung, in
der das Ion-Atom-Stoßproblem auf ein zeitabhängiges Vielelektronenproblem redu-
ziert wird. In der nichtrelativistischen Näherung wird es mit der zeitabhängigen
Schrödinger-Gleichung (TDSE) beschrieben. Für die Lösung der TDSE wurde die
Zwei-Zentren-Basis-Generator-Methode (TCBGM) verwendet, die eine Erweiterung
der Basis-Generator-Methode ist. TCBGM wird in dieser Arbeit im Rahmen der zeit-
abhängigen Dichtefunktionaltheorie verwendet, in der eine im Prinzip exakte Abbil-
dung des wechselwirkenden Vielelektronenproblems auf das System der zeitabhängigen
Kohn-Sham-Gleichungen (TDKS) durchgeführt wird, wie es das Runge-Gross-Theorem
garantiert. Das unbekannte zeitabhängige Austausch-Korrelations-Einteilchenpotential
erzwingt verschiedene Näherungen in dem TDKS-Schema. In dieser Arbeit wurde das
Modell der unabhängigen Elektronen (IEM) als das Grundmodell verwendet. Im Rah-
men des IEMs wird die Elektron-Elektron-Korrelation in allen Teilen des theoretischen
Modells in allen Schritten konsistent vernachlässigt. Die Grundzustandswellenfunktion
wird als einzelne Determinante aus den atomaren Orbitalen beschrieben, die mit OPM
in der „x-only”-Näherung erzeugt wurden, und enthält nur die Austauschkorrelation.
Die Zeitpropagation der TDKS-Gleichungen wird mit dem zeitunabhängigen atomaren
OPM-Potential sowie dem zeitabhängigen Projektilpotential realisiert. Die Berechnung
der Vielteilchenübergangswahrscheinlichkeiten und Amplituden erfolgt durch die Mul-
tinomialstatistik und basiert ebenfalls auf dem IEM. Die konsistente Ausschließung von
Korrelationseffekten aus dem theoretischen Modell gibt die Möglichkeit diese Effekte
durch die Abweichung der Ergebnisse im Vergleich mit dem Experiment zu erfassen.
Die Identifizierung solcher Effekte ist ein wohlbekanntes und ausgiebig diskutiertes
Problem der modernen Atomphysik.

Die Berechnung der differentiellen Wirkungsquerschnitte (DCS) für die Ablenkung
des Projektils bei inelastischen Prozessen stellt einen wesentlichen Teil dieser Arbeit
dar. Die DCS wurden im Rahmen des IEMs in der Eikonalnäherung aus den stoßpara-
meterabhängigen TCBGM-Übergangsamplituden errechnet und mit vielen verschiede-
nen experimentellen COLTRIMS-Daten verglichen. Testrechnungen der DCS wurden
im Stoßsystem p – H für den Elektronentransferprozess durchgeführt. Die errechneten
DCS stimmen sehr gut mit dem Experiment und mit einer anderen Rechnung [225] bei
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niedrigen Projektilenergien überein. Der Vergleich der Ergebnisse für dieses Stoßsystem
zeigt im Energiebereich EP = 25 − 125 keV aber keine eindeutige Übereinstimmung
mit dem einzigen Experiment. Jedoch signalisiert der Vergleich mit einer langen Reihe
anderer theoretischer DCS, dass zusätzliche COLTRIMS-Experimente für dieses Stoß-
system von großem Interesse sind.

Die mit der TCBGM errechneten DCS für Transferprozesse im Stoßsystem p – He
zeigen gute Übereinstimmung mit den Daten aus den COLTRIMS-Experimenten bei
den Projektilenergien 100 − 1000 keV. Abweichungen von dem Experiment wurden in
diesem System jedoch bei niedrigeren Energien sowohl in den DCS für Transfer, als
auch in den DCS für Transferanregung beobachtet, was auf eine Limitierung des IEMs
hinweist. Die Abweichungen werden höchstwahrscheinlich durch mehrere Aspekte der
IEM-Beschreibung hervorgerufen. Im DCS für Einfacheinfang entsteht ein Minimum als
Phaseneffekt einer nichtverschwundenen Interferenz der elektronischen stoßparameter-
abhängigen Übergangsamplituden und der Phase des Coulomb-Kern-Kern-Potentials
und ist ein eindeutiger Nachteil des IEMs für die Modellierung der Zweielektronenüber-
gangsamplitude in der Eikonalnäherung im Vergleich mit dem „single active electron”
(SAE) Modell, in dem das nicht eingefangene Elektron als passiv betrachtet wird. In
den DCS für die Transferanregung sind schon beträchtliche Abweichungen im Vergleich
mit dem Experiment insbesondere in der Asymptotik sichtbar. Das gilt aber in noch
stärkerem Maße für die DCS für Transferanregung, die mit der klassischen Formel von
Greenland berechnet wurden. Man kann sagen, dass in den DCS für Transferanregung
in der Tat Korrelationseffekte eine gewisse Rolle spielen und zu den erwähnten Abwei-
chungen führen. Da aber der Endzustand im Transferanregungsprozess keine Korre-
lation aufweist (die Elektronen gehören verschiedenen Kernen), folgt daraus, dass die
Ursachen in der Zeitpropagation der TDKS-Gleichungen liegen, da eine Auswirkung
der Korrelation im Grundzustand des Heliumatoms eher unwahrscheinlich ist.

Die TCBGM-Rechnungen für verschiedene inelastische DCS im Stoßsystem 3He2+ –
4He bestätigen im Wesentlichen die Berechtigung der IEM-Beschreibung der Trans-
ferprozesse im keV-Energiebereich. Aufgrund der für dieses Stoßsystem erzielten Er-
gebnisse wird die Wichtigkeit der Korrelation im Doppeleinfangprozess bei höheren
Energien von 40 − 375 keV/amu nicht bestätigt. Einige Abweichungen in den DCS
für DC2-Prozesse1, bei denen eines der beiden Elektronen in einen angeregten Zustand
eingefangen wird, müssen noch in zusätzlichen Experimenten überprüft werden, da die
Analyse des DCS für den Doppeleinfang in alle Zustände im Stoßsystem 4He2+ – 4He
bei EP = 375 keV/amu eindeutig für eine sehr geringe Rolle der Korrelation in die-
sem Prozess spricht. Dabei scheint der Bereich der niedrigeren Projektilenergien nach
den hier vorgestellten totalen Wirkungsquerschnitten (TCS) der Interessantere zu sein.
Auch in den differentiellen Wirkungsquerschnitten für die SC4-Prozesse (die Summe
von sehr vielen DCS für die Transferanregung in n ≥ 2) werden beträchtliche Abwei-
chungen zu den COLTRIMS-DCS beobachtet, jedoch konnte deren Ursache wegen der
sehr großen Zahl der Kanäle nicht gefunden werden. Hier kann nur der Vergleich der
DCS für einzelne Kanäle helfen, die Auflösung der COLTRIMS-Apparatur ist dafür
aber noch nicht ausreichend.

Die Übereinstimmung der theoretischen schalenspezifischen relativen TCS mit dem
COLTRIMS-Experiment ist überraschend gut für den Einfacheinfang in Stoßsystemen

1s. Tabelle 6.3
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Arq+ – He, q = 15 − 18 bei den betrachteten Energien EP = 14 keV×q. Auch der Ver-
lauf der schalenspezifischen DCS für diesen Prozess wurde in allen Systemen von den
TCBGM-Rechnungen größtenteils sehr gut reproduziert. Der absolute Wert für den
TCS für Einfacheinfang (ST) sowie die Berechnung der Doppeleinfangprozesse (DT)
bleiben jedoch offene Fragen. Für die schalenspezifischen TCS für Doppeleinfangpro-
zesse wurden in der TCBGM-Rechnung mit Multinomialstatistik sowohl im IEM als
auch im IEV-Modell2 sehr hohe Werte vorhergesagt. Das Verhältnis ST/DT der ge-
samten TCS unterscheidet sich deutlich von dem experimentellen Ergebnis, in dem der
TCS für den Doppeleinfang etwa 0.1 − 0.2 von dem gesamten TCS für Einfachein-
fang beträgt. Die Asymmetrie der Endzustände im Doppeleinfangprozess konnte mit
IEM nicht reproduziert werden. Es wurde jedoch gezeigt, dass das IEV-Modell zu
solchen Zuständen führt. Gleichzeitig wird auch der absolute Wert des schalenspezifi-
schen TCSs in diesem Modell deutlich reduziert. Eine ausführliche Untersuchung der
Doppeleinfangprozesse in diesen Stoßsystemen kann aber nur durch den Vergleich mit
zukünftigen COLTRIMS-Experimenten realisiert werden, in denen alle Endkanäle, die
zu dem Doppeleinfang gehören (sowohl der „echte” Doppeleinfang, als auch der Doppe-
leinfang mit nachfolgendem Auger-Zerfall, der zu Transferionisation führt), eindeutig
identifiziert werden.

Die quantenmechanische TCBGM-Rechnung für das Stoßsystem p – Na(3s), in dem
alle Elektronen als aktiv betrachtet wurden, bestätigt die unterschiedliche Bedeutung
der Elektronen aus der äußeren und den inneren Schalen des Natriumatoms bei inelas-
tischen Prozessen. Die Ergebnisse dieser Rechnung ermöglichten die Identifizierung der
TCS für den Einfang aus den inneren Schalen bei der Projektilenergie EP ≥ 20 keV und
erklärten damit theoretisch den Verlauf der TCS-Kurve für Netto-Einfang in diesem
Stoßsystem. Gleichzeitig bleiben die Elektronen in den inneren Schalen im ganzen be-
trachteten Energiebereich EP = 1 − 1000 keV im TCS für die Netto-Ionisation passiv,
und dieser TCS wird fast vollständig durch die Ionisation von dem schwachgebun-
denen 3s-Elektron beschrieben. Auf der Basis der durchgeführten Analyse der Kom-
ponenten des TCSs für den Doppelverlust wurde in der TCBGM-Rechnung mit der
schalenspezifischen Multinomialstatistik die Überschätzung des TCSs für Doppelein-
fang festgestellt. Der Vergleich der Summe des TCSs für Transferionisation und Doppe-
lionisation zeigt eine sehr gute Übereinstimmung mit dem TCS für Doppelverlust aus
dem MOTRIMS-Experiment. In der Transferionisation wurden die (2p, 3s)-Prozesse im
Energiebereich EP = 1 − 100 keV als dominierende Prozesse theoretisch vorhersagt.
Mit steigender Energie ab EP ≥ 100 keV wird jedoch die Rolle der (2p, 2p)-Prozesse
und (2s, nl)-Prozesse mit n ≥ 2 im gesamten TCS für Transferionisation vergleich-
bar oder auch größer als die Rolle der (2p, 3s)-Prozesse. Ein nächster experimenteller
Schritt könnte in diesem Stoßsystem unter anderem die Identifizierung von solchen
Prozessen und die Nachprüfung dieser Vorhersage der TCBGM-Rechnung sein. Das
experimentell festgestellte Vorherrschen des TCS für Innerschalen-Prozesse mit gleich-
zeitiger Anregung des 3s-Elektrons in den 3p-Zustand bei EP ≈ 6 − 18 keV wurde
gänzlich unerwartet mit der TCBGM-Rechnung bestätigt. Die Erklärung dieser Tat-
sache in [102] zieht implizit die Elektron-Elektron-Korrelation in Betracht, die in der
TCBGM-Rechnung vollständig ausgeschlossen ist. Mit einer gewissen Vorsicht kann die
Vermutung geäußert werden, dass die Austauscheffekte, die im Anfangszustand und in

2independent event model
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dem gefrorenen OPM-Potential in der Propagation der TDKS-Gleichungen enthalten
sind, ausreichend zur Beschreibung der Dynamik sind.

Die Motivation dieser Arbeit war es, einen tieferen Einblick in die verschiedenen
Aspekte der Elektronendynamik in den Ion-Atom-Stößen zu erhalten. Aus verschiede-
nen Richtungen wurde das IEM mit TCBGM durch den Einsatz für verschiedene Sys-
teme abgetastet. Zusammenfassend ergibt sich aus den in dieser Arbeit durchgeführten
TCBGM-Rechnungen und der nachfolgenden Analyse, dass das Modell der unabhängi-
gen Elektronen größtenteils eine gute Leistung in der Beschreibung der experimentellen
Daten in den betrachteten Stoßsystemen bietet. Gute Ergebnisse bestätigen auch die
Effizienz der TCBGM, die mit relativ kleiner Basis hochwertige Einteilchenübergangs-
amplituden liefert. Es konnten auch einige fundamentale Aspekte der zugrundeliegen-
den Mechanismen in den nichtelastischen Prozessen ermittelt werden, welche aufgrund
des erforderlichen numerischen Aufwands bislang nicht theoretisch erfasst und unter-
sucht wurden. Gleichzeitig wurden jedoch verschiedene Bereiche identifiziert, bei denen
das IEM zu nicht sehr überzeugenden Ergebnissen führte. Insbesondere wurden Ab-
weichungen im DCS für ST und TE bei EP = 25 − 75 keV im Stoßsystem p – He
gefunden. Die Ursache dafür kann auch in der Eikonalnäherung liegen. Es könnte loh-
nenswert sein, diese Näherung weiter zu entwickeln und z. B. gestörte Wellenfunktionen
für die Projektil-Target-Relativbewegung statt ebenen Wellen einzusetzen. Die Prozes-
se und die Energiebereiche, bei denen Abweichungen zwischen dem Experiment und
den TCBGM-Rechnungen festgestellt wurden, können als zukunftsträchtig betrachtet
werden. Ganz eindeutig gehört der TCS für Doppeleinfang im Stoßsystem 3He2+ – 4He
bei EP = 1 − 40 keV/amu dazu.

Ein konsequenter nächster Schritt wäre, die TCBGM-Rechnungen für diese Syste-
me zu erweitern. In [164] wurden wesentliche Effekte der mikroskopischen Response
auf die TCS für nichtelastische Prozesse, besonders bei niedrigen Stoßenergien in den
Ion-Helium-Systemen festgestellt. Eine erweiterte TCBGM-Rechnung unter Berück-
sichtigung von Responseeffekten könnte in diesen Systemen sehr interessant sein, um
den Einfluss der Response besonders auf die „problematischen” DCS zu untersuchen.
Das ist von besonderem Interesse, da die konsequente Aufnahme der Korrelation (An-
fangszustand, dynamische Korrelation, Endzustand) in das theoretische Modell zum
gegenwärtigen Zeitpunkt im Rahmen der TDDFT konzeptionell auf fundamentale Pro-
bleme stößt.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass das aktuelle theoretische Modell zur Be-
schreibung der DCS mit einigem Erfolg für nichtelastische Prozesse in den Ion-Helium-
Stoßsystemen angewendet werden darf. Das Modell ist aber nicht auf Zweielektronen-
systeme eingeschränkt. Für das Stoßsystem p – Na sind experimentelle DCS für den
Einfang aus der äußeren und den inneren Schale(n) [102] vorhanden, die ebenfalls im
Rahmen des vorgestellten Modells berechnet werden können.

Nach der Erforschung der Ion-Atom-Stoßdynamik kann man sicher auch weiter ge-
hen und sich zum Beispiel für molekulare Reaktionsdynamik interessieren. Fortschritte
in diesem Bereich sind auch schon gemacht worden. Im Fall der Ion-Atom-Stöße war-
ten trotzdem noch sehr viele Fragen auf eine Erklärung. Die Erforschung von relativ
einfachen Prozessen in der Ion-Atom-Dynamik ist sicher noch nicht zu Ende und gibt
uns ständig eine tiefere Einsicht in die Physik und bereichert uns mit Grundwissen
über die Materiewelt.
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Kapitel 9

Anhang

9.1 Physikalische Größen im atomaren Einheiten-
system

physikalische Größe atomare Einheit Bemerkung

Masse me = 1 a.u. Masse eines Elektrons
Ladung e = 1 a.u. Elementarladung

Drehimpuls ~ = 1 a.u.
Dielektrizität 4πε0 = 1 a.u.

Länge a0 = 4πε0~2

mee2 = 1 a.u. = 0.5291772491 · 10−10m (Bohrradius)
Energie e2

a0
= mee

4

~2 = 1 a.u. = 27.2113961 eV
Zeit t0 = a2

0
me
~ = 1 a.u. = 2.418884310 · 10−17s

Lichtgeschwindigkeit c = 137 a.u.
vgl. Feinstrukturkonstante

α = e2

4πε0~c = 1
137 ⇒ c = 137 a.u.

Tabelle 9.1: Physikalische Größen im atomaren Einheitensystem.

9.2 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

In den Streuexperimenten wird das Targetsystem vor dem Zusammenstoß sehr oft als
ein ruhendes System betrachtet. Vom theoretischen Standpunkt ist es aber bequemer
die Bewegung des Schwerpunktzentrums des Projektil-Target-Systems abgesondert von
seiner relativen Bewegung zu betrachten. Die Zahl der Freiheitsgrade, die im Zweiteil-
chensystem gleich 6 ist, wird nach der Abtrennung der Bewegung des Schwerpunkt-
zentrums auf 3 reduziert. Die theoretische Betrachtung von einem Streuprozess wird
deshalb immer in einem Schwerpunktsystem durchgeführt. Um die Ergebnisse mit den
experimentellen Daten vergleichen zu können, werden die Wirkungsquerschnitte, die in
diesem Schwerpunktsystem berechnet wurden, in das Laborsystem umgerechnet.
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9.3. Klassische Trajektorie und die Ablenkungsfunktion

Größe Schwerpunktsystem (c.m.) Laborsystem (LAB)

Streuwinkel θc.m. arctan
(

sin θc.m.
cos θc.m.+

MP
MT

)

DCS dσ
dΩ

∣∣∣
c.m.

dσ
dΩ

∣∣∣
c.m.

(
1+2MP

MT
cos θc.m.+

(
MP
MT

)2
)3/2

∣∣∣1+MP
MT

cos θc.m.
∣∣∣

TCS ist unabhängig von dem Koordinatensystem

Tabelle 9.2: Differentielle und totale Wirkungsquerschnitte im Labor- und Schwer-
punktsystem.

9.3 Klassische Trajektorie und die Ablenkungs-
funktion

Über einen breiten Stoßenergiebereich ist es häufig möglich, die Ion(Atom)-Atom-
Streuung durch die klassische Mechanik zu beschreiben. Nur bei sehr niedrigen Energien
braucht man eigentlich noch einige Modifikationen einzuführen, um die Interferenzef-
fekte, wo es notwendig ist, in Betracht zu ziehen. Gerechtfertigt wird das dadurch, dass
die mit der Bewegung von zwei Atomen assoziierte Wellenlänge λ sehr klein verglichen
mit dem Wechselwirkungsbereich ist.

P b

O Z

b
θ

φ

θ
α

R

R0

Abbildung 9.1: Klassische Streuung.

Wir möchten hier die relative Bewegung von zwei klassischen Teilchen P und T be-
schreiben. Das entspricht näherungsweise der elastischen Streuung des Ions am Atom.
Der Abstandsvektor zwischen den Teilchen ist R. Für unsere Zwecke ist die Länge des
Vektors interessant, die als der relative Abstand R zwischen den Teilchen sich mit der
Zeit ändert. Die Funktion R (t) ist jetzt nichts anderes als eine klassische Flugbahn.
Betrachtet wird ein Teilchen P in einem klassischen Zentralpotential V (R) des Teil-
chens T im Punkt O. Vor dem Zusammenstoß ist R ziemlich groß und die relative
Geschwindigkeit v ist ungestört, da das Potential vernachlässigbar ist, was eine kräfte-
freie Bewegung des Teilchens P bedeutet. Dann ist R (t) = vP t+b. Der Stoßparameter
b ist dabei definiert als der senkrechte Abstand der asymptotischen Einfallsrichtung
des Projektils von der Anfangsposition des Streuzentrums. Technisch gesehen ist er
Bestandteil des Vektors R und zeigt den kleinstmöglichen Abstand zwischen P und T
in einem kräftefreien Stoß an.
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Drehimpulserhaltung ist für zentralsymmetrische Potentiale gewährleistet. Dadurch
wird die Bewegung auf eine Streuebene begrenzt, in der beide Vektoren R und vP
während des Zusammenstoßes liegen. Während des Stoßprozesses ändert der Abstands-
vektor R ständig seine Richtung und macht eine komplette Umlenkung der Richtung
durch. Sobald die zwei Partikel wechselwirken, ist die Flugbahn nicht mehr eine Gerade
und der Stoßparameter ist nicht mehr genau dem Abstand der nächsten Annäherung
(distance of closest approach) gleich. Die Teilchen P und T seien strukturlos. Die ab-
solute Größe der Geschwindigkeit |v| ist damit dieselbe vor und nach dem elastischen
Zusammenstoß. Die Richtung der Geschwindigkeit wird aber im Stoß nicht erhalten.
Die Endrichtung der Geschwindigkeit v stellt in dem klassischen Zusammenstoß ein
wichtiges Diagnosewerkzeug zur Verfügung.

Für den Drehimpuls gilt:

L = µR2dϕ

dt
= µvP b . (9.1)

Damit erhält man

dϕ

dt
= vP b

R2 . (9.2)

Die gesamte Energie des Systems wird auch erhalten:

E0 = E = µ

2

(dR
dt

)2

+R2
(
dϕ

dt

)2
+ V (R) (9.3)

= µ

2

(dR
dt

)2

+ v2b2

R2

+ V (R) . (9.4)

Damit ergibt sich für Ṙ

dR

dt
= ±

[
2
µ

(E − V (R))− v2
P b

2

R2

] 1
2

. (9.5)

Die Gleichung für die Trajektorie dϕ
dR

ist dann gegeben durch

dϕ

dR
= ϕ̇

Ṙ
=
dϕ
dt
dR
dt

= ± b

R2

[
1− V (R)

E
− b2

R2

]− 1
2

. (9.6)

Der Abstand der nächsten Annäherung R0 wird definiert als ein Wendepunkt in R (t)
und als die größte positive Wurzel der Gleichung Ṙ = 0

Ṙ = ±
[

2
µ

(E − V (R))− v2
P b

2

R2

] 1
2

= 0 . (9.7)

Diese Gleichung kann umgeschrieben werden zu

1− V (R)
E
− b2

R2 = 0 . (9.8)
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Die Trajektorie dϕ
dR

ist symmetrisch um den Punkt R0. Die Änderung des Winkels
ϕ während des Stoßes kann man mit Hilfe des Winkels α durch die Integration entlang
der Trajektorie dϕ

dR
bekommen.

α = b
∫ ∞
−∞

1
R2

[
1− V (R)

E
− b2

R2

]− 1
2

dR (9.9)

= 2b
∫ ∞
R0

1
R2

[
1− V (R)

E
− b2

R2

]− 1
2

dR (9.10)

Definition. Klassische Ablenkungsfunktion ϑ

Die klassische Ablenkungsfunktion ϑ wird als ϑ = π − α definiert (−∞ < ϑ < π)
und ist eine eindeutige Funktion von b und E für ein gegebenes Potential und kann
eine beliebige Größe mit jedem Vorzeichen haben.

ϑ = ϑ (b, E) = π − α (R→∞; b, E) (9.11)

Die umgekehrte Relation ist für ein gegebenes Potential nicht immer eindeutig, da
verschiedene Werte von b einem gegebenen ϑ entsprechen können. Der Streuwinkel θ
ist als der Winkel zwischen der asymptotischen Streu- und Einfallsrichtung definiert
(0 ≤ θ ≤ π) und wird aus der Ablenkungsfunktion mit folgender Relation bekommen.

θ =

|ϑ| − 2πn , (|ϑ| − 2πn) ≤ π

2π (n+ 1)− |ϑ| , π ≤ (|ϑ| − 2πn) ≤ 2π
(9.12)

Das ganzzahlige n wird so gewählt, dass 0 ≤ |ϑ| − 2πn ≤ 2π.
Wenn ein einziges b dem Streuwinkel θ entspricht, bekommt man den differentiellen

Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem:

dσ

dΩ
∆Ω = dσ

dΩ
2π sin θdθ = 2πb dbI

I
, (9.13)

dσ

dΩ
=
∣∣∣∣∣ b

sin θ
db

dϑ

∣∣∣∣∣ (c.m. System) , (9.14)

wobei I – die Intensität des Strahls ist.
Falls mehrere Stoßparameter einem Streuwinkel θ entsprechen (in dem Bereich, in

dem das Potential anziehende Eigenschaften hat), wird der differentielle Wirkungsquer-
schnitt als die Summe von allen Beiträgen mit entsprechendem bi definiert:

dσ

dΩ
=
∑
i

∣∣∣∣∣ bisin θ
dbi
dϑ

∣∣∣∣∣ . (9.15)

Für kleine Winkel kann die Ablenkungsfunktion, die als (9.11) definiert ist, in einer
sehr einfachen Form als

ϑ (b) ≃ − 1
vPµ

dχ (b)
db

= − 1
vPµ

d

db

∫ ∞
−∞

V (R) dt (9.16)
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geschrieben werden [177].
Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann in dieser Näherung für den nichtelas-

tischen Prozess i→ f als
dσ

dΩ
=
∣∣∣∣∣ b

sin θ
db

dϑ

∣∣∣∣∣Pi→f (b) (9.17)

berechnet werden.
Die allgemeinen Bedingungen für die Anwendung dieser Formel sind [177]

1
µvP

≪ θ ≪ 1 . (9.18)

9.4 Matrixelemente in BGM
Nach der Projektion der Einteilchengleichungen (3.7) auf die mit dem regularisierten
Coulomb-Potential generierte BGM-Basis bekommt man die gekoppelten Kanalglei-
chungen

i
M∑
µ=0

V∑
v=1

ċiµv (t) ⟨χλw | χµv ⟩ =
M∑
µ=0

V∑
v=1

ciµv (t) ⟨χλw | ĥ (t)− i∂t | χµv ⟩ . (9.19)

V = V T bezeichnet hier die Zahl der atomaren ϕnlm-Orbitale des Targets V T in der
BGM-Basis und M ist die höchste Ordnung der Basishierarchie.

Die gekoppelten Kanalgleichungen sind die Darstellung der Schrödinger-Gleichung
in der BGM-Basis, in der der Einteilchenhamiltonian als

ĥ (t) = ĥT + VP (t) (9.20)

mit
ĥT = −1

2
∆ + VT (9.21)

geschrieben werden kann.
Die Generierung der Basis erfolgt durch die Anwendung des regularisierten

Coulomb-Potentials auf die atomaren Orbitale des Targets χλw → |wλ⟩ (mit λ = 0
sind χ0

w → |w 0⟩)
|wλ⟩ = W λP |w 0⟩ . (9.22)

Mit der Definition der Matrixelemente für die Überlappmatrix Sλµwv und die Wech-
selwirkungsmatrix Mλµwv

Sλµwv = ⟨χλw | χµv ⟩ = ⟨wλ | vµ⟩ (9.23)

Mλµwv = ⟨χλw | ĥ (t)− i∂t | χµv ⟩ = ⟨wλ | ĥ (t)− i∂t | vµ⟩ (9.24)

bekommt man die Matrixform für das System der gekoppelten Einteilchengleichungen

iSċi = Mci . (9.25)

Die Überlappmatrix S hat folgende Eigenschaften:

• S ist symmetrisch
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• S ist wegen der Definition (9.23) eine reelle Matrix

• aus der Normerhaltung der Einteilchengleichungen folgt, dass

detS = 1 . (9.26)

Eine wichtige Eigenschaft der Überlappmatrix ist

i∂tS = M+ −M . (9.27)

Tatsächlich, mit

Mλµwv = ⟨wλ| ĥ (t)− i∂t |vµ⟩ = ⟨wλ| ĥ (t) |vµ⟩ − i ⟨wλ | ∂tvµ⟩ (9.28)(
Mλµwv

)+
= (⟨vµ| ĥ (t)− i∂t |wλ⟩)∗ = (⟨vµ| ĥ (t) |wλ⟩)∗ + i ⟨∂twλ | vµ⟩ (9.29)

und der Hermitezität des elektronischen Hamilton-Operators ĥ+ = ĥ

(⟨vµ| ĥ (t) |wλ⟩)∗ = ⟨wλ| ĥ+ (t) |vµ⟩ = ⟨wλ| ĥ (t) |vµ⟩ (9.30)

bekommt man

(
Mλµwv

)+
−Mλµwv = i ⟨∂twλ | vµ⟩+ i ⟨wλ | ∂tvµ⟩ = i∂tSλµwv . (9.31)

Die Berechnung der Wechselwirkungsmatrix verfolgt das Ziel so viele Operationen wie
möglich exakt durchzuführen.

Mit der Ausnutzung der Symmetrierelation (9.27) wird für die Wechselwirkungs-
matrix der Ansatz

Mλµwv = a ⟨wλ| ĥ (t)− i∂t |vµ⟩+ (1− a) (⟨vµ| ĥ (t)− i∂t |wλ⟩)∗

− (1− a) i∂t ⟨wλ | vµ⟩ (9.32)

verwendet, oder in einer kompakteren Form

Mλµwv = aMλµwv + (1− a)
(
Mµλvw

)∗
− (1− a) i∂tSλµwv . (9.33)

Damit erhält man für die Wechselwirkungsmatrix

Mλµwv = ⟨w 0| aW λP (−1
2

∆W µP−i∂tW µP )+(1− a)W µP (1
2

∆W λP+i∂tW λP )+(1− a)∇W µP∇W λP

+
{
(1− a)W µP∇W λP − aW λP∇W

µ
P

}
∇|v 0⟩+ a ⟨w 0|W λ+µP (VP + ĥT − i∂t) |v 0⟩

+ (1− a) (⟨v 0|W λ+µP (VP + ĥT − i∂t) |w 0⟩)∗ − (1− a) i∂t ⟨wλ | vµ⟩ . (9.34)

Mit der Wahl der Koeffizienten

a = λ

λ+ µ
(1− a) = µ

λ+ µ
(9.35)
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werden nicht lokale Anteile der Matrixelemente in
{
(1− a)W λP∇W

µ
P − aW

µ
P∇W λP

}
∇

eliminiert.
Mit den Ableitungen für das regularisierte Potential

∇W xP = xW x−1
P ∇WP (9.36)

∆W xP = x (x− 1)W x−2
P (∇WP )2 + xW x−1

P ∆WP (9.37)

und bei Benutzung von (9.35) folgt aus (9.34) :

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
| vµ⟩ − µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ ⟨wλ | VT + VP | vµ⟩+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
−1

2
∆− i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
−1

2
∆− i∂t

)
| w0⟩

∗
.

(9.38)

Durch Ausnutzung des Eigenwertproblems für ĥT in (9.38) bekommt man die Wech-
selwirkungsmatrixelemente

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VP + λEv + µEw

λ+ µ
| vµ⟩ − µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩ , (9.39)

wobei Ev und Ew die Eigenenergien für die atomaren Zustände ϕ0
v und ϕ0

w des Targets
sind.

Offensichtlich können die Überlappmatrix (9.23) und die Wechselwirkungsmatrix
(9.24) aus drei Typen von Grundmatrixelementen

⟨ϕ0
w′|W

λ′+µ′
P |ϕ0

v′⟩ (9.40)
⟨ϕ0
w′|W

λ′+µ′
P VP (t) |ϕ0

v′⟩ (9.41)
⟨ϕ0
w′| (∇WP )2W λ

′+µ′−2
P |ϕ0

v′⟩ (9.42)

zusammengesetzt werden.

9.5 Matrixelemente in TCBGM
Die gekoppelten Kanalgleichungen in TCBGM sehen genauso aus, wie in BGM, man
muss aber die Existenz von Projektil- und Targetzuständen in der Basis beachten und
bei der Berechnung von Matrixelementen die Translationsfaktoren in Betracht ziehen

i
M∑
µ=0

V∑
v=1

ċiµv (t) ⟨χλw | χµv ⟩ =
M∑
µ=0

V∑
v=1

ciµv (t) ⟨χλw | ĥ (t)− i∂t | χµv ⟩ . (9.43)

V = V T + V P bezeichnet hier die Zahl der atomaren ϕnlm-Orbitale des Targets V T
und die Zahl der atomaren ϕnlm-Orbitale des Projektils V P in der TCBGM-Basis und
M ist die höchste Ordnung der Basishierarchie.
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Der gesamte Hamiltonian wird, wie früher, als

ĥ = −1
2

∆ + VP + VT (9.44)

geschrieben, wobei man die Fälle des Projektils und Targets für verschiedene Basiszu-
stände unterscheiden soll ĥ = ĥT + VP , w, v ≤ V T

ĥ = ĥP + VT , w, v > V T
(9.45)

mit dem Projektil- bzw. Target-Hamiltonian

ĥP/T = −1
2

∆ + VP/T . (9.46)

Die Matrixform der Gleichungen stimmt mit der BGM-Form

iSċi = Mci (9.47)

überein und das äußere Aussehen der Überlappmatrix

Sλµwv = ⟨χλw | χµv ⟩ = ⟨wλ | vµ⟩ (9.48)

und der Wechselwirkungsmatrix

Mλµwv = ⟨χλw | ĥ (t)− i∂t | χµv ⟩
= ⟨wλ | ĥ (t)− i∂t | vµ⟩

= ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
| vµ⟩ − µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ ⟨wλ | VT + VP | vµ⟩+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
−1

2
∆− i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
−1

2
∆− i∂t

)
| w0⟩

∗

(9.49)

bleibt bestehen.
Abhängig von der Angehörigkeit der Zustände zum Target oder zum Projektil wer-

den jetzt vier Fälle in TCBGM unterschieden:

1. v, w ≤ V T , was dem Hamiltonian ĥ = ĥT + VP entspricht.

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VP | vµ⟩ −

µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
ĥT − i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
ĥT − i∂t

)
| w0⟩

∗

(9.50)
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Man erhält in diesem Fall die BGM-Wechselwirkungsmatrix (9.39).
Mit Ausnutzung des Eigenwertproblems für ĥT :

(
ĥT − i∂t

)
|v0⟩ = gv |v0⟩ bzw.(

ĥT − i∂t
)
|w0⟩ = gw |w0⟩ folgt

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VP + λgv + µgw

λ+ µ
| vµ⟩ − µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩ .

(9.51)

2. v, w > V T mit ĥ = ĥP + VT

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VT | vµ⟩ −

µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
ĥP − i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
ĥP − i∂t

)
| w0⟩

∗

(9.52)

Mit
(
ĥP − i∂t

)
|v0⟩ = gv |v0⟩ bzw.

(
ĥP − i∂t

)
|w0⟩ = gw |w0⟩ folgt

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VT | vµ⟩ −

µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ λgv + µgw
λ+ µ

⟨w0 | W λ+µP | v0⟩ .

(9.53)

Hier ist zu beachten, dass das Matrixelement ⟨w0 | W λ+µP | v0⟩ eigentlich dem
Element ⟨wλ | vµ⟩ entspricht.

3. v ≤ V T , w > V T

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ VT | vµ⟩ −

µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
ĥT − i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨wλ | VT | vµ⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
ĥP − i∂t

)
| w0⟩

∗

+ λ

λ+ µ
⟨wλ | VP | vµ⟩

(9.54)

Mit den Eigenwertgleichungen für das Target und das Projektil bekommt man
nach der Zusammenfassung der Matrixelemente:

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ µ

λ+ µ
VT + λ

λ+ µ
VP | vµ⟩

− µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩+ λgv + µgw

λ+ µ
⟨wλ | vµ⟩ .

(9.55)
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4. v ≥ V T , w ≤ V T

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
| vµ⟩ − µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩

+ λ

λ+ µ
⟨w0 | W λ+µP

(
ĥT − i∂t

)
| v0⟩

+ µ

λ+ µ
⟨wλ | VP | vµ⟩

+ µ

λ+ µ
⟨v0 | W λ+µP

(
ĥT − i∂t

)
| w0⟩

∗

+ λ

λ+ µ
⟨wλ | VT | vµ⟩

(9.56)

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ λ

λ+ µ
VT + µ

λ+ µ
VP | vµ⟩

− µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩+ λgv + µgw

λ+ µ
⟨wλ | vµ⟩ .

(9.57)

Alle Fälle können mit Hilfe der Definitionen

v ≤ V T v > V T

Vv̄ = VP Vv̄ = VT (9.58)
Vv = VT Vv = VP

w ≤ V T w > V T

Vw̄ = VP Vw̄ = VT (9.59)
Vw = VT Vw = VP

in einer Formel für die Wechselwirkungsmatrix

Mλµwv = ⟨wλ | λµ
2

(∇WP
WP

)2
+ λ

λ+ µ
Vv̄ + µ

λ+ µ
Vw̄ | vµ⟩

− µ

λ+ µ
i∂t ⟨wλ | vµ⟩+ λgv + µgw

λ+ µ
⟨wλ | vµ⟩

(9.60)

zusammengefasst werden.

9.6 Eikonalstreuamplitude
Der Ausgangspunkt der Eikonalnäherung ist das T -Matrixelement für den Streuprozess
i→ f

Tα,βif = ⟨Φβf | V̂β | F+
i,α⟩ . (9.61)

Einsatz für die Wellenfunktionen
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F+
i,α = exp (ikiR)

(2π)3/2 Ψ̃i,α (t) (9.62)

Φβf = exp (ikfR)
(2π)3/2 Φ̃f,β (t) . (9.63)

ki ist der Impuls des einlaufenden Projektils.

kf ist der Impuls des auslaufenden Projektils.

Der Impulsübertrag bei dem Streuprozess ist dann q = ki − kf .
Mit Abkürzungen Tαβif → Tif und V̂β → V̂ → V (t)

Tif = 1
(2π)3

∫
d3ReiqR ⟨Φ̃f,β (t) | V (t) | Ψ̃i,α (t)⟩ (9.64)

für kleine Streuwinkel θ ist qR ≈ q⊥ · b = qb

d3R = vPdtd
2b (b ⊥ vP ) (9.65)

Tif = vP

(2π)3

∫
d2b

∫ ∞
−∞

dt eiqb ⟨Φ̃f,β (t) | V (t) | Ψ̃i,α (t)⟩ . (9.66)

Nach der Umschreibung des elektronischen T- Matrixelements mit Hilfe der zeitab-
hängigen Schrödinger-Gleichung

⟨Φ̃f,β (t) | V (t) | Ψ̃i,α (t)⟩ = ⟨Ψ̃i,α (t) | V (t) | Φ̃f,β (t)⟩∗ (9.67)
= ⟨Ψ̃i,α (t) | Ĥel − i∂t | Φ̃f,β (t)⟩

∗
(9.68)

= i d
dt
⟨Φ̃f,β (t) | Ψ̃i,α (t)⟩ (9.69)

bekommt man das T-Matrixelement in der Form

Tif = ivP
(2π)3

∫
d2b eiqb ⟨Φ̃f,β (t) | Ψ̃i,α (t)⟩

∣∣∣∞
−∞

. (9.70)

Die Anfangszustände des Streusystems sind asymptotisch (für t→ −∞) orthogonal

⟨Φ̃f,β (t) | Ψ̃i,α (t)⟩
∣∣∣
t→−∞

= δif , (9.71)

und für t→ +∞ bekommt man die elektronische Übergangsamplitude für den Prozess
i→ f :

⟨Φ̃f,β (t) | Ψ̃i,α (t)⟩
∣∣∣
t→+∞

= Aif (b) . (9.72)

Hieraus folgt eine allgemeine Formel für Tif

173



9.6. Eikonalstreuamplitude

Tif = ivP
(2π)3

∫
d2b eiqb (Aif (b)− δif ) . (9.73)

Das 2D-Fourier-Integral kann auf ein 1D-Bessel-Integral reduziert werden. Dazu
wird die Symmetrie des Streuproblems benutzt.

Tif = ivP
(2π)3

∫
d2b eiqbAif (b) (9.74)

d2b = bdbdφb (9.75)

qb = qb cos (φ− φb) (9.76)

Auf Grund der Symmetrie bezüglich der Streuebene gilt:

Aif (b) = Aif (b) ei∆Mφb (9.77)

∆M = |mi −mf | (9.78)

Tif = ivP
(2π)3

∫ ∞
0

bdbAif (b)
∫ 2π

0
dφbe

iqb cos(φ−φb) ei∆Mφb . (9.79)

Um das Winkelintegral zu berechnen, wird eine Substitution durchgeführt: φ̃ =
φ− φb:

∫ 2π

0
eiqb cos(φ−φb) ei∆Mφbdφb = −ei∆Mφ

∫ φ−2π

φ
eiqb cos(φ̃)−i∆Mφ̃dφ̃ (9.80)

= ei∆Mφ
∫ 2π

0
ei(qb cos(φ̃)−∆Mφ̃)dφ̃ (9.81)

= ei∆Mφi∆M2πJ∆M (qb) . (9.82)

Hier wurde die Integraldarstellung der Bessel-Funktion [323, 324] verwendet:

Jn (x) = 1
2π

∫ 2π

0
exp (−ix sinφ+ inφ) dφ (9.83)

= (−i)n 1
2π

∫ 2π

0
exp (ix cosφ− inφ) dφ . (9.84)

Schließlich wird die Eikonalstreuamplitude in der Endform (mit i ̸= f) als

Tif = ivP
(2π)2 (−i)∆Mei∆Mφ

∫ ∞
0

bAif (b) J∆M (qb) db (9.85)

geschrieben, wobei die Amplitude Aif (b) den Phasenfaktor für die Kern-Kern-
Wechselwirkung (plus einen asymptotischen Phasenterm) enthält.
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Da in dem differentiellen Wirkungsquerschnitt nur das Betragsquadrat der Streu-
amplitude eine Rolle spielt, können die Terme, die den letzten nicht ändern, einfach
unberücksichtigt gelassen werden. Mit q ≈ 2ki sin θ2 kann die endgültige Formel für Tif
in der Eikonalnäherung als

Tif = ivP
(2π)2

∫ ∞
0

bAif (b) J∆M

(
2kib sin θ

2

)
db (9.86)

geschrieben werden.

9.7 Eikonalphasen für verschiedene Potentiale
• V (R) = ZPZT

R

Für dass Coulomb-Potential ist es relativ einfach die Phase auszurechnen:
∫ +∞

−∞
V (R) dt = 1

vP

∫ +∞

−∞

ZPZT
R

dz = 2ZPZT
vP

∫ +∞

0

1√
b2 + z2

dz . (9.87)

Der Übergang ∫ +∞

−∞
V (R) dz = 2

∫ +∞

0
V (R) dz (9.88)

ist erlaubt, da das Potential eine symmetrische Funktion von t bzw. z ist

V (R (z)) = V (R (−z)) , (9.89)

also

2
vP

∫ +∞

0
V (R) dz = 2ZPZT

vP
lim
z′→∞

[
ln
(√

b2 + z2 + z
)∣∣∣z′

0

]
= −2ZPZT

vP
ln b . (9.90)

In ähnlicher Weise findet man für das Integral für ξ (b) (4.69):

∫ ∞
zf

1
R
dz = ln

[
|zf |+

(
b2 + z2

f

)1/2
]

= ln
{

1/2
[
1 +

(
1 + b2/z

2

f

)1/2
]}

. (9.91)

In beiden Fällen wurden die stoßparameterunabhängigen Phasen und divergente
Phasen, die asymptotisch zu dem Eikonalintegral für die Streuamplitude keinen Beitrag
liefern, vernachlässigt.

• V (R) = exp(−βR)
R

∫ +∞

−∞
V (R) dt = 2

∫ ∞
0

exp (−βR (t))
R (t)

dt = 2
vP

∫ ∞
b

exp (−βR)√
R2 − b2

dR (9.92)

= 2
vP

∫ ∞
0

exp (−βR)
γ (R) dR = 2

vP
K0 (βb) (9.93)
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mit

γ (R) =

0 0 < R < b√
R2 − b2 R > b

. (9.94)

Hier wurde der Tabellenwert für die gewöhnliche Laplace-Transformation L

L (f (t)) =
∫ ∞

0
exp (−pt) f (t) dt = F (p) , p ∈ C (9.95)

verwendet [325].

• V (R) = α exp (−βR)

∫ +∞

−∞
V (R) dt =

∫ ∞
−∞

α exp (−βR) dt = 2α
vP

∫ ∞
b

R√
R2 − b2

exp (−βE) dR(9.96)

= 2α
vP

∫ ∞
0

exp (−βR) g (R) dR (9.97)

mit

g (R) =

0 0 < R < b
R√
R2−b2 R > b

. (9.98)

Es folgt ∫ +∞

−∞
V (R) dt = 2α

vP

∫ ∞
0

exp (−βR) g (R) dR = 2α
vP
bK1 (βb) . (9.99)

Zu diesem Ergebnis kann man auch mit dem Wert für das Potential V (R) =
exp (−αR)R−1 kommen. Tatsächlich ist

f (R) =
√
R2 − b2 −→

L
F (p) = K0 (βb) .

Dann gilt
tf (t) = Rf (R) = R√

R2 − b2
(9.100)

und mit der Eigenschaft der Laplace-Transformation

tf (t) −→
L
− d

dp
F (p) (9.101)

bekommt man

R√
R2 − b2

−→
L
− d

d (β)
(K0 (βb)) = +bK1 (βb) . (9.102)
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