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Résumé

La notion de dérivée hyperbolique est bien connue en théorie géométrique des fonc-
tions et s'applique aux fonctions appartenant a la classe, dite de Schur, des fonctions f
qui sont analytiques dans le disque unité D := {z : |z] < 1} et telles que | f(z)| < 1 pour
tout z € ID. Une fonction appartenant a cette classe est appelée une fonction de Schur.
Le but principal de cette these est de présenter une nouvelle théorie. celle des dérivées
hyperboliques d’ordre supérieur d'une fonction de Schur. Dans ce nouveau contexte, la
dérivée hyperbolique précédente est maintenant considérée comme la dérivée hyperbo-
lique d’ordre un.

Différentes applications de ces nouvelles dérivées seront explorées et nous aborde-
rons, notamiment, des problemes d'interpolation : étant donnés des points distinets
dans le disque unité, on veut déterminer les fonctions de Schur qui font correspondre
ces points vers des points images aussi donnés, tout en ayant des dérivées prescrites
aux points initiaux. Nous nous intéresserons a ces problemes d'interpolation exprimés
en termes des dérivées hyperboliques plutot qu’en termes des dérivées classiques.

De plus, certains résultats classiques de 'analyse complexe seront considérés dans le
contexte des dérivées hyperboliques. D’une part, cela permettra de les généraliser dans
certains cas et, d’autre part, d’interpréter certains d’entre eux en vertu des dérivées hy-
perboliques, fournissant ainsi des démonstrations plus géométriques de ces résultats. En
particulier, une version du théoreme de Schwarz Pick sera donnée pour les dérivées hy-
perboliques d’ordre supérieur et également une version analogue du lemme de Dieudonné.
Finalement. le cas du lemme de Rogosinski sera aussi traité et nous en donnerons une
démonstration différente en utilisant les nouveaux outils développés dans cette these.



Avant-propos

Je tiens d’abord a remercier ma directrice de recherche, le professeur Line Baribeau,
pour son aide tout au long de mes études doctorales. Le Département de mathématiques
et de statistique mérite aussi toute ma reconnaissance pour l'aide générale qui m’a
été apportée au cours de mes études. Un grand merci aussi & mes amis dévoués dont
la présence et le support ont été indispensables. Finalement, je voudrais également
remercier le Fonds Québécois en Recherche Naturelle et en Technologies (FQRNT), ainsi
que le Conseil de Recherche en Sciences Naturelles et en Génie du Canada (CRSNG)
pour leur appui financier respectif.



Table des matieres

Résumé

Avant-propos

Table des matiéres

Liste des tableaux

Introduction

1 La géométrie hyperbolique

2

3

1.1
1.2
1.3

Lemodéle dudisgue de Poinearg . . . . - . « v s s wemvwwa v« s s

Quelques classes defonctions . . . . . . . . .. Lo

Quelques caractéristiques géométriques du

modele du disque de Poincaré . . . . . .. ... 0000000 L

1.3.1
1.3.2
1.3.3
1.3.4

Les isométries du modele de Poincaré . . . . . . .. ... .. ..
Quelques formules pour la distance hyperbolique dans D

Les géodésiques du disque de Poincaré . . . . . .. ... .. ..
Le théoreme de Schwarz-Pick . . . . . .. . . ... ... .. ..

Les différences divisées hyperboliques

2.1

2.2

Les différences divisées . . . . . . . . .

2.1.1
2.1.2

Interpolation par des polynémes . . . . . . .. ..o
Méthode d’interpolation de Newton . . . . . . ... .. .. ...

Les différences divisées hyperboliques . . . . . . . . .. .. ... .. ..

22.1
2.2.2
2.2.3

Définition et propriétés . . . . . . . .. ... L.
Probléeme de Nevanlinna-Pick . . . .. ... ...........
Un bref apercu historique du probleme de Nevanlinna Pick . . .

Les dérivées hyperboliques

3.1

3.2

Différences divisées hyperboliques a un parametre . . . . . . . . . . ..

3.1.1

Définition et propriétés . . . . . . ... Lo

Les dérivées hyperboliques d'ordre supérieur . . . . . . .. . .. .. ..

ii

iii

v

vi

10
11
14

15
15
15
17
18
18
26
36

40
40
40



3.2.1 Deéfinition et propriétés . . . . . . ... ..o

3.2.2 Formule récursive pour les dérivées hyperboliques . . . . . . ..

4 Interpolation généralisée

4.1 Probléeme d’interpolation d'Hermite . . . . . . . .. ... ... .. ...

4.2 Probleme d’interpolation avec les dérivées hyperboliques . . . . . . ..

5 Quelques applications des dérivées hyperboliques

5.1 Un théoréeme de Schwarz-Pick pour les dérivées hyperboliques . . . . .

5.2 Un lemme de Dieudonné pour les dérivées hyperboliques . . . . . . ..

5.3 Lemme de Rogosinski
Conclusion

Bibliographie

42
46

55
25
58

71
71
76
82

85

87



Liste des tableaux

2.1
2.2
2.3

2.6

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

9.1

5.2

Tableau des différences divisées. . . . . . . .. .. .. ... ...
Tableau des différences divisées hyperboliques. . . . . . . . .. . .. ..
Tableau des différences divisées hyperboliques a partir de la définition
des différences divisées. . . . . . . .o Lo
Tableau des différences divisées hyperboliques. . . . . . . . .. . .. ..
Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du probleme
de Nevanlinna-Pick. . . . .. ... o000
Tableau des différences divisées hyperboliques. . . . . . .. . .. .. ..

Tableau des différences divisées hyperboliques a un parametre d’une fonc-

Tableau des différences divisées dans le cas du probléeme d’interpolation
BHermite. - - « o« v w6 % v 3 56 % s s e oW mEmEEE R oE s W R B B W 8 s
Tableau des différences divisées hyperboliques incluant les dérivées hy-
perboliques. . . . . . . ... L
Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas des dérivées
hyperboligques : « « ¢+ ¢ s 5 s s s s s s s i mim s € v 5 8 8 3 3 5 85 %5
Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du probleme
de Nevanlinna-Pick avec contraintes. . . . . . . . . . .. .. ... ...

Tableau des différences divisées hyperboliques pour le lemme de Dieudonné

généralisé. . . . . oL L
Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du lemme de
Dhisndonne-Puk genéralige. . . . : 4 2 4 voame s s e85 5553 s @man

Tableau des différences divisées hyperboliques pour le lemme de Rogosinski-

17
23

23
27

30
31

14

59

61

69

78

80

83



Introduction

Le but de ce travail est de faire la présentation d’une théorie nouvelle qui concerne
essentiellement les fonctions de la classe de Schur, ¢’est-a-dire les fonctions qui sont ana-
lytiques dans le disque unité et qui sont de module inférieur ou égal a un. L’étude de ces
fonctions se fera dans une géométrie particuliere, qui est bien adaptée au disque unité,
et qui est connue sous 'appellation générale de géométrie hyperbolique. Evidemment le
modele que nous utiliserons est le modéle du disque de Poincaré. Le premier chapitre
résumera les résultats essentiels qui seront nécessaires pour comprendre les aspects
géométriques de ce travail. Le second chapitre sera consacré aux diflérences divisées
hyperboliques. Nous verrons les propriétés importantes de ces dernieres et leur utilisa-
tion dans la résolution d'un probleme d’interpolation : le probléeme de Nevanlinna—Pick.
Dans le troisieme chapitre, nous introduirons la notion de dérivée hyperbolique d’ordre
supérieur, qui découle naturellement des différences divisées hyperboliques. A laide
de ce nouveau type de dérivées, nous allons considérer des problémes d’interpolation
qui les font intervenir. Au quatrieme chapitre, nous étudierons de quelle maniére il est
possible de les résoudre. Nous terminerons par la généralisation de résultats célebres
en analyse complexe impliquant les dérivées hyperboliques d’ordre supérieur. Ce cin-
quieme chapitre mettra donc en évidence la portée de cette théorie et l'intérét qu’elle
apporte afin de déterminer des versions analogues pour les dérivées hyperboliques de
certains résultats classiques : théoreme de Schwarz—Pick et le lemme de Dieudonné.
Nous verrons aussi comment il est possible d’utiliser les dérivées hyperboliques afin de
donner une nouvelle preuve du lemme de Rogosinski. Mentionnons également qu’une
partie du contenu original de cette thése correspond aux articles [2], [23] et [24].



Chapitre 1

La géomeétrie hyperbolique

Le présent travail est basé essentiellement sur un type particulier de géométrie :
la géométrie hyperbolique. Nous utiliserons principalement le modele du disque de
Poincaré. Afin de favoriser une meilleure compréhension de ce qui suivra, nous allons
donc rappeler les notions fondamentales.

1.1 Le modele du disque de Poincaré

Soit C le plan complexe et notons par D := {z € C : |z| < 1} le modele du disque
de Poincaré. 1l s’agit donc du disque unité ouvert dans C. Nous utiliserons également
la notation T pour désigner le cercle unité de méme que les notations suivantes :

D:=DUT, D:=Du{cc}.

Dans ce qui suit nous présenterons les éléments essentiels permettant de construire
une métrique dans . Nous désignerons les courbes contintment différentiables sur
un intervalle [a.b] € R, ou R est I'ensemble des nombres réels, par C'([a.b]). Soit
v(t) = x(t) + iy(t) : [a.b] — C une courbe de classe C'([a, b]). Notons dx = 2'(t) di et
dy == y'(t) dt. Si d€ := dx + i dy, alors ’édlément. de longueur de la courbe peut s'éerire
\dE|. ou |dE| = \/da? + dy?. Une fonction de densité est une fonction a valeurs réelles
qui est continue et strictement positive. En considérant les courbes qui sont de classe C!
par morceaux, ¢ est-a-dire continument différentiables par morceaux, et a 'aide d'une
fonction de densité. on peut définir la notion de distance entre deux points. Si on se

restreint a ). nous avons la définition suivante.

Définition 1.1.1. Soient =. w € . Alors la métrique hyperbolique p dans D est définie
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par

s w) = inf/ 2|de] 1y

1 Jy1=[gP

ol I'infimum est pris sur toutes les courbes v continument différentiables par morceaux
joignant le point z au point w.

La métrique hyperbolique est donc définie en utilisant la fonction de densité A(£) =

2/(1=18%).

La proposition qui suit permet d’établir que p définie précédemment est bien une
métrique dans 1.

Proposition 1.1.2. Soit p définie par (1.1). Alors p est une métrique dans ID.

Démonstration. Soient z, w € D. Clairement, on a que p(z,w) = p(w, z). Nous allons
maintenant montrer que p satisfait I'inégalité triangulaire. Considérons donc v € D.
Etant donné £ > 0, il existe Y1, 72, des courbes continument différentiables qui relient
respectivement les points z, v et v, w, telles que

" 2|d¢] 2|d¢]|
plz.v) 2 / — — &, %) / —— —
Fu, =P £ 1= |E
Alors, il est clair que

o oy [ 2l
2¢ + p(z,v) + p(v,w) > /_“ 1—|cP +/w 1— ¢

/ 2 |d¢|
T1U72 b= Ié"2
; " 2|dE|
inf L e hE
= plz. w),

v

ou I'infimum est pris sur toutes les courbes ~ continument différentiables par morceaux
reliant z et w. En laissant £ — 0, le résultat suit. Il nous reste a montrer que p(z, w) = 0
si et seulement si z = w. Si z = w, alors il est évident que p(z, w) = 0. Réciproquement.
nous allons montrer que si z # w. alors p(z, w) > 0. Considérons un disque fermé centré

en z et de rayon r > (). que 'on note par D(z.r) C . de telle sorte que w ¢ D(z.r). Par

> Ay > 0 pour tous les points appartenant a

L—~[§F

D(z.r). Pour toute courbe ~ reliant z a4 w. on a que

continuité. on peut supposer que

——— > Xy sur la section 7 de
T—]eP |
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7, contenue dans D(z, ), dont la longueur euclidienne est au moins r. Ainsi,

|d€
p(z, —1nf/l_|£|2

2 |d¢]
>‘/§1_[€|2 > Ar > 0.

1.2 Quelques classes de fonctions

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a certaines classes de fonctions qui ont
un intérét de prés ou de loin avec la géométrie hyperbolique et le disque unité.

La premiere classe de fonctions qui est primordiale pour ce travail est la classe H
des fonctions analytiques du disque unité dans lui-méme.

H:={/:D—D: f holomorphe dans D};

Nous considérerons également une autre classe de fonctions, qui inclut la classe préeédente,
appelée la classe de Schur, notée S, et définie par

S:={/:D — D: [ holomorphe dans D}.

On dira qu'une fonction appartenant a la classe de Schur est une fonction de Schur.
En utilisant le principe du maximum, la classe S est la classe H a laquelle on a ajouté
les constantes unimodulaires. Un autre tvpe particulier de fonctions joue un role fon-
damental dans la théorie géométrique des fonctions. Il s’agit des automorphismes. De
facon générale. on peut s’intéresser aux automorphismes pour n’importe quel domaine
Q). Dans le cas présent, nous allons étudier les automorphismes du disque unité. 11 s’agit
dans ce cas des fonctions holomorphes et bijectives du disque unité sur lni-méme. Ainsi.
les automorphismes sont en particulier des applications conformes. c’est-a-dire qu’ils
préservent les angles.

Avant de donner une forme explicite a ces fonctions, voici un résultat célebre de
I'analyse complexe qui nous sera utile par la suite.

Lemme de Schwarz. Soit [ € 'H telle que [(0) = 0. Alors,

/()] < |2|. VzeD. (1.2)
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et

|f(0)] < 1. (1.3)

Il y a égalité en (1.2), ou bien en (1.3) pour un z # 0, si et seulement si f(z) = ez

pour un certain 6 € [0, 27].

Pour une démonstration de ce résultat on peut consulter [8]. La proposition suivante
franchit un premier pas dans la détermination des automorphismes du disque unité.

Proposition 1.2.1. Soit g un automorphisme de D tel que g(0) = 0. Alors,

ot 6 € [0, 2n].

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Schwarz pour montrer la proposition.
En effet, on peut appliquer le lemme a g et on obtient ainsi que |g(2)| < |z, pour z € D.
De méme, en appliquant le lemme & g~! on obtient que |g~}(w)| < |w|, pour w € D.
En prenant w = g(z), on a que |z| < |g(2)|. Ainsi, |g(z)| = |z|. Toujours selon le lemme
de Schwarz, comme on a égalité, cela implique que g(z) = ¢z, pour un 0 € [0, 27].

Le théoréeme qui suit nous offre une caractérisation complete des automorphismes
du disque unité.

Théoreme 1.2.2. Les automorphismes de D sont les fonctions [ : 1D — D de la forme

g <~ — a

1-az (1.4)

ot |a| <1 et < <27

Démonstration. Posons g(z) := (z —a) /(1 —@z). 1l est clair que g € H. En effet, pour
e eT, 0<6, <2r ona

R —1fy

|e"™ —a| = |e |

— gl =|1—ae

Ceci entraine done que |g(e'™)| = 1. Par le principe du maximum. il suit que |g(z)| < 1.
pour tout = € ). Nous allons maintenant montrer que g est bijective. Montrons d’abord
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qu’elle est injective. Soient z, w € . Alors,
z—a w—a
= =4 —
9(2) = g(w) 1—-az 1 —aw
& (z—w) = |a*(z — w)
s(z-w)(1-|a*)=0

= wW.

! est donnée par

Aussi, g est surjective. En effet, la fonction inverse g~
-1 z + (18
B) = , ze€D.
4% 1+az

Par conséquent, g est bien un automorphisme du disque unité. Ceci implique également,
que [ est un automorphisme de . En effet, en multipliant g par une constante uni-
modulaire ¢, pour un certain 0 < 4 < 27, ceci provoque seulement une rotation de
I'image de la fonction.

Réciproquement, supposons que h est un automorphisme de . Posons a := h1(0).
Alors, ho g ! est un automorphisme de ID et (h o g=!)(0) = 0. Par la proposition 1.2.3,
(hog™)(z) = ¢z pour un @ € [0.2x]. Ainsi, on obtient que h(z) = ¢%g(z) et h(z) est
bien de la forme (1.4).

Si [ est un automorphisme, alors il découle facilement du théoreme 1.2.2 que f(T) =
T et f peut s’étendre continument sur . Plus précisément, on a le résultat élémentaire
qui suit.

Proposition 1.2.3. Soit f un automorphisme du disque unité. Alors, f est continue
surD et f:T — T est un homéomorphisme qui préserve lorientation.

Nous terminons cette section par une derniere classe de fonctions qui jouera un role
prépondérant dans ce travail : la classe regroupant les fonctions constituées dun produit
fini d’automorphismes. On appelle ces fonctions des produits de Blaschke.

Un produit de Blaschke B de degré n > 1 est une fonction de la forme

Tt
z—z;
B(z) := €% | | — . |yl< 1,0 €R.
1 —-%z
g1 e
Les constantes unimodulaires sont considérées comme des produits de Blaschke de degré
zero. Pour n > (). nous allons noter la classe des produits de Blaschke de degré n par

B,
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Il est clair qu'un produit de Blaschke B appartient a la classe de Schur et possede
aussi les propriétés particulieres suivantes :
(i) B est continue sur D;
(ii) |B(z)] =1 pour tout z € T;
(iii) B a un nombre fini de zéros dans .

Ces propriétés caractérisent compléetement les produits de Blaschke, comme le théo-
reme qui suit le montre

Théoreme 1.2.4 (Fatou). Soit f une fonction analytique sur I et continue sur D.
Supposons que | f(z)| = 1 pour tout z € T. Alors, [ est un produit de Blaschke de degré

fini.

Démonstration. Comme | est analytique sur I, continue sur I et unimodulaire sur T,
alors [ posséde un nombre fini de zéros dans D, par le principe des zéros isolés. Soit
B, le produit de Blaschke formé a partir des zéros de [, comptés selon la multiplicité.
Alors f/B et B/f sont analytiques dans D, continues sur D et unimodulaires sur T.
Par le principe du maximum, |f/B| < 1 et [B/f| < 1 sur D. Ainsi, f/B = ) sur D,
ou |A] = 1 . Ceci montre que f est bien un produit de Blaschke de degré fini, comme
voulu.

1.3 Quelques caractéristiques géométriques du
modele du disque de Poincaré

1.3.1 Les isométries du modele de Poincaré

Le prochain résultat que nous allons voir, le lemme de Pick. est essentiel pour ca-
ractériser la classe des fonctions qui sont des isométries dans le disque unité, au sens
de la géométrie hyperbolique. ¢’est-a-dire qui préservent les distances par rapport a la
métrique hyperbolique. 11 s’agit aussi d'une version plus forte du lemme de Schwarz.

Lemme de Pick. Soit f € H. Alors on a

RO

| (2)] € P l2] < 1. (1.5)
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Il y a égalité en (1.5) pour un z € D si et seulement si f est un autormorphisme de D,
auquel cas I'égalité a liew pour tout z € D.

Démonstration. Fixons z € D et posons wg := f(z). Soient g(z) et h(z) des auto-
morphismes du disque unité qui envoient respectivement 0 vers z, et wy vers 0 (voir la

figure qui suit).

Y

h,o_fo_q

Explicitement. g et h seront définis de la facon suivante :

g(z) == it hlw) =

1+%z 1 —ww

w — Wy

De cette facon, h o [ o g(z) envoie 0 vers (.

En utilisant la regle de dérivation en chaine et (1.3). on a
[(ho fog)(0)] = [h'(wp) f'(20)g'(0)] < 1. (1.6)

Ainsi. |f'(z0)] < 1/|g'(0)h'(wo)|. Comme ¢'(z) = (1 — |z]?) /(1 + T2)? et h'(w) =

(1 —|wo|?) /(1 — Wow)?. en substituant ¢'(0) = 1 —|z|* et h'(wp) =1 /(1 — |wg|?). nous
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obtenons o)l

! 1= <0

= < == JO VR .

|f ("'0), e 1 _ |Zg|2
Comme 2z est arbitraire, alors (1.5) est vrai pour tout |z| < 1. Si [ est un au-
tomorphisme du disque unité, alors h o f o g est aussi un automorphisme. D’apres la
proposition 1.2.1. il suit que h o f o g(z) est alors une rotation. Il y aura ainsi égalité

en (1.6) et conséquemment en (1.5).

Réciproquement, s'il y a égalité en (1.5) pour un z € ID, on aura que |(ho fog)'(0)| =
1. La proposition 1.2.1 entraine que ho f o g(z) = ¢z pour 0 < # < 27 et pour tout
z € D. Ainsi, il s’agit d’'un automorphisme. En composant par h~! a gauche et par g~!
a droite, on a que [ est un automorphisme du disque unité.

A laide du lemme de Pick, nous sommes maintenant en mesure de montrer que
les automorphismes du disque unité sont des isométries dans le modele du disque
de Poincaré. Dans ce qui suit, nous noterons par L(v), la longueur d’une courbe
continument différentiable par morceaux .

Théoréme 1.3.1. Soient f un automorphisme de I) et v une courbe continiment
différentiable par morceauz. Alors,

Démonstration. Posons w := f(£). D’aprés le lemme de Pick, il y a égalité en (1.5).
Cette derniére peut s'écrire comme suit

d,'“f o= |w|?
de| 1>
Sous forme différentielle on obtient

|dewf |d€]

1—Jwl? ™~ 1~ ¢

Finalement.

Bl [ B iy

5 E =&

Bitall= | 5oL
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1.3.2 Quelques formules pour la distance hyperbolique dans

Evidemment, il serait utile de déterminer explicitement des formules pour calculer
la distance hyperbolique. C’est ce que nous ferons dans cette section. Mais avant, voici
une définition qui nous sera utile par la suite.

Définition 1.3.2. Soient z,w € ). La distance pseudo-hyperbolique entre les points z
et w, notée p(z,w), est définie par

Voici maintenant les formules utiles permettant de calculer directement la distance
hyperbolique entre des points du disque unité.

Théoréme 1.3.3. Soient p la métrique hyperbolique définie par (1.1) et z,w € D. Alors
on a

() p(z,w) = log (%l) .-

1 —p(z,w)

i) bosl %p(z, = plals

1ii) co 121 Zw) = L :
() cost 302 = Tyt )
|z — wl]?

1
(iv) sinh? = p(z, w) =

- (=P = )

3

Démonstration. Nous allons démontrer la premiére formule. Les autres se déduisent des
propriétés des fonctions trigonométriques hyperboliques. Fixons z,w € [D. Supposons
dans un premier temps que w = 0. Considérons une rotation g telle que g(z) = |z|.
Comme g est un automorphisme, alors il préserve la distance hyperbolique : p(z, w) =
pg(2), g(w)) = p(|z].0) = p(0,]z]). Soit v(t) = x(t) + iy(t), 0 < ¢ < 1, une courbe
continament différentiable par morceaux dans D avec v(0) = 0 et (1) = |z|. Alors, on

a

'] 2 |,YI((}| dt -1 2 -L.I([_)Z Ty yl(!)Q dl
L~ = =
0 = [

Jo 1=h(®]F 1 — (22(t) + y3(1)

T22(0)dt 1t 2(t)dt 1oa(t) di
2 ,/,, 1 —a2(1) ./” 1—z(t) & ,/[, 14+ (1)

1+ |z
= log ( ) :
1 - |z|
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D’apres ce calcul, il apparait clairement que la borne est atteinte par la courbe () =
|z|t, qui représente le segment joignant le point 0 & |z|. 1l suit donc que p(0,|z|) =

log (1 +|2[) /(1 = |21} ).

De facon générale, si on prend deux points quelconques z, w € D et si on considere
I'automorphisme g(z) = (z — w) /(1 — wz), alors g(w) = 0 et donc

plz,w) = p(0,9(2)) = log (%)

B 1+ p(z,w)
o (1 = p(z~w)) ’

ce qui est bien la formule (1). Les autres formules se démontrent a partir de (1), car
elles sont toutes équivalentes a cette derniere.

La formule (1) du théoreme 1.3.3 permet de voir que la distance p(0, z) tend vers
oo lorsque |z| tend vers 1. Ainsi, les points appartenant a la frontiere de D sont situés a
I'infini dans le modele du disque de Poincaré. Afin de considérer les points particuliers
appartenant au cercle unité, nous utiliserons désormais la définition suivante

00 sizelDweT;

00 siweD zeT;
Z. 4i) = . 1.7
plz,w) oo siz,w€Tetz#w; .2)

0 sizweTetz=uw.

1.3.3 Les géodésiques du disque de Poincaré

Pour évaluer la distance entre deux points, z et w disons. il faut considérer toutes les
courbes continiment différentiables par morceaux reliant =z et w et prendre I'infimum
de la longueur de ces courbes. Nous verrons que dans le cas du modele du disque de
Poincaré. il existe une unique courbe qui relie les points z et w et telle que sa longueur
mesurée entre ces points correspond exactement a la distance entre z et w. On appelle
ce type particulier de courbe des géodésiques hyperboliques. Plus généralement, nous
avons la définition suivante.

Définition 1.3.4. Une géodésique est une courbe 5 continument différentiable par
morceaux dont la longueur mesurée entre deux points de celle-ci correspond a la distance
entre ces points. Les géodésiques dans le modele du disque de Poincaré sont appelées
les géodésiques hyperboliques ou les lignes hyperboliques.
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Les automorphismes du disque unité sont en particulier des transformations de
Mobius. En plus de préserver les angles, ils envoient les cercles généralisés sur des
cercles généralisés. Ces propriétés sont fondamentales dans l'obtention du résultat qui
suit.

Théoréme 1.3.5. Les géodésiques hyperboliques du modele du disque de Poincaré sont
les arcs de cercles orthogonauz au cercle unité T et les diameétres de D.

Démonstration. Soient z,w € ID. Nous allons montrer qu’il existe une unique courbe
reliant z et w dont la longueur correspond a la distance hyperbolique entre ces deux
points. Considérons g, un automorphisme de D tel que g(w) = 0 et g(z) > 0. Comme
g préserve la distance hyperbolique et envoie les cercles orthogonaux au cercle unité
vers des cercles orthogonaux au cercle unité. il est suffisant de montrer que le segment
de droite qui relie 0 et g(z) est 'unique courbe de longueur minimale entre 0 et g(z).
Comme le segment de droite est situé sur un diametre, on aura ainsi montré que ces
derniers sont des géodésiques et plus généralement les cercles orthogonaux au cercle
unité. En effet, les diametres peuvent étre vus comme étant des cercles orthogonaux au
cercle unité et passant par 'infini.

Pour 0 <t < 1, considérons v(1) = x(t) + 7y(t). une courbe contintunent différentiable
par morceaux dans ID telle que v(0) = 0 et 7(1) = g(z). Alors, a(t) = Re(y(t)) = =(t).
ol Re(~(t)) est la partie réelle de (), définit une courbe dans D reliant 0 a g(z) le
long de I'axe réel. Ainsi,

/ 2 |d€| 2/1 2|2()]dt _ /l 2 |2'(t)| dt </’ 2|~(1)| dt ﬁ/ 2 |d¢|
o L=1EP Jo 1—12() ~ Jo L= ~ Jo 1=(OF 1

v(t)| > |x(t)| sur un intervalle ouvert conte-

Si y(ty) # 0 pour un ty quelconque. alors

nant iy et 'inégalité précédente est stricte. Dans ce cas, la longueur de la courbe a(t)
est strictement plus petite que celle de (7). De plus. si n(f) est décroissante sur un
intervalle quelconque. alors on peut réduire I'intégrale en enlevant les intervalles on1 a(t)
commence et se termine au meéme point. On peut done conclure que la courbe qui va
minimiser l'intégrale est la courbe ~(1) qui est réelle et non-décroissante. Dans ce cas.
I'unique courbe obtenue est le segment de droite reliant 0 a g(z).
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Remarque 1.3.6. Si f est un automorphisme de D et si v est la géodésique hyperbo-
lique reliant les points zq et z;, alors fo~ est la géodésique hyperbolique reliant les points
Sf(z) et f(z;). Ainsi, les automorphismes préservent les géodésiques hyperboliques.

Les géodésiques hyperboliques possedent une propriété importante qui concerne le
cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire associée a la métrique hyperbolique.

Proposition 1.3.7. Soient z,w € D et v la géodésique hyperbolique passant par z et
w. Alors on a

p(z,w) = p(z,v) + p(v,w),

pour tout v appartenant a v et situé entre z et w.

Démonstration. Sion note par v, v et v les segments géodésiques hyperboliques situés
respectivement entre z et v, v et w ainsi que z et w. On obtient

2 |d 21d
plz.v) :/ 1 _l éllz et p(v.w) = / 1—| P?IQ

Ainsi, comme

J R B L} 30,
1 j= |£|2 Y2 1 — |£|2 MUy | = |§|2 i 1 - [5'2

il est clair que p(z.w) = p(z,v) + p(v, w).
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1.3.4 Le théoréme de Schwarz—Pick

Un célebre résultat de I'analyse complexe et de la géométrie hyperbolique est le
théoreme de Schwarz-Pick. Ce dernier est un pilier fondamental permettant 1'élabo-
ration de la nouvelle théorie contenue dans ce travail. Nous verrons dans les prochains
chapitres a quel point il est essentiel, en regard de son utilisation dans plusieurs résultats.
Son énoncé est assez simple et son interprétation géométrique est la suivante : il affirme
que les fonctions analytiques du disque unité dans lui-méme, c’est-a-dire les fonctions
appartenant a la classe H, sont des contractions, en vertu de la géométrie hyperbolique.
Il permet de caractériser completement les isométries dans le modele de Poincaré : les
automorphismes de ID sont les uniques isométries dans cette géométrie et dans ce modele
particulier.

Théoréeme de Schwarz—Pick. Soient [ I — D une fonction analytique et z,w ¢ D.
Alors on a

p(f(2), H(w)) < p(z,w). (1.8)

Il y a égalité en (1.8) pour une paire de points distincts z, w si et seulement si f est un
automorphisme de D,

Démonstration. Soit v la géodésique hyperbolique reliant z et w. On a que [ o~ est

une courbe reliant les points f(z) et [(w). Posons w = [(£). Le lemme de Pick et la
définition de la métrique hyperbolique entrainent que

20de] [ 217(E)de]
p(F(2), fw)) < ]fml[wlzlf? i

20dg|
S /.).1_[6[2‘”(‘””).

L’égalité tient en (1.8) pour une paire de points distincts z, w si et seulement si f est

un automorphisme de . En effet, ceci découle directement du lemme de Pick et de la
préservation des géodésiques par les automorphismes.



Chapitre 2

Les différences divisées
hyperboliques

Dans ce deuxieme chapitre, nous allons introduire un concept fondamental pour ce
travail : il s’agit des différences divisées hyperboliques. Cette appellation s’inspire des
différences divisées, fort connues en analyse numérique et qui possedent de nombreuses
applications. L'ajout de 'adjectif hyperbolique illustre la nature méme de ces quantités
faisant ainsi le lien entre la géométrie hyperbolique et ces objets classiques.

2.1 Les différences divisées

2.1.1 Interpolation par des polynomes

Les polynomes. des fonctions de la forme
P."(:) =cpt+ecz4---+ 2"

ol n est un entier positif et g, ¢1,....¢,, 2 € C, sont certainement la classe de fonctions
la plus connue. Une des raisons expliquant le fait que les polynomes sont des objets
intéressants est sans aucun doute leur facilité de calcul. En effet, l'intégration et la
dérivation de ces derniers sont faciles a déterminer et donnent comme résultat toujours
des polynomes. Ces deux opérations font en sorte que 'on demeure dans la méme classe

de fonctions.

Les polynomes sont intimement liés. dans un certain sens. aux fonctions continues.
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En effet, une telle fonction peut étre approchée par un polynome d’aussi « pres = que
I'on veut. 11 s’agit, bien sur, du théoréme de Weierstrass.

Théoréeme de Weierstrass. Soit f une fonction continue a valeurs complexes définie
sur un intervalle [a.b] et soit = > 0. Alors, il existe un polynome p, défini sur [a,b], tel
que

|f(z) — p(x)| <=z, Vré€la,b.

Dans ce qui suit, nous allons donner un bref aper¢u d’un probléme connu depuis fort
longtemps : pour une fonction a valeurs complexes donnée, connue en quelques points,
déterminer un polynéme prenant les mémes valeurs que la fonction en ces points. 11
s’agit de ce qu'on appelle un probléme d’interpolation. Plus précisément, nous allons
nous intéresser a 'interpolation polynomiale. Des mathématiciens tels que 1. Newton et
J.-L. Lagrange y ont d’ailleurs laissé leur marque, puisque les principales méthodes de
résolution de ce probléme portent leur nom.

Etant donnés des points distincts zg.zy,....z, € C et f une fonction a valeurs
complexes définie sur un ensemble contenant les points {zg,....z2,}. on considére la
problématique suivante : on veut construire un polynome p de degré inférieur ou égal a
n qui satisfait

vl =Tia), $=U0 ., . (2.1)

Il est possible de donner un fondement théorique & la solution du probléme précédent
et le théoréme qui suit nous assure de Uexistence d’une solution et de son unicité.

Théoreme 2.1.1. Etant donnés des points distincts zg. z1.. ...z, € C et f une fonction
a valeurs complexes définie sur un ensemble contenant les points {z,...,z,}, alors il
existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que

p(z) = f(z), 7=0,....,n (2.2)

Démonstration. Supposons qu’il existe deux polvnomes p; et ps de degrés inférieurs ou
égaux a n qui satisfont (2.2). Posons p = p; — ps. Alors p est un polynome de degré
inférieur ou égal a n. Aussi, on a que p(z;) = 0 pour j = 0.....n. Donc p possede
n—+ 1 zéros. Il suit du théoreme fondamental de I'algebre que p = 0. En ce qui concerne

I'existence, on construit directement le polynome qui interpole les points donnés :

T
= e A

pla) = Z_f(.:j) H :—%

J=0 E=n 4 ¥
=]



Chapitre 2. Les différences divisées hyperboliques b

2.1.2 Meéthode d’interpolation de Newton

Une autre méthode permettant de déterminer explicitement la solution du probléeme
d’interpolation (2.2), basée sur ce qu'on nomme les différences divisées, est appelée la
méthode d’interpolation de Newton. Dans ce qui suit, nous allons donc présenter ces
différences particulieres et la méthode de résolution de notre probleme qui s’y rattache.

Voici la définition classique des différences divisées.

Définition 2.1.2. Soient zg, .. ., 2z, € C des points distincts et f une fonction a valeurs
complexes définie sur un ensemble contenant les points {2, . . ., 2, }. La différence divisée
d’ordre zéro de f, par rapport a z;, notée f[z,], est donnée par

flz] = f(z). i=0,....n.

Les différences divisées d’ordre k par rapport a z;. z;1, .. .. Zi1k, DOtées f|z;, zig1, ..., Zivkl,
sont définies récursivement par

o f[Zi+1a Zig2y -0 Zz‘-t—k] - f[zi- [ R 2i+k—1]

Zivk — %

On peut déterminer facilement les différences divisées a l'aide d’un tableau. Le
tableau 2.1 illustre la maniere de le faire dans le cas de la différence divisée d’ordre 3.

Z f(«‘iz) f[zi, $i+1] f[zi, Zi+1-3i-—2] f[zi- Zit1, it2, 3:;+3]
zo [(z0).
120, 1]

E4 f(zl} f[ZD-lezz]_.

‘ ./-[31322]::‘ Jlz0. 21,22, 23
Z2 f(?-z) | .f[31532;33]'--

" flez)
3 f(z3)

TABLEAU 2.1 — Tableau des différences divisées.
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Par induction, on voit que

f[ZU,Zh....Zn]:Zn—f(ii)—' (2.4)

k#3
_ j(“U) Hosw v j(“-n) .
(20*21)...(2()—271) (Zﬂ _30)---(3?1'—511—])
Cette représentation montre que [ [zn ..... 27,] est symétrique par rapport a ses argu-

ments, c¢'est-a-dire

f[zﬂ’ v ey :n} = f[za(())u e :o'(n)]a

B 0 1 . n
N\ o(0) o(1) ... on)

est une permutation. La formule dinterpolation de Newton suivante

p(2) =f[20] + fl20- 21](z — 20) + [[20. 21, 22)(z — 20)(z — z1) + . .. (2.5)
+ flzoi=15 « o5 zp)(z — i (z—21) . .. (27— 2n—1)-

nous donne exactement le polynome interpolant recherché satisfaisant la condition (2.2)
et qui est exprimé en termes des différences divisées. En utilisant (2.4). quelques calculs
nous permettent de voir que p(z;) = f(z;) pouri =0....,n.

La construction du polynéme (2.5) est facilement déterminée en utilisant le tableau
2.1. En effet. il suffit de prendre le premier élément de chaque colonne. ¢’est-a-dire
la diagonale supérieure du tableau. La méthode d’interpolation de Newton qui utilise
les différences divisées nous donne ainsi une facon élégante de construire le polynéome
interpolant.

2.2 Les différences divisées hyperboliques

2.2.1 Définition et propriétés

La notion de différence divisée hyperbolique est un sujet assez récent qui tire son
origine d'un article de A. F. Beardon et D. Minda paru en 2004 [6]. Elle a d’abord été

introduite sous le nom de guotient de la différence hyperbolique. Le sujet fut également
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traité en 2007 par P. Rivard dans [22] et on y retrouve une extension de méme qu'une
généralisation des résultats de Beardon et Minda. Finalement, ces travaux ont été repris
par L. Baribeau, P. Rivard et E. Wegert en 2009 [2] dont nous présentons les éléments
essentiels dans cette section.

Avant d’aborder les différences divisées hyperboliques, nous aurons besoin de la
définition suivante.

Définition 2.2.1. Soient z, w € D. On définit

w—z ) = _
— siz,weD, wz #1;
1 —w:z
[z, w] = w siz=weT;
(o0] autrement.

Le lemme qui suit, dont la preuve est un calcul élémentaire, présente quelques iden-
tités concernant la définition précédente.

Lemme 2.2.2. On a
(i)
[€?z,e%w] =e?[z,w], zweD,HeR; (2.6)
[[z.a],a] =z, a€eD,ze D. (2.7)
Il est également intéressant de considérer la quantité donnée a la définition 2.2.1 en
faisant varier z et en fixant w. Nous avons le lemme élémentaire suivant.
Lemme 2.2.3. Pour a € D, lapplication z — |z, a| est un automorphisme du disque

unité, qui est égal a son propre inverse.

Démonstration. 1l est clair par définition que 'application est holomorphe et le reste
découle de (2.7).

Voici maintenant la définition des différences divisées hyperboliques.
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Définition 2.2.4. Soit f € S et fixons k points distincts z;,.. .,z € D. Posons
A%fle) = f(2), z&eD.

On définit récursivement pour j = 1.... & la différence divisée hyperbolique d’ordre j
de la fonction f avec les paramétres zy, . .., zj, notée A f(z;zy,. .., z;), comme suit

_ [Aj*]f(z;zl ..... Zj-]),Ajilf(Zj;Zl,...,ijl)]

[Z,ZJ']

Ajf(z;z],...,zj): (2.8)
pourvu que AV f(z52,...,z5-1) € Bo. En z = z;, le quotient du ¢6té droit de
I'équation (2.8) doit étre interprété comme une limite. St A7V f(z 2.0, 2-) € By,

on définit
8 f18 10 v ) =D 8B s 0By

Afin de montrer que la définition précédente a un sens, nous allons faire en détails
I'analyse du cas de la différence divisée hyperbolique d’ordre un d’une fonction de Schur.
Remarquons que le cas de l'ordre un est essentiellement ce que 'on retrouve dans les
travaux de Beardon et Minda [6].

Introduisons d’abord 'opérateur Ail qui agit sur les fonctions appartenant a la
classe de Schur :

B fl8) = ANz

Nous allons montrer dans ce qui suit que l'opérateur A;] est un opérateur de S dans
S:
Al: § - 8
I — ALT,
autrement dit pour f € S, la fonction z +— /_\i] f(z) appartient ¢galement a la classe de
Schur.

Théoréeme 2.2.5. Fizons z € . Alors pour f € 8. ona A} [ € S.

Démonstration. Nous avons explicitement pour f € &

() Fen)]

2. 21]

ALS(2) = Al f(ziz) = (2.9)

Soit f € By. Dans ce cas. il existe |A| = 1 tel que pour tout z € . f(z) = A. D'apres la
définition précédente. Al f(z) = A pour tout z € . Si [ € H. alors la fonction Al f



Chapitre 2. Les différences divisées hyperboliques 21

est holomorphe dans ID. En effet, sur D\ {z, }, le résultat est clair. De plus, la fonction,
Al [ posséde une singularité enlevable en z = z :

lim A’ f(z,2) = lim M (2.10)

e e—a [z, 2]
i L) S(2) 1 -5
=al-— f(a)f(z) 2—4
_ () - z1[%)
1—|f(z)?

Il nous reste maintenant a montrer que |Al f(z)| < 1, pour tout z € D. On a

/), S(z0))l = tamh Sp(/(2), £ (22))

1
< tanh ip(z.:l)

= |[z, z1]|.

L’inégalité précédente découle du théoreme de Schwarz—Pick et du fait que la fonction
x +— tanh x est monotone croissante. Finalement, on a bien que Ai. f € 8, pour tout

Jes.

Le théoreme montre en particulier que la différence divisée hyperbolique d’ordre un
d'une fonction de Schur est bien définie.

Sous les mémes hypotheses que la définition 2.2.4, introduisons maintenant la nota-
tion opératorielle AJZII.___ZJ qui agit sur f € § de la fagon suivante :

AL l2)= AN f(zz,...,z) 2z€D, j=1,...,k (2.11)
On peut maintenant récrire la définition de A’ f(z:2,...,2;) comme

A flziz,..02) =B (AL . (), J=1... .k (2.12)
La proposition qui suit montre que I'image par |'opérateur A{l _____ ., d'une fonction de
Schur est également une fonction de Schur.
Théoreme 2.2.6. Firons k points distincts z,.....z, € D. Alors pour [ € 8. on a

Al ., JE€S. pour j=1..... k.
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Démonstration. Nous allons montrer le résultat par induction sur j. Pour 7 = 1, on a
montré précédemment que Al f € § pour f € S. Supposons que le résultat est vrai
pour j. Alors on a, pour z € D

AL mpd Y= 85 (LTI

Ainsi, par ’hypothése d’induction et le cas j = 1, il suit que AJ*! fEeS.

Z1 geen i1

Le lemme qui suit nous donne une formule d'inversion pour le cas de la différence
divisée hyperbolique d’ordre un, ce qui montre que pour z; € D 'opérateur Al est
surjectif,

Lemme 2.2.7. Soient g € S et z.w, € . Alors il existe une unique fonction [ € ‘H
telle que AL f(z) = g(z) pour tout = € D, et f(z) = wy. Cette fonction est donnée par

f(2) = [[z,z1] - 9(2), w1]. (2.13)

- ” . " g . s 1 - ¥ . =
Démonstration. Supposons que [ € H soit telle que A f(z) = g(z) pour tout z € D
et f(z)) = w,. Alors par le lemme 2.2.2 et en utilisant (2.7), on a

f(2) = [[f(2),wi)swi] = [[f(2). [z wn] = [[2.21] - A f(z520), ]
= [[z, 2] - g(z),w1).

et ainsi f satisfait (2.13). Réciproquement, le lemme 2.2.3 nous garantit que la fonction
J donnée par (2.13) est bien définie, holomorphe dans D et satisfait |f(z)| < 1 pour
tout z € D. De plus,

f(31) = [[31,31J : 9‘(_31); H‘i] = [07 U‘:] = Wy,
et, encore une fois, par le lemme 2.2.2.

Al a)= “(2;(]1)] _ [[lz. 2] [Z(jludﬂ - {"izl]—::‘]’(") = g(z).

Les différences divisées hyperboliques se transposent également dans un tableau.
dans le cas ou elles sont définies par (2.8). Le tableau 2.2 montre le cas particulier du
caleul de A% f(z: 21. 20. 23).
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zi f(z;) Ordre un Ordre deux Ordre trois
Z] f(31
Al f(z9;21)
2z f(z) A2f(53? 21.22)
Al f(z3;21) A3 f(2; 21, 22, 23)
zz  f(z3) A [(z; 21, 22)
Alf(z2)
z  J(z)

TABLEAU 2.2 — Tableau des différences divisées hyperboliques.

Il serait intéressant maintenant de comparer en détails la fagon dont on construit res-

pectivement les différences divisées et les différences divisées hyperboliques. Le tableau
2.2 permet de constater une premicre différence notable entre les différences divisées

hyperboliques et les différences divisées. En effet, les premiéres sont construites en uti-

lisant le premier ¢lément de chaque colonne, nommé enirée principale, ce qui n’est pas

le cas des secondes (voir tableau 2.1).

Si nous avions défini les différences divisées hyperboliques de la méme maniere que

les différences divisées, nous obtiendrions le tableau 2.3

, dans lequel nous avons traité

le cas k = 2. Par commodité, nous placons cette fois-ci la fonction [ sur la premiere

ligne.
i f(a) Ordre un Ordre deux
z  f(2)
al, gts) = LR L)
s <1
a2 f(=) A2 f(z) = [AL f(z), AL f(z1)]
= (2, 22]
AL f(a) = LE0E)
[21-22]
22 f(22)

TABLEAU 2.3 — Tableau des différences divisées hvperboliques a partir de la définition

des différences divisées.

Le premier désavantage de définir les différences divisées hyperboliques de cette facon

o

-

est le fait que maintenant la fonction

= A% Lf(2)

En effet. le point 25 n'est plus une singularité enlevable

1'est plus holomorphe dans .
. Aussi. il n'est désormais plus



Chapitre 2. Les différences divisées hyperboliques 24

possible d’utiliser le théoréeme de Schwarz-Pick, puisque maintenant au numérateur,
nous avons deux fonctions différentes : 'une dont le parametre est z; et I'autre dont
le paramétre est z;. Nous perdons ainsi deux éléments essentiels qui structuraient la
théorie des différences divisées hyperboliques et qui donnaient les propriétés recherchées.
La définition que nous avons donnée et la manicre de construire les différences divisées
hyperboliques sont fondamentales et assurent tout le support théorique nécessaire afin
que celles-ci soient bien définies, comme nous 'avons démontré dans ce qui précede.
Nous verrons au chapitre 4 les conséquences importantes que la définition des différences
divisées hyperboliques amenent dans la résolution de problemes d’'interpolation.

Depuis le début de cette section, nous avons traité des fonctions appartenant a
la classe de Schur, c’est-a-dire les fonctions analytiques dans le disque unité dont le
module est inférieur ou égal a un. Une sous-classe importante de cette derniere est celle
constituée par les produits de Blaschke. La ressemblance entre les produits de Blaschke
et les polynomes est tout a fait remarquable. Considérons d’abord les zéros respectifs de
ces fonctions. En effet, un polynome de degré n possede exactement n zéros, en accord
avec la multiplicité, dans C. Il en va de méme pour les produits de Blaschke : un produit
de degré n possede exactement n zéros, selon la multiplicité, tous dans le disque unité.
Un autre lien intéressant entre les deux classes de fonctions, concerne le role majeur
que chacun joue : les polynomes pour les fonctions continues a valeurs complexes et
les produits de Blaschke pour les fonctions de la classe de Schur. Dans le premier cas,
le théoreme de Weierstrass mettait en évidence ce role important, en montrant que les
polynomes sont denses dans la classe des fonctions continues sur un intervalle. Dans le
cas des produits de Blaschke on retrouve le résultat suivant.

Théoréeme de Carathéodory. Soit f € S§. Alors il existe une suite de produits de
Blaschke qui converge simplement vers f.

On peut trouver une démonstration de ce théoreme dans [11].

Le prochain résultat montrera une fois de plus le lien étroit qui unit les polvnomes
et les produits de Blaschke. En effet, les différences divisées hyperboliques caractérisent
completement les produits de Blaschke : une fonction de Schur est un produit de
Blaschke de degré n > £ si et seulement si la différence divisée hyperbolique d'ordre
de la fonction est un produit de Blaschke de degré n — k et sera de degré n < k si et
seulement si la différence divisée hyperbolique d’ordre & de la fonction est un produit
de Blaschke de degré zéro. Ainsi, les différences divisées hyperboliques agissent sur les
produits de Blaschke de la meéme facon que les dérivées dordre supérieur sur les po-
lynomes, c’est-a-dire en demeurant dans la classe de fonctions correspondante. tout en

diminuant le degré.
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Théoréeme 2.2.8. Firons des points distincts zi, ...,z € D et considérons l'opérateur
A* : 8§ — S défini par
AFF(2) o= A¥flz; 2, = - ).

Alors, f € S est un produit de Blaschke de degré n > k si et seulement si A*f est un
produit de Blaschke de degré n — k et [ est un produit de Blaschke de degré n < k si et
seulement si A* f est un produit de Blaschke de degré zéro.

Démonstration. Nous allons utiliser I'induction sur k£ pour montrer le résultat. Suppo-
sons que k = 1. D’aprés la définition, si [ € By, alors A' f € By. Supposons que [ € H.
Alors, on a

AL = Al (e ) = MRS

1]

D’apres le théoreme 2.2.5. le lemme 2.2.3 et la proposition 1.2.3. f est continue sur
D si et sculement si Al [ posséde cette propriété. Aussi pour z € T, |f(z)| = 1 si
et seulement si |A] f(z)] = 1. Il est clair par le lemme 2.2.3 aussi que [ posséde un

nombre fini de zéros dans D si et seulement si Ail [ possede un nombre fini de zéros
dans ID. D’aprés le théoreme 1.2.4. on peut conclure que f est un produit de Blaschke si
et seulement si Ail f est aussi un produit de Blaschke. Finalement, si f est un produit
de Blaschke, on obtient

arg A} f(z) = arg[f(2). f(z1)] —arglz.z1]. z€T.
Par le principe de 'argument, il suit que Ail J possede un zéro de moins que [. Ainsi

le degré de Ail f sera un de moins que celui de f.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour k. Alors, pour k + 1. on a

AL f(2) =00 (A% L D).

11 suffit d’appliquer les cas 1 et k et le résultat suit.
=

Les différences divisées hyperboliques nous permettent également de donner la ver-
sion a points multiples suivante du théoreme de Schwarz—Pick. Il généralise un résultat
de Beardon et Minda qui correspondait au cas k =1 [6].

Théoréme 2.2.9. Soient z,.%..... 2 € D des points distincts. Alors pour [ € § et

pour u,v € D. on a

o A* fluzzye o z) . A  f(vizg.. .. 2)) < plu.v). (2.14)
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Il y a égalité en (2.14) pour une paire de points distincts u,v si et seulement si [ est
un produit de Blaschke de degré k + 1.

Démonstration. D’apres la proposition 2.2.6. ona que A* € 8. Supposons d’abord
que A¥ [ € H. Alors, le résultat découle directement du théoreme de Schwarz-Pick.
Supposons maintenant que A’z“] ... € Bo. Ceci entraine que le coté gauche de (2.14)
est zéro, tandis que le coté droit est positif si u # v. L'inégalité est donc satisfaite
également dans ce cas. Finalement, il y a égalité pour une paire de points si et seulement
si A¥ . [ est un automorphisme, d’apres le théoreme de Schwarz—Pick. Ceci est vrai
si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré k+ 1, d’aprés le théoréme 2.2.8.

2.2.2 Probléeme de Nevanlinna—Pick

A 1a section 2.1, nous avons traité d'un probléme d’interpolation particulier concer-
nant les polynomes. Nous allons continuer sur la méme lignée dans cette partie. Nous
nous intéresserons a un probleme classique particulier, appelé le probléme de Nevanlinna—
Pick et qui s’énonce comme suit.

Etant donnés n points distinets zy,2zs, ..., 2z, € I et n points wy,wy, ... w, € D,
déterminer des conditions nécessarres et suffisantes assurant Uexistence d 'une fonction
[ analytique sur D telle que | f(z)] < 1 et satisfaisant

f(ZJ) = wj, _] = 1,...,%". (215)

Avant d’aborder le probleme de Nevanlinna-Pick, nous aurons besoin de la définition

suivante.
Définition 2.2.10. Etant donnés des points distincts zp.....z, € D et des points
wy, ..., w, €D, on définit les différences divisées hyperboliques

/_\j = Aj(wl ..... U B 2 s B VA T S T | £ s (P n.

par la procédure récursive suivante : posons A[J-] ;= w; pour j = 1....,n. Supposons.
que pour un entier kavec 1 < k<n-—letpourj=k+1...., n, les différences divisées

hyperboliques Aﬁ'*l et Af 1 sont données. Alors. avec la convention que |oc| := x est
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plus grand que n'importe quel nombre réel,

a1, AL

AS o= B v si |[AF A7 < |z (2.16)
Zj, 2

AY = A= si Af'=Af"eT, (2.17)

Af i 500 autrement. (2.18)

Les différences divisées hyperboliques peuvent étre arrangées dans un tableau trian-
gulaire comme le montre le tableau 2.4.

L’idée essentielle derriere les définitions (2.16), (2.17) et (2.18) réside dans le fait
qu’on utilise la premiére formule aussi longtemps que le module du quotient considéré
ne dépasse pas un, sinon on définit A% := oo, avec la seule exception que A¥ = ¢ si
Af"l = Af~!' = ¢ € T. En particulier, le premier cas ne peut arriver que si IA?_1| =1
et |AF~!| < 1. et on obtient que Ak =pos |/_\jf_]| > 1lou |AFY > 1.

Nous appellerons Af_, I'entrée principale de la k—ieme colonne. Notons que I'entrée
principale intervient dans le calcul de toutes les entrées de la colonne qui suit. Le lemme
suivant permet de caractériser le tableau 2.4.

Points 1 2 3 ... n—2 n-1
21 w = A?
Aj
Y. A2
Aj Aj
Z3 Wy = Ag A%
Aj A3 L
24 wy = A AZ : An-1
Al ' An-?
25 ws = A
; : AS
Py | ey = A0 5 A2
A,
s Wn = AY

TABLEAU 2.1 — Tablean des différences divisées hyperboliques.



Chapitre 2. Les différences divisées hyperboliques 28

Lemme 2.2.11.

(i) Si la k-iéme colonne du tableau des différences divisées hyperboliques contient
une entrée infinie, alors chaque colonne subséquente, ¢’est-a-dire les colonnes k +
1,...,n— 1, contient une entrée infinie.

(11) Si la k-iéme colonne du tableau des différences divisées hyperboliques contient
une constante unimodulaire X, alors, ou bien chaque entrée des colonnes subsé-
quentes k. k + 1...., n— 1 est égale a A, ou bien chaque colonne subséquente

contient une entrée infinie.

Démonstration. (i) L’affirmation découle directement du fait que entrée infinie de
la colonne k est présente dans le calcul d’au moins une entrée de la colonne k+ 1.
Le méme argument s’applique pour le reste des colonnes.

(ii) Supposons que A% = A avec [A| =1lpowr 0 <k<n—lethk+1<j<n Si
I'entrée principale A} +1 de la k-itme colonne n’est pas égale a A alors, ou bien
|[A§,Aﬁ+1]‘ =1, ou bien [A* AF ] = oc. Ainsi, dans la définition de Aj—';i, ni
la condition (2.16), ni la condition (2.17) n'est satisfaite et il suit que A?“ =
Il suffit maintenant d’appliquer (i). Sinon, si A¥ | = A, le méme argument montre
que ou bien A¥ = X pour tout i avec k + 1 < i < n, ou bien il existe un i tel que
A g,

Le prochain résultat met en évidence le fait que la définition des différences divisées
hyperboliques Af est compatible avec celle de A¥f, ou f est une fonction de Schur.

Lemme 2.2.12. Soient z;,.... 2z, € D des points distincts et f € S. Posons w; := f(z;)
pour ¥ =1, ... ;n. . Alors,

Akf(zj:zl....,z*.)zA;‘f, 0<k<n—-1 k+1<j5j<n. (2.19)

Démonstration. Nous allons montrer le lemme par induction sur k. Pour & = 0, I'al-
firmation est vraie. Supposons maintenant que (2.19) est vraie pour la colonne k — 1
du tableau. Nous allons montrer que c¢’est le cas également pour la k-ieme colonne.
Supposons que

Aj'*‘ = A a8, .. . 8kq). AT = AR f(zs 21, .o 2ke1)

Si f € 8 est un produit de Blaschke de degré au plus & — 1. alors A*=! f = X\ € T est une
constante. Ainsi A‘;"" = At:_] = A et nous avons le cas (2.17) de la définition de _\‘3'. ce
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qui implique que Af = A. Puisque A*"1f = X nous avons que A* f(zj;21,...,2) = Af.
Si f € 8 n'est pas un produit de Blaschke de degré au plus k — 1. alors A*¥"!1f € H et

par le théoreme de Schwarz-Pick

|[Af'],Aﬁ_l] = |[Ak_lf(2j:21,....Zk_]),Akklf(Zk:ZI,...7zkul)]|
S |[Zj.2k]|.

Ainsi, /_\f est définie par (2.16). qui coincide avec la définition de la différence divisée
hyperbolique A;‘-‘f(zj: Ziyen-, 2k)-

Le théoréme qui suit donne un critere simple pour I'existence de solutions au probleme
de Nevanlinna—Pick. Dans le cas ou cela s’avere possible, on donne un algorithme per-
mettant de construire la ou les solutions au probleme. Cette méthode est analogue a la
méthode de Newton pour 'interpolation polynomiale.

Théoréme 2.2.13. Soient z;,...,z, € D des points distincts et wy,...,w, € D. Alors

le probléme de Nevanlinna—Pick (2.15) posséde
(i) une infinité de solutions si et seulement si |A 1| < 1;
(i) une unique solution si et seulement si |A" 1| =1,

(iii) aucune solution si et seulement si A" = oo,

Démonstration.

(i) Supposons que |A"!| < 1. 11 suit du lemme 2.2.11 que
AN <1, 0<k<j<n (2.20)

Afin de démontrer qu'il existe une infinité de solutions si (2.20) est satisfaite,
nous allons montrer que pour toute fonction g € § il existe une solution (unique)
f € 8 telle que A" f = g. Pour construire cette solution, nous avons ajouté une
diagonale au tableau des différences divisées hyperboliques, comme le montre le
tableau 2.5. Nous supposerons que z est un point quelconque de D différent de
ZYge v vy lpye

L’idée essentielle de la preuve est de trouver [ a partir de A" f en travaillant a re-
bours, le long de la derniere diagonale inférieure. en utilisant la formule d’inversion
donnée au lemme 2.2.7.

Nous commencons en posant f(z) := g(z) et on définit les fonctions fy. fo.. ... Fa
récursivement par

Jicit) = (o] - o). 2557 Re=A.... n—1. (2.21)
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bog | un
A
29 wo Ag
Al A3
23 u's A§
Al A AL
24 wy A ; Ant
Aj : An? A" f(z)
| ws : S AR f)
. : : A:rii A’”‘_Qf(:-)
Zn—1 | Wn_ A2 Ly
Ay, A% f(z)
Zn | Wn A?f(z)
Alf(z)
z | f(z)

TABLEAU 2.5 — Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du probleme
de Nevanlinna—Pick.

Les inégalités (2.20) nous garantissent que les fonctions f; appartiennent bien a §.
L'identité (2.7) au lemme 2.2.2 implique que Af_,n JJeor = frpourk=0...., n—1,
de telle sorte que A" f, = fy = ¢g. Nous allons prouver par induction que

felz;) = A", j=n-k+1,..,n (2.22)
Pour k =1o0na

.fl(zn) == [[zn: Zﬂ] i .fO(Zn):ATr:i]] = [U & g(:ﬂ)fA:;il] = A:zil'

Supposons que (2.22) est vraie pour un certain k et pour tout j = n—~k+1,..., .
Alors pour ces j on a
Jerr(zg) = [|25,20-4] - fl2), AZTE7Y]

[
= [[Zj- Zn—tk] - A:"—k' A:}:f—]]
125, Zn—x] - [A;”*'fl. /_\:::i:*'}

125; Bial

[[A;ﬁkil - A::::_ l] . A:::i_;] =— A:,_pfk, 1 '

n—k-1
3 An—.('

Finalement.

Ttz = [[zntee Bet] * Fibon-i} 805 = [AG ] =25
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ce qui prouve notre affirmation. En particulier f,(z;) = A? =wj,pour 1 <3 < n.
Ceci nous permet de déduire que f, est une solution au probleme d’interpolation.
Il est a noter que f,, est un produit de Blaschke de degré n si nous commengons
la procédure récursive avec une constante unimodulaire fj.

Supposons maintenant que |A"~!| = 1. Nous allons montrer que dans ce cas, il
existe une unique solution au probleme d’interpolation. Il suit du lemme 2.2.11
qu'il existe une constante unimodulaire A avec |A| = 1 et un entier m avec
0<m<n-—1tels que

|Af] €1, 0Lk<m=—1, k<j<m; (2.23)
A;f':)\. m<k<j<n.

Si (2.23) est satisfaite pour un certain m, avec 0 < m < n—1, on peut le visualiser
dans le tableau 2.6.

21 wy
Ay
29 o .
A:ls A::H = A
2 Wy .- Afgié = A
A}i Anys = A
24 Uy e § AL = X
Aj
25 ws : BT =
A=
Zn_1 | Wn-1 x
Al AB(z) = X
e Wh, =
A'B(z)
z | B(z)

TABLEAU 2.6 — Tableau des différences divisées hyperboliques.

Chaque entrée des colonnes situées a gauche de la m-ieme colonne sont de module
strictement plus petit que un. Toute solution [ € § doit satistaire |A” f(z,,.1)| =
|Am

m—1

| = 1 et par le principe du maximum, ceci implique que A™ f est une
constante unimodulaire. D apres le théoreme 2.2.8 on conclut que f doit étre un
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produit de Blaschke de degré n’excédant pas m. Si le degré de f est strictement
plus petit que m, alors |[A™!f(z,,)| = |A™"!| = 1, une contradiction. Ainsi, si
une solution existe, elle doit appartenir a B,),.

Pour construire une solution, on débute avec le produit de Blaschke B,_,, = A de
degré zéro, qui satisfait A°B, ,,(z;) = X = AT pour tout j avec m+1 < j < n.
Les fonctions définies par

Brgalg) i= [[z Zn—k] - Bk(z).A”_i_i], k=n-m,...,n—1 (2.24)

n—

sont des produits de Blaschke By de degré k + m — n, et comme précédemment, il
suit par induction que les By, satisfont (2.22) pour & = n—m, ....n. En particulier,
B,, résout le probleme d’interpolation.

(iii) Si A" ! = oo, alors ceci implique qu’il ne peut y avoir de solution. En effet, s’il
existait [ € & solution de (2.15), alors Aj-“ = A*f(z;321,...,2k) et toutes les
entrées du tablean des différences divisées hyperboliques seraient de module ne
dépassant pas un.

Réciproquement, d’apres ce qui précede, s'il existe une infinité de solutions, la seule
possibilité est que |A_| < 1. Sl existe une unique solution, alors nécessairement

AT ;] = 1 et finalemnent, 871l n’existe ancune solution alors A?_, = ox.

Remarque 2.2.14. Il existe seulement trois cas possibles en ce qui concerne la solution
au probleme d’interpolation (4.1). En effet, le probleme ne peut pas avoir un nombre
fini de solutions, puisque nous sommes en mesure d’en construire une infinité, comme
la preuve en témoigne.

Un peu de terminologie est associée au probleme de Nevanlinna—Pick : on dira que
le probleme est régulier §'il posséde une infinité de solutions et parmi celles-ci, il y a des
produits de Blaschke de degré exactement n. Le probleme est dit singulier, s'il existe
une solution unique. qui est un produit de Blaschke de degré strictement inférieur a n.
Finalement, si le probleme ne possede pas de solutions. on dira qu'il est vide.

La définition un peu étrange de la différence divisée hyperbolique A*f := f pour
les constantes unimodulaires prouve son utilité au théoreme 2.2.13. En effet, avec la
définition plus naturelle A*/ = 0 pour les constantes unimodulaires, l'information
concernant le module des Aﬁ' aurait été perdue a travers le tableau des différences
divisées hyperboliques dans le cas ot le probleme est singulier. 11 aurait été impossible

de construire une solution a partir du tableau dans ce cas.
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Mentionnons aussi la complete analogie entre la méthode des différences divisées
hyperboliques et la méthode de Newton pour I'interpolation polynomiale. la premiere
étant vue comme la version hyperbolique de la seconde.

Le prochain théoréme donne des variantes et d’autres facons de formuler la condition
énoncée au théoreme 2.2.13 dans le cas ot le probleme est régulier.

Théoréme 2.2.15. Soient z,, ..., 2, € D des points distincts et wy, ..., w, € D. Alors
le probléme de Nevanlinna—Pick (2.13) est régulier si et seulement si l'une des conditions
suivantes est satisfaite.

AT <1, (2.25)
|Aka] <1 pour tout 1<k<n-—1, (2.26)
|Af| e 1 pour tout 1<k <j<n. (2.27)
P(Aj‘—l-ﬁif_l) < p(zj, zk) pour tout 1< k< j<n. (2.28)
p(A. AY) < p(z5. 2z pour tout 0 < k<i<j<n. (2.29)

Démonstration. Le cas de la condition (2.25) est exactement celui présenté au théoreme
2.2.13. Son équivalence avec (2.26) et (2.27) suit de la preuve du théoréme 2.2.13.

Nous allons maintenant montrer I’équivalence des conditions (2.27) et (2.28). On a
déja remarqué que la distance hyperbolique p dépend de facon monotone de la distance
pseudo-hyperbolique p. Ainsi, la condition (2.28) est équivalente &

a1, AL _ p(ah, ALY
Gl )

La condition (2.29) découle de la condition (2.28). En effet, si (2.28) est satisfaite, alors
le probleme est régulier et les fonctions fi définies en (2.21) satisfont les conditions

1> |AY = 1<k<j<n.

d’interpolation
Fecilzg) = &%, j=k+1,....n

(voir (2.22)). Puisque 0 < k < 7 < j < n implique que f,_, n’est pas un produit de
Blaschke de degré un ou zéro. alors par le théoreme de Schwarz Pick, il suit que

f’(Aj'Af) = p(fn-k(zj)-fn-k(z,t)) L p(zj,z,-),

ce qui montre le résultat.

Il existe aussi I'équivalent du théoréme précédent pour les problemes singuliers.
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Théoréme 2.2.16. Soient z;, .. ..z, € D des points distincts et wy, ..., w, € D. Alors
le probléme de Nevanlinna—Pick (2.15) est singulier si et seulement si l'une des condi-
tions suivantes est satisfaite.

AR = 1, (2.30)

n

il existe un entier m, avec 0 < m < n — 1, tel que

AR ] €T, 1LXk<ny

(2.31)
|l =1, = B
A% <1, 1<k<m k<j<m
(2.32)
k| — e .
AT =1, mLk<jEm
p(Aﬁ_l,At—l) <plzz)y 1<k<m=1,k<j<m;
p(AT ™ ARY) = p(25, 2m), m < j<n (2.33)
PO ALY < plz. 2), k<j<m
p(AS, AF) < plzj,z), 0<k<m-2,k<i<js<m
p(A}"_l,A;"_l) = p(2i, %), m—1<i<j<mn (2.34)

p(AK AF) < p(z, 2), ML k<t 2] L%

Démonstration. La condition (2.30) est la condition du théoréme 2.2.13. Aussi, I'équivalence

entre cette derniere et les conditions (2.31) et (2.32) a été démontrée dans la preuve du
théoreme 2.2.13.

11 suit du lemme 2.2.11 que si le probleme est singulier alors il existe une constante
unimodulaire A avec |A| = | et un entier m avec 0 < m < n — 1 tels que
|AY <1, 0<k<m—1, k<j<m
Aj-' =X mik<ji<n

Nous allons maintenant montrer I'équivalence entre les conditions (2.32) et (2.33). En-
core une fois. nous allons utiliser le fait que la distance hyperbolique p dépend de
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facon monotone de la distance pseudo-hyperbolique p. Ainsi, la condition (2.32) est
équivalente a
AA'—I_AA:—I A.‘f—l. Ak_]
1>|Aj|:|[_) k]lzp(J k‘)
[Zj-. 3k] ' P(Zj~ Zk)

pourl<k<m-1,k<j<net

ATV AT plAP ALY
1=|A3n|=|[ 17-7 ]1: ( Jw' )
l [‘-J- ~m] I p(z;, zm)

pour m < j < n. Finalement, comme Aj?' = A pour m < k < j < n, alors en utilisant la
définition (1.7), on a

p(A.A) =0 < p(z.z), m<hk<j<n

Montrons 'équivalence entre (2.33) et (2.34). Supposons que (2.33) est satisfaite. Ceci
entraine que le probleme est singulier et dans ce cas, il existe une solution unique qui
est un produit de Blaschke de degré m. Les produits de Blaschke Bj définis en (2.24)
satisfont, pour 0 < k < n, la condition

Bu-ily) = Aj vl o n.

Ainsi, pour 0 < k < m — 2, B,,_; est un produit de Blaschke de degré strictement
supérieur a un. D’apres le théoreme de Schwarz Pick. on a pour k < i < j < n,

p(AF, AF) = p(Bu-i(25): Bn-r(2)) < p(2), 2).

Pour k = m — 1, B,_,,+1 est un produit de Blaschke de degré un. Le théoreme de
Schwarz—Pick entraine que pour m —1 <i< j<n

P(Ajl_l,f—\;n_l) = p(Bn-m+1(2;), Bn-m+1(21)) = p(zj, z).

Finalement, pour m < k < n, les entrées de chacune des colonnes subséquentes a la
m—ieme sont égales a la constante unimodulaire A, ceci implique pour m < k < i <
j < n et en utilisant la définition (1.7), que

p(AS, AF) = p(A, X) = 0 < p(zj, ).
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2.2.3 Un bref apergu historique du probléme de Nevanlinna—
Pick

Les origines du probleme remontent au début du vingtieme siecle, c’est-a-dire jus-
qu’en 1916, époque a laquelle G. Pick s’y intéressa et résolut le probleme [21]. 11 donna
le critére de solvabilité suivant : une fonction analytique satisfaisant (2.15) existe si et
seulement si la matrice P o

P {I — u,'ju'i}
1—-%jz (1<ij<n)

est semi-définie positive.

A la méme époque, 1. Schur ([26],[27]) s'intéressa au probleme d’interpolation sui-
vant : étant donnés les nombres {cy, c1,..., ¢y}, déterminer sl existe une fonction f
analytique dans D et de module ne dépassant pas un, telle que

()
Cp — X ;

Km0 < JHFL (2.35)

Ceci revient a savoir si une fonction analytique possede les m premiers coefficients de
la série de Taylor cg. ..., cp.

Schur eut donc l'idée d’associer a une fonction f holomorphe dans D et telle que
|f(2)| <1 pour tout z € ID, une suite de fonctions fy, fi,... définies par

Jo(2) = f(2);
o) — JW(:) B fﬂ(o)
fn-f—l(') ! Z(l . /'rl(z)m)

pourvu que | f,(0)|] < 1. sinon 'algorithme s’arrétant lorsque | f,(0)| = 1. La construc-
tion de la suite de fonctions fy. f1, ... est appelée algorithme de Schur. Les points donnés

n =0

)

par s, := f.(0), sont appelés parameétres de Schur.

Schur établit un lien entre les coefficients cy. . ... et les parametres s, en montrant
que le k—ieme parametre de Schur peut étre calculé a partir des coefficients ¢y, 1. . ... ¢
[26].

el et ias s S A f() — S ok Qohe ,

En appliquant sa méthode avec la fonction fo(z) = f(2) = >,y cxz". Schur apporta

la réponse qui suit au probleme.
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Théoreme 2.2.17 ([26]). [l existe une fonction analytique f dansD telle que | f(z)] <1
et satisfaisant (2.35) si et seulement si l'une des deur situations suivantes se produit :

(i) |sk| <1, pour 0 <k <m;
(ii) il existe un entier n < m tel que |sg| < 1, pour 0 < k < n et |s,| = 1.

De plus. il existe une infinité de solutions si le premier cas se produit et une solution
unique dans le second cas.

Il est possible de modifier I'algorithme précédent en considérant une suite de points
distincts zg, z;,...€ . Mais avant, nous allons introduire la notation qui suit. Pour
«a € 1D, on note par b, le facteur de Blaschke

On peut générer une suite de fonctions en appliquant I'algorithme modifié suivant :
pour g € S et étant donnés des points zq, z;,... € D, on pose

go = G,
1 ga(2) —gu(z)
bzn(:-) 1— gn(zn)QTr(z)

pourvu que |g,(z,)| < 1, sinon on arréte I'algorithme. Les parametres de Schur dans ce

gn+1(z) = n=0

cas sont les points s, := g,(z).

Un lien important unit le calcul des différences divisées hyperboliques a I'algorithme
de Schur. En effet, I'algorithme de Schur s’'interprete facilement en termes des différences
divisées hyperboliques d’une fonction calculées a partir des points distincets zg, 2, . .. .
Sous les mémes hypotheses que précédemment, nous avons la relation suivante :

9(2) = A%(2);
!jn+1(7~') :A"+].f}(32. ZD:-----317)1 n = 0.

et dans ce cas. il suit que

— k & o - — k
sk = gel2k) = A%g(zk:i 20, ... . 2 k-1) = Bpyys
ce qui signifie que les parametres de Schur correspondent exactement aux entrées prin-
cipales du tableau des différences divisées hyperboliques.

Finalement, R. Nevanlinna ([18].[19]) s’intéressa aussi au probléeme d’interpolation
(2.15). 11 utilisa d'une maniere astucieuse l'algorithme de Schur pour résoudre le pro-
bleme. Ainsi. Nevanlinna résolut le probleme. mais indépendamment de Pick et en
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s'inspirant des travaux de Schur. Sa solution differe d’ailleurs totalement de celle de
Pick, car elle permet de construire par une méthode récursive des solutions explicites
au probleme. Son raisonnement était le suivant. Supposons qu'il existe une solution f
au probleme, c'est-a-dire que f € S et f(z;) = w; pour 1 < j < n. Nous supposerons
de plus que [ € H. Définissons
Pl s f(z)—w; 1 —ﬁ;’
1-wf(z) 2—=

qui est une fonction analytique dans [D. On peut inverser cette formule et on obtient

dans ce cas
_/(Z) _ 41(':) i) Bl(z)fl(:)
Ci(z) + Di(2) f1(2)’
ou
Ai(z) i=un (1 — Z12);
By(z) =2 — z;
C;(Z)

=1-Zz

o

1(2)

Réciproquement. étant donnée une fonction f; arbitraire et en utilisant la fonction

= Wiz — 21)-

définie précédemment, il suit que [(z;) = w;. Ainsi, on peut transformer le probleme
d’interpolation initial en un probléme ou 'on considére maintenant n — 1 points. En
effet, on cherche maintenant une fonction f; qui satisfait
(1 —Zrz)(wi — uwn)
(2 — 21)(1 — Wrwy)

fl(:’.'?:) = 'U'gl) = = D g n.

En répétant le procédé, on construit des fonctions fy, f1,.- .. fi, ou f = fu, telles que

fulz) =wl®?, k+1<j<m,

)

ol |w§k)| <1, ’tu}o = w; et telles que

file) = Dl w7 1

1wl y(2) 7%

S1 on inverse cette formule, on obtient

ag + by fr(2)

= )’
ou

ap(z) == u'“ﬁ“(] —Zez

be(z) ==z — 2

ce(2) == (1 — Zx2)
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Par induction, on peut exprimer la solution sous la forme

[0y = Al2) + Bul)a(2)
Cn(2) + Dnl(2) fa(2)
ou
Ai(z) i= caAn-1 + 0B y;
B.(2) :=dp,An-1 + b, Bn1;
Cn(z] = eaCh=i +0ulsi;
D,(2) := dnCh_1 + b Dyy_;.

sont des polynémes d’au plus de degré n. Cette fagon d’exprimer la solution du probleme
est appelée paramétrisation de Nevanlinna.

Il est également possible d’obtenir la paramétrisation de Nevanlinna en termes
des différences divisées hyperboliques. Pour ce faire, nous allons utiliser la relation
de récurrence (2.21) présentée dans la démonstration du théoreme 2.2.13 :

Tl e= ([ 2as]~ Jl2), S,

En utilisant cette relation, la paramétrisation de Nevanlinna correspond alors a

f(2) = [z, 2] - faa(2), wn].

En résumé, comme nous l'avons vu dans la démonstration du théoreme 2.2.13, un
probleme d’interpolation régulier possede une unique solution f € S qui satisfait A" [ =
g, ol g € S est une fonction arbitraire. Ceci définit une application

85— &
f— g

qu’on peut identifier comme étant la paramétrisation de Nevanlinna.



Chapitre 3

Les dérivées hyperboliques

Dans ce chapitre nous allons aborder le noyau principal de cette thése qui porte sur la
notion de dérivée hyperbolique d’ordre supérieur. Cette derniére découle naturellement
des différences divisées hyperboliques introduites au chapitre précédent.

3.1 Différences divisées hyperboliques a un para-
metre

3.1.1 Définition et propriétés

Le concept de différences divisées hyperboliques fait intervenir des parametres choisis
dans le disque unité tous distincts entre eux. Dans ce qui suit, nous allons traiter de
la méme définition, mais en laissant tomber la condition des parametres distincts pour
n’en avoir plus qu'un seul.

Définition 3.1.1. Soient f € S.z € D et n > 1. Pour { € . on définit la différence
hyperbolique divisée d’ordre n de [ avec paramétre z. notée A” f((). par

APIRC) = A HC: 5,....2) = lim M ...l APFCi2,.. 2a) (CE2) (3.1)

In—2 Zn—)—=2 Z)—z

et
Az = A" ..., g} = iliu AN B s o) (3.2}
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Remarque 3.1.2. En utilisant la notation opératorielle présentée en (2.11) et (2.12),
formellement nous avons

ATf(¢) = lim lim ... lim A (A7, f)(C). (3.3)

In—"Z Zn-12 Z]1—*2

Afin d’abréger, nous écrirons
ALJ(C) = ALATTHNO),
plutot que (3.3).

Il nous reste & montrer que les définitions (3.1) et (3.2) ont du sens. Pour ce faire,
nous allons montrer par induction que, comme fonction de {, ATf € S pour [ € S et
z € D. Le cas n = 1 suit de la proposition 2.2.6. Supposons que A7 f € S pour f € S.
En utilisant la notation opératorielle et la continuité, nous obtenons pour n + 1

AP Y= Lim B ... o A" G2, 0 Z00)

= lim lim ... lim A;n”(ﬂ;,,_.,z.,f)(g)
= AL(AZ)(C)-

On déduit du cas n = 1 et de 'hypothese d'induction que A" f € S. Ceci implique
done que les définitions ont un sens. comme voulu. Nous avons donc montré la propo-
sition suivante.

Proposition 3.1.3. Soient f € S, z €D et n > 1. Alors,

AL € 8.

Les théoremes 2.2.8 et 2.2.9 ont leur équivalent pour le cas des différences divisées
hyperboliques & un parametre.

Théoréme 3.1.4. Soient z € D et U'opérateur A* : § — S défini par

A*F(Q) = Ak f(¢). (eD.

Alors f € S est un produit de Blaschke de degré n > k si et seulement si AFf est un
produit de Blaschke de degré n — k et [ est un produit de Blaschke de degré n < k si et
seulement si A*  est un produit de Blaschke de degré zéro.

Démonstration. Nous allons utiliser 'induction sur k. Pour & = 1. le résultat suit du
théoreme 2.2.8. Supposons que le résultat soit vrai pour A. Alors. par la remarque 3.1.2.
on peut écrire

AT = AUALNQ) W)
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et le résultat pour k& + 1 suit de (3.4), du cas k = 1, de la proposition 3.1.3 et de
I'hypothese d’'induction.

Une conséquence du théoreme précédent est qu’il est aussi possible de caractériser
completement les produits de Blaschke finis a l'aide des différences divisées hyperbo-
liques a un parametre. Une autre propriété importante de ces derniéres concerne un
analogue du théoreme de Schwarz Pick a un parametre.

Théoréme 3.1.5. Soit z € D. Alors, pour tout [ € § et pour u,v € D
p(AL [ (u), AL f(v)) < plu,v). (3.5)

On a égalité en (3.5) pour une paire de points distincts u et v si et seulement si [ est
un produit de Blaschke de degré k + 1.

Démonstration. La proposition 3.1.3 implique que A*f € S. Si A¥f € H, on peut
déduire (3.5) du théoréme classique de Schwarz—Pick. Si AX f € By, alors le c6té gauche
de (3.5) est zéro, tandis que le coté droit est positif si w # v. Finalement, le cas d'égalité
est une conséquence du théoreme 3.1.4 et du cas d’égalité du théoreme de Schwarz—Pick.

3.2 Les dérivées hyperboliques d’ordre supérieur

3.2.1 Définition et propriétés

Un important constat a faire concernant la théorie géométrique des fonctions est
le fait que la métrique hyperbolique est bien adaptée pour étudier les fonctions holo-
morphes du disque unité dans lui-meme. Un des objectifs de ce travail est d’introduire
une nouvelle dérivée qui s’accorde avec ces dernieres et met en relief leurs particularités.
La notion de dérivée hyperbolique n'est pas tout a fait nouvelle ([5].[6].[3]) et est connue
sous la forme suivante.

Pour [ € H et z € D. la dérivée hyperbolique de [ en z. notée f"(z). est définie par
['(2)(1 = |z*)
L=]f{a)?

e B



Chapitre 3. Les dérivées hyperboliques 43

Cette définition a un lien avec la différence divisée hyperbolique d’ordre un de la
fonction f. 11 s’agit bien entendu du calcul que nous avons fait en (2.10) :

lim ALf(¢) = lim HONIO)

(—=z (—z [C.Z]
IR
1-1/(z)

L’analogie est évidente entre la dérivée hyperbolique et la dérivée classique, puisque
la premiere est I’¢quivalent hyperbolique de la seconde. En effet, la dérivée hyperbolique
est définie en utilisant la différence divisée hyperbolique [f(¢), f(2)]/[C, z] et la dérivée
classique par la différence divisée euclidienne (f(¢) — f(z2)) / (¢ — =2).

Conformément avec la convention établie au chapitre 2, dans le cas ou [ est un
produit de Blaschke de degré zéro, nous définirons la dérivée hyperbolique par

!(z) = f(2).

Ainsi, la dérivée hyperbolique a un sens pour toute fonction appartenant a la classe de
Schur. Il ressort de ce qui précede que la définition coincide avec celle de Al f(z).

Les différences divisées hyperboliques suggeérent donc une possible extension de la
notion de dérivée hyperbolique a des ordres supérieurs. En effet. il semble naturel de
définir les dérivées hyperboliques d’ordre supérieur en utilisant les différences divisées
hyperboliques 4 un paramétre du meéme ordre. Ceci nous mene donc a la définition
suivante.

Définition 3.2.1. Soient [ € S et n > 1. La dérivée hyperbolique d’ordre n de f au
point z € I, notée H™ f(z), est définie par

H"[(2) = ALf(2).
Rappelons que par la proposition 3.1.3. cette notion est bien définie.

Grace a l'introduction des dérivées hyperboliques, il est maintenant possible d’écrire
sous forme de tableau les différences divisées hyperboliques a un parametre, sous cer-
taines conditions. Pour f € § et pour un parametre = € [, par la définition 3.2.1, la
remarque 3.1.2 et dans le cas ou les quantités en présence ne sont pas des constantes
unimodulaires. on obtient le tableau 3.1.

Une premiere propriété des dérivées hyperboliques d’ordre supérieur et qui est une
conséquence directe de la définition est la suivante :

|H"[(2)] < 1. z€D. (3.6)



Chapitre 3. Les dérivées hyperboliques 44

Ordre un Ordre deux Ordre trois

z | f(2)

H'f(2)
2| 1) HI(2) L
L. o _ 1ALA(Q). H ()
e A2/ (C) =

ALT(C)
¢ | f(Q)

TABLEAU 3.1 — Tableau des différences divisées hyperboliques a4 un parametre d'une

fonction f.

Les dérivées hyperboliques d'une fonction de la classe de Schur sont bornées par 1.
Cette borne supérieure découle essentiellement du fait que pour une fonction de Schur
les différences divisées hyperboliques a un parametre appliquées a cette fonction donnent
aussi une fonction de Schur. Une borne supérieure pour ce type de dérivée particuliere
est par conséquent obtenue assez simplement. Cependant, si on veut déterminer une
borne supérieure pour les dérivées classiques d’ordre supérieur des fonctions appartenant
a la classe de Schur. il en va tout autrement et le probleme s’avere plus difficile. Pour
plus de détails, nous référons aux travaux de S. Ruscheweyh [25] ainsi qu’a ceux de
J.M. Anderson et J. Rovnyak [1]. Nous obtenons dans ce cas le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2 ([1, Theorem 2|). Soit f € S . Alors,

n!(1 - |/ (z)I*)

_yn—1 F
(1—|z[2)" (1+[2)" (3.7)

|F™(2)] <

De plus,
(i) pourn > 1 et z =0, l'égalité a lieu en (3.7) si et seulement si

2" —aq
| —azn

ot [N =1etaeD;

(ii) pourn > 2 et z # 0. ['égalité a lieu en (3.7) si el seulement si

ot [A]= 1.
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Une question intéressante peut etre soulevée dans ce cas : est-il possible d’obtenir
I'estimé (3.7) pour les dérivées classiques en utilisant (3.6) 7

Une seconde propriété importante des dérivées hyperboliques d’ordre supérieur est
que celles-ci sont invariantes, dans un sens que nous expliquerons dans ce qui suit, sous
la composition d’automorphismes du disque unité. Mais avant de donner cette propriété
plus en détails, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.3. Soient ¢, ¢ des automorphismes du disque unité et f € §. Pourn > 1,
Supposons que zy, ..., z, € D sont des points distincts. Alors, pour 1 < j < n, il existe
0 € R de telle sorte que

Al(po fod)z;z,...,2) = A f(o(2); d(z1),...,8(z)), z € D. (3.8)

Démonstration. Pour [ € B, le résultat est évident. Supposons maintenant que [ € H.
Nous avons

(s o)) = U 2OCLU 201

- Ut fe(:) ot
[6(2), &( 1)] [

= Al f((2): 9(21)),

), #(21)]
z, 2]

pour o € R, d’apres le théoreme 2.2.8. En utilisant I'identité (2.6) du lemme 2.2.2, il
suit par induction que pour chaque 7 > 1

D[ 00)(i21,- ., 25) = €M [(0(2); 6(21). ... b(z), z€D,  (3.9)

pour un certain 7 € R. De fagon similiaire, il découle du théoreme 2.2.8 que

Ao f)(z2) = L.L f)([; z] i
_ [, v ()] [S(2). (=)
[£(2), f(z1)] [z, 21]

AN(yo filzizr...., ) = P8 flzi 2y s z;). z€D. (3.10)

Finalement. en combinant (3.9) et (3.10). on obtient (3.8) comme voulu.
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Le théoreme suivant découle directement du lemme 3.2.3.

Théoréme 3.2.4. Supposons que 1, ¢ sont des automorphismes du disque unité, [ € S
etn > 1. Alors,

|[H (o fo¢)(2)| = [H"([)(#(2))], ze€D. (3.11)

L’invariance des dérivées hyperboliques d’ordre supérieur, exprimée par (3.11), per-
met d’établir sur des bases solides la théorie des dérivées hyperboliques. En effet, cette
propriété assure, en quelque sorte, que les dérivées hyperboliques sont stables sous la
composition d’automorphismes, ce qui est fondamental en géométrie hyperbolique.

3.2.2 Formule récursive pour les dérivées hyperboliques

Comme la définition de la dérivée hyperbolique est intimement lice a celle des
différences divisées hyperboliques a un parametre et comme ces dernieres ne se préetent
pas aisément a des calculs simples, nous allons développer dans cette partie une méthode
permettant de calculer de maniere plus expéditive les dérivées hyperboliques d’ordre
supérieur. Nous verrons qu’il est possible de le faire récursivement en appliquant un
algorithme.

Soit [ € H. Pour z € D, on définit D" f(z) par la série de Taylor de la fonction
donnée par

z 1€  §its
(%) 19 _ &b,

¢ g(Q) == —[f([-C. 2]), f(2)] = = - ¢",  (3.12)
1=~ Fi@s (;:ECC) = n!
ou
D'f(z) = ¢'(0), D*f(z) := ¢"(0)
Par exemple.
ET RO | MQ)F()
PIO= e B
D2f(z) = F'el=12PP 25 = =) . 2fl2) Pl L~ |3[2)2:

1—[f(=)? - [f(2) (1= [f(z)P)?
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s TP 6321 = 2P)? | 6227(2)(1 = =)
D& =" I-UEE T 1I-lGP
6/"(=) 1 (2)J()(1 = |212® . 67(2) J'(2)3(1 — |=]2)?
6 N P VT BB E

_1227(2)(1 — =)' (2)?
Q=1f=pP2

Les dérivées D" f ont été introduites pour la premiere fois par E. Peschl [20] et
sont habituellement connues sous le nom d’invariants différentiels. Cette terminologie
s'explique par le fait qu'étant donnés deux automorphismes du disque unité, ¢ et ¢, on
a

D"(4 0 f 0 9)(2)] = |D"(/)(&(2))], =€ D.

1l est possible d’obtenir des expressions pour D" f en termes de f™ et de ses dérivées
d’ordre inférieur, de méme que des dérivées D' f,.... D" ! f. Comme elles interviendront
dans le calcul des dérivées hyperboliques, nous présentons un résultat qui traite de la
facon de les calculer.

Proposition 3.2.5 ([15, Corollary 7.5]). Soit [ : D — D, une fonction holomorphe.
Alors

. )" "(l—l | ")( ) H—TF))! n—k+1
Df Za"" |f ZA Ani.(D f.----:D f)r

ot Ap i sont les polynomes de Bell donnés par

) n! T1\N Tn—k+1 b
An,k(fﬂlz s ooy Bpphupd) 1= Z X S R (F) e (m)

|
J1+2j24 A Njn gy 1=n Jis e In—k+1-
Jitjettin—k+1=k

et ou ( n
0 L (e i 1<k<n
ae=d TV RHE—Dim-gy * 1sksw

0 sinon.

La prochaine définition nous sera utile pour ce qui va suivre.
Définition 3.2.6. Soient k > 1.z€Det f € S\ Uj';(;Bj. Posons
1(C.2) = —g(—C) et Wy(C.2) = .
ou g est la fonction donnée en (3.12). Définissons ®;(C. =) et ¥, ((. z) récursivement par
®(¢. 2) := H* f(2)Wh_1(C. 2) = Brr (G, 2);
i (¢.2) == (‘I’A;}(C- 2) — TTF1(2) @4 (¢, -)) :


file:///_/fJJ
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Par construction, il est clair que pour chaque z € D, les quantités ®,((, z) et Wi ((, 2)
sont des fonctions holomorphes dans I par rapport a ¢. Nous imposons aussi la condition
fes\ U* oB; afin d'éviter le cas dégénéré on la dérivée hyperbolique de la fonction

est une (‘onstante unimodulaire.

Les deux lemmes qui suivent nous seront utiles dans l'élaboration d’une formule

récursive pour les dérivées hyperboliques.

Lemme 3.2.7. Soient k > 1, f € S\ Uf;';éBJ— et 2. € D. Alors

ALf([C,2)) = AFF(C 2]y 2, .., 2) = ‘I’Z(C':). (3.13)

Démonstration. Nous allons démontrer (3.13) par induction sur k. Pour £ = 1, on a

atp(¢,ay = LU L)

<=+
¢

®y(¢, 2)

¥i(C.2)

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour k. Pour k + 1, il suit que

[A*f((¢ 22, ... 2). A*(zi 2. 2)]

AR o, ey i) = [C.2.2
(A 2 2). 1A (2)
C
_ H%f(z2) J{¢, 22, -5 2)
C(lfﬂ’“f ) JILIENNE)

HE](2) = 9u(€.2) /(G 2)

¢ (1= T TEIBC 2) /9(C, 2) )
H*f(2)¥s(C. 2) = PulC. 2)

¢ (Wel¢.2) =TT, 2))

_ Ba(¢2)
T (G 2)

ce qui prouve le résultat.
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Lemme 3.2.8. Soient k > 1. fES\U" oB; et 2.¢ € D. Alors

4 . <I>k(§ Z)
H*f(z) = lim .
f( ) (—0 q’k(c: '3)
Démonstration. Par définition H* f(2) = lim¢_.. A*f((:2...., z). Ceci est équivalent a

H* f(2) =limc_o A*f([C. 2] 2, . . ., 2). T suffit ensuite d’appliquer le lemme 3.2.7.
B

Le prochain résultat présente la formule récursive permettant de calculer de maniere
plus simplifiée les dérivées hyperboliques. D’abord remarquons que par les définitions
et ce qui précede, on a

B = Pl =D 5= zeD. (3.14)

Théoréme 3.2.9. Soientn > 1, f€ S\ U;‘;OIBJ- et z € D. Alors

H™ f(2)8,(0, 2) — 98, (0, 2)

H*J(e] = ) - 1) 5 (3.15)
n (995°00,2) - TT7(z)001(0,2))
ot \IJ( 2y et (I>n , représentent la n-iéme dérivée par rapport a C.
Démonstration. Par le lemme 3.2.8, on a
H"f(z) = lim —————= (€, 2) (3.16)

=0 W, (¢, 2)

Pour évaluer la limite en (3.16), nous allons appliquer la régle de L'Hopital n fois. Mais
avant, nous devons prouver que

ling,@g{’(g.:) =0, 7=0,.... n—1; (3.17)
lilléllff;f)(g.z):o, 1=0,.u:8=1 (3.18)
s
et
1111(1 Wi, 2) £ 0. (3.19)
¢—0

Nous allons utiliser 'induction sur n pour démontrer (3.15). (3.17). (3.18) et (3.19).
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Pour n = 2, il suit de (3.12) et (3.14) que

(1) ;
}x_!}g}%(c sp=dli 0 L8 =0)

1i111 Uy(C.2) = lmé i (¢, 2) = 0;

yr%‘ll” (¢ 2) =2-2|H'f(2)]* # 0,

puisque f & By U By.

Supposons que (3.15), (3.17), (3.18) et (3.19) sont vraies pour . Nous allons montrer
que ceci est également le cas pour n + 1. Nous allons d’abord prouver pour 3 = 0,. ... n
que lim¢_o qvffj,(q ,z) = 0. Par la définition et I'hypothése d’induction, il suit, pour
7=0,...,n—1, que

lim @72,(C, 2) = lim [H" f(2)B(C, 2) = @ (C, )] = 0.

¢—0
Montrons maintenant que lim¢ . (I),(;ﬂl (¢, z) = 0. On a, en appliquant la régle de Leibniz,

lim @77%,(¢. 2) = lim [H" [(2)¥7(¢, 2) — {(C, 2)]
()
 liy [11%1() (¢ 0ara(€,2) = TPTTE 0. 2)
— (" () W01(C, 2) = D€, z))“"]
~ lin 2 [ 1(2) {2, 2) + n0S (¢ 2) = () (Col (¢ 2)

+n050(¢2)) = (H 10 (¢ ) — 232 (¢ 2)) ]
= pdI"JE I”(o. 2) = nH"[(2) H [ (2)851(0, 2)
—H@R0.2) + 872(0 z)
=H”f(~)[ 00, 2) - nHT(2)8Y51(0, 2)|
7 f(2) 00 (0.2) + 824 (0, 2)

w1

i‘i

(\?

(0. :

()

=0,

on la derniere égalité est une conséquence de 'hypothese d'induction et de (3.15).

Démontrons maintenant que lim; If” 1(¢,2) = 0, pour j = 0...., n. Par la
définition. on obtient

11111\11(” llm [’lb (C.2) — H [(2)(P,(C. )
o & ¥n L""} H j(-)cdu((.-)

= lim [((\I!,.(r;.:))“” — 1 () (P, (<. ))‘”] :
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Si j = 0, alors il est clair que lim¢_y V¥, .;(¢,z) =0. Pour > 1, on a
lim w322, = lim [CUR(C, 2) + 597 7V(C 2)

— Hf(2) (¢OY(C, )+j<1’5;"“’(6,2))]
:D’

par '’hypothése d’induction.

Il nous reste maintenant a montrer que lim¢_q \Ilff:'l” (¢, 2) # 0. Par définition, on a
lim $750(C, 2) = lim [(CWa(, 2)™Y ~ HT(E)(C@a(C, 2) )]
=00, z) — nH" f(2)D™)(0, 2).
Supposons que lim:_ ol :11 (¢, z) = 0. Ceci signifie que

U0, 2) = H™ f(2)257(0, 2).

Par I'hypothese d’'induction ‘I'i:l)((), z) # 0. Ainsi,

®57(0, 2)
e —
128

=1. (3.20)
(0,2)

Aussi, par le lemme 3.2.8. on a

,2)
—0 ‘Ijﬂ(c )

En utilisant I’hypothese d’induction et la régle de L'Hopital, appliquée n fois, on obtient

H"f(z)=Im

O z)  Pu(0.2)

im = : (3.21)
—owMc. 2y wi0.2)

Il suit de (3.20) et (3.21) que |H" f(z)| = 1. ce qui est une contradiction avec les hy-
potheses, puisque [ ¢ Uj_(B;. Par conséquent. lim¢_g \IJ("*])(( z) #0.

Finalement. nous devons démontrer que

H" ()0 D(0. 2) — B -:)
(n+ (W0, 2) — Hof ()0 0. 2

o) = {(3.22)
Par le lemme 3.2.8. on a

e . By(C.2)
1 ) = iy 18 2)
/( ) Enll]] lI’u ](g )
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D’apres ce qui précede, on peut appliquer la regle de L’Hopital (n+ 1) fois et on obtient
dans ce cas

1" £(2) = lim fbflnj]l)(g.z)
et vl(c, 2)

i HEWTIG ) - e z)
=0 (CUa(C, 2))*D — H™ J(2)((Bn(C, )0

L’évaluation de la limite précédente nous donne exactement (3.22).

En utilisant la formule récursive (3.15). il est maintenant aisé de donner une forme
explicite des dérivées hyperboliques. Le corollaire suivant présente les premieres dérivées.
Corollaire 3.2.10. Soit z € D.

(i) Si f € H, alors
() = D' /(=)

(i1) Si f € H\ By, alors
S ghs EFf (=) )
1) = g —qin @m

(iii) Si f € H\ (B, UB,), alors

—BH[(2)H2[(2)D?f () + D*/(2)

300,) — “
ol 6 — 6|H' f(2)|2 + 3H2f(z)D*f(2)

(iv) Si f € H\ (By UByUB3), alors

Hf(z) =
L2011 [ (2) 13 [ (2) D? [ (2) + 412 [ () 1P [ (2) D* [ (2) + 4T [ () HP [ (2) D3 [ (2) + D* (2)
24 — 24|H [(2)|? — 12H2f(2) D?f(2) — 12H [(2) H*[(2) H2f(2) D2 () — 4H3f(2) D*f(2)

Démonstration. (i) Le résultat a déja été démontré.

Afin de démontrer (ii), (iil) et (iv). nous allous caleuler ®4(¢. 2) et Wi (¢, 2). pour
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k=1,2,3. On obtient

®,(¢. 2) = —g(—C);

Vi(¢,2) = ¢;
2(C,2) = H' f(2)¢ + 9(=C);
2(C,2) = 4+ H f(2)¢a(=¢);
(
(

oL=A
o~
tr

®3(C,2) = P [ (=) + P J(2)HT [(2)¢9(=C) = H [(2)¢ = (=)
3(C,2) = G+ H f(2)Ca(—C) — H2f(2)H' f(2)¢? — H2f(2)Cg(—C).

=

(ii) D’apres le théoreme 3.2.9, on a
H [ (2)01 (0. 2) — ${(0, 2)
2 (q;‘l”(o. 2) — Hf(z)@" (0, z))

Les dérivées d'ordre un et deux de ®,(¢. z) et ¥,((, z) sont

H?f(z) =

27(G2) = 9V (=0):
(¢, 2) = —g®(=0);
Wi, z) =1
¥R =0
Ainsi,
1) = S

(ili) D’apres le théoreme 3.2.9, on a

H2f(2)U50(0, 2) — 5(0, 2)
3(090.2) - )00, 2))

I1f(2) =

53

En calculant les dérivées d’ordre deux et trois de ®5(C. z) et ¥5((, 2), on obtient

2 — 2H f(2)g"(=¢) + H (2)Ca®(~C);
v5Y(C,2) = 3H [(2)g™(=¢) — H'[(2)¢g® (=)
Ce qui implique

I f()ITTf(2) D2 f(z) + D3 f(2)
.5( I ()2 = T (2) D2 (= ))

HEf(z) =
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(iv) D’apres le théoreme 3.2.9, on a

H3 f(2) {0, z) — ®4"(0, 2)
4 (\pf;”(o. 2) — H3[(z)d(0, z}) '

Les dérivées dans ce cas sont

HYf(z) =

(¢, 2) = —H* [()HF(2)¢g™(=C) + 3 [()HT T(2) g™ (=€) + 6= 0);
(¢, 2) = H2 ()T (2)Cg (=) — 4112 F () T [(2)g® (=) — ¢(=);
(¢, 2) = 6 — H1f(2)¢29D (=) + 6H[(2)¢g®(=C) — 6H f(2)g™ (—()
+ H2f(2)¢g®(—¢) — 3H2f(2)g™ (- )
U, 2) = Hf(2)¢PgW(—¢) — 8H1] (z)cg —() + 127 [(2)g® (=)
— H2[(2)¢g"(—¢) + 4H? f(2)¢" (—q).

Finalement, il s’ensuit que

H'f(z) =
L2ZHT Y H3 [ (2) D2 [ (2) + 4HE[ () HA [ (2) D) (z) + 4H () H? [ (2) D] (2) + D' [ (=) .
24 — 24[H1 f(2)|2 — 1212 [(2) D f(2) = 12H' [(2) I? [(2) H2 [ (2) D2 (2) = 4H () D* f (2)




Chapitre 4

Interpolation généralisée

Au chapitre 2, nous avons présenté un probleme d’interpolation ou des valeurs sont
prescrites en chaque point considéré. Une généralisation naturelle est de considérer a la
fois les valeurs prescrites en chacun des points en plus de leurs dérivées jusqu’a un certain
ordre. Il s’agit de ce qu’on nomme un probleme d’interpolation généralisée. Nous verrons
que ce type d’interpolation a un sens dans le contexte des dérivées hyperboliques.

4.1 Probleme d’interpolation d’Hermite

Nous allons d’abord commencer par un rappel de I'interpolation généralisée dans
le cas des dérivées classiques. 1l s’agit de ce qu’on appelle communément le probléme
d’interpolation d’Hermite ou quelquefois le probléme d’interpolation du polynome oscu-
lateur. En voici I'énoncé.

Soientm > 0, n > 0 des entiers et ko, k... . k, € N tels que ko+ky+---+k, = m+1.
Etant donnés n + 1 points distincts zg,z;,....z, € C et une fonction f : C — C
possédant les dérivées [*=V(z) pour i = 0....,n alors le probléme d’interpolation
d’Hermate est la recherche dun polynome P de plus petit degré de telle sorte que

PU(z) = f9z), i=0,..., net j=0..... e,

L’existence d'une solution au probleme d’interpolation d'Hermite est caractérisée
par le résultat suivant ([9].[13]).
Théoréme 4.1.1. Soient m > 0. n > 0 des entiers et ko ky.... k, € N tels que
ho+ki+---+k,=m+1. Etant donnés n + 1 points distincts zg. zy.....z, € C et une
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fonction f : C — C possédant les dérivées f&1(z) pour i =0,....n Alors, il existe
un wnique polynome P de degré au plus m tel que

P(J)(zi) = j'(j)(:.,-). =0 2 70 8L =050 el = 1=

C. Hermite fut le premier a le démontrer en 1878 [12].

Il est possible de construire 'unique polynome cité au théoreme 4.1.1 en adaptant
la méthode d’interpolation de Newton. Voici de quelle maniére.

Sous les hypotheses du théoreme 4.1.1, définissons une nouvelle séquence de points

W, Wy, . ... Wy par
Wo ‘"= W 1= .. (= Wey—1 *= 2;
Wgo = Wyl = -+ - 7= Weytky—1 = 215
u"i\‘(}"l’i‘["‘"“‘rkn el = R g8 u.'ku+;',]+...+k”_1 ‘= Zn-

L’idée est donc essentiellement de définir les points en répétant z; un nombre judicieux

de fois :

Eiigence © gy Bl sy Zos & eweng Bippansre v yilipn
L =LA

ky fois k) fois ky fois
Il suffit ensuite de construire le tableau des différences divisées en utilisant les points
Wy, Wy, . . . . Wy Pour les différences divisées qui ne peuvent étre calculées par la relation
(2.3), c’est-a-dire dans le cas ou tous les z; sont égaux, on les substitue par

) (&)

7l

r=+1 fois

Les autres différences divisées se calculent de facon usuelle. Pour illustrer ceci, nous
allons considérer 'exemple particulier ot n = 2. ky = 2.k, = | et ks = 3. Le tableau
4.1 représente les différences divisées dans ce nouveau contexte,

Finalement. on obtient le polvnéme interpolant en utilisant la formule de Newton
(2.5) et on trouve

P(z) =f(z0) + flwo. w1](z — wo) + flwo. w1, wa|(z — wo)(2 — wy)
+ [lwn, wy, wa, ws)(z —we)(z — uy)(z —wa) + ...
+ flwo. ... .. We](z — wo)(z —wy) ... (2 — Wpo1)(z — wn,).
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I

(22)f = [m]f 2 =dn
| (22),f = [sm vl
|ﬁm“w 7 = [Sm ‘vm ‘€m]|f (82)f = [tm]f % ="tm
[Sm ‘- Tm) [ o (2z),f = [vm ‘*m] [
[Smt-- :.\:: . _ﬁ.: ‘m ,m_ﬁ: . . (8z)f = ?:C. Zr = 8
Sm' - Om)f [fm < Im]f [fm ‘Tm] f
T..z b ,GS: _n.: ‘et f (12} f = _Nn:_: Iz = &n
[Em - om] f [Zm ;.::. .
e om] (02)/ = ]/ 02 =
(92),f = ['\m‘om]f
(%2)f = [Wm]f Oz =0m
buw a1p1)  exyenb 21p1)  S101) VIPI() X19P A1pPI0) un 21p1Q) i z
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4.2 Probleme d’interpolation avec les dérivées hy-
perboliques

Le probleme d’Hermite, qui se résume a un probléme d’interpolation polynémiale,
possede son équivalent dans le disque unité pour les fonctions appartenant a la classe
de Schur. 1l s’agit du probléme de Nevanlinna-Pick avec contraintes [7] et qui s'énonce

comime suit.

Etant donnés n € N, des points distincts zy, za,....2, € D, des nombres 1y, 1, . ..,
lheNew,eC ots=01,..,—-1ej=12,...,n, déterminer des conditions
suffisantes et nécessaires a l'existence d'une fonction g € S telle que

s! =ws;, §=01,....,5;-1,7=12,...,n

Il s’agit done d’un probleme d’interpolation généralisée dans lequel les dérivées sont
prescrites jusqu’a un certain ordre en chaqgue point et pas seulement les valeurs de la
fonction elle-méme, comme dans le cas du probleme classique de Nevanlinna- Pick.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a I'équivalent de ce probléeme mais en
termes des dérivées hyperboliques. Ainsi, le probleme est relativement le méme, dans
le sens ou 'on s'intéresse a l'existence d'une fonction de Schur qui interpole les points
vers leur image respective en plus des dérivées hyperboliques aux points considérés.
Nous verrons qu’il y a une grande similitude pour la construction dune solution dans le
cas présent et celle du probleme d’'Hermite. En effet, nous avons donné dans la section
précédente une méthode pour construire une solution au probleme d’Hermite, a partir
du tableau des différences divisées. Le tableau utilisé était le méme que celui provenant,
de la méthode de Newton, mais adapté pour v faire apparaitre les dérivées classiques.

Aussi, au chapitre précédent, nous avons vu comment il était possible d'écrire les
différences divisées hyperboliques a un parametre sous forme d'un tableau dans lequel
les dérivées hyperboliques apparaissent naturellement. Nous rappelons ici le tableau
ainsi obtenu. Pour z € D et pour [ € § telle que les différences hyperboliques divisées
sont différentes d'une constante unimodulaire. on obtient le tableau 4.2

En comparant les tableaux 4.1 et 4.2. on remarque une ressemblance, dans le sens on
pour faire apparaitre les dérivées soit classiques. soit hvperboliques, il a suffi de répéter
de maniere adéquate le bon nombre de points dans le premier cas et le parametre dans

le second.
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Ordre un Ordre deux Ordre trois
z f(2)
H'f(z)
z f(z) H*f(2) P
I‘j']f(z) Agf(c): [ zf(clgvz] f(Z)]
1 1g(. :
z f(2) A2f(C) = [A,f(clgg f(z)]
Alf(G2)
¢ J()

TABLEAU 4.2 — Tablean des différences divisées hyperboliques incluant les dérivées
hyperboliques.

Le tableau 4.2 nous montre I'une des limites imposées par la définition que nous
avons donnée des différences divisées hyperboliques. En effet, nous pouvons seulement
considérer les dérivées hyperboliques par rapport a un point et ceci est dii essentielle-
ment au fait que nous faisons toujours les calculs pas rapport a la premieére entrée de
chaque colonne, que nous avons nommée 1'entrée principale. Cela empéche donc 'ap-
parition des dérivées d’ordre supérieur pour d’autres points. Il aurait fallu définir les
différences divisées hyperboliques comme dans le cas classique, mais il a été démontré
au chapitre 2 que ceci entrainait une perte considérable de propriétés intéressantes.
En raison de ce que nous venons de mentionner. nous allons donc nous intéresser au
probleme d’interpolation suivant.

Soient k,mn des entiers tels que k > 1,m > 1 et étant donnés des points distincts

2, Uy .. Uy, € D et des points w.ovy, ... U . i € D, on veut déterminer une
fonction [ € S satisfaisant
flw)=vf=w B H=p: 1=l et j=1,... .k (4.1)

Nous allons maintenant donner une nouvelle interprétation des différences divisées hy-
perboliques afin d’y inclure les dérivées hyperboliques. En se basant sur la définition
2.2.10, pour k > 1 et m > 1, nous allons considérer le cas spécifique ol n = k+ 1+ m
et

2] =29 = = 2ps] — .2+ = Uy 23 = U2 o0y, <~n — Um
W) =W = *+" = Whs] = W, Whag = U], Wrt3 = U2y ..., Wy = Up,.
Etant donnés les points gty pto. . . .. i € D on définit

Ale=p;, 1€j<k j+1<ighk+1. (4.2)
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Pour les autres différences divisées hyperboliques, la définition reste la méme que celle
donnée a la définition 2.2.10 par (2.16), (2.17) ou (2.18). On obtient ainsi le tableau
4.3.

Le prochain lemme caractérise le tableau des différences divisées hyperboliques dans
cette situation particuliere.

Lemme 4.2.1. Soient k> 1 et m > 1 des entiers. Soient z.uy..... Uy € D des points
distincts et w, vy, . .., Um, 1, 2, - - > ik € D.

(i) Sl existe un entier 1 > 1 tel que Al = oo pour un i tel que k+2 <i < k+1+m,
alors pour tout 14+1 < 7 < k+m, il existe un entieri tel que k+2 <i < k+1+m
et Al = co.

(i) S’il existe un entier 1 > 1 et un nombre X avec |\ = 1 tel que Al = X pour un i
tel que k42 <i < k+ 1+ m, alors ou bien /_\f =Apourtoutl+1<j7<k+m
et pour tout k+2 <i < k+1+m, ou bien pour tout | +1 < j < k+ m, il existe
un entier i tel que k4+2<1<k+1+4+m et /_\f = 00.

Dérmonstration. (i) Si la l-ieme colonne du tableau contient une entrée qui est
I'infini, alors par construction des différences divisées hyperboliques Af , avec
I+1 < j<k+metb+2 <t <k+1+m, il suit que toutes les colonnes
subséquentes contiennent aussi une entrée qui est Uinfini.

(i) Soit Al = M\, avec [A| = 1pourl <l <k+metk+2<i<k+1+m.
Supposons que j; # A Alors, ou bien |[Al 14| = 1, ou bien [AlL jy] = oco. Ceci
implique que ni la condition (2.16) ni la condition (2.17) n’est satisfaite. Ainsi,
AT = oc. En appliquant (i), le résultat suit. Supposons maintenant que y; = A.
Le méme argument montre gue ou bien A{ =Adpourtout [ +1<j<k+met
pour tout £ + 2 < i < k + 1+ m. ou bien il existe un 7 avec Aﬁ“ = 00.

On peut résumer le lemme 4.2.1 comme suit : si une colonne contient une entrée infinie,
alors les colonnes subséquentes en contiennent toutes une. De meme que si une colonne
contient une constante unimodulaire A. alors ou bien toutes les entrées des colonnes
subséquentes sont égales a A. ou bien chacune des colonnes suivantes possede une entrée
infinie.

Etant donudée une fonction analytique [ € 8 satisfaisant (4.1). nous allons mainte-
nant montrer que le tableau des différences divisées hvperboliques est compatible avec
la définition de AJ f(u;) pour tout 1 < ¢ < .



61

ée

lis

”

,

généra

Chapitre 4. Interpolation

sanbijoqiadAy s99alIDp sap sed

9] suep sonbi{oqIadAY Se9SIAID SEOUSIIPIP SOp UBS[(R], — ¢'F NVATAVL

w1+ _{_4 = My iy
:_T.'_+.,__q
; I
ety :TTH.TMQ :TT.H.MHd T | =ty
&V :
WA 49 7+: ;
g«d- e md_ = In In
UL+ Y o+y
T+ z+y T 143
- Nq 34 =1 g
wi T4y oty
ﬁIS.T«dq E eV
wW41+y 4+ 8 . o
E+n,___4 &4 :4\. = (h Z
._..:_ATQ
H.I:..,.Tu__d .\_
I
e+ P — ~
v el OV = @ s
A £l Trf
ol wﬂ =M g
erf Ll
arf m.d. =m 2
L]
H__ﬂ =N z
w4y oy —w+y T+y Yy s A T SO |




Chapitre 4. Interpolation généralisée 62

Lemme 4.2.2. Soient k > 1 et m > 1 des entiers. Soient z,uy, ..., u,, € D des points
distincts et [ € S telle que f(z) = w, f(w;) = v; pour i = 1,....m. Supposons que
Hif(z)=p;, j=1,...,k. Alors

Afu)=A,,.; 1<j<k+m1<i<m (4.3)

Démonstration. Nous allons démontrer le résultat pour j = 1. Pour un quelconque
1<i<m,si|f(()] <1 pourtout ( €D, ona
() S]]

1 X - 3 =
Azf(u") - [ui, Z] a [uh Z] — k4144

Si f(¢) = A, C € D. o1 A est une constante unimodulaire, alors

A‘]:f(ui) =A= Ailc—l—&—i'
Supposons que le résultat est vrai pour j. Si f est un produit de Blaschke de degré
au plus j, alors AJf = Xet u; = A, ou |A| = 1. Par conséquent AJ*1f = A Par la
définition 2.2.4, on a que Ai:]] =X, Alpsi, APV Flw) = Af:rll ., dans ce cas. Supposons
maintenant que [ n’est pas un produit de Blaschke de degré au plus 7. Alors f € H.

Par le théoreme 3.1.5. il suit que

% 1is 115]] = AL (), ALf ()]
< fwi. 2]

4 3 1+1 » & N & P & I 5 ’ e
Ainsi A] ", . est définie par 'expression donnée par (2.16). qui coincide avec la définition

de A f(u;). Comme nous avons choisi ¢ de fagon arbitraire, le résultat est vrai pour
tout 1 < i < m.

Le théoreme suivant apporte une solution compléte au probleme d’interpolation
(4.1) en caractérisant le cas d’existence d’une solution. De plus, on retrouve dans la
preuve. lorsqu’il v a lieu. une méthode pour la construire.

Théoréme 4.2.3. Soient k > 1 et m > 1 des entiers. Soient z.uy.. ... Um € D des
points distincts et w.vy.. ... Uins JU1s o .. px € D. Le probléme (4.1) posséde

(i) une infinité de solutions si et seulement si |A}7" | < 1:

+14+m
(i) wune solution unique. qui est un produit de Blaschke de degré strictement inférieur
ak+ 14 m. si el seulement si {A::']'L”J =1;

-—m
—1l=m

(1i1) aucune solution si et seulement si Af = X
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Démonstration. Pour construire le tableau des différences divisées hyperboliques dans
cecas, posons z; ;= zetw;;=wpour 1 <i<k+1, z; ;= uj_p_1 et w; ;= v;_p_; pour
k+2<i<k+ 1+ m. Les différences divisées hyperboliques sont définies en utilisant
(4.2), (2.16), (2.17) et (2.18). Ainsi, on obtient le tableau 4.3.

k+m
k+1+m

(i) Supposons que |A | < 1. Par le lemme 4.2.1, il suit que

Al <1, 1€<j<k+mk+2<i<k+1+m (4.4)

Nous allons montrer qu’il existe une infinité de solutions au probleme. Pour ce
faire, nous construirons les fonctions satisfaisant (4.1).

Posons f; := g, pour g € § quelconque et définissons les fonctions fy, ..., friiom
par

[i41(€) = [[¢, 2krram—sl - Fi(C), AT, 0<j<k+m.

Les inégalités (4.4) impliquent que les fonctions f; appartiennent a §, 1 < j <
k+ 1+ m. Nous allons débuter en montrant par induction sur j que

ilz) =A™ k41l4m—j41<igk+1l4m
Pour j = 1, on obtient

fl (zk+l+m) . [[Zk+l+7ne zk+1+m] i Q(C) Aii,ﬁ.m]
k+m
= AIrIl+m'
Supposons maintenant que le résultat est vrai pour j et pour i =k+m+1—j+
L,...,k+ 14 m. Pour j + 1, nous obtenons pour z; tel que 2z; # zZryme1—;

./}—1(25) - [[Zf- zk—*—nw—]—j] i fj(zi)a Aﬁi?:fl_i],

e k+14+m—j k+m—j
= [[-i-i- zk-Ll-&—m—j] ' Ai 'Ak+l+m—j]

k+m—j k+m—j3
[Ai. 'Ak+]+m~j] Ak+m——j ]

[26, Z42:4m—g] - 1 Bgt1+m—j

[Zi- Zk-+—l+m—j]

. Ak*m—j

k+1+m—j-

Pour z; tel que z; = 24m+1-5, 0N &

Jialz) = [l 2] - filz): ARl
c+1+m—j k+m—j
= [ emd,

+1+m—3

= Akfmfj

k=1-=m-j-
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(i)

Pour j = k + m, il suit que fiy1om(z) = A? pour i = 1,....k4+ m+ 1. Par
conséquent,

fk—+—1+1r1.(z) = w;

fvtimtig) =%, t= L. 0

Il nous reste a démontrer que /17 f;1.(2) = p1j, pour 1 < j < k. Pour ce faire,
nous allons d’abord montrer que Al fio1.,,(¢) = fet12m—;(¢), pour ¢ € D. Nous
allons également utiliser I'induction dans ce cas. Pour 7 = 1, on a
Aifk-g_l-{-m((;) - [.fk-‘-l-&-m((:)a fk+1+m(z)]
(<, 2]
G2 (€ ), ]
¢, 2]
= fﬁ-*m(g)

En particulier, H'fi 1. (2) = Al fi10m(2) = from(2). Supposons maintenant
que le résultat est vrai pour j, c’est-a-dire A fy 1:m(¢) = frr14m—;(C) et entre
autres H? i 10m(2) = feviom—i(2) = AL fii10m(2). Alnsi,

Ai+1.fk+l+m (C) = [Aifkﬂ—m (C) Ai.fk+1+'?n(3)]

[€. 2]
_ [jlk*]Jr'mfj(C)' fk+]4'ma,i(3)]
C.2
06,21 Sicom 5(€)- 5, (122 - fimes (2D 5]

(€. 2]
&= fk-t-m—.'f (C) '

Finalement, pour 1 <j <k, ona

fA-+1+m.-j(Z) = HZ-, Z] * fk+maj(z)vl"‘j]

et conséquemment, H7 fy . ,(2) = p ;. pour 1 < 5 < k. Ceci implique que la
fonetion fj...,, résout le probleme d’interpolation.

k+m

Supposons maintenant que |A,\._,_m

| = 1. 1l suit du lemme 4.2.1 qu'il existe une
constante unimodulaire A, [A| = 1 et un entier I. 1 <1 <k + m. tels que

All <1l 1<j<I-Lk+2<i<k+1+m; (4.5)
A:':’\- I<gd<®tmbk+2<is<kt1l+mm

Comme précédemment. nous allons construire la fonction interpolante qui est une

solution unique au probleme en sachant que (4.5) est satisfaite. S7il existe une
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solution f € S. alors |A!f(2)| = || = |\ = 1, pour | < k. Par le principe
du maximum A f est une constante unimodulaire. Par le théoréme 3.1.4 il suit
que [ est un produit de Blaschke de degré au plus I. Si [ est un produit de
Blaschke de degré strictement plus petit que [, alors [AL"1f(2)] = |Al7Y| = 1, une
contradiction. Ainsi, s'il existe une solution, cette derniere est nécessairement un
produit de Blaschke de degré I. Soit By.y.m—i(¢) = A, un produit de Blaschke de
degré zéro. Définissons

Bj-!—l((;) = [[(,—. Zk+1+m,j] . BJ(C) Aii;ﬂ:ii,]. k + 1 = ok 1 B l S J S k + m.

Par construction, la fonction B; est un produit de Blaschke dont le degré est
j+1—k—m—1. En répétant les mémes arguments qu’en (i), il découle que
By 1+m, un produit de Blaschke de degré [, résout le probleme d’interpolation.

(1ii) Si Aif{f,_m = 00, alors ceci implique qu'il ne peut y avoir de solution. En effet, s'il
existait [ € § solution de (4.1), alors toutes les entrées du tableau 4.3 seraient de
module ne dépassant pas un.

Réciproquement, d’apres ce qui précede, s'il existe une infinité de solutions, la seule

possibilité est que |A}TT%, | < 1. S'il existe une unique solution, alors nécessairement
|AFT | = 1 et finalement, 8'il n'existe aucune solution alors AFTY, = oo.

En utilisant la méme terminologie qu’au chapitre 2, on dira que le probléeme (4.1) est
régulier s’il existe une infinité de solutions, singulier s’il existe une unique solution, qui,
dans ce cas, est un produit de Blaschke de degré strictement plus petit que k+ 1+ m,
et vide il n’existe aucune solution.

Remarque 4.2.4. Si on considere le probleme (4.1) et qu’on suppose que le probleme
est régulier, alors il est possible de déterminer une solution qui est un produit de
Blaschke de degré k + m + 1. En effet, il suffit de prendre fo(¢) =€, 8 € R.

Dans ce qui suit, nous présentons une autre maniere d’exprimer les conditions que
I'on retrouve au théoreme précédent. en faisant intervenir la géométrie hyperbolique de
facon plus explicite.

Théoréme 4.2.5. Soient k > 1 et w1 > 1 des entiers. Soient =, uy.. ... Uy, € D des
points distincts et w.vy. .. .. Oiis, s e+ s o . € D. Posons g = w. Alors le probléme
dinterpolation (4.1) est
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(1) régulier si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite

ATl < 1 (4.6)

Al l<l, 1<j<k 1<i<m,

(17)
|Aifi;’|<1, 1<j<i<m+1;
p(,uj,A{.HH) < plz, u;). ILiskl=s<m
(4.8)
PO A < plujw),  1<j<i<m

(i1) singulier et a une solution qui est un produit de Blaschke de degré l, avec | > 1,

(a) si et seulement si, dans le cas ou |l < k, U'une des conditions suivantes est

satisfaite
Al = 1 (4.9)
A <1, 1<j<i-11<i<m
AL =1, 1<j<k 1<i<m; (4.10)
AT = 1. 1K g < B
( p(ﬂj,A{,HH) < plz.w;), 0<j<l-2.1<i<m
Al B0 = pleaud; 1<i<m
< (4.11)
Pl D gy} < plas ) I£f<k1€itm;
L(ATLJATLJ<pWrm) 1<j<ism

(b) si et seulement si, dans le cas ou | > k. l'une des conditions suivantes est

satisfaite
AT =15 (4.12)
‘AA 1l < 1 L4k, 1 €3 207;
¢ JAfH <1, 1<igi-1-k j<igm; (4.13)

|_\:_,’| == 1e, I—k<j<i<m:
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Pl AL L) < plzow), 0<j<k 1<i<m;

ALy Bl < plugow), 1S5<I-2-kj<i<m;

k+145
. (4.14)
p(AL111+j~A$c1]1+i) =pluj,w;). —1-k<j<i<m
L p(A:ﬁﬂ., AR L) <p(uj,w), I—k<j<i<m.

Démonstration.
(i) La condition (4.6) a été démontrée au théoreme 4.2.3. L’équivalence entre (4.6)
et (4.7) suit du lemme 4.2.1. Supposons que la condition (4.7) est vraie. Alors,
pourl < j<k+letl<i<m,ona

N |[A{c:—]1+i’“'j—l” B if(Ajv;]1+ivJ"j—l)

1 > |AJ 4-i| - - (415)
el Hui?Z]l p(uif Z)
Pour 1 < j < ¢« < m, on obtient
ktji—1 A k4j— k+j—1 A k+j—
k+j |[Aki{ I-Akij' ]H P(Aki{ 1~Ak13 1)
1> Ak = - (4.16)
i ]| p(ui. uj)

Comme la distance hyperbolique dépend de la distance pseudo-hyperbolique de
maniére monotone, alors il est clair, par (4.15) et (4.16), que la condition (4.8)
est satisfaite. Réciproquement, si (4.8) est vraie, les différences divisées hyperbo-
liques qui apparaissent dans (4.7) sont définies par (4.15) et (4.16) et on obtient
facilement (4.7).

(i) (a) La condition (4.9) a également été démontrée au théoreme 4.2.3. Le fait
que la solution soit un produit de Blaschke de degré exactement [ a aussi été
justifi¢ dans le preuve du meme théoreme. L'équivalence entre les conditions
(4.9) et (4.10) suit du lemme 4.2.1. Supposons que la condition (4.10) est
vraie. D’apres le lemme 4.2.1, la premiere colonne du tableau 4.3 ainsi que
toutes les colonnes subséquentes jusqu’a la (I — 1)—ieme, ont des entrées qui
sont de module strictement inférieur a un. Ceci entraine pour 1 < j <[ —1
et 1 <i<mque

- |[Aii-:11_,-#j-1]| - p(-ﬁi___ll_;ms#j—l)

1AL, .4l= =
Bk [[ui. 2]| plu;. 2)

(4.17)

A partir de la I—ieme colonne et pour toutes les colonnes subséquentes.
les entrées des colonnes sont identiques et correspondent a une constante
unimodulaire. En particulier. pour j =/let 1 <i<m.on a

|[A’A:1] +i ,U-.f—l]l - P(Ailll—m' Hi—1 )
|[w;. z]| plu;. z) ’

o= A ] = (4.18)



Chapitre 4. Interpolation généralisée 68

et pour le reste, il suffit d'utiliser I'identité (1.7). Ceci montre donc I'équivalence
entre les conditions (4.10) et (4.11).

(b) L’équivalence entre (4.12), (4.13) et (4.14) peut étre démontrée de fagon
similaire.

Nous avons déja mentionné le fait que les produits de Blaschke sont fortement ap-
parentés aux polynomes sous plusieurs aspects. Nous verrons au prochain résultat que
ceci est vrai une fois de plus. En effet, de la méme maniere que la valeur d’un polynéme
et ses premieres n dérivées en un point déterminent entierement un polynome de degré
n, un produit de Blaschke de degré n est entierement déterminé par la valeur en un
point donné et ses n premieres dérivées hyperboliques. C’est le contenu du corollaire
sulvant, qui est un cas particulier du théoreme 4.2.3.

Corollaire 4.2.6. Soient 2y € D et n > 1. Fizons n + 1 points wg,....w, € D, ot
oty < 15 goir F = U n—1 et |w,| = 1. Alors il existe un unique produit de Blaschke
b de degré n tel que

Hbla) =gy, F = Oyaone 2% (4.19)

avec la convention que Hb(z) = b(z).

Démonstration. La preuve découle directement du théoreme 4.2.3. On peut construire
le produit de Blaschke directement par la méthode donnée dans la preuve du théoreme.
Posons by := w,. On définit les fonctions by, .. .. b, récursivement par

besif2) = [|z, =] « bil2),whp—pp=1]; *&=0,...,n—1.
D’apres le théoreme précédent, b satisfait (4.19) et I'unicité découle aussi du méme
théoreme.

La théorie développée dans ce chapitre nous permet d’aborder le probleme de Nevan-
linna-Pick avec contraintes. Voici I'énoncé du probleme en termes des dérivées hyper-
holiques.

Soient k > 0. n > 1 des entiers. z1. 2, .. ..z, € D des points distincts et p§, 19. . . .,

~T1

o S L o 7 p € D. Sous quelles conditions existe-t-il une fonction f € S
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satisfaisant

fz)=p" Hf(z)=pl, pourj=1,....keti=1,...n7 (4.20)

Choisissons un point z; pour 1 <1 < n. En considérant le tableau 4.3, on pose :
0 ; ’
Z2=2Z.W =y, = ,u,,l,....,u,\. =,u,f,'u,- = 2,V :,u?, 1<i<n,i#l,

et nous utilisons la notation 'Af., 1<j<k+n-1,k+2<1i<k+n, pour désigner
les différences divisées hyperboliques construites a partir de ce point. Encore une fois,
ces dernieres peuvent etre obtenues en formant le tableau 4.4.

Points 1 2 3 k k+1 ... k+n—-2 k+n-1
& y ;
Hy
0 2
2 Hy : i .
Hy My
2 #? , “’2 3 ) 4
Hq H o
s 0 2 : I Ak+1
2 Hy Hy g Apls
1 . .
1
. lAk+n—2
k+n—1
o : - I Ak * _ I Ak+n—1
& i : : Ajis e E Akin
. . = A3 | A k+n—2
Ak‘+'2 Ak+n
0 a2 ¥
A My AV
By s e
2] un 3 tAt-‘-n
A3
# I A2 Ak—+—a:
Zpn—1 | Wp—1 Fox i AJ‘-_+,-,
Ak+n
Zn wy

TABLEAU 4.4 — Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du probleme
de Nevanlinna Pick avec contraintes.



Chapitre 4. Interpolation généralisée 70

Le théoréme qui suit apporte une réponse partielle au probleme de Nevanlinna-Pick
avec contraintes, ot ce dernier est énoncé en termes des dérivées hyperboliques.

Théoreme 4.2.7. Soit f une fonction de Schur satisfaisant (4.20). Alors,

fagre— <1, 1LT<n (4.21)

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence directe du théoreme 4.2.3, appliqué a un
point z; et tous les autres points.

A la vue du théoreme 4.2.7. il est maintenant possible de donner une condition
nécessaire a l'existence d’une solution au probleme d’interpolation (4.20). Ainsi, les
points considérés doivent tous satisfaire la condition (4.21) et sinon, dans le cas contraire,
une solution ne peut exister. De plus, avec la formule itérative donnée au chapitre 3
permettant le calcul des dérivées hyperboliques, il est désormais possible de considérer
numériquement l'interpolation avec les dérivées hyperboliques.

Le théoreme 4.2.7 souleve d’ailleurs la question suivante : est-ce que la condition
(4.21) est suffisante pour assurer U'existence d'une fonetion qui soit solution du probleme
d’interpolation de Nevanlinna-Pick avec contraintes?



Chapitre 5

Quelques applications des dérivées
hyperboliques

L’intérét de 'apparition d’'une nouvelle théorie se mesure souvent par le reflet de sa
portée dans différentes branches des mathématiques ou de son utilisation dans des sujets
auxquels aucun lien ne semble a priori s’y rattacher. La théorie des dérivées hyperbo-
liques fait partie de cette derniere catégorie. En effet, dans ce chapitre. nous verrons
qu’il est possible de I'utiliser afin de généraliser ou bien d’interpréter certains résultats
connus d'une nouvelle maniere. Dans le cas présent, ces derniers seront des résultats
classiques de 'analyse complexe : théoreme de Schwarz-Pick, le lemme de Dieudonné
et le lemme de Rogosinski. Nous verrons donc I'apport des dérivées hyperboliques pour
chacun d’entre eux.

5.1 Un théoréme de Schwarz—Pick pour les dérivées
hyperboliques

Le premier résultat classique que nous abordons est le théoreme de Schwarz—Pick.
Nous allons montrer qu’il est possible d’avoir une version analogue pour les dérivées
hyperboliques d'ordre supérieur. Le lien entre ce théoreme et la dérivée hyperbolique
d’ordre un a déja été établi par Beardon [5]. On peut également retrouver le résultat
dans [6] et [3]. 1l s’agit du théoréme qui suit.

Théoréme 5.1.1 ([5]). Soit f € H\ By et supposons que f(0) = 0. Alors

pl S (0). fM(2) < 2p(0.2). zeD. (5.1)
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De plus, ['égalité a lieu en (5.1) pour f(z) = 22

Le prochain résultat permet d’établir deux choses importantes. D’une part, il permet
de généraliser le théoreme 5.1.1 pour les dérivées hyperboliques d’ordre supérieur a un
et, d’autre part. il donne une condition suffisante et nécessaire en ce qui a trait au cas
d’égalité. La preuve est relativement simple et est modelée sur les preuves du corollaire
3.6 et du théoreme 5.4 données respectivement dans [6] et [3].

Théoréme 5.1.2. Soient [ € S,u.v €D et n > 1. Alors
p(H" f(u), H" f(v)) < 2 p(u.v) + p(ALS(v), AL S (u)). (5.2)

De plus, tous les termes sont finis et l'égalité a lieu en (5.2) pour une paire de points
distincts u et v si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré n + 1 et s
w. v, (A ) 1A f(u)) et (APf)Y(H™f(v)) appartiennent, dans cet ordre, d la méme
géodésique hyperbolique.

Remarque 5.1.3. Si [ est un produit de Blaschke de degré n+ 1 alors, par le théoréeme
3.1.4, 1] suit que A" f et A” f sont des automorphismes du disque unité. Ainsi, la fonction
inverse (A" f) ! est bien définie.

Démonstration. D’abord, supposons que f € UP_,By. Alors, on a H" f(u) = Al f(v) =
A. ot |A] = 1. de méme que H™ f(v) = A f(u) = g, o |p| = 1. Si A = p, le membre
gauche de (5.2) est nul, et sinon I'inégalité (5.2) se réduit alors a oo < oo. Dans chaque
cas, on obtient le résultat.

Supposons ensuite que f € S\ U}_,Bi. En appliquant 'inégalité triangulaire a deux
reprises. il suit que

p(H" f(u), H" f(v)) = p(ALf(u). A7 S (v)
< P(A J(uw). A” (v)) +
< p(AY f(u). AL f(v)) +
+ p(A} f(u), Al
< 2p(u.v) + p(A

)

)+ p(Ay S (v), A7 f(v))
)+ /—\" (1)~A1,f(71))
f(r)
(u). ALf(v)),

ol la derniere inégalité découle du théoreme 3.1.5. Finalement, on obtient

p(H" f(u). H" [(v)) < 2p(u.v) + p(ALf(v). AL f (u)).

Supposons maintenant que [ est un produit de Blaschke de degré n + 1 et que
e (AT YA () et (AT f)H(H™ f(v)) appartiennent dans cet ordre a la méme
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géodésique hyperbolique. En appliquant & ces points 'automorphisme Al f. qui agit
comme une isométrie dans la métrique hyperbolique, on obtient que Al f(u) = H" f(u),
Al f(v), A f(u) et H™f(v) appartiennent a la méme géodésique hyperbolique. Ceci
implique que les deux premieres inégalités sont en fait des égalités dans la preuve
précédente. Finalement, la derniere inégalité est aussi une égalité en vertu du théoréme
3.1.5.

Réciproquement, sil’égalité tient dans (5.2), alors I'égalité tient partout dans la suite
d’inégalités précédente. La derniere égalité implique que f est un produit de Blaschke
de degré n + 1, et les deux précédentes que H™ f(u), Al f(v), A f(u) et H" f(v) ap-
partiennent, dans cet ordre, a la méme géodésique hyperbolique. Puisque Al f est un
automorphisme du disque unité, alors u. v, (A f)~ (A" f(u)), (A" f)~'(H" f(v)) appar-
tiennent a la meme géodésique hyperbolique, dans cet ordre.

L]
Le théoreme 5.1.1 découle facilement du théoreme 5.1.2. En effet, on a
ALf(z) = A'f(2;0) = A'f(0;2) = ALF(0).
Ainsi.
p(8of(2), ALf(0)) =0,
d’otl le résultat.
De plus, si f(z) = 2%, il est facile de vérifier qu’on a bien égalité dans (5.1). En

faisant les calculs, on obtient :
AL(2) = 2, (DY) (2) = 2 et ALF(0) = 3

Ry _ n} £y 2:(1_ |3|2) = 2z
f(")_Hf(“)_ 1_|z4l _1+|2|2

Aussi.

Ainsi. 0. 2.2z /(1 4 |z|*) appartiennent. dans cet ordre, a une méme géodésique. qui.
dans ce cas. est représentée par un diametre du cercle unité.

Mentionnons également le travail de P. R. Mercer [17] qui a obtenu un estimé de type
Schwarz Pick qui améliore le théoreme 5.1.1. Son résultat correspond au cas n =1 du
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théoreme 5.1.2. 11 a également utilisé des techniques différentes de celles qui apparaissent
dans la preuve du théoréme.

Le théoréme 5.1.1 requiert la normalisation suivante : f(0) = 0. La conclusion ne
tient pas en général si on remplace 0 par w quelconque (w € D). Par exemple, si on
considere la fonction f(z) = z? et les points z = 1/2 et w =4/2, il suit que

PUIME). [ (w)) = p(H F(1/2), HYf(i/2)) ~ 3.725261192;
2p(1/2,4/2) ~ 3.361399544.

Toutefois, le résultat suivant, obtenu par Beardon et Minda ([3], [6]), illustre qu'il
est presque possible de le faire, en apportant une certaine modification.

Théoréeme 5.1.4 ([3]). Supposons que f : D — D est holomorphe et différente d’un
automorphisme de D. Alors, pour tout z,w € D,

P17 M w)]) < 2 p(2,w). (5.3)

Une conjecture raisonnable serait que I'inégalité (5.3) demeure valide dans le cas des

dérivées hyperboliques d’ordre supérieur. Cependant, pour le cas de la dérivée hyper-

bolique d’ordre deux, la fonction f(z) = 2%, avec la paire de points z; = 0,2, = 1 /4,

procure un contre-exemple facile. En effet, dans ce cas on a

p(|H?f(0)|,|H?f(1 /4)|) = 1.501224328;
2p(0,1/4) ~ 1.021651248.

Comme le théoreme 5.1.6 va le démontrer, un terme additif est essentiel afin d’établir
une borne supérieure adéquate pour obtenir un résultat analogue dans le cas de la
dérivée hyperbolique d’ordre supérieur. Mais avant, nous aurons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 5.1.5. Soient z,w des points distincts appartenant a . Alors
] Jwl) < plz.w). (5.4)

De plus. l'égalité a lieu en (5.4) si et seulement si z et w appartiennent a un rayon
géodésique hyperbolique émanant de ().

Démonstration. Supposons. sans perte de généralité. que |w| > |z|. Dans ce cas,
plz]- [w]) = p(0. [w]) — p(0. | )
= p(0.w) — p(0.
< p(z.w).
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Supposons maintenant que z, w appartiennent a un rayon géodésique émanant de 0. Il
est clair qu'il y a égalité en (5.4) dans ce cas. Réciproquement, si I’égalité tient en (5.4),
I'inégalité précédente est en fait une égalité. Ceci implique que z, w appartiennent a un
rayon géodésique émanant de 0.

Théoréme 5.1.6. Soient f € S,u.v €D et n > 1. Alors,
p([H™ ()], [H" f(v)]) < 2p(u,v) + p(|ALS (0)]. AT f(u)]). (5.5)

De plus, l’égalité a liew en (5.5) pour une paire de points distincts u et v si et seulement
si [ est un produit de Blaschke de degré n+ 1 et si H" f(u), AL f(v), AL f(u), H" f(v)
appartiennent dans cet ordre a un rayon géodésique hyperbolique émanant de 0.

Démonstration. Supposons d’abord que f € Up_ Bi. Alors, |H" f(u)| = |H"f(v)| =
|A? f(0)| = |AZf(u)| = 1. En utilisant (1.7), le membre droit de (5.5) est un nombre
positif et le membre gauche est zéro, ce qui démontre le résultat dans ce cas. Supposons
ensuite que [ € &\ UL_,Bk. En appliquant 'inégalité triangulaire, le théoreme 3.1.5 et
le lemme 5.1.5, on a

p(IH™ f(u)| [H" [ (v)]) < p(|H" (U)I IA" J@)) + p(185 ()], |[H" f(v)])
< p(H" [(u () + p(1AuS ()], [H" [ (v)])
< p(u,v) +p(|A" J@)I.[H" f(v)])
< plu,v) + p(|AG S ()] AT (W)]) + p(|ATS ()], [ (0)])
< p(u,v) + p(|ALS (W) 1ATf(u)]) + p(AL S (u), H" f(v))
< 2p(u,v) + p(|ALS (v)], AT f(u)])-

Supposons maintenant que f est un produit de Blaschke de degré n + 1 et que
H" f(u), AL f(v), A" f(u), H" f(v) appartiennent dans cet ordre a un rayon géodésique
hyperbolique émanant de 0. Alors I'égalité a lieu dans chacune des inégalités précédentes.
Réciproquement. s’il y a égalité en (5.5), le résultat suit aisément du cas d’égalité du
théoreme 3.1.5 et du lemme 5.1.5.

Nous terminons cette section en posant la question suivante : est-il possible d’estimer
le dernier terme de (5.5) afin d’obtenir une constante positive a telle que

p(|H" f(u)]. [H" [(r)]) < aplu.c)?
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Une réponse affirmative a cette question permettrait d’obtenir un résultat un peu plus
dans 'essence du théoreme 5.1.4.

5.2 Un lemme de Dieudonné pour les dérivées hy-
perboliques

Nous allons maintenant nous intéresser a un autre résultat célebre de I’analyse com-
plexe : le lemme de Dieudonné. Classiquement, ce lemme est énoncé de la maniere
suivante.

Lemme de Dieudonné. Soient u et v des points donnés appartenant a D, avec u # 0
et tels que |v| < |u|. Alors pour toute fonction analytique f satisfaisant |f(z)| < 1 dans
D, avec f(0) =0 et f(u) =v, on a

Juf® — |of”

= TulT=oP)’ -

u

Ce résultat est apparu pour la premiere fois en 1931 et est essentiellement da a
J. Dieudonné [10]. De plus, la région a laquelle appartient f’(u) pour toutes les fonctions
satisfaisant les hypotheses du lemme correspond en fait au disque fermé donné en (5.6).
En d’autres mots, si on note par F. l'ensemble des fonctions analytiques [ : D — D
telle que f(0) =0 et f(u) = v, alors
u

< M} (5.7)

U'lw): S € F} = {< CEHOT S = )

v

Un peu plus de soixante-dix années plus tard, Beardon et Minda se sont intéressés
a nouveau a ce lemme ([6], [4]). En utilisant un théoreme de Schwarz-Pick a trois
points, ils ont été en mesure de donner une preuve plus simple et élégante du lemme
de Dieudonné qui a aussi 'avantage d’étre plus géométrique. De plus, les auteurs ont
fourni une interprétation différente du lemme de Dieudonné exprimée en termes de la
dérivée hyperbolique d’ordre un. Pour cela. nous allons introduire la notation suivante :
nous noterons par Dy, (c,r) le disque hyperbolique ouvert de centre ¢ et de rayon 7 :

Dife.r):i={z e D: p(z,¢) < 7},
et par Dy (c.r) le disque hyperbolique fermé :

ﬂi'.("- r) = {L eD: p(z.c) £ r‘},
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Ce disque hyperbolique est en fait le disque euclidien de centre

¥ =®

e
1 — a?|c|?
et de rayon

1|

1 — a?|c|? -

ol a := tanh 1r. Un peut trouver le détail de ces calculs dans [11].

Ainsi, Beardon et Minda ont obtenu, sous les mémes hypothéses que celles du lemme
de Dieudonné, le résultat suivant :

{H'[(u): f € F} = Dalv/u,p(0.u)). (5.8)

L’égalité (5.8) peut étre exprimée en termes euclidiens de la maniere qui suit :

IETRP ML%NQ}.
= Jul(T=ToP)

1-—|v)?
Au chapitre 2 nous avons présenté une version du théoreme de Schwarz Pick a

Uﬂﬂm:fef}={ceCw<

points multiples basée sur les différences divisées hyperboliques. Comme ces dernieres
meénent naturellement a la notion de dérivée hyperbolique d’ordre supérieur, nous allons
présenter une version généralisée du lemme de Dieudonné qui s’applique aux dérivées
hyperboliques d’ordre n > 1. Pour ce faire, nous allons considérer la famille des fonc-
tions holomorphes ol les n — 1 dérivées hyperboliques sont prescrites mais assujetties a
certaines conditions. De cette maniere, il est possible de situer la n-ieme dérivée hyper-
bolique dans une région spécifique, qui ne dépend pas de la fonction, mais seulement
des dérivées et des points prescrits.

Théoréme 5.2.1 (Lemme de Dieudonné généralisé). Soient u.v € D tels que |v| <
|u| et n > 1. En considérant le tableau 5.1, on choisit n — 1 points py, ..., pn_1, OU

i € DR(AL . p(0.u)) pourj=1,.... n—1. Définissons F,,_ l'ensemble des fonctions
holomorphes

Fnoy = {[ ;D — D f(O) =0, f(u) =v, ‘Ulf(“) =Hi:---, Hn_lf(u) - ﬂn—l}'

Alors,

_u'z,u. ; _,.n')',!
{H“f(ar):_/'é]-',._;}={CE(C:i( (1 Ju)An.p | Jul ~ || )}. (5.9)

T 1 [u|AR 2| T 1 [uPlAn,,?

n+2 n+2
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Points de D 1 2 3 oo m=1 n n+1
u v
H1
U v 2
Ha H3
u v o
Hi H3 ftn—1
u v 2 H™ f(u)
i1 T AL
u t 24(2
=1
Al
AP
1 1 i
A111+2
0 0
TABLEAU 5.1 - Tableau des différences divisées hyperboliques pour le lemme de

Dieudonné généraliseé.

Il est important de mentionner que l'ensemble de fonctions 7, n'est pas vide en
vertu du théoreme 4.2.5 selon les hypotheses du théoreme 5.2.1. Aussi la preuve du
théoreme 5.2.1 est omise pour le moment, puisque nous allons démontrer ci-apres le
théoreme 5.2.3 duquel le lemme de Dieudonné généralisé est un cas particulier.

Le prochain corollaire concerne le cas n = 2 du théoreme 5.2.1, mais interprété
en termes de la dérivée classique d'ordre deux plutot que de la dérivée hyperbolique
d’ordre deux.

Corollaire 5.2.2. Soient u,v € D tels que |v| < |u|. Fizons p € Dyp(v/u, p(0,u)).
Supposons que [ € Fy. ou

Fi={/:D>D: f(0)=0.[f(u)=uv IT"f(u)=pu}.

Alors.
1" (u) — e(u.v, p)| < R(u.v. p), (5.10)
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ou
o) o= LI 2020 = (o) | 20— )1 — [o)A]
s U- % 1 —_ I”|2 (1 N IUIZ) (1 . I”|2)(1 _ lulzlAgF)x
- 2 2 o Ty
R, 0.p1) i 2Iul(l A3 = )1 = o)

(1= [uPlATP)( - |uf?)?

Démonstration. L'inégalité (5.10) découle de (5.9) dans le cas ou n = 2 avec py = p et
en utilisant les expressions algébriques de H?f(u), données par le corollaire 3.2.10.

Dans ce qui précede, nous avons présenté des résultats concernant essentiellement
I'origine et un autre point du disque unité. Le lemme de Dieudonné possede son équivalent
dans le cas de points quelconques appartenant a [D. Ce résultat est appelé le lemme de
Dieudonné-Pick [14, Corollary 5.6].

Lemme de Dieudonné—Pick. Le lieu des valeurs de f'(A), pour les fonctions holo-

morphes [ : D — D satisfaisant [(a) = b et f(A) = B, est le disque fermé de centre ¢
et de rayon r, ou

=14HAA@/U—XMF B-1b)/(1-Bb) 1—|B]
1—|(B=b) /(1 =Bb)|" (A-a) /(1 - Aa) 1 —|AP
(A—a) /(1 —Aa)[" = |(B-b) J(1-BY)|* 1-|BP

MA-@/u—E@|@—HBum/u By)[*) 114

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un autre résultat important de ce cha-
pitre et concernant la généralisation du théoreme précédent et qui implique les dérivées
hyperboliques de tout ordre.

Théoreme 5.2.3 (Lemme de Dieudonné-Pick généralisé). Soient u,z,v.w € D tels
que p(v.w) < p(u.z). En considérant le tableau 5.2 , pour n > 1 on choisit n — 1
points uy. . . .. fn—1, OU 1 € Dh(A‘,LZ. pu,z)) pourj=1,..., n — 1. Définissons G,,_,.
l'ensemble des fonctions analytiques

Gn1 i ={f:D=D: fz)=w.f(u)=v,H f(u) = m,..., H* ! f(u) = pou ).
Alors.

n . 5 1 - H } ‘) n+2 (1 - |An 2'2 |[L “"] }
H" [(u) : b Jo= B < :
(0 2 ] € G} {@E P“ I {2 alPIAr0l | = 1= u]PIAT 2

(5.11)
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Points de D 1 2 3 . o n—1 n n+1
U v
1
u v H2
H 3
u v M2
H 3 Hn-1
u v Ha H" f(u)
Ji1 Hn—-1 Agi.]?
u v : nt2
=5
Are
AN
A'r1|.+2
z w

TABLEAU 5.2 — Tableau des différences divisées hyperboliques dans le cas du lemme
de Dieudonné-Pick généralisé.

Remarque 5.2.4. Les expressions données en (5.11) du coté droit de l'égalité ne
dépendent pas du choix de la fonction [ dans l'ensemble G,,_;, mais seulement des
points prescrits u, v, z, w, fi1,. . ., n_1-

Démonstration. D'apres les hypotheses et par le théoreme 4.2.5, on a que G, # 0.
Soit f € G,_,. Le choix de p; pour 7 =1,...,n — 1 implique que

P(,LL_;Ai,_,.Q) <p(21“)3 jz 1,...,1’1—1.

Ainsi, f ne peut pas étre un produit de Blaschke de degré strictement plus petit que n.
Par le théoréme 4.2.5. il suit que

P (1), ALL) < p(z. 1) (5.12)

L'inégalité (5.12) est équivalente a I f(u) € Dy (A" 4, p(u, 2)). ce qui signifie également
que H" f(u) appartient au disque euclidien de centre et de ravon respectifs

1 — |[z. ]|
1 - |[z, u]|?|A"

n+2

A” 1 - lA::_le

mo et S | 0| 8 (5.13
S H:'“]lh'An—th )




Chapitre 5. Quelques applications des dérivées hyperboliques 81

I1 suit que

. 1 o |[“‘{-"""t’]|2 n
1 - |[z,u]?|AR,,|? s

1- Az, |[;,u]|}-

H" f(u) € {C ce l< — 1=z u]]P|AR P

Comme [ € G,,_; a été choisie de facon arbitraire, on a

_ (A -z uP)An,
1— [z, u]P|A7 o

(1 — A7)z u]l
= T= 1= ulPIAL,,P }
(5.14)

{H"[(u): [ € Gar} C {CE C: ‘C

Nous allons maintenant montrer 'inclusion inverse, c’est-a-dire que chaque point
appartenant au disque donné en (5.14) est la dérivée hyperbolique d’'ordre n d’une
fonction appartenant a la classe G,,_;. Ceci est équivalent a un probléeme d’interpo-
lation. Choisissons «, un point quelconque du disque donné en (5.14). Clairement,
o € Dy(A?,,. p(u, z)). Par les hypotheses et le choix de a, il s'ensuit que

plw,v) < p(z,u); (5.15)
p(HJAi+2) < p(ﬂ-,Z), j: 1,,7’1— 17 (516)
pla. A%,s) < plu, 2). (5.17)

Les inégalités (5.15), (5.16) et (5.17) sont précisément les hypothéses du théoreme
4.2.5. Par conséquent. il existe une fonction analytique f € G,_; telle qu’en particulier,
H" f(u) = a.

La démonstration du théoreme 5.2.3 montre que le lemme de Dieudonné est fonda-
mentalement un résultat hyperbolique. Il met aussi en évidence le fait que la notion de
dérivée hyperbolique est plus naturelle pour étudier les fonctions analytiques du disque
unité dans lui-meéme. En effet, il semble beaucoup plus ardu d’obtenir le corollaire 5.2.2
sans utiliser les outils précédents tandis que dans ce cas, I'équivalent pour la dérivée
classique d’ordre supérieur suit aisément. apres quelques calculs, du cas hyperbolique.

Il est également intéressant de comparer le disque hyperbolique donné dans le cas de
la dérivée hyperbolique et le disque euclidien obtenu dans le cas de la dérivée classique.
En effet, dans le cas de la dérivée d’ordre un. nous avons par (5.8) et (5.7), que le
centre du disque euclidien dans le cas de la dérivée classique est le méme que le centre
du disque hyperbolique dans le cas de la dérivée hyperbolique. Beardon et Minda ont
suggéré dans [6] qu'il pourrait y avoir une raison profonde expliquant ce phénomene.
Dans le cas d’ordre deux. par le lemme de Dieudonné généralisé et en utilisant la preuve
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du théoreme 5.2.3 dans le cas n = 2, on obtient
{Hf(u): f € F1} = Di(AF, p(2.0)),

ou
N T Y (5.18)
u
On peut facilement voir que le centre du disque euclidien dans le cas de la dérivée
classique d’ordre deux donné par (5.10) est différent du centre du disque hyperbolique
dans le cas de la dérivée hyperbolique d’ordre deux donné par (5.18). Le phénomene
semble donc particulier au cas de la dérivée d’ordre un.

5.3 Lemme de Rogosinski

Nous terminons ce chapitre par un dernier résultat classique de I'analyse complexe :
le lemme de Rogosinski. 11 s’agit d’un résultat d’un intéret certain puisqu’il s’agit d'une
version améliorée du lemme de Schwarz ([14].[16]). Dans ce qui va suivre, nous verrons
comment le lemme de Rogosinski peut étre interprété en termes des dérivées hyperbo-
liques. Mais commencons d’abord par un rappel de I'énoncé de ce lemme.

Lemme de Rogosinski. Soit f : D — D une fonction analytique telle que f(0) = 0.
Alors, pour tout z € D,z #0, on a

20— 12P)
EFEEROE

1-|/'(0)
1 =[]/ (0)*

f(2) £ la® (5.19)

Aussi, la condition f(0) = 0 peut étre omise et il existe une version analogue pour des
points arbitraires du disque unité. On nomme ce résultat le lemme de Rogosinski- Pick.
Nous allons montrer comment il est possible de traiter le lemme d’une maniere plus
hyperbolique, dans un certain sens. ce qui se rapproche de I'essence méme du présent
travail. En effet. la théorie présentée au chapitre 4 a inspiré une nouvelle démonstration
utilisant les différences divisées hyperboliques et les dérivées hyperboliques.

Le lemme de Rogosinski-Pick affirme que pour une fonction holomorphe f du disque
unité dans lni-meéme et pour un point fixé « € D, on peut déterminer la région, qui
dépend. entre autres, de la dérivée hyperbolique d’ordre un au point u. ot on peut
localiser 'image par la fonction [ d'un point quelconque différent de u appartenant au
disque unité.
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Lemme de Rogosinski-Pick. Soient [ : D — D une fonction analytique et u € D.
Supposons que f(u) =v. Soit z € D, z # u.

(1) Siv =0, alors

|f(2) +¢ < (5.20)
(i1) siv #0, alors
(1= |v*)(ve—1)+ |ve— 1> — |v|*r? (1 —[v>)r
J) = (e = LF — [uPr) SR - ey O
ol
1 - |[2, 4] 1—|H f(u)

H'f(u)[z,u] et

.- = z,ul|?
C 1= [z ] P S ()2 T 1 — [z 4] HYf( )|2” ull

Démonstration. Dans ce qui suit, nous considérerons le tableau 5.3, qui représente le
tableau des différences divisées hyperboliques dans ce cas particulier.

Points de ID 1 2
u v
H f ()
1 v Al
A
z| f(2)
TABLEAU 5.3 — Tableau des différences divisées hyperboliques pour le lemme de

Rogosinski-Pick.

Nous allons d’abord démontrer le lemme pour f € ;. Par les définitions et le
théoreme 3.1.4, il suit que

Al=H'f(u)=AZ=X |A=1

En particulier ¢ = A[z.u]. 7 =0 et

& = -

¢ [z. 4 A

d’ou /\[ ]
J(z) = =] (5.22)

Siv=0.alors f(z) = —Alz, u/, et ceci est équivalent a la relation donnée en (5.20). Si
D

v # 0. 'ensemble (5.21) est réduit a un seul point qui est exactement (5.22).
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Supposons maintenant que f ¢ B;. Par le théoreme 4.2.3. on a que |A%| < 1. Ainsi,

U —z
T

Al — H! f(u)
|~ Hf(w)A]

<

(5.23)

L'inégalité (5.23) implique que A} € Dy(H'f(u), p(z,u)). Ceci est équivalent au fait
que A} appartient a un disque euclidien dont le centre et le rayon sont respectivement

1— |H f(u))?

l—I[Z,U]lz Lriu
W e T m W

L= [z, u]P|H f(u)[?

B [z, u]|.

En utilisant la définition de différences divisées hyperboliques, il suit que

[f(2), ] - l—J[Z,u”? s 1—|Hlf(u.)|2 )
‘ e T TedPla f@E | S T e

Ce qui est équivalent a

v—-f(z) 1— [z, u]|? TR
BN L

| f( 1)|, 2|[' u |
1 |[.-.,.‘ U” II‘I| Il(f)l ! i

Posons ¢,(z) := (v—2) /(1 — vz). On peut déduire de I'inégalité (5.24) que p,(f(z))
appartient a un disque euclidien, que nous allons noter Dg. de centre ¢ et de rayon r
qui sont définis respectivement par

B 1—|[z,4]|?
L= |[z.u]|?|H f(u)|?

1—|Hf(u)|?

H f(u)[z,u] et r= e |”] e ~|[z, u]|>.

Par conséquent f(z) € ¢, (Dg(e,r)) = ¢o(De(e,r)). Si v = 0, alors on obtient (5.24),
ce qui prouve (i). Si v # 0, alors le disque ¢,(Dg(c.r)) est de centre et de rayon
respectifs

(1 — |o)*)(ve — 1) + |ve — 1]? — |o]*r? (1= |oH)r

t —
o(foe — 17— JoPPr?) =17 — [P

Finalement. on obtient (5.21). ce qui démontre (ii), comme voulu.



Conclusion

Le principal objectif de cette thése était I'élaboration d’une théorie nouvelle, celle
des dérivées hyperboliques d’ordre supérieur. Remarquons que ces derniéres découlent
naturellement de la notion fondamentale de différence divisée hyperbolique. Deux pro-
priétés importantes sont attribuées aux dérivées hyperboliques et en font des objets
mathématiques intéressants a étudier. D’abord, elles sont invariantes sous la composi-
tion d’automorphismes et ensuite, elles satisfont un analogue du théoreme de Schwarz—
Pick. Aussi, comme les dérivées hyperboliques proviennent, par définition, d'une suite
de limites, nous avons présenté une formule récursive permettant de les calculer. De
cette facon, ces dérivées se prétent mieux a une possible application numérique. En ef-
fet, on peut désormais considérer un nouveau type de probleme impliquant les dérivées
hyperboliques : les problemes d’interpolation. L’avantage de considérer ces dérivées est
que les outils de la géométrie hyperbolique sont maintenant accessibles et permettent de
résoudre, lorsque c’est possible et dans des cas particuliers, ces problemes d’interpola-
tion et de construire la solution dans ce cas. Aussi. un intérét certain de ce nouveau type
de dérivée est une réinterprétation de problemes d’interpolation impliquant les dérivées
classiques, en termes des dérivées hyperboliques. Nous avons été ainsi en mesure de
donner une condition nécessaire au probleme de Nevanlinna-Pick avec contraintes. Une
question ouverte demeure : cette condition est-elle suffisante pour assurer l'existence
d’'une solution au probléeme ?

La théorie concernant les dérivées hyperboliques a également permis de généraliser
des résultats célebres de 'analyse complexe. En effet, nous avons mentionné précédem-
ment le théoréeme de Schwarz-Pick. dont une version analogue existe pour ces dérivées.
Aussi, nous avons montré que le lemme de Dieudonné possede son équivalent pour les
dérivées hyperboliques d’ordre supérieur. Finalement, cette méme théorie a fait aussi
en sorte de fournir les outils nécessaires afin de permettre de démontrer d'une maniere
nouvelle le lemme de Rogosinski.

En conclusion. la théorie des dérivées hyperboliques. quoique nouvelle. semble pro-
metteuse afin d’établir des liens entre différents problemes concernant les fonctions de
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la classe de Schur et la géométrie hyperbolique. Ceci démontre la particularité de ces
fonctions définies dans le disque unité et cette géométrie particuliere qui lui est bien
adaptée. Nous croyons aussi fermement que de possibles extensions sont a prévoir que ce
soit au niveau d’autres problemes d’interpolation ou dans la généralisation de résultats
différents de ceux présentés dans cette these et reliés aux fonctions de la classe de
Schur. Pour terminer, mentionnons que les différents résultats présentés dans ce travail
se retrouvent dans (2], [23] et dans [24].
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