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Résumé

Un des problèmes fondamentaux qui survient dans la formulation de la théorie quantique
des champs dans l’espace de Sitter est la transition possible vers l’espace Anti-de Sitter.
Par un calcul semi-classique, on peut calculer le taux de transition, qui est non-nul. Or, une
comparaison des degrés de liberté suggèrent qu’ils sont incompatibles et que la transition
ne devrait pas avoir lieu. Une analyse plus approfondie d’un modèle de stabilité du vide
met en lumière deux conditions qui pourraient résoudre ce paradoxe. En appliquant ces
conditions au modèle standard, on obtient une borne sur la masse du boson de Higgs ainsi
que sur la constante cosmologique. Bien qu’elles n’offrent pas une résolution complète du
problème de la hiérarchie et de la constante cosmologique, ces contraintes pourraient jouer
un rôle dans la formulation d’une théorie de la gravité quantique.
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Abstract

A fundamental issue regarding the formulation of a consistent quantum de Sitter space
theory is the possible transition to Anti-de Sitter space. Indeed, a semiclassical computa-
tion gives a nonzero estimate for the transition probability, while a counting of the degrees
of freedom for both spaces shows their incompatilibity, leading to the expectation that the
transition is impossible. Through a deeper analysis of quantum tunneling in a semiclassical
theory including gravity, one can outline two consistency conditions that could alleviate
this seemingly paradoxical disparity. Applying these consistency conditions to the Stan-
dard Model shed a different light on the hierarchy problem and the cosmological constant
problem, although it does not solve them altogether. Nevertheless, they could play a role
in the formulation of a consistent theory of quantum gravity.
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Introduction

À bien des égards, l’histoire de la physique est exceptionelle : peu de disciplines peuvent en
effet se targuer d’avoir autant contribué à façonner la société moderne. Entre la révolution
initiée par Copernic qui remit en question la place de l’humanité dans l’Univers, et l’avène-
ment de la relativité générale et de la mécanique quantique qui remirent en question notre
conception de l’Univers lui-même, bien peu laissait présager que derrière tout ce chaos, toute
la variété et la complexité des phénomènes qui nous entourent, puisse se trouver des principes
mathématiques d’une simplicité déconcertante.

Un des succès majeurs de la physique contemporaine qui s’inscrit dans cette démarche d’uni-
fication est sans contredit la formulation et la mise à l’épreuve du modèle standard de la
physique des particules. Bien plus qu’un simple outil calculatoire, le modèle standard offre un
cadre théorique explicatif qui regroupe dans un même formalisme les trois interactions im-
portantes de la physique des particules : la force électromagnétique (électrodynamique quan-
tique), l’interaction nucléaire faible (théorie de Glashow-Weinberg-Salam) et la force nucléaire
forte (chromodynamique quantique). Parmi ses prédictions, la plus spectaculaire est sans
doute celle pour le moment magnétique anomal de l’électron confirmée à 12 chiffres significa-
tifs, une précision qui n’est surpassée que par certaines expériences de relativité restreinte.

Or, si le modèle standard jouit d’une popularité aussi importante, ce n’est pas seulement
grâce à ce tour de force de précision, mais aussi parce qu’il repose sur un nombre assez
restreint d’hypothèses : théorie quantique des champs, quelques particules élémentaires, 19
paramètres libres et 3 groupes de symétrie. Il serait étonnant que la nature s’arrête en si bon
chemin ; aussi est-il tentant de chercher à reproduire le mécanisme de l’unification de la force
électrofaible : une théorie grandement unifiée qui expliquerait les trois forces en termes d’un
seul groupe de symétrie, moins de paramètres, et moins de particules.

Un premier pas dans cette direction fut réalisé par Georgi et Glashow qui proposèrent en 1974
une unification du modèle standard à travers le groupe SUp5q. Non seulement parvinrent-
ils à reproduire le contenu en particules du modèle standard et expliquer la quantification
de la charge, ils obtinrent également un résultat inattendu : une échelle d’unification. En
effet, les constantes de couplage convergent sous le flot du groupe de renormalisation vers
une région assez petite entre 1014 GeV et 1016 GeV, soit proche, mais en deça de la masse
de Planck. Cette prédiction est intéressante, car le flot du groupe de renormalisation est
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logarithmique : le point d’intersection aurait pu aussi bien se situer à 10100 GeV, où il ne fait
pas de sens. Le fait qu’il se trouve sous la masse de Planck suggère qu’une unification des
forces fondamentales pourrait se produire sans même inclure les effets de la gravité quantique,
et donne espoir que l’on puisse expliquer une partie des problèmes qui accablent le modèle
standard sans avoir recours à une théorie de la gravité quantique. Pour parfaire le modèle, ils
obtinrent une prédiction à tester au laboratoire : la désintégration du proton. Or, il existe de
fortes contraintes sur l’observation expérimentale de la désintégration du proton (de l’ordre
de τp ą 1033 ans), ce qui invalide (de peu) la théorie.

Avant de déclarer forfait, on peut commencer par vérifier s’il y a d’autres imperfections dans
le modèle qui, une fois corrigées, pourraient remettre la théorie sur ses pieds. Il en existe
justement une : le problème de la hiérarchie, qui consiste à expliquer pourquoi la masse du
boson de Higgs est aussi faible par rapport à l’échelle de Planck. Sa solution par excellence
est la supersymétrie, qui résout une multitude de problèmes et aide aussi, dans une certaine
mesure, à stabiliser le proton. Toutefois, elle prédit également des superpartenaires aux fer-
mions à l’échelle électrofaible, qui ne sont pas observés aujourd’hui au Large Hadron Collider
(LHC). Ce nouvel échec de la théorie nous invite à revisiter le problème de la hiérarchie et
proposer de nouvelles solutions.

Dans ce mémoire, j’explorerai une observation qui pourrait offrir une résolution partielle
du problème de la hiérarchie. Il a en effet été remarqué que le boson de Higgs se trouvait
particulièrement proche de la limite de stabilité du vide électrofaible, ce qui pourrait offrir
un indice sur le mécanisme par lequel le boson acquiert une masse aussi faible. L’instabilité
est causée par un deuxième minimum qui se développe dans le potentiel effectif du Higgs
sous l’effet des corrections quantiques dues à une boucle de fermions, et ce, à une énergie
comparable à celle de la masse de Planck. Il peut alors y avoir une transition par effet tunnel du
minimum électrofaible (avec une valeur moyenne du boson de Higgs à 250 GeV) au minimum
transplanckien si ce dernier est plus bas. Pour bien explorer cette question spéculative, on
doit analyser plus en profondeur les caractéristiques des instantons reliés à ces transitions à
travers des modèles de stabilité du vide.

Plus généralement, les modèles de stabilité du vide apparaissent à plusieurs endroits et
semblent être nécessaires à une description quantitative de nombreux phénomènes, au nombre
desquels on peut compter les scénarios d’inflation, le landscape en théorie des cordes, les
mécanismes de brisure de symétrie spontanée et les transitions de phase en physique statis-
tique. Ces domaines d’application aussi intéressants que variés motivent une exploration plus
approfondie des instantons pour des potentiels génériques.

Évidemment, ce mémoire n’est pas le premier ouvrage sur le sujet. Les articles publiés sur le
sujet ont tendance à se trouver dans l’une ou l’autre des catégories suivantes. Les premiers
discutent de la stabilité du vide électrofaible d’un point de vue phénoménologique et s’inté-
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ressent à accumuler les corrections et les contraintes sur le modèle, ce qui inclut (mais n’est
pas restreint) aux corrections dues à la gravité, à la température, à la présence de trous noirs
primordiaux, etc. Les seconds s’intéressent généralement à explorer les modèles de stabilité
génériques. Le progrès dans cette direction s’est fait plus ténu, essentiellement parce que les
propriétés émergentes de ces systèmes dépendent de critères non-locaux et reposent sur des
hypothèses non-prouvées, ce qui indique un échec de l’analyse à démontrer des résultats qui
nous apparaissent intuitifs (mais peut-être que notre intuition est erronée). Cela étant, le
progrès s’y exprime surtout par une étude numérique des différents cas de figure visant à
identifier les types de solutions et leurs propriétés. Il manque donc une étude systématique
et générale des régimes d’instantons qui reproduirait les exemples numériques déjà identifiés.
Ce mémoire se veut un premier pas dans cette direction, et complète une analyse initiée par
Coleman et de Luccia.

Étant donné ces deux inclinaisons disctinctes, le présent document est essentiellement divisé
en deux parties. Dans le première partie, je discute des propriétés génériques des modèles de
stabilité du vide, alors que dans la seconde, je me pencherai plus précisément sur le modèle
standard et les conclusions qui en découlent. Ainsi, bien que la motivation derrière les résultats
des premiers chapitres n’est présentée qu’au chapitre 4, l’effort du lecteur est récompensé
par une conclusion immédiate des contraintes sur le modèle standard et une perspective plus
générale sur les instantons.

Le chapitre 1 introduit un modèle simple (mais suffisant dans bien des cas) pour l’étude de
la stabilité du vide, ce qui permet de placer les paramètres importants dans un contexte plus
simple et donner une idée sur la forme des solutions. Le chapitre 2 présente une analyse plus
complète incluant les corrections dues à la gravité et constitue le cœur des résultats obtenus
au cours de cette maitrise. Le chapitre 3 discute des méthodes numériques utilisées pour
obtenir des réponses précises à des cas particuliers, et fournit une vérification des résultats
analytiques du chapitre 2. Finalement, le chapitre 4 discute de l’application des conclusions
précédentes au modèle standard et comment elles s’inscrivent dans la perspective du problème
de la hiérarchie.
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1

Modèle simplifié de l’instanton

Ce chapitre retrace les principaux résultats d’un éclairant article de Coleman sur le problème
de la stabilité du vide [1]. Bien que certaines conclusions soient affectées ou invalidées par
l’ajout de la gravité (cf. chapitre 2) et de la température (cf. section 4.B), le cadre explicatif
reste sensiblement le même sans les complications supplémentaires, et le problème présente
un intérêt en soi.

1.1 | Approximation semi-classique

On s’intéresse à modéliser une transition de phase en théorie quantique des champs. La théorie
la plus simple 1 que l’on puisse proposer est celle d’un seul champ scalaire soumis à un potentiel
arbitraire qui possède deux minima :

L “
1
2BµϕBµϕ´ V pϕq. (1.1)

On dénote ϕF la position du faux minimum et ϕT celle du vrai minimum (se référer à la fi-
gure 1.1). Classiquement, l’état de faux vide ϕF serait stable jusqu’à une certaine énergie
d’activation correspondant à la hauteur de la barrière de potentiel, mais à cause de l’effet
tunnel, le champ peut traverser la barrière de potentiel pour se retrouver dans l’état d’énergie
minimale ϕT avec une probabilité non-nulle. L’effet résultant est que, sous l’effet des fluc-
tuations quantiques, une bulle de vrai vide peut apparaître dans le faux vide et croître pour
éventuellement occuper tout l’espace.

Pour simplifier le problème, on passe au temps euclidien en faisant une rotation de Wick 2

(x0 “ t Ñ iτ). Puisque l’on s’attend à ce que nos solutions soient invariantes de Lorentz, il

1. Il s’agit également du scénario pertinent pour le vide électrofaible ou une compactification de la théorie
des cordes. Les théories avec spin non-nul ont peu été étudiées, car elles brisent l’invariance de Lorentz. Pour
une analyse du cas vectoriel, voir [2].

2. Voir l’annexe 1.A pour plus de détails.
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Fig. 1.1 : Exemple d’un instanton (courbe en orange) sur un potentiel quartique standard
paramétrisé par ∆v et ξ. Le vide métastable yF “ ϕF {M correspond au faux minimum, alors
que le vide stable yT “ ϕT {M correspond au vrai minimum. L’instanton quant à lui trace
une trajectoire allant de y˚

F à y˚
T ; les différences entre ces points et les minima sont identifiées.

sera plus facile de traiter une symétrie sphérique (euclidienne). L’action euclidienne est

iSE “ Spt Ñ iτq “

ż
„

´
1
2BµϕBµϕ´ V pϕq



¨ ´id4xE “ i

ż
„

1
2BµϕBµϕ` V pϕq



d4xE . (1.2)

La quantité qui nous intéresse est la probabilité de transition xF Ñ xT par unité de volume,
que l’on appelera Γ{V . Son expression est 3

Γ{V “» Ae´B{~ r1 ` Op~qs , (1.3)

où on a approximé l’intégrale de chemin par la contribution majeure (SEpϕF q, l’action du
champ stable à yF ) et où l’on a introduit l’action de l’instanton B “ SEpϕF Ñ ϕT q ´

SEpϕF q. Le coefficient A correspond à la dégénérescence de l’amplitude de transition et est
calculé dans [3]. Nous introduisons l’approximation semi-classique déjà à ce stade pour pouvoir
estimer la contribution principale, mais aussi en prévision du chapitre 2 où l’inclusion de la
gravité dans la théorie la rend non-renormalisable et empêche un calcul exact 4.

Avant d’aller plus loin et de se lancer dans le calcul de B, il est judicieux d’essayer d’anticiper
quelques résultats et leur interprétation. L’action 1.2 est la même que celle de l’énergie libre
d’un système statistique dans un état métastable. Par exemple, avec la correspondance φ Ø F

et V Ø ρ, on pourrait décrire un modèle d’eau au-dessus de son point d’ébullition, avec
F l’énergie libre et ρ la densité. Les fluctuations quantiques de notre problème sont alors

3. Les facteurs de ~ sont explicites ici pour justifier l’approximation semi-classique ; dans le reste du document,
il sera entendu que ~ “ 1.

4. Il est possible d’écrire des théories renormalisables en incluant des interactions d’ordre supérieur en R,
par exemple, les théories de supergravité.
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assimilables aux fluctuations thermiques du modèle d’eau. Dans ce dernier cas, sous l’effet des
fluctuations thermiques, on peut se retrouver dans une configuration où localement l’énergie
libre est au vrai minimum : il se forme une bulle de vapeur. Il y a deux contributions à
l’énergie de la bulle : la tension de surface et l’énergie gagnée dans la transition de phase. Le
premier terme est proportionnel à l’aire de la bulle, le second au volume. Ainsi, si le bilan
est positif (c’est-à-dire si la bulle initiale est suffisament grosse), la bulle continue à grossir
jusqu’à atteindre une taille macroscopique ; sinon, la bulle diminue en volume et disparaît.
Dans le premier cas, on parlera d’une transition de phase alors que dans le deuxième cas, on
parlera d’une récurrence à un état de faible entropie 5.

Dans notre cas, on s’attend à trouver un rayon minimal pour qu’une bulle se forme et gran-
disse. Les équations du mouvement devraient donc décrire la formation d’une bulle avec ledit
rayon minimal, provoquant ainsi une transition entre les deux minima.

1.2 | Équations du mouvement

La stratégie pour calculer B est standard : on fait varier l’action avec les bonnes conditions
frontières pour trouver les équations du mouvement, qu’il faut solutionner. Il y a deux variables
pour lesquelles résoudre : ϕ et gµν , soit 10 degrés de liberté en tout (on impose que le scalaire de
Ricci R “ 0 pour avoir une métrique plane 6). On peut démontrer que la solution qui minimise
l’action est invariante de Lorentz [4]. La métrique en coordonnées sphériques est donc

gµνdx
µdxν “ dρ2 ` ρ2dΩ2, (1.4)

où ρ est la coordonnée radiale. La symétrie sphérique impose alors que ϕ “ ϕpρq. Il reste alors
seulement à résoudre pour ϕ, et son équation du mouvement est

d2ϕ

dρ2 `
3
ρ

dϕ

dρ
“
dV

dϕ
. (1.5)

On peut déduire les conditions frontières à partir de critères physiques de la solution. À
ϕ “ ϕF , V 1pϕF q “ 0 et on cherche une solution où ϕ est stable à ϕF initialement, c’est-à-dire
que ϕ1pϕF q “ 0. La bulle apparaît à ρ “ 0 (le centre de la bulle 7) avec ϕpρ “ 0q “ ϕ˚

T , où ϕ˚
T

est choisi afin que les conditions frontières à ϕF soient respectées. Pour que l’équation ne soit

5. Dans la littérature, on trace une distinction entre une récurrence à un état de faible entropie et une
récurrence de Poincaré. Bien que le phénomène sous-jacent soit le même, nous utiliserons le terme récurrence
à un état de faible entropie pour inclure les transitions où B ! 1 sans nécessairement correspondre au temps
de récurrence de Poincaré.

6. On utilise ici la langage de la relativité générale pour que la discussion se généralise plus facilement.
On pourrait également ignorer la condition sur la métrique et simplement discuter d’une paramétrisation de
l’espace.

7. Précision sur la notation : l’étoile se réfère aux quantités relatives à l’instanton. Ainsi, on a ϕT comme
minimum de V , et ϕ˚

T qui correspond à la valeur asymptotique du champ après la transition. En général,
ϕ˚

T ‰ ϕT .
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pas singulière, on doit avoir ϕ1pϕ˚
T q “ 0. Ici, ϕ˚

F “ ϕF , mais nous verrons que ce n’est plus le
cas une fois la gravité prise en compte.

Un des défis de ce chapitre est de trouver une solution analytique approximative à l’équa-
tion (1.5). Pour mieux comprendre la structure de l’équation avant d’essayer de la résoudre,
on peut utiliser une analogie introduite par Coleman dans son article original. Cette équation
est analogue à celle d’une particule dans un potentiel ´V , avec un terme de friction propor-
tionel à ϕ1. On cherche donc la position de départ de laquelle laisser tomber une particule
dans le potentiel ´V , de telle sorte que, avec la friction, elle approche asymptotiquement ϕF
et s’y arrête après un temps infini. Pour la forme, notons que Coleman a appelé cette solution
le bounce parce qu’elle décrit effectivement le mouvement d’un champ qui part asymptotique-
ment proche de ϕF à t “ ´8, atteint ϕ˚

T à t “ 0 puis retrace sa trajectoire à l’envers jusqu’à
ϕF à t “ 8.

1.3 | Approximation thin-wall

L’équation (1.5) est difficile à résoudre analytiquement. En effet, il n’y a pas de solution
générale à ma connaissance 8. Cependant, il est possible d’obtenir une solution approximative
si la différence de potentiel entre les deux minima est petite : puisque la différence d’énergie
entre les deux minima correspond à l’énergie perdue en friction, si cette dernière est petite,
alors la solution doit minimiser 3ϕ1{ρ. On s’attend donc à ce que ces solutions restent proche
de ϕT jusqu’à un grand ρwall, où la transition s’effectue avec une friction négligeable.

Pour formaliser ce raisonnement, commençons par faire une analyse dimensionnelle du sys-
tème, afin de pouvoir justifier ce que l’on entend par négligeable. Il y a deux dimensions signi-
ficatives dans notre problème : la différence de potentiel ∆V “ VF ´ VT „ µ4 et la distance
entre les minima ∆ϕ “ |ϕF ´ ϕT | „ M . On définit donc les variables sans dimension

y “
ϕ

M
, vpyq “

V pϕpyqq

µ4 , s “
µ2

M
ρ. (1.6)

L’équation sans dimension devient

d2y

ds2 `
3
s

dy

ds
“
dv

dy
. (1.7)

On peut mettre en évidence les conditions sur le terme de friction en réécrivant

vpyq “ v0pyq ´ E, v0 “
1
2

ˆ

dy

ds

˙2
. (1.8)

8. Il existe une méthode itérative qui permet d’obtenir de meilleurs résultats analytiques que l’approximation
thin-wall [5].
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Remarquons que v0 est choisit pour correspondre à l’énergie cinétique de y et que, par défini-
tion, v0 ě 0. En substituant cette expression dans l’équation du mouvement (1.7), on obtient

dE

ds
“

6v0py,Eq

s
,

dy

ds
“

a

2v0py,Eq. (1.9)

Au lieu d’une équation du deuxième ordre, nous avons maintenant un système de deux équa-
tions couplées du premier ordre. Les conditions frontières deviennent v0py˚

F q “ v0py˚
T q “ 0,

Epy˚
F q “ ´v˚

F et Epy˚
T q “ ´v˚

T . La dépendance en s est implicite, avec yps0q “ y˚
T et

ypsmaxq “ y˚
F . En particulier, on considère les solutions (instantons) dites single-pass, c’est-à-

dire que le champ fait une transition monotone, i.e. dy
ds ě 0. Cette condition implique en par-

ticulier que 0 ď E ď ∆v˚, avec ∆v˚ “ v˚
F ´ v˚

T . En effet, puisque l’instanton est single-pass,
le terme de friction est toujours positif, ce qui implique que E est une fonction monotone de
s, et donc qu’elle est bornée sur son domaine par ses conditions frontières.

Nous pouvons maintenant démontrer l’existence de solutions à l’équation (1.9). Une solution
à l’équation différentielle consiste à trouver le bon point y˚

T tel que les conditions frontières
soient satisfaites à y˚

F . On démontre l’existence d’une solution par un argument similaire au
théorème de Bolzano : on montre qu’il existe une configuration qui sous-estime ou sur-estime
un paramètre ; par continuité, il doit exister une configuration qui satisfait les conditions
frontières. Ici, on commence par montrer que l’on peut trouver une solution où Epy˚

F q ą ∆v˚,
puis on montre qu’il existe une solution où Epy˚

F q ă ∆v˚.

L’argument va comme suit : si on choisit le point y˚
T “ ycrit, où vpycritq “ vpy˚

F q est le
point à la même hauteur que y˚

F , alors ∆v˚ “ 0. Or, si vF ą vT , alors ycrit n’est pas un
minimum de v, donc le point initial est instable par (1.7). Il y a donc une transition, et
v0 ą 0 @ y˚

F ă y ă y˚
T ñ dE

ds ą 0, donc Epy˚
F q ą ∆v˚ “ 0.

Or, on peut également choisir un point y˚
T arbitrairement proche de yT . Dans ce cas, ypsq

reste proche de yT pendant un temps s arbitrairement long avant d’effectuer une transition.
Or, si on choisit s Ñ 8, alors dE

ds Ñ 0 ñ Epy˚
F q Ñ 0 ă ∆v˚ “ ∆v. Par continuité, il doit

exister un point y˚
T qui satisfait les conditions frontières, ce qui complète la preuve. z

La stratégie utilisée dans la démonstration suggère un algorithme pour trouver une solution
numérique, soit utiliser la méthode canon pour trouver le point initial y˚

T . Notons que bien que
la preuve démontre l’existence d’une solution, elle n’en démontre pas l’unicité. Au contraire,
on peut trouver plusieurs solutions aux équations du mouvement (1.9). Les détails et l’im-
plémentation d’une méthode numérique seront discutés au chapitre 3, mais il est déjà pos-
sible d’identifier un problème avec l’équation (1.9) : l’instanton est non-compact. En effet, ici
smax “ 8. Avec l’ajout de la gravité, cette condition sera plus faible, car on aura smax ă 8,
mais indéterminé. Quoi qu’il en soit, on peut ramener le problème à une solution compacte
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en utilisant y comme coordonnée et s comme variable ; le système devient alors 9

dE

dy
“

3
s

?
2v0,

ds

dy
“ ´

1
?

2v0
. (1.10)

Notons que les quantités ont ici une interprétation physique simple et naturelle : E correspond
à l’énergie perdue et peut être interprété comme un paramètre d’ordre de la transition, s
correspond au rayon de la bulle et y correspond à la valeur du champ. En contrepartie,
les équations sont singulières aux frontières, ce qui réflète le fait que le bounce décrit une
trajectoire asymptotique de s Ñ ´8 à s Ñ 8.

Un des avantages de cette description est qu’elle permet d’écrire immédiatement la solution
au problème connexe où l’on connaît déjà v0pyq et l’on cherche E et s.

On peut maintenant donner la solution dans l’approximation thin-wall. Supposons que la
différence de potentiel est petite par rapport à la valeur moyenne de v : ∆v! xvy „ 1 (on
choisit µ4 pour que v soit de l’ordre de 1). Alors, puisque E est borné, on peut directement
poser une solution pour v0 qui satisfait les bonnes conditions frontières. Par exemple, on
s’attend à ce que y˚

T „ yT pour minimiser E, donc dans la limite où ∆v Ñ 0, on sépare la
solution en trois parties : une période où le champ est proche de y „ y˚

T (dans la bulle), une
période où le champ effectue la transition y˚

T Ñ y˚
F (le mur de la bulle) et une période y „ y˚

F

(le faux vide). Le terme thin-wall fait référence au fait que le mur de la bulle est mince par
rapport à son rayon. On peut alors supposer que le champ perd toute l’énergie excédentaire
à y˚

T (ou plus simplement, à y˚
F ), et qu’il effectue une transition sans friction avec s " 1, i.e.,

v0pyq “

$

&

%

vpyq ´ v˚
T , py ą y˚

F q

0, py “ y˚
F q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` Op∆vq. (1.11)

Alors, on peut aisément trouver Epyq “ v0pyq´vpyq, et on peut estimer l’action de l’instanton,
soit

0 ď B “

ż

r2v0 ´ Es s3dsdΩ À 2π2
yT
ż

yF

s3a

2v0pyqdy ´ Op∆vq. (1.12)

La borne inférieure est 0, car la contribution négative n’est pas strictement bornée (elle est
toutefois généralement petite). De même, l’approximation thin-wall permet de trouver une
fonction spyq à partir de la solution v0, mais elle peut recevoir des corrections arbitrairement
grandes lorsque v0 „ ∆v, soit aux extrémités 10. Dans ce cas, l’effet est de déplacer s0.

9. Le système est écrit pour s ą 0. Pour s ă 0, l’instanton trace la trajectoire inverse, et les dérivées
acquièrent un signe négatif (dy Ñ ´dy).

10. Je n’ai pas observé de cas où v0pxq „ 0 ailleurs qu’aux extrémités. En fait, on peut calculer explicitement

d2v0

dy2 “
9
s2

ˆ

4
3 `

v1

E1

˙

` v2
ă 0, Ð E1

ą
9v1

|v2| s2 ´ 12 . (1.13)

Donc, si la condition sur E1 est respectée, alors v0 est une fonction convexe (pour v convexe) et ne peut être
0 que proche de ses extrémités. Or, on a aussi la condition E1

ě 0, qui est plus fortes aux deux extrémités.
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Pour terminer, notons que bien que le choix de v0 soit ici arbitraire, les équations du mou-
vement ont tendance à sélectionner une fonction symétrique pour v0 et antisymétrique pour
E. La raison en est que lorsque s0 " 1, la primitive de E est simplement

?
2v0, donc les par-

ties symétriques et antisymétriques de E et v0 sont interchangées ; or les conditions frontières
favorisent la partie symétrique de v0 et celle antisymétrique que E. Une meilleure approxi-
mation serait alors

v0pyq “
1
2 pvpyq ` vpy˚

F ` y˚
T ´ yqq ´

pv˚
F ` v˚

T q

2 ` Op∆vq, (1.14)

Epyq “
1
2 pvpyq ´ vpy˚

F ` y˚
T ´ yqq `

pv˚
F ` v˚

T q

2 ` Op∆vq. (1.15)

De même, le terme proportionel à E dans B tend à disparaître par antisymétrie, ce qui justifie
notre assertion que B est proche de sa borne supérieure.

1.4 | Potentiel quartique

Pour toute théorie renormalisable, le potentiel le plus important est le potentiel quartique.
On peut écrire un potentiel quartique général sous la forme

v

ˆ

x “
2py ´ ȳq

∆y

˙

“

„

`

1 ´ x2˘2
´

3
4∆v

ˆ

x´
x3

3

˙

´
1 ´ 2ξ

2 ∆v, (1.16)

ȳ “
yF ` yT

2 , ∆y “ yT ´ yF , ∆v “ vF ´ vT . (1.17)

Le seul paramètre physique est ∆v : tous les autres peuvent être absorbés dans une redéfinition
des champs ou laissent l’action invariante. La forme de ξ est choisie pour être cohérent lors
de l’inclusion de la gravité. On peut choisir ȳ “ 0, ∆y “ 2 et ξ “ 1

2 . Ainsi, vpyq correspond
à un potentiel V pϕq avec deux minima distants de M , un maximum d’une hauteur µ et une
différence de potentiel entre les deux minima de ∆V . Un exemple de potentiel quartique
normalisé est présenté à la figure 1.2.

L’approximation thin-wall nous suggère de séparer le potentiel en parties symétrique et anti-
symétrique de sorte que

v0 “
`

1 ´ x2˘2
, E “

3
4∆v

ˆ

x´
x3

3

˙

. (1.18)

Il est alors facile de vérifier que cette solution satisfait les équations du mouvement. On
commence par calculer ypsq :

dy

ds
“

?
2v0 ñ ypsq “ ∆y tanh

ˆ

2
∆y ps´ s0q

˙

` ȳ. (1.19)

En inversant la relation, on peut isoler spyq :

s´ s0 “
∆y
2 tanh´1 pxq . (1.20)
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(a) Profil de l’instanton
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1
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vpyq

E

(b) Profil du potentiel

Fig. 1.2 : Solution analytique au potentiel quartique normalisé. En 1.2a, on voit le profil de
l’instanton. Notons que le champ reste longtemps près de yF avant d’effectuer une transition,
donc l’approximation thin-wall est valide. En 1.2b, la courbe en noir est le potentiel quartique
v, tandis que la courbe en gras est ´E. La différence entre les deux courbes est v0.

L’équation différentielle pour E est

dE

dy
“

3
s

?
2v0. (1.21)

Si s0 "
∆y
2µ2 , on peut approximer s „ s0, d’où on tire

E “
3
s0

ż

?
2v0dy. (1.22)

On identifie donc

s0 “
4
?

2∆y
∆v . (1.23)

La condition s0 "
∆y
2 devient donc ∆v! 8

?
2, ce qui est cohérent avec l’approximation thin-

wall. Or, pour que xF “ ´1 soit un minimum, il faut que ∆v ă 16
3 . Ainsi, l’approximation

thin-wall est toujours applicable pour un potentiel quartique, bien que les solutions subissent
des corrections de l’ordre de O

´

∆v
8

?
2

¯

. Lorsque ∆v devient trop grand, l’instanton ne se rend
plus à yT , et on doit donc utiliser un potentiel quartique « effectif », allant plutôt de yF à y˚

T

et avec un ∆v˚ plus faible.

On peut calculer la largeur du mur à partir de (1.19)

x “ tanh
ˆ

2
∆y ps´ s0q

˙

“ 1 ´ e´2 ñ σ2
mur “

s´ s0
s0

“
∆v
8
?

2
tanh´1 “

1 ´ e´2‰

. (1.24)

Pour compléter, on peut calculer exactement B, dont l’expression est

B “
2π2

3p∆vq3

ˆ

M

µ

˙4
“

128 ` p∆vq2 `

π2 ´ 6
˘‰

. (1.25)
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Cet exemple est particulièrement utile parce que même pour un potentiel non-polynomial,
on peut estimer au premier ordre le taux de transition par un calcul purement analytique.
Si le potentiel est approximable par un potentiel quartique avec des corrections d’ordre λ, la
solution quartique subit des corrections d’ordre λ également, et l’erreur globale devient de
l’ordre de ∆v`λ. En particulier, la courbe ypsq devrait ressembler à (1.19) au premier ordre,
ce qui a été remarqué dans la littérature sans explication sous-jacente [6].

1.5 | Solution dans l’espace Minkowski

Les résultats obtenus avec l’approximation thin-wall sont dans l’espace euclidien. Pour ob-
tenir la solution correspondante dans l’espace Minkowski, on doit utiliser un prolongement
analytique de la solution à x0 Ñ it. Puisque l’action euclidienne est simplement le prolonge-
ment analytique de l’action en temps Minkowski, la déformation est analytique, et la fonction
ypsq devient yps “

b

t2 ´ |~x|
2
q. Les deux branches de la raçine carrée sont équivalentes, car y

est une fonction symétrique.

La figure 1.3 est un exemple de diagramme Minkowski pour la solution analytique du potentiel
quartique. Notons que l’épaisseur de mur est proportionelle à ∆v. On s’attend à ce que le profil
de la bulle ypsq soit légèrement modifié pour un potentiel générique, mais si l’approximation
thin-wall est applicable, alors la prédiction pour le bounce doit être comparable au vrai bounce
et donc le profil doit être similaire à la solution thin-wall. Dans tous les cas, il doit s’agir
d’une fonction ressemblant à une sigmoïde à cause des conditions frontières, donc (1.19) est
une bonne approximation.

Puisque l’intérieur de la bulle est un nouveau vide, il n’y a pas d’énergie résiduelle à l’intérieur.
L’énergie contenue dans le mur est donc égale à l’énergie du volume, soit

Emur “
4πR3

3 ∆v, (1.26)

où R “ s ´ s0 pour un observateur au repos par rapport au repère de la bulle. Si ∆v est
très grand, alors suivant notre analyse précédente, x˚

T ‰ xT et l’état résultant à l’intérieur de
la bulle est un état excité du vide. Pour le modèle standard, le champ ϕ correspondrait au
boson de Higgs, et l’état excité doit s’écrire comme un courant Jϕ (voir par exemple (4.28)).
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Fig. 1.3 : Diagramme Minkowski de l’apparition d’une bulle de vrai vide (en rouge) dans un
Univers au faux vide (en vert). La transition est présentée pour un potentiel quartique avec
s0 “ 2. Notons que le profil de la bulle suit une hyperbole puisque la solution est invariante
de Lorentz.
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Compléments

1.A | Théorie quantique des champs en temps euclidien

La théorie quantique des champs s’exprime naturellement sur une métrique euclidienne. Pre-
nons comme point de départ la fonction de partition

ZErJs “

ż

Dϕ exp
„

´

ż

ddxE pLE ´ Jϕq {~


, (1.27)

où ϕ correspond à l’ensemble des champs de la théorie. Alors, en prenant la continuation
analytique au temps Minkowski x0

E Ñ ix0, on obtient la fonction de partition sur l’espace
Minkowski avec la bonne prescription pour évaluer les corrélateurs de la théorie :

ZErJs Ñ ZrJs “

ż

Dϕ exp
„

i

ż

ddx pL ` Jϕq {~


, (1.28)

DF ppEq „
1

p2
E `m2 Ñ DF ppq „

1
p2 ´m2 ´ iε

. (1.29)

Cette approche est notamment utilisée en théorie des cordes pour définir l’intégrale de chemin
sur la métrique, parce que la mesure de l’ensemble des métriques de signature mixte (e.g.
p` ´ ´´q) est mal définie pour les métriques singulières.

L’expression (1.27) suggère une analogie avec la physique statistique. Par exemple, si l’on
interprète ϕ comme une fluctuation du spin et J comme une source magnétique, on trouve
que Z correspond à l’énergie libre de Gibbs pour un milieu ferromagnétique.

1.B | Approximation semi-classique

En interprétant l’équation (1.27) comme une fonction de partition standard, la probabilité de
transition d’un faux vide φF vers le vrai vide φT est

P pφF Ñ φT |φ0 “ φF q “
P pφF Ñ φT q

P pφ0 “ φF q
“

şϕT

ϕF
Dϕe´SErϕs{~

Z

Z
şϕF

ϕF
Dϕe´SErϕs{~

. (1.30)

Dans la limite semi-classique où ~ Ñ 0, la principale contribution à l’intégrale de chemin est
donnée par la trajectoire classique

Γ{V “ lim
~Ñ0

P pφF Ñ φT |φ0 “ φF q “
A1e

´SErϕF ÑT,cls{~

A2e´SErϕF,cls{~
“ Ae´B{~, (1.31)
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où B “ SErϕFÑT,cls ´ SErϕF,cls est le bounce. Ici, A correspond à un coefficient déterminé
par l’intégrale sur les isométries de la métrique 11 (de mesure nulle).

1.C | Généralisation à plusieurs champs

Le formalisme du système (1.10) est directement applicable au cas avec plusieurs champs. En
effet, considérons l’action d’un modèle sigma non-linéaire

SE “

ż
„

1
2BµyiB

µyi ` vpyiy
iq



d4xE , (1.32)

où le champ yi est dans une représentation d’un groupe SOpNq. Dans ce cas, on définit encore

v0 “
1
2BµyiB

µyi ”
1
2

ˆ

dy

ds

˙2
. (1.33)

On peut encore une fois montrer que la contribution principale au bounce est invariante sous
SOpNq [7], donc les équations du mouvement sont les mêmes, mais on doit choisir le chemin
ypsq qui minimise l’action. Plusieurs résultats analytiques offrent des bornes sur S [8, 9], et
des outils numériques ont été développés pour analyser ces cas plus spécifiquement [10].

11. Dans ce cas, il s’agit d’un déterminant fonctionnel relié au groupe de Lorentz.
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2

Effets de la gravité

Ce chapitre couvre l’inclusion de la gravité dans le modèle présenté au chapitre 1, en suivant
et en généralisant les résultats de [11]. Si les effets de la gravité sont négligeables à l’échelle
de la physique des particules, ils peuvent avoir un effet dramatique aux énergies élevées qui
interviennent dans la stabilité du vide électrofaible. Plus fondamentalement, étant donné le
peu de choses que l’on connait sur la gravité quantique, il est intéressant d’étudier comment la
gravité, déjà au niveau semi-classique, modifie l’analyse du chapitre précédent. Nous verrons
que son inclusion présente des difficultés qui font du modèle un cas pathologique pour étudier
la gravité quantique.

L’analyse des corrections dues à la gravité n’est pas une nouveauté. Plusieurs analyses ont
montré que la gravité stabilise le vide, et obtiennent des résultats cohérents avec les nôtres
(voir par exemple [6, 12–20]). Une des leçons du chapitre précédent est que l’instanton utilise
l’énergie gagnée dans la transition au vrai minimum sur le volume de la bulle pour accélérer
le processus de transition. Le rayon de la bulle à sa matérialisation est ainsi déterminé par
un équilibre entre l’énergie de surface versus l’énergie dans son volume. Ainsi, même dans la
limite ∆v Ñ 0, on peut obtenir une transition en prenant un très grand rayon. La gravité
modifie la relation entre l’énergie du volume et de la surface ; dans certains cas, elle empêche
de trouver une bulle suffisamment grande pour satisfaire les équations du mouvement.

2.1 | Modèle incluant la gravité

On modifie le lagrangien (1.1) en ajoutant le terme standard de relativité générale 1

Srϕ, gµνs “

ż
„

1
2∇µϕ∇µϕ´ V pϕq ´

m2
P

2 R



?
´gddx, (2.1)

où m2
P “ p8πGN q

´1
“ M2

P { p8πq est la masse de Planck réduite (pour d “ 4), M2
P “ G´1

N

est la masse de Planck et R est le scalaire de Ricci. Comme précédemment, on peut écrire la

1. On suit la convention de physique des particules pour la métrique, où la signature est ` ´ ´´.
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probabilité de transition dans la limite semi-classique comme 2

Γ{V “ Ae´B{~ r1 ` Op~qs , B “ SEpϕF Ñ ϕT q ´ SEpϕF q. (2.2)

Toutefois, maintenant le coefficient A n’est plus calculable exactement car la théorie est non-
renormalisable 3. L’action euclidienne est

SErϕs “

ż

«

1
2g

µν
E BµϕBνϕ` V pϕq ´

m2
p

2 R

ff

?
gEd

dx. (2.3)

On suppose que la contribution maximale à l’amplitude de transition est invariante de Lorentz,
donc on choisit la métrique

gµνdx
µ b dxν “ dz2 ` ρ2pzqdΩ2

d´1. (2.4)

Cette hypothèse n’est pas démontrée dans le cas avec gravité, mais il n’existe pas de contre-
exemple ou d’argument permettant de douter de sa validité à ma connaissance. Pour trouver
les équations du mouvement, il faut faire varier l’action selon ϕ et ρ. Il est utile de savoir que
δR “ Rµνδg

µν et que

L “
1

?
g

∇µ p
?
ggµν∇νq “ B2

z `
pd´ 1q

ρ
9ρBz. (2.5)

Rµνdx
µdxν “ ´pd´ 1q

:ρ

ρ
dz2 `

“

2
`

1 ´ 9ρ2˘

´ :ρρ
‰

dΩ2, (2.6)

R “ ´2pd´ 1q
:ρρ` 9ρ2 ´ 1

ρ2 , (2.7)

avec L l’opérateur de Laplace-Beltrami et 9ρ ” Bzρ.

On adimensionalise le problème en introduisant les paramètres sans dimensions

y “ ϕ{M
d´2

2 , vpyq “ V pϕpyqq{µd,

r “

ˆ

µd

Md´2

˙1{2
ρ, s “

ˆ

µd

Md´2

˙1{2
z, κ2 “

Md´2

pd´ 1qm2
P

. (2.8)

Notons que κ2 9 GN contrôle la force de l’interaction gravitationnelle. Les exposants de M et
µ sont choisis de telle sorte que rM s “ rµs “ 1. Les équations du mouvement sont maintenant

$

’

’

’

&

’

’

’

%

d2y

ds2 `
pd´ 1q

r

dr

ds

dy

ds
“
dv

dy
,

ˆ

dr

ds

˙2
“ 1 ` κ2r2E,

(2.9a)

(2.9b)

2. Cette équation n’est pas justifiée à partir de principes fondamentaux, mais plutôt comme une généralisation
naturelle du cas sans gravité. En effet, l’absence d’une définition appropriée de l’énergie dans un espace courbé
et le traitement des modes négatifs font partie des difficultés qui empêchent de prouver le résultat [21, 22].

3. Un argument simple pour supporter cette assertion est de remarquer que la dimension de rGN s “ 2 ´ d
dans le lagrangien est négative pour d ą 2, ce qui implique que le nombre de diagrammes divergents est infini.
Pour une discussion pédagogique du problème de non-renormalisabilité de la gravité, voir [23].
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avec encore

v “ v0 ´ E, v0 “
1
2

ˆ

dy

ds

˙2
. (2.10)

Les conditions frontières sur y sont yps0q “ y˚
T , ypsmaxq “ y˚

F , avec y1ps0q “ y1psmaxq “ 0.
Or, on a maintenant une nouvelle variable r qui modifie sensiblement notre analyse. Les
coordonnées sphériques nous imposent que r ě 0, donc le mouvement doit s’arrêter si r “ 0.
Puisque le point initial est rps0q “ 0, il y a deux cas possibles : soit comme précédemment
rpsmaxq “ 8 et le bounce est non-compact, ou alors rpsmaxq “ 0, auquel cas le bounce est
compact et se termine à un smax ă 8. Il est alors intéressant de remarquer qu’on peut avoir
y˚
F ‰ yF , car même si le champ n’est pas stable au minimum de v, il satisfait les équations

du mouvement. On dit alors que le système est thermique, car le système doit atteindre le
point y˚

F avant d’effectuer une transition. La différence de potentiel v˚
F ´ vF correspond alors

à une énergie d’activation, ce qui réduit significativement la probabilité de transition si la
température est faible.

Pour compléter, l’action euclidienne s’exprime sous la forme simplifiée

SE “ ´
2Sd´1
κ2

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2
»

–

smax
ż

s0

«

pd´ 2q

2 rd´3
ˆ

dr

ds

˙2
´ κ2rd´1v0

ff

ds´
rd´2

max
2

dr

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

smax

fi

fl ,

(2.11)

où l’on a utilisé l’équation du mouvement (2.9), et Sd´1 “ 2πd{2

Γ
´

d
2

¯ est l’aire d’une pd´1q-sphère.

Tel que mentionné, la non-renormalisibilité de la théorie empêche de calculer exactement A,
mais le calcul sans gravité permet d’obtenir un estimé. Suivant [3], on a

A „ rlongueurs
´dBd{2 „ Md

ˆ

M

µ

˙d2pd´2q{4
. (2.12)

2.2 | Solutions particulières

On veut maintenant distinguer les cas où le bounce est compact ou non-compact. On peut
résoudre les équations du mouvement pour le cas où y “ yF,T est fixe. Alors, la première
équation devient triviale et on trouve 3 solutions possibles, qui correspondent respectivement
à l’espace de Sitter (dS), Minkowski et Anti-de Sitter (AdS) :

rdSpsq “ r̃ sin ps{r̃q, rMpsq “ s, rAdSpsq “ r̃ sinh ps{r̃q, (2.13)
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où r̃ “
`

κ
a

|vF,T |
˘´1 est le rayon de courbure de l’espace. On peut calculer l’action associée

à partir de l’équation (2.11), ce qui donne

SdS “ ´
2Sd´1
κ2

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2 ?
πΓ

`

d
2

˘

2Γ
`

d`1
2

˘ r̃d´2 “ ´
Sdr̃

d´2

κ2

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2
, (2.14)

SM “ 0, (2.15)

SAdS “ ´
2Sd´1
κ2

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2
«

d´ 2
2

r̃d´2

3

˜

Γ
`5

2
˘

Γ
`

d´2
2

˘

Γ
`

d`1
2

˘ ´

„

1 `
r2

max
r̃2

3{2
Fd

¸

´
rd´2

max
2

dr

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

smax

ff

.

(2.16)

Le facteur Fdprq est

Fdprq “ 2F1

ˆ

4 ´ d

2 ,
3
2; 5

2; 1 ` r2
max{r̃2

˙

, F4prq “ 1. (2.17)

Rappelons que pour AdS et Minkowski, rmax “ 8.

Dans la limite où vF Ñ 0, l’espace de de Sitter devient plat mais avec des conditions frontières
différentes de Minkowski, et effectivement lim

vF Ñ0
SdS “ ´8 diverge pour d ą 2, ce qui est

toujours le cas puisque l’espace est défini en dimension d ě 3, car il est topologiquement
équivalent à RˆSd´1 (à d “ 2, l’espace est non-connecté). Dans le cas anti-de Sitter, la limite
vF Ñ 0 correspond à l’espace Minkowski. Pour le vérifier, on utilise l’identité

2F1pa, b; c;xq “
ΓpcqΓpc´ a´ bq

Γpc´ aqΓpc´ bq
2F1pa, b; a` b´ c` 1; 1 ´ xq

`
ΓpcqΓpa` b´ cq

ΓpaqΓpbq
p1 ´ xq

c´a´b
2F1pc´ a, c´ b; c´ a´ b` 1; 1 ´ xq ,

(2.18)

qui est la formule (2.3.13) de [24]. Alors,

Fd “
Γp5

2qΓ
`

d´2
2

˘

Γ
`

d`1
2

˘ 2F1

ˆ

4 ´ d

2 ,
3
2; 4 ´ d

2 ; ´
r2

max
r̃2

˙

`

ˆ

´
r2

max
r̃2

˙

d´2
2 Γp5

2qΓ
`2´d

2
˘

Γ
`4´d

2
˘

Γ
`3

2
˘2F1

ˆ

d` 1
2 , 1; d´ 4

2 ; ´
r2

max
r̃2

˙

. (2.19)

En prenant la limite r̃2 Ñ 8, il nous reste des fonctions hypergéométriques évaluées en 0,
ce qui donne toujours 1. Le premier terme annule le terme constant de SAdS, alors que le
deuxième annule le terme de frontière. Il reste alors

lim
vF Ñ0

SAdS “ 0 “ SM. (2.20)

L’instanton doit être asymptotique à ces solutions pour que le bounce soit fini et que la
transition se produise avec une probabilité non-nulle. Il y a donc trois classes d’instantons
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à étudier 4 : dS Ñ dS, dS Ñ AdS et AdS Ñ AdS, où AdS contient le cas limite de l’espace
Minkowski. Les deux scénarios qui ont un intérêt phénoménologique évident sont ceux où soit
1) nous sommes dans un vide métastable qui pourrait se désexciter vers un vide de plus faible
énergie ou 2) nous sommes dans un vide résultant d’une transition. Dans le premier cas, on
s’intéresse aux transitions dS Ñ AdS ; dans le deuxième, dS Ñ dS. Puisque les conditions
frontières sont les mêmes, une étude des instantons compacts couvre les deux cas.

Le bounce prend une forme différente selon la classe de solution (Bc compact pour dS, et Bnc

non compact pour Minkowski et AdS) :

Bc “

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2
»

–´
2Sd´1
κ2

¨

˝

smax
ż

s0

d´ 2
2 rd´3

ˆ

dr

ds

˙2
´ κ2rd´1v0ds

˛

‚ `
Sdr̃

d´2

κ2

fi

fl , (2.21)

Bnc “ ´
2Sd´1
κ2

ˆ

M

µ

˙dpd´2q{2
»

–

smax
ż

s0

pd´ 2q

2 rd´3
ˆ

dr

ds

˙2
´ κ2rd´1v0ds

´
d´ 2

2
r̃d´2

3

˜

Γ
`5

2
˘

Γ
`

d´2
2

˘

Γ
`

d`1
2

˘ ´

„

1 `
r2

max
r̃2

3{2
Fd

¸ff

. (2.22)

Les transitions vers AdS en général sont problématiques, car l’espace est instable : une petite
perturbation entraîne un scénario Big Crunch. En particulier, les fluctuations quantiques
empêchent le vide de se stabiliser dans AdS et confèrent une durée de vie à l’espace résultant
de l’ordre de Λ “

´

κ
?

∆v
¯´1

(pour une différence de potentiel de l’ordre de 1GeV, on parle
ici de microsecondes).

Dans le cas des instantons compacts un autre problème survient. Si l’on interprète l’entropie
SdS „ kB ln Ω comme le logarithme du nombre d’états accessibles, on se retrouve avec un
espace de Hilbert de dimension finie (voir l’annexe 2.B). La justification usuelle est que la
gravité introduit une densité d’énergie maximale correspondant au rayon de Sitter, ce qui
limite le nombre de degrés de liberté nécessaires pour décrire un état général. Une transition
de dS vers AdS donnerait un état possédant un nombre infini de degrés de liberté (dans AdS)
à partir d’un système comportant un nombre fini de degrés de liberté, d’où l’incohérence.

Une solution à ce paradoxe survient si B „ SdS, auquel cas on peut réinterpréter la probabilité
de transition comme une probabilité de récurrence vers un état de faible entropie. L’action
de l’instanton est comparable à l’action d’une trajectoire aléatoire, donc on suppose que
l’instanton correspond à une trajectoire aléatoire parmi tant d’autres. Dans ce cas, le champ
n’est pas stable à ϕT , car son évolution n’est pas dominée par la solution classique. Plutôt,
sous l’effet des fluctuations statistiques le champ ϕ s’approche de ϕT dans une (petite) région
de l’espace avant de revenir à dS. Il n’y a pas de transition, donc pas de problème ; pendant

4. La transition inverse AdS Ñ dS est impossible, car le bounce est non-compact, donc la probabilité de
transition est nulle.
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un instant, l’espace ressemble alors localement à AdS, mais il n’y a pas de propagation, et le
champ n’est pas stable.

Une autre solution à ce paradoxe est proposée par la correspondance AdS/CFT [25]. On
peut alors interpréter l’espace AdS à l’intérieur de la bulle comme l’espace dual d’une théorie
conforme des champs (CFT) sur le mur de la bulle. Le fait que l’espace AdS ne s’étende pas
jusqu’à l’infini suggère que la CFT correspondante possède une coupure ultraviolette (UV),
ce qui donne un nombre de degrés de liberté fini.

2.3 | Reformulation du problème

On s’intéresse aux instantons compacts. Notre stratégie pour obtenir de l’information sur le
système (2.9) sera d’utiliser une combinaison de résultats analytiques et numériques. D’abord,
on veut appliquer l’approximation thin-wall au cas avec la gravité pour comprendre la struc-
ture de l’espace des solutions en fonction des paramètres de notre modèle. Ensuite, nous
vérifierons ces résultats numériquement, et nous étendrons notre analyse aux situations où
l’approximation ne tient pas.

En prévision des méthodes numériques, commençons par expliciter les échelles du problème.
On peut introduire r “ r

r̃ , avec r̃ le rayon de l’espace de de Sitter à yF , de manière à ce que
0 ď r ď 1. Les échelles de E et x dépendent des constantes d’adimensionnalisation et peuvent
être fixées de telle sorte que les valeurs soient de l’ordre de 1. Il y a deux autres paramètres
dans notre problème : κ qui contrôle la force de la gravité, et vF la densité d’énergie du faux
vide (qui est reliée à la constante cosmologique). L’échelle de κ sera examinée à la section 2.4.
On peut paramétriser v comme

vpy, ξq “ vpyq ´ p1 ´ ξq vF ´ ξvT , ξ “
vF
∆v , (2.23)

où ξ contrôle la densité du faux vide : ξ “ 0 correspond à dSvF Ñ0 Ñ AdS et ξ “ 1 correspond
à dS Ñ M.

Il est utile de réexprimer le système (2.9) en termes de y pour éliminer complètement s. En
utilisant dy

ds “
?

2v0 et la dérivée en chaîne, on peut ramener le système à deux équations du
premier ordre :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dE

dy
“ ˘

d´ 1
r̃

1
r

a

1 ` r2E{vF
a

2 rv ` Es,

dr
dy

“ ¯
1
r̃

d

1 ` r2E{vF
2 rv ` Es

.

(2.24a)

(2.24b)

Les conditions frontières sont rpy˚
F q “ rpy˚

T q “ 0, Epy˚
F q “ ´v˚

F et Epy˚
T q “ ´v˚

T . Le com-
portement aux frontières de E1 et r1 n’est plus aussi clair. On s’attend à ce que E1 soit fini
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et r1 diverge : l’instanton interpole entre deux valeurs finies pendant que r devient asymp-
totique au background. Heureusement, on peut intégrer analytiquement la partie singulière
mais triviale de la solution pour r aux frontières (cf. section 2.5) et intégrer la partie non-
triviale numériquement.

Sans même résoudre les équations du mouvement, on peut déjà identifier 3 différents régimes
de solutions. En effet, puisque r revient à 0, il doit y avoir un point y˘ où r1 change de signe.
Or, v0 ě 0 par définition, donc le signe doit venir du facteur

a

1 ` r2E{vF . En particulier,
ce terme doit passer par zéro à r2

maxEmin{vF “ ´1, ou encore Emin “ ´vF {rmax. Selon la
position de ce point (à yF , entre yF et yT , ou le cas limite), les solutions auront un profil
différent. Examinons les trois cas.

2.3.1 | Cas y˘ Ñ yF

Si y˘ Ñ yF , alors la solution devient asymptotique à l’espace de de Sitter avant de changer
de signe : l’instanton est asymptotique à la solution de Sitter pendant un temps s{r̃ ě π{2
et donc la transition se produit après le maximum de rdS “ sin s{r̃. Aussi, rmax Ñ 1, alors
Emin Ñ ´vF “ EpyF q, ce qui implique bien que y˘ Ñ yF , et donc y˚

F ď y˘ Ñ yF . Puisque la
solution est asymptotique au background, on doit avoir E1pyF q Ñ 0, et r „ rdS “ sin s{r̃. De
plus, Epyq est une fonction monotone croissante de ´vF à ´v˚

T , et r une fonction monotone
décroissante. Un exemple de ce type de transition (sous-critique) est présentée à la figure 2.1.

2.3.2 | Cas y˘ ą yF

Si y˘ ą yF , alors la solution devient asymptotique à l’espace de de Sitter après avoir changé
de signe. Dans ce cas, rmax ă 1 et Emin ă ´vF . Il y a donc une période d’antifriction, et les
dérivées changent de signe à y˘. Nous verrons que y˚

F Û yF , car si le champ est initialement
asymptotiquement proche de yF , alors on retombe dans le cas précédent. Nous appellerons ce
type de transitions des transitions thermiques (ou sur-critique), car l’état du vide doit d’abord
être excité avant d’effectuer une transition. Un exemple de transition sur-critique est présenté
à la figure 2.3.

2.3.3 | Cas limite

Un cas particulier survient si
a

1 ` r2E{vF “ 0 lorsque r “ 1. Ce cas correspond à une
transition qui s’effectue exactement au maximum de la solution dS. Alors, v0 “ 0 et il y a une
solution constante r “ 1, E “ ´vF qui satisfait des conditions frontières aussi acceptables.
Cette solution est illustrée à la figure 2.2.
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Fig. 2.1 : Exemple de solution sous-critique (κ “ 0 .5κ˚). À gauche, on voit la solution pour r,
qui atteint son maximum à yF . À droite se trouve la solution pour ´E (en gras), superposée
au potentiel v.
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Fig. 2.2 : Exemple de solution critique (κ “ κ˚). À gauche, on voit la solution pour r, qui
atteint son maximum à xF . À droite se trouve la solution pour ´E (en gras), superposée au
potentiel v.
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Fig. 2.3 : Exemple de solution sur-critique (κ “ 1 .5κ˚). À gauche, on voit la solution pour r,
qui atteint un point rmax à ymax » ´0.383. À droite se trouve la solution pour ´E (en gras),
superposée au potentiel v. La courbe E atteint un minimum à ymax, avec Emin “ ´vF {r2

max.
La différence entre les courbes v et ´E est v0.
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2.4 | Théorème d’énergie positive

Il est possible d’obtenir une borne sur B analytiquement en suivant le théorème d’énergie
positive [26–28]. On commence par donner une explication heuristique du théorème à partir
des équations du mouvement avant de citer le résultat.

2.4.1 | Dérivation à partir des équations du mouvement

Considérons l’équation (2.24a). Supposons qu’au lieu de fixer v, on fixe v0 et que l’on cherche
E. On peut alors écrire

dE

dy
“
d´ 1
r̃

a

r´2 ` E{vF
?

2v0 ě
d´ 1
r̃

a

1 ` E{vF
?

2v0, 0 ď r ď 1. (2.25)

Sous cette forme, l’équation différentielle est séparable, et la solution est

a

Epyq ` vF ´
a

vF ´ v˚
F ě

pd´ 1qκSf pyq

2 , Sf pyq “

y
ż

y˚
F

a

2v0py1qdy1. (2.26)

Le nom Sf est choisi, car le terme correspond à l’action (euclidienne) d’un champ dans le
potentiel v0 :

Sf py˚
T q “

y˚
T

ż

y˚
F

a

2v0pyqdy “

smax
ż

s0

2v0pyqds “

smax
ż

s0

«

1
2

ˆ

dy

ds

˙2
` v0

ff

ds. (2.27)

L’équation (2.26) tient pour tout y ; en particulier, elle tient à y˚
T , où E “ ´v˚

T et

a

´v˚
T ` vF ´

a

vF ´ v˚
F “

a

vF ´ v˚
F

«
d

1 `
v˚
F ´ v˚

T

vF ´ v˚
F

´ 1
ff

. (2.28)

L’inégalité devient

a

vF ´ v˚
F

«
d

1 `
v˚
F ´ v˚

T

vF ´ v˚
F

´ 1
ff

ě
pd´ 1qκSf py˚

T q

2 , (2.29)

ce qui nous mène à

κ ď κ˚py˚
F q “

2
a

vF ´ v˚
F

pd´ 1qSf py˚
T q

«
d

1 `
v˚
F ´ v˚

T

vF ´ v˚
F

´ 1
ff

. (2.30)

Le cas qui nous intéresse est lorsque y˚
F Ñ yF . En prenant la limite, on obtient le résultat

principal

κ˚ “
2
?

∆v˚

pd´ 1qSf py˚
T q
. (2.31)
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Que signifie ce résultat ? En fixant v0, on trouve la friction minimale engendrée par l’instan-
ton pour que les équations du mouvement soient satisfaites, ce qui correspond à une borne
minimale sur E. Puisque la friction dépend également du paramètre κ, on peut déterminer le
paramètre κ˚ correspondant à cette borne. Autrement dit, pour κ ą κ˚, il y a trop de fric-
tion et E ne peut pas satisfaire les conditions frontières sans avoir une période d’anti-friction,
c’est-à-dire que ymax ‰ yF . Dans ce cas, E diminue jusqu’à Emin à y˘, puis remonte pour
atteindre ´v˚

T en y˚
T .

Notons qu’il n’y a pas de limite correspondante dans le cas sans gravité, car on peut rendre
le terme de friction est aussi petit que désiré. Ici, la taille (finie) de l’univers impose une
contrainte sur le rayon de la bulle, et donc une friction minimale 5.

Cette observation a des conséquences substantielles : elle signale une transition de phase.
Il existe deux régimes distincts où le profil de l’instanton est qualitativement différent, et
un point critique κc qui correspond à la solution critique. Dans les faits, pour satisfaire les
équations du mouvement, r ă 1 @y (sauf à yF pour la solution critique), donc la borne n’est
jamais saturée et κc ă κ˚.

Les trois cas identifiés précédemment correspondent respectivement aux trois régimes κ ă κc,
κ ą κc et κ “ κc. Dans la région sous-critique, la solution ressemble au cas sans gravité. Dans
la région surcritique κ ą κc, la gravité empêche l’instanton d’atteindre yF car la friction est
trop importante, et donc le profil de la solution change. Un paramètre d’ordre émerge de la
transition de phase : y˚

F qui doit être différent de yF 6. Le cas κ “ κc est défini comme le cas
limite où r “ 1 à yF et un exemple est présenté à la figure 2.2.

Finalement, il y a deux précisions à faire sur cette discussion. Premièrement, la justification
pour prendre la limite y˚

F Ñ yF à l’équation (2.31) suit de notre discussion sur le cas limite.
Par définition, le cas κ “ κc correspond à la transition où r Ñ 1, ce qui implique directement
que y˚

F Ñ yF . Deuxièmement, nous avons pris soin de ne pas écrire que y˚
F “ yF , ce qui est

faux. Puisque l’instanton est compact, il se termine à un temps smax ă 8 avant d’atteindre
yF , même dans le cas sous-critique. De plus, une étude (numérique) de y˚

F pκq montre qu’il n’y
a pas de discontinuité à κ “ κc ; au contraire, le point ne semble pas afficher de particularité,
bien que la solution subit un changement qualitatif.

2.4.2 | Théorème d’énergie positive

Le théorème d’énergie positive est relié à κ˚. Le résultat est basé sur un théorème de Schön et
Yau [29], repris par Witten [26], qui démontre que l’espace Minkowski est l’espace d’énergie

5. L’espace de de Sitter est compact en temps euclidien. Voir l’annexe 2.A pour un résumé des propriétés de
l’espace de de Sitter.

6. De manière équivalente, on pourrait choisir ymax comme paramètre d’ordre.
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minimale en relativité générale classique avec supersymétrie, et qu’il n’est donc pas sujet à
des transitions vers d’autres minima (peu importe le mécanisme). Ce résultat est un exemple
d’une borne de type Bogomol’nyi–Prasad–Sommerfield (BPS). Le théorème fut repris par
Boucher [27], qui étendit le théorème au cas non-supersymétrique, sous certaines contraintes.
Finalement, Abbott et Park [28] ont appliqué l’argument au problème de stabilité du vide et
ont obtenu une contrainte sur le potentiel

∆v ď
9
4κ

2S2
f `

“

´9κ2vF
‰1{2

Sf , d “ 4. (2.32)

Cette contrainte se simplifie à y˚
T pour donner

1 ď α ` r´4αξs
1{2 , α “

ˆ

κ

κ˚

˙2
, (2.33)

ou encore

pα ´ 1q
2

` 4αξ ě 0, ξ ě 0. (2.34)

Le théorème est valide pour le cas ξ “ 0, ce qui implique donc que α ě 1. Pour ξ ě 0, ces
contraintes sont équivalentes à α ě 1, c’est-à-dire κ ě κ˚. Ainsi, pour κ ě κ˚, la conclusion
du théorème est que l’espace Minkowski est stable. Nous verrons qu’un résultat semblable
apparaît également dans l’espace de de Sitter lorsqu’on calcule le bounce (cf. section 2.6). En
effet, en reprenant l’argument de l’équation (2.26) à l’envers, on peut déduire que si

E ` v˚
F ď

pd´ 1q
2

4 κ2S2
f `

b

´ pd´ 1q
2 κ2 pv˚

F ´ vF qSf , (2.35)

alors κ ą κc. Dans le cas où vF Ñ 0, on retombe sur le cas limite Minkowski et on peut
montrer que l’espace est stable, ce qui est le résultat du théorème d’énergie positive. Dans le
cas où l’inégalité n’est pas respectée, on ne peut pas conclure.

2.4.3 | Notes sur la dérivation 2.4.1

La dérivation de (2.31) offre plus qu’une justification au théorème d’énergie positive. Puisque
le théorème d’énergie positive ne fait aucune hypothèse sur le mécanisme par lequel l’espace
est instable, le fait que le même critère de stabilité puisse être obtenu à partir des équations
du mouvement pour un instanton avec invariance de Lorentz est un argument non-trivial pour
supporter l’hypothèse que la contribution maximale à l’action est effectivement invariante de
Lorentz.

De plus, puisque le résultat (2.30) est valide pour un bounce compact, il est applicable pour un
espace de de Sitter, contrairement au théorème d’énergie positive qui est restreint à l’espace
Minkowski. En utilisant ce résultat, on peut calculer la correction à κc lorsque ξ ‰ 0.
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2.4.4 | Estimation de κc

Supposons que l’on ait la solution pour κ˚. On peut alors estimer la valeur de κc en calculant
les corrections à κ˚. En développant (2.25) en série de puissance, on a

d pE0 ` E1q

dy
»
d´ 1
r̃

«

a

1 ` E0{vF `
1 ´ r

a

1 ` E0{vF
` Op1 ´ rq2

ff

?
2v0. (2.36)

On utilisant la solution (2.26) avec y˚
F Ñ yF , on trouve

a

1 ` E0{vF “
pd´ 1qκ˚Sf

2?
vF

ñ E1 »
2vF
Sf

y
ż

y˚
F

p1 ´ rq
?

2v0dy
1 (2.37)

L’intégrale s’assimile à une valeur moyenne

xAy “
1
Sf

y˚
T

ż

y˚
F

A
?

2v0dy. (2.38)

En ajoutant la correction à la solution, on obtient
a

E0 ` E1

ˇ

ˇ

ˇ

y˚
T

»
?

∆v˚ r1 ` ξ˚x1 ´ rys ě
pd´ 1qκ˚Sf pyq

2 , ξ˚ “
v˚
F

∆v˚
, (2.39)

soit

κc » κ˚ r1 ´ ξ˚x1 ´ rys ´ O p1 ´ rq
2 . (2.40)

Si on pouvait montrer que les corrections sont une fonction de Enpx1 ´ ryξ˚q, alors dans la
limite ξ˚ Ñ 0, κc “ κ˚.

2.5 | Solutions asymptotiques

Il nous manque un élément essentiel pour s’attaquer aux problèmes numériques : les solutions
aux frontières. Les solutions sont asymptotiques aux solutions particulières pour l’espace de
de Sitter, Minkowski ou anti-de Sitter, donc en première approximation, on pourrait supposer
que lorsque y „ yF,T , la solution du bounce devient celle du background. Il s’avère que cette
approximation ne fonctionne pas lorsque les transitions sont thermiques, car l’instanton passe
très peu de temps proche des solutions du background.

Notre approche sera la suivante : en supposant que l’on puisse décomposer v0 en série de
Taylor, on peut calculer la solution pour r et E proche des frontières. La solution analytique
nous permet de reconstruire v, et donc d’identifier v0 et E pour un v donné en fonction des
constantes

λ ”

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dv

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y˚
F,T

, µ2 “
d2v

dy2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y˚
F,T

. (2.41)
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2.5.1 | Cas y „ yF pour une transition sous-critique κ ă κc

Proche de yF , E doit prendre la forme E “ ´vF ` δE, où δE ě 0. L’équation différentielle
pour r devient

dr
dy

“ ´
1
r̃

d

1 ` r2E{vF
2v0

ě ´
1
r̃

d

1 ´ r2

2v0
` Opξ´1q. (2.42)

L’équation est séparable et la solution est 7

rpyq ě cos

¨

˚

˝

1
r̃

y
ż

y˚
F

dy1

?
2v0

˛

‹

‚

` Opξ´1q. (2.43)

Proche de y˚
F , v0 „ 0, donc on s’attend à pouvoir écrire

v0 “ a |y ´ yF | `
b2

2 |y ´ yF |
2 . (2.44)

En introduisant

x2 “
b2

2a |y ´ y˚
F | ”

|y ´ y˚
F |

y0
, (2.45)

la solution s’exprime comme

rpxq „ cos
`

θ0 sinh´1 x
˘

, v0 “ ay0x
2p1 ` x2q, θ0 “

2
br̃
, y0 “

2a
b2 . (2.46)

Dans la limite où b Ñ 0, la solution devient r „ cos
´ ?

y´yF

ar̃

¯

. On peut procéder similairement
pour E :

dE

dy
ě
d´ 1
r̃

?
1 ´ r2

r
?

2v0 ` Opξ´1q (2.47)

ñ Epyq ` vF ě
d´ 1
r̃

ż

tan
`

θ0 sinh´1pxq
˘ ?

2v0dy (2.48)

L’intégrale se résout exactement en termes de la fonction beta incomplète Bpz ; a , bq, mais
l’expression analytique est difficile à manipuler. Il est plus simple de développer en série de
puissance et intégrer terme à terme, d’où l’on tire

Epyq ` vF ě pd´ 1qy2
0θ0b

2
ż

tan
`

θ0 sinh´1pxq
˘

x2
a

1 ` x2dx (2.49)

„
d´ 1
r̃2 |y ´ yF |

2
` O

ˆ

y ´ yF
y0

˙3
. (2.50)

7. On peut également écrire la solution avec un sin pour être cohérent avec le cas κ ą κc, mais dans ce cas
il y a un point singulier qui complique l’analyse inutilement.
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On peut donc identifier les valeurs de a et b :

vpy „ yF q „ λ |y ´ yF | `
µ2

2 |y ´ yF |
2

ñ a “ λ, b2 “ µ2 ` 2pd´ 1qκ2vF . (2.51)

La solution est donc valide pour ξ „ 1 et y´yF
y0

! 1. Pour ξ Ñ 0, r̃ Ñ 0, donc la solution
diverge, ce qui est cohérent avec le fait que l’action diverge. La constante y0 est une indication
du rayon de convergence

y0 “
λ

µ2{2 ` pd´ 1qκ2vF
. (2.52)

2.5.2 | Cas y „ y˚
F pour une transition sur-critique κ ą κc

Il y a 3 différences majeures avec le cas sous-critique : δE ă 0, y˚
F ‰ yF et r „ sin p. . . q. La

solution pour r reste donc pratiquement inchangée :

rpxq À sin
`

θ0 sinh´1 x
˘

, v0 “ ay0x
2p1 ` x2q. (2.53)

La solution pour E devient

Epyq ` vF ď ´pd´ 1qy2
0θ0b

2
ż

cot
`

θ0 sinh´1pxq
˘

x2
a

1 ` x2dx (2.54)

„ ´pd´ 1qa |y ´ y˚
F | ´

d´ 1
6

`

2 ´ θ2
0
˘ b2

2 |y ´ y˚
F |

2
´ O

ˆ

y ´ y˚
F

y0

˙3
. (2.55)

Les constantes sont

a “
λ

d
, b2 “

3µ2 ` 2d´1
r̃2

d` 2 . (2.56)

La complication qui survient est que le point y˚
F est indéterminé. On doit donc chercher y˚

F

de telle sorte que les paramètres λ et µ trouvés à ce point donnent une solution continue.

En calculant E explicitement, on trouve

E „ ´vF ´
d´ 1
d

λ |y ´ y˚
F | ´

d´ 1
d` 2

„

µ2

2 ´
1
r̃2



|y ´ y˚
F |

2
´ O

ˆ

y ´ y˚
F

y0

˙3
. (2.57)

Il semble donc que, pour qu’une solution valide existe, il faille que

µ2 “ v2py˚
F q ě 2d´ 1

r̃2 . (2.58)

Ce résultat est cohérent avec la littérature [18, 30–32]. La constante y0 est

y0 “
d` 2
d

λ

3µ2{2 ` pd´ 1q{r̃2 . (2.59)
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2.5.3 | Cas y „ y˚
T

Finalement, dans le cas où y „ y˚
T , on a E „ ´v˚

T ´ δEpy˚
T ´ yq avec δE ą 0, mais µ2 peut

être négatif si y˚
T est plus proche du maximum de v que de son minimum. Dans ce cas, on

prend la continuation analytique pour b imaginaire et la solution tient encore.

En procédant similairement, on a

dr
dy

ě ´
1
r̃

d

1 ` r2 |vT | {vF
2v0

` Opξ´1q. (2.60)

On développe encore avec

v0pyq „ a |y ´ y˚
T | `

b2

2 |y ´ y˚
T |

2 . (2.61)

En intégrant, on trouve

rpxq „

c

vF
|vT |

sinh
`

θ0 sinh´1 pxq
˘

, θ0 “
2κ

a

|vT |

b
, x2 “

|y ´ y˚
T |

y0
. (2.62)

Le facteur
b

vF
|vT |

change la normalisation de r de l’espace de de Sitter vers l’espace anti-de
Sitter. L’équation pour E est

dE

dy
ď
d´ 1
r̃

b

1 `
|vT |

vF
r2

r
?

2v0 ´ Opξ´1q. (2.63)

La solution est donc

E ` vT ě ´pd´ 1qy2
0θ0b

2
ż

coth
`

θ0 sinh´1pxq
˘

x2
a

1 ` x2dx, (2.64)

„ ´pd´ 1qa |y ´ y˚
T | ´

d´ 1
12 b2 `

2 ´ θ2
0
˘

|y ´ y˚
T |

2
` O

´

|y ´ y˚
T |

3
¯

. (2.65)

Les constantes sont alors

a “
λ

d
, b2 “

3µ2 ` 2d´1
r̃2

d` 2 , (2.66)

et la solution pour E et y0 est la même que pour le cas κ ą κc dans l’espace de de Sitter.

2.5.4 | Note

Remarquons que l’on peut prendre y0 aussi petit que souhaité en s’approchant d’un minimum
(λ Ñ 0). Dans ce cas, r devient plat :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dr
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
θ0

?
1 ` x2 Ñ 0, x " 1. (2.67)

Il s’agit de l’approximation thin-wall.

30



2.6 | Approximation thin-wall

Jusqu’à présent, nous avons décrit la forme des solutions en identifiant un point critique κc
et en analysant le comportement des solutions dans les régions κ ă κc et κ ą κc. Dans cette
section, nous développons une approche différente : en introduisant des fonctions d’essai r et
E, nous obtenons une approximation de Bc dans la limite thin-wall.

On reprend essentiellement l’analyse de la section 1.3. Supposons que la différence de potentiel
∆v! 1 est faible. Alors, puisque v0 est arbitraire, l’équation (2.24a) implique que

a

1 ` r2E{vF ! r ď 1. (2.68)

Donc, en particulier,
a

1 ` r2E{vF ! 1, et |r1| ! 1. On choisit donc une solution où rpyq “ r̄
est une constante dans la transition. Un exemple de ce comportement peut être observé aux
figures 2.1 et 2.2. L’équation du mouvement pour E » E0pyq ` Op∆vq est alors arbitraire.

2.6.1 | Calcul de l’action

On introduit les solutions d’essai r et E dans l’action Bc, et on cherche les paramètres qui
minimisent Bc. Pour comparer les solutions entre elles, commençons par introduire un ratio
sans dimensions

R “ 1 ´
Bc

SdS
“
SE py˚

F Ñ y˚
T q

SEpyF q
. (2.69)

En substituant l’équation (2.21), on peut simplifier l’expression :

R “ 2Sd´1
Sd

1
r̃d´2

smax
ż

s0

«

d´ 2
2 rd´3

ˆ

dr

ds

˙2
´ κ2rd´1v0

ff

ds (2.70)

“ 2Sd´1
Sd

r̃

»

–

d´ 2
2

smax
ż

s0

rd´3
ˆ

dr
ds

˙2
ds´ κ2

smax
ż

s0

rd´1v0ds

fi

fl (2.71)

Le premier terme est toujours positif et peut être réinterprété comme une intégrale sur r,
alors que le deuxième terme est toujours négatif. Ainsi,

R “
Sd´1
Sd

»

—

–

pd´ 2q

¿

rd´3
ˇ

ˇ

ˇ

a

1 ` r2E{vF

ˇ

ˇ

ˇ
|dr| ´

κ
?
vF

y˚
T

ż

y˚
F

rd´1?
2v0dy

fi

ffi

fl

. (2.72)

Le premier terme représente l’énergie gagnée dans la conversion du volume ; le second la
tension de surface de la bulle. Le terme

a

1 ` r2E{vF représente le facteur de correction à
la géométrie et change de signe en même temps que dr, de sorte que le produit soit toujours
positif.
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On utilise l’approximation thin-wall. On doit considérer les cas κ ă κc et κ ą κc séparément,
puisque la forme de l’instanton change.

2.6.2 | Cas κ ă κc

Dans le cas κ ă κc, on utilise le fait que y˚
F Ñ yF pour simplifier :

Rκăκc
tw “

Sd´1
Sd

»

–pd´ 2q

¨

˝

1
ż

0

`

r̄
ż

1

˛

‚ rd´3
a

1 ´ r2dr ` pd´ 2q

r̄
ż

0

rd´3

d

1 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
T

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2dr

´
κ

?
vF

y˚
T

ż

yF

rd´1?
2v0dy

fi

ffi

fl

. (2.73)

L’intégrale sur r se résout et donne
1

ż

0

rd´3
a

1 ´ r2dr “
1

2pd´ 2q

Sd
Sd´1

. (2.74)

On peut identifier κ˚ dans le dernier terme. Par anticipation du résultat, on introduit les
variables

α “

ˆ

2
d´ 2

κ

κ˚

˙2
, ξ˚ “

v˚
F

∆v˚
. (2.75)

On remplace y˚
T
yF

“
1´ξ
ξ pour obtenir

Rκăκc
tw “

1
2 `

Sd´1
Sd

pd´ 2q

»

–

r̄
ż

1

rd´3
a

1 ´ r2dr `

r̄
ż

0

rd´3

d

1 `
1 ´ ξ˚

ξ˚
r2dr ´

c

α

ξ˚

rd´1

d´ 1

fi

fl

(2.76)

On cherche r̄ qui minimise R, donc on dérive

BRκăκc
tw
Br̄

“
Sd´1
Sd

pd´ 2q

«

r̄d´3
a

1 ´ r̄2 ` r̄d´3

d

1 `
1 ´ ξ˚

ξ˚
r̄2 ´

c

α

ξ˚
r̄d´2

ff

“ 0. (2.77)

La solution est

r̄pα, ξ˚q “

«

1 `
pα ´ 1q

2

4αξ˚

ff´1{2

. (2.78)

La solution pour Rκăκc
tw s’exprime en termes de fonctions hypergéométriques

Rκăκc
tw “ 1 ´

Sd´1
Sd

r̄d´2
„

Fd
`

r̄2˘

´ Fd

ˆ

ξ˚ ´ 1
ξ˚

r̄2
˙

`
1

d´ 1

c

α

ξ˚
r̄



, (2.79)

Fdpyq “ 2F1

ˆ

´
1
2 ,
d´ 2

2 ; d2 ; y
˙

. (2.80)
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On peut vérifier que ξ˚´1
ξ˚ r̄2 ď 1 implique que pα ´ 1q2 ` 4α ě 0, ce qui est toujours vrai,

donc la fonction hypergéométrique converge toujours. La solution se simplifie sensiblement
pour d “ 4

Rκăκc
tw pα, ξ˚q “ 1 ´

1
2 p1 ´ ξ˚q

»

–1 `
α p1 ´ 2ξ˚q ´ 1

b

pα ´ 1q
2

` 4αξ˚

fi

fl , d “ 4. (2.81)

2.6.3 | Cas κ ą κc

Le cas κ ą κc est semblable, mais le point de départ est différent :

Rκąκc
tw “

Sd´1
Sd

»

–pd´ 2q

r̄
ż

0

rd´3

d

1 ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2dr ` pd´ 2q

r̄
ż

0

rd´3

d

1 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
T

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2dr

´
κ

?
vF

y˚
T

ż

y˚
F

rd´1?
2v0dy

fi

ffi

fl

. (2.82)

Notons qu’ici, y˚
F ‰ yF , donc on s’attend à avoir des corrections. La transition s’effectue avant

rmax, donc il y a un terme constant de moins. On peut réécrire R comme

Rκąκc
tw “

Sd´1
Sd

pd´ 2q

»

–

r̄
ż

0

rd´3

d

1 ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r2dr `

r̄
ż

0

rd´3

d

1 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´ ξ˚

ξ˚
r2dr

´

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F

vF

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c

α

ξ˚

rd´1

d´ 1

ff

. (2.83)

Les facteurs
ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F
vF

ˇ

ˇ

ˇ
peuvent être absorbés dans la définition de

c

ˇ

ˇ

ˇ

v˚
F
vF

ˇ

ˇ

ˇ
r Ñ t, auquel cas l’action

est semblable au cas sans corrections. Les variables sont alors

α “

ˆ

2
d´ 2

κ

κ˚

˙2
, ξ˚ “

v˚
F

∆v˚
. (2.84)

En dérivant R par rapport à r̄ comme précédement, on trouve

r̄pα, ξ˚q “

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

vF
v˚
F

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

«

1 `
pα ´ 1q

2

4αξ˚

ff´1{2

, (2.85)

ce qui est exactement le même résultat que pour κ ă κc. La solution pour R est alors

Rκąκc
tw “

Sd´1
Sd

r̄d´2

«

Fd

ˆ

v˚
F

vF
r̄2

˙

` Fd

ˆ

v˚
F

vF

ξ˚ ´ 1
ξ˚

r̄2
˙

´
1

d´ 1

c

α

ξ˚

c

v˚
F

vF
r̄

ff

, (2.86)

Fdpyq “ 2F1

ˆ

´
1
2 ,
d´ 2

2 ; d2 ; y
˙

. (2.87)
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Fig. 2.4 : Rtwpα , ξ˚q calculé dans l’approximation thin-wall.

En 4 dimensions, R se simplifie et donne

Rκąκc
tw pα, ξ˚q “

vF
v˚
F

$

&

%

1 ´
1

2 p1 ´ ξ˚q

»

–1 `
α p1 ´ 2ξ˚q ´ 1

b

pα ´ 1q
2

` 4αξ˚

fi

fl

,

.

-

, d “ 4. (2.88)

2.6.4 | Résumé

Même si les expressions de R étaient différentes au départ, on obtient les mêmes résultats
dans les deux régimes, avec une correction vF

v˚
F

dans le régime thermique qui correspond à la
probabilité de passer du vide vF à l’état v˚

F pour faire la transition. La solution thin-wall est
simplement

α “

ˆ

2
d´ 2

κ

κ˚

˙2
, ξ˚ “

v˚
F

∆v˚
, (2.89)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

r̄pα, ξ˚q “

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

vF
v˚
F

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

«

1 `
pα ´ 1q

2

4αξ˚

ff´1{2

,

Rtwpα, ξ˚q “
vF
v˚
F

$

&

%

1 ´
1

2 p1 ´ ξ˚q

»

–1 `
α p1 ´ 2ξ˚q ´ 1

b

pα ´ 1q
2

` 4αξ˚

fi

fl

,

.

-

, d “ 4.

(2.90a)

(2.90b)

L’expression de α suggère de redéfinir κ˚ pour absorber le facteur 2
d´2

8. La solution Rpα , ξq

est illustrée à la figure 2.4. Remarquons en particulier comment le comportement change
autour de α “ 1, ξ “ 0. On peut montrer que cette discontinuité signale une transition de
phase. Nous pourrons également corroborer l’exactitude du résultat en utilisant des méthodes
numériques.

8. Il n’est pas clair pourquoi l’argument du théorème d’énergie positive et cette dérivation donnent une
valeur différente pour κ˚ pour d ‰ 4.
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Finalement, la probabilité de transition est donnée par

Γ{V „ exp rSdSpR ´ 1qs, (2.91)

donc quand R „ 0, la probabilité est de l’ordre de exp p´SdSq et l’espace est stable, alors qu’il
est instable lorsque R „ 1.

2.7 | Limites d’applicabilité et régime thermique

Peu de résultats analytiques sont connus en dehors de l’approximation thin-wall. Or, comme
le laissait suggérer l’analyse du potentiel quartique sans gravité 1.4, l’approximation est ap-
plicable pour une grande région de l’espace des paramètres.

La solution (2.90) est valide si r1 ! 1 pendant la transition. En substituant la solution thin-
wall, on trouve

ξ˚ ! ξ˚
c “

α

α ´ δα
´

pα ´ 1q
2

4α , δα “
2v0
κ2

˚vF
. (2.92)

Évidemment, si δα ą α, alors la contrainte ne fait pas de sens. Pour δα ă α, la borne la
plus contraingnante est pour v0 „ 0, ce qui correspond aux frontières. Une estimation plus
significative est δα „

2
“

vH ´v˚
F `Op∆vq

‰

κ2
˚vF

, avec vH “ vpyHq le maximum du potentiel. Remarquons
que δα est une constante calculable pour un potentiel v0 donné (et approximable pour v).

La figure 2.5 présente la limite d’applicabilité de l’approximation thin-wall (2.92). Il est inté-
ressant de noter que ξ˚

maxpαmaxq “ 0, ce qui signifie que l’approximation n’est plus applicable
pour aucun ξ˚ lorsque α „ αmax. Dans ce cas, r1 Á 1 sur tout le domaine et la bulle se re-
ferme très rapidement, donc l’instanton doit interpoler entre des valeurs de champ proche de
yH : c’est le régime thermique. Dans la limite où α “ αmax, r1 “ 0 à y˚

F , ce qui signifie que
la bulle se referme au même endroit (y˚

F Ñ y˚
T “ yH) et l’instanton devient asymptotique à

la solution Hawking-Moss (HM) 9. On peut donc s’attendre à ce que la courbe ξ˚
maxpαq cor-

responde non seulement à la limite de l’approximation thin-wall, mais aussi indique la limite
des solutions Coleman-de Luccia (CdL). En effet, la probabilité de transition pour l’instanton
HM est indépendante de α et domine alors l’instanton CdL.

Dans la région ξ˚ ą ξ˚
c la solution thin-wall subit des corrections de l’ordre de

δR “
vF
v˚
F

Sd´1
Sd

»

–

d´ 2
2

¿

rd´1
ˇ

ˇ

ˇ

a

1 ` r2E{vF

ˇ

ˇ

ˇ

δE

δr
dr ´

κr̄d´2
?
vF

ˆ

pd´ 1qxδry ` r̄x
δE

2v0
y

˙

fi

fl (2.93)

Pour α ă 1, on s’attend à ce que r et E soient des fonctions impaires en x (autour de leur
valeur moyenne). Dans ce cas, la correction est faible au premier ordre donc on s’attend à

9. Voir l’annexe 2.C pour un résumé des instantons Hawking-Moss.
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Fig. 2.5 : Limite d’applicabilité de l’approximation thin-wall. À gauche se trouvent des
courbes de niveau pour différents δα. À droite, on superpose la limite pour δα “ 0 à
Rtwpα , ξ˚q.

ce que R „ Rtw. Pour α ą 1, la forme des solutions est modifiée substantiellement par la
gravité, et les corrections devraient être plus importantes.

2.8 | Contraintes sur la stabilité du vide

Nous avons maintenant une bonne compréhension du comportement de l’instanton sur tout
l’espace des paramètres. Lorsque α ă 1, l’instanton se comporte essentiellement comme dans
le cas sans gravité et R „ 1. À α ą 1, la forme de l’instanton change et le champ y doit être
excité jusqu’à un état y˚

F avant d’effectuer une transition, ce qui diminue substantiellement
la probabilité de transition autour de ξ˚ “ 0, et conséquemment R „ 0. Dans les deux cas,
lorsqu’on augmente ξ˚, on diminue le rayon de l’espace de de Sitter et les corrections dues à la
gravité quantique devraient se faire sentir davantage ; aussi atteint-on un régime thermique où
l’instanton HM domine autour de ξ˚

c . Finalement, on sait que les solutions exactes devraient
recevoir des corrections importantes dans le régime thermique, mais que Rtw devrait être une
bonne estimation pour le reste des paramètres.

On peut alors faire une observation intéressante. Rappelons que le nœud du problème est
ici que la transition dS Ñ AdS (soit le cas 0 ď ξ˚ ď 1) présente plusieurs incohérences,
mais qu’une solution est de réinterpréter la transition comme une récurrence à un état de
faible entropie. Or, pour que cette résolution soit envisageable, il faut que la probabilité de
transition soit comparable à celle d’un évènement de type récurrence de Poincaré, soit R „ 0.
On obtient alors directement deux contraintes nécessaires à la stabilité du vide :

α ą 1, ξ˚ ! ξ˚
c . (2.94)

Notons que ces définitions sont sensées, car Rtwpα ą 1 , ξ˚ ă ξ˚
c q ă Rtwp1 , 1q “ 3

4 , donc la
probabilité de transition est bornée, et elle tend vers 0 lorsque ξ˚ Ñ 0. Soulignons également
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que la condition ξ˚ ! ξ˚
c est assez forte, puisque lorsque y˚

F Ñ yH , ξ˚ Ñ 8 et α Ñ 8, ce qui
améliore la borne.

Puisque les critères (2.94) semblent nécessaires pour que la théorie soit cohérente, nous pou-
vons les élever au rang de contraintes sur l’espace des paramètres de la théorie, en postulant
qu’un mécanisme inconnu contraint les paramètres à respecter lesdites conditions. Ce point
de vue pourrait offrir une résolution au problème de la hiérarchie et de la constante cosmo-
logique : si les paramètres sont naturels dans l’espace des paramètres réduit qui respecte les
contraintes de cohérence de la théorie, alors on pourrait conclure que les problèmes de fine-
tuning sont plutôt des artéfacts de notre description naïve de la théorie. Dans une description
appropriée de la théorie, les paramètres ne sont pas libres de prendre toutes les valeurs que
notre formalisme laisserait croire, et ils y sont naturels. Il est bon de noter qu’une question
similaire peut être posée pour les théories de la supergravité, qui doivent avoir une structure
précise pour être bien définies.

Dans le cas présent, la contrainte ξ˚ ! ξ˚
c place une borne supérieure sur la densité d’énergie du

vide, et pourrait expliquer pourquoi elle est aussi faible. La contrainte α ą 1 est plus complexe
à analyser. Pour obtenir des contraintes réelles, on doit utiliser le groupe de renormalisation
pour calculer le potentiel effectif et ainsi évaluer α en fonction des paramètres renormalisables :
masse du champ, constante de couplage quartique, etc.

Terminons en apportant quelques bémols. D’abord, bien que les contraintes (2.94) décrivent
une physique importante pour les instantons CdL, postuler qu’elles sont nécessaires à la stabi-
lité de l’espace est une proposition spéculative. En effet, le fait que la théorie soit incohérente
lorsque les conditions (2.94) ne sont pas respectées n’est pas nécessairement une catastrophe,
et il est possible d’imaginer d’autres solutions. Par exemple, il est plausible qu’une théorie
de la gravité quantique vienne résoudre le paradoxe de la transition vers un minimum AdS
(par exemple avec AdS/CFT) et que les conditions dérivées ne jouent pas un rôle détermi-
nant. Quoiqu’il en soit, étant donné le peu de choses connues sur la gravité quantique, il nous
semble important d’explorer plusieurs alternatives.

Finalement, puisqu’il n’y a pas de preuve que la contribution dominante à l’action soit inva-
riante de Lorentz et que l’on traite la gravité classiquement, on ne peut pas tirer de conclu-
sions définitives quant aux conditions de stabilité des champs scalaires dans l’espace de de
Sitter. Toutefois, nous avons montré comment la théorie est incohérente si ces conditions ne
sont pas respectées, ce qui devrait suggérer une exploration plus profonde des conditions de
cohérence d’une théorie de la gravité quantique.
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Compléments

2.A | À l’intérieur de la bulle : perspective cosmologique

Les coordonnées r et Ω sont appropriées pour un observateur extérieur, car elles mettent
en évidence l’invariance de Lorentz de la solution. Dans ce cas, la métrique peut s’exprimer
comme

gµνdx
µdxν “ ds2 ` r2psqdΩ2, x2

0 ´ x2
1 ´ x2

i “ r2. (2.95)

Sous la transformation de coordonnées

x0 “
a

r2 ´ r2 sinh t{r, x1 “
a

r2 ´ r2 cosh t{r, xi “ rzi, (2.96)

on retrouve la forme standard pour les solutions maximalement symétriques (dS et AdS)
lorsque r1 “ 0 :

ˆ

1 ´
r2

r2psq

˙

dt2 ´

ˆ

1 ´
r2

r2psq

˙´1
dr2 ´ r2dΩ2. (2.97)

Ainsi, un observateur à l’intérieur de la bulle voit un Univers symétrique avec une constante
cosmologique Λ “

pd´1q
2

2r2 . Or, durant la transition r dépend de s, donc la métrique reçoit
des contributions supplémentaires. Les coordonnées naturelles sont plutôt les coordonnées
comobiles [33],

t̃ “ s “
a

t2 ´ r2, dΩ2
d´1 “ ´dχ2 ´ sinh2 χdΩ2

d´2. (2.98)

En substituant r̃2 “ sinh2 χ, la métrique devient

dt̃2 ´ r2pt̃q

„

dr̃2

1 ` r̃2 ` r̃2dΩ2


, (2.99)

ce qui est la métrique d’un univers Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) (avec
k “ ´1). Il est intéressant, d’un point de vue cosmologique, de voir apparaître un univers
FLRW à partir d’un processus dynamique. En particulier, on pourrait se demander si la forme
de rpsq permettrait d’expliquer certains problèmes cosmologiques, par exemple l’accélération
de l’expansion de l’Univers.

Une des difficultés pour approcher un tel scénario est qu’ils génèrent une inflation perpé-
tuelle : puisque les bulles de vrai vide apparaissent dans un Univers déjà en expansion et
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que l’Univers croît plus vite qu’elles, elles ne parviennent pas à recouvrir l’Univers entier et
arrêter l’inflation partout. Cette possibilité n’est pas invalidée, seulement elle est similaire au
principe anthropique de Weinberg (cf. 4.5.3) et n’est pas très satisfaisante.

Un problème plus pressant est que le processus de nucléation devrait générer un Univers
fractal sous l’interaction de plusieurs bulles. Or, l’Univers est remarquablement homogène
à grandes échelles. Pour résoudre cette question, il serait intéressant de mieux comprendre
la dynamique des bulles lors de l’interaction, et possiblement comment en détecter les ondes
gravitationnelles [34, 35].

Finalement, puisque la transition dans l’espace de de Sitter est réversible, on s’attendrait à ce
que certaines régions de l’Univers ne soient pas au même vide électrofaible, ce qui n’est pas
observé.

2.B | Ensemble thermique et espace de de Sitter

L’espace de de Sitter peut s’écrire comme (2.97) en coordonnées statiques (indépendantes de
t), et possède un horizon cosmologique à r “ r. Il est donc défini comme un hyperboloïde dans
un espace Minkowski d’une dimension supplémentaire par la contrainte x2

0 ´ x2
1 ´ x2

i “ r2.
En particulier, on remarque que si on remplace t Ñ iτ dans (2.96), alors la coordonnée τ (le
temps euclidien) est périodique avec une période r.

Une autre interprétation pour cette équation est d’imaginer un observateur subissant une
accélération constante r. Sa trajectoire suit alors le même hyperboloïde, ce qui est connu
sous le nom des coordonnées de Rindler. Dans ce cas, l’observateur voit un flot de particules
incident, qu’il peut interpréter comme un univers Minkowski à une température non-nulle
T “ r´1 : c’est l’effet Unruh.

En interprétant l’espace de de Sitter comme un ensemble thermique dans Minkowski, la notion
d’entropie est bien définie et correspond au logarithme du nombre d’états accessibles sur la
couche 10 r, ce qui est un bon argument pour interpréter les instantons CdL rares comme une
récurrence de Poincaré. En l’occurance, on obtient la relation SdS “ A

4GN
“ ´SdS (voir [36]).

En fonction des échelles significatives, on trouve alors

τCdL
r̃dS

„

ˆ

τPR
r̃dS

˙1´R

, (2.100)

où τPR est le temps de récurrence de Poincaré. On peut comparer cette échelle au temps pour
qu’un trou noir de taille maximal apparaisse, qui est de l’ordre de τBH

r̃dS
„

´

τP R
r̃dS

¯1{3
, donc pour

R ă 2
3 , on pourrait parler de récurrence à un état de faible entropie.

10. On peut penser que cette entropie correspond à l’entropie d’intrication reliée à l’accélération de l’obser-
vateur sur la trajectoire de Rindler.
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Il serait intéressant de voir si on peut pousser l’analogie plus loin jusqu’à une température
négative pour l’espace AdS, et s’il est possible de faire le lien avec la correspondance AdS/CFT.
Également, il serait intéressant d’étudier comment les perturbations à l’espace de de Sitter
se réflètent dans Minkowski. Plus précisément, est-il possible d’interpréter ces perturbations
comme une déformation du plongement dans l’espace Minkowski ?

2.C | Instanton Hawking-Moss

Les instantons Hawking-Moss correspondent à une solution particulière des équations du
mouvement, d’abord identifiée dans [37]. Le champ y effectue une transition entre vF et vH
(le maximum du potentiel) sans passer par des états intermédiaires. Dans notre formulation,
y˚
F “ y˚

T “ yH , donc y1 “ y2 “ 0. Cette solution respecte les équations du mouvement et
correspond à une solution dS, mais instable cette fois-ci.

Selon l’article original, la probabilité de transition est donnée par le ratio

RHM pξq “
vF
vH

“ ξ
∆v
vH

. (2.101)

La transition représente alors une transition d’un espace de faible densité d’énergie vers un
espace de haute densité. Si l’énergie totale est la même, l’entropie diminue considérablement,
et le ratio peut être interprété comme la probabilité que l’entropie diminue jusqu’à celle de
yH [38]. La barrière de potentiel correspond donc à une barrière entropique.

Il est intéressant de remarquer que la probabilité est indépendante de la distance en champ
∆y entre les extrema. Il est donc généralement attendu que l’instanton domine celui de CdL
lorsque la distance en champ est importante. Notre analyse suggère autrement.

Les résultats de l’approximation thin-wall indiquent que lorsque ξ˚ Ñ 8, la transition CdL
est asymptotique à celle de Hawking-Moss, ce qui suggère qu’il s’agit bien du même processus.
Dans ce cas, la contribution dominante est toujours celle de CdL : lorsque l’entropie initiale est
faible (ξ˚ Á ξ˚

c ), l’instanton approche HM car la barrière entropique est faible, mais lorsque
l’entropie initiale est élevée (ξ˚ À ξ˚

c ), l’instanton HM est inhibé par un facteur O
´

v˚
F
vH

¯

„ ξ˚

et il est sous-dominant.

L’article original argumente que le seul moyen d’obtenir un Univers suffisament homogène à
la suite de processus de nucléation de bulles est que la transition elle-même soit homogène,
et on pensait que l’instanton HM réglait ce problème. Or, le critère pour avoir une transition
homogène est κ “ κc, car la bulle recouvre alors tout l’Univers. Aujourd’hui, les instantons
HM suscitent de l’intérêt entre autres comme outil pour explorer le string landscape, princi-
palement pour leur simplicité. Cependant, leur contribution est sous-dominante, ce qui limite
les conclusions de telles analyses.
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Pour aller plus loin, il serait intéressant d’appliquer les solutions asymptotiques 2.5 au point
yH pour obtenir une meilleure idée de la limite CdL Ñ HM.
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3

Méthodes numériques

Ce chapitre décrit les différents outils numériques pour étudier le système (2.24), et discute
de leur précision. Nous commençons par décrire l’algorithme utilisé, puis nous vérifions que
l’algorithme donne les bons résultats en comparant les résultats numériques aux résultats
analytiques dans la limite thin-wall. Une fois les résultats validés, nous faisons quelques ob-
servations et suggérons des directions futures.

3.1 | Résumé de la méthode

Une solution au système (2.24) consiste en deux fonctions Epyq et rpyq et le domaine y pour
un ensemble de paramètres donnés (v, κ et ξ). Le système est difficile à résoudre, car les
points y˚

F et y˚
T ne sont pas connus à l’avance, et les équations sont singulières à ces points.

Nous devons donc utiliser une solution analytique pour intégrer les singularités, et intégrer la
partie non-singulière numériquement.

L’algorithme pour trouver la solution est basé sur la méthode canon :

1. choisir un point de départ y˚
T ;

2. intégrer les équations du mouvement analytiquement autour de la singularité y˚
T ;

3. intégrer numériquement (algorithme Runge-Kutta 4 (RK4), dopri5 de SciPy) jusqu’à
ce que

a) v0 Ñ 0,

b) E diverge ou le champ atteigne yF ;

4. intégrer analytiquement autour de la singularité y˚
F ;

5. comparer E obtenu à 3 à E obtenu à 4 ;

6. recommencer à 1 avec un y˚
T différent de sorte que E soit continu.
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La solution est déterminée à partir des conditions 3a et 3b. Dans le premier cas, le champ
s’arrête parce que l’énergie initiale est trop faible. Dans le second, à l’inverse, lorsque l’énergie
initiale est trop élevée, E peut diverger (lorsque r Ñ 0), ou alors le champ se rend à yF avec
v0 ‰ 0. La solution correspond alors au point limite entre ces deux conditions.

La reformulation du problème (2.24) permet de calculer la solution dans la limite thin-wall.
Lorsque y˚

F Ñ yF , y0 Ñ 0 et la solution asymptotique excède la précision numérique. Dans ce
cas, y˚

F n’est plus un bon paramètre pour caractériser la solution, car la solution y est trop
sensible. On peut réécrire

sinh´1 x “
1
2 log |y ´ y˚

F | ´ log y0, (3.1)

où maintenant log y0 est un bon paramètre.

3.2 | Calibration et précision

Pour vérifier que la solution numérique est valide, on peut la comparer aux résultats ana-
lytiques. Ces résultats sont essentiellement de deux ordres : d’une part, il y a un résultat
analytique exact pour le potentiel quartique dans la limite où la gravité est faible ; de l’autre
il y a l’approximation thin-wall avec la gravité.

3.2.1 | Potentiel quartique sans gravité

La figure 3.1 présente la comparaison entre la solution numérique et la solution analytique pour
un potentiel quartique normalisé sans gravité. Les courbes sont pratiquement superposées,
donc la méthode numérique est en bon accord avec les résultats anaytiques. À droite, on peut
voir l’erreur relative E´Eth

∆v pour différents α. Remarquons que l’erreur numérique sature à
environ 1 % pour α „ 10´4, et qu’elle est symétrique sur le domaine. Puisque l’algorithme RK4
a une propagation d’erreur linéaire, on peut en déduire que cette limite est due à la méthode
pour régulariser les singularités. Il s’agit donc d’une contribution constante à l’erreur globale.
À l’inverse, en augmentant α, la solution devrait subir des corrections dues à la gravité de
l’ordre de κ 9

?
α, ce qui peut expliquer la différence entre la solution pour α “ 10´4 et

α “ 10´2.

3.2.2 | Approximation thin-wall

La figure 3.2 compare les résultats numériques à l’approximation thin-wall pour un potentiel
quartique à différents ∆v. Remarquons que la prédiction thin-wall pour r fonctionne bien
lorsque α À 1 et ∆v! 1. Dans le régime thermique, lorsque les extrémités de l’instanton
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Fig. 3.1 : Comparaison entre la solution numérique et la solution analytique pour un potentiel
quartique sans gravité, avec ∆v “ 0.5, α “ 10´4 et ξ “ 10´2. À gauche, la courbe numérique
pour E (en gras) est superposée à la prédiction théorique (en pointillé). À droite se trouve
l’erreur relative pour différentes valeurs de α.

commencent à s’éloigner significativement de yF et yT , on trouve des corrections importantes.
Toutefois, même dans ces cas où r1 est clairement non-nul (par exemple pour κ “ 2.2κ˚ pour
∆v “ 1), l’approximation thin-wall donne une estimation raisonnable de r.

Cette vérification supporte l’idée que la forme fonctionelle pour Rpα , ξ˚q et r̄pα , ξ˚q est bonne,
et que les corrections principales sont plutôt dues à un changement des coordonnées αpκ , y˚

F q

et ξ˚pκ , y˚
F q.

3.3 | Calcul de κ˚

La dernière chose qu’il nous reste à vérifier est le calcul de κ˚. Pour un potentiel vpyq donné,
on utilise l’équation (2.25) comme définition de κ˚. On cherche donc κ˚ tel que

dE

dy
“ pd´ 1qκ˚

a

2pvF ` Eqpv ` Eq, EpyF q “ ´vF , EpyT q “ ´vT . (3.2)

Ce problème peut se résoudre similairement au problème complet (en utilisant la méthode
canon), mais il est beaucoup plus simple, puisqu’il n’y a qu’une seule équation différentielle
et qu’elle est régulière.

Pour vérifier notre méthode, on peut comparer les résultats numériques au résultat pour un
potentiel quartique. En intégrant (3.2), on obtient une expression pour κ˚ :

κ˚ “
∆v
d´ 1

»

–

yT
ż

yF

a

2v0pvF ` Eqdy

fi

fl

´1

. (3.3)

En utilisant la solution (1.18), on trouve

κ˚ “
9
?

∆v
8pd´ 1q

. (3.4)
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Fig. 3.2 : Comparaison entre la solution numérique et l’approximation thin-wall sur un po-
tentiel quartique normalisé avec ξ “ 0.1, pour différents ∆v. Les figures de gauche présentent
la solution pour r (courbe pleine) avec la solution thin-wall r̄ (en pointillé). Les figures de
droite présentent la solution pour E.

La figure 3.3 présente la relation κ˚p∆vq pour un potentiel quartique, et compare la méthode
numérique au résultat analytique. Remarquons que même si le résultat analytique est obtenu
dans l’approximation thin-wall, il reste un bon estimé jusqu’à ∆v „ 1. Lorsqu’on augmente
davantage ∆v, E subit des corrections plus importantes lorsque α ‰ 0, et donc κ˚ est différent.
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Fig. 3.3 : Graphique de κ˚p∆vq pour un potentiel quartique normalisé.

3.4 | Résultats numériques et exploration

Maintenant que nous avons vérifié que les résultats analytiques et numériques sont cohérents,
nous pouvons utiliser les méthodes numériques pour attaquer des problèmes plus complexes.
Tel qu’annoncé en introduction, une application importante de ces méthodes est le problème
de la stabilité du vide électrofaible, auquel le chapitre 4 est dédié. Parmi les autres problèmes
intéressants, le plus important est peut-être de trouver un moyen de calculer y˚

F et y˚
T en

fonction de κ et vF , afin de pouvoir utiliser pleinement les résultats thin-wall pour n’importe
quel instanton. Ensuite, nous comparons Rtw à Rnum et vérifions qu’ils sont en accord, bien
qu’il y ait des différences. Finalement, nous présentons un tableau résumant les principales
solutions pour des potentiels polynomiaux. Ces résultats peuvent être utilisés directement
pour établir des contraintes de stabilité à partir du lagrangien.

3.4.1 | Évolution des extrémités de l’instanton

La prédiction (2.90) constitue un des résultats les plus importants de ce mémoire. Malheureu-
sement, les paramètres physiques ne sont pas α et ξ˚, mais plutôt κ et vF et le lien entre les
deux n’est pas trivial. Bien qu’il n’y ait pas de prédiction théorique, nous pouvons examiner
le problème numériquement, et les résultats montrent un comportement universel, ce qui est
encourageant.

Les relations y˚
F pκq et y˚

T pκq sont tracées à la figure 3.4. On peut distinguer trois régimes :
α ă 1, α Á 1 et α " 1. Dans le premier cas, l’évolution des extrémités est fixée par la forme
des minima, essentiellement v2pyF,T q. Le cas intermédiaire pourrait a priori dépendre de tout
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Fig. 3.4 : Évolution des extrémités de l’instanton en fonction de α pour des potentiels quar-
tiques normalisés. À gauche, on remarque que les courbes pour y˚

F (en bas) et y˚
T (en haut)

convergent vers yH . Les courbes ne sont pas tracées au complet, car les solutions numériques
sont difficiles à obtenir dans le régime thermique. À droite, on a tracé log ∆yF (courbes
pleines) et log ∆yT (courbes pointillées). Le pic autour de κ “ κ˚ correspond à une erreur nu-
mérique due au fait que y˚

F dépasse la sensibilité numérique, mais que la solution numérique
est suffisament bonne pour être acceptée par l’algorithme sans utiliser (3.1).

le potentiel, mais on trouve que les coordonnées évoluent comme y˚
F ´yF „ exp p´ exp p´cκqq,

avec c une constante (voir la figure 3.4b). Le troisième cas n’apparaît pas sur les figures, car
les solutions numériques sont difficiles à obtenir avec notre méthode. La forme de la courbe
devrait être fixée par la forme du maximum v2pyHq.

Notons que ce comportement fut observé pour tous les potentiels examinés (y compris des
potentiels non-polynomiaux), mais il est difficile de conclure avec certitude à cause du manque
de solutions dans le régime thermique. Un calcul analytique dans le régime HM permettrait
peut-être de déterminer y˚

F et y˚
T autour de yH , ce qui viendrait pallier aux faiblesses des

outils numériques.

Malgré tout, on peut obtenir une idée de la limite à laquelle les solutions convergent vers
HM. En considérant le point ξ˚

c “ 0, on peut évaluer αth “ 3 ` 2
?

2 „ 5.8. Ici, on a pris
δα “ 0, car il s’agit de la contrainte la plus forte. Ainsi, on en déduit qu’à partir d’environ
κ Á 2.4κc, les corrections thermiques deviennent importantes. Il serait important de préciser
cette observation.

3.4.2 | Comparaison entre Rtw et Rnum

Pour vérifier la forme fonctionnelle de Rtw, nous avons comparé Rtw à Rnum pour 3 potentiels
quartiques avec

vpyq “ fpyq ´ p1 ´ ξqfpyF q ´ ξfpyT q, fpyq “
y4

4 ´
by3

3 ´
a2y2

2 . (3.5)
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Pour toutes les transitions qui ne subissent pas de corrections importantes dues au déplace-
ment des extrémités, on peut approximer α „

´

κ
κc

¯2
et ξ˚ „ ξ. Dans ce cas, un bon test

pour vérifier le résultat thin-wall est de chercher κfit
c optimal, et de le comparer à κc obte-

nu par le théorème d’énergie positive. La figure 3.5 présente quelques résultats ainsi obtenus.
Notons que l’on observe bien la transition de phase à α “ 1, ainsi que les corrections ther-
miques lorsque ξ˚ „ ξ˚

c . Les résultats sont meilleurs pour ∆v petit, notamment parce qu’il y
a davantage de points autour de α „ 1. Ces résultats sont basés sur un ancien algorithme qui
ne permettait pas d’obtenir des résultats lorsque y˚

F Ñ yF , ce qui limite les résultats lorsque
α! 1 et ∆v „ 1.

Nous avons également vérifié que la prédiction Rtwpα , ξ˚q concordait bien avec Rnum une
fois toutes les corrections prises en compte, et ce, pour des potentiels quartiques ou non-
polynomiaux. Dans tous les cas, la prédiction s’avère bonne, et ce, même lorsque ∆v „ 1. Un
exemple est présenté à la figure 3.6.

3.4.3 | Potentiels polynomiaux

Finalement, nous avons également approfondi davantage le cas des potentiels polynomiaux,
car ils sont les plus importants pour une théorie renormalisable. En particulier, dans le cas
où ∆v " 1, la transition n’explore pas tout le potentiel, mais s’arrête plutôt à un point y˚

T .
Si on peut approximer la région entre yF et y˚

T par un polynôme de la forme

vpyq »
a1yn

n
´
b1yp

p
, (3.6)

où p ą n P N, a1 ą 0, b1 ą 0 et yF “ 0, alors on peut effectuer le changement de variables

s “
c1n{2´1

?
a1

s1, r “
c1n{2´1

?
a1

r1, x “
x1

c1
, κ “ c1κ1, (3.7)

avec c1 “ pnb1{pa1q1{pp´nq pour obtenir les mêmes équations du mouvement, mais pour les
variables primées. Dans ce cas,

v1py1q “
y1n

n

`

1 ´ y1p´n
˘

, (3.8)

et on peut résoudre pour v1. Le tableau 3.1 indique le point critique κ1
c, ainsi que la position

initiale y1
0 de l’instanton.

Ainsi, si on peut approximer le potentiel effectif d’un lagrangien autour d’une transition de
phase par un potentiel polynomial, on peut utiliser les résultats du tableau 3.1 pour déduire
le critère de stabilité.
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Fig. 3.5 : À gauche, le fit optimal de Rtwpα , ξq sur les solutions numériques en rouge (l’opa-
cité indique l’erreur relative à Rtw). Les points manquants pour α " 1 sont des transitions
thermiques ignorées pour le fit, parce qu’elles subissent des corrections importantes. À droite,
les courbes de niveau de Rtw pour différents ξ. Les barres d’erreur sont trop petites pour ap-
paraître sur la figure (l’erreur est typiquement 10´4). Noter le comportement des transitions
thermiques lorsque α et ξ sont élevés, où les points devraient tendre vers vF {vH , et la transi-
tion de phase à α “ 1.
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Fig. 3.6 : Comparaison entre la prédiction thin-wall non-corrigée, corrigée, et les résultats
numériques pour un potentiel quartique normalisé.

p n κ1
c y1

0

2 1 0.60980 4.36697
3 1 0.70688 4.71565
3 2 0.84063 5.29815
4 1 0.79998 5.04952
4 2 0.94278 5.49919
4 3 1.072 4.96271

Tab. 3.1 : Valeur critique κc et points initiaux y1
0 pour des potentiels polynomiaux dont le

vrai minimum est situé très loin en y et n’affecte pas l’instanton.
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4

Vide électrofaible

Ce chapitre décrit l’application du problème de stabilité du vide au modèle standard, en
suivant [11]. Après un rappel de la théorie électrofaible, nous décrivons comment les corrections
aux ordres supérieurs affectent la théorie effective. Nous discutons ensuite des contraintes
sur les paramètres physiques engendrées par notre analyse des chapitres précédents, et nous
soulignons comment ces résultats s’inscrivent dans la perspective du problème de la hiérarchie.

4.1 | Théorie de jauge

Un des avancements majeurs de la physique moderne repose sur la description des systèmes
physiques en termes de leurs symétries. Par exemple, la relativité restreinte correspond au
postulat que la physique est invariante sous le groupe de Poincaré ; l’électromagnétisme, le
groupe Up1q. Ces symétries permettent de réduire le nombre de degrés de liberté d’un système,
ce qui simplifie sa résolution. En général, les théories de champs sont formulées en termes
des symétries globales ou locales—dites de jauge—et le lagrangien doit être invariant sous ces
symétries.

4.1.1 | Transformation de jauge

La contrainte d’invariance implique que les champs transforment dans des représentations du
groupe de Lie G, c’est-à-dire qu’elle implique qu’une transformation de jauge agisse comme

ψpxq Ñ eiαpxqψpxq, (4.1)

où α P G est le paramètre de la transformation et ψpxq un champ. Dans ce cas, α peut être
paramétrisé comme

α “ αaτa, (4.2)

où τa sont les générateurs de la transformation dans la représentation donnée et les indices
a somment sur les générateurs. Pour le cas simple de la transformation d’un spineur dans
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SUp2q, les générateurs τa sont les matrices de Pauli σa, qui correspondent à la représentation
fondamentale de l’algèbre sup2q.

4.1.2 | Lagrangien

Pour une théorie renormalisable, on utilise le principe de couplage minimal pour écrire un
lagrangien invariant sous le groupe de jauge G

L “ ´
1

2g2 Tr rFµνF
µνs ` ψ̄i

`

i {D ´M
˘

ij
ψj `

1
2 pDµφqi pDµφqi ´ V pφiφ

iq. (4.3)

Les champs scalaires φ et fermioniques ψ sont dans des représentations rφ et rψ de G. Les
indices i , j sont alors les indices des matrices de la représentation (allant de 1 à dimprq), et a
ceux de l’algèbre. Le lagrangien inclut la dérivée covariante sous le groupe G

Dµ “ Bµ ´ iAaµτ
a. (4.4)

Le terme iAaµτa peut être interprété comme une connexion métrique du groupeG (les symboles
de Christoffel) et sa variation compense celle de la dérivée Bµ. De plus, Fµν “ i rDµ, Dνs

correspond à la courbure de G, et donne un terme cinétique pour Aµ.

4.2 | Mécanisme de Higgs

On considère le potentiel V ppφiq
2q. Si le champ scalaire φi acquiert une valeur moyenne non-

nulle xφiy “ Φi à un minimum de V , le terme cinétique de φ devient 1

DµφiD
µφi Ñ DµϕiD

µϕi ` ΦjpiA
a
µτ

a
jiqp´iAµ,bτ bikqΦk ` . . . , (4.5)

où ϕi “ φi ´ Φi est l’excitation du champ autour de sa valeur moyenne. La nouvelle partie
peut s’exprimer comme une masse pour le boson de jauge

Φjτ
a
jiτ

b
ikΦkA

a
µA

µ,b ” m2
abA

a
µA

µb, m2
ab “ Φjτ

a
jiτ

b
ikΦk. (4.6)

On peut montrer que les masses ainsi acquises sont positives.

Généralement, Φ préserve un sous-groupe de G, auquel cas les générateurs associés à ce sous-
groupe ne sont pas brisés, et le boson de jauge correspondant n’acquiert pas de masse.

1. Ici on traite le cas où φ est dans une représentation réelle ou pseudo-réelle ; alors τ est antisymétrique et
change de signe lors de la transposition. Si φ est dans une représentation complexe, alors on a pDµφq

: Dµφ et
τ :

“ τ est hermitien, mais i change de signe, donc le résultat est le même.
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4.3 | Modèle de Glashow-Weinberg-Salam

Rappelons maintenant le modèle des interactions électrofaibles introduit par Glashow, Wein-
berg et Salam. À faible énergie, on observe une symétrie non-brisée (l’électromagnétisme) et
un boson sans masse (le photon). Les bosons responsables de l’interaction nucléaire faible sont
massifs, ce qui suggère qu’ils correspondent à des générateurs d’une symétrie spontanément
brisée. Le succès du modèle Glashow-Weinberg-Salam (GWS) repose sur l’unification de ces
deux forces au sein de la théorie électrofaible, avec des prédictions remarquables sur la masse
des bosons en fonction des constantes de couplage.

Le modèle électrofaible consiste en un champ scalaire φ dans la représentation fondamentale
de sup2q avec une charge 1

2 sous Up1q. Le champ φ transforme alors comme

φ Ñ eiα
iσi{2eiβ{2φ, φ “

¨

˝

φ1

φ2

˛

‚ . (4.7)

Si φ acquière une valeur moyenne non-nulle, on peut la réécrire sans perte de généralité comme

xφy “ Φ “
1

?
2

¨

˝

0

v

˛

‚ . (4.8)

Dans ce cas, le générateur σ3 ` β “ p 2 0
0 0 q laisse Φ invariant, et les 3 autres générateurs σ1,

σ2 et σ3 ´ β sont brisés spontanément. Ainsi, on aura un boson sans masse (photon) et trois
bosons massifs (W˘ et Z).

Pour obtenir le couplage entre les bosons Aiµ associés à α et Bµ associé à β, on cherche les
combinaisons linéaires qui diagonalisent à la fois la partie cinétique et celle de la masse. Le
lagrangien initial est

LGWS “ ´
1

2g2 Tr rFµνF
µνsA ´

1
2g12 rFµνF

µνsB ` pDµφiq
: Dµφi ´ V pφ:

iφ
iq (4.9)

Si V a un minimum à Φi, le terme cinétique devient

pDµφiq
: Dµφi Ñ

1
2BµϕBµϕ`AaµJ

µa `
v2

4

”

pA1 ` iA2q pA1 ´ iA2q ` pA3 ´Bq
2
ı

, (4.10)

où

Aaµ “
`

Ai, B
˘

, Jaµ “ Re

„

i

2Φ:
i

`

σiij , Iij
˘

Dµφj



. (4.11)

L’équation (4.10) suggère d’introduire les bosons

W˘
µ “

1
?

2
`

A1
µ ¯ iA2

µ

˘

, Z0
µ “ A3

µ ´Bµ. (4.12)

53



Il reste alors un générateur non-brisé, qui doit être orthogonal à Z0 afin que les termes Fµν
soient découplés. On trouve alors

Aµ “
g1

g
A3
µ `

g

g1
Bµ, (4.13)

et le lagrangien devient

LGWS,Φ “ LK ` LV ` LJ , (4.14)

LK “ ´
1

2g2W
`
µνW

´µν ´
cos2 θw

4g2 Z0
µνZ

0µν ´
1

4e2AµνA
µν `

1
2BµϕBµϕ, (4.15)

LV “
1
2
v2

4
“

Z2 ` 2W`W´
‰

´ V pϕq, (4.16)

LJ “ JµW´W
´
µ ` JµW`W

`
µ ` JµZ0Z

0
µ. (4.17)

Nous avons introduit les paramètres

e “
gg1

a

g2 ` g12
, cos θw “

g
a

g2 ` g12
, Zµν “ 2DrµZνs, . . . (4.18)

En réintroduisant les constantes de couplage dans les champs, on trouve que les masses sont

mA “ 0, mW “ mZ cos θw “ g
v

2 . (4.19)

4.4 | Modèle standard

Rappelons maintenant quelques éléments importants du modèle standard de la physique des
particules. Sur les 4 forces fondamentales (électromagnétique, nucléaire faible et forte, gravi-
té), le modèle standard unifie 2 l’interaction électromagnétique, la force nucléaire faible et la
force nucléaire forte dans une même théorie. Les deux premières interactions sont bien dé-
crites par la théorie GWS de la section 4.3, alors que la force nucléaire forte est décrite par la
chromodynamique quantique. Nous n’aborderons pas le sujet de la chromodynamique quan-
tique ici, car les méthodes d’analyse sont distinctes (il s’agit d’une théorie à fort couplage) et
nous n’en aurons pas besoin pour comprendre le problème de la stabilité du vide. Le contenu
en particules et leurs représentations sera toutefois important.

L’expérience montre que l’interaction électrofaible est un phénomène chiral : il n’affecte que
les fermions d’une chiralité donnée (par convention, la gauche). Ainsi, on introduit des fer-
mions gauches dans la représentation fondamentale de SUp2q, qui interagissent selon la théorie
GWS, et des fermions droits qui transforment dans la représentation triviale. Puisque le groupe

2. On pourrait objecter que la chromodynamique quantique n’est pas réellement unifiée, car il n’y a pas de
cadre général la reliant aux autres symétries de la théorie. La recherche d’un tel cadre s’inscrit dans la recherche
pour les théories de la grande unification. Pour un résumé des avancements dans ce domaine, voir [39–41].
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Champs
Représentation des groupes de symétrie
SOp1, 3q SUp3qC SUp2qL Up1qY

QL “

˜

u

d

¸

L

p1
2 , 0q 3 2 1

6

uR p0, 1
2q 3 1 2

3

dR p0, 1
2q 3 1 ´1

3

EL “

˜

νe

e´

¸

L

p1
2 , 0q 1 2 ´1

2

eR p0, 1
2q 1 1 ´1

φ p0, 0q 1 2 1
2

Bµ p1
2 ,

1
2q 1 1 0

Wµ p1
2 ,

1
2q 1 3 0

Gµ p1
2 ,

1
2q 8 1 0

Tab. 4.1 : Liste des champs et leurs représentations pour une génération du modèle standard.

SUp2q est une symétrie des fermions gauches, on le dénote souvent SUp2qL. Les symétries
de jauge qui interagissent par des courant chiraux sont susceptibles de subir des corrections
quantiques brisant l’invariance de jauge (des anomalies quantiques). On peut vérifier que la
théorie est libre d’anomalies si les fermions sont organisés en générations. Le modèle standard
compte 21 fermions organisés en trois générations (il n’y a pas de neutrinos droits). Le ta-
bleau 4.1 présente une liste des champs du modèle standard et leurs représentations sous les
différents groupes de symétrie, alors que la figure 4.1 présente un résumé du modèle standard
à basse énergie.

En suivant la prescription de couplage minimal, le lagrangien du modèle standard peut être
écrit de façon compacte comme

LSM “ ´
1
2

ÿ

A

1
g2
A

Tra rFµνF
µνs `

ÿ

f

f̄ipi {Dqijfi ` |Dµφi|
2

` LYukawa ´ V pφ:
iφiq,

où A sont les bosons de jauge associés aux groupes de symétries (et F “ dA), f les fermions
et φ le boson de Higgs ; les indices a sont les générateurs du groupe de symétrie et i ceux de
la représentation. Le terme de Yukawa s’écrit comme

LYukawa “ ´
ÿ

f

yf f̄LiφifR ` h.c. (4.20)
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et somme sur les paires de fermions 3 pfL , fRq “ pEL, eRq , . . . , ce qui exclut le neutrino droit.
Le potentiel V doit être une fonction renormalisable, donc on a

V pφ:φq “ ´µ2φ:φ` λ
`

φ:φ
˘2
. (4.21)

Après la brisure électrofaible, φ acquiert une valeur moyenne non-nulle v “

b

µ2

λ , et le la-
grangien devient

LSM “ ´
1
2

ÿ

A

1
g2
A

Tra rAµνA
µνs `

ÿ

f

f̄ipi{Bqfi `
1
2BµϕBµϕ`

ÿ

A

AaµJ
aµ
A ` pv ` ϕqJϕ ´ Vvpϕ2q,

(4.22)

Vvpϕq “ ´
1
2m

2
ϕϕ

2 ´

c

λ

2mϕϕ
3 ´

1
4λϕ

4, mϕ “
?

2λv. (4.23)

À titre de référence, les courants sont

JµW` “
1

?
2

pν̄γµeL ` ūLγ
µdLq , (4.24)

JµW´ “
1

?
2

`

ēLγ
µνL ` d̄Lγ

µuL
˘

, (4.25)

JµZ “ ν̄Lγ
µ

ˆ

1
2

˙

νL ` ēLγ
µ

ˆ

´
1
2 ` sin2 θw

˙

eL ` ēRγ
µ

`

sin2 θw
˘

eR

` ūLγ
µ

ˆ

1
2 ´

2
3 sin2 θw

˙

uL ` ūRγ
µ

ˆ

´
2
3 sin2 θw

˙

uR

` d̄Lγ
µ

ˆ

´
1
2 `

1
3 sin2 θw

˙

dL ` d̄Rγ
µ

ˆ

1
3 sin2 θw

˙

dR, (4.26)

JµAEM
“

ÿ

L,R

ēγµ p´1q e` ūγµ
ˆ

2
3

˙

u` d̄γµ
ˆ

´
1
3

˙

d, (4.27)

Jϕ “
1
v

“

meēLeR `muūLuR `mdd̄LdR ` h.c.
‰

. (4.28)

Dans les expressions précédentes, les sommes sur les générations sont implicites : e “ pe, µ, τq,
etc. Notons aussi que les fermions acquièrent une masse vJϕ avec mf “ v?

2yf .

Le modèle standard constitue une des grandes réussites de la physique moderne. Malgré ses
nombreux succès, il laisse plusieurs questions en suspend. En particulier, il n’inclut pas la
gravité. La seule théorie cohérente de la gravité quantique qui soit connue est la théorie des
cordes, à partir de laquelle on peut obtenir des théories de la supergravité à basse énergie,
mais il n’est pas clair qu’il soit possible d’écrire une théorie de champs locale avec la gravité à
haute énergie. Dans ce cas, l’approximation semiclassique utilisée à l’équation (2.2) n’est pas
valide à haute énergie, donc on doit avoir r̃ " lP .

3. On doit également inclure une interactions pour pQL , uRq, où il faut alors introduire iσ2φ pour obtenir le
bon couplage.
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Fig. 4.1 : Résumé du modèle standard, identifiant les différentes générations de fermions, les
bosons de jauge et leurs interactions.

p

k

h h

p

k

f

h h

(a) Corrections à la masse du Higgs
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(b) Corrections à l’interaction h4 (canal s)

Fig. 4.2 : Liste des diagrammes de Feynman contribuant principalement à la correction à une
boucle du potentiel effectif du boson de Higgs.

4.5 | Problème de la hiérarchie

Un problème plus subtil qui survient dans le modèle standard est le problème de la hiérar-
chie. En effet, le modèle standard est une théorie effective 4. À ce titre, on doit appliquer
la procédure de renormalisation pour obtenir les interactions effectives de la théorie à basse
énergie (voir l’annexe 4.A pour un rappel du groupe de renormalisation). Deux diagrammes

4. S’il s’agissait d’une théorie fondamentale, il devrait y avoir une complétion UV, et on s’attendrait à
pouvoir expliquer l’origine des paramètres libres.
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contribuent à la correction à une boucle du propagateur 5 (voir la figure 4.2a) et donnent :

“
iλ

32π2 Γ
ˆ

1 ´
d

2

˙

m2
φ (4.29)

“
ÿ

f

´3iy2
f

4π2

1
ż

0

“`

m2
f ´ xp1 ´ xqp2˘

log
`

m2
f ´ xp1 ´ xqp2˘‰

dx. (4.30)

Le diagramme (4.29) est indépendant de p, donc il contribue seulement à une redéfinition de
la masse à une constante (infinie) près. On peut évaluer explicitement l’intégrale (4.30), ce
qui donne

iM2pp2q “ ´i
ÿ

f

y2
fm

2
f

π2

˜

1 ´
p2

4m2
f

¸

d

1 ´
4m2

f

p2 coth´1

d

1 ´
4m2

f

p2 . (4.31)

En suivant la prescription du groupe de renormalisation, on resomme les diagrammes pour
obtenir un lagrangien effectif, qui devient

LEFT “
1
2

`

p2 ´m2
φ ´M2pp2q

˘

φ2, (4.32)

On peut interpréter la contribution de M2pΛ2q sur les paramètres effectifs à l’échelle d’énergie
Λ en s’assurant qu’ils satisfassent bien les conditions

M2pp2q
ˇ

ˇ

p2“Λ2 “ 0, d

dp2M
2pp2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p2“Λ2
“ 0. (4.33)

On doit alors absorber la contribution excédentaire à p2 “ Λ2 dans les paramètres renorma-
lisables de la théorie. On peut directement évaluer

M2pp2q
ˇ

ˇ

p2“Λ2 “ ´
ÿ

f

y2
fm

2
f

π2

˜

1 ´
Λ2

4m2
f

¸

d

1 ´
4m2

f

Λ2 coth´1

d

1 ´
4m2

f

Λ2 , (4.34)

d

dp2M
2pp2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p2“Λ2
“ ´

ÿ

f

y2
f

8π2

»

–1 ´
4m2

f

Λ2 `

˜

2 `
4m2

f

Λ2

¸

d

1 ´
4m2

f

Λ2 coth´1

d

1 ´
4m2

f

Λ2

fi

fl .

(4.35)

Pour annuler ces contributions, on redéfinit Zφ2 Ñ φ2 et m2
φ Ñ m2

Λ, avec explicitement

δZ “
ÿ

f

y2
f

8π2

»

–1 ´
4m2

f

Λ2 `

˜

2 `
4m2

f

Λ2

¸

d

1 ´
4m2

f

Λ2 coth´1

d

1 ´
4m2

f

Λ2

fi

fl , (4.36)

δm “ ´
ÿ

f

y2
fm

2
f

π2

˜

1 ´
Λ2

4m2
f

¸

d

1 ´
4m2

f

Λ2 coth´1

d

1 ´
4m2

f

Λ2 , (4.37)

5. Les diagrammes avec des bosons de jauge ne contribuent pas à la masse effective à cause de l’identité de
Ward-Takahashi, mais ils contribuent à l’interaction quartique du Higgs.
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ZpΛq “ 1 ` δZpΛq, m2
Λ “

1
ZpΛq

“

m2
φ ` δmpΛq

‰

» r1 ´ δZpΛqsm2
φ ` δmpΛq. (4.38)

Le lagrangien renormalisé est finalement

LEFT “
1
2 pBµφq

2
´

1
2m

2
Λφ

2 ` . . .

La dépendence résiduelle en Λ2 peut être interprétée comme une dépendence sur l’échelle
d’énergie à laquelle on sonde le système. Le coefficient Z est absorbé dans φ, ce qui mène à
la dimension anomale des champs. Ici, la correction à la masse est plus intéressante et est
présentée à la figure 4.3. Puisque la correction est proportionnelle à y2

f , le terme dominant est
celui du fermion le plus massif, ici le quark top.

Maintenant inversons le problème : au lieu de chercher une théorie à basse énergie à partir
du modèle standard à l’échelle électrofaible ΛEW, on suppose que le modèle standard soit une
bonne description de la nature jusqu’à l’échelle de grande unification ΛGUT „ 1016 GeV. Dans
ce cas, p2 „ Λ2

GUT et le lagrangien devient

LEFT „
1
2 pBµφq

2
´

1
2ZpΛ2

GUTq

˜

m2
φ `

ÿ

f

3y2
f

4π2m
2
f log Λ2

GUT
m2
φ

¸

φ2 ` O

˜

m2
f

Λ2
GUT

¸

, (4.39)

où on a utilisé l’approximation
a

1 ´ x´2 coth´1
´

a

1 ´ x´2
¯

» log 4x2 ´
1 ` log 4x2

2x2 ` Opx´4q. (4.40)

Il y a essentiellement deux problèmes avec cette expression. D’abord, la masse m0 “ mΛGUT

n’est protégée par aucune symétrie ; on s’attendrait alors à ce que m0 „ ΛGUT. Or, le groupe

59



de renormalisation nous dit que

m2
ΛGUT

“
1

ZpΛ2
GUTq

˜

m2
φ `

ÿ

f

3y2
f

4π2m
2
f log Λ2

GUT
m2
φ

¸

„ Λ2
EW, (4.41)

Z » 1 ` log Λ2
GUT
m2
φ

, p2 " m2
f . (4.42)

Autrement dit, si m0 est fixé à l’échelle ΛGUT, alors la valeur exacte de m0 doit être fixée à
l’ordre de ΛEW{ΛGUT, soit environ 14 chiffres de précision. Ceci est un problème parce qu’on
connaît peu de mécanismes dynamiques permettant de préserver un paramètre aussi faible ;
en général, on doit utiliser soit une brisure de symétrie spontanée (ici la supersymétrie), ou le
mécanisme technicolor. Nous discuterons des défis phénoménologiques de la supersymétrie à
la section 4.5.2, mais il est difficile d’imaginer un autre mécanisme. En effet, les mécanismes
standards de la théorie quantique des champs ont tendance à donner des paramètres de l’ordre
de 1 (algèbre, calcul différentiel, etc.). Une formulation équivalente de poser le problème
est d’essayer d’expliquer en quoi le nombre m2

0{Λ2
GUT est un choix naturel comme paramètre

(peut-être apparait-il comme solution d’une équation algébrique, d’une équation diophantine,
etc.). Ce problème est souvent appelé le problème de la naturalité (plus souvent naturalness
problem).

Un problème plus fondamental est que la théorie nous indique qu’elle est sensible aux échelles
d’énergie élevées. L’idée que les paramètres doivent être de l’ordre de 1 est certainement une
attente justifiable, mais elle ne souligne pas une inconsistence de la théorie ; seulement un
fait surprenant. Ce qui est problématique est plutôt que toute perturbation à l’échelle de
Planck devrait changer complètement (par plusieurs ordres de grandeur) la masse du boson
de Higgs. Par exemple, si le modèle standard devait être complété par de nouvelles particules à
Λ „ 1012 GeV, alors ces nouvelles particules contribueraient à l’ordre de Λ à la masse du Higgs.
Le paramètre initial m0 doit alors être fixé pour compenser ces deux échelles dès le départ.
À mesure qu’on ajoute des particules, la justification qu’un mécanisme permette d’expliquer
naturellement l’échelle observée devient de plus en plus ténue.

Le problème de la hiérarchie est donc un problème de sensibilité de la physique à basse énergie
aux échelles d’énergie élevées, alors que le groupe de renormalisation donne généralement la
conclusion inverse, soit que la physique à basse énergie peut être comprise sans connaître les
processus à haute énergie qui en sont responsables. Bien qu’il s’agisse toujours d’un problème
ouvert, quelques solutions ont été proposées.
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4.5.1 | Comparaison avec la masse de l’électron : le critère de naturalité de
’t Hooft

Avant d’aborder les solutions au problème de la hiérarchie, précisons pourquoi certains autres
problèmes d’échelle ne sont pas aussi préoccupants. Par exemple, bien que l’électron acquière
sa masse par le même mécanisme que le quark top (par le mécanisme de Higgs) et que
me{mt „ 1 ˆ 10´5, ce problème d’échelle n’est généralement pas considéré comme préoccu-
pant. La raison en est que lorsque la constante de couplage de Yukawa de l’électron (et des
leptons) est mise à zéro, la théorie possède une symétrie de plus : la symétrie chirale. Dans ce
cas, il est raisonnable de s’attendre à ce que lorsque la symétrie est faiblement brisée, les pa-
ramètres soient petits. Ce critère est le critère de naturalité introduit par ’t Hooft (technical
naturalness).

Bien que la naturalité selon ’t Hooft n’explique pas en soi pourquoi les paramètres de la théorie
sont petits (le mécanisme est indéterminé et on ne peut pas calculer la masse, par exemple,
à partir de principes fondamentaux), la contrainte de symétrie empêche les paramètres de
recevoir des corrections arbitrairement grandes par le groupe de renormalisation. En contraste,
la masse du boson de Higgs n’est protégée par aucune symétrie, ce qui la rend sensible aux
échelles de haute énergie. Une solution au problème de la hiérarchie réduit serait d’identifier
une symétrie qui préserverait mφ “ 0, que l’on brise ensuite légèrement. Le problème de la
hiérarchie complet demande aussi de mettre en évidence le mécanisme par lequel la masse
devient non-nulle et de pouvoir la calculer.

Il existe 3 problèmes d’échelle dans le modèle standard qui ne s’expliquent pas en termes d’une
symétrie : le problème de la brisure CP (strong CP-problem), le problème de la hiérarchie
et le problème de la constante cosmologique. Le dernier est le plus pressant et le moins bien
compris. Il consiste à expliquer pourquoi la densité d’énergie du vide observée est aussi faible
(ρvac „ meV4) par rapport à la valeur attendue de M4

P (soit un écart de quelques 120 ordres
de grandeur).

4.5.2 | Supersymétrie

La supersymétrie est la solution par excellence au problème de la hiérarchie : on introduit une
symétrie supplémentaire entre les bosons et les fermions qui protège la masse des scalaires.
Dans la procédure de renormalisation avec cutoff de Wilson, on dit souvent que la supersy-
métrie annule les divergences quadratiques Λ2 des propagateurs, ce qui résout le problème de
la hiérarchie. En fait, la conclusion tient dans tous les schémas de renormalisation, mais l’ef-
fet principal est d’empêcher les scalaires de recevoir des contributions au-delà de l’échelle de
brisure de la supersymétrie, ce qui permet de justifier la faible masse de φ par le critère de na-
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turalité de ’t Hooft. On s’attend alors à ce qu’une faible brisure de la supersymétrie permette
de protéger la masse du boson de Higgs jusqu’à une échelle comparable Λ „ 100 GeV.

Au cours des dernières décennies, la supersymétrie a offert une solution élégante à une longue
liste de problèmes, si bien qu’il serait inutile d’essayer d’en faire une énumération ici. Remar-
quons toutefois ceci : bien qu’elle semble essentielle dès que l’on tente de décrire une théorie
cohérente incluant la gravité et qu’à ce titre (et bien d’autres), une majorité de physiciens
soient convaincus qu’elle joue un rôle indispensable dans une théorie mère du modèle stan-
dard, les observations expérimentales (en date de juillet 2017) n’offrent aucun support à cette
solution. Or, si la supersymétrie devait expliquer la masse du boson de Higgs, on s’attendrait
à ce que les superpartenaires se trouvent à une échelle similaire à l’échelle électrofaible, ce qui
est invalidé. Dès lors, deux avenues peuvent être envisagées : soit la supersymétrie est brisée
de telle sorte que les superpartenaires soient beaucoup plus lourds [42] (ce qui réintroduit un
problème d’ajustement (fine-tuning), mais n’est pas en contradiction avec les observations),
ou alors on peut penser que la supersymétrie est brisée à l’échelle de Planck et qu’un autre
mécanisme doive venir résoudre le problème de la hiérarchie.

Bien entendu, peut-être que la supersymétrie n’est tout simplement pas une symétrie de la
nature, mais sans abandonner complètement les idées et les succès de la supersymétrie, il
semble clair que la porte est ouverte à des idées nouvelles.

4.5.3 | String landscape

Une autre solution originale au problème de la hiérarchie provient d’un argument proposé
par Weinberg dans le cadre de la théorie des cordes : le principe anthropique [43]. Si, après
la seconde révolution en théorie des cordes, plusieurs physiciens croyaient que la théorie des
cordes était la théorie qui permettrait de tout expliquer, une estimation du nombre de vides
admissibles (pour une théorie effective) a montré qu’ils n’étaient pas au bout de leur peine.
En effet, un calcul du nombre de flux admissibles montre que le nombre de vides s’élève à
1010 ´ 10500, ce qui rend la tâche de trouver le nôtre difficile (et essentiellement impossible à
attaquer par la force brute). Il n’y a pas eu non plus d’avancements majeurs permettant de
réduire ce nombre à un échantillon appréciable.

Cette difficulté suggère néanmoins une solution au problème de la hiérarchie ainsi qu’au
problème de la constante cosmologique. Si le scénario landscape est valide, alors il existe une
quantité incroyable de vides possédant chacun une constante cosmologique et une masse du
Higgs propre. Or, Weinberg et d’autres ont montré que les paramètres pour lesquels la vie
est possible sont relativement restreints : pour une constante cosmologique Λ ą 10 ´ 100Λobs,
l’Univers prend de l’expansion avant que la matière puisse se lier gravitationellement et devient
vide. De plus, si la masse du boson de Higgs devient mh ą 3mhobs, alors le neutron devient
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instable même lorsqu’il est lié dans un atome : tous les atomes (sauf l’hydrogène) deviennent
instables et il ne peut pas y avoir de structures complexes.

L’argument est donc le suivant. Dans un univers initialement en inflation, il peut se développer
des régions dans différents minima lors de l’expansion, et les vides peuvent progressivement se
trouver à des niveaux plus bas par effet tunnel. Dans ce continuum de vides, il peut se trouver
une région où les paramètres peuvent être aussi petits que ceux que l’on observe, mais seul
dans cette région une forme de vie peut apparaître pour vérifier les paramètres. De ce point
de vue, le problème de la hiérarchie est un problème apparent : il n’y a pas de mécanisme par
lequel les paramètres sont fixés à des valeurs aussi faibles, mais plutôt les valeurs observées
sont spéciales dans le sens où elles sont nécessaires à l’apparition de la vie. Il serait alors
naturel de s’attendre à mesurer de tels paramètres, puisque dans les régions de l’Univers où
ils sont différents, personne n’est là pour s’en étonner.

Bien que l’argument de Weinberg soit plausible, il n’est pas très satisfaisant dans la mesure
où il repose sur une hypothèse à propos de la structure de l’Univers en dehors de l’Univers
observable. Il est donc, à ce titre, invérifiable 6. Néanmoins, s’il était possible de vérifier le
scénario landscape (par exemple en observant les autres minima du potentiel), alors le principe
anthropique gagnerait grandement en crédibilité. Finalement, il laisse également une question
en suspend : si la solution au problème de la hiérarchie passe par un argument probabiliste
comme le principe anthropique, alors pourquoi les scénarios de grande unification semblent-ils
fonctionner si bien ? Pourquoi tous les éléments accumulés aux cours des dernières décennies
pointent-ils dans la direction de la supersymétrie ?

4.5.4 | Remarques

Je me permets ici une remarque spéculative. Bien que la supersymétrie ait de nombreux at-
traits, il est possible que le mécanisme de grande unification possède plusieurs étapes inter-
médiaires avant de se réduire au modèle standard à basse énergie. En particulier, la structure
du modèle standard suggère plusieurs symétries approximatives qui semblent être brisées : la
symétrie chirale droite (custodial symmetry avec SUp2qR), la symétrie baryonique/leptonique,
la symétrie entre les générations et la supersymétrie. Il ne semble alors y avoir aucune raison
pour laquelle toutes ces symétries devraient être brisées en même temps à partir d’un seul
groupe parent, si ce n’est que les scénarios GUT (SU(5), SO(10)) fonctionnent presque trop
bien avec la supersymétrie. Leur seul défaut est qu’ils prédisent la désintégration du proton 7,

6. C’est également un scénario controversé, car il n’est pas clair que l’image de potentiel effectif s’applique
au landscape. Voir par exemple [44] pour quelques arguments contre le principe anthropique.

7. L’argument est basé sur le fait que, si les particules se retrouvent toutes dans un multiplet d’un groupe
unificateur, alors il devrait exister en particulier une transformation de jauge à haute énergie reliant le proton
et le positron. Ainsi, le proton ne serait plus protégé par une symétrie comme la particule la plus légère de sa
charge, et pourrait se désintégrer par l’intermédiaire d’un boson massif. En suivant le groupe de renormalisation
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pour laquelle il existe de fortes contraintes observationelles.

Nonobstant cette contrainte, il est envisageable qu’une unification progressive des symétries
puisse résoudre le problème de la hiérarchie en plusieurs étapes, ce qui pourrait rendre plau-
sible l’échelle observée, et serait une explication plus séduisante que l’explication courante
(qui est souvent d’invoquer un mécanisme inconnu). Un pas décisif dans cette direction se-
rait de mieux comprendre quelles sont les contraintes sur la structure des groupes dans les
fonctions β pour obtenir un scénario de grande unification. En particulier, si l’unification se
produit par étapes plus simples, il n’est pas nécessaire d’avoir une intersection parfaite entre
les trois constantes de couplage à l’échelle ΛGUT, ce qui permet possiblement une plus grande
variété de scénarios. Toutefois, il existe plusieurs contraintes cosmologiques sur les méca-
nismes d’unification et de brisure de la supersymétrie. Pour plus de détails sur les contraintes
cosmologiques, voir [45–51].

Mis à part une brisure de symétrie, plusieurs autres mécanismes dynamiques ont étés proposés
pour résoudre le problème de la hiérarchie, dont le relaxion [52] et le couplage UV/IR (entre
la physique à haute et basse énergie) [53]. Pour plus de détails sur l’état actuel du problème
de la hiérarchie, voir [41].

4.6 | Calcul du potentiel effectif

On peut compléter le calcul du lagrangien effectif (4.39) en calculant les corrections à λ dues
aux deux diagrammes de la figure 4.2b (en incluant les canaux t et u). La correction due à
la boucle du Higgs est calculée en annexe, alors que la correction due à la boucle de fermions
est plus longue à calculer. Sans faire le calcul explicitement, on s’attend à avoir un résultat
allant comme

∆λf „ y4
f log ΛEW

Λ , (4.43)

car à haute énergie la masse des fermions est négligeable et il n’y a donc pas d’autres échelles
dans la théorie. Puisque la constante de couplage doit être sans dimensions, la seule manière
d’écrire un terme qui donne une contribution nulle à Λ “ ΛEW est avec (4.43). De plus,
l’amplitude doit s’écrire avec un logarithme pour respecter le théorème optique.

L’équation (4.43) est intéressante, parce que pour une énergie suffisament élevée, la constante
de couplage devient négative sous l’effet des corrections du quark top. Autrement dit, il existe
un point où ∆λpΛq ą λpΛEWq, c’est-à-dire que pour obtenir la valeur de λ prédite par le mo-
dèle standard à basse énergie, il faut que la constante de couplage devienne négative à une
échelle Λ " ΛEW. En faisant un calcul plus raffiné, on conclut que λ redevient positif à plus

à basse énergie, cette transition devrait être atténuée, mais les modèles prédisent une demi-vie beaucoup plus
faible que la borne expérimentale inférieure.
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haute énergie, lorsqu’il est dominé par les corrections dues aux bosons de jauge. Ainsi, le po-
tentiel effectif du boson de Higgs développe un second minimum à une échelle transplanckienne
(Λ „ MP ). Si ce minimum est plus bas que le minimum électrofaible, alors la discussion des
chapitres précédents montre qu’il y a des contraintes sur la stabilité du vide électrofaible.

Une première chose que l’on devrait vérifier est de savoir si ce nouveau minimum est un arti-
fice de la procédure de renormalisation qui disparaît lorsqu’on inclut les corrections d’ordres
supérieurs, ou s’il s’agit bien d’une solution physique. Reportons pour un instant l’analyse
des conséquences physiques d’un tel scénario et commençons d’abord par présenter les argu-
ments justifiant l’apparition d’un minimum transplanckien.

Grâce à la quantité impressionante de données amassée par le LHC, la physique des parti-
cules est entrée dans une ère de mesures de précision : avec le modèle standard maintenant
complet, il devient important d’en mesurer précisément les paramètres afin de les comparer
aux prédictions théoriques et obtenir des indices sur la physique à plus haute énergie. Cette
motivation se fait d’autant plus sentir à l’heure où la supersymétrie perd de son attrait pour
résoudre les problèmes à basse énergie à cause des contraintes expérimentales. Il y a donc une
motivation phénoménologique importante à calculer les corrections aux ordres supérieurs, et
nous avons maintenant accès à un calcul complet à 2 et 3 boucles complété dans [54]. Les
corrections aux ordres supérieurs sont cohérentes avec la prédiction à une boucle, avec une
marge d’erreur théorique assez faible. La figure 4.4 présente l’évolution de la constante de
couplage en fonction de l’échelle d’énergie pour les paramètres du modèle standard.

À cet ordre de précision, il est difficile d’imaginer que des diagrammes d’ordres supérieurs
viennent contrebalancer cet effet suffisament pour invalider la conclusion. On peut évidemment
douter que la théorie UV qui se réduit au modèle standard à basse énergie soit celle esquissée
par cette analyse du groupe de renormalisation, car il reste plusieurs problèmes qui ne trouvent
pas d’explication dans le modèle standard. Toutefois, il semble beaucoup plus probable que
cette description soit erronée à cause d’une extrapolation à partir d’une théorie effective
incomplète qu’à cause d’un effet inattendu dues à des corrections aux ordres supérieurs.

4.7 | Stabilité du vide électrofaible

Les résultats du groupe de renormalisation en main, nous pouvons maintenant nous pencher
sur les conséquences physiques en suivant l’analyse présentée dans [11]. En évaluant l’action
à l’échelle Λ, on obtient un potentiel effectif V phq „ λpΛ “ hqh4{4 !, qui se décline en trois
catégories (stable, métastable ou instable) selon la valeur du minimum instable. Quelques
exemples de potentiels effectifs en fonction de la masse du Higgs sont donnés à la figure 4.5.

En calculant le potentiel effectif en fonction de Mh et Mt, on peut caractériser l’espace de
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Fig. 4.4 : Évolution de la constante de couplage quartique du Higgs en fonction de l’échelle
d’énergie. L’incertitude associée aux paramètres (à 3 σ) est indiquée dans les courbes grise,
rouge et bleue, pour respectivement la masse du quark top Mt, la constante des interactions
fortes αs et la masse du boson de Higgs Mh. La zone en gris indique la physique à l’ordre de
ou au-delà de la masse de Planck, où la gravité quantique est dominante. Remarquons que λ
devient négatif autour de 1010 GeV et commence à remonter vers 1016 GeV. Tiré de [54].

paramètres en fonction de la stabilité du vide électrofaible, ce qui est illustré à la figure 4.6a.
Dans la zone stable (verte), la masse du top est trop faible pour créer une instabilité, alors
que dans la zone instable (rouge), le potentiel développe un minimum de type AdS proche de
la masse de Planck. On remarque que le Higgs se situe remarquablement proche de la zone de
stabilité absolue du potentiel [55]. Puisque notre analyse des chapitres précédents nous indique
qu’un potentiel métastable peut être dynamiquement stable s’il suit les contraintes 2.94, on
pourrait penser que le Higgs se situe à cette limite de stabilité. Si tel était le cas, alors non
seulement le modèle standard serait stable jusqu’à l’échelle de Planck (ce qui est une bonne
nouvelle pour la vie sur Terre), mais on éviterait également les problèmes conceptuels reliés
à une transition dS Ñ AdS.

4.7.1 | Contrainte sur la masse du Higgs

En appliquant les techniques des chapitres précédents, on peut évaluer κc pour chacun des
potentiels, et comparer à κ „ M

3mP
, où M “ hI ´ hEW et hI est le minimum instable. La

forme du potentiel est très sensible aux valeurs des masses Mh et Mt autour de la limite de
stabilité, puisque les effets sont amplifiés par le groupe de renormalisation à haute énergie.
Remarquons à cet effet que la différence entre les différentes masses du Higgs à la figure 4.5
est très faible (10´4 GeV, ce qui est moins que la largeur totale du Higgs Γ „ 4 ˆ 10´3 GeV).

66



0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
´8

´6

´4

´2

0

2

4

ε ą εc

ε ă εc

n “ 0

n “ 5
Mt “ 173 GeV
Mh “ p129.4051 ´ n ˆ 10´4q GeV

h{MP

V
ph

q{
10

67
G

eV
4
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les potentiels dynamiquement stables ou métastables.

Ainsi, il n’est pas surprenant de voir que la courbe de stabilité κ “ κc (en rouge) est presque
superposée à la courbe de stabilité absolue (en noir) à la figure 4.6b.

Que conclure de cet exercice ? Il y a essentiellement trois possibilités : soit la valeur expéri-
mentale est erronée à l’ordre de 3σ (98 % de certitude) et le Higgs est en fait à la limite de
stabilité, soit le vide électrofaible est vraiment instable et on ne comprend pas bien la tran-
sition dS Ñ AdS, ou alors il manque un ingrédient au modèle standard pour que la théorie
soit cohérente jusqu’à l’échelle de Planck.

Il y a de bonnes raisons pour douter des prédictions théoriques avant d’essayer d’y accommo-
der les résultats expérimentaux. En effet, notre discussion des contraintes sur le modèle stan-
dard est basée sur une extrapolation sur 16 ordres de grandeur jusqu’à la masse de Planck.
À titre de comparaison, les physiciens du début du XXesiècle pensaient que la physique était
essentiellement complète, sauf quelques anomalies à l’échelle de l’électronvolt (soit essentielle-
ment 11 ordres de grandeur sous l’échelle électrofaible), dont la catastrophe ultraviolette. La
suite de l’histoire est connue, et l’ampleur des révolutions qui ont suivies (dont l’avènement
de la théorie quantique) est une leçon d’humilité. Il y a donc fort à parier que la théorie est
modifiée à un niveau fondamental à plus haute énergie (ce n’est pas un candidat pour une
théorie du tout), et il serait mal avisé de tirer des conclusions définitives sur la stabilité du
modèle standard à partir de cette extrapolation 8.

8. Évidemment, il y a des arguments pour penser que la physique est (presque) complète jusqu’à une échelle
élevée, comme les succès des scénarios de grande unification. Toutefois, les problèmes reliés à la matière sombre,
l’énergie noire, la violation de la symétrie CP, le problème de la hiérarchie, de la constante cosmologique,
le scénario d’inflation, la désintégration du proton et bien d’autres devraient au moins nous mettre en garde
contre des conclusions hâtives.
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Fig. 4.6 : Diagramme de stabilité du potentiel effectif du Higgs en fonction de la masse du
Higgs Mh et du quark top Mt. À gauche (4.6a), on remarque que le modèle standard est
remarquablement proche de la zone de stabilité (tiré de [54]). À droite (4.6b), un agrandisse-
ment autour de la masse expérimentale. En rouge, le vide est métastable, alors qu’il est stable
(jusqu’à l’échelle de Planck) dans la région verte. Les ellipses représentent l’incertitude expé-
rimentale (de 1σ à 3σ) pour Mt “ 173.34p76q GeV et Mh “ 125.09p24q GeV [56]. Les lignes
pointillées représentent l’incertitude sur αspMZq “ 0.1184p7q [57].

Les deux autres options sont plus délicates, car elles reposent sur des hypothèses concernant
respectivement la gravité quantique et la physique au-delà du modèle standard. Il est difficile
d’exclure complètement la possibilité que le vide soit métastable, car la durée de vie peut être
extrêmement longue (un calcul récent montre que la durée de vie du vide électrofaible serait
de l’ordre de 10145 s [58, 59]).

La troisième option semble la plus intéressante, car elle pourrait être testée si l’on connaissait
la bonne théorie à haute énergie. Dans ce cas, il faudrait s’attendre à ce que de nouveaux
éléments modifient l’analyse précédente afin d’expliquer l’existence et la stabilité du vide élec-
trofaible. On peut alors interpréter l’incohérence de la borne inférieure dans le graphique 4.6b
comme un indice pointant vers une nouvelle théorie ultraviolette. Cette hypothèse est cohé-
rente avec la liste des problèmes non-résolus par la physique moderne, qui suggère également
une nouvelle physique au-delà du modèle standard (nouvelles particules, nouvelles symétries,
unification, etc.). Cette option permettrait également de mettre en évidence un mécanisme
dynamique qui expliquerait pourquoi le vide électrofaible est aussi proche de la limite de sta-
bilité.
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4.7.2 | Contrainte sur la constante cosmologique

Finalement, si on suppose que la contrainte sur la masse du Higgs est satisfaite, alors on peut
utiliser l’équation (2.94) pour obtenir une borne supérieure sur la constante cosmologique. En
prenant ∆v „ 2 ˆ 1067 GeV4 (voir la figure 4.5), on obtient une borne ρ1{4

vac À 5 ˆ 1016 GeV,
ce qui est peu contraignant par rapport à la valeur expérimentale (ρ1{4

vac „ 2.24 ˆ 10´12 GeV).
Toutefois, l’ajout de scalaires légers dans la théorie (comme les axions ou les modulis) permet
d’obtenir une borne beaucoup plus contraignante, car si leur potentiel contient également
plusieurs minima, les échelles impliquées sont de l’ordre de leur masse (qui est très petite), ce
qui pourrait mener à une contrainte importante sur la densité d’énergie du vide. Par exemple,
pour le scénario relaxion (voir l’annexe 4.C), on peut établir la borne ρ1{4

vac À 10´1 GeV, ce qui
est déjà beaucoup plus contraignant.
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Compléments

4.A | Groupe de renormalisation

Soit une fonction de partition

ZrJs “

ż

Dφe
´Srφs`

ş ddp

p2πqd Jφ. (4.44)

Les observables sont les fonctions de corrélation 9, qui correspondent aux dérivés

xOni
i y “

δni

δJni
Oi

lnZrJis

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ji“0

. (4.46)

Le groupe de renormalisation décrit comment les fonctions de corrélation d’une théorie évo-
luent selon l’échelle d’énergie à laquelle elle est testée, à partir de paramètres fixés pour une
échelle donnée M . Plus fondamentalement, il s’agit d’une conséquence de la cohérence d’une
théorie sous changement d’échelle. La prescription pour calculer ces effets repose essentielle-
ment sur l’intégrale de chemin : à partir d’une fonction de partition ZrJs, on peut développer
l’exponentielle en série de puissance jusqu’à l’ordre λn et intégrer les termes pour obtenir une
fonction de partition effective. En comparant les paramètres de la fonction de partition effec-
tive aux paramètres originaux, on peut déterminer l’évolution des coefficients selon l’échelle
d’énergie. Cette procédure correspond à calculer les diagrammes de Feynman qui représentent
un processus donné jusqu’à un nombre de boucles n.

Considérons par exemple la théorie φ4. L’action est

SrJs “

ż

ddx

„

1
2 pBµφq

2
´

1
2m

2φ2 ´
λ

4!φ
4 ` Jφ



. (4.47)

Cette formulation est intéressante, car elle souligne que la théorie est basée sur des interactions
locales, mais les vecteurs propres de la théorie libre sont les champs φppq pour un moment

9. Plus précisément, il faut sommer les photons de basse énergie (soft photons) que l’on ne peut pas détecter,
ce qui correspond à ajouter

ÿ

n

1
n!

n
ź

i“1

µ
ż

0

ddki

p2πq
d

δn

δJn
γ pkq

ln ZrJγs|Jγ “0 (4.45)

aux fonctions de corrélation. µ correspond à l’énergie minimale détectable.
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linéaire p donné 10. En réécrivant l’action dans cette base, on trouve

SrJs “

ż

ddp1

p2πq
d
Jpp1qφpp1q `

ż 1
2

2
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
φpp1q

`

p2
1 ´m2˘

φpp2qδd pp1 ´ p2q

´ λ

ż 1
4!

4
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
φpp1qφpp2qφpp3qφpp4qδd pp1 ` p2 ` p3 ` p4q . (4.48)

Appelons les termes de la première ligne Slibre, et ceux de la deuxième ligne Sint. En dévelop-
pant l’action à l’ordre λ, on a

ZrJs »

ż

Dφ

«

1 ´ λ

ż 1
4!

4
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
φpp1qφpp2qφpp3qφpp4qδd pp1 ` p2 ` p3 ` p4q

ff

e´SlibrerJs.

(4.49)

L’intégrale est nulle sauf si pi “ k le moment d’une source Jpkq, ou si pi “ pj , ce qui correspond
aux contractions de Wick. De cette manière, on doit sommer sur toutes les contractions
possibles entre les champs et les sources, c’est-à-dire que l’on somme sur tous les diagrammes
de Feynman qui correspondent à un processus donné.

Évaluons la correction à λ selon l’échelle d’énergie. Les deux diagrammes qui contribuent à
une boucle sont présentés à la figure 4.7. Le premier diagramme est trivial : il peut être lu
directement à partir du lagrangien. Le deuxième s’évalue facilement en utilisant les astuces
et les résultats standards de la théorie quantique des champs (QFT) :

iM “
piλq2

2

ż

ddk

p2πq
d

i

k2 ´m2
i

pk ´ pq
2

´m2
, p “ p1 ` p2 “ p3 ` p4, (4.50)

“ ´
λ2

32π2

1
ż

0

log
“

xp1 ´ xqp2 ´m2‰

dx` cste. (4.51)

Ce diagramme peut être resommé pour donner une action effective

δSeff “ ´

ż 1
4!

4
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
iMφpp1qφpp2qφpp3qφpp4qδd pp1 ` p2 ` p3 ` p4q .

On doit redéfinir la constante de couplage pour respecter les conditions de renormalisation,
soit dans ce cas

iM “ ´iλ, à s “ p2 “ 4m2, u “ t “ 0, (4.52)

10. Ce commentaire est valide lorsque l’action est une déformation du point fixe trivial. Dans le cas où la
théorie est une CFT, les champs sont des représentations du groupe conforme et sont identifiés par leur spin et
leur dimension conforme, donc la transformation n’est plus valide. La théorie peut toutefois être formulée en
termes de particules soit dans l’espace de plongement, soit (via holographie) dans une théorie de la supergravité.
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une théorie φ4.

où on utilise les variables de Mandelstam. On obtient donc finalement

SrJs “

ż

ddp1

p2πq
d
Jpp1qφpp1q `

ż 1
2

2
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
φpp1q

`

p2
1 ´m2˘

φpp2qδd pp1 ´ p2q

´

ż 1
4!

4
ź

i“1

ddpi

p2πq
d
λ1pp2qφpp1qφpp2qφpp3qφpp4qδd pp1 ` p2 ` p3 ` p4q , (4.53)

λ1 “λ`
λ2

32π2

1
ż

0

"

log
„

m2 ´ xp1 ´ xqs2

m2 ´ xp1 ´ xq4m2



` log
“

1 ´ xp1 ´ xqt{m2‰

` t Ñ u

*

dx. (4.54)

Le terme de masse reste inchangé pour les corrections à une boucle. Pour calculer les cor-
rections aux ordres supérieurs, il est plus simple d’utiliser les contre-termes pour assurer la
cohérence de la théorie.

4.B | Théorie quantique des champs à température non-nulle

Cette annexe résume succinctement les effets d’une température non-nulle sur la stabilité du
vide. Pour une analyse plus complète, se référer à [60–63].

En prenant l’analogie avec la fonction de partition en physique statistique à température finie,
on peut modifier la relation (1.27) pour écrire

ZrJs “

ż

Dφe´βErJ,φs, E “ SE ´

ż

ddxJpxqφpxq. (4.55)

Ici, E est analogue à l’énergie libre de Helmholtz, et β 9 T´1 est un paramètre inversement
proportionel à la température 11. À partir de ErJs on peut évaluer l’action effective Γrφcls.
Curieusement, les états respectent la symétrie φpτ , xq Ñ φpτ `β , xq (ce qui est connu sous le
nom d’état Kubo-Martin-Schwinger [64, 65]). En d’autres termes, les solutions admettent des
conditions périodiques en temps euclidien de période β. Cette symétrie peut être retracée au
fait qu’un observateur dans un Univers à une température finie peut voir le flux de particules
incident comme provenant de l’effet Unruh et interpréter la température comme un artéfact

11. Cette formulation correspond à l’ensemble canonique en physique statistique.
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dû au fait qu’il se trouve dans un repère accéléré (dans les coordonnées de Rindler). Or, dans
ce cas, une étude de l’espace de Sitter euclidien montre que l’espace de recouvrement universel
est une sphère, ce qui implique la périodicité annoncée (voir l’annexe 2.B).

La périodicité des solutions nous permet de décomposer les champs en modes de Fouriers, i.e.

φpτ, ~xq “
ÿ

n

einτ{βφnp~xq. (4.56)

Le propagateur de Klein-Gordon devient alors

B2 “ B2
τ ` B2

x “ ´ pn{βq
2

` B2
x, (4.57)

donc le champ acquière une masse effective de l’ordre de δm2 “ n2T 2, qui peut être incluse
au potentiel effectif, et l’espace effectif possède une dimension de moins. Pour une température
suffisament élevée, le mode n “ 0 est dominant et les autres modes sont non-dynamiques,
alors que dans la limite où T Ñ 0, les modes de Kaluza-Klein regénèrent la dimension perdue
à température finie.

Si le mode zéro reproduit les résultats à température nulle (avec une dimension en moins),
on doit intégrer les modes plus lourds, ce qui génère des corrections au flot du groupe de
renormalisation. La correction au potentiel effectif à une boucle est calculée dans [60] et
donne

V β
1 pφ2

clq “
1

2π2β4

8
ż

0

x2 ln
”

1 ´ e´x2`β2Λ2
ı

dx, (4.58)

où Λ est l’échelle de renormalisation. Une fois cette correction au potentiel effectif prise en
compte, l’analyse est identique au cas sans température en dimensions d´ 1.

La correction (4.58) stabilise le potentiel. Toutefois, lorsqu’on augmente la température, le
champ a plus d’énergie pour traverser la barrière de potentiel, ce qui produit l’effet inverse.
Pour les paramètres du modèle standard, la correction quantique domine et l’effet global est
de stabiliser le potentiel [45].

Il serait intéressant d’approfondir la relation entre les corrections dues à la température et
celles dues à la gravité. En effet, selon le principe d’équivalence et l’effet Unruh, on pour-
rait s’attendre à ce que les deux effets soient équivalents. Pour supporter cette idée, il est
intéressant de noter qu’il existe également une température critique au-delà de laquelle la
transition ne se produit pas. Notons que cette correspondance est non-triviale, car elle relie
les propriétés d’instantons dans deux systèmes avec un nombre de dimensions différents. Ces
indices pointent également dans la direction de la correspondance AdS/CFT.
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4.C | Axions

Les axions sont des scalaires légers introduits pour solutionner le problème de la violation CP
en chromodynamique quantique (QCD) (strong CP-problem). Pour comprendre comment le
problème survient, on peut considérer une version simplifiée de QCD avec un seul fermion en
suivant [66]. Le lagrangien s’écrit alors comme

L “ ´
1

4g2FµνF
µν ` ψ̄

`

i {D ´m
˘

ψ. (4.59)

Or, il n’y a rien qui impose a priori que la masse soit réelle. Si on prend m “ |m| eiθ, alors on
peut faire une transformation ψ Ñ eiθ{2ψ et ψ̄ Ñ eiθ{2ψ̄ pour absorber la partie imaginaire
dans une redéfinition du champ. Le lagrangien est invariant, ce qui correspond à un courant
chiral global conservé Bµj

5µ “ 0. L’action subit quant à elle des corrections quantiques, car la
mesure DψDψ̄ n’est pas invariante sous la transformation 12 ; il y a donc une contribution non-
nulle due à une anomalie ce qui brise la symétrie globale. Dans la théorie effective, l’anomalie
prend la forme

δLeff “
θ

32π2 TrFF̃ . (4.60)

En QED, l’anomalie n’affecte pas la physique, mais pour une théorie non-abélienne comme
QCD, l’anomalie peut avoir des effets physiques observables. En particulier, le terme δLeff
brise la symétrie CP, et on s’attendrait alors à mesurer un dipole électrique anomal au neutron
de l’ordre de eΛneutron „ eˆ 10´14 cm, ce qui est exclut par l’expérience jusqu’à eˆ 10´25 cm.
L’écart entre la valeur attendue et expérimentale implique que θ ă 10´9, ce qui est faible
(mais moins que le problème de la hiérarchie). Comprendre pourquoi θ est aussi faible en
QCD constitue le strong CP-problem.

Une solution simple pour expliquer pourquoi θ est aussi faible est de supposer qu’il y a un
champ scalaire a avec comme lagrangien

Laxion “ pBµaq
2

`
a{fa ` θ

32π2 TrFF̃ . (4.61)

Si la théorie possède également la symétrie a Ñ a ` α, alors on peut absorber le paramètre
θ dans une redéfinition du champ a, l’axion. Un calcul de l’énergie du vide Epθq donne un
potentiel pour l’axion, et on peut montrer que V admet un minimum à θ “ 0, ce qui résout
le problème par un mécanisme dynamique. Il existe plusieurs contraintes phénoménologiques
pour les théories contenant des axions, mais on suppose en général que fa „ 1010 GeV ´

1012 GeV, ce qui est compatible avec les expériences.

12. La méthode est détaillée dans [67].
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4.C.1 | Modèle relaxion

Une variation sur le thème des axions offre également une solution potentielle au problème de
la hiérarchie et de l’inflation ; par exemple le modèle relaxion [52]. On modifie le lagrangien
précédent comme

L “ LSM `
`

´M2 ` ga
˘

|H|
2

` V pgaq `
1

32π2
a

fa
TrFF̃ , (4.62)

avec M2 le cutoff de la théorie. La masse du Higgs est donc naturelle dans la théorie renor-
malisable, puisqu’elle est comparable à l’échelle d’énergie à laquelle la théorie est définie. Si
on prend la limite g Ñ 0, alors la théorie possède la symétrie a Ñ a` 2πfa.

Si on regarde le potentiel effectif pour a, on a des termes linéaires provenant des valeurs
moyennes dans le vide de g |H|

2 et TrFF̃ , et un potentiel généré par les corrections quantiques
dues à QCD. À haute énergie, la symétrie n’est pas brisée, donc V “ 0. Le champ a évolue
donc linéairement, ce qui génère l’inflation. Lorsque m2

h “ ´M2 ` ga ě 0, le Higgs acquière
une valeur moyenne non-nulle, car m2

h “ 0 devient un point instable. La brisure de symétrie
génère des corrections au potentiel V paq 9 m4

h, donc l’amplitude de la perturbation croît
proportionellement à la valeur moyenne du Higgs. Lorsque l’amplitude devient trop grande,
l’axion s’arrête, ce qui fixe le minimum électrofaible.

Le modèle relaxion permet d’obtenir le minimum électrofaible pour des valeurs raisonnables
des paramètres (technical naturalness), mais le nombre de e-fold attendu est alors 1040, ce
qui n’est pas fondamentalement problématique, mais est surprenant. À l’échelle du modèle
standard, le potentiel de l’axion serait de l’ordre de V „ f2

πm
2
π „ 3 ˆ 10´4 GeV4.
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Conclusion et perspectives

Les difficultés associées à l’inclusion de la gravité dans la physique des particules ne sont
pas nouvelles. Outre les difficultés techniques substantielles découlant d’une géométrie dy-
namique, la théorie quantique des champs manifeste des incohérences qui semblent ancrées
aux fondements même de la théorie : non-renormalisabilité, absence d’une définition unique
de l’état du vide, instabilité de l’espace, problèmes d’échelle des paramètres, etc.

Tous ces problèmes suggèrent que la théorie quantique des champs n’est pas le formalisme
approprié pour décrire une théorie de la gravité quantique. Et pourtant, les succès de la
QFT portent étonnamment loin. Entre les théories de la grande unification et le modèle
naïf de stabilité du vide électrofaible développé ici, on trouve une panoplie d’indices dont les
échecs sont si proches d’offrir une réponse satisfaisante à des problèmes qui semblent pourtant
résolument dépendre d’une théorie de la gravité quantique, qu’il est difficile de croire au
hasard. Aussi, bien qu’il soit difficile d’y voir clair et d’exposer au grand jour les mécanismes
sous-jacents, on aurait tort de négliger l’importance de ces quasi-succès. En particulier, bien
que la borne obtenue sur la masse du Higgs ne constitue pas une solution au problème de la
hiérarchie, il est difficile de croire qu’elle ne joue aucun rôle dans sa résolution.

Plus généralement, notre étude de l’inclusion de la gravité dans un modèle de stabilité du
vide met en lumière l’inconsistence de la transition de l’espace dS vers l’espace AdS par
un argument entropique, ce qui suggère également une résolution. Lorsque la probabilité
de transition est suffisament faible, on suppose que la transition peut être interprétée comme
une récurrence à un état de faible entropie, ce qui élimine l’incohérence.

Le reste de notre analyse vise à établir les conditions pour lesquelles cette solution spécula-
tive est applicable. En revisitant l’approximation thin-wall, nous avons pu mettre en évidence
son lien avec le théorème d’énergie positive et l’instanton Hawking-Moss. Nous avons égale-
ment vérifié nos résultats analytiques par des méthodes numériques, montré que ces résultats
offraient une bonne prédiction pour la majorité des cas et suggéré des directions futures. Par-
mis ces dernières, nous avons mentionné comment on pourrait déterminer la dépendance des
états finaux de l’instanton en fonction des paramètres du modèle, ce qui viendrait complé-
ter l’analyse thin-wall. Également, nous avons souligné comment une étude plus complète de
l’instanton dans le régime thermique pourrait établir plus clairement le lien entre l’instanton
CdL et HM, ce qui pourrait permettre de mettre en évidence la nature des paramètres α et ξ˚

suggérés par l’analyse thin-wall, et ainsi formuler adéquatement la théorie. Finalement, nous
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avons suggéré un parallèle entre le modèle avec gravité et celui à température non-nulle, ce
qui suit l’idée d’AdS/CFT, mais dans un espace de de Sitter. Une meilleure compréhension
de cette dualité pourrait permettre d’établir les critères de cohérence de l’espace de de Sitter
quantique.
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