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Résumé

Le modele de Skyrme, dont la premiére apparition remonte au milieu du 20°™¢ siecle, est
maintenant interprété comme une théorie efficace de la chromodynamique quantique dans
la limite des basses énergies. Dans ce modele, une description des noyaux atomiques les plus
stables s’avere possible a ’aide d’une structure solitonique qui posséde une charge topologique
conservée. Ce présent travail s’appuie sur une récente extension du modele de Skyrme original
suggérée par Marleau et coll., c’est-a-dire le modele de Skyrme quasi-BPS, et propose ’étude
de deux hypotheses de départ (ansatz) pour la paramétrisation du champ mésonique. Les
résultats obtenus a partir de ces deux hypothéses de départ ont été comparés et analysés
selon deux approches principales, la premiere favorisant un développement perturbatif des
équations de champs (qui permet des solutions analytiques) et la seconde s’appuyant sur un
algorithme de recuit simulé pour obtenir des solutions numériques complétes du modele au

niveau classique.
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Introduction

It is in the peculiar confluence of special relativity and quantum mechanics that

a new set of phenomena arises : particles can be born and particles can die. It

is this matter of birth, life and death that requires the developement of a new

subject in physics, that of quantum field theory. -A. Zee
La recherche en physique des particules élémentaires a joué un role important dans le déve-
loppement scientifique et technologique du 207™¢ siécle. Au fur et & mesure que les progres
techniques ont permis de sonder de plus en plus profondément la matiere, de nouvelles par-
ticules ont fait leur apparition, nécessitant la construction de modeles théoriques capables
d’expliquer ces observations et d’offrir des prédictions intéressantes sur 1’évolution de ces sys-
temes. Aujourd’hui plus que jamais, la physique des particules occupe une place importante
dans la recherche fondamentale de pointe. Avec un nombre toujours grandissant de particules
ayant des noms parfois étranges ainsi qu'une panoplie de propriétés et de lois de conserva-
tions, cela fait en sorte qu’il peut s’avérer difficile de s’y retrouver. Cependant, dans toute
cette apparente confusion régne une structure cohérente qui rend possible une classification
détaillée des phénomenes microscopiques observés. Pour bien comprendre la place qu’occupe
le modele de Skyrme [50] dans la physique des particules actuelle, il devient donc important

de bien connaitre cette classification et les lois qui la régissent.

Le point de vue moderne en physique des particules passe donc nécessairement par ce qui est
aujourd’hui appelé le modele standard [8]. Celui-ci regroupe sous une méme structure mathé-
matique, c’est-a-dire une théorie quantique des champs particuliére, I’ensemble des connais-

1 au cours des derniers siecles sur la physique des particules et leurs inter-

sances acquises
actions. Il constitue ainsi une synthése de trois des quatre interactions fondamentales de la
nature, soit les interactions électromagnétiques, faibles et fortes. Le cadre mathématique établi
par la théorie quantique des champs permet d’associer un champ physique a chaque particule
élémentaire. Sous ce formalisme, les particules émergent de la théorie en tant qu’états excités
de ces champs, générés par le processus de quantification. En fait, la possibilité de décrire la
création/annihilation de particules est 'une des propriétés les plus importantes de la théorie

quantique des champs, qui permet de traiter les systemes ot le nombre de particules change

1. A Pexception des interactions gravitationnelles, qui demeurent & ce jour décrites par une théorie classique
basée sur la géométrie de I’espace-temps plutot que sur les symétries internes des objets étudiés. Il est également
important de noter que l'origine de la masse des neutrinos demeure inexpliquée dans ce modéle.



au cours du temps (systémes ayant un nombre de degrés de liberté infini). Cela fait en sorte
que celle-ci est un outil fondamental dans 1’étude de tout systéme physique comprenant des
particules élémentaires. Puisque le modeéle standard correspond & une théorie quantique des
champs renormalisable [45], les interactions qui y sont décrites peuvent étre représentées par

les diagrammes d’échanges de Feynman et les mécanismes qui en découlent.

Ainsi, la force électromagnétique, qui est responsable, entre autres, du lien qui maintient en
orbite les électrons autour des noyaux atomiques, est représentée par un échange de photons
virtuels entre particules chargées. La section du modele standard qui décrit ces interactions
se nomme ’électrodynamique quantique (QED, Quantum electrodynamics) et elle détaille de
fagon précise ’ensemble des interactions entre la lumiére (photon) et la matiére ainsi que les
interactions entre particules chargées. De plus, cette théorie est celle qui reproduit avec le
plus haut niveau de précision (de I'ordre de 107!!) les résultats expérimentaux, ce qui en fait
I'une des théories physiques les plus précises jamais construites. De fagcon analogue, le modele
standard introduit la force nucléaire faible, qui permet par exemple les réactions nucléaires
responsables de la production d’énergie de notre soleil (fusion nucléaire) et la désintégration
[ (partie importante du phénomeéne de radioactivité), comme une interaction ayant comme
particules médiatrices les bosons W, Wet Z°. De plus, lorsque les niveaux d’énergie atteints
sont suffisamment élevés (~ 100 GeV), il s’avere que les interactions électromagnétiques et
les interactions faibles correspondent a une représentation du méme phénomene et peuvent
étre unifiées sous une seule et méme structure connue sous le nom de force électrofaible. C’est
également dans cette section du modele standard que le désormais célebre mécanisme de Higgs
prend ses racines, introduit pour la premiere fois dans le but de générer la masse des bosons
W et Z0 ainsi que celle de toutes les particules fondamentales par la brisure spontanée de
la symétrie électrofaible a basse énergie. L'unification de ces deux interactions est en réalité a
la base du modele standard puisque cela suggéra 1'idée que les interactions fortes pourraient

également étre décrites sous une méme structure mathématique que les deux précédentes.

Quant aux interactions fortes, celles-ci sont de nature beaucoup plus complexe. Représentant
une partie importante du modele standard, la chromodynamique quantique (QCD, Quan-
tum chromodynamics) est la théorie utilisée depuis la fin des années 1960 pour décrire les
interactions a I'intérieur des noyaux atomiques et de fagon plus générale, la structure des par-
ticules soumises aux interactions fortes. Celle-ci prédit I'existence de six variétés de particules
appelées quarks qui sont strictement confinées par groupe de deux ou trois a lintérieur de
particules appelées hadrons. Ces combinaisons particulieres sont dites de couleur neutre, c’est-
a~dire qu’il existe trois types de chaque variété de quarks, et que ces trois types sont étiquetés
par une « couleur » spécifique. Les hadrons sont donc des combinaisons de quarks/antiquarks
dans lesquelles les charges fortes (couleurs) s’annulent parfaitement. De plus, tel que men-

tionné précédemment, il existe deux types de configurations hadroniques stables. Les hadrons



formés de trois quarks font partie de la catégorie des baryons et ceux formés de deux quarks
(plus spécifiquement d’un quark et d’un antiquark), des mésons. La force nucléaire forte, qui
assure la cohésion des noyaux atomiques, se divise donc en deux catégories dues a la structure
composite de ceux-ci et a la propriété de confinement des quarks. En premier lieu, le noyau
peut étre considéré comme composé de protons et de neutrons. La force qui lie les protons et
neutrons a l'intérieur du noyau se nomme la force nucléaire forte résiduelle et peut étre vue
comme un échange de mésons entre ces constituants, principalement de pions (le méson le plus
léger). Cependant, cette théorie stipule que les protons et les neutrons, étant des baryons, sont
formés d’une combinaison particuliere de trois quarks. La chromodynamique quantique doit
donc également prédire I'existence d’une particule d’échange pour décrire cette sous-structure.
Ainsi, de facon équivalente, la force qui confine les quarks a 'intérieur des protons et neutrons
est appelée la force nucléaire forte fondamentale et est représentée par un échange continu
de gluons entre les quarks. La confirmation expérimentale de I'existence des quarks, au début
des années 1990, par 'expérience de diffusion inélastique profonde a 'université de Stanford

solidifia significativement les racines de QCD et mena & un prix Nobel de physique.

L’interprétation des forces fondamentales comme un échange de bosons de jauge est I'un des
grands succes du modele standard, qui donne la possibilité de calculer avec précision les di-
verses propriétés des phénomenes microscopiques observés. Une partie de ce succes provient de
I'utilisation de méthodes perturbatives dans la résolution des équations de champs et du fait
que la théorie est renormalisable. Cependant, parmi toutes les questions que le modele stan-
dard laisse sans réponses, la dynamique de QCD a basse énergie revét un intérét particulier.
Dans le régime des basses énergies (inférieur & Agep ~ 200 MeV), les méthodes perturbatives
ne peuvent plus étre utilisées pour extraire de I'information sur les noyaux atomiques & partir
de la chromodynamique quantique. Ceci est dii au fait que la constante de couplage gs, qui
gere les interactions entre les champs de quarks et de gluons, dépend de I’énergie du systeme
dii au processus de renormalisation. Dans cette limite, celle-ci devient beaucoup trop grande
(9s > 1) pour étre utilisée comme parametre dans un développement en série de puissance.
Par ailleurs, ’étude de QCD aux basses énergies s’avere trés importante d’un point de vue
pratique puisque c’est dans cette limite que la théorie donne des prédictions sur les proprié-
tés hadroniques telles que la masse, la taille, le temps de vie, les moments magnétiques, les
propriétés de diffusion et, en principe, sur tout phénomene nucléaire connu. En réalité, dans
la limite des basses énergies, les degrés de liberté pertinents de QCD ne sont plus les quarks
et les gluons mais plutot les hadrons, qui sont les seuls états observables de la théorie di
au confinement (une conséquence directe de I'interaction des gluons avec eux-mémes). Cela
suggere qu’en premiere approximation, une théorie efficace considérant les hadrons comme
degrés de liberté fondamentaux pourrait étre envisagée comme solution pour pallier la com-
plexité des calculs de QCD. Dans les années 1970, les travaux effectués par [54, 57] vinrent

appuyer cette idée et montrerent que dans cette limite, QCD peut étre décrite par une théorie



efficace de mésons. Ceci motiva l'utilisation de modeles plus simples pour étudier, du moins

d’un point de vue phénoménologique, les propriétés des noyaux dans cette limite.

Cette recherche de modeles plus simples, consistant en une théorie efficace de mésons de la
chromodynamique quantique, raviva l'intérét porté au modele proposé pour la premiere fois
par T.H.R. Skyrme. Bien qu’historiquement le modele de Skyrme (1954) ait été introduit
avant I'avénement de la chromodynamique quantique, celui-ci fut pratiquement éclipsé par
cette derniére en raison de ses multiples succeés dans la description du spectre hadronique
aux hautes énergies. Les motivations derriere la construction de ce modele sont diverses. En
1984, lors d’une présentation a caractére historique sur les fondations de son modele [15],
Tony Skyrme identifia trois motifs principaux sur lesquels ses recherches furent orientées. En
premier lieu, celui-ci souhaitait entreprendre 'unification des bosons et des fermions. Cela
implique donc la construction d’un modele comprenant seulement un type de particule fon-
damentale, dans ce cas-ci les bosons, et ou les fermions émergeraient des interactions entre
champs bosoniques. Le second point abordé fut I'utilisation de la renormalisation pour gérer
les quantités infinies. L’utilisation de cette technique mathématique est en réalité directement
reliée a la notion de particules ponctuelles. La raison pour laquelle les particules élémentaires
sont traitées comme des points (sans dimension ou extension géométrique) en premiere ap-
proximation reléve du fait que leur réelle structure a des échelles de distances tres petites reste
inconnue. Ce faisant, puisqu’il n’y a pas de coupure naturelle a cette échelle, des techniques de
renormalisation doivent étre utilisées pour traiter les divergences ainsi générées. Une facon de
pallier ce probléme (celle utilisée par Skyrme) sans faire intervenir la renormalisation est de
traiter les particules élémentaires comme des objets étendus dans ’espace qui possedent une
topologie non triviale. Finalement, le troisieéme élément considéré lors de la construction de son
modele fait référence a la nature méme des fermions. En fait, la raison pour laquelle le modeéle
repose sur les bosons comme particule fondamentale est principalement due a la perception
plutot négative que Skyrme avait des fermions. A cette époque, les objets se comportant de
fagon quantique n’ayant pas d’analogue distinct au niveau classique étaient souvent remis en
question. L’idée était donc de faire ressortir le comportement « étrange » des fermions sans

traiter ceux-ci comme des constituants fondamentaux.

En termes plus spécifiques, le modele de Skyrme consiste en une théorie de champs classiques
non linéaire admettant des solutions solitoniques pouvant étre associées a des particules ap-
pelées skyrmions. Les solutions ainsi générées émergent du champ scalaire du triplet de pions
(nt, 7%, 77), qui sont les seuls degrés de liberté considérés, et correspondent & un type de
soliton particulier appelé soliton topologique. Autrement dit, ceux-ci se distinguent par leur
configuration étendue dans ’espace ainsi que par une charge topologique conservée. Cela im-
plique donc que par construction, les skyrmions ne sont pas des objets ponctuels. Par ailleurs,

afin que ce modele puisse étre appliqué a la description de réelles particules, certaines associa-



tions doivent étre faites. L’intuition de Skyrme fut d’associer la charge topologique conservée
au nombre baryonique. Ce faisant, il devint également possible d’associer les skyrmions générés
par le modele aux baryons et aux nucléons qui composent la matiere. Au fil du temps, plusieurs
généralisations et extensions [48] furent introduites dans le but d’obtenir une description plus
détaillée de la matiere a 1’échelle d’énergie hadronique. Plus récemment, il fut établi [4] qu'un
modele purement « BPS » (Bogomol'ny-Parasad-Sommerfield) construit & partir d’un lagran-
gien comprenant un terme d’ordre 6 en dérivées du champ de pions ainsi qu’un terme de masse
relié au potentiel représente une base intéressante pour la description des noyaux atomiques.
Cette approche particuliere utilise un processus de sélection qui restreint les termes possibles
du lagrangien en tirant profit de symétries préservées par l'interaction forte. Ceci a comme
avantage de simplifier les calculs et de rendre possible I'obtention de solutions analytiques.
En utilisant ce modeéle-jouet comme point de départ dans la construction d’un modele plus
complet incorporant également les termes de Skyrme originaux, une extension quasi-BPS fut
développée [10, 11, 12], menant & des résultats qui reproduisent avec un remarquable niveau

de précision les énergies de liaisons (par nucléon) des noyaux les plus stables.

Dans le but d’obtenir une description plus réaliste des nucléons (protons et neutrons) ainsi
qu’une représentation détaillée des noyaux atomiques les plus stables dans la limite des basses
énergies, ce présent travail considére une extension quasi-BPS du modele de Skyrme original.
L’introduction d’un ansatz plus spécifique pour la représentation et la paramétrisation du
champ de Skyrme, 'application rationnelle, est étudiée en détail a 'intérieur de ce modele.
Les conséquences liées a l'insertion de cet ansatz sont abordées de fagon systématique en
comparaison avec les résultats de la solution axiale précédemment utilisée dans le but de
déterminer celle qui offre les configurations énergétiques les plus stables. Le premier chapitre
sert d’introduction aux solitons et au modele de Skyrme original de fagon & bien établir les
bases et les limites du modele. Par la suite, le chapitre deux est consacré au modele BPS tel
que proposé par [4]. La borne BPS y est introduite ainsi que ses propriétés et les différents
avantages a construire un modele qui sature cette derniere. Le chapitre trois est dédié a ’étude
du modeéle quasi-BPS selon I'approche proposée par [12]. Il y est entre autres question des
implications liées a la combinaison des deux modeles précédents par une approche perturbative
puisque ceux-ci ne partagent pas nécessairement les mémes symétries. Les problématiques liées
a 'utilisation de la solution axiale dans ce contexte sont abordées et ’application rationnelle
y est introduite dans le but de corriger certains de ces probléemes. Les propriétés spécifiques
au modele telles qu'une densité baryonique constante (configuration pleine), l'inclusion de
différentes contributions énergétiques ainsi que le développement d’une nouvelle méthode de
calcul pour tenir compte des effets de ’énergie de Coulomb associée aux densités de charges
électriques y sont également discutées. Ce chapitre termine sur les résultats obtenus a partir
de ce modele et I'analyse que 1'on peut en faire. Celui-ci est ensuite suivi d’une conclusion

résumant ’ensemble du travail accompli et les travaux futurs qui peuvent étre envisagés.






Chapitre 1

Un modele basé sur les solitons

topologiques

Les solitons, ou ondes solitaires, sont désormais présents dans plusieurs champs d’application
de la science. En effet, la propagation de signaux dans une fibre optique, I’échange d’infor-
mation entre les neurones du cerveau, les monopoles magnétiques en électrodynamique, 1’hy-
drodynamique et la physique des particules sont quelques exemples de domaines de recherche
qui peuvent bénéficier des propriétés des solitons lors de la conception d’un dispositif ou de la
modélisation d’un phénomene. La formulation de ce concept remonte a 1834, en raison d’une
observation faite par un ingénieur civil anglais du nom de John Scott Russel. Celui-ci observa
le déplacement de I’eau dans un canal causé par le passage d’un bateau. A sa grande surprise,
lorsque le bateau s’immobilisa, la vague générée par le déplacement du bateau continua de se
propager & la méme vitesse sur une grande distance (plusieurs kilometres) sans se déformer

ou se dissiper.

1.1 Introduction aux solitons

D’un point de vue mathématique, les solitons émergent en tant que solution de certaines
équations différentielles non linéaires particulieres. Ce faisant, les conditions nécessaires a
I’obtention de ce type de solution impliquent la non-linéarité de 1’équation différentielle et
la présence de termes favorisant la dispersion. En effet, les propriétés uniques des solitons
découlent du fait que les effets non linéaires (qui tendent & comprimer ’onde temporellement
et spatialement) et les effets dispersifs (qui étendent celle-ci et la diluent) s’annulent parfai-
tement. Il est a noter que ces effets, pris individuellement, ne permettent pas la formation
d’une onde solitaire. Les propriétés des solutions solitoniques ainsi obtenues peuvent donc se
résumer de la facon suivante :
e Celles-ci sont localisées dans I’espace (une densité d’énergie finie & un temps donné dans
une région de 'espace) ;

e La forme des solutions est permanente (aucune déformation ou dissipation possible) ;



e Elles n’obéissent pas au principe de superposition standard lors d’une interaction (une
interaction entre deux solitons laisse ceux-ci inchangés) ;

e Elles satisfont I’équivalent d’une relation de dispersion (certaines ondes voyagent plus
vite que d’autres).

De plus, tel que mentionné par [39], en se limitant & une théorie de champs locaux relativiste,

les solutions solitoniques peuvent étre classifiées selon deux catégories.

o Les solitons topologiques. La condition frontiére a I'infini (spatial) d’un état solitonique
doit étre topologiquement différente de 1’état physique du vide. Ce qui implique des
états du vide dégénérés;

o Les solitons non topologiques. La condition frontiere a l'infini est la méme que celle
de I'état du vide. L’état du vide n’est donc pas dégénéré. Leur existence est due a la
présence d’une loi de conservation additive.

Ainsi, ces deux types de solitons partagent les propriétés mentionnées ci-haut, cependant leurs
lois de conservation sont de nature différente. Dans le premier cas, ceux-ci se démarquent par
une charge topologique conservée a partir de laquelle découle leur stabilité. Les solitons non
topologiques, quant a eux, possedent également une charge conservée, mais celle-ci provient
du théoreme de Noether. Pour des raisons qui deviendront claires dans les prochains chapitres,

ce présent travail est entierement basé sur les solitons topologiques.

1.1.1 Le modéle de sine-Gordon

L’un des exemples les plus simples de soliton topologique en 141 dimensions (une dimension
spatiale et une dimension temporelle) est sans contredit le modeéle de sine-Gordon. L’attrait
particulier de ce modeéle réside dans sa simplicité et la possibilité d’un traitement analytique
complet. Bien que treés restreint d’un point de vue physique (seulement une dimension d’es-
pace), celui-ci permet de bien visualiser 1’émergence des propriétés des solitons ainsi que les
notions de topologie cruciales & I’étude du modele de Skyrme. Afin d’étudier ce modele plus
en détail, quelques notions de théorie des champs classiques s’imposent. En général, il est tou-
jours possible d’écrire la densité lagrangienne la plus simple d’un systéme en 141 dimensions

de la fagon suivante [27]

2= 13 (0ud o — 2V (90). (1.1)

=1
Les ¢; représente des champs scalaires classiques qui sont des composantes du champ ¢ =
(P1, G2, ..., dm) et le terme V(¢;) représente le potentiel d’interaction entre ces composantes.
On note également que le premier terme, constitué des dérivées du champ, représente le terme
cinétique associé aux vitesses généralisées. De plus, dans ce formalisme, le lagrangien est donné

par

L(¢i, Oudhi) = /.i”d:c, (1.2)



avec u € {t, x}, et Paction qui en découle s’exprime de la fagon suivante

S = /L(cﬁi,auqﬁi)dt: /zdxdt. (1.3)

La dynamique du systéme est obtenue en appliquant le principe de moindre action sur S. Cela

implique que la densité lagrangienne doit satisfaire les équations d’Euler-Lagrange suivantes

0L 0L
4, (8 2 @)) Sy, (14)

De plus, dans le cas spécifique du modele que I'on souhaite étudier, le nombre de composantes
du champ ¢ est équivalent au nombre de dimensions de I'espace-temps (m = 2), et une

contrainte supplémentaire doit étre satisfaite, soit

ot + ¢35 = f*. (1.5)

Cette contrainte non linéaire, qui stipule que les composantes du champ doivent prendre des
valeurs sur un cercle de rayon f, permet de restreindre les degrés de liberté possibles de
I’espace interne ol est défini le champ. Cela permet ainsi d’éviter les degrés de liberté non
physiques et d’assurer en quelque sorte la présence d’une solution solitonique. Pour satisfaire
(1.5), une approche fort utile est de recourir a la paramétrisation des composantes ¢;. Ainsi,

il devient possible d’écrire les composantes sous la forme suivante

¢1 = f cos <Z> , ¢2 = fsin <Z> . (1.6)

Bien que ce choix de paramétrisation ne soit pas unique, celui-ci facilite grandement l’inter-
prétation des équations de champs. Les composantes deviennent donc fonction d’une seule
variable, ’angle 6, qui peut étre vu comme la coordonnée angulaire sur le cercle que décrit
I’espace interne du champ. Il reste maintenant & définir un potentiel d’interaction pour cou-
pler les composantes ¢1 et ¢o. Le modele de sine-Gordon utilise 'un des couplages les plus
simples, qui correspond au choix V(¢;) — V(¢1, ¢2) = 2A¢3¢3. Cela revient a écrire

4
Vion o) =A(F = ot —of) — VO =La0-cos0)). (1.7

Considérant que 0 = 0(t, =), un calcul direct mene ensuite & la densité lagrangienne suivante

C1/F\? s 1 /f\? 2
L= (4) @07 -5 (1) @07 -ve. (1.8)
En appliquant ensuite (1.4) sur Zsq, ayant préalablement défini les quantités suivantes

Y= {‘9’ 9= ;Lc? O‘:4>‘f2’ (19)



on obtient I’équation différentielle du modele de sine-Gordon, soit
2 2 @ .
Ofp— 00+ 7 sin(gp) = 0. (1.10)

Dans ce cas-ci, la constante g est associée a la constante de couplage du modele et a représente
un facteur d’échelle. Afin de bien visualiser les propriétés associées aux solitons, il est suffisant
de s’attarder au cas statique, c’est-a-dire de supposer que les champs ne dépendent pas du

temps. Par ailleurs, il est plus simple de résoudre (1.10) en reformulant celle-ci de la fagon

suivante oV (0) o2
Ve @
= 1.11
Op 0x?’ ( )
qui peut étre intégré pour obtenir
1 (0p\?

11 devient donc possible de résoudre cette équation en y substituant V' (¢), ce qui donne
4 +/a(z—0)
o(z) = — arctan (e 0 ) . (1.13)
g
Cette solution solitonique particuliere centrée en xg, qui en réalité représente une famille de

solutions pour différentes valeurs de xg, est appelée un kink lorsque 'argument de ’exponentiel

est positif et un antikink dans le cas contraire.

V(p)

¥

FIGURE 1.1: Représentation schématique du potentiel dans le modele de sine-Gordon.

Ensuite, il est possible de constater a partir de la figure 1.1 qu’il existe une infinité de champs
scalaires ¢ = 2”7”, Vn € Z menant au minimum du potentiel V(¢) = 0. Tel que mentionné
précédemment, cette dégénérescence du vide est essentielle pour I'existence des solitons topo-
logiques. En fait, ’énergie du soliton se trouve confinée entre deux états de vide différents, ce

qui interdit toute dissipation. Pour calculer I’énergie statique du soliton, on a que

Fuot = 70 (; (%) +V(<P)> w= [ Ve

7 [2a 8V
= /0 \/92 (1 —cos(gp))de = ;{ (1.14)
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L’intégrale de la premiére ligne est obtenue & partir de la relation entre le potentiel V() et
les dérivés du champ (), qui découle de I’équation (1.12). On constate ainsi que la solution
statique du modele de sine-Gordon posséde une énergie finie confinée entre deux minima du
potentiel, soit n = 0 et n = 1 dans cet exemple. De plus, cette énergie dépend uniquement
des bornes de la fonction, soit ¢(—o00) = 0 et p(c0) = 27/4 (signe positif de (1.13)), et de la

forme du potentiel. Celle-ci est également circonscrite dans un volume fini.

1.1.2 Notions de topologie élémentaire

Dans le modele étudié a la sous-section précédente, la stabilité de la solution ¢(x) suggere la
présence d’une quantité conservée. Dans cet exemple, la contrainte topologique (1.5) implique
que l'on peut toujours définir un champ scalaire complexe ®(x) qui agit comme une application
entre deux espaces, soit

d: R — St (1.15)

L’espace réel (I'axe des z) est donc transposé sur un cercle S! de I'espace interne du champ

par le biais d’une application unitaire que ’on peut représenter par

1

7 (¢1 + ighg) = €592, (1.16)

d(x)
qui découle directement de la contrainte non linéaire (1.5). Cela signifie que pour chaque point
de I'espace réel correspond un point dans I’espace interne du champ. Les bornes imposées a la
fonction () jouent également un réle important dans I'interprétation de cette application.
En réalité, les conditions frontieres imposent une compactification de 1’axe réel en un cercle S!,
ce qui implique que ® peut étre vue comme une application faisant le lien entre un cercle S*
de I’espace réel et un cercle S' de I’espace des champs. Par exemple, dans le cas de la fonction
(1.13), en retournant & la paramétrisation en 6, on a que 6(—oc) = 0 et que 0(c0) = 2,
ce qui implique que 'axe des z s’enroule une fois autour d’un cercle de rayon unitaire. Ce
méme raisonnement implique donc que pour un soliton possédant la borne 6(o0) = 27n, 'axe
réel est enroulé n fois autour de 'espace des champs. De fagon plus générale, les solutions
interpolant deux états de vide distincts sont dites topologiquement non triviales puisque la
condition §(—o0) # 0(oc0) assure qu'il est impossible de les déformer de fagon continue vers
I'état fondamental (n = 0) aux deux bornes. Le soliton est donc contraint d’exister de par les
propriétés topologiques de l'espace (enroulement autour de espace interne du champ). En
fait, il est possible de démontrer que la contrainte topologique a laquelle est soumis ’espace

réel génere un courant conservé de la forme

JH = 2‘%6“”&,@(%), (1.17)

qui obéit a la loi de conservation d,J" = 0. Il est important de mentionner ici que la conser-

vation de ce courant ne découle pas du théoreme de Noether. Cette conservation existe pour
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une raison purement algébrique, c’est-a-dire la continuité de la fonction ¢(z). Celle-ci n’est
donc pas reliée aux symétries du lagrangien. De plus, a chaque courant conservé peut étre

associée une charge () également conservée. Dans ce cas, on a que

= 5= lp(o0) = p(—o0)] = Lm. (1.18)

La charge topologique (@ = 1 dans cet exemple) peut donc étre interprétée comme le nombre
d’enroulements, c¢’est-a-dire le nombre de fois que I’espace St est recouvert lors de la transition
x = —o0 — 00. Il est intéressant de mentionner également que d’un point de vue mathéma-
tique, ’ensemble des solutions solitoniques du modele de sine-Gordon peut étre caractérisé

par le premier groupe d’homotopie
71 [®] = m [S!]. (1.19)

Puisque ce groupe est isomorphe aux entiers Z sous l'addition, cela a pour conséquence que
@ € Z. La stabilité des solitons provient donc du fait qu’il n’existe aucune déformation
continue qui peut lier des solutions appartenant a des classes d’homotopie différentes. Il est
a noter que le passage entre le modele & 141 dimensions présenté dans cette section et une
généralisation a 3+1 dimensions ne s’effectue pas de fagon directe. En effet, le théoreme de
Derrick-Hobart [20, 31] stipule qu'une densité lagrangienne de la forme (1.1) ne meéne pas a
des configurations énergétiques stables (autre que la configuration triviale) pour un nombre
de dimensions D > 2. L’ajout par Skyrme d’un terme stabilisateur dans le lagrangien a permis

de contourner ce probléme, tel qu’il en sera fait mention & la section suivante.

1.2 Le modele de Skyrme original

Les propriétés mentionnées précédemment correspondent étonnamment bien avec celles des
particules élémentaires qui composent la matiere. En fait, I’idée directrice de Skyrme fut d’in-
corporer ces caractéristiques dans un modele capable de décrire les constituants fondamentaux
sur une base théorique solide tout en reproduisant certains résultats empiriques avec un ni-
veau de précision élevé. D’un point de vue historique, ce modele fut le premier a ainsi tenter
une description du spectre hadronique en utilisant les solitons topologiques. Pour bien com-
prendre les étapes qui ont mené a la formulation de ce modele, il est nécessaire d’introduire
en premier lieu certaines notions propres aux interactions fortes a basse énergie telles que les
champs de pions, le concept d’isospin et la symétrie chirale. Ce contexte particulier sert par
la suite a I’étude du modele o non linéaire, qui joue un réle important en physique nucléaire

et par le fait méme dans le modele de Skyrme.
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1.2.1 Champs de pions et symétries internes

La présence de symétries dans un systéme physique, qu’elles soient représentées de fagon exacte
ou approximative, dicte généralement la maniere dont les lois de la nature sont construites.
Dans le cas des nucléons, le fait que les interactions fortes soient insensibles a la charge
électrique permet 'introduction d’un nouveau concept, la symétrie globale d’isospin SU(2),
pour la description des états hadroniques. Sous cette symétrie, les protons (p) et neutrons
(n®) sont traités comme deux états possibles d'une méme particule, le nucléon. Cependant,
puisqu’en réalité ceux-ci se distinguent toujours par leur masse respective (m, = 938.27 MeV
et myo = 939.56 MeV), la symétrie est dite approximative. De fagon plus spécifique, on
dit que la symétrie d’isospin est brisée par les interactions électromagnétiques, puisque ce
sont elles qui sont responsables en grande partie de cette faible différence de masse observée.
La symétrie globale d’isospin [43] nécessite I'introduction d’un nouvel opérateur, l'opérateur
d’isospin I = (I, Iy, I3), qui méne naturellement & la conservation de nouveaux nombres
quantiques, I et i3, définis respectivement comme la valeur propre de l'opérateur I et de la
troisieme composante du vecteur d’isospin I3. Ici, par définition, la valeur propre i3 est associée
a la charge électrique et agit donc comme une étiquette servant a différencier le proton et le
neutron sous le régime des interactions fortes. L’algebre associée a l’isospin est en tout point

similaire a celle du spin, c¢’est-a-dire que les relations suivantes sont respectées

1|1, 43) = I(I+1)]I,i3) (1.20)
LI, i3) = i3]I, i3) (1.21)
[Ij, Ik] = ’L'Ejkl]l. (122)

Les composantes I; correspondent donc aux générateurs de rotation dans l'espace d’isospin.
Pour reconstruire cette symétrie de facon exacte a partir des constituants du noyau, il est
toujours possible de définir la masse du nucléon de la facon suivante my = (mp+m,0)/2. Ce

faisant, si on ignore les contributions électromagnétiques, on peut représenter le nucléon N

“(2)

Dans ce cas, les états respectifs du proton et du neutron sont donnés par

comme un doublet d’isospin

p=|3 5) |2 =]3 -1) (1.23)

Lorsqu’appliqué a ’étude des noyaux atomiques, une définition fort utile de i3, donnée par

—_

. n
13 = Q(np—nno) :qe_i’ (1.24)

est couramment utilisée. Celle-ci représente la somme du nombre de protons et de neutrons

qui constitue le noyau, pondérée par leur isospin respectif. Ici, g. est la charge électrique,
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n, o0 le nombre de protons/neutrons et n le nombre de nucléons. Ce concept fondamental ne
se limite pas qu’au proton et au neutron. Il est en effet possible d’étendre ce raisonnement
a tous les hadrons puisque ceux-ci sont également soumis aux interactions fortes. L'un des
exemples les plus simples qui illustrent bien les mécanismes derriere cette symétrie est celui
du pion. En supposant que des pions virtuels sont échangés entre les nucléons, la réaction de
base de Yukawa donnée par

N —= N +m, (1.25)

doit conserver I'isospin. Puisque les nucléons ont un isospin de 1/2 et que celui-ci se combine
de la méme fagon que le spin (vectoriellement), cela laisse les possibilités I = 0 et [ = 1
pour l'isospin du pion. Le cas I = 0 impliquerait ’existence de seulement un type de pion
tandis que le cas I = 1 en génére trois différents. En réalité, les observations expérimentales
montrent clairement la présence de trois hadrons avec une masse d’environ 140 MeV et ils

peuvent étre regroupés sous un multiplet d’isospin de la fagon suivante

ﬂ-+
= | 7 | (1.26)
Les états respectifs sont donnés par
=111, [)=p0, |7)=I1, -1, (1.27)

ce qui représente les champs de pions. L’avantage d’écrire ces champs sous forme de multiplets
d’isospin est que cela permet de regrouper des particules ayant approximativement les mémes
propriétés pour n’en former qu’'une seule. Celles-ci possédent, par exemple, le méme spin, le
méme nombre baryonique, la méme hypercharge et la méme parité intrinseque mais different
quelque peu par leur masse. Les différents membres d’un multiplet d’isospin représentent
en quelque sorte la méme particule, mais sous différentes directions dans ’espace d’isospin.
L’exemple du pion, qui s’avere particulierement important pour le type de modele que 'on
souhaite construire, montre bien que les propriétés de ’espace réel et de I'espace d’isospin ne
sont pas reliées puisque le pion est un vecteur dans l'espace d’isospin et un scalaire (spin 0)
dans ’espace réel. De facon a décrire convenablement les interactions fortes sous ce formalisme,
une généralisation de la symétrie d’isospin SU(2) doit étre introduite pour rendre possible un
mélange d’états de parité différente. En plus des trois générateurs d’isorotation I; (qui laissent
la parité des états inchangée), il faut donc introduire trois générateurs axiaux A; correspondant
a des « boosts » de Lorentz le long de I'axe ¢. Sous une transformation de parité, on a donc

que PI;P~!' = I; et PA;P~' = —A,. La nouvelle algebre ainsi formée est représentée par

I, Ii) =iy, 1, Al =dejmAn, [Ay, Agl = tejmd;. (1.28)
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De plus, on peut toujours décomposer les A; et I; comme une somme particuliere d’opérateurs,
c’est-a-dire A; = R; — L; et I; = R; + L;, avec
L; =

(Li—A))  Ri=-(Li+A). (1.29)

N | —
N | —

Ces opérateurs se nomment respectivement les générateurs chiraux gauche et droit. Cela a

pour effet de découpler les relations de commutations précédentes en deux sous-algebres su(2)
[Lj, Rk] = 0, [Lj, Lk] = iejlel, [Rj, Rk] = ifjklRl‘ (130)

C’est cette extension de la symétrie d’isospin qui définit la symétrie chirale, représentée par
le groupe SU(2); ® SU(2)p, qui possede la méme algebre de Lie que le groupe de rotation
en 4 dimensions O(4) [1]. Cette généralisation de I’espace d’isospin implique donc qu’'un vec-
teur quelconque dans cet espace, dénoté 5 = (¢1, P2, ¢3), doit étre complété pour former un
quadrivecteur par I’ajout d’une composante ¢g, qui agit comme un champ supplémentaire qui
découle de la présence d’'une symétrie de niveau supérieur. Ce processus est completement
analogue a celui du groupe de Lorentz en relativité restreinte, qui ajoute une composante
temporelle aux trois dimensions d’espace existantes pour étendre le groupe de rotation spa-
tiale SO(3) au groupe de Lorentz SO(3,1). De plus, les opérateurs A; et I; agissent sur les

composantes du quadrivecteur de la facon suivante

L, o) =iejuen (I, ¢o] =0
[Aj, o] = —idjd0  [Aj, o] = ig;. (1.31)

Il s’en suit que si 'on suppose que les ¢; sont associés a des particules isovectorielles, ¢q
correspond a un champ de parité positive de spin et d’isospin nuls [21]. L’étude de cette
symétrie est motivée par le fait que le lagrangien de QCD possede cette propriété a basse
énergie, c’est-a-dire dans le régime ou la masse des quarks devient négligeable devant celle des
nucléons et peut étre considérée comme nulle. De plus, la brisure spontanée de cette symétrie
continue & basse énergie génére les pions via le mécanisme de Nambu-Goldstone [59] et dicte

les interactions entre ceux-ci et les baryons.

1.2.2 Le modéle o non linéaire

La symétrie chirale est donc trés importante & ’échelle d’énergie hadronique. Par ailleurs,
celle-ci impose des contraintes sur les termes du lagrangien que le modeéle doit avoir dans ce
régime d’énergie. Par analogie avec 'invariance de Lorentz, un lagrangien invariant chiral ne
peut contenir que des produits scalaires du quadrivecteur ¢, et ses dérivées. De plus, pour
décrire 'interaction forte en termes de champs mésoniques (échange de pions), la densité
lagrangienne doit étre constituée de champs scalaires. La construction d’un lagrangien efficace

qui reste invariant sous transformation chirale débute donc en considérant le terme le plus
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simple possible satisfaisant ces contraintes, soit celui du modele de type o
1 2
L, = 3 (Oudw)” . (1.32)

Pour retrouver la dynamique des pions a basse énergie telle que décrite par QCD, les compo-
santes du quadrivecteur ¢, peuvent étre associées aux champs du pion [32] selon 5 =7, ou
7 = (m1, ma, m3) correspond aux trois états possibles du pion représentés par (1.26). De plus,
la composante ¢g est associée au champ ¢ du modele, ce qui méne a une densité lagrangienne
de la forme

7 = % (0,7 - 97 + B,00"0) (1.33)

pour des particules libres. Afin de supprimer la contribution de la « particule o » au lagrangien,
qui n’est pas une particule réelle, il faut introduire la contrainte non linéaire généralisée & 3+1

dimensions imposée par Skyrme, qui s’écrit
&5+ 01 + 03 + 63 = [, (1.34)

qui implique ¢ € S? et qui représente le fait que la longueur du champ reste invariante sous
rotation dans lespace interne. La contrainte (1.34) peut donc étre réécrite en termes des

champs de pions de facon a retrouver la notation utilisée dans la littérature, ce qui donne
o? + mmt = f2 (1.35)

Celle-ci est d'une grande importance puisqu’elle permet de diminuer le nombre de champs in-
dépendants de 1, ¢’est-a-dire que le nouveau champ ¢y = o (qui ne possede pas de signification
physique intuitive), introduit pour des raisons de symétrie, ne vient pas s’ajouter aux degrés
de liberté déja existants dans ’espace d’isospin. La facon la plus naturelle de combiner ces
quatre champs de maniere a respecter (1.35) est par l'introduction d’une application unitaire
U € SU(2) de facon analogue & (1.16), avec UUT = I et det(U) = 1, soit

U= ch (Iyo + 7 - T) = €%, (1.36)
ce qui implique qu’il n’existe en réalité qu'un seul champ indépendant comme quantité dyna-
mique [32], le nouveau champ . Les éléments de la matrice U sont donc décomposés sur les
générateurs du groupe d’isospin SU(2) donné par les trois matrices de Pauli 7 plus la matrice
identité 2x2, Is. Cela correspond donc a la représentation quaternionique de SU(2). La matrice
U est appelée le champ chiral (parfois champ de Skyrme) et sert d’application pour passer
de R3 — S3. De plus, la possibilité de paramétriser U sous la forme exponentielle (1.36) (qui
est un résultat général pour toute matrice U € SU(2)) permet d’identifier o = f cos (|F]) et
m=f I%I sin (|¢]), & partir desquels on tire que dans la limite |F| — 0 ou le champ est faible,

o~ fetm>~ fp; Cela implique que le champ @ peut étre identifié au champ mésonique du
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pion. Sous transformation chirale, la matrice U se comporte de la fagon suivante
U—U =LUR™" vt - vt = RUTLY, (1.37)

avec L € SU(2)r et R € SU(2)g. Le lagrangien (1.32) peut donc ensuite étre réécrit en
fonction des dérivées du champ U, soit
f? t
Loy =Tt (auvomuT), (1.38)
ce qui correspond au lagrangien du modele o non linéaire. Une simple substitution permet

. o) . . . . . /
ensuite de vérifier I'invariance sous transformation chirale, soit %, , — %, = %, (de par la

nl
propriété cyclique de la trace et sachant que 9,L = 0,R = 0). Dans ce modele, les conditions
frontieres génerent également une compactification de ’espace réel et celles-ci sont déterminées
par le fait qu'une configuration donnée du champ aura une énergie finie seulement si U — cte
pour r — oco. Par simplicité, il est toujours possible de définir cette constante comme étant la
matrice identité (U — Iy), sans perte de généralité. Sous cette compactification, le champ U
doit plutot étre regardé comme une application servant a passer de S — S3, de facon analogue
au modele de sine-Gordon. Cela implique également que I’état du vide du modeéle tel que défini
par ces conditions frontiéres brise la symétrie chirale. En effet, LU,;qe R~ = LIsR™! # I, car
L et R n’agissent pas dans le méme espace. Il y a donc une brisure spontanée de la symétrie
chirale dans ce régime, ce qui est souhaitable pour représenter le fait que celle-ci n’est pas une
symétrie exacte de la nature. Dans cette limite, seule la transformation d’isospin laisse 1’état
du vide inchangé, c’est-a-dire que SU(2); ® SU(2), — SU(2);. De plus, selon le théoréme
de Goldstone, cela donne lieu a ’émergence de trois bosons sans masse dans le spectre des
interactions puisque SU(2) possede trois générateurs. Les pions peuvent donc étre interprétés

en terme de faibles fluctuations du champ U autour du vide. Cela signifie qu'un développement

de U dans cette limite U ~ Is 4 ”}ﬁ + ..., donne le comportement du champ de pion loin de
la solution solitonique et que (1.38) retombe bien sur le terme cinétique des pions libres du

lagrangien de Klein-Gordon.

1.2.3 Les solitons en physique des particules : le lagrangien de Skyrme

Comme mentionné précédemment, le modeéle en 3+1 dimensions décrit par (1.38) ne méne pas
a des configurations énergétiques stables sous changement d’échelle. Celles-ci tendent plutot
a se contracter en un point, comme le démontre le théoréme de Derrick. Par ailleurs, cette
stabilité est essentielle puisque pour éventuellement étre identifiées aux baryons, les solutions
solitoniques doivent étre quantifiées. Cela implique que des objets classiques étendus doivent
avoir une énergie bien définie qui posséde un minimum stable, soit §E = 0 et §°E > 0.
Le travail fait par Skyrme fut donc d’introduire un terme stabilisateur dans le lagrangien
qui respecte les contraintes du modele. Pour stabiliser le terme du modeéle o non linéaire, le

nouveau terme doit avoir la dilatation inverse sous le changement d’échelle ¥ — A7, qui se
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traduit par U(7) — U(AT). Cela implique que la fonctionnelle d’énergie doit s’écrire

1
Fuat(A) = 1 o + AEs o min(Byae(A)) = Eusa (,/Egnl /E4) , (1.39)

avec A un facteur d’échelle et Ey Iénergie associée au terme de Skyrme. L’équation (1.39)
montre bien la présence d’un minimum stable sous ce changement d’échelle. De plus, celle-
ci montre également qu’en considérant seulement le terme E, ,, les solutions tendent a se
contracter en un point lorsque A — oo (condition d’énergie minimale). Il est important de
noter cependant que le théoreme de Derrick-Hobart ne constitue qu’un test simple et efficace
de la stabilité sous dilatation, celui-ci ne correspond en aucun cas a une preuve rigoureuse
de la stabilité du modele [1]. Afin de respecter 'invariance chirale, le terme le plus général

possible d’ordre 4 en dérivée de champ qui satisfait également (1.39) s’écrit
=T ([Lu, LV]Z) + asTr ({Lu, LV}Q) + ayTr ((8“L1,)2) . (1.40)
Ici, la notation conventionnelle en terme des courants chiraux gauche et droit a été utilisée.
L,=U',U, ~R,=UdU" (1.41)

Le choix de L, par rapport a R, est totalement arbitraire et n’a aucune conséquence puisque,
par construction, % est invariant chiral, c’est-a-dire invariant sous ’échange L, <+ R,. Le
choix de termes d’ordre pair uniquement en dérivée de champ s’explique également par le fait
que le lagrangien doit demeurer un scalaire de Lorentz pour préserver les lois de conservation
de I'énergie, de la quantité de mouvement et du moment cinétique. Le lagrangien doit donc
demeurer inchangé sous transformation de Lorentz et sous transformation de parité. Tou-
jours dans le but d’effectuer une quantification qui permet de générer les nombres quantiques
associés aux baryons, le choix de Skyrme s’arréta sur le cas as = a3 = 0 puisque le terme
proportionnel & o est le seul possédant un produit de dérivée temporelle au plus du deuxieme
ordre. Cela permet donc une quantification des états avec la formulation hamiltonienne tout
en évitant les problemes de stabilité qui surviennent avec des termes d’ordre supérieur [9]. Le

lagrangien complet du modele de Skyrme original peut donc s’écrire
Lo = —aTr (L") + ATx ([Ly, L)) (1.42)

Le premier terme de (1.42) correspond au modele o non linéaire et le second correspond au
terme ajouté par Skyrme [49] (la signature 4+, —, —, — est utilisée). Les constantes de couplages
a et [ peuvent étre associées respectivement a la constante de désintégration du pion Fy (qui
correspond au f de (1.34) lorsque les bonnes unités sont réintroduites) et & un parametre
d’interaction sans dimension e, appelée la constante de Skyrme, de la fagon suivante [1]

o=tz g L (1.43)
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Il est important de noter qu’en principe, rien ne limite le nombre de termes qu’un lagrangien
efficace de QCD devrait contenir lorsque tous les degrés de liberté sont pris en considération
de cette fagon. Ces termes ont été choisis principalement pour des raisons de symétrie qui
permettent une description de la physique des pions a basse énergie. De ce point de vue, le
terme de Skyrme peut étre vu comme une correction d’ordre supérieur au lagrangien efficace,
représentée par 1’échange du méson p [58]. L’ajout d’un terme de potentiel dans le lagrangien,
qui est optionnel du point de vue du théoreme de Derrick, fut également considéré par Skyrme.
Celui-ci est généralement construit de fagon a effectuer une brisure explicite de la symétrie
chirale et sa forme est souvent choisie pour s’adapter a une situation physique particuliere. Le
potentiel, également connu sous le nom de « terme de masse » puisqu’il permet de retrouver
la masse du pion, joue un réle important dans le modele BPS et sera étudié en détail dans les

prochains chapitres.

1.2.4 Topologie et nombre baryonique

La maniére dont I'espace est contraint dans ce modele meéne au courant topologique conservé

suivant
oo

Br =S
2472

a partir duquel découle la charge topologique conservée

Tr(L,L,L,), (1.44)

1 vV po
B = / B'dr = Gy P Ty (L, L,L,) d°r
L L) & 1.4
= _2471'2/ I‘( idsg k) r. ( . 5)

Le raisonnement derriére ces résultats constitue une généralisation de celui utilisé pour le mo-
dele de sine-Gordon. Une propriété importante du courant (1.44) est qu’il demeure conservé
indépendamment des équations de champs. La nature topologique de celui-ci implique qu’il
dépend seulement des propriétés de ’espace, plus particulierement d’un état du vide dégénéré.
La charge topologique B correspond au nombre d’enroulements de I'espace réel R? autour de
'espace des champs S? généré par Iapplication U et celle-ci est conservée de facon addi-
tive. L’étape cruciale qui permit & Skyrme d’utiliser les solitons topologiques pour décrire les
baryons et nucléons qui composent la matiere fut d’associer cette charge au nombre baryo-
nique et par le fait méme B* au courant baryonique. Cette association n’est cependant qu’une
conjecture qui reflete le fait que la charge topologique posséde des propriétés similaires a celles
du nombre baryonique. Celle-ci offre cependant une explication élégante de la conservation
du nombre baryonique, qui est un phénomeéne observé qui n’a jamais pu jusqu’a ce jour étre
démontré, contrairement, par exemple, a la conservation de la charge électrique. De plus, pour
que les solutions puissent formellement étre identifiées aux baryons, il faut étudier le spectre
physique obtenu par la quantification, qui permet de lever la dégénérescence en spin et en

isospin des solutions. Les particules ainsi décrites par le modele sont appelées skyrmions.
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1.2.5 Ansatz hérisson et énergie statique

Pour pouvoir étudier le modele de Skyrme plus en détail, il faut maintenant introduire une
paramétrisation du champ U qui permet d’obtenir des résultats concrets en se ramenant
a l'espace réel. En se limitant pour l'instant au cas statique, la paramétrisation de (1.36)

proposée par Skyrme correspond au choix @ = F(r)7 et prend donc la forme suivante
U(F) = 0N = cos(F(r))Iy + 7 - 71 sin(F(r)), (1.46)

ou 7= |F] 71 et |F] = r. Les composantes de 7 et le champ o sont donc représentés par
T = fsin(F(r))r, o = fcos(F(r)), (1.47)

ce qui constitue en quelque sorte le lien entre I’espace réel et ’espace d’isospin. La fonction ar-
bitraire F'(r), appelée 'angle chiral (I’angle entre 7 et o), posseéde une dépendance uniquement

radiale et 71 est un vecteur unitaire pointant radialement dans I’espace des coordonnées
71 = (sin(@) cos(¢), sin(@)sin(¢), cos(f)), (1.48)

valide seulement dans le secteur B = 1. La configuration donnée par (1.46), qui minimise
I’énergie statique du modele pour ce secteur topologique, possede la symétrie sphérique et est

appelée la configuration hérisson.

FIGURE 1.2: Représentation artistique de la configuration hérisson telle que présentée par [26].

Il devient maintenant possible de calculer la charge topologique de fagon explicite par simple

substitution de cet ansatz dans (1.45).

1 sin?2(F(r)) v, | 5
B = _ﬁ TF (T)d T

R / sin(F(r))dF(r)

s

_ —%%[F(oo)—F(O)+cos(F(0))sin(F(0))—cos(F(oo))sin(F(oo))]. (1.49)
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Afin de s’assurer que (1.46) donne des solutions d’énergie finie qui ménent a la charge topo-
logique B = 1, les bornes de la fonction F(r) doivent étre choisies telles que F'(co) = 0 et
F(0) = . Pour un secteur topologique arbitraire B = n, la borne & 'origine serait plutot
choisie de fagon a ce que l'origine spatiale ne soit projetée qu’en un seul point dans l'es-
pace des configurations de champs, soit F'(0) = nw. Ce faisant, on retrouve bien la condition
F(00) # F(0) qui meéne a des configurations non triviales. Le champ U a donc la possibilité de
faire le lien entre deux secteurs topologiques différents. Dans la limite U — Is qui décrit 1’état
du vide du modeéle, on retrouve une charge topologique nulle (B = 0), ce qui correspond au
secteur mésonique (les mésons ne possedent pas de nombre baryonique) qui décrit la physique
des pions. Le secteur baryonique correspond donc aux configurations de champs non triviales
pour lesquelles |B| > 0. De retour au cas d’intérét, I’énergie statique associée a cette solution,

ou de fagon équivalente la masse du soliton, est donnée par

_ 3,. 0Z L 3. _ 3
Estat = /%”d r= / <8(6t¢i)8t¢z f) dr = /fgkd r (1.50)
By [ [ sy _sin2(F)\ sin2(F) (. ., sin?(F)
_ ”e /KF2+2SH1T2 >+Smr2 <2F2+Smﬂ>] r2dr.  (1.51)
0

%r a été utilisé et la dépendance radiale de F(r) a

Le changement de variable suivant r —
été omise pour alléger 'expression. Cette quantité est obtenue en considérant que les dérivées
temporelles sont toutes nulles, c’est-a-dire le cas ou Ly correspond a la matrice nulle Ly =
02x2. Le profil radial F'(r) qui minimise 1’énergie statique est obtenu en appliquant 1’équation

d’Euler-Lagrange radiale

! ar( 2 05k ) e T (1.52)

2" \"9@.F)) oF

sur Zsy avec la paramétrisation (1.46). Ce faisant, on obtient

Cette équation se résout numériquement pour F'(r) de fagon a respecter les bornes prédéter-
minées (pas de solutions analytiques). Une fois cette fonction obtenue, en principe, toutes les
quantités qui découlent du modele peuvent étre calculées. La généralisation de cet ansatz aux
secteurs topologiques B > 1 n’est cependant pas directe. Dans ce cas, la forme du vecteur
71 qui donne la configuration d’énergie minimale pour un secteur donné n’est pas connue et
il faut donc recourir a des méthodes d’optimisation numériques qui mixent les composantes
angulaires et radiale de fagon complexe [41]. Certaines techniques astucieuses, telles que 1’ap-
plication rationnelle (AR), furent développées pour obtenir une approximation analytique de
ces géométries et alléger les calculs numériques, ce qui fera I’objet du chapitre 3. Afin de clore
cette section, mentionnons également qu’il est possible de déterminer une borne inférieure

pour I’énergie statique du modele, qui est responsable de la stabilité des solitons et qui dé-
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coule de la contrainte topologique sur ’espace. Par conséquent, celle-ci est donc indépendante
du choix de la paramétrisation et ne dépend que des bornes de F(r). A T’aide de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, il est possible de montrer [58] que I’énergie statique est bornée de la fagon

suivante
672 F,

e

Egar > 487%\/2a8 |B| =

In|. (1.54)

La borne (1.54), généralement appelée borne de Bogomol'ny (BPS), était bien connue de
Skyrme [50, 51] et constitue une preuve remarquable de la stabilité du modele. Celle-ci illustre
bien le mécanisme par lequel la géométrie particuliere de la compactification de I’espace in-
troduit une stabilité locale au niveau classique, ce qui est typique d’une stabilité topologique.
Cependant, il est important de mentionner qu’il n’existe aucune solution non triviale de (1.53)
qui méne a une énergie statique qui sature cette borne pour un secteur topologique donné.
Cela implique que les noyaux atomiques tels que décrits par ce modele possedent déja de
I’énergie de liaison au niveau classique. Le probléeme, par contre, est que la prédiction sur
cette énergie est environ dix fois supérieure a celle observée expérimentalement. L’idéal serait
donc d’avoir un modele qui sature de facon exacte la borne inférieure sur 1’énergie statique,
auquel il serait possible d’ajouter certaines contributions énergétiques de fagon « controlée »
pour tenter de reproduire les faibles énergies de liaison observées. C’est dans cette optique
que le modele de Skyrme BPS est introduit au chapitre 2, qui est ensuite utilisé comme point

de départ dans la construction du modele quasi-BPS proposé au chapitre 3.

1.2.6 Quantification des états solitoniques

Le processus de quantification des skyrmions est nécessaire afin de générer les bons nombres
quantiques associés aux baryons, et donc a l’obtention du spectre physique. Le modele de
Skyrme original stipule que les propriétés particuliéres des solitons topologiques classiques
permettent de croire qu’ils sont reliés d’une quelconque fagon & des particules physiques de la
théorie quantique correspondante. Cette supposition s’avére exacte. Cependant, la connexion
entre des solutions classiques et des objets ayant un comportement quantique n’est pas tri-
viale. Puisque le modele de Skyrme décrit des objets étendus dans I’espace et correspond a une
théorie de champ classique non renormalisable, la procédure de quantification standard telle

que formulée en théorie quantique des champs ne peut pas étre utilisée pour obtenir le spectre.

Historiquement, les premiéres tentatives de quantification du modele sont attribuables a Ad-
kins, Nappi et Witten [7]. L’idée était de quantifier le champ statique U sous l’ansatz hérisson
(pour B = 1) en considérant des rotations du champ a l’aide d’une matrice A élément de
SU(2). En promouvant celle-ci au titre de variable quantique et en y incorporant une dé-
pendance temporelle, les auteurs purent obtenir la quantification des modes de rotation et
d’isorotation du nucléon et de la résonance delta, ce qui permet d’obtenir certaines de leurs
propriétés statiques telles que le rayon électromagnétique et leurs moments magnétiques. Cette

méthode fait intervenir une approximation semi-classique, valide pour une théorie de champs
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faiblement couplés, ce qui méne a des états quantiques non perturbatifs étendus spatialement.
En principe, il faudrait quantifier le champ de mésons sous-jacent au modéle, mais dans une
théorie non linéaire cela ameéne une infinité de modes a traiter [1]. En utilisant les symétries du
modele classique lorsque ’on étudie les fluctuations quantiques autour de la solution classique,
il est possible d’identifier les modes dominants (ceux qui proviennent des transformations de
symétries de ’hamiltonien) et ainsi simplifier ce probléme. Une approche plus générale basée
sur ces considérations, qui permet une quantification des skyrmions dans une configuration
arbitraire, sera utilisée dans ce document. Celle-ci est basée sur les travaux de [13, 33, 40] et
est connue sous le nom de quantification des coordonnées collectives (mode zéro) ou de quan-
tification du rotateur rigide (qui suppose une géométrie indéformable). Le point de départ

correspond toujours au champ statique U (7), auquel on incorpore une dépendance temporelle
U(r) — U(T,t) (1.55)

en introduisant deux matrices de rotation A(t) et B(t) éléments de SU(2), qui agissent res-
pectivement dans I'espace d’isospin et de spin (espace réel). Le champ dynamique U est donc

donné par

S
—
S

~
~—

I

A)BU(F) BT (t)AT(t), (1.56)

ce qui correspond aux configurations dégénérées en énergie obtenue par rotation de la confi-
guration statique. Cela signifie que par construction, les skyrmions sont invariants sous une
rotation dans lespace réel suivi d’une rotation dans l’espace d’isospin (les rotations doivent
étre combinées). Il est important de noter que la rotation dans ’espace physique, représentée
ici par la matrice B € SU(2), posséde un équivalent dans le groupe de rotation SO(3), donné
par la matrice de rotation associée R;;(B) = %Tr (TiBTjBT). La quantification semi-classique
s’obtient en promouvant les coordonnées collectives A(t) et B(t) (les modes zéro) au titre de

degrés de liberté dynamiques. Leur dépendance temporelle explicite est donnée par
A(t) = e~ Hrart B(t) = e kbt (1.57)

Les générateurs du groupe d’isospin [ et de spin J; agissent sur le champ U de la fagon
suivante

LU = %U’ Jip U = —ieljleajU, (1'58)

et les quantités a; et by correspondent aux vitesses de rotation dans I’espace d’isospin et de

spin respectivement. Elles sont données [13] par
ap = —iTr (TkATA) , b, = iTr (TkBTB) . (1.59)

De plus, les composantes r; qui se retrouvent dans Ji sont simplement les composantes du
vecteur position 7 dans l'espace réel, habituellement prises en coordonnées sphériques. La

quantification par cette méthode peut également générer des modes de vibrations et de trans-
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lations [40], c’est-a-dire que I'on devrait également considérer un champ statique de la forme
U(F — ]-?) avec R qui représente les degrés de liberté translationnels. Ces modes de transla-
tions sont principalement utilisés pour décrire des interactions entre skyrmions de la forme
U(7) = Uy (7 — Ry)Us(7 — Ry), ot il y a un transfert de quantité de mouvement. Cependant,
puisque I'on souhaite décrire les états de spin et d’isospin seulement, les modes de vibrations
et de translations seront ignorés et par conséquent les skyrmions seront quantifiés dans le
repére d’impulsion nulle. L’insertion de cette dépendance temporelle a pour effet d’ajouter
une contribution supplémentaire au lagrangien puisque désormais Ly — Lo # 02x2. En sub-
stituant le champ dynamique (1.56) dans le lagrangien de Skyrme, celui-ci peut se séparer en
deux parties distinctes

Lsk = —Lstat + Lyot, (1.60)

oil Lgtqs est le lagrangien de Skyrme précédemment obtenu (intégré sur tout I'espace d3r) en
considérant Ly = Ogax2 et Lo est la partie « temporelle » du lagrangien introduite par la

rotation, celle-ci prend la forme suivante
~ ~ ~ ~ 12 3
Lyot = / [—aTr (LOLO) — 98Tr <[L0, L,} )} dB3r. (1.61)

Les courants dynamiques sont obtenus en substituant (1.56) dans (1.41), ce qui donne

Lo = U'oU
= AB(~Tnax — bgeijpriL;) BTAT, (1.62)
ot T, = iUT [Z, U], ainsi que

L; =U'0,U = ABL; BT A'. (1.63)

Du point de vue du lagrangien, il n’est pas nécessaire de substituer la forme spécifique des
matrices A et B lorsque l'on connait (1.62) et (1.63) puisque les courants L, sont toujours
compris dans une trace et donc, de par la propriété cyclique de celle-ci, les matrices A et B
s’annulent toujours (AAT = Iy et BB = I,). Une fois les L,, obtenus, I'expression (1.61) peut

étre reformulée de la facon suivante
1 1
Lot = iaiUZ-jaj + §biwj'bj — aiWijbj. (1.64)

Les quantités U;; et V;; sont définies comme les moments d’inertie associés a une rotation dans

I'espace d’isospin et de spin respectivement. Conséquemment, la matrice W;; est associée aux
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moments d’inertie d’'une rotation « mixte » entre ces espaces. Ceux-ci sont donnés par

Uy = - [ RoT(TT) + 45T s, T(Le, T (165
Vi = - [ l2Tx(SiS) + 45T Lu. S(Le, Sy (1.66)
Wy = - / 20TH(T1S,) + 48Tr([Li, Ti[Lx, S;))] d*r. (1.67)
otl la définition de Sj provient du second terme de Lo, soit Sk = —€umiriLm. De plus, une

somme sur l'indice muet k est sous-entendue dans les expressions (1.65) a (1.67). Puisque
le lagrangien (1.64) contient des vitesses généralisées, soit a; et b;, qui peuvent étre traitées

comme des variables canoniques, les moments conjugués correspondants sont donnés par

Lro

Kz' - 88&1& = Uz-jaj — Wijbj (1.68)
Lro

M; = 8(9()’ = —Wgaj + Vijb; (1.69)

Les opérateurs K et M correspondent en réalité aux opérateurs du moment cinétique d’isospin
et de spin respectivement dans le repére de la particule. Ceux-ci peuvent étre ramenés dans
le repére du laboratoire, ou 'on retrouve les quantités bien connues I (isospin) et J (spin),

par le biais d’une rotation [13], ¢’est-a-dire

A partir de cette relation, il est possible de déduire les invariants de Casimir, qui doivent donc
satisfaire
I’ = K?, J? =M= (1.71)

Les opérateurs I, J, K et M forment ainsi une algebre de Lie sous le groupe O(4); x @O (4) .
[13]. L’hamiltonien du systéme peut donc s’écrire [33] en termes des variables canoniques et

des moments conjugués définis précédemment (valide pour U avec symétrie axiale)

Hyot = Kja;+ M;b; — Lot (1.72)

= -3 S (1.73)

A partir de cet hamiltonien, I’énergie de rotation peut étre obtenue en calculant ses valeurs
propres lorsqu’il agit sur un état de spin et d’isospin bien défini. De plus, la base sur laquelle
repose les fonctions d’ondes est représentée par |I, i3, k3) ® |J, js, ms), c’est-a-dire le produit
tensoriel d’états d’un corps rigide dans I'espace réel et dans I’espace d’isospin. Pour aller plus

loin dans les calculs, il faut donc supposer une symétrie particuliére pour la paramétrisation
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du champ de Skyrme U (telle que supposée a I'équation (1.72)), qui impose des contraintes
spécifiques sur I'espace d’Hilbert généré par ces états. Dans le prochain chapitre, la symétrie
axiale sera utilisée, ce qui permet d’obtenir un calcul détaillé de I’énergie de rotation et des
moments d’inertie pour des skyrmions de nombre baryonique B > 1. L’énergie de rotation,
qui contient les bons nombres quantiques de spin et d’isospin, permet ensuite de lever la dé-

générescence en énergie des solutions classiques précédemment obtenues.

Cependant, certains problémes persistent toujours avec cette méthode de quantification. Par
exemple, celle-ci ne permet pas de retrouver tous les bons états d’énergie minimum [33] connus
expérimentalement pour plusieurs configurations multiskyrmions. Cela peut s’expliquer en
partie par le fait que cette méthode est sensible au choix des parametres imposés (Fr, e, my)
lors du calcul des minimums classiques. En effet, dans un modele ou la masse du pion m
est non nulle (voir trés grande), la structure des skyrmions de nombres baryoniques élevés
s’en trouve significativement changée, ce qui altere les symétries sur lesquelles la procédure
de quantification repose. L’inclusion d’un terme de masse (le potentiel) dans le lagrangien
permet d’obtenir des résultats plus réalistes en choisissant celui-ci de fagon a briser explicite-
ment la symétrie chirale, redonnant ainsi des pions massifs. La condition m, > 0 est en réalité
essentielle pour que cette méthode de quantification soit viable [14] pour des particules phy-
siques. En somme, la quantification des modes zéro demeure une approximation semi-classique
dont la validité repose sur deux conditions essentielles [46], c’est-a-dire qu’elle est applicable
dans une théorie de champ faiblement couplée et qu’elle requiert la connaissance de solutions
classiques non triviales bien définies. Cependant, il n’en demeure pas moins que les résultats
obtenus avec cette méthode ne sont pas de nature moins « quantique » que ceux obtenus par
des méthodes perturbatives standard. En réalité, celles-ci peuvent étre vues comme un cas
spécial de la méthode semi-classique [46], qui consiste a quantifier les fluctuations autour de
solutions classiques possédant une géométrie triviale (particules ponctuelles). Il ne fait au-
cun doute que ce modele pourrait bénéficier d’une procédure de quantification plus compléte,
mais la forme spécifique de celle-ci demeure un probleme ouvert. Dans le prochain chapitre,
des calculs concrets seront réalisés dans le but de visualiser comment les différentes quantités
sont obtenues dans le cas d’'un modele simplifié en 3+1 dimensions permettant des calculs

analytiques.
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Chapitre 2

Le modele de Skyrme BPS

Ce chapitre concerne ’étude du modele proposé pour la premiere fois par le groupe d’Adam,
Sanchez-Guillén et Wereszczynski [5]. Il s’agit en réalité d’un sous-modele faisant partie d’une
classe plus large de modeles de type Skyrme axés sur la construction d’actions efficaces de
QCD a basse énergie. La construction de ce sous-modele répond directement au besoin de
corriger certains aspects du modele de Skyrme original qui furent lourdement critiqués au

cours des années. Parmi les points les plus importants, on retrouve [4] :

e Energies de liaison. Le modele proposé par Skyrme, ne correspondant pas & une théorie
BPS exacte, ne posséde pas de solution qui sature la relation linéaire correspondante
(1.54) entre I'énergie et la charge topologique (supérieure d’environ 23% pour le cas
B =1 et d’'un peu moins de 4% pour B > 1). Cela méne naturellement & la présence
d’une énergie de liaison pour les noyaux les plus stables. Cependant, les prédictions sur
cette énergie sont beaucoup plus élevées (environ 10% de la masse totale) que celles
observées de fagon expérimentale, qui ne dépassent jamais 1% de la masse totale;

o Généralisation auxr multibaryons. Dans la limite ol la charge topologique est grande,
le modele de Skyrme décrit la matiere comme des états cristallins plutét que comme
un liquide incompressible. De plus, des structures de type coquille sont privilégiées aux
dépens d’une densité baryonique constante a l’intérieur du noyau, ce qui tend a étre en
désaccord avec les observations expérimentales.

La facon dont le lagrangien de Skyrme est construit, soit sur un développement en faibles
puissances des dérivées de champ, semble aussi générer certains probleémes conceptuels. Ceux-
ci peuvent déja étre entrevus lors du développement au quatrieme ordre en dérivée donné
par (1.40). Cette méthode ne permet pas d’ignorer la contribution des termes proportionnels
a a9 et ag puisque ceux-ci contribuent sur un méme pied d’égalité dans l'action efficace.
Par ailleurs, tel que mentionné précédemment, 'inclusion de 'un de ces termes meéne a des
problemes importants au niveau de la dynamique et de la quantification des solutions. Le
raisonnement derriere cette méthode ne justifie donc pas de restreindre le lagrangien a un
nombre de termes particuliers alors qu’en contrepartie, le développement en 1/N. de QCD
a basse énergie (supposant N. — oo, ou N, est le nombre de couleurs des quarks) permet

de tronquer la série obtenue pour garder seulement les puissances dominantes de dérivées [4].
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Cette coupure survient généralement aux termes d’ordre 4 ou 6. L’utilisation de cette méthode

dans la limite N, — oo pourrait donc en principe s’avérer problématique.

2.1 Fondements mathématiques du modele

Le lagrangien du modele de Skyrme BPS est construit & partir de deux termes principaux, I'un
correspondant au potentiel et I'autre a un terme d’ordre 6 en dérivée de champ. Le potentiel
choisi est celui privilégié par Skyrme et le terme d’ordre 6, étudié pour la premiere fois par
[36] pour inclure la contribution du méson w dans le lagrangien de Skyrme (1.42), sert a la
stabilisation du soliton et fait le lien avec les notions de topologie nécessaires a l’existence des
skyrmions. Cette combinaison particuliere de termes possede des propriétés importantes dont
I’étude a permis d’établir une base solide pour une meilleure description phénoménologique
des noyaux [2, 3, 4, 5, 6].

2.1.1 Formulation du lagrangien et solutions analytiques

Le lagrangien du modele BPS prend donc la forme suivante

Lpps = Lo+
= —p*V(U) — n*\?B,B". (2.1)

Le premier terme (%) correspond au terme de masse, construit a partir d’un potentiel V (U)
qui dépend de U seulement, et le second terme (%) correspond au carré de la densité de
courant baryonique (définie par (1.44)), qui est le seul terme d’ordre 6 possible en se limitant
a des dérivées premieres du champ ainsi qu’a deux dérivées temporelles. Les constantes de
couplage 1 et A\ sont laissées pour 'instant a titre de parametres libres. La forme de paramétri-
sation standard (1.46) pour le champ U est également utilisée. Cependant, contrairement au
choix précédent pour le vecteur 71, qui découlait de la représentation d’un quaternion unitaire
en coordonnées sphériques [30], un nouveau vecteur unitaire 7 est introduit. Ce vecteur peut

étre relié a un scalaire complexe u par le biais de la projection stéréographique

ﬁ:(ljuu_)(quu, i(u—a), 1— i), (2.2)
et meéne a des solutions (pour B > 1) de forme quasi sphérique. La projection stéréographique
est utilisée de fagon générale pour transposer une sphere dans un plan. Celle-ci ne préserve pas
nécessairement les distances ou l'aire des figures, mais plutot les angles de celles-ci, ce qui en
fait une application conforme. Cette projection reflete le fait qu’il existe une correspondance
une a une entre un point sur une sphére et un point sur un plan, ce qui permet de représen-
ter les nombres complexes comme des points sur une sphere. L’idée est donc de transposer
les coordonnées angulaires de l’espace réel (6, ¢) dans le plan complexe étendu (u, @) pour

faciliter 'analyse des symétries et éviter les singularités aux poles. La forme particuliere de la

28



fonction w est ensuite déterminée par les équations du mouvement du modele. En remplacant

71 par 1 dans (1.46), le lagrangien prend donc la forme
A2 sin?(F

£ = = (WP FLuyig)? — p2V(F 2.3

BPS (1 + ua)4 ( vlp 0') w ( )a ( )

ou la notation suivante a été utilisée, soit F,, = 0, F, u, = O,u et i, = OJ,u. Le potentiel

s’avere dépendre de F' seulement puisque sa dépendance par rapport au champ U est supposée

de la forme V (Tr (U + UT)). Etant donné qu’il existe deux quantités scalaires d’intérét, u (ou

de fagon équivalente u) et F', les équations d’Euler-Lagrange correspondantes qui minimisent

I’énergie statique sont données par

A2 sin?(F) o, O(ePTF upiig)? 5 OV (F)
pour la partie radiale et
1 (e Fyu,ty)?
pu— 2.
Ou ((1 + ui)? ouy, 0 (25)

pour la partie angulaire. S’attardant a des solutions statiques topologiquement non triviales,

les auteurs proposent ’ansatz suivant
F=F(), u,¢)=g6)em, VnecZ (2.6)

de sorte que u couvre tout le plan complexe et que 7 recouvre au moins une fois S2. La fonction
F demeure comprise dans 'intervalle F' € [0, 7] et est complétement découplée de la partie
angulaire. La nouvelle fonction introduite g(6) doit étre déterminée en résolvant 1’équation

différentielle angulaire (2.5), qui devient, apres substitution (voir annexe A pour les détails),

1 9%90 997 B
sin(ﬁ)ae ((1 +¢2)? sin(6)> 1+ 92)2951112(0) = 0. (2.7)

La solution qui possede les bornes appropriées est donnée par

4(0) = tan (g) . (2.8)

Le vecteur 7, qui encode I'information sur la partie angulaire, devient apres substitution,
n = (sin(@) cos(ne), sin(f)sin(ne), cos(d)) . (2.9)

La propriété d’intégrabilité du modele permet donc de trouver les configurations qui mini-
misent 1'énergie pour tout n > 0 de fagon analytique et ’hypotheése (2.6) est connue sous le

nom de solution axiale (SA). Pour le cas n = 1, on voit que ’on retombe bien sur la géométrie
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sphérique (1.48) mais pour n > 1, cela correspond & des spheéres plus ou moins déformées. Il
est également possible de constater que I'’enroulement de I'espace s’effectue selon 'axe ¢ dans
ce modele dii aux symétries particulieres de celui-ci. Ceci contraste avec le modele de Skyrme
original, ou l'’enroulement de I’espace est radial et représenté par les bornes de la fonction
F(r), soit F(0) = nm et F(co) = 0. Dans ce modele, le profil radial F'(r) est déterminé par
I'équation différentielle (2.4), qui peut étre reformulée de la fagon suivante apres substitution
de (2.6) et (2.8)

n?X\2sin?(F) . (sin?(F)F’ L OV (F)
5 = O 2 - SE 0. (2.10)
En effectuant le changement de variable x = ‘/35#; 3, on obtient
IV (F)
.2 .2 _
sin?(F), (sin®(F)F, ) = ST (2.11)

Cette expression peut ainsi étre intégrée sur F' de la fagon suivante

/ sin?(F)0, (sin?(F)F, ) dF = / dv, (2.12)

pour obtenir (en gardant fixe F, durant I'intégration)

1
V(F) =3 sin?(F)F?

T

(2.13)

On peut par la suite restaurer la dépendance radiale, ce qui donne la contrainte que le modele

impose au potentiel

V(F) = ? (2.14)

Cette contrainte est cruciale a ’obtention de solutions BPS, tel qu’il en sera fait mention a la
prochaine section. Pour obtenir F'(r), il faut donc faire le choix d’un potentiel et le substituer
dans (2.14), ce qui revient a résoudre une équation différentielle d’ordre 1. Le choix du po-
tentiel dans ce modele est donc de premiére importance pour bien représenter les propriétés
des noyaux. La forme exacte de celui-ci demeure jusqu’a ce jour inconnue. Cependant, les
contraintes imposées par le modeéle et les propriétés physiques des objets que 'on souhaite
étudier sont suffisantes pour proposer des formes générales qui reproduisent relativement bien
les observations expérimentales. L’un des choix les plus simples qui respectent tous les criteres
liés a I'existence de solutions solitoniques est celui proposé pour la premiere fois par Skyrme,
soit

V(U) = %"ﬁ (I, - U), (2.15)

ou de fagon équivalente sous la paramétrisation (1.46),

V(F)=1—cos(F(r)). (2.16)
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Ce potentiel a 'avantage de décrire convenablement la structure nucléaire (les caractéristiques
élémentaires) ainsi que les objets de tailles finies. C’est le potentiel que le groupe d’Adam,
Sanchez-Guillén et Wereszczynski propose d’étudier dans le modele BPS. En résolvant 1’équa-

tion différentielle

1 —cos(F) = (2.17)

pour F'(r) tout en imposant les bornes appropriées, les auteurs proposent une solution de type
compacton
2arccos (=) €0, R
F(r) = (Rn ) 0, Rn] , (2.18)
0 r> R,

1

M%) ®. La nature compacte

ou R, est défini comme étant le rayon du compacton R, = (
des skyrmions ainsi générés pour un nombre baryonique n implique donc que ceux-ci ont une
taille finie et un volume bien défini. De plus, la densité d’énergie et la densité baryonique
obtenues pour tout n avec ce type de solution correspondent a des fonctions continues qui
possedent la symétrie sphérique et qui atteignent leur valeur maximale & r = 0, ce qui permet

de générer des configurations pleines en accord avec les observations expérimentales.

2.1.2 Détermination de la borne BPS

La borne BPS est d’'une grande importance en physique nucléaire. Celle-ci décrit les états
d’énergie minimum d’une théorie de champs classique et prend la forme d’une borne inférieure
sur I’énergie statique ou la masse de ces états. Les solutions d’un modeéle qui sature cette borne
ne possedent pas d’énergie de liaison et ne peuvent donc pas décrire des états liés. Cela est
représenté par le fait que ’énergie statique du modele posséde une dépendance linéaire en
fonction du nombre baryonique. En d’autres mots, cela revient a dire que la masse d’un
« noyau » ne possédant pas d’énergie de liaison serait simplement la somme de celle de ses
constituants, ce qui corrobore les observations expérimentales. La borne inférieure sur 1’énergie

statique du modele BPS se calcule donc de la facon suivante

Estat = EO+E6

in*
= /,uQV(F) )(\js_’_m(j;)(iemanmunul)Q] d3r (2.19)
/ < 2 ASiHQ(F) -_mnl = ’ 3
= +u V(F)) + im(ze Frunuy) d°r (2.20)
Egar > / 2U\ V(F)M(iem”lqunﬂl)d?’r. (2.21)

Le signe + a été choisi pour respecter B = n > 0 (solutions physiques) et I'inégalité arith-
métique a® + b? > 2ab a ensuite été utilisée (valide pour a > 0, b > 0). Pour construire un

modele qui sature cette borne de fagon exacte, il est toujours possible de compléter le carré a
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la ligne (2.20). Ce faisant, on obtient la quantité suivante

/

En imposant que énergie Fgq¢ soit strictement égale a la borne (2.21), il est possible de

(14 ua)? (1 + uu)?

2 )
(M Vo Asin?( Zemmquﬂw)> L 20NV sind () (iemmquﬂul)} .

(2.22)

conclure que la condition

)\sm B
J2VA%4 0+ i) (€™ Frpuntiy) = 0 (2.23)

doit étre respectée. Lorsque I'on substitue la solution obtenue pour u(d,¢) dans (2.23), on

trouve que

v(F) = A | : (2.24)

ce qui correspond exactement & la méme contrainte sur le potentiel que celle trouvée & partir
des équations du mouvement (2.14). La solution axiale proposée comme hypothese de départ
est donc tout a fait adéquate pour minimiser ’énergie statique du modeéle puisque toute
fonction F(r) qui satisfait (2.14) pour un choix judicieux de potentiel résout par conséquent
la contrainte imposée par la saturation de la borne BPS. Le fait d’imposer la borne BPS a
également permis de diminuer & lordre 1 I'équation différentielle de départ, soit (2.10), qui
est d’ordre 2. Cette technique est souvent utilisée dans ce genre de situations pour simplifier
I’équation différentielle a résoudre. Dans notre cas cependant, l'intégrabilité du modele fait
en sorte que I’équation (2.10) peut se résoudre de fagon analytique. Pour compléter le calcul
de la borne BPS (2.21), on peut y substituer le potentiel choisi (2.16) ainsi que la solution

axiale (2.6) précédemment obtenue. Ce faisant, on obtient

Estat > /M|n|/\/ sm ( )7" sin(@)drdfdg¢
> 47T,u)\]n/ ,/V(F)sinQ(F)dF
0
44/2
Estat > 0 Igﬂu/\!n!, (2.25)

ce qui correspond & la borne BPS du modéle. A partir de ce calcul, il est important de
constater que cette borne dépend uniquement de la forme du potentiel et non de la forme
spécifique des solutions (seules les bornes de F(r) sont nécessaires lorsque ’on connait V' (F)).
Ce résultat suggere également que les parametres u et A soient des réels positifs puisqu’ils
sont reliés a I’énergie des solutions. Comme mentionné précédemment, le modele de Skyrme
original possede une borne BPS, mais aucune solution ne sature cette derniére alors que dans

le cas présent, toutes les solutions du modele saturent la borne.
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2.2 Résultats et applications du modele BPS

Le choix particulier de potentiel, et par conséquent du profil radial F(r), combiné avec la re-
présentation angulaire (2.9) permet d’obtenir des résultats intéressants sur la phénoménologie
des noyaux atomiques. En premier lieu, il s’avere nécessaire de calculer explicitement 1’énergie
statique des solitons et, par le fait méme, vérifier que ’expression est linéaire en fonction du
nombre baryonique. La quantification du rotateur rigide peut ensuite étre appliquée aux états
solitoniques pour obtenir I’énergie de rotation correspondante et ainsi introduire en quelque

sorte I’énergie de liaison prédite par le modele.

2.2.1 Densité baryonique et énergie statique

La densité baryonique BY, qui représente la distribution de matiére & I'intérieur du noyau, est

définie comme la composante = 0 de (1.44) et peut donc étre calculée de la facon suivante

cidk

B — _
2472

Tr (LiL;Ly) . (2.26)

Celle-ci correspond & la seule composante non nulle du courant baryonique dans le cas statique.

Apres substitution de la solution axiale, incluant le profil radial (2.18), on obtient

B(r) =

n si(F)F 4n [ ( r )2. (2.27)

22 2 - mR3 R,

Les courbes respectives sont donc représentées par la figure suivante.

£(r) B(r)

(a) (b)

FIGURE 2.1: Représentation schématique du profil radial (a) et de la densité baryonique (b)
normalisés a R, =1 et n = 1 pour le modele de Skyrme BPS.

A titre de formalité, on peut vérifier que le nombre baryonique est bien représenté par un

entier,
R'!L

Ry

1 2

B = 477/Bo(r)r2dr = 77?—27% /7‘2 1- (];) dr =n. (2.28)
0
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L’énergie statique associée a la contribution de chaque terme du lagrangien s’écrit

Ey = u? / V(F)d3r (2.29)

Bg = nt)\2 / BB d®r. (2.30)

Apres une simple substitution, on obtient

3227 32V2r1
Ey = pAlnl,  Eg= pA n] . (2.31)
15 15
Cela meéne naturellement a
6427
Egar = Eog + Eg = 15 uA|n|, (2.32)

ce qui correspond précisément a la borne (2.25) précédemment obtenue. Ce résultat est évi-
demment sans grande surprise puisque le modeéle est construit pour saturer cette borne de
fagon exacte. En réalité, la contrainte (2.14) peut étre réécrite de la fagon suivante

432

A

V(F) = —-Bg, (2.33)
I

a partir de laquelle il devient clair que Ey = Eg, indépendamment du choix du potentiel et

de la fonction F(r), & condition qu’ils satisfassent (2.33) bien entendu. La densité baryonique

permet également d’obtenir une autre quantité d’intérét, soit le rayon baryonique moyen

(r.m.s, root mean square) représentant la taille moyenne des skyrmions. Celui-ci est donné par

1 7.2 3,,, %
(3 = <m> . (2.34)

12 A\ 3
<r,23>2 = \QfRn = () ns = ron%, (2.35)

o=

ou rg = A} egt le rayon r.m.s du noyau n = 1, dont la valeur expérimentale est approxi-
o y y p pp

mativement de 1.23 fm (avec le facteur de conversion 1 fm™1 = 197.329 MeV). A partir de

(2.25), on constate également que la valeur de r( sera toujours plus petite que celle du rayon

1
du compacton, qui est donnée par Ry = (@) ®. Cette relation de proportionnalité en ns du
rayon baryonique moyen est bien connue expérimentalement et correspond donc & un résultat

souhaitable pour tout modele qui tente une description de la physique nucléaire.
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2.2.2 Quantification du modele

Etant donné que I’on envisage la description d’états liés, I'ajout de I’énergie de rotation est
essentiel dans un modele « BPS » puisque celle-ci agit a titre d’énergie de liaison. La procédure
de quantification est la méme que celle utilisée au chapitre précédent. En premier lieu, il faut
obtenir les moments d’inertie du rotateur rigide. Ceux-ci s’obtiennent avec un calcul analogue
a celui de la section 1.2.6, avec comme seule contribution les dérivées temporelles du terme
d’ordre 6 (le potentiel ne contient aucune dérivée temporelle du champ U et donc ne contribue

d’aucune fagon a la dynamique de rotation). Les moments d’inertie sont donc donnés par

)\2

Uyj = Ve Tr ([T, Lp] [Lp7 Lq] [Lcu Tj])dBT (2.36)
)\2

Vij = Ve Tr ([Si, Lp] [Lpa Lq] [qu Sj])dsr (2.37)
)\2

Wi = Ve Tr([TZ-, Lp] [Lp> Lq] [L!b Sj])d37“: (2.38)

avec T; et S; tels que définis précédemment. La solution axiale utilisée dans ce modele implique
des symétries importantes au niveau des moments d’inertie. Par exemple, les matrices U;;, V;;
et W;; sont toutes diagonales et leurs éléments obéissent aux relations suivantes : Wi = Way =
0 pour |n| Z 2, U11 = UQQ, ‘/11 = ‘/22, W11 = WQQ pour n = 1 et n2U33 = TLW33 = V33. Les
principaux moments d’inertie (ceux qui seront nécessaires aux calculs subséquents) peuvent

donc étre calculés de fagon analytique, ce qui donne

647/2)\2 9 I 3 2567r\/§nu)\ nA 3
Un e (3n%+1) (m) Viy = <u> (2.39)
256mv2N2 [ 11\ 3 256mv/2u\ /1A 3
— S— = - . 2.4
Uss 105 (m) 33 105 ( 1 ) (2.40)

De plus, sous la solution axiale, la contrainte imposée a ’espace d’Hilbert prend la forme
(Mg + an) |I, J, i3, ]3> =0 = ms + nks =0, (241)

ce qui implique simplement qu’une rotation spatiale (d’un angle #) a partir des axes de symé-
trie peut étre compensée par une isorotation dans le sens inverse (d’un angle —nf) a partir de
I'axe 13. Le cas spécifique B = n = 1 est d’un intérét particulier puisque ’hamiltonien, et par
conséquent 1’énergie de rotation du skyrmion, possedent la symétrie sphérique. Dans ce cas, il
existe une correspondance exacte entre le spin et 'isospin des états excités (la contrainte (2.41)
se généralise aux autres composantes de M et K) et plusieurs simplifications sont possibles
puisque les moments d’inertie sont tous égaux (aucune direction privilégiée). L’hamiltonien
de rotation (1.72) devient donc

K2 12

(2.42)
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L’utilisation de 'opérateur de spin J? est également valable dans cette expression, car celui-ci
est équivalent a celui d’isospin dans ce cas. De plus, le choix de Uj; est arbitraire puisque

U1 = Uyy = Uss. En agissant sur un état donné avec cet opérateur, on obtient ’énergie de
11 22 33 p )

1
-, I(I+1) 3 315 A\ 3
rot 2U11 U1 20487v/2X2 \ (2.43)

puisque le nucléon posséde un spin de J = 1/2 et un isospin de I = 1/2. Par ailleurs, il est

rotation

important de constater que ce résultat ne fait pas de distinction entre le proton et le neutron
(ne dépend pas de i3) et peut mener a des états non physiques pour un mauvais choix de I
(absence de contrainte sur le spin et I'isospin). Dans le cas d’un nombre baryonique quelconque

qui respecte B = |n| > 1, 'hamiltonien de rotation se réduit a la forme suivante [11]
1 |M?  K? 1 1 n?

Hop=-|——+—+|+————— | K3|. 2.44

rot 2 [ml U11 ( 3 ( )

Ce résultat peut évidemment étre relié aux quantités du laboratoire avec les invariants de

Casimir (1.71). L’énergie de rotation obtenue par 'application de cet opérateur sur un vecteur

d’état prend donc la forme

1
2

Erot =

J(J+1)+I(I+1)+<1 1 n2>

k3| - 2.45
Vi Un 3] (2.45)

A partir de cette expression, certaines réflexions s’imposent. Le premier point concerne la
valeur propre ks, qui représente la troisieme composante d’isospin dans le repére du skyrmion.
En combinant la contrainte (2.41), qui implique k3 = —ms/n, avec 'inégalité bien connue
m > |mg| — J > |ms|, on obtient |k = |22 | < ‘%’ En considérant par la suite que la valeur
maximale de spin que peut prendre un noyau est donnée par le nombre de particules qui le
constitue multiplié par 1/2, soit J < n/2, on obtient

1
[ks| < 5 (2.46)

Puisque k3 doit étre entier pour les noyaux pairs et fractionnaire pour les noyaux impairs, le
choix naturel qui s’impose afin de respecter (2.46) est k3 = 0 et ks = 1/2 respectivement. Ce
faisant, la description des noyaux de type fermionique (n impair) n’est plus possible puisque
cette contrainte impose des valeurs de spin trop élevées pour ceux-ci, soit J > n/2, ce qui est en
contradiction avec les valeurs de spin connues pour n > 1 avec n impair. Ce modele est donc
limité a I’étude des noyaux de type bosonique (n pair), pour lesquels la valeur k3 = 0 ne pose
aucun probleme. Les seuls états fermioniques pouvant étre décrits par le modéle sont donc
ceux du proton et du neutron, pour lesquels k3 = 1/2 géneére les bons nombres quantiques de
spin. Les arguments supportant cette discussion peuvent étre trouvés dans [3, 9]. De plus, afin

de pouvoir comparer les énergies de rotation obtenues avec celles connues expérimentalement
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pour les noyaux atomiques les plus stables (de mémes nombres quantiques B, J et i3), la
supposition I = |i3| sera utilisée. Cela provient du fait que ces noyaux sont ceux étant les plus
liés et donc la contribution de 1’énergie de rotation qui minimise la masse totale est celle ou
I = |ig|, c’est-a-dire la valeur la plus petite que I peut prendre. En prenant ces éléments en

compte dans le calcul de I’énergie de rotation, celle-ci devient

Erot =

105 <nA)§[J(J+1) 4 lig| (lis] + 1) (2.47)

5127202 \ n2 (Bn2+1) |’

valide pour les noyaux pairs avec B > 1. On peut ensuite choisir d’inclure d’autres contri-
butions énergétiques basées sur des observations physiques. La prochaine étape logique serait
d’inclure I’énergie de Coulomb pour améliorer les prédictions du modele. Cependant, cette
discussion sera réservée au chapitre suivant puisque celle-ci est basée sur une méthode déve-
loppée par [11] dans le contexte du modele quasi-BPS. Pour obtenir des prédictions concretes
sur I’énergie de liaison (et par conséquent sur les masses) des noyaux les plus stables, les
parametres p et A doivent étre ajustés par le biais d’une régression sur les données expérimen-
tales de fagon a ce que celles-ci soient reproduites le plus fidelement possible. La raison pour
laquelle I'accent est mis sur les énergies de liaison est que celles-ci permettent un ajustement
fin des paramétres. A ce jour, aucun modéle théorique en physique nucléaire n’est parvenu a
reproduire cette courbe (figure 3.2) de fagon exacte. L’analyse détaillée du type de régression
proposée par [3] et des résultats qu’elle génere ne sera pas présentée dans ce travail puisqu’elle
partage plusieurs similarités avec celle introduite au prochain chapitre. Il est intéressant de
mentionner cependant que les valeurs des parameétres p et A obtenues dans cette étude sont
p=9114.84 MeV? et A = 0.00537 MeV !, ce qui permet en principe d’obtenir des prédictions

concretes comparables aux valeurs expérimentales.

2.2.3 Considérations de nature phénoménologique

En premier lieu, il est important de mentionner que la méthode de construction du modele
BPS telle que présentée dans ce chapitre n’est pas unique. En réalité, des travaux récents
présentés par Sutcliffe [53] suggerent la construction d’un modele BPS exacte par 'ajout d’un
nombre important de mésons vectoriels aux degrés de liberté du modele de Skyrme original (le
champ de Skyrme U est couplé a une tour infinie de mésons vectoriels). Il en résulte que dans la
limite ol seulement le premier méson vectoriel est considéré, le modele de Skyrme se rapproche
significativement d’un modele BPS. Cette approche est cependant beaucoup plus complexe
et son lien avec la méthode présentée dans ce chapitre demeure obscur et devrait étre étudié
davantage. Le modele proposé par Adam, Sanchez-Guillén et Wereszczynski constitue une
approche fondamentalement différente mais beaucoup plus directe. Mentionnons cependant
que le modele BPS tel que présenté dans ce chapitre ne peut pas étre relié directement a des
particules physiques dii & I’absence du terme non linéaire ¢ dans le lagrangien, responsable

de la propagation des pions. Cependant, les caractéristiques spécifiques de celui-ci en font
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une base solide pour la description de certaines propriétés phénoménologiques des noyaux.
En particulier, il est possible de constater que déja au niveau classique, celui-ci reproduit
certains aspects d’un fluide incompressible qui peuvent étre reliés au modele de la goutte
[56] en physique nucléaire. Les relations de proportionnalités de la masse (linéaire en n)
et de la taille moyenne (proportionnel a n%) en sont de bons exemples. Cette description
classique est cependant susceptible d’étre plus appropriée pour les gros noyaux pour les raisons
suivantes. L’absence du terme cinétique .%, , implique, pour le champ chiral U, qu’il est
impossible d’identifier convenablement les degrés de liberté du modele a ceux des champs
pions (o, 7) dans la limite 7 = 0o et cette distinction influence significativement la taille des
skyrmions (prédiction de rayons trop petits). Cependant, cet effet diminue lorsque n devient
grand. De plus, la contribution de I’énergie de rotation (qui provient de la quantification) a
la masse totale joue également un réle important dans le pouvoir prédictif du modele, mais
cette contribution tend & diminuer plus le nombre baryonique augmente puisque les moments
d’inertie augmentent avec n. Négliger cette contribution au niveau classique est donc plus
approprié pour les gros noyaux. Par ailleurs, il est généralement admis que la description des
noyaux atomiques en tant que goutte liquide de matiére est plus appropriée pour les noyaux
de nombre baryonique élevé (se référer a la courbe de Weizsicker pour les énergies de liaisons
par exemple). Un autre point important & considérer est que les deux termes présents dans le
lagrangien furent choisis spécifiquement pour représenter certaines propriétés des interactions
fortes sous-jacentes au modele. Le terme %5 correspond au carrée de la densité de courant
baryonique, qui est construit entierement sur des considérations topologiques, et le terme de
potentiel %y est choisi de facon & briser explicitement la symétrie chirale dans la théorie de
champ efficace. Celui-ci peut donc en principe étre utilisé pour générer la masse du pion.
Cependant, il n’existe aucune raison qui justifie de prime abord de privilégier le potentiel de
Skyrme par rapport & un autre, ce qui implique que d’autres formes de potentiels peuvent

également étre envisagées, basées sur certaines propriétés physiques des noyaux.

Les propriétés mentionnées ci-haut découlent du fait que ce modele possede des solutions
qui saturent exactement la borne BPS et celles-ci offrent donc une explication naturelle pour
de faibles énergies de liaisons, ce qui contraste avec le modele de Skyrme original. Bien que
ce modele corrige plusieurs aspects du modele de Skyrme, celui-ci demeure un modele-jouet
avec un domaine d’applicabilité limité. Un modele plus complet devrait donc préserver les
forces de celui-ci, soit sa simplicité (pour décrire la dynamique et les symétries du systéme) et
son analyticité (qui permet un calcul efficace des différentes prédictions du modele), tout en
incorporant des éléments du modele de Skyrme cruciaux a une théorie de champ efficace de
QCD. Afin d’étendre le rayon d’action du modéle BPS et ainsi obtenir une description plus
adéquate des noyaux dans cette limite d’énergie, une extension quasi-BPS est proposée au
chapitre suivant. Celle-ci utilise le modele BPS comme point de départ et tente I'inclusion du

modele de Skyrme .Zs;, selon deux approches distinctes (perturbation/numérique).

38



Chapitre 3
Extension quasi-BPS

Il est question dans ce chapitre de 1'extension quasi-BPS proposée par Marleau et coll. [10,
11, 12] et de la méthode utilisée pour incorporer le modele de Skyrme original au modele
BPS. Les différences conceptuelles entre ces deux modeles, qui déterminent en grande partie
le choix de ’hypothese de départ pour la paramétrisation du champ U, sont abordées du point
de vue des géométries favorisées par ces modeles respectifs. Cette paramétrisation est ensuite
utilisée pour faire le lien entre ces deux modeles et ainsi générer les configurations d’énergie
minimale pour B > 1. Les conséquences liées a 1'utilisation de la solution axiale dans un
contexte perturbatif sont étudiées a 1'aide des résultats précédemment obtenus dans [9], ce
qui mene naturellement a la problématique sur laquelle est axée ce présent travail. De récents
développements ont en effet suggéré que les effets liés a 'utilisation de la solution axiale dans ce
contexte précis peuvent introduire une déstabilisation des solutions classiques obtenues lorsque
les coefficients devant les termes du lagrangien de Skyrme sont non nuls. C’est pourquoi cette
étude se tourne vers 'ansatz communément utilisé dans la littérature pour la description des
multibaryons dans le modele de Skyrme original, ¢’est-a-dire 'application rationnelle, pour la
paramétrisation du champ U du modele quasi-BPS dans le but d’optimiser la contribution des
termes du lagrangien de Skyrme .Zsy. L’idée est donc d’obtenir une amélioration globale des
configurations d’énergie minimale pour le modele quasi-BPS, ce qui entrainerait en principe

une meilleure compréhension de la structure des noyaux atomiques stables.

3.1 Idées de bases et développement du modele

Cette section détaille les études précédentes réalisées sur le modele quasi-BPS et présente les
résultats a partir desquels ce présent projet fut élaboré. Tel que mentionné précédemment,
I’idée de base est d’étudier une généralisation plus réaliste du modele de Skyrme BPS dans
la limite ou la contribution des termes de Zs; est petite. Le lagrangien est donc composé de

quatre termes et peut étre écrit de la facon suivante

Zypps = Lo+ Lo+ Ly + L, (3.1)

39



avec la contribution de chaque terme donnée par

% = V() (3.2)

L = —aTr(L,L") (3.3)

S = +8Tr ([Ly, L)) (3.4)
2

z = —%1)\—62Tr([LM,LZ,][L”,LP][LP,L“]). (3.5)

L’expression (3.5) correspond au carré de la densité de courant baryonique B,B* écrit sous
forme de commutateurs des courants gauches du champ mésonique (L, = U T(’J’uU ) pour une
notation plus uniforme. Les travaux précédemment réalisés sur ce modele partent donc tous de
la supposition que la contribution des termes % et £ est dominante, ce qui ouvre la porte a
une approche perturbative pour obtenir la dynamique du systeme. Dans ce contexte, le choix
naturel pour la paramétrisation du champ U correspond donc & la solution axiale puisque
celle-ci est un excellent minimiseur dans le cas du modeéle BPS. De plus, de par sa simplicité,
celle-ci offre la possibilité de solutions analytiques pour toutes valeurs de n, c’est-a-dire que
les configurations d’énergie minimale sont connues, en principe, pour tous les noyaux stables.
Cependant, il n’existe aucune garantie a ’effet que cette solution soit un bon minimiseur pour
les termes de Skyrme et du modele ¢ non linéaire. En réalité, il a été démontré depuis un
certain temps déja [38, 55| que la solution axiale telle que décrite au chapitre 2 ne génere
pas les configurations d’énergie minimale pour le modele de Skyrme original, mais puisque
«a et [ sont supposés trés petits par rapport a p et A, ces effets sont négligés en premiere
approximation. La dynamique s’obtient donc de la fagon suivante. Premiérement, I’équation

différentielle

9n2\2 sin?(F) sin?(F)F’ ZOV(F)  2a(2r*F" 4+ 4rF' — (n? 4+ 1) sin(2F))
Or — 4 +
4 212 2 OF 2

32f3sin(F) (sin(F) ((n? + 1) r2F” — n?sin(2F)) + (n? + 1) r>F" cos(F))
1

r

. =0 (3.6)

est résolue dans la limite o @ = 3 = 0, ce qui revient & résoudre I'équation (2.10) (avec
un parametre A légérement modifié) pour un choix de potentiel donné. En se basant sur les
travaux de [9, 10], le terme de potentiel est choisi pour représenter une propriété importante
des noyaux, soit une densité baryonique constante a 'intérieur suivie d’une coupure pres du
rayon baryonique moyen, tel qu’observé expérimentalement par des expériences de diffraction

d’électrons. Le potentiel obtenu par [10] est

(52 (242°) (1 (o (42
3 1—\/1—1541n(Tr<2H?gUT))

Veem(U) =
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qui devient, sous la solution axiale,
7(cos(F) — 1)3(cos(F) 4+ 1) (141n (sin® (£)) — 5)

90 (/25— 70In (sin® (§)) - 5)

Il devient maintenant possible de résoudre I’équation différentielle d’ordre un correspondante,

Veem (F') =

. (3.8)

7(cos(F) — 1)%(cos(F) + 1) (141n (sin® (£)) = 5)  9n>\? sin(F)F?

- , (3.9)
2 4
90 (/25— 701 (sin? (5)) - 5) 16p2 v
ce qui donne, en imposant les bornes appropriées pour F(r),
Fsa(r) = 2arcsin (e_‘ZQT’Z—%“4r4) , (3.10)

1
ou l'on défini a = (ﬁ)g. En réalité, pour bien voir d’ou le potentiel tire cette forme parti-
culiére et comprendre les choix qui ont mené a la forme de la solution (3.10), il faut appliquer
le raisonnement inverse et imposer des contraintes sur la fonction F'(r). Cela signifie que 1'on

souhaite obtenir une solution basée sur les travaux de [11], de forme générale

2 4 6,.6 8,.8

F(r) = 2arcsin (e—“zr —eratri—czard—cga®r —) : (3.11)

qui, une fois substituée dans l’expression pour la densité baryonique (2.27), donne un plateau
constant pour de petites valeurs de r. Les coefficients c1, co et c3 sont donc obtenus en imposant
que les premieres dérivées paires de B°(r) soient nulles dans la limite » — 0, ce qui donne

7 1384 6302

TS5 2T En 9T iy

: (3.12)

Il ’avere suffisant de tronquer la série a ¢; pour maintenir un équilibre entre la forme plateau
et l'intégrabilité des expressions qui dépendent de F(r), ce qui donne le résultat (3.10). Il
s’agit par la suite de trouver un potentiel V(U) qui redonne bien la fonction (3.10) sous la
solution axiale, ce qui meéne a Iexpression (3.7). Les courbes respectives du profil radial et de

la densité baryonique sont donc données par la figure suivante.

F() Br)

(a) (b)

FIGURE 3.1: Représentation graphique du profil radial (a) et de la densité baryonique (b)
normalisés a a = 1 et n = 1 pour le modele de Skyrme quasi-BPS avec la solution axiale.
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De plus, la densité baryonique est donnée par I’expression suivante

-3 2,2 ;4'4 —5 —
Bo(r):W<1+14a2T2>6 (a*r*+3a'r") /1 — ¢ 511T(5+7ar).

2 5 (313)

™ T

Ces dernieres années, plusieurs types de fonctions F'(r), et par conséquent de potentiels, furent
étudiés dans le contexte précis de ce modele [9], chacune possédant des propriétés distinctes.
Celle présentée dans ce chapitre correspond au cas le plus récemment étudié, qui meéne a des
configurations pleines (sans coquille) pour les noyaux les plus stables. Dans une approche
perturbative standard, la prochaine étape serait d’inclure les termes % et %4 en tant que
petite perturbation d’ordre € au lagrangien BPS (%) 4+ %) , et de résoudre ’équation diffé-
rentielle correspondante (voir annexe B) a l'ordre e pour inclure une contribution dépendante
des parametres « et 5 dans la fonction (3.10). Cependant, cette équation différentielle n’est
pas soluble de fagon analytique et, par conséquent, des méthodes numériques plutdt lourdes
devraient étre employées pour arriver a cette fin. Puisqu’une étude détaillée de cette équation
n’a pas encore été réalisée, 'approche consiste donc a substituer la fonction F'(r) préalable-
ment obtenue (3.10) dans les termes % et %) et de calculer les différentes quantités qui en
dépendent en supposant toujours que cette contribution demeure minime. Ayant maintenant
ces informations en main, il devient alors possible de faire le calcul de I’énergie statique pour
la contribution de chaque terme du lagrangien. Cette quantité est particulierement impor-
tante pour les termes Es et E4 puisque leur dépendance en n sous la solution axiale est une
bonne indication de la stabilité du soliton au niveau classique. Par conséquent, elle permet de

déterminer si la solution axiale est appropriée dans ce contexte. Ce faisant, on obtient

EPN = amp? / Viens (F)r2dr (3.14)
ESA = 8ra / (F2r? + (n? +1) sin®(F))dr (3.15)
: in*(F
o) 64775/ <<n2 +1) sin®(F)F'2 + n2smr2()> dr (3.16)
97A2n? [ sin?(F)F"?

Al _ / 1
6 1 3 dr, (3.17)
et donc ngt] = ([)SA] + EgSA] + ELSA] + E([aSA]. Une fois la fonction F(r) substituée dans ces

expressions, les intégrales sont évaluées numériquement a ’aide d’un algorithme adaptatif. On

introduit ainsi la notation suivante sous un changement de variable x = ar

sin(F')

" y
- ) (0. F)" et Ifmn(y):/jlmn(x)x2pdx, (3.18)

0

Timmn () = 2 <

ce qui permet de factoriser la dépendance des parameétres en avant des intégrales numériques
Ip

I (W) A titre de référence, une table contenant les principales intégrales numériques est
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présentée a 'annexe C. Cette notation concerne seulement l'intégration sur la variable r (ou
x) puisque l'intégration angulaire sous la solution axiale dans ce cas est toujours triviale et
génere les facteurs de 47 et n. La quantification (des rotations et isorotations) de ce modele
est sensiblement la méme que celle introduite au chapitre précédent puisque sous la solution
axiale, les moments d’inertie sont tous diagonaux. Cependant, puisque I’angle chiral F'(r) est
différent et qu’il faut ajouter la contribution des termes % et %, les moments d’inertie non
nuls vont étre différents également. Ceux-ci se calculent donc de la facon suivante
9A?

vy = - f <2aTrmTj>+4ﬁTr<[Lk,TinLkm+WTr([n,LpMvaLq][Lq,TA)) a'r

= /Uijd?)?“, (3.19)

ce faisant, les expressions pour V;; et W;; peuvent donc étre obtenues en suivant la regle

Vij = /Vijdgr = /UU(T] — Sj)d37" (3.20)
W@" = /Wijd37‘ = /L{”(TZ — Si, Tj — Sj)d3r. (3.21)

Les quantités U;;, V;; et W;; sont définies comme étant les densités d’inertie. Les principales
densités sont données a I'annexe C, ainsi que leurs moments d’inertie respectifs. L’énergie de
rotation est donnée par la méme équation que celle obtenue dans le cas du modele étudié au

chapitre 2 (2.45), avec comme seule modification les nouveaux moments d’inertie.

3.1.1 Energie de Coulomb

L’énergie de Coulomb joue un réle important dans la dynamique des noyaux atomiques. Celle-
ci est souvent négligée dans I’étude du modeéle de Skyrme original puisque cette contribution
est supposée tres petite par rapport aux larges énergies de liaisons du modele. Bien que celle-
ci demeure petite, les faibles énergies de liaisons du modele quasi-BPS offrent la possibilité
d’inclure cette contribution et de distinguer ses effets sur 'optimisation des parametres, et
donc sur les prédictions du modele quasi-BPS. Cette contribution énergétique provient de la
force électromagnétique répulsive entre les charges positives dans le noyau, les protons, et

contribue donc a faire augmenter la masse totale des noyaux stables.

Dans ce travail, I’énergie de Coulomb occupe une place importante puisque son comportement
sous l'insertion des deux hypothéses de départ (solution axiale/application rationnelle) est
également un bon indicateur de la stabilité des configurations obtenues. Un calcul détaillé est
donc nécessaire pour la comparaison des résultats. Par ailleurs, ce calcul a dii étre réexaminé
dans le cadre de ce projet en ce qui concerne la forme du courant électromagnétique (par
rapport a l’expression obtenue précédemment dans [11]) afin de tenir compte de la contribution

des bons moments (et densités) d’inertie. On débute donc avec la forme générale que prend
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I’énergie de Coulomb pour une distribution de charges continue

11

1 L
e =50 p(f‘)i‘f,_ F/‘p(r’)d?’rdgr'. (3.22)

Dans la derniére expression, p(7) représente la distribution de charges, et donc le potentiel

scalaire généré par cette distribution est

1 p(™")
V(ir)=— d’r’. 3.23
") = g7 | (3.23)
En adoptant I’approche proposée par [17] et utilisée dans [3, 10, 11], on utilise le développement
multipolaire du potentiel de Coulomb (3.23) pour ensuite développer la densité (distribution)
de charges p(7) sur ses harmoniques sphériques, ce qui permet d’écrire ’énergie de Coulomb
sous la forme suivante l

o

E.=> Y U, (3.24)
1=0 m=—1

ou les Uj" représentent la contribution de chaque multipole donné par

[e.9]

UM = 21aes, / r2=21Q1 () |2 dr. (3.25)
0

Par conséquent, ceux-ci ne doivent donc pas étre confondus avec les moments d’inertie (3.19).
De plus, la constante de couplage adimensionnelle qui caractérise les interactions électroma-
gnétiques est aem = 1/137.0359. La quantité Q"(r), qui est équivalente a un moment multi-
polaire de la distribution de charge (pour de grandes distances), peut étre représentée par

I’expression suivante
,

Qr(r) = / P2 () (3.26)
0

ou la distribution est donnée par

oo l
p(F) =D D ()™ (0, 9). (3.27)

=0 m=—1

Dans cette expression, les harmoniques sphériques usuelles sont représentées par Y;" (0, ¢) et
lopération (*) dénote le complexe conjugué. Par la suite, en se référant aux travaux de [7],
il est possible d’identifier le courant électromagnétique généré par une densité de charge a
I'intérieur d’un skyrmion,

Th = %3“ + (3.28)
ot B est la densité de courant baryonique usuelle et ja“ représente la contribution de la

PR oz . s . 73
troisitme composante de la densité de courant vectoriel. La forme précise de J;* pour le
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modele quasi-BPS peut étre trouvée dans [9, 29] et est donnée par

JoF = 20T (T3 L*) 4 48 Tx([T3, L,|[LF, L)) + ?g\zTr([Tg, L)LY, L¥|[ Ly, L")). (3.29)

Ces quantités sont bien entendu dépendantes du temps, c’est-a-dire que Lo est donné par
(1.62), L; par (1.63) et que Ty = R3;(AT)ABT; Bt At. Puisque 'on s’intéresse & la composante
jg pour extraire une expression en termes de quantités connues pour la densité de charge

m

électrique, il suffit de substituer Lo, L; et T3 dans (3.29) pour obtenir
TP = Ry;(AT) Usja; — Wijbj) . (3.30)

I1 devient ensuite possible d’utiliser la relation (1.68) pour obtenir

K, K, K3+ Ws3bs K3
_ M ot g Mt ks A 3.31
Ui > Uy s Uss Uss s (3:31)

ai

puisque les moments d’inertie sont diagonaux. Une fois ces expressions combinées, on a que

Uss

K. 3.32
O 08 (3.32)

j‘%-o = R31(AT)@K1 + R32(AT)@KQ + R33(AT)

U1 U2
En tirant profit de la symétrie Uj; = Uso, il devient possible de définir une densité moyenne
(Uy1) = Un+Ua2)/2 pour simplifier les expressions et ainsi éliminer la dépendance en ¢ de ces
densités. On utilise également les relations obtenues par [13] pour les matrices de rotations,
c’est-a-dire ’équation (1.70), ce qui permet d’écrire au final (notons au passage que cette

expression differe de celle trouvée dans [11, 29])

. Ur) (Ur1)  Uss
J30:< I+< —)R ANK;. 3.33
Uy ° U1 Uss 3(ADKs (3:33)

A partir de ces expressions, il est possible de vérifier que la charge électrique d’un noyau est

donnée par
. 1 -
ge = /ngd?’r - / (2[5’0 + Jéo) d’r = 5 +is, (3.34)

ou la notation suivante est sous-entendue <z’, 13, k3 |J2

m

|i, i3, k3), ce qui implique que la distri-

bution de charges est donnée par

p(r) = <i,i37/€3 Tem Z}i3,k3> (3.35)
Lo (Un), (Ut) Uz /. . t .
= 58 + UH 13 + ( U11 - []33) <’L,Z3,]€3 ‘Rgg(A )Kg ’L,’Lg,kﬁg> . (336)

Pour obtenir ’énergie de Coulomb, il suffit donc d’exprimer la partie angulaire de (3.36) en
termes des harmoniques sphériques, ce qui permet d’isoler les p;*(r) correspondants et ainsi

compléter le calcul du développement multipolaire (3.24). La démarche utilisée dans cette
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section est appelée 'approche des densités de charges électrostatiques. Il est important de
mentionner qu’une nouvelle approche fut récemment développée par [9], qui donne des ré-
sultats similaires pour I’énergie de Coulomb, mais qui repose sur des concepts quelque peu
différents. L’approche des facteurs de formes telle que proposée par [9] a avantage d’étre plus
générale, ce qui permet un calcul complet de I’énergie électromagnétique (incluant la partie
reliée au magnétisme) et inclut également une prédiction sur les premiers moments magné-
tiques non nuls des noyaux les plus stables. Cependant, les approximations faites dans cette
approche ne permettent pas de tenir compte des contributions angulaires supplémentaires
a Ypo. Cela demeure sans grande importance du point de vue de la solution axiale, mais a
de profondes répercussions lorsque 1'on introduit ’application rationnelle. Pour cette raison,

I’approche des densités de charges est privilégiée dans ce présent travail.

Les expressions détaillées des moments multipolaires sont présentées a 'annexe C ainsi que le
calcul complet de I’énergie de Coulomb, valide pour tout n. Une autre remarque importante
concerne la contribution des termes proportionnels a K3 et I3 dans (3.36). Tel que mentionné
a la section 2.2.2, les contraintes sur l'espace d’Hilbert imposées par la solution axiale ne
permettent pas de décrire adéquatement les noyaux de type « fermionique » pour n > 1.
Ce faisant, ces contributions sont ignorées dans le calcul de I’énergie de Coulomb puisque
seulement les noyaux pairs sont traités. Seul le cas n = 1 peut étre traité par ce modele
pour les noyaux impairs. Puisque les symétries particulieres de cette configuration impliquent
Ui1 = Uss, seule la partie proportionnelle & Yy du terme en K3 contribue a I’énergie de
Coulomb (annexe C équations (C.26) et (C.27)), cette contribution est par ailleurs négligeable

par rapport a celle de B°.

3.1.2 Optimisation des parameétres et résultats avec la solution axiale (ap-
proche perturbative)

Avant de pouvoir faire une optimisation des parametres u, «, 5 et A a partir des données
expérimentales, une derniére contribution énergétique doit étre considérée. Puisque le modeéle
ne brise pas naturellement la symétrie d’isospin SU(2), il faut introduire une nouvelle contri-
bution énergétique qui reproduit la bonne séparation entre la masse du proton et du neutron
de facon a pouvoir les distinguer et reproduire plus fidelement les résultats expérimentaux.
L’énergie d’isospin [3, 11], qui correspond en fait & une différence d’énergie dans ce cas-ci,
prend donc la forme suivante

Er = aris. (3.37)

Ici, la constante a; est fixée a partir de la différence de masse expérimentale entre le neutron
et le proton, soit AMQ;;Z’ = 1.293 MeV. Puisque ceux-ci possedent la méme énergie statique

et la méme énergie de rotation, cela implique que

exp

ar = (B — EP) — AME, ™. (3.38)

46



En résumé, la masse totale d’un noyau dans le modele quasi-BPS est donnée par

Eqgps(n, j,is) = ES(n) + Eror(n, jis) + Eo(n, is) + Ei(n, is), (3.39)
ce qui correspond & la quantité & optimiser pour trouver la valeur des parametres libres.
La dépendance de cette quantité par rapport aux nombres quantiques est illustrée ci-haut
pour refléter les symétries préservées par l'interaction forte dont il faut tenir compte dans nos
calculs. La démarche utilisée pour 'optimisation des parametres a été expliquée en détail dans
[9, 29]. Conséquemment, seules les grandes étapes seront résumées dans ce présent travail de
facon a familiariser le lecteur a cette méthode. L’idée directrice de celle-ci consiste & minimiser
I’écart entre les valeurs prédites par le modele (Eqpps) et celles obtenues expérimentalement
(Eexzp), que l'on peut trouver dans toute bonne table de physique nucléaire. Bien entendu,
plusieurs types de régressions peuvent étre envisagées a partir de cette approche. Celle qui fut
déterminée comme étant la plus efficace consiste a résoudre un probleme de moindres carrés

avec 'algorithme de Levenberg-Marquardt. Le probléeme consiste donc a imposer la condition

> ((Beap); — (Eqpps); ? B
; ( (Eeap); ) =0, (3.40)

ol I'indice i réfere au i€ noyau considéré et ne correspond pas nécessairement au nombre
baryonique. En d’autres mots, cela veut dire que l'on souhaite que la somme des erreurs au
carré sur les N noyaux pris en considération soit nulle (ou tres petite). A partir de cette somme
de carrés, l'algorithme permet ensuite d’obtenir la valeur des parametres qui donne la plus
petite somme possible (qui tend vers 0). Cependant, comme bien des méthodes d’optimisation
numérique, celle-ci ne donne que des minimums locaux, ce qui veut dire qu’elle peut étre sen-
sible aux valeurs de départ (o, g, So et Ag) qui sont introduites pour démarrer I’algorithme.
Ces valeurs doivent donc étre choisies judicieusement. Dans cette étude, celles-ci sont obtenues
en se référant a la masse expérimentale du calcium-40 (noyau doublement magique), I'un des
noyaux les plus stables [10]. L’estimation des parametres de départ basée sur le “°Ca dans la
limite ag = By = 0 donne les valeurs suivantes pg = 12322.3 MeV? et \g = 0.00474 MeV 1.
De plus, afin de caractériser au niveau statistique la précision de la régression, on introduit
un estimateur de la variance non biaisé, qui est donné par
1 N

o*(Eqpps) = N1 > ((Beap); — (Eqpps);) (3.41)

=1

ce qui revient a dire que la minimisation proposée (3.40) est également une minimisation de la
variance. En utilisant ces valeurs ainsi que la contrainte u, , 8, A > 0 qui assure que ’énergie
statique du modele posséde une borne inférieure bien définie (se référer aux expressions (1.54)
et (2.25)), la contrainte « = 8 = 0 est assouplie pour permettre a l’algorithme de sélectionner

les parametres qui donnent la plus petite variance. La meilleure régression obtenue correspond
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aux parametres suivants.

TABLEAU 3.1: Optimisation des parametres libres du modele quasi-BPS.

| Parametre | p[MeV?] | o[MeV?] | B[MeV?] [ AMeV '] |
| Valeur | 13937.069 [ 0.0015541 | 0 | 0.0041836 |

Afin de vérifier si ce minimum correspond a la meilleure régression possible dans la région

d’intérét (pres de po, ag, Bo et Ag), une autre minimisation peut étre construite, soit

2 2
012 é\f: ((Eexp)i — (Equs)Z.> n 022 g: ((Elea:p)j — (EquPS)j) —0, (342)

2 (Bear); (Eleay),

J=1

ou l'on définit ’énergie de liaison d’un noyau donné de la fagon suivante
0
Elpps = (ané%)PS + nnOEc(lrLi)P)S> — EyBps. (3.43)

Les constantes n, et n,0 représentent le nombre de protons et de neutrons du noyau, qui sont
pondérés par leur masse respective Eé%/gg ). LVidée est donc d’ajuster la pondération relative
de chaque contribution (les coefficients C; et C3) de facon a voir comment le résultat de
Ioptimisation est affecté. Il en résulte que le meilleur minimum est atteint dans la limite
C1 > (5, ce qui correspond au premier cas étudié. La limite C7 < Co, qui correspond
essentiellement a une régression sur 1’énergie de liaison par nucléon, produit également des
courbes avec une bonne variance o?(Elers/n). Cependant, dans ce cas, I’échelle d’énergie
n’est pas toujours préservée. Une régression sur 1’énergie de liaison peut donc donner des
parametres qui produisent une courbe treés pres des points expérimentaux (une faible variance)
mais qui, une fois introduits dans la formule de la masse, donnent des résultats loin des masses
expérimentales. Afin d’illustrer les différents types de courbes que le modeéle peut produire,

les courbes suivantes ont été générées a partir des parameétres obtenus (tableau 3.1).

n Ec
B/ 1000,

800 _LDM -
600

400

200

FIGURE 3.2: Energie de liaison par nucléon [MeV] (a) et énergie de Coulomb [MeV] (b) en
fonction du nombre baryonique n pour les noyaux pairs les plus stables.
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Dans les figures 3.2 (a) et (b), bien que la prédiction du modele soit représentée par un trait
continu pour la distinguer des points expérimentaux, il est important de se rappeler que celui-ci
n’offre aucune prédiction pour des valeurs de n qui ne sont pas entiéres ou qui ne représentent
pas un noyau physique stable. Dans le cas de ’énergie de Coulomb, les prédictions du modele
sont comparées avec celles du modele de la goutte en physique nucléaire (LDM, liquid drop
model). Les quantités sur lesquelles I'accent a été mis dans cette méthode sont donc 1’énergie
de liaison et la masse totale, puisque ce sont ces quantités qui permettent un ajustement
fin des parametres et donc d’offrir des prédictions intéressantes sur quelques propriétés des
noyaux. Comme mentionné au chapitre 2, 'idée est de reproduire le plus fidélement possible
la courbe de I’énergie de liaison par nucléon (figure 3.2 (a)), ce qui meéne aux parametres du
tableau 3.1. Une fois ces parametres obtenus, les différentes prédictions du modele peuvent étre
calculées explicitement. Par exemple, la valeur r.m.s du rayon baryonique peut étre obtenue

en se référant a I’équation (2.34), ce qui donne

3 4m A\
<7«%>2 — m ~ 1.3982 (u> MeV ™1 = 1.847 fm (3.44)

pour le cas B = 1. Ce résultat, qui est environ 1.5 fois plus grand que celui attendu (1.23 fm), a
une conséquence directe sur les prédictions liées & I’énergie de Coulomb. En effet, il est possible
de constater a partir de la figure 3.2 (b) qu’une densité de charges répartie sur un plus grand
volume meéne a des prédictions en dessous des valeurs attendues (dans les mémes proportions)
pour ’énergie de Coulomb. Bien que I’on puisse obtenir les configurations énergétiques de tous
les noyaux stables avec cette méthode, deux configurations ont un intérét particulier pour ce

projet, soit B = 2 et B = 4. Les principaux résultats sont résumés au tableau suivant.

TABLEAU 3.2: Distribution énergétique des deux configurations étudiées avec la solution axiale
dans le modeéle quasi-BPS (approche perturbative).

Energies Deutéron (B = 2) Hélium-4 (B = 4)

(MeV) Prédiction ~ %Equps  RJ[SA] Prédiction ~ %Equps  RY[SA]
EPA 928.617 49.76 2 1857.23 49.99 1
EPA 0.00442 236 x 1074  1.76 0.0119  320x 1074 4.74
B 928.617 49.76 2 1857.23 49.99

Erot 8.49128 0.46 0.84 0 0

E, 0.29237 0.016 0.79 0.92821 0.025 2.50
Elggps/n 5.90376 0.32 - 10.0628 0.27 -
EqBps 1866.02 - 1.988 3715.41 - 3.959
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Les contributions de E4 et E7 n’ont pas été incluses dans ce tableau puisque celles-ci sont
nulles dans les deux cas et n’apportent donc aucune information supplémentaire. La colonne
% EqBps représente la proportion de la masse totale occupée par les différentes contributions

énergétiques et celle du ratio représente le rapport entre ces contributions et celles de la
_ BXN(B=n)
BN (B=1)
sultats seront discutés en détail avec ceux de la section suivante, ot ’on introduit I’application

configuration fondamentale (pour la solution axiale [SA]), soit RO[SA] . Ces ré-

rationnelle et étudie ses effets sur ces configurations énergétiques particulieres.

3.2 L’application rationnelle dans le modele quasi-BPS

L’application rationnelle est traditionnellement introduite dans le contexte du modeéle de
Skyrme original comme une approximation analytique permettant de trouver la configura-
tion d’énergie minimale des multibaryons de nombre baryonique B = n < 22. Les premiers
travaux sur cette méthode appliquée au modele de Skyrme sont attribuables a [34] et furent
développés en étudiant la ressemblance entre les monopoles BPS et les skyrmions. Les mé-
thodes numériques précédemment employées pour trouver la géométrie exacte des noyaux,
qui étaient exigeantes en puissance de calcul et en temps, sont maintenant reconnues comme
étant tres bien approximées par 'application rationnelle pour les noyaux B < 22, avec une

énergie de seulement 3-4% supérieure & celles obtenues numériquement [44].

Puisque le but de ce travail est d’optimiser les termes du lagrangien de Skyrme pour obtenir
une meilleure description des noyaux dans le modele quasi-BPS, 1'utilisation de I’application
rationnelle s’impose donc comme le second choix le plus naturel aprés la solution axiale.
La raison pour laquelle cette application n’a jamais été testée dans ce type de modele est
que celle-ci s’applique difficilement aux multibaryons de nombre baryonique élevé sans faire
d’approximations qui supposent une propriété physique particuliere, telle que le cristal de
Skyrme [22]. Méme dans ce cas, le domaine d’applicabilité demeure limité, car ce ne sont pas
toutes les configurations d’énergie minimale qui peuvent étre obtenues par cette approche di
a la difficulté de distinguer ces derniéres les unes des autres (plusieurs minimums possibles trés
pres les uns des autres) et a la complexité des calculs numériques. Dans ce travail, seules les
configurations B = 2 et B = 4 seront étudiées puisqu’aucune ambiguité n’apparait sur celles-
ci et qu’elles posseédent des symétries simples tout en correspondant a des noyaux pairs, ce qui
permet une comparaison avec les résultats précédemment obtenus. De plus, ces configurations
sont générées par des applications relativement simples qui permettent un calcul détaillé de

I’énergie de Coulomb qui leur est associée.

3.2.1 Introduction a I’application rationnelle

De facon plus spécifique, une application rationnelle de degré n est une fonction holomorphe

R(z) qui sert & passer de 8> — S2, ou chaque S? peut étre traité comme une spheére de
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Riemann ayant une coordonnée complexe z. On introduit donc
R(z) = =22, R(?) = _(—Z) (3.45)

ou p(z) et g(z) sont des polynémes en z qui ne doivent pas dépasser le degré n, mais ou au
moins un des deux doit étre de degré n. De plus, ceux-ci ne doivent pas posséder de facteurs
(racines) communs et sont construits de fagon a minimiser 1’énergie statique du modele. Ce
faisant, le nombre baryonique devient le degré topologique de Iapplication R : S? — S2, ou
de fagon équivalente, le degré algébrique de R(z). Celui-ci peut étre obtenu par la relation
B = max [deg(p), deg(q)] = n. Puisque le modele de Skyrme est une application U : R? — S3,
certains ajustements doivent étre faits avant de pouvoir appliquer cette méthode au modele
de Skyrme. L’idée est de considérer le domaine S? comme des sphéres concentriques dans
R3 et 'espace de la cible S? comme des spheéres de latitudes sur S3, c’est-a-dire que R est
une application lisse entre une 2-sphere dans 'espace réel ayant un rayon donné et une 2-
sphere dans SU(2) & une distance donnée de I'identité I [16]. Cela implique donc que R3
peut étre décomposé comme le produit des composantes angulaires (6, ¢) qui forment S2
et de la composante radiale r. Concrétement, cela ce traduit par le fait que pour un point
P € R3 donné par les coordonnées sphériques usuelles (r, 6, ¢), il est possible de transposer
ses coordonnées angulaires (6, ¢) dans le plan complexe (z, z) par le biais de la projection
stéréographique z = tan (g) e'?, une technique couramment utilisée en analyse complexe. La
direction z dans le plan complexe correspond a son tour a un vecteur unitaire cartésien 7,

sur la sphere S2, donné par

1
1+ 22

Ny = (2472, —i(z — 2), 1 — 22). (3.46)
Puisque, par définition, I’application rationnelle est une application pour passer d’un point
z dans le plan complexe a un autre point R(z) dans le plan complexe, I'image R du point z

peut donc étre encodée par le vecteur unitaire suivant dans ’espace d’isospin

1

—— (R+R, —i(R—R),1—-RR). 3.47
A (R-R) ) (3.47)

NR(z) =

Un point P € R3 peut donc étre exprimé par ses coordonnées (r, z, z) avec r correspondant
a la distance a partir de l'origine et fig(.), la direction a partir de celle-ci. Cela se traduit par

'ansatz suivant [34] pour le champ de Skyrme (le choix ¢ = F(r)fig.))
Ulr, z, z) = R T, (3.48)

Pour que le champ U soit bien défini a l'origine, il faut que F(0) = km pour un entier
quelconque k, ce qui laisse entrevoir la possibilité d’un enroulement sur la partie radiale ainsi

qu’un nombre baryonique donné par B = kn. Cependant, seul le cas k = 1 sera étudié dans
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ce travail puisque des enroulements multiples de F'(r) ne ménent pas a des configurations
stables et sont par ailleurs souvent utilisés pour générer des états excités [37]. De cette facon,
I’application rationnelle peut étre vue comme une extension de la solution hérisson proposée
par Skyrme, construite en supposant que les coordonnées radiale et angulaire sont découplées.
La différence majeure avec cet ansatz est que celui-ci introduit une dépendance angulaire

explicite dans trois des quatre termes du lagrangien, qui sont maintenant donnés par

Zy = —pPV(F) (3.49)
4o (1 + z2)% sin?(F) @@
r2(1+ RR)? dz dz

L = 2aF?+ (3.50)

o, _ 328(1+22°sin®(P)F?dRAR 166 (1+ 22)'sin'(F) (dRdR ? (3.5)
b r2(1 + RR)? dz dz ri(1 + RR)* dz dz '
2 gind(F F’2 1 —\4 =\ 2
g B s (i) o
16 rd (1+ RR)* \ dz dz

Le potentiel ne dépend pas des angles puisque sa dépendance par rapport au champ U est de
la forme V (Tr (U + U')), ce qui élimine toute dépendance angulaire explicite sous I'application
rationnelle. De plus, un potentiel qui favorise une direction particuliere pourrait mener a des
problemes conceptuels puisque 'orientation spatiale des skyrmions n’est pas nécessairement

connue. A partir de ces expressions, 1’énergie statique peut étre obtenue, soit

EPR = a2 / V(F)rdr (3.53)
EP = 8ra / (F'%r2 + 2nsin®(F))dr (3.54)
g Isin*(F
EAR — Garg / <2nsin2(F)F2—|—Sliz()) dr (3.55)
AR 9r\2 [ Isin*(F)F"?
EMR = ; / g —dr, (3.56)

ce qui donne Eﬁalj] = E([)AR] +E£AR} +E£AR] +EE[3AR]. Ici, 7 est une intégrale purement angulaire

définie comme

_\ 2
1 1+ 22)% dRd 2i
r= L [(Ud=2) dRdR\- 25 (3.57)
4 (1+RR)?dz dz ) (1+ 2%2)
et les relations suivantes ont été utilisées
27 23 _
/ — = dzdz = 4n, / 2 __JRdR = 47n. (3.58)
(1+22) (1+ RR)?

La premieére expression de (3.58) est simplement ’élément d’aire (qui provient du jacobien de
la transformation) intégré sur tout le plan; la seconde correspond au pull-back de 1’élément

d’aire sur l'espace de la cible S? de R(z). L’expression pour la densité baryonique peut donc
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également étre obtenue,

1 sin*(F)F' (14 22)° dRdR
272 r2 (14 RR)? dz dz’

B(r,z,z) = (3.59)
ou la nouvelle dépendance angulaire ainsi introduite joue un réle important dans le calcul
de I’énergie de Coulomb. La variation de I’énergie statique d Fgq; méne ensuite a I’équation

différentielle suivante

9Z\? sin?(F) sin?(F)F' 4 OV (F) nsin(F)cos(F) F' 1 _,
4 2r? O 2 BT so <_ r2 T §F ) + (360)
1 @i 2 12 & in3
643 (nF s1;1 (F) L sm(};’) cos(F)  ZIsin (Fi cos(F)> o
r r r

Dans le but de minimiser ’énergie statique, la technique utilisée dans [34] consiste d’abord
a minimiser la quantité Z sur toutes les applications R(z) de degré n possibles, pour ensuite
trouver le profil radial en résolvant 1’équation (3.60). Par ailleurs, dans le modele de Skyrme
original (1.42), les configurations multibaryons obtenues numériquement permettent de batir
la forme des polynémes R(z) a partir des symétries observées sur ces solutions, ce qui permet

d’obtenir les résultats suivants.

TABLEAU 3.3: Résultats obtenus par [34] pour les quatre premiers noyaux stables.

’ B ‘ R(z) ‘ 7z ‘ Symétrie ‘
1 z 1.00 | O(3)
2 P 5.81 Doon
23—\/§iz
3 b= 1358 | Ty
2542y 3iz° 41

Ces résultats meénent aux configurations baryoniques suivantes lorsque les surfaces ot B = cte

sont tracées en coordonnées cartésiennes dans R3.

(a) (b) (c)

FIGURE 3.3: Surfaces de densité baryonique constante traditionnellement obtenues avec 1’ap-
plication rationnelle pour a) B =1, b) B =3 et ¢) B = 4 telles que présentées par [22].
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Puisque l'on s’intéresse a I'optimisation des termes du lagrangien de Skyrme au sein du modele
quasi-BPS, les résultats du tableau 3.3 seront utilisés dans les calculs subséquents pour les
configurations B = 2 et B = 4, la configuration B = 1 étant la configuration hérisson et

B = 3 possédant une composante k3 non nulle.

3.2.2 Solution analytique et solutions numériques

L’équation différentielle (3.60) est en grande partie semblable a celle obtenue avec la solution
axiale (3.6). Cependant, I'introduction d’une dépendance angulaire non triviale due a notre
nouvelle hypothese de départ permet de distinguer deux différences majeures dans la forme
de celles-ci. En premier lieu, on constate que les puissances de n dans certains des termes pro-
portionnels a « et § se sont réduites & une dépendance linéaire, ce qui s’explique directement
par la forme des termes EgAR} et EZEAR] de P'énergie statique (équations (3.54) et (3.55)). En
second lieu, la présence du facteur Z (introduit précédemment) dans le terme proportionnel a
A2, qui occupe la place du facteur en n? obtenu avec la solution axiale, indique que la solution
BPS préalablement utilisée (3.10) n’est plus valide. Ces différences ont donc nécessairement
une influence sur les solutions possibles de 1’équation (3.60) pour F(r). Dans ce travail, deux
types de solutions sont proposées. Dans un premier temps, le choix le plus naturel (par rap-
port aux résultats précédents) impose une solution dans le régime perturbatif (« = 8 = 0) de

la forme
Far(r) = 2arcsin (e_a%TQ_%a%r4) ) (3.61)

18V
simple et de pouvoir tenir compte des différentes applications utilisées (facteur de v/Z), ce qui

ou a; = ( = )E et ou le potentiel Vgeps a été utilisé. Cette solution a ’avantage d’étre

facilite également les calculs et la comparaison des résultats. Cependant, puisque la densité
baryonique est proportionnelle aux dérivées de R(z) (voir équation (3.59)) et compte tenu de
la nature polynomiale de cette application, le nombre total de points ou la densité baryonique
est nulle est donné par le nombre d’endroits ou le wronskien W(z) = p'(2)q(z) — ¢'(2)p(z)
est nul, c’est-a-dire 2(n — 1) en comptant les multiplicités. Cette nouvelle dépendance signifie
donc que l'on ne peut s’attendre & obtenir une densité baryonique constante au centre, mais
plutét des configurations « trouées » telles que présentées a la figure 3.3. Les impacts de
cette solution sont néanmoins étudiés en détail & 'annexe D et les résultats sont présentés a
la section 3.2.4. De plus, puisque ’on sait d’apres les résultats du chapitre 2 que la solution
axiale est un excellent minimiseur du modele BPS pur et que, tel que mentionné dans ce
chapitre, ’application rationnelle est I’'un des meilleurs candidats pour optimiser le modele de
Skyrme original, il s’avere intéressant de vérifier a partir de quel régime d’énergie s’effectue
la coupure entre les deux approches pour le modele quasi-BPS. Pour ce faire, des solutions
numériques sont proposées, obtenues en minimisant simultanément les quatre contributions
a D’énergie statique. De facon plus spécifique, en ajustant la force relative de chacun des

sous-modeles par l'introduction d’un nouveau parameétre v (qui permet l'ajustement de la
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pondération relative entre ceux-ci), compris entre 0 < v < 1, il devient possible d’écrire

I’énergie statique de la fagon suivante

BN = -v)EM 4 vl 4 vEM + (1 - 0B, (3.62)
pour h € {SA, AR}, ce qui permet d’obtenir une vue d’ensemble du comportement des so-
lutions dans les deux limites d’intérét ainsi que la transition entre celles-ci. De plus, a des
fins de comparaisons, deux types de minimisations sont effectuées, soit ’énergie statique sous
la solution axiale ESQ} (n,v) et celle sous l'application rationnelle Eﬁﬁ] (n,Z,v) (voir annexe
E). Ces expressions sont minimisées a 1’aide d’un algorithme de recuit simulé [19] pour des
valeurs de v prises a intervalle régulier entre 0 et 1, ce qui permet d’obtenir numériquement
les différentes fonctions F'(r) a chacun de ces points. La nouvelle pondération ainsi introduite
n’a évidemment aucune signification physique particuliére, mais cela demeure sans grande
importance puisque dans le cadre de ce projet, seuls les différents ratios d’énergie ont une
réelle signification pour la comparaison des résultats. Les résultats sont également présentés a

la section 3.2.4 et I’analyse de ceux-ci suit un raisonnement analogue a celui proposé dans [24].

Une fois de plus, ces états classiques doivent étre quantifiés. Cependant, le processus de
quantification sous I'application rationnelle n’est pas aussi simple que pour la solution axiale.
En réalité, chaque configuration doit étre étudiée séparément puisque les contraintes imposées
sur I’espace d’Hilbert reposent sur la forme spécifique des configurations obtenues (figure 3.3).
Cela signifie que les symétries sous rotations ne seront pas les mémes dépendamment de la
forme de R(z). Ces contraintes particuliéres sont déterminées par la méthode de Finkelstein-
Rubinstein (FR) [23], ce qui correspond a appliquer les exigences du principe d’exclusion
de Pauli aux noyaux atomiques. Une étude détaillée de ce processus peut étre trouvée dans
[40, 42]. Dans notre cas cependant, la géométrie particuliere de B = 2 (toroidale) possede la
symétrie axiale et donc les contraintes FR se simplifient aux résultats du chapitre 2 avec n = 2.
De plus, puisque l'on étudie uniquement la configuration fondamentale de B = 4 et que celle-
ci possede les nombres quantiques I = J = 0 (obtenus en résolvant les contraintes FR [35]),
cela implique que cette configuration ne posséde pas d’énergie de rotation. Les différences
attendues entre la solution axiale et I'application rationnelle sont donc plus susceptibles de
survenir au niveau de 1’énergie statique et de I’énergie de Coulomb, c’est pourquoi la section
suivante introduit une méthode numérique nécessaire a I'obtention de 1’énergie de Coulomb

sous ’application rationnelle.

3.2.3 La quadrature de Gauss-Legendre a N points

Le calcul de I’énergie de Coulomb débute donc en se référant au résultat (3.36), a partir duquel

on tire que la densité de charge des configurations d’intérét est simplement donnée par

%Bo(r, 2, %) (3.63)

—

p(7)
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puisque i3 = 0 dans les deux cas, ce qui implique la forme suivante en coordonnées sphériques

in2 '
oo = 4 1 0.0), ne 20 (3.64)

Dans cette notation, A,, est une constante qui dépend de la configuration et f,, (6, ¢) correspond
a la partie angulaire associée a celle-ci. Puisque le développement multipolaire nécessaire a
I’obtention de 1’énergie de Coulomb requiert d’exprimer la densité de charges sous forme
d’harmoniques sphériques, il faut donc développer f,,(6,$) en une série infinie (convergente)
d’harmoniques sphériques et garder les termes dominants du développement. Pour ce faire,

on introduit le résultat général

0o l
F0.0)=> > f"Y/"(6,9), (3.65)

=0 m=—1

qui stipule que toute fonction angulaire peut étre décomposée en une somme d’harmoniques

sphériques [18], et ou les coefficients f;™ sont donnés par

27 T
= [ [ 0.0y 0.0 sin@) s, (3.66)

Cela signifie que les harmoniques sphériques constituent une base orthonormée dans ’espace
des fonctions f(6, ¢), qui implique également ’existence d’une relation de fermeture. La pro-
blématique se résume donc a calculer ces coefficients pour une fonction arbitraire donnée par
lapplication R(z). Cependant, si la dépendance angulaire devient le moindrement complexe,
les intégrales de (3.66) ne s’obtiennent plus de fagon analytique. Il faut donc entrevoir 1'uti-
lisation d’une approximation numérique pour arriver a cette fin. Suivant ce raisonnement,
on introduit donc la quadrature de Gauss-Legendre. Il s’agit de I’approche privilégiée dans
ce travail puisqu’elle fut déterminée comme étant celle qui offre la démarche la plus générale
tout en obtenant une précision remarquable sur les approximations numériques. L’idée de base
derriere la quadrature de Gauss-Legendre est d’approximer l'intégrale définie d’une fonction
par une somme pondérée des valeurs que prend cette fonction évaluée a des points précis dans
I'intervalle d’intégration, ces points étant donnés par les racines du polynéme de Legendre
correspondant au nombre de points choisis. Dans le cas d’une fonction d’une seule variable,

la quadrature de Gauss-Legendre a N points [25] s’exprime donc de la fagon suivante

1

N
[ H@xde =S wip(a), (3.67)

el i=1

ou le domaine d’intégration [—1, 1] est utilisé de fagon conventionnelle dans cette approxima-

tion. De fagon plus générale, pour une fonction ayant un domaine d’intégration arbitraire, on
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doit appliquer le changement de variable suivant

(b—a) (a+b)

T= Y+

5 = dx = 5 dy. (3.68)

On obtient ainsi

/f(x)dx _ /1f< (a;—b)>dy (3.69)

a -1
NE (o b ) i + ( b) 3.70
=1 < Ui 2 ) . ( . )

1

Les points y; ou est évaluée la fonction sont appelés « points d’intégration » et sont donnés
par les racines du polynéme de Legendre Py(y) correspondant au nombre de points choisis

(normalisé & Py(1) = 1), c’est-a-dire qu’ils satisfont I’équation
Py (yi) = 0. (3.71)

Ici, les polynomes de Legendre [28] sont donnés par (représentation de Rodrigues)

1 ay o, N
PN(y):2NN!dy—N(y —1). (3.72)

Dans cette quadrature, les poids w; sont obtenus avec la fonction de poids suivante

2 / d

w; = m avec Py (y) = —Pn(y). (3.73)

De plus, dans le cas qui nous intéresse, cette quadrature peut étre généralisée a une fonction

de deux variables de facon directe. En effet, on a que

¢ —a)(d—c) L& —a a —c c
//f(ac,y)dacdy:(b2 )(d2 );Z:: wgf( ) Z,_‘_( ;b)’(dg )yj+( ;d)>
o (3.74)

en supposant un élément d’intégration quadrilatérale standard (carrée), ce qui correspond au

résultat souhaité dans le but de faire une approximation précise de (3.66). Les calculs détaillés
peuvent étre trouvés a 'annexe D. Pour la configuration B = 2, les coefficients ont été obtenus
de facon analytique alors que pour B = 4, une quadrature de Gauss-Legendre & N = 50 points

a di étre utilisée. On obtient ainsi

W=

E.(B =2) = 0.00192227 (1i/\)? et Eo(B = 4) = 0.00602202 (11/\)3 . (3.75)

Dans les deux cas, le développement fut tronqué a l'ordre O(Yg") puisque la contribution de

tout terme d’ordre supérieur a I’énergie de Coulomb devient alors négligeable.
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3.2.4 Principaux résultats obtenus avec ’application rationnelle

Dans le cas de la solution exacte a 'ordre 0 du développement perturbatif, donnée par I’équa-

tion (3.61), on obtient les densités baryoniques suivantes.

(a)

FIGURE 3.4: Surfaces de densité baryonique constante normalisées & B = 1 obtenues avec
'application rationnelle dans le modele quasi-BPS pour a) B =2 et b) B = 4.

Sans grande surprise, on obtient les mémes géométries que celles obtenues pour le modele
de Skyrme original puisque 1’on utilise les mémes polynoémes R(z). Cependant, le nouveau
profil radial (3.61) a pour effet d’atténuer I'importance des « trous » qui sont présents par
un assouplissement graduel de la surface vers le centre, réduisant significativement la taille de
ceux-ci. Cela signifie que ’on obtient en quelque sorte les configurations les plus « pleines »
possible avec ce type de contrainte angulaire. Puisque la solution étudiée est seulement valide
pour les deux configurations d’intérét (dépendance en 7), il devient impossible d’effectuer le
type de régression précédent pour I'obtention des parametres libres. Différentes approches sont
proposées dans la littérature pour le traitement des parametres, développées principalement
pour le modele de Skyrme original. Cependant, puisque la comparaison des résultats de ce
travail repose sur deux hypotheses de départ radicalement différentes, la valeur spécifique des
parametres u, «, B et A n’est pas vraiment significative. L’information nécessaire a la compa-
raison des résultats se trouve dans les différents ratios énergétiques, que I’on peut obtenir en
tirant certaines conclusions des résultats de la section 3.1.2, c’est-a-dire en supposant que

e La valeur des parametres ne change pas de fagon significative entre les différentes confi-

gurations générées par une méme hypothese de départ;

e Dans le régime perturbatif, les parametres « et 5 demeurent petits pour ’ensemble des
configurations étudiées;

e Les parametres u, a, B et A sont des nombres réels positifs.
Les différents ratios énergétiques obtenus avec (3.61) sont présentés au tableau 3.4. Ces résul-

tats sont évidemment valides uniquement dans le secteur dominé par le sous-modele BPS. De
(]

plus, comme mentionné précédemment, le ratio d’une contribution énergétique Ez " est calculé
[AR] p_
selon (pour I'application rationnelle h = AR) R2[AR] = %ﬂ pour une configuration n

donnée. On s’intéresse ensuite aux solutions numériques de (3.62), valides dans des secteurs

arbitraires déterminés par le nouveau parametre v. L’idée est de générer deux graphiques, soit
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un pour le deutéron et un pour ’hélium-4, ou le ratio de ’énergie statique totale est exprimé

en fonction du parameétre v pour chacune des configurations.

TABLEAU 3.4: Distribution énergétique des deux configurations étudiées avec ’application
rationnelle dans le modele quasi-BPS (approche perturbative (v = 0)).

Energies Deutéron (B = 2) Hélium-4 (B =4)

(MeV) Prédiction RY[AR] Prédiction RY[AR]
M 19.1943u\  2.41039 3618631\ 4.54423

1 1

ESTY 4087270/ (2)% 169636 716.590 (2)° 297409
BT 1801.388 (4)3  1.93146 3703354 (£)5  3.97078
M 19.1943u  2.41039 36.1863uA  4.54423
E. 0.00192227(&)5 077442 0.00602202 (£)5  2.42608

Pour chaque valeur de v prise a intervalle de 0.05 entre 0 et 1, I’algorithme de recuit simulé
minimise 1’énergie statique et génére une fonction F'(r) numériquement, ce qui permet de
calculer le ratio voulu. De plus, sur chacun des graphiques sont présentées deux courbes, soit
les ratios obtenus avec la solution axiale et ceux obtenus avec l'application rationnelle. On

obtient donc les graphiques suivants.

sh] Rfé[h]
2.6r AAAa
:’,,,,,. L . AAAAAAAAAAA A A SA
(1 A
2.0 0“‘A ® AR A ® AR
.:A 6 ®0000e, A
2.2 ot —Exp ®000e,, —Exp
o4 5 o
2 A h °
[ ]
00 02 04 06 08 10’ 00 02 04 06 08 10"
(a) (b)

FIGURE 3.5: Ratio (R [h]) de I’énergie statique du deutéron (a) et de ’hélium-4 (b) en fonction
du parametre v pour la solution axiale (SA) et I'application rationnelle (AR). Le ratio obtenu
expérimentalement est illustré a I’aide du trait continu.

(h] -
Ici, le ratio est simplement donné par RY[h] = %, ol Eg‘it correspond a 1’équation
stat =

(3.62). A premiére vue, ces graphiques suggérent une variation rapide du ratio lors de la
transition 0 < v < 0.05, ce qui implique que plus de points doivent étre pris dans cette région
pour s’assurer d’obtenir le comportement global des solutions. On subdivise alors cet intervalle
en 20 points distincts pris a espacement régulier tout en répétant la méme procédure que pour
le cas précédent. Ce faisant, on obtient les deux graphiques de la figure 3.6. De cette fagon, il

est maintenant possible de visualiser la transition compléte a partir du modele BPS (v = 0)
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jusqu’au modele de Skyrme original (v = 1) tout en comparant les deux hypotheses de départ.

Ry[h] RZB[ h]

26..0..::::::::::””’ A SA 7 R AAA“AAAAAAAAAA A SA

2 s o AR 6 it 0000000000 ® AR

2.2 AA —Exp A.0'°'.... —Exp
5Sie

2 [ ]

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

(a) (b)

FIGURE 3.6: Transition 0 < v < 0.05 pour (a) le deutéron et (b) ’hélium-4.

Les données brutes concernant ’énergie statique et les ratios (R} [h]) des deux configurations,
obtenues aprés minimisation avec ’algorithme de recuit simulé, sont présentées & I’annexe E.

Celles-ci sont commentées & la section suivante.

3.3 Analyse et discussion

Plusieurs résultats ont été présentés au cours de ce troisieme chapitre, obtenus par différentes
méthodes et dans différentes limites du modele quasi-BPS. Il convient donc maintenant de
faire le lien entre ceux-ci afin de pouvoir tirer les conclusions de ce travail. Conséquemment,
il s’avere utile de dresser un portrait global qui résume I’ensemble des résultats obtenus tout
en y incorporant ’analyse que 1'on peut en faire. Les résultats de la section 3.1.2 constituent
le point de départ de cette étude. Ceux-ci ont été entierement obtenus avec la solution axiale
a partir d’'une fonction F(r) qui résout les équations du développement perturbatif a 1’ordre
0. Cette approche favorise une densité baryonique ayant un profil radial constant pour de
petites valeurs de r. De plus, la géométrie obtenue lorsque 'on trace les surfaces de densité
baryonique constante est de type sphérique pour tout n. Le type de régression utilisé permet
ensuite d’obtenir des prédictions sur ’énergie de liaison par nucléon avec une variance glo-
bale de o(Flasrs/n) = 1.03MeV /n ainsi qu’une prédiction sur les masses avec une variance
de o(Eqpps) = 14.04 MeV, ce qui est remarquable pour un modele possédant seulement 4

parametres.

L’un des premiers constats que I'on peut faire a partir des valeurs numériques obtenues pour
les parameétres libres (tableau 3.1) est que le terme %, du lagrangien, proportionnel a (3, ne
contribue aucunement a 1’énergie totale. En fait, § = 0 suggere que son absence améliore
la minimisation de 1’énergie. En principe, puisque le terme % assure déja la stabilité des
solutions solitoniques du point de vue du théoréme de Derrick, cela implique que 'on peut
effectivement retirer £ du lagrangien sans conséquence sur les fondations du modele. Les

travaux de [6] montrent en effet qu'un lagrangien constitué des termes %, £ et % possede
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une borne inférieure sur ’énergie statique de nature topologique au méme titre que celles
obtenues précédemment pour le modele BPS et le modele de Skyrme. Les résultats du tableau
3.2 montrent également que la majeure partie de la masse d’un noyau provient de 1’énergie
statique. La contribution de 1’énergie de Coulomb et d’isorotation, ajoutée « a la piece » (ne
provenant pas du lagrangien) pour raffiner les prédictions sur I’énergie de liaison, ne contribue
pas en proportion significative a la masse totale. De plus, lorsque ’on regarde la contribution
des quatre termes qui constituent I’énergie statique, on constate que la majeure partie de la
masse provient des termes E([)SA} et EéSA], une conséquence de I’approche perturbative utilisée.
Un autre point important concernant ces deux contributions est leur ratio respectif RY[SA],
soit 2 et 4. Le fait que ces ratios soient exacts provient directement de la propriété « BPS » du
sous-modele de départ, c’est-a-dire qu’il sature exactement la borne inférieure en énergie, qui

est linéaire en n. On peut en effet montrer que la borne du sous-modele BPS avec le potentiel

VBens est donnée par

[kl plh] T e T in?
Ey"' + Eg" > 6mu) \n|/ VBenm (F) sin®(F)dF ~ 15.926u)\ |n| (3.76)
0 6 0 e

qui joue également un réle important pour la description des résultats obtenus avec 'appli-
cation rationnelle. Un dernier point digne de mention parmi les résultats de la section 3.1.2
correspond a la contribution du terme EgSA], qui est proportionnel au parametre «. Bien
que cette contribution ne soit pas significative du point de vue de la masse totale, le ratio
R2[SA] d’une configuration & l’autre semble augmenter rapidement, car celui-ci passe de 1.76
a 4.74. En fait, il n’est pas difficile de se convaincre que pour de grandes valeurs de n, ce
ratio augmente comme ns (voir équation (C.2)), ce qui peut entrainer un effet déstabilisant
pour les solutions classiques. Cet effet, combiné au fait qu’il est généralement admis [55] que
la solution axiale n’est pas un bon minimiseur pour le modeéle de Skyrme original, suggéra
Iintroduction d’une nouvelle hypothése de départ pour obtenir les configurations d’énergie

minimale du modeéle quasi-BPS.

L’application rationnelle a ainsi été introduite et une nouvelle fonction F'(r) a pu étre ob-
tenue en utilisant ’approche perturbative précédente, ce qui a permis d’obtenir certains des
résultats de la section 3.2.4, plus spécifiquement du tableau 3.4 dans la limite v — 0. Cela
permet donc une comparaison directe avec les résultats du tableau 3.2 afin de vérifier I'im-
pact sur chacune des contributions énergétiques considérées. En regardant plus attentivement
les nouveaux ratios RO[AR] ainsi obtenus, on constate que cette nouvelle solution ne donne
plus de ratios exacts pour E([JAR] et E([;AR]. Au lieu d’étre proportionnels a n, ces ratios sont
désormais proportionnels & v/Z, ce qui implique que I'énergie statique n’est plus exactement
égale & la borne BPS (3.76) pour ces deux contributions. Puisque 'on peut déduire [34] la
relation suivante Z > n? & partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des relations (3.57) et
(3.58), cela résulte donc inévitablement en une augmentation de I’énergie. Cette augmenta-

tion de I’énergie statique pour E([)AR] et E([iAR], qui est de 'ordre de 20 % pour le deutéron
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et de 14 % pour 'hélium-4, est une conséquence directe du fait que la solution obtenue n’est
plus « BPS ». Cet effet non désiré peut cependant étre contrebalancé par une diminution de
I’énergie EgAR] et EZ[LAR] ainsi que par une diminution de I’énergie de Coulomb. Les résultats
du tableau 3.4 montrent en effet une diminution de I’énergie pour ces contributions si 5 = 0,
qui est de I'ordre de 4 % pour EgAR] et de 2.5 % pour E. dans le cas du deutéron, et de 37 %
et 20 % respectivement pour I’hélium-4. Cependant, méme si ces contributions sont mieux
optimisées par ’application rationnelle, leur impact sur ’énergie totale demeure minime dans
le cas du deutéron, ce qui résulte en fin de compte par une augmentation de I’énergie totale
de 11 %. Cet effet semble par contre prendre de I'importance lorsque n augmente tels que le
suggerent les résultats obtenus pour 'hélium-4, ce qui mene effectivement a une diminution de
5% de ’énergie totale pour cette configuration. Cependant, aussitot que l'on permet S > 0,
aucun gain n’est possible avec I’application rationnelle dans ce contexte en comparaison avec
les résultats précédents. Les résultats traités jusqu’a maintenant ont tous été obtenus avec
une approche perturbative dans 1’espoir d’obtenir des solutions analytiques qui minimisent
convenablement 1’énergie du modele quasi-BPS. Cette discussion est donc basée sur un certain
nombre d’hypotheses qui sont vérifiables uniquement lorsque la solution compléte du modele

est connue.

Afin de compléter ’analyse des résultats, des solutions numériques completes du modele quasi-
BPS ont donc été proposées dans un contexte ol les deux sous-modeles sont introduits en
proportion variée (le modele de Skyrme original n’est plus considéré comme une petite cor-
rection au modele BPS dans la limite v — 1). Les résultats présentés aux figures 3.5 et 3.6
et détaillés a 'annexe E permettent d’étudier la transition d’'un modele a 'autre en fonction
des deux ansatzs étudiés. Un certain nombre de tests peuvent étre effectués afin de s’assurer
de V'exactitude des résultats numériques. En premier lieu, puisque I’application rationnelle
et la solution axiale se simplifient & la configuration hérisson proposée par Skyrme pour le
cas B = 1, cela implique que I’énergie statique obtenue pour la configuration B = 1 doit
étre la méme dans les deux cas, ce qui est confirmé a I’annexe E. De plus, comme mentionné
précédemment, les cas limites v = 0 et ¥ = 1 sont maintenant bien connus et les résultats
obtenus numériquement peuvent donc leur étre comparés. Le cas v = 0 correspond en effet au
modele BPS pur et les ratios obtenus doivent donc étre exactement de 2 et 4 pour la solution
axiale (RY=°[SA], les résultats du tableau 3.2 pour E[[)SA] et EéSA}) et de v/Z pour l'applica-
tion rationnelle (RY=°[AR], les résultats du tableau 3.4), ce qui est également vérifiable aux
tableaux E.1 et E.2. De plus, dans ce contexte, ’échelle d’énergie est fixée par la borne BPS
et donc pour le cas B = 1, il faut obtenir la borne (3.76) une fois le produit uA posé égal
a 1. Le cas v = 1 correspond donc au modele de Skyrme original. Dans cette limite, tout
ce que 'on peut dire sur ’échelle d’énergie est que celle-ci doit étre plus grande que celle de
la borne BPS correspondante, donnée par (1.54). Cependant, certains ratios (RZ=1[h]) sont

connus dans la littérature [24, 38, 55] et donc une comparaison devient possible. Par exemple,
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le ratio obtenu dans [55] pour le deutéron dans le modele de Skyrme avec la solution axiale
est de 2.14 et celui obtenu dans [24] avec I'application rationnelle, de 1.962, alors que notre
calcul numérique donne respectivement R5=[SA] = 2.134 et R5™[AR] = 1.958. Une derniére
comparaison peut également étre faite a partir de [24], c’est-a-dire que les auteurs obtiennent
le ratio 3.691 pour la configuration B = 4 dans le modele de Skyrme avec ’application ration-
nelle et que notre calcul numérique donne RY=[AR] = 3.682. Par ailleurs, les ratios RZjI[AR]
illustrent clairement la force de ’application rationnelle dans cette limite puisque celle-ci gé-
nere des états liés. De plus, une simple comparaison avec les résultats obtenus par [38] permet
d’estimer 'ordre de grandeur de 1’échelle d’énergie du modele de Skyrme pour le deutéron,
qui correspond également aux résultats de ’annexe E. Une fois la validité des résultats numé-

riques confirmée, il devient possible d’étudier la transition entre les cas limites plus en détail.

A partir des figures 3.5 et 3.6, un premier coup d’oeil permet de conclure qu’il n’existe aucun
état lié possible au niveau classique avec ces deux hypothéses de départ lors de la transition
entre v = 0 et v = 1. Un ratio R}, [h] supérieur a 2 ou 4 (dépendamment de la configuration
étudiée) signifie en effet que la configuration obtenue posseéde une énergie plus grande que la
somme de celle de ses constituants. Ces configurations classiques sont donc dites instables.
Cela signifie, dans le cas du deutéron par exemple, que cette configuration peut éventuellement
se désintégrer en deux états distincts B = 1. Le méme raisonnement s’applique également pour
I'hélium-4. L’augmentation rapide de R} [h] est principalement due & I'importante différence
entre les deux échelles d’énergie des sous-modeles respectifs. Lorsque 'on calcule les bornes
respectives des deux modeles pour le cas B = 1, c’est-a-dire E([)h} —i—Egd > 15.926 et Egﬂ +E£h] >
669.970, il devient possible de constater qu’aussitot que v # 0, 'énergie augmente de fagon
importante. Cela laisse croire que le modeéle de Skyrme ne peut pas étre considéré comme une
petite correction au modele BPS dans ce contexte. Cette différence importante entre les deux
modeles s’explique principalement par la présence du terme Ez[lh} dans (3.62). En effet, puisque
les résultats précédents suggerent tous 5 = 0, un simple test peut désormais étre effectué pour
vérifier cette hypothese. En éliminant le terme EAEh] dans (3.62) tout en appliquant & nouveau

I’algorithme de recuit simulé sur cette expression, on obtient les graphiques suivants.

Ry[h] Ry[h]
2.0
— 45 —

2.2te 4.0ke

° ® AR A‘AA e AR
2012, e X A VTV
18 *ile, 3o e,
16 RRLTTYYYYYYIW! 25t i LT YOS
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(a) (b)

FI1GURE 3.7: Minimisation numérique de 1’énergie statique du modele quasi-BPS en ’absence

du terme Ez[lh] proportionnel a .
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La figure 3.7 illustre bien la possibilité d’états liés (stables) qui satisfont la condition R} [h] < n
lorsque 'on pose 5 = 0. La nouvelle limite ainsi obtenue pour v = 1 est cependant sans signi-
fication physique particuliere puisque comme mentionné au chapitre 1, le théoreme de Derrick
stipule qu’'un lagrangien constitué de %, uniquement ne mene pas a des configurations stables
en trois dimensions et ’énergie statique tend vers 0, ce qui correspond au comportement ob-
servé dans ce calcul. La conclusion la plus importante qu’il faut tirer de cette nouvelle analyse
est que dans la région sélectionnée par la régression sur les données expérimentales, c’est-a-
dire v ~ 1073 (tableau 3.1), il existe des états liés possibles et ces états sont mieux décrits
par la solution axiale (R} [SA] < R}[AR]). Les calculs numériques réalisés dans ce présent tra-
vail permettent donc de conclure que si I’on souhaite optimiser les quatre termes de 1’énergie
statique simultanément, la solution axiale et I’application rationnelle ne sont pas adéquates
pour un tel traitement et un nouvel ansatz doit étre construit pour obtenir des états stables
nécessaires a la quantification et aux calculs subséquents. Cet ansatz pourrait en principe étre
un hybride entre les deux hypotheses de départ étudiées dans ce document, mais sa forme

exacte demeure un probléme ouvert.

Un premier pas dans le développement d’une nouvelle hypothése de départ pourrait consister
a obtenir les fonctions R(z) qui minimisent la partie angulaire du modele quasi-BPS com-
plet au lieu de minimiser uniquement la partie qui concerne le lagrangien de Skyrme. Cela
pourrait en effet améliorer grandement les prédictions sous I'application rationnelle puisque
le ratio RZ“°[AR] dépend fortement de v/Z dans la limite v — 0, qui est la région d’intérét.
Cette approche nécessiterait cependant de connaitre les configurations d’énergie minimale ob-
tenues numériquement en minimisant le modele quasi-BPS complet en trois dimensions. Cela
permetterait d’obtenir les symétries sur lesquelles s’appuyer pour générer les nouveaux poly-
nomes, ce qui n’est pas une simple tache. Par contre, si ’on choisit d’ignorer la contribution
du terme de Skyrme au lagrangien, qui est maintenant optionnel dans ce contexte, il existe
des états stables possibles avec la solution axiale et 'application rationnelle. Le choix entre
ces deux ansatz est déterminé par la valeur du parametre libre devant %. A la lumiére de
ces résultats, il est donc possible de conclure que 'approche proposée par [11, 12] demeure
valide tant que 8 = 0 et que « reste petit devant le produit pA. De plus, pour s’approcher le
plus pres possible du ratio expérimental, la figure 3.7 suggere une valeur du parametre « ap-
proximativement bornée par 0 < o < 1072, ce qui favorise également I’approche perturbative

proposée a la section 3.1.2.

64



Conclusion

Don’t ever believe anyone who tells you that elementary particle physics is elegant.

-L. Susskind
Les idées proposées par Skyrme au milieu du 20°¢ siécle ont désormais passé I'épreuve du
temps. Celles-ci ont beaucoup évolué au cours des années, mais les racines du modele sont
restées les mémes. La notion de soliton topologique est en effet toujours bien présente dans
les versions modernes du modele, qui sont maintenant interprétées comme des théories ef-
ficaces de QCD dans la limite des basses énergies. L’approche privilégiée dans ce travail a
d’abord consisté & construire un lagrangien efficace en considérant des termes qui respectent
les symétries préservées par les interactions fortes, parmi lesquelles on retrouve les symétries
usuelles de 'espace-temps (symétries de Lorentz) ainsi que certaines symétries internes telle
que la symétrie chirale. Les symétries internes sont éventuellement brisées (spontanément ou
explicitement) par divers mécanismes pour respecter les observations physiques et les équa-
tions obtenues en appliquant le principe de moindre action permettent d’obtenir des solutions
solitoniques caractérisées par une charge topologique conservée. Cette charge topologique, qui
provient du comportement du soliton a I'infini spatial, peut ensuite étre associée au nombre
baryonique en physique nucléaire et illustre par le fait méme la loi de conservation de ce
dernier. Le processus de quantification des états solitoniques assure ensuite que ces états
possedent les bons nombres quantiques, ce qui fait en sorte qu’ils peuvent étre utilisés pour

décrire la matiere nucléaire.

La problématique étudiée dans ce travail réside dans la notion de paramétrisation des champs,
qui est au coeur du modeéle d’intérét puisque celle-ci influence directement la géométrie et
I’énergie des configurations résultantes. Puisque la structure réelle des noyaux n’est pas connue
a ce jour, deux hypotheses ont été testées et comparées. Celles-ci ont été choisies de fagon a
faire ressortir les particularités et les points forts de chacun des deux sous-modeles & partir
desquels est construit le modele quasi-BPS décrit dans cet ouvrage. Tel que I'on peut mainte-
nant le constater, la difficulté provient du fait que ’on souhaite combiner deux modeles qui,
pris individuellement, géneérent des configurations qui ne partagent pas les mémes types de
géométrie. Il en résulte donc que si I'on souhaite minimiser simultanément les quatre termes
de I'énergie statique, ces deux hypotheses de départ ne conviennent pas a la description des

états classiques. De plus, ’approche perturbative n’est pas justifiée puisque la contribution
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énergétique du modele de Skyrme ne correspond pas a une petite correction de celle du modele
BPS. Le modeéle de Skyrme original possede de facon naturelle un poids beaucoup plus impor-
tant que celui du modele BPS. Une solution possible consiste a éliminer le terme de Skyrme
(&) du lagrangien du modeéle quasi-BPS, ce qui permet d’obtenir des états stables décrits
par la solution axiale dans la région d’intérét. A défaut d’avoir une meilleure paramétrisation,
cette approche permet a nouveau d’utiliser un développement perturbatif a partir de solutions
analytiques du modele BPS. En fait, une approche similaire a également été proposée dans [3],
a la différence que celle-ci incorpore un terme de potentiel supplémentaire au premier ordre
perturbatif en plus du terme .%. Aucun résultat n’a été publié a ce jour concernant cette

proposition.

Les résultats présentés dans ce travail aménent également un certain nombre de pistes qu’il
pourrait s’avérer intéressant d’explorer dans des travaux futurs. En premier lieu, il serait in-
téressant de généraliser la méthode numérique aux noyaux de nombre baryonique plus élevé
puisque les résultats de la figure 3.7 semblent montrer que les réles pourraient éventuellement
étre inversés lorsque n augmente, c’est-a-dire que l'application rationnelle pourrait donner
de meilleurs états stables que la solution axiale dans la limite d’intérét. Une telle adaptation
devrait étre en principe assez directe puisque si I’on se concentre sur les solutions numériques
obtenues en minimisant uniquement ’énergie statique, seule la connaissance du parametre
T est nécessaire. Les valeurs numériques traditionnellement admises de ce parametre sont
connues pour 1 < n < 22 inclusivement, mais une approximation numérique peut étre trou-
vée dans [44], soit Z ~ 1.28n2, valide pour de grandes valeurs de n. Cela permet donc en
principe une généralisation a tous les noyaux stables, ce que la solution axiale permet égale-
ment. De plus, comme mentionné précédemment, la construction d’un ansatz hybride serait
un bon point de départ vers une meilleure description du modele quasi-BPS puisque certains
problémes peuvent toujours survenir avec les noyaux de nombre baryonique élevé (en relation
avec la dépendance en n de chacun des termes de 1’énergie statique). Une premieére approche
serait d’optimiser le parametre angulaire Z pour les quatre termes de 1’énergie statique, ce
qui permettrait de raffiner les prédictions possibles avec ’application rationnelle tout en dé-
veloppant de nouvelles configurations pour les surfaces de densité baryonique constante. Dans
le méme ordre d’idée, on peut également penser a un probléeme d’optimisation numérique
plus complexe en 2 dimensions qui consisterait a adapter 1'algorithme de recuit simulé pour
minimiser ’énergie statique (les quatre termes) et trouver une fonction de la forme F(r, 0)
numériquement tout en laissant la partie en ¢’ (ou €?) inchangée. Finalement, de récents
travaux proposés par [52] suggerent de regarder un traitement incluant des applications har-
moniques « restreintes » pour la paramétrisation du champ, dans un modeéle ou 1’énergie
statique prend la forme FEg+ Eg+<cFEs, ou € est considéré comme un parametre petit mais non
nul qui respecte € > 0. En ce qui concerne 'approche perturbative, advenant que celle-ci soit

privilégiée, l'algorithme de recuit simulé utilisé dans ce travail pourrait potentiellement étre
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adapté pour résoudre I’équation au premier ordre perturbatif et ainsi trouver une fonction
Fi(r) numériquement (voir annexe B avec 5 = 0) qui permettrait d’ajouter une correction
a la fonction analytique de départ Fy(r). Une fois cette correction introduite, la nouvelle ré-
gression sur les données expérimentales devrait en principe améliorer le pouvoir prédictif du

modele, qui posséderait en réalité trois parametres libres.

D’un point de vue plus général, le modele de Skyrme et ses extensions ne sont pas simplement
limités a la description des noyaux atomiques, des applications aussi variées que 1’étude des
étoiles a neutrons [44] ou le processus de stockage de l'information sur un disque dur [47]
sont également possibles moyennant quelques modifications du modele de Skyrme original.
En physique des particules, la construction de modeles ou de théories efficaces, qui sont en
réalité des théories rudimentaires d’une validité restreinte, demeure 'un des moyens les plus
profitables pour réaliser des progres importants la ou la théorie généralement admise faillit.
Le caractere sélectif de cette démarche et I’absence de principe unificateur pour expliquer la
diversité des particules observées et leurs propriétés, qui reflete sans doute un certain manque
d’élégance en comparaison a des théories bien établies telles que la relativité générale ou la
mécanique quantique, constitue certainement un rappel de la quantité et de I'importance du

travail qu’il reste a accomplir dans ce champ de recherche fascinant.
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Annexe A

Equation différentielle angulaire du
modele de Skyrme BPS

En premier lieu, considérons la densité lagrangienne obtenue par Adam [4], soit

A2 sin(F)
Lpps = ————(eP  F uyiiy)? — 12V (F), Al
BPS (1+‘u|2)4( plie)” — pV(F) (A.1)

avec comme hypothese de départ
F=F(r), u(8¢)=g(0)em (A.2)

Puisqu’il y a deux champs scalaires d’intérét, soit u (ou de fagon équivalente u) et F', il faut
appliquer les équations d’Euler-Lagrange pour ces deux champs. La partie angulaire devient

3$BPS> 0Lpprs K+
0 — =0 — Oy|———1]=0, A3
. (5(8uu) ou ! ((1 + |U|2)2> (45)

ou ’on définit le quadrivecteur

vpo = \2
Kh— a(ea P F_‘Vupug) (A.4)
ou,,
Calculons ensuite la quantité
(€*P° Fyuytiy)? = (Fytyuy — Fyusu, — Fotiguy + Fpusuy + Figzu, + Fg;ﬁyuz)2 , (A.5)

0123

avec la convention € = +1. Il faut par la suite réexprimer cette quantité en fonction des

coordonnées sphériques dii a notre hypothése de départ. On introduit donc

x = rsin(0) cos(¢) r=+va?+y?+ 22 (A.6)
y =rsin(f)sin(¢p) — 6 = arctan <M> (A7)

z

z = rcos() ¢ = arctan (%) , (A.8)
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d’ott 'on trouve que (avec la regle de dérivation en chaine)

cos(#) cos(o) sin(¢)

F, =sin(f) cos(p)F,  ugy = " up — rsin(@)ud) (A.9)
F, —sin(6)sin(d)F,  u, = Sin(@:"sw) g + fﬁiff% g (A.10)
F. = cos(0)F, uy = —Sinfg)u(,. (A.11)
En substituant ces expressions dans 1’équation (A.5), on obtient, apres simplification
(€277 Foyu iy ) = F2 (tigug — tguy)” (A.12)

r4sin?(6)

Il devient ensuite possible de calculer les composantes spatiales du quadrivecteur K* dans la
base des coordonnées sphériques. Puisque ce vecteur contient des dérivées par rapport aux
composantes du gradient en coordonnées cartésiennes, on doit également leur appliquer le
changement de coordonnées, ce qui fait sortir un facteur en avant des dérivées. On a que

(P Fyu iy )?
9 (ﬁa)i

Il faut donc transposer les composantes du gradient en coordonnées sphériques, ce qui donne

K= Vi e {z,y, z}. (A.13)

(ﬁa)x — Gy, (ﬁa)y — %ag, (ﬁa)z - ﬁn(o)a‘i" (A.14)

A partir celles-ci, on tire que

0 F? (ﬂ¢U9 — ﬂ9u¢)2
K" = r =0 A.15
du, < r4sin?(6) (A.15)
0 [ F2 (ugup — gug)’ 2F%u, (—tigug + tguy)
KG — T [ ¢ _ r Yo [ [ A.16
"Dt ( r4sin?(0) 73 sin?(9) (4.16)
1o} F2 (ﬂ ug — ﬂgu )2 2F2U9 (7.7, ug — fl,gu )
rsin(9) U ( r4sin?(0) 3 sin(6) (A-17)

Calculons maintenant 1’équation (A.3). Celle-ci représente la divergence du vecteur K, qui
doit également étre calculée en coordonnées sphériques. On obtient donc

KO Ki . I?
O\ s | To e ) TV e | 0 (A8
°<<1+lu2>2>+ <<1+|u| >2> <<1+|u| >2> %)
e r’ a ! sin K’ 1 K? =
r23r< (1+u|2)2>+rsin(9)89< (0)(1+u|2)2>+rsin(9)a¢ ((1+|u|2)2> 0 (A.19)

1 . K 1 K¢ B
roin(@) <Sm(0) (1+ |u|2)2> T rem(@) <(1 + |u|2)2> =0, (A20)

puisque la dérivée temporelle est nulle. En substituant les expressions précédemment obtenues,
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I’équation de champ devient

1 < 1 2F3u¢(u¢ue+ueu¢)>

rsin(6) (14 |ul?)? r3sin(6)
1 1 QFEU/Q (’EL¢U9 — ﬂgu¢) o
rm@%QHMW 3 5in(0) =0 A

1 5 Z’ngeinqﬁ (inge—inqﬁgeeinqﬁ + gee—mqﬁingeinqﬁ) .
rsin(0) 0 (1+ ¢2)2r3sin(0)

1 geeinqﬁ (_ingefi'rm&geeind) goe znq&zngeznd)
(0)6¢< = 0  (A22)

rsin (1+ g2)?r3sin(6)

ing 9,22 2 ,ine
- 89<(1 29 9o >+ 1 8<( —2in99) ) — 0 (A23)

rsin(6) + g?)2r3sin(6) rsin(6) 1+ g2)2r3sin(6)
ein¢ 89 _2n29299 N 2’]’L 992 6171(15
r4sin(0) (14 ¢g2)2sin(0) (14 g2)2r4sin?

1 9299 B 999 B
Sin(9)80 ((1 + ¢2)? Sin(0)> (1+¢2)2sin?(0) 0, (A.25)

ou l'on retrouve effectivement l’expression obtenue dans [4]. Les solutions de cette équation

=0 (A24)

de champ pour g(f) sont de la forme

g(f) = 0 (A.26)
02(0) = —%‘1]ﬁi$ffi;$i230” (A.27)
o - [
9:(0) = —¢_1]f22f23ﬁi;f0” (4.29)
w) = |t B i) a)

ou Cet (s sont des constantes d’intégration. En choisissant ces constantes de facon judicieuse,
soit

—1 In(2
=7 =" (A3)
on obtient les fonctions suivantes
0 0
71(0) =0, g2(0) = —cot (§) . g3(0) = cot 3 ). (A.32)
0
g4(0) = tan (2) , g5(0) = —tan (g) (A.33)

La fonction qui respecte les bornes voulues, soit g(0) = 0 et g(7) = oo, est g4(0) = tan (g)
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Annexe B

Approche perturbative

On écrit le lagrangien suivant, ou le modele de Skyrme est ajouté en tant que petite correction

(d’ordre €) au modele BPS
L=+ L+ 6(.,%2 +$4).

On pose que la solution sera de la forme

F(r) = Fo(r) + eFy(r),

(B.1)

(B.2)

ou Fy(r) correspond & la solution du modele BPS (e = 0) donnée par I’équation différentielle

suivante

=0.

9In2\2 sin?(Fp) 5 sin®(Fo)Fy \ 5 0Vien (Fo)
4 2 TN

Dans cette équation, Vpeps est défini par (3.8). Ce qui implique que

1
Fy(r) = 2arcsin (e_a2r2_ga4r4) b 4= (18l;1)\) -

L’équation différentielle du modele quasi-BPS & l'ordre € est ensuite donnée par

_|_

2a(n? + 1) sin(2F, F » 16n2Bsin(2F, S(2F,) — 1
(_ a(n —|—r;sm( 0)+80;0+4aFo | 16n?fsin 024(005( o) — 1)

1"

326(n? 4 1) cos(Fy) sin(Fy) Fj2 N 328(n? + 1) sin?(Fy) F,

+
r2 r2

N——

_|_

( 922 cos(Fy) sin®(Fy) F,y N 922 sin(Fy) sin(3Fy ) Fy2
a rd 4rt

"

In2\2 cos(Fp) sin®(Fy) F,

o - /J‘2V§elw(F0)> B+
B In2\?sin* (Fp) n 9n2\2 cos(Fp) sin®(Fo) F P In2\?sin? (Fp) F —o
4rd 274 ! 8t ter

(B.3)
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On a donc la forme suivante
ho(r) + hi(r)Fy + ho(r)F, + hs(r)F, =0, (B.6)

avec les coefficients donnés par

20(n? + 1)sin(2Fy)  8aF, v 16n2Bsin(2F 2Fy) — 1
hor) = <_ a0 £ D) | 8oy |y 10 Bsin2R) con2Fy) =)
3268(n2 + 1) cos(Fy) sin(Fp)Fy2  326(n? + 1) sin?(Fy)F,,
2 + 2 (B?)
r T
9n2A\2 cos(Fy) sin®(Fy)F, ~ 9n?\?sin(Fp) sin(3Fp) Fy?
ha(r) = (_ n?A* cos( :5)sm( 0)Fy n n? A= sin( 224sm( 0)Fy N
92 \2 cos(Fy) sin®(Fy) Fy -
ol — 1" Vpen (Fo) (B.8)
In2\2sin? (Fy)  9n2\2 cos(Fy) sin®(Fy) F
= - B.
ha(r) < 4r5 + 2r4 (B.9)
In2\2 sin (I,
hs(r) = T(O), (B.10)

ce qui correspond a une équation différentielle non homogene et non linéaire du second ordre.
Pour respecter les bornes de la fonction F(r), soit F'(0) = m et F(oco) = 0, il faut que les
bornes de F(r) soit F1(0) = 0 et Fi(co) = 0. Un comportement divergent de Fi(r) lorsque
r — oo n’est donc pas souhaitable. La solution de (B.6) pour Fj(r) permettrait donc de
réintroduire une dépendance en « et 3 dans I’angle chiral F'(r), améliorant ainsi les prédictions
du modele. Cette solution demeure a ce jour un probléme ouvert et il ne fait aucun doute que
des méthodes numériques devront étre employées pour arriver a cette fin. Le résultat utilisé

dans ce document correspond donc a la solution de (3.6) a l'ordre 0.
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Annexe C

Calculs explicites avec la solution

axiale (approche perturbative)

C.1 Table des intégrales numériques

En se référant a la notation introduite avec (3.18), les intégrales suivantes sont évaluées

numeériquement.

TABLEAU C.1: Compilation des intégrales numériques les plus utilisées.

’ Int. ‘ Approximation ‘ Int. ‘ Approximation
I}2(00) 2.68798 T30 (00) 0.14286
I50(0) 0.48504 I355(00) 1.43364
I355(c0) 5.13755 13,0(c0) 0.35271
I340(c0) 1.88155 13,5(c0) 3.94598
I}45(c0) 20.2779 I35, (o) 0.02265

Celles-ci dépendent uniquement de la fonction F(r), qui est donnée par (3.10).

C.2 Energie statique et moments d’inertie

L’énergie statique du modele quasi-BPS sous la solution axiale est donc donnée par

E([JSA] _
E£SA] _
E£SA] _
E([SSA] _

Les densités d’inertie utiles au calcul de 1’énergie de Coulomb sont données par

A
MI&4Q(OO)

8

8T

18n A

(,u) ’ (1502(00) + (n2 + 1) 10120(00))

64 (L)’

18nA

A
MI&Q(O@)-

8

((”2 + 1) 1622(00) + ”21(}40(00))
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16n28sin(F)  9n2\2F"2sin(F)

U) = 2asin?®(F)+ 168F?sin?(F) + > 62
cos?(f) <2a sin?(F) + 163F"?sin(F) + 165 8;1214(F) + 9A2F;26T;4(F)) (C.5)
Uz = sin?(6) (4a sin?(F) + 328F" sin?(F) + 328 5:;14(1:) + 9/\2F’;:2in4(F)) . (C.6)
Les moments d’inertie intégrés sur tout I'espace prennent donc la forme suivante
Uy = g <i§‘1§20(oo) + 168 (4I222(00) + (3n® + 1) I349(c0)) + 9A126“2 (3n° + 1)1542(oo)> (C.7)
Vii = % <2("2aj3)012120(oo) + 16 ((n” + 3)I220(00) + 4n*I340(00)) + Qi& n2[2142(oo)) , (C.8)

ou U1 et V11 en sont quelques exemples.

C.3 Energie de Coulomb

L’expression (C.5) doit donc par la suite étre exprimée en fonction des harmoniques sphériques

correspondantes. Sachant que

1 /1

Yool0.6) = S/E Yao0,0) = 1 /2 (3eostio) 1) (©9)

on peut déduire les relations suivantes

2 4 [ . 4 4 [
cos?() = gﬁ%o + 3\/;1/20, sin?(f) = g\/?rYog — 3\/?}/20. (C.10)

En substituant I’expression pour le cosinus dans (C.5), on peut isoler les p;"(r) correspondants,
ce qui donne

16y/Tais 32\/mPi3
= BY 4 X —* =voEe
poo () VrBY + Um0 Una

128./7 Bis . 3vTAZiza
i St v~ 9
3U11a 222($) + 8U11

8 s O[’ig 64 ™ ﬁl‘g 3 7T)\2’i3@
= o /E 285 by A 3 2 Ay a(2).(C.12
po(2) 3\/;U11a3J220($)+ 3V 5 Upya 20l@) + 3222(0)) + 3y [ =T (2).(C.12)

On a donc que

TJ220 (x) + (3n2 + 1)3240 (x) +

(3712 + 1)3242(1‘) (C.ll)

—n
Qoo(y) = TI(}Ql(y)JF
2r2

16+/Tavis
W—rzlzo(y) +

1287 Bi5 4 3/TA%iza
ZEOVIES T A AN b
3y a 222 (v) + 80U,

8 |m aiz 4 64 [m Bis , o 9 3 [m Niza ,
N 2T I 2 Ty 14
Q20(y) 3\/;U11a3 320(y) + 3 \/;Uua( 310(y) + I322(y)) + \5 U, 512(y), (C.14)

32/mBis

30a B T Dlan(y) +

(3n% + 1) 1345(y) (C.13)
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ainsi que,

B — %%, a / 1Qoo®)I? y~2 + |Qao () y~Cdy. (C.15)
0

Alors on définit ensuite deux vecteurs qui regroupent les constantes

a = (n g Bieen), gm Xhegein) ) (C.16)
. . 2.
@ = (S, fa, M), (C.17)

Il est ensuite possible d’inclure toutes les intégrations numériques sous une forme matricielle
compacte, ou les éléments sont calculés de la facon suivante

17 1
My = 4—/ ) 3oy (y)y 2dy = 13 X 4371137753 (C.18)
0
12 21 8 1 1 —2 8
Mog = Mgy = —=— I, (y) 39 (y)y ~2dy = —3- X —0.3486443255 (C.19)
0
13 31 16 1 1 —2 16
Mo = Mg = =5~ [ Too1 () oo (y)y~*dy = —=— x —0.9840792843 (C.20)
0
14 41 64 1 1 -2 64
Mog = Mgg = —=— Iy (W) 130s (y)y2dy = —3- X ~3.619599176 (C.21)
0
15 51 3 1 1 —2 3
Mo§ = Mg = =75~ | Lozt () Iaaa(y)y ™ dy = — 1 x —11.01383442 (C.22)

0

On obtient donc les matrices suivantes

0.035244  0.295938 1.67062 24.5793  0.65734
0.295938 2.6131624  14.1112 215.6395  5.56078
My = 1.67062 14.1112 79.5851 1173.4095 31.3461 (C.23)
24.5793  215.6395 1173.4095 17835.4373 462.538
0.65734  5.56078 31.3461 462.538 12.3494

0.0156167  1.62666 0.126600028
Moo = 1.62666  173.309  13.9867 : (C.24)
0.126600028 13.9867  1.20944

Ainsi,
E. = 21aema (iMooq{ + qaMaoqy ) - (C.25)

Dans I’éventualité ou la contribution du terme proportionnel a K3 dans la densité de charge
(3.36) pourrait étre prise en compte dans le calcul de I'énergie de Coulomb, les deux moments
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multipolaires d’intérét deviennent

(is+C)  C \ 16yma (i3 +C) 3278 1
Qoo(y) 21 (Y )+< U Uss 355 I520(y) + Un (3n° +1) — U33 30 oo (y) +
+0O) 128 iz + C 3/7TA?

( . Uss) 3\((6 1222(31) + <(ZSIJ11)(3 - Uss) \/; a1242(y) (C.26)

+0) 8 /T a (is + C) 64 \/>ﬁ
@20(y < U1 U33> 3Vi5a3 IQQO(y)Jr < U1 U33) 1240 +[222( N+
iz + C)

( Ull U33) \/7)\ a[242 (027)
avec C = (i,is3, ks |R33(A) K3l i,i3,k3) = lgffl Les vecteurs q; et qg correspondants seraient
donc donnés par

Q@ = ( - ((iilm _ Ug) o ((wc) (B3n2+1) — z)g (C.28)

iz+C i
(G2 — 28, (S2En2 +1) - $2) M ) (C.29)
_ (i3+C) 2C (i3+C) 20\ B (i3+C)
@ = ( < 3[’Ju +Tw) a%’ ( %111 + U33> a’ ( %11 + Uss))\2 ) (C.30)

Les mémes calculs numériques (les matrices Mgy et Myg) peuvent par la suite étre utilisés
dans le calcul de I'énergie de Coulomb (C.25) puisqu’ils dépendent seulement du choix de la
fonction F'(r) et que celle-ci demeure inchangée. De plus, ce calcul est valide pour tout n alors

qu’a 'annexe D, seulement deux configurations sont étudiées.
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Annexe D

Calculs explicites sous ’application

rationnelle (approche perturbative)

On peut donc écrire le champ de Skyrme de la facon suivante

i 1-RR 2R
U(r, z, Z) = exp ! (T)f RE 7R . (D.1)
14+ RR 2R RR -1
Les regles de transformation associées a cette application sont
N g=TEFD) (D.2)
1422
L, x4y Y- —ir(z —72) (D.3)
Ve +y?+w? +w 1+ 22
s T —1y w:T(l_Zf)’ (D.4)
Va2 +y? +w? +w 1+ 22
et I’élément de volume devient
2ir2 _ 2 .
drdydw = —————drdzdz = r* sin(0)drdfde. (D.5)
(1+2z2)
D.1 Energie statique et moments d’inertie
L’énergie statique devient donc, une fois la partie radiale intégrée en utilisant (3.61),
A W\/j/,t/\
E([) M= 8 Ij42(0) (D.6)
AR 18VZA)°
EM = 8ra ( . ) (Igoo(00) + 201850 (00)) (D.7)
[AR] p 3 1 1
E = 647w 2nl s (00) + L1g,a(00 D.8
4 5 (5 ) (0lhn(o0) + Thn() 05)
A s I,LLA
Ef[s M= 3 I4(00). (D.9)
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De plus, les principaux moments d’inertie sous ’application rationnelle sont

2
vn = [ - - s | KO0
(1+ RR)?
(14 zz)*sin*(F )(2565+9)\2 )dR dR M (D.10)
8r2(1+ RR) dz dz | (1+22)? '
. i ) 4(a+8ﬁF,2)
Uy = R*+ 1)(R? + 1) sin®(F) | ———=—+
22 /( +1)(E” + 1) sin’( )[ ST
(1 + 22)* sin(F) (2568 + 9\*F ?) dR dR | 2ir*drdzdz (D.11)
82(1 + RR)* dz dz | (1+22)? '
2
Uss = /RRSIH2(F) M-F
(1+ RR)?
(1+ z2)? 51n2(F)(2565+9>\2F/2)@@- M (D.12)
2r2(1 + RR)* dz dz | (1+22)2 '
_ AR pdR 8(a +88F ?)
Wsz = /(ZRdz+ZRdZ>Sln (F)[ (1+RR)2 +
(1+ 22)sin®(F)(2568 + 9N’ F %) dR dR 2ir®drdzdz (D.13)
4r2(1 + RR)" dz dz | (1+22)? '
B - B dR dR [4(a + 88F'?)
Vin = /(Z 1)(2 1) sin dz dz { 1+RR
(14 22)sin®(F) (2563 + 9A*F %) dR dR ] 2ir*drdzdz (D.14)
8r2(1+RR) dz dz | (1+22)? '

Pour le cas R(z) = z ces expressions correspondent bien a celles de la solution axiale a n = 1.

D.2 Energie de Coulomb pour le cas B = 2

Pour calculer I’énergie de Coulomb, on doit obtenir la densité baryonique. Ce qui donne

2 sin?(F)F’ sin?()

B(r,6,9) = 2 r2 (cos?(0) + 1)2 = B'(0£:0.9). (D-15)

En substituant la solution (3.61), on obtient

sin?(9)

32a167%a(j’r2(5+7a%7‘2)\/1 _ e—%a%r2(5+7a57'2)(5 + 14(1%7,2)
(cos2(9) +1)2’ N '

52y

f2(0,¢) = BY(r) (D.16)

On doit décomposer la fonction f2(6, ¢) en une série infinie d’harmoniques sphériques, ce qui
donne

1 1
f2(9, ¢) o~ \/%Yo,o + 5\/ 57T(37T — 10)}/2’0 + 5\/%(236 - 757T)Y47() +

1 1
55 V13w (1785m — 5608)Yo0 + 75 V1Tm(264224 — 841057)Ys 0+ (D.17)
O(Y10.0). (D.18)
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La densité de charge devient donc
P2( ) *BO 7“ 0 ¢ me Ym* 0, ¢)
Avec la relation Y,**(0,¢) = Y/(0,¢) = Y1 0(6, ¢), on obtient

poolr) = SVAB()

11
p2o(r) = 55\/5#(3#710)80(1")
pao(r) = 11\/%(236—75@60(7")
— 1 0
poo(r) = 555V13m(1785T — 5608)8°(r)
11
pso(r) = 37 40\/177r(264224 84105m)B°(r).

(D.19)

(D.20)
(D.21)
(D.22)
(D.23)

(D.24)

On introduit ensuite la densité de charge modifiée, qui correspond aux moments de la densité

de charge,
ar ) = [ ear,
On obtient
I R N e s
Qoolr) = /0 T?“’4p270(r')d7“’=%%\/ﬁ(?ﬂr—m) /O AR (!
Quolr) — /0 " o () _W\f (236 — 75m) /0 "B (i
Qso(r) = /07}'8;)60( Ndr' _%% 377(17857r—5608)/07-r’880(r’)dr'
Qso(r) = /OT 1008 0(r")dr’ —%ﬁ 177r(264224841057r)/(:r'1080(r’)d7"'.

L’énergie de Coulomb peut donc s’écrire

= 27Taem/ 1Qo,0(P))? 772 +1Q2,0(r))? 778 +|Quo(r))? 7710 +
0

Qoo ()P r ™+ Qso(r)*r~1%) dr,

(D.25)

(D.26)
(D.27)
(D.28)
(D.29)

(D.30)

(D.31)

avec e = 1/137.0359. Sous le changement de variable (3.18), la densité baryonique s’écrit
g ) yoniq

B(2,0,0) =~ —T021(2) 26, ).

(D.32)
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Cela implique que

Qo,o(@/) = —%%\/7?[&21(9) (D-33)
Quol) = ——555V5m(3m — 10)I () (D.34)
Quoly) = — 55 VA(236 — T5m) i (1) (D.35)
Quoly) = 550 VIBT(ITST — 5608) Iy (1) (D.36)
Qsoly) = —%%T}A)\/ﬂ(%@m-841057T)I§21(y). (D.37)

L’énergie de Coulomb devient alors

[e’s} 2 2
1 2\/m _ 1 _
E. 27Taema1*/ [(7\51521(31)) y+ (7T2V57T(37T - 10)1321(19)) y°+

4
0
1 3 2 —10 21 4 ? —14
ﬁ\/%(z?,(s = T5m) 51 (y) ) ¥y~ + 9%\/1%(178% —5608) 71 (y) ) vy~ "+
2 1 5 ? —18
;m\/177r(264224 — 84105m) 15, (v) | v~ '%| dy (D.38)
1
= 2m0ep a1 (0.5639035987 + 0.02455519796 + 0.0007870335979 +
0.00002383833575 + 7.094363523 x 107 7) (D.39)
1
= 0.00192227 (%) ° (D.40)

1
comparativement a E, = 0.00195759 (£)® pour la solution axiale. Les intégrales suivantes ont
été évaluées numériquement (fonction evalf de Maple)

/ Loy (Y) 501 (y)y2dy = 4.371137753 / I35, (1) I35, (y)y~%dy = 0.4602057290 (D.41)
0 0

/Igzl(y)f&l(y)y’mdy = 0.1685066931 /1321(9)1321(y)y714dy = 0.0860070648 (D.42)
0 0

/ 1551 (y) I3, (y)y~"®dy = 005181680190 . (D.43)
0

D.3 Energie de Coulomb pour le cas B = 4

On a la densité baryonique suivante

384 sin?(F)F' sin?(6)(35 + 28 cos(26) + cos(46) — 8 cos(4¢) sin*(6))

0 —_
B(r.0,¢) = w2 r2 (53 4 4 cos(26) + 7 cos(46) + 8 cos(4¢) sin*(9))2

(D.44)

On doit développer la partie angulaire sur ses harmoniques sphériques comme dans le cas
B = 2. Cependant, le calcul des coefficients f/" ne se fait pas de facon analytique dii a la
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complexité de la dépendance angulaire. Il faut donc recourir & une méthode numérique pour
approximer les intégrales. La quadrature de Gauss-Legendre est généralement utilisée pour
ce type de probléme, celle-ci permet de transposer les intégrales sous forme de sommes finies.
Les coefficients du développement sur les harmoniques sphériques seront donc donnés par
I'approximation suivante (3.74)

27 ™
o= / / f4(0,0)Y,™* (0, ¢) sin(0)dOd¢ (D.45)
0 0
72 NN ™ ™ s e Y ™
fl ~ ?;;wﬂ%ﬂl (591+§,7T(i)j+ﬂ>}/2 (501+5,7T¢J +7T) S (5914’5) ,(D46)

avec
sin?(6)(35 + 28 cos(26) + cos(40) — 8 cos(4¢) sin*(#))

Ji0. ) = g T cos(28) + 7 cos(d0) 1 S cos(10) sin (9) 2

(D.47)

En utilisant une quadrature de Gauss-Legendre a N = 50 points tout en gardant une précision
de 30 décimales dans I’évaluation des y; et des w;, on obtient le développement suivant

fa(0,¢) =~ 0.01846306088Yp o — 0.004491521055Y4_4 —0.007515753297Y, o —
0.0044915210551/'44 — 0.00053849815973’674 -+ 0.0002878392540Y5 o —
0.00053849815973/64 + 0.00050859330443/;8 + 0.00033381052343@;4 +
0.0008876739001Y3 o + 0.00033381052343/84 + 0.00050859330445/88 +
O, (D.48)

qui reproduit avec une étonnante précision la fonction de départ. L’énergie de Coulomb devient
donc

1
E. = 27raema11(2.255614378 +0.01440871149 + 0.005145966957 +
0.005145966957 + 0.00001078691174 + 0.00003775422254 +
0.00003775422254 4 0.00006180739849 + 0.00002028966329 +

0.00002028966329 + 0.000008740446329 + 0.000008740446329) (D.49)

1

_ iy
= 0.00602202 ( A) : (D.50)

1
comparativement a E, = 0.00621498 (&)* pour la solution axiale.
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Annexe E

Solutions numériques compléetes du

modele quasi-BPS

Cette section présente les données brutes concernant 1’énergie statique des deux configurations

d’intérét et les ratios ainsi obtenus. Les tableaux suivants regroupent les résultats obtenus sous

la solution axiale ainsi que ceux obtenus avec 'application rationnelle.

TABLEAU E.1: Données sur l'optimisation de I’énergie statique du modele quasi-BPS avec la
solution axiale (approche numérique).

v [ BB =1 | EEN B =2 | ENJ(B=1) | RySA] | RY[SA] |
0.00 15.919 31.834 63.618 1.999 3.996
0.05 106.026 268.725 821.699 2.534 7.749
0.10 177.057 449.157 1379.499 2.536 7.791
0.15 240.257 608.508 1865.659 2.532 7.765
0.20 298.365 751.019 2306.191 2.517 7.729
0.25 352.678 883.923 2712.254 2.506 7.690
0.30 403.838 1007.870 3089.788 2.495 7.651
0.35 452.293 1123.905 3442.112 2.484 7.610
0.40 498.260 1232.705 3771.264 2.474 7.568
0.45 541.921 1334.648 4078.298 2.462 7.525
0.50 583.327 1429.832 4363.552 2.451 7.480
0.55 622.521 1518.228 4626.736 2.438 7.432
0.60 659.441 1599.609 4866.914 2.425 7.380
0.65 694.008 1673.489 5082.392 2.411 7.323
0.70 726.034 1739.146 5270.459 2.395 7.259
0.75 755.258 1795.432 5426.952 2.377 7.185
0.80 781.263 1840.569 5545.208 2.355 7.097
0.85 803.390 1871.590 5614.021 2.329 6.987
0.90 820.522 1883.090 5612.071 2.294 6.839
0.95 830.494 1863.024 5488.190 2.243 6.608
1.00 827.759 1766.583 4988.888 2.134 6.026
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TABLEAU E.2: Données sur l'optimisation de l’énergie statique du modele quasi-BPS avec
lapplication rationnelle (approche numérique).

| v | Bhl(B=1) | EGl(B=2) | Bhy (B=4) | RYAR] | RY[AR] |

stat stat

0.00 15.919 38.335 72.330 2.408 4.543
0.05 106.026 275.137 629.390 2.594 5.936
0.10 177.057 456.778 1044.646 2.579 5.900
0.15 240.257 615.285 1404.816 2.560 5.847
0.20 298.365 758.766 1725.994 2.543 5.784
0.25 352.678 892.818 2020.510 2.531 5.729
0.30 403.838 1015.679 2291.689 2.515 5.674
0.35 452.293 1130.135 2542.181 2.498 5.620
0.40 498.260 1233.520 2773.431 2.475 5.566
0.45 541.921 1332.371 2986.203 2.458 5.510
0.50 583.327 1423.890 3180.646 2.440 5.452
0.55 622.521 1508.004 3356.371 2.422 5.391
0.60 659.441 1584.399 3512.424 2.402 5.326
0.65 694.008 1652.518 3647.164 2.381 5.255
0.70 726.034 1711.475 3758.002 2.357 5.176
0.75 755.258 1759.899 3841.007 2.330 5.085
0.80 781.263 1795.630 3889.791 2.298 4.978
0.85 803.390 1815.049 3893.544 2.259 4.846
0.90 820.522 1811.412 3831.192 2.207 4.669
0.95 830.494 1769.057 3650.186 2.130 4.395
1.00 827.759 1621.547 3048.040 1.958 3.682

Ces résultats ont été obtenus avec un algorithme de recuit simulé sur une grille initiale de
300 points. Les expressions (3.14) a (3.17) pour la solution axiale et (3.53) a (3.56) pour
I’application rationnelle ont été minimisées en ayant préalablement effectué le changement de

[h]
0

variable = ar (ou = a;r pour 'application rationnelle) pour les termes Ej" et Eéh], ainsi

que x = Ar pour les termes Egl] et EZ[Lh]. Cela permet de factoriser la dépendance en parametres
a lextérieur des intégrales. Le produit puA, qui détermine 1’échelle d’énergie du modéle BPS, a
ensuite été factorisé de E([)h] et Egl] et posé égal a 1 pour simplifier le traitement des données.
De fagon similaire, le parametre d’échelle A du modele de Skyrme a également été posé égal a
1. En principe, les intégrales doivent étre évaluées entre 0 < z < co. Cependant cet intervalle
n’est pas réaliste dans un algorithme d’optimisation numérique. Des estimations ont en effet
montré que 'intervalle 0 < z < 20 est amplement suffisant dans ce contexte pour obtenir un
portrait complet de la densité d’énergie pour tout v. Cet intervalle a donc été utilisé et deux
itérations adaptatives ont été nécessaires pour obtenir la précision voulue. Les résultats de la
transition 0 < v < 0.05 ne seront pas détaillés ici puisque la représentation graphique de la

figure 3.6 est suffisante pour le type d’analyse que l'on effectue dans ce travail.
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