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Résumé 

Le but de cet ouvrage est de montrer, grâce à l'introduction d'éléments de théo
rie; géométrique, comment il est possible d'apporter de nouvelles idées à, la résolution 
d'un problème: d'interpolation connu sous le nom de problème, classique de Nevanlinna 
Pick et qui s'énonce comme suit : étant donné n points distincts z^,. . . , zn et n points 
W\,...,wn tous appartenant au disque unité D, déterminer des conditions suffisantes 
et nécessaires assurant l'existence d'une fonction analytique / : D —> D satisfaisant 
/ (z ,) = m, pour /' = 1, . . . , n. Une solution complète fut apportée d'abord par Pick en 
1916 et indépendamment par Nevanlinna en 1919. Une toute nouvelle approche sera 
donc présentée dans ce travail utilisant la géométrie hyperbolique, de même qu'une 
version à points multiples du lemine de Schwarz-Pick. 
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Introduction 

L'intérêt principal de cet ouvrage porte essentiellement sur un problème d'interpola
tion connu sous le nom de problème classique de Nevanlinna Pic.k. Ce dernier s'énonce 
de la manière suivante : étant donné n points distincts z\,..., zn et n points w\,..., wn, 
tous appartenant au disque unité B, déterminer des conditions suffisantes et nécessaires 
assurant l'existence d'une fonction analytique / : D —> D satisfaisant f{zî) — wl pour 
i — 1 , . . . , n. Une solution complète fut apportée par Georg Alexander Pick en 1916 et 
indépendamment par Rolf Nevanlinna en 1919. En effet, ils démontrèrent qu'une telle 
fonction analytique existe si et seulement si la matrice M définie par 

M 

est semi-définie positive. 

11 est possible d'aborder le problème d'une nouvelle façon en adoptant un point de 
vue géométrique. Pour cela, nous aurons besoin de quelques notions fondamentales. 
Dans le chapitre premier nous introduirons les transformations de Mobius dans le plan 
complexe qui sont essentielles pour la compréhension de certains concepts. 

Le deuxième chapitre est primordial et expose les outils de base; de la géométrie 
hyperbolique. Le modèle que nous utiliserons dans ce travail est celui du disque de 
Poinearé. Dans cet espace, il est donc possible de transposer certaines notions de géo
métrie euclidienne. Par exemple, les notions de longueur, d'isométrie et de géodésiques 
ont un sens et peuvent être définies avec précision, ainsi que leurs propriétés. 

Le troisième chapitre1 présente les travaux initiateurs de Alan F. Beardon et David 
Minda pour l'obtention d'une nouvelle; solution au problème classique de Nevanlinna-
Pick pour le cas de trois points (n = .'5). Ce sont eux qui, les premiers, ont eu l'idée 
d'exploiter la géométrie hyperbolique ainsi que la théorie des fonctions d'une variable 
complexe afin d'apporter une approche originale au problème classique de Nevanlinna-
Pick. Ceci a été rendu possible grâce à l'obtention d'une version du lemme de Schwarz-
Pick non plus à (Unix points, mais à trois points. Cette version à. points triples du lemme 

1 — WjWi 

1 — ZjZi 
[1 < hj < n) 



2 

dépend en fait de l'utilisation judicieuse d'une fonction analytique notée f*(z,z\), où 
z\ est un paramètre fixe appartenant au disque unité. 

Dans le quatrième chapitre, de nouveaux résultats de recherche sont présentés afin 
d'étendre les résultats de Beardon et Mincla pour le cas de quatre points. Encore une fois, 
c'est à la suite; de l'obtention d'une version du lemme de Schwarz-Pick à quatre points 
que de nouvelles conditions géométriques sont à même de garantir l'existence d'une 
fonction analytique satisfaisant aux conditions du problème classique de Nevanlinna-
Pick pour le cas n = 4. 

Finalement, le cinquième chapitre conclut le travail amorcé en présentant une nou
velle solution au problème classique de Nevanlinna-Pick pour le cas général. Comme 
précédemment, l'obtention d'une version du lemme de Schwarz-Pick à points multiples 
a été primordiale afin d'atteindre cet- objectif. De plus, on y présente aussi une carac-
térisation de la solution en discutant, par exemple, de l'unicité ou de l'existence d'une 
fonction particulière. 



Chapitre 1 

Les transformations de Mobius 

Dans ce premier chapitre, nous ferons la présentation d'une; classe d'applications fort 
importante pour l'étude de la géométrie hyperbolique. Il s'agit, des transformations de 
Mobius. Dans un premier temps, nous commencerons par définir un nouvel espace dans 
lequel l'étude de ces transformations est plus adéquate et dans un deuxième temps, nous 
énoncerons les propriétés les plus significatives des transformations de Mobius dont nous 
aurons besoin pour ce travail. 

1.1 Quelques rappels 

Le plan complexe C possède comme propriété topologique le fait d'être un espace 
localement compact. Il est d'ailleurs possible d'ajouter à C un point, appelé point à 
l'infini et que l'on note; oo, afin de rendre cet espace compact. Ainsi, le plan complexe 
étendu, que l'on note CQO, est défini par Coo := Cu{oo} . Ce procédé de cornpactifwation 
est possible grâce à la projection stéréographique. Dans ce qui suit, on notera par S2 la 
sphère unité dans Mli et par N le point (0, 0,1 ) que l'on nomme pôle nord. On appelle 
projection stéréographique l'application n : € „ —► S définie; de la manière suivante : 

2.x 2y U f - 1 ' . 
SI Z ^ OO, 

TT(Z) := { \\z\2 + l' \z\2 + V \z\2 + l, 
N si z = oo, 

où z = x + iy G C. 

D'un point de vue géométrique, on peut voir la projection stéréographique comme 
étant une application qui agit comme suit (voir figure 1.1) : on considère; un point 
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z = x + iy appartenant à C et on construit une droite partant du pôle nord et passant 
par z. Cette dernière intercepte un point P = (X, Y, Z) sur S2 qui est l'image z par n. 
Chaque point de C est envoyé vers un et un seul point de S2, sauf N = (0,0,1). Il est 
donc naturel d'ajouter à C le point oo afin que la projection stéréographique soit une 
bijection de C dans la sphère unité de R3. De cette manière, l'image du pôle nord sera oo. 

F I G . 1.1 - La projection stéréographique 

Remarquons que la projection stéréographique permet de représenter le plan com
plexe étendu comme une sphère, c'est pourquoi on appelle C ^ la sphère, de Riemann. 
Cette dernière induit aussi une topologie dans Coo à partir de la métrique euclidienne 
appliquée à S2. On nommera cette métrique la métrique cordale et on la notera par a. 
Explicitement, 

a(z,w) = \TT(Z) — 7r(w)|, pour tout z,w G C,». 

A partir de la définition de la projection stéréographique, on trouve que : 

21 W 

Il' 
. J (l + k f ) 5 ( l + U 2 ) é 

2 

si z, w T̂  oo, 

I UI2 SI 2 OO. 

Cette formule met en évidence le fait que la métrique rx restreinte à C induit une 
topologie équivalente à celle induite par la métrique euclidienne. En effet, une fonction 
d'un sous-ensemble de C dans C est, continue à la fois pour les deux métriques ou pour 
aucune des métriques. De façon plus précise, la topologie sur C,^ est complètement 
caractérisée par une base de voisinages définis comme suit : si on note par D(a,r) 
un disque ouvert centré en a et de rayon r > 0, un ensemble est ouvert dans C,^ si 
et seulement s'il est la réunion de disques D(a,r) où a G C et r > 0. Dans le cas 
particulier du point à l'infini, un voisinage de ce point sera D(oo.r) = D'(oo.r) U {oo}, 
où D'(oo.r) est l'ensemble des z G C tel que \z\ > r. U s'agit donc du complémentaire 
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d'un disque centré en 0 dans C 11 devient maintenant clair que le principal intérêt 
d'utiliser la sphère de Riemann et la métrique qui y est rattachée réside dans le fait 
que oo devient un point comme les autres, puisque les notions d'analyse, telle que la 
continuité par exemple, s'appliquent à ce point. 

Avant d'identifier les fonctions analytiques dans Coo, nous allons établir la termi
nologie suivante. Une fonction / : D —> Coo, où D C C est un domaine, est dite 
méromorphe dans D si chaque point de D possède un voisinage dans lequel / ou 1 / / 
est holoniorphe. Les pôles de / sont les points w tels que f(w) — oo. Il est clair que 
(huis un voisinage de tels points, la fonction z i—► 1 / / ( Z ) est holoniorphe et vaut 0 
en w. Observons également qu'en utilisant la métrique cordale on peut montrer que la 
fonction / est continue en chacun de ses pôles. Finalement, dans le cas particulier du 
point oo, une fonction / est dite holomorphe (méromorphe) au point oo si la fonction 
z i—> / ( l / z) est holomorphe (méromorphe) au point z = 0. 

La théorie des surfaces de Riemann, que nous n'aborderons pas ici, permet de carac
tériser complètement les fonctions analytiques / : Coo ~~> Coo- Eu effet, on peut montrer 
que la sphère de Riemann est en fait une surface de Riemann. Nous aurons donc la 
définition suivante : une fonction /' : D\ —> D2, où D],D-2 C Coo sont deux domaines, 
est dite analytique dans D\ si elle est holomorphe ou méromorphe en chacun des points 
de Dx. 

1.2 Les transformations de Môbius 

Nous rappelons dans cette section quelques résultats classiques concernant les trans
formations de Môbius. On peut trouver de plus amples détails dans [2],[3] et [8]. 

Une transformation de Môbius / : C ^ —» C ^ est une fonction de la forme 

c.z + a 

où a, 6, c, d G C et ad — bc ^ 0. 

Puisque 
ad-bc. 

[cz + d)2' 

la condition ad — bc ^ 0 nous assure que la fonction / n'est pas une constante. 
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Les transformations de Mobius sont bien définies dans la sphère de Riemann. En 
effet, si /(.?) = az + b, alors /(oo) = oo. Dans le cas où / est de la forme (1.1) avec 
c / 0 on aura que / (—d/c) = oo et 

/ (oo) = hm J{z) = hm . = - . 
2-.00 2^00 c-j- a I z c 

Soulignons également qu'il existe trois types de transformations de Mobius particu
lières. On appelle translation une transformation de la forme f(z) = z + b, dilatation 
une transformation de la forme f(z) = az et inversion une transformation de la forme 
f(z) = l/z. 

Les transformations de Mobius possèdent des propriétés particulières qui illustrent 
bien leur importance dans l'étude du plan complexe étendu. Tout d'abord, les transfor
mations de Mobius forment un groupe sous la composition des fonctions de C^o dans 
lui-même. D'ailleurs, on notera par ÇA^(Coo) ce groupe. De plus, une transformation de 
Mobius est, un homéomorphisme de Coo, c'est-à-dire, une fonction bijective et continue 
dont la réciproque est également continue. En utilisant le fait que les transformations 
de Môbius sont analytiques dans Coo au sens général que nous avons défini précédem
ment, on peut voir ces fonctions comme des transformations conformes de la sphère de 
Riemann dans elle-même. Rappelons que la notion de conformité est directement reliée 
à celle; de la préservation des angles. 

Les trois transformations élémentaires qui sont la translation, la dilatation et l'in
version peuvent caractériser complètement les transformations de Mobius dans le sens 
où toute transformation de Mobius est le résultat d'une composition de translations, 
dilatations et inversions. On peut donc voir ces transformations comme des fonctions 
qui engendrent le groupe Q M (Coo). 

Lorsqu'on aborde; le plan complexe étendu, il est naturel de considérer des objets 
géométriques particuliers tels que les droites et les cercles. On appelle cercle généralisé 
toute droite ou tout cercle dans C. Cette définition permet de considérer les droites 
et les cercles comme étant la même entité, puisqu'une droite peut être vue comme un 
cercle passant à l'infini. L'importance qu'on accorde à ces objets provient du fait que 
les transformations de Môbius préservent les cercles généralisés. En effet, l'image d'une 
droite; ou d'un cercle par une telle application est toujours soit une droite soif un cercle. 



Chapitre 2 

La géométrie hyperbolique dans le 
modèle du disque de Poincaré 

Historiquement, la découverte de la géométrie! hyperbolique est intimement liée avec 
la réfutation du cinquième postulat d'Euclide. Celui-ci affirme qu'étant donné une droite 
et un point extérieur à cette droite, il existe une et une seule droite passant par ce point 
et parallèle à la droite. Rappelons que les cinq postulats constituaient la fondation 
axiomatique de la géométrie dite euclidienne. Une; géométrie est dite non euclidienne si 
au moins un des cinq axiomes est modifié. Celui que nous venons d'énoncer a longtemps 
été critiqué, puisqu'il n'était pas assez évident, qu'on puisse l'admettre sans preuve;. En 
effet, on croyait qu'il était possible de le démontrer à partir des autres postulats. Sa 
validité en tant qu'axiome était ainsi fortement mise; en doute puisque les géomètres 
ont passé près de 2000 ans à tenter de le démontrer. C'est au dix-neuvième siècle que 
le mathématicien allemand Cari Friedrich Gauss fut le premier à s'apercevoir que la 
réfutation du cinquième postulat d'Euclide; permettait d'obtenir une nouvelle géométrie; 
tout-à-fait cohérente. La géométrie qu'il construit sera nommée plus tard la géométrie 
hyperbolique. Dans cette géométrie, la somme; des angles intérieurs d'un triangle est 
inférieure à 180 degrés. 11 e;xiste; bien sûr el'autres types ele; géométries non euclidiennes, 
par exemple, la géométrie; sphérique dans laquelle- la somme de;s angle;s intérieurs el'un 
triangle est maintenant supérieure; à 180 elegrés. 

Dans ce chapitre, nous allons introduire un modèle particulier élu plan hyperbo
lique. On entend par modèle, un espace particulier dans lequel on retrouve des objets 
géométriques ele base qui servent à l'édification de la géométrie élans cet espace. Par 
exemple, dans le; me)elè;le> élu plan euclidien, les droites et les points font partie; ele» e:e; 
type d'objets. Il existe de; nombreux modèles pour le plan hyperbolique : le modèle du 
disque ele; Poincaré D, le; modèle du demi-plan supérieur H, le' modèle ele; Klein, etc. Ce; 
sont le premier et le deuxième modèle ejui nous intéresseront ici. 
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2.1 Définitions et notions fondamentales 

Pour construire une métrique, nous avons besoin d'une définition précise de ce qu'on 
entend par la distance entre deux points. Mais avant, voici un rappel de quelques notions 
fondamentales. 

Si 7(/-) : [a, b] —■> C est une courbe de classe C1 et est telle que -y(t) = x(t) + iy(t), 
alors la longueur euclidienne de 7 est 

l'v^(t)2 + !/(ty= f'w(i)\dt. 
■ 'a J11 

Ainsi, si dz = dx + idy, l'élément de longueur ds peut, s'écrire; \dz\, où \dz\ = 
y/dx2 + dy2. Avec cette; notation la longueur de 7 sera / ds = / \dz\. 

Définition 2.1.1. On appelle l'onction de densité une jonction A : C —> R ' qui est 
continue et strictement positive. 

Nous allons maintenant généraliser la définition de la longueur d'une courbe pour 
une fonction de densité quelconque. 

Définition 2.1.2. Soit 7 : [a, b] —> C où 7 est de classe C1. La longueur de 7, notée 
£(7) , en fonction de la densité X est définie comme étant : 

£ ( 7 ) : = f\(z)\dz\= i" \h(l))\l'(l)\<ll-
■17 J a 

Il est clair que pour définir la longueur d'une courbe dans la métrique euclidienne 
nous avons pris comme fonction de densité \{z) = 1. 

Il est possible; d'élargir notre; famille ele courbes 7 de classe C1 en incluant les courbes 
qui sont continûment différentiables par morceaux. 

Définition 2 .1 .3 . Une courbe 7 : [a,/;] —> M est dite continûment différentiable par 
morceaux si 7 est continue sur [a, b] et s'il existe une partition de [a, b] en sous-
intervalles [a, = r/,(),r;,|], [ a i , a 2 ] , . . . , [an_i ,an = b] telle que 7 est de classe C[ lorsqu'on 
la restreint sur- un sous-intervalle [ajfc_i,ajt]. 

Il est, clair qu'il est tout-à-fait possible ele' mesurer la longueur d'une courbe e'emtinû-
ment différentiable par morceaux, puisqu'il s'agit, d'une courbe formée; par un nombre; 
fini de courbes de classe; C1. 
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Définition 2.1.4. Soient 7 : [a,b] —> C une courbe continûment différentiable par 
morceaux et X(z) une. fonction de densité. Alors, la longueur de 7 est : 

£(7):= [x(z)\dz\. 
•h 

Il n'est pas difficile de vérifier que la longueur d'une1 courbe ne dépend pas de la 
paramétrisation de la courbe. 

Nous sommes maintenant en mesure de définir la distance entre deux points. 

Défini t ion 2.1.5. Soit z,w G fi C C où fi est un domaine de C. Alors la distance 
entre z et w, notée d(z,w), selon la fonction de densité X(z) est : 

d(z,w) := inf / X(z)\dz\, 
I J -y 

où l'infimum est pris en considérant toutes les courbes continûment différentiables par 
morceaux joignant z et w. 

Proposit ion 2.1.1. Soient Q C C un domaine et X(z) une fonction de densité sur fi. 
Alors, d définie précédemment est une métrique sur fi. 

Démonstration. Soient z, w G fi. Clairement, on a que d(z,w) = d(w, z). Considé
rons maintenant v G ^}. Pour voir que d vérifie l'inégalité triangulaire, supposons que 
d(z,v) > / A(z)|dz| — e et que d(v,w) > / A(z)|dz| — e, où e > 0 et 71,72 repré
sentent des courbes continûment différentiables par morceaux reliant respectivement 
z,v et v,w. Alors, il est clair que 

2£ + d(z, v) + d(v, w) > I X(z)\dz\ + / X{z)\dz\ 

= I X(z)\dz\ 

> inf / X(z)\dz\ 
•'1 

= d(z,w), 

où l'infimum est pris sur toutes les courbes 7 continûment, différentiables par morceaux 
reliant z et w. Il nous reste à montrer que d(z, w) = 0 <=> z = w. Si z = w, alors il 
est évident que d(z,w) = 0. Réciproquement, nous allons montrer que si z ^ w, alors 
d(z, w) > 0. Considérons un disque ouvert centré en z et de rayon r > 0 que l'on note 
par D(z,r) C Q. Par continuité, on peut supposer que X(z) > Ao > 0 pour tous les 
points appartenant, à D(z,r). Supposons aussi que w 0 D(z,r). Pour toute courbe 7, 
on a que X(z) > A0 sur une section 7 de 7 dont la longueur est au moins r. Ainsi, 
d(z,w) = inf ]'X(z)\dz\ > LX(z)\dz\ > X0r > 0. D 



Chapitre 2. La géométrie hyperbolique dans le modèle du disque de Poincaré 10 

2.2 Le modèle du disque de Poincaré 

Nous allons noter par D := {z G C : \z\ < 1} le modèle du disque de Poincaré. Il 
s'agit donc du disque unité ouvert dans C. 

Définition 2.2.1. Soient z,w G D. Alors, la métrique hyperbolique p dans D est 
définie par : 

. y 2|dz| 
PU, tu) = int / r-rr, 

T A i - l2l 
où l'infinmrn est pris sur toutes les courbes 7 continûment différentiables par morceaux 
joignant le point z au point w. 

La métrique hyperbolique est donc définie en utilisant la fonction de densité X(z) = 
2 / (1 — \z\'2). Nous noterons le modèle du disque de Poincaré et sa métrique hyperbo
lique correspondante par (D,p). Observons qu'il s'agit bien d'une métrique, d'après la 
proposition 2.1.1. 

2.3 Les automorphismes de D 

Définition 2.3.1. Une application f : Çl —> fi qui est bijective d'un domaine fi C C 
dans lui-même et qui est analytique dans fi est appelée un automorphisme de il.. 

Par exemple, les transformations de Môbius sont des automorphismes de la sphère 
de Riemann Coo. 

R e m a r q u e 2 .3 .1 . Il est aisé de voir que les automorphismes forment un groupe avec la 
composition comme opération. En effet, la composition de deux automorphismes est un 
automorphisme. De même, l'inverse d'un automorphisme est aussi un automorphisme. 

Nous allons procéder plus spécifiquement à l'étude des automorphismes du disque 
unité D. Il s'agit d'une classe importante de fonctions, car, comme on le verra plus loin, 
ce sont des isométries dans (D,p). 

Tout d'abord voici un résultat classique de l'analyse complexe qui nous sera utile. 
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Lemme de Schwarz. Soit f une fonction analytique pour \z\ < 1. Supposons que 
| / (2 ) | < 1 pour tout \z\ < 1 et que /(O) = 0. Alors, 

| / (2 ) | < \z\, V | 2 | < 1 (2.1) 
| / ' ( 0 ) | < 1 . (2.2) 

77 y a égalité dans (2.1) et (2.2) si et seulement si f(z) = ellfz, où 0 < tp < 2rr. 

Proposit ion 2.3.1. Soit g un automorphisrne de D tel que, //(()) = 0. Alors, 

g(z) = e*z, 

pour un <p G [0, 27r]. 

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Schwarz pour montrer la proposition. 
En effet, on peut appliquer le lemme à g et on obtient ainsi que 1,7(2)| < \z\ ])our z G D. 
De même, en appliquant le lemme à g~} on obtient que |<jT '(w;)| < \w\. En prenant 
w = g(z), on a que \z\ < \g(z)\. Ainsi, \g(z)\ = \z\. Toujours selon le lemme de Schwarz, 
comme on a égalité, cela implique que g(z) = el(pz, pour un ip G [0,27r]. D 

Théorème 2.3.1. Les automorphismes de D sont les fonctions f : D) —► D de Informe : 

m = e^^-4-, (2.3) 
1 — az 

où \a\ < 1 et 0 < (p < 2-K. 

Démonstration. Posons 9(2) = (2 — a ) / ( l — âz) . Comme 7 est une transformation de 
Môbius, alors elle est en particulier un automorphisrne de C et elle préserve les cercles 
généralisés. Comme 

| e i e - a | = | e - i f l - â | = | l - â e i e | 

pour 0 < 0 < 2-7T, on voit que \f)(z)\ = 1 pour z = e . Ainsi, r/ envoie le cercle unité 
dans lui-même. Aussi, puisque g(a) = 0, alors g envoie; D dans lui-même. Ainsi g est 
bien un automorphisrne du disque unité et par le fait même / également. 
Réciproquement, supposons que h est un automorphisrne de D. Posons a = //ra(0). 
Alors, h o ç - 1 est un automorphisrne de D et (h o g ')(()) = 0. Par la proposition 
précédente, (hog~l)(z) = el{pz pour un tp G [0, 27r]. Ainsi, on obtient que h(z) = clvg(z) 
et h est bien de la forme! (2.3). D 

Maintenant que les automorphismes de D sont connus, nous pouvons montrer une 
version plus forte du lemme de Schwarz. Il s'agit du lemme de Pick. 
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Lemme de Pick. Soitf(z) une fonction analytique qui satisfait \f(z)\ < 1 pour \z\ < 1. 
Alors on a : 

1 — |zp 

// y/ a égalité dans (2.4) si et seulement si f est un automorphisme de 

(2.4) 

Démonstration. Pour montrer le lemme, nous allons tout d'abord déterminer des a u t o 
morphiines de KD qui permettront d'utiliser le lemme de Schwarz. Voici comment nous 
allons procéder. 
Fixons ZQ G D et posons wQ = f(zo). Soit g et h des autornorphismes du disque unité 
qui envoient respectivement 0 vers zç, et WQ vers 0 (voir le diagramme qui suit). 

h o / o g 

Explicitement, g et h seront définis de la façon suivante : 

W — WQ 
g(z) 

^0 
1 + z0z ' h(w) 

1 — WQW 

Ainsi, h o f o g envoie 0 vers 0. 
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En utilisant la règle de dérivation en chaîne et (2.2), on a : 

\(hofog)'(0)\ = \h'(wQ)f'(zQ)g'(0)\<l. (2.5) 

Ainsi, \f'(zo)\ <l/\g'(0)h'(w0)\. Comme g'(z) = (1 - \z0\2) /(1 - z^z)2 et que h'(w) = 
(1 — \w0\2) / ( l — WQW)2 , en substituant g'(0) = 1 — |z0 |2 et h'(w()) = 1 / ( 1 — \w0\2), nous 
obtenons : 

|y (2())l - 1—i7^~-
1 — lzo| 

Comme zo est arbitraire, alors (2.4) est vrai pour tout \z\ < 1. Si / est un automor-
phisme du disque unité, alors fi,o fog ost aussi un automorphisme. D'après la proposition 
2.3.1, ho fog est une rotation. Il y aura ainsi égalité dans (2.5) et conséquemment dans 
(2.4). 
Réciproquement, s'il y a égalité dans (2.4) on aura que \(h o / o .(/)'(0)| = 1. D'après 
la proposition 2.3.1, // o f o g(z) = el0z pour 0 < 0 < 2n et ainsi il s'agit d'un auto
morphisme. En composant par /?r' à gauche et par çT1 à droite, on a que / est un 
automorphisme du disque unité. □ 

Lorsqu'on s'intéresse à la géométrie d'un espace, une classe de fonctions particulières 
joue un rôle d'une grande importance : les isométries. Il s'agit bien sûr de fonctions qui 
préservent les distances au sens de la métrique définie dans l'espace. Dans le cas du 
modèle du disque de Poincaré, nous allons montrer que les autornorphismes de O sont 
en fait des isométries dans (D,p). 

T h é o r è m e 2.3.2. Soient f un automorphisme de D et 7 une courbe continûment dif-
férentiable par morceaux. Alors, 

£(7) = £ ( / ( 7 ) ) -

Démonstration. Posons w = f(z). D'après le lemme de Pick, il y a égalité dans (2.4). 
Cette dernière peut s'écrire comme suit : 

1 - \w\2 d w 
d 

Sous forme différentielle on obtient : 

\dw\ 

I 12 ' 

1 - H 2 i - | . z | 2 

Finalement, 

(2.6) 

2|dw| /' 2\dz\ 
2 = M ' r ; -£ ( / ' ( ^ ) ) = : / T ^ k = TTn7i2 - Un fo-y * - M -h l 
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Remarquons que dans la preuve on a établi le fait que \dz\ / ( l -- \z\2) est invariant 
sous les automorphismes de B. 

2.4 Les géodésiques du disque de Poincaré 

Nous avons établi dans les précédentes sections que pour évaluer la distance entre 
deux points, z et w disons, il faut considérer toutes les courbes continûment différen-
tiables par morceaux reliant z et w et prendre l'infimuin de la longueur de ces courbes. 
Il est donc naturel de se demander s'il existe une catégorie de courbes spécifiques qui 
possède la propriété qu'une unique courbe appartenant à celle-ci reliant les points z 
et w est telle que sa longueur mesurée entre ces points correspond exactement à la dis
tance entre z et w. Il serait remarquable d'avoir cette classe de courbes puisqu'il serait 
aisé de mesurer la distance entre n'importe quels points. En effet, il suffirait d'évaluer 
la longueur de l'unique courbe appartenant à cette classe passant par ces points. 

En faisant l'étude de la géométrie euclidienne, il appert très rapidement que les 
courbes dont la longueur correspond à la distance entre (Unix points sont les segments 
de droite reliant ces points. Formulé autrement, on peut dire que le chemin le plus 
court entre deux points est la ligne droite. On peut appliquer ces concepts au cas du 
modèle du disque de Poincaré et s'intéresser aux courbes dont la longueur correspond à 
la distance entre deux points. On appellera ce type particulier de courbes les géodésiques 
hyperboliques de (B>,p). Plus généralement, nous avons la définition suivante. 

Définition 2.4.1. Une géodésique est une courbe 7 continûment différentiable par 
morceaux dont la longueur mesurée entre deux points correspond à la distance entre 
ces points. Les géodésiques dans le modèle du disque de Poincaré sont appelées les 
géodésiques hyperboliques ou les lignes hyperboliques. 

T h é o r è m e 2.4.1. Les géodésiques hyperboliques de (D, p) sont les cercles orthogonaux 
au cercle unité dH> et les diamètres de P . 

Démonstration. Soient z,w G D. Nous allons montrer qu'il existe; une unique courbe 
reliant z et w telle que la, longueur mesurée entre les points correspond à la distance 
hyperbolique entre ces deux points. Considérons g, un automorphisme de EU tel que 
g('in) = 0 et g(z) = \z\. Comme g préserve la distance hyperbolique et envoie les cercles 
orthogonaux au cercle* unité vers des cercles orthogonaux au cercle unité, il est suffisant 
de montrer que le segment de droite qui relie 0 et \z\ est l'unique courbe de longueur 
minimale entre 0 et \z\. Comme le segment de droite; est situé sur un diamètre, on 
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aura ainsi montré que ces derniers sont des géodésiques et plus généralement les cercles 
orthogonaux au cercle unité. En effet, les diamètres peuvent être vus comme étant des 
cercles orthogonaux au cercle unité et passant par l'infini. 
Soit j(t) = x(t) +iy(t),Q < t < 1 une courbe continûment différentiable par morceaux 
dans D telle que 7 (0) = 0 et 7 (1) = \z\. Alors, ot(t) = 5R(7(/,)) = x(t), où $l(j{t)) est la 
partie réelle de 7(£), définit une courbe dans D reliant 0 à \z\ le long de l'axe réel. Ainsi, 

f 2\dz\ /'' 2\x'(l)\dt Z'1 2\x'{t)\dt fl 2\j(t)\dt r 2\dz\ 

Si ;//(/) 7̂  0 pour un t quelconque, alors | 7 ( i ) | > |x(i)| et l'inégalité précédente est 
stricte. Dans ce cas, la longueur de la courbe a est strictement plus petite que celle 
de 7 . De plus, si a est décroissante; sur un intervalle quelconque, alors on peut réduire 
l'intégrale en enlevant les intervalles où a commence et se termine au même point. On 
peut donc conclure que la courbe qui va minimiser l'intégrale est la courbe 7 qui est 
réelle et non-décroissante;. Dans ce cas, l'unique courbe obtenue est le segment de droite 
reliant 0 à \z\. □ 

La figure; 2.1 illustre1 un exemple ele; quelques géodésiques élans le; modèle élu eliseiue> 
ele Poincaré. 

FlG. 2.1 - Les géodésiques de D 

R e m a r q u e 2 .4 .1 . Si / est un automorphisme ele; ED et si 7 est la géodésique hyperbo
lique reliant les points ZQ et z\, alors / o 7 est la géodésique hyperbolique reliant le>s points 
f(zo) et / (~ i ) . Ainsi, les automorphismes préservent les géodésiques hyperboliques. 

Les géodésiques ele; (D, /;) possèdent une propriété importante; qui concerne l'inégalité 
triangulaire. 
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Proposit ion 2.4.1. Soient z,w € B> et 7 la qéodésique hyperbolique passant par z 
et w. Alors on a : 

p(z,w) = p{z,v) + p(v,w), 

pour tout v appartenant à 7 et situé entre z et w. 

Démonstration. Si on note par 71, 72 et73 les segments géodésiques hyperboliques situés 
respectivement entre z et v, v et w ainsi que z et w. Il est clair que 

Ainsi, comme1 

p(z, v) 

2\dz\ 

71 

2\dz\ 
1 - \z\ 

2\dz\ 

et que p(v, w) 

2\dz\ 

72 

2\dz\ 
1 - \z 2 ' 

r|2 ' / 1 _ U I2 / 1 _ U I2 / I _ | , | 2 ' 
2\dz 

il est clair que p(z, w) = p(z, v) + p(v, w). I I 

2.5 Quelques formules pour la métr ique hyperbo
lique dans D 

Théorème 2.5.1. Soit p la métrique hyperbolique définie préeédernment et z,w G D. 
Alors on a : 

/. p[z,w) = log 

2. tanh -p(z , '">) = 

3. cosh -p{z, w) = 

: — w 
1 — wz 

|1 — 2ÏÏ7|2 

(1 - |z|2)(l - H 2 ) 

2 — W 2 
4. sinh2 -p(z, w) = T 

2 ( 1 -■ | zp ) ( 1 - \w\ ) 

Démonstration. Nous allons démontrer la première formule. Fixons z,w G D. Suppo
sons que io = 0. Considérons une rotation g telle que g(z) G R. En fait, g(z) — \z\. 
Comme g est un automorphisme, alors il préserve la distance hyperbolique : p{z. w) = 
p(g(z), g(w)) = p(\z\,ti) = p(0, \z\). D'après la section précédente, comme 0 et \z\ sont 
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situés sur un diamètre de D, alors la géodésique reliant le point 0 et \z\ est définie par 
la courbe ^(t) = \z\t, où 0 < t < 1. Ainsi, on a que 

rfO,W)-£(7) '"2M')I* 

= log 

o ! - MOI2 

i + h" 
1 - Ul 

De façon générale, si on prend deux points quelconques z, w G D et si on considère 
Pautomorphisme g(z) = e'°(z — w) / ( l — wz), où 6 G [0,27r] et telle que g(z) — |<7(.z)|, 
alors on a 

p(z,w) = p(g(0),g(z)) = p(0,\g(z)\) = l o g f 1 + | g ^ | 

/ 11— wz \ + \z — w\ 
= log jt r rn j 1 

ce qui est bien la, formule (1). Les autres formules se démontrent à partir de (1), car 
elles sont toutes équivalentes à cette dernière. □ 

Remarque 2.5.1. La formule (1) permet de voir que p(0,z) —> oo lorsque \z\ —* 1. 
Ainsi, les points appartenant à, la frontière de D sont situés à l'infini dans le modèle du 
disque de Poincaré. 

2.6 Lerame de Schwarz—Pick 

Le lemme qui suit permet de donner une condition nécessaire pour l'existence d'une 
fonction analytique du disque unité dans lui-même. En effet, il faut que la fonction soit 
une contraction au sens de la métrique hyperbolique. 

Lemme de Schwarz-Pick. Soient f : D —» D une fonction analytique et 21,22 G 
^, z\ 7̂  z-2- Alors on a : 

p(f(z,)J(z2))<p(zl,z2). (2.7) 

// y a égalité dans (2.7) si et seulement si f est un automorphisme de D. 

Démonstration. Soit 7 la géodésique hyperbolique reliant z\ et z2. On a que / o 7 est 
une courbe reliant les points ]{z\) et f(z2)- Posons w = f(z). Le lemme de Pick et la 
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définition de la métrique hyperbolique entraînent (pie 

2|dw| f 2\f'(z)\\dz\ 
p(f(z1),f(z2)) < 

fo^y . L I J | ./ 7 1 - \w\2 L 1 - \f(z)\> 
■ 2\dz\ 

■h l ~ \z\ 

L'égalité tient dans (2.7) si et seulement si / est un automorphisme de D. En effet, 
ceci découle directement du lemme de Pick et de la préservation des géodésiques par les 
automorphismes. I I 

2.7 Propriété de complétude du modèle du disque 
de Poincaré 

Dans cette section nous présentons une propriété importante! du modèle du disque 
de Poincaré (B, p) : sa complétude. Rappelons qu'un espace; métrique où toute suite de 
Cauchy converge est appelé un espace complet. 

T h é o r è m e 2 .7 .1 . Le modèle du disque de Poincaré (D,p) est un espace complet. 

Démonstration. Nous avons clairement que (D, p) est un espace métrique d'après la 
proposition 2.1.1. Il nous reste à, montrer la complétude. Soit {zn)n>\ C P une suite 
de Cauchy. En particulier (-z„)„>i est une suite de points (huis le disque unité fermé. 
Cela implique qu'il existe une sous-suite (znk) qui converge selon la métrique euclidienne 
dans B vers un point a. Si a G <9B, alors par la formule (1) du théorème 2.4.1 on a 
que p(0, znk) —» oo. Fixons / V G N tel que p{zn, zm) < 1 pour n,m > /V. Par l'inégalité 
t r iangulaire on obt ient (>((), z„k) < p(i),zN) + p(zN,zUk) < p((),zN) + 1. Il suit que la 
suite (p(0, zUk)) est bornée et que rv G D. La formule 

p{znk,(\) = log Tl-k I ' I "-fc I 

11 - OLZnk | 

implique que p(a,znk) -^ 0. Ainsi, la, suite de Cauchy (zn)n>\ possède une sous-suite 
convergente, donc la suite entière converge selon la métrique hyperbolique vers le même 
point. □ 

2.8 Le modèle du demi-plan supérieur 

Nous allons terminer le chapitre 2 avec un deuxième modèle du plan hyperbolique 
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Définition 2.8.1. Le modèle du demi-plan supérieur, noté M, est l'espace défini de la 
manière suivante : 

M := {z E C : 'Ù(z) > 0}, 

où ^(z) représente la partie imaginaire de z. 

Il est possible d'obtenir une métrique sur M. à partir de celle; du modèle du disque 
de Poincaré (D, p). En effet, l'application 

z + 1 
f(z) =%-, 

1 — z 
est une bijectiou holomorphe entre D et H. Grâce à cette transformation conforme, il 
est aisé d'obtenir une métrique sur le demi-plan supérieur. Mais avant, voici un résultat 
général qui s'applique à des domaines quelconques. 

Soient / : Vt\ —» $22, une transformation conforme entre deux domaines i\\S1-i C C 
et A(.x) une densité sur Vt\. On a : 

hm : : = ./ (x)\. 
v—x \y - x\ 

Comme / est holomorphe et est une bijectiou entre les domaines Qi , i i a , cette dernière 
limite existe et |/'(.'';)l -/ 0 pour tous les x e Qi. De cette façon f̂  hérite d'une 
densité a où 

En utilisant la densité <r, il d<;vient possible d'obtenir une métrique p sur ih-

En considérant le cas particulier où it\ — D et il2 = H et en utilisant ip(z) : D —> I 
définie précédemment avec X(z) = 2 / ( 1 - \z\2), on obtient, en posant <p{z) = w, que 

X(z) \l-z\2 

a(w) 
\<p'(z)\ " 1 - \z\2 

1 

\S[W) 

Ceci nous permet donc de définir une métrique pu dans M en utilisant la, densité A(z) = 
L/9(*) . 

Définition 2.8.2. Soient z,w G H. ^4/ors la métrique hyperbolique pu esi définie par : 

PB = inf / ^ r T , 
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où l'infimum est pris sur toutes les courbes 7 continûment différentiables par morceaux 
joignant le point z au point w. 

À partir de maintenant nous noterons par p la métrique hyperbolique dans D ou M 
en spécifiant lorsque le contexte n'est pas clair. Nous noterons également par (H,/;) le 
modèle du demi-plan supérieur avec la métrique hyperbolique. 

En vertu de la formule du changement de variable;, la définition précédente en
traîne que la transformation conforme '.f(z) = i(z + 1) / ( l — z) est une isométrie de D 
sur H. Comme pour le cas du modèle du disque de Poincaré, on peut s'intéresser aux 
géodésiques de H. Celles-ci seront obtenues à partir de celles de ES en utilisant ip. De 
cette façon on voit que, en fait, les géodésiques de M. sont les demi-droites orthogonales 
à l'axe réel et les demi-cercles orthogonaux à l'axe réel, puisque par ip les angles de 
même que la distance sont préservés (voir figure 2.2). 

FlG. 2.2 - Les géodésiques de MI 

Finalement, nous terminerons cette section avec un vade-mecum de quelques foi-
mules utiles qui permettent d'évaluer explicitement la distance hyperbolique dans H. 

T h é o r è m e 2 .8 .1 . Soient p la métrique hyperbolique dans M et z,w G H. Alors, on a : 
\z-w\ + \z-w\ 

1. p{z,w) = log 

2. tanh -p(z, w) = 
- 1 

S. cosh -p(z, w) 

4. sinh2-/;(,?,*«>) 

\z — w\ - ■ \z — w\ 
z — w 
z — w J 

= 
\z — w\2 

= 4S(z)9(w) ' 
\z — w\2 

A'ù{z)%w) ' 

11 est certain que le fait d'avoir maintenant deux modèles de géométrie hyperbolique 
à notre disposition offre la possibilité de démontrer plus aisément certains résultats 
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dans l'un des modèles et de retrouver son équivalent dans l'autre par la transformation 
conforme ip. îl est donc avantageux de bien connaître; les modèles du disque de Poincaré 
et du demi-plan supérieur afin de passer de l'un à l'autre lorsqu'on souhaite démontrer 
certaines propriétés. 



Chapitre 3 

Un lemme de Schwarz—Pick à trois 
points 

Dans ce troisième chapitre, nous allons voir comment il est possible d'utiliser conjoin
tement la théorie des fonctions d'une variable complexe et la géométrie hyperbolique en 
exploitant leurs puissantes ressources afin d'obtenir une version du lemme de Schwarz-
Pick non plus à deux, mais à trois points. Ce travail fut amorcé d'abord par Alan F. 
Beardon et David Minda dans [5] où ils développèrent ces idées les premiers. D'ailleurs, 
tous les résultats présents dans ce chapitre sont dus à Beardon et Minda. Nous verrons 
aussi de (nielle façon on peut appliquer ces nouveaux outils à des résultats de l'analyse 
complexe. Il s'agit des lemmes de Julia et de Rogosinski. Finalement, nous étudierons 
le problème classique, de. Ne.vanlinna Pick. En effet, les lemmes de Schwarz-Pick à deux 
et trois points fournissent des solutions simples et géométriques à ce problème pour les 
cas n = 2 et n — 3. 

3.1 Le quotient de la différence hyperbolique 

Nous avons vu grâce au théorème 2.5.1 quelques formules permettant d'évaluer la 
distance hyperbolique; dans D. Par exemple, pour z, w G B, on a que 

|1 - wz\ + \z - w 
p{z,w) = log 

I — wz\ -

Défini t ion 3 .1 .1 . Soient z,w 6 D. Alors, on définit la distance pseudo-hyperbolique, 
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que Von note p(z,w), par 
z — w 

p{z, w) := — 
1 — UJ2 

Défini t ion 3.1.2. Soient z,w G H>. La distance pseudo-hyperbolique complexe [z, w] 
est définie par 

z-w 
[z,w\ := — . 

1 — IOZ 

Remarquons que si on fixe w et que l'on considère l'application 2 H-> [z, tu], alors on a 
un automorphisme du disque unité. Ainsi la quantité [z, w] peut être vue à la fois comme 
un nombre complexe et un automorphisme. De plus, comme [z, w] est une fonction 
holomorphe pour w fixé, si on fait le quotient de telles quantités, alors on obtiendra 
une fonction méromorphe en z. Ainsi, la distance pseudo-hyperbolique complexe peut 
être utilisée pour établir un lien entre la métrique hyperbolique et les quotients de 
fonctions holomorphes. Ceci est fondamental et permettra à cette distance de jouer un 
rôle primordial pour l'obtention d'une version du lemme de Schwarz-Pick à trois points. 

Il existe une relation très étroite entre les quantités que nous avons définies précédem
ment car, d'après le théorème 2.5.1, il suit que 

[z, 'ii>] = p(z, w) = tanh -p(z, w). (3-1) 

Nous allons maintenant présenter quelques propriétés de la distance pseudo-hyperbo
lique complexe1. Tout d'abord, il est aisé de voir que puisque p{0,z) — \z\, alors 

p(z, w) = p(0, [z, w}) et p(z, w) = p(0, [z, w}). (3.2) 

De plus, pour a, (5 G D tels que \a\ < |/?|, on a : 

puis(|ii(! les d(!ux côtés d<< l'égalité sont égaux à \a\ 

Nous avons également que 

[z,w} = eie[w,z}oùeier 
1 — wz 

Cette dernière égalité nous permet de tirer la conclusion suivante : 

\[z,w}\ = \ [ w , z } \ . (3.4) 
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En utilisant ce qui précède et (3.1), on peut affirmer que 

p(0,[z,w])=p(0,[w,z}), 

même si en général [z,w] ^ [w, z\. 

11 est désormais possible de faire un grand pas vers la théorie des fonctions d'une 
variable complexe en utilisant la distance pseudo-hyperbolique complexe pour définir le 
quotient de la différence hyperbolique. 

Définition 3.1.3. Soient f : D —> D une fonction holomorphc et z,w G D. Alors on 
définit le quotient de la différence hyperbolique, noté f*(z, w), de la manière suivante : 

f mm „̂ ,„, 
r(z,w)-=\ lZ,'"l-\wf (3-5) 

1 / , WTH7WF '"-* = '"' 
La proposition qui suit illustre une propriété importante du quotient de la différence 

hyperbolique. 

Proposit ion 3.1.1. Soient f : D —> D une fonction holomorphc et z,w G D. Alors, 

\r(z,w)\<l. (3.6) 

De plus il y a égalité dans (S. 6) si et seulement si f est un automorphisme de D. 

Démonstration. Pour le cas z = w, il suit, d'après le lemme de Pick, que 

f*(w,w)\ . / » -
\w\2 

< 1 
i - |/Hp 

et il y a, égalité si et seulement si / est un automorphisme de D. 

Pour z ^ w, en utilisant les définitions précédentes on obtient : 

.1 {Z,U>)\ = -. r . 
p(z,w) 

On a également que 
p(f(z),f{w))<p(z,w), 

d'après le lemme de Schwarz-Pick. Puisque p(z, w) = tanh ^/J(Z, (/;) et comme la fonction 
x i—> tanh(x) est croissante, alors 

p(f(z)J(w))<p(z,w). 

Donc, \f*(z,w)\ < 1 et il y a égalité si et seulement si / est un automorphisme, selon 
le lemme de Schwarz Pick. D 
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La conclusion de la proposition 3.1.1 peut s'écrire de la façon suivante 

/(*) - / H 
fHf(z) 

7. - W 
< < 1- - wz 

Il s'agit d'une inégalité que l'on retrouve fréquemment dans la littérature, par 
exemple dans [9], p. 2. De plus, d'après (3.4) et (3.5) il est clair que \f*(z, w)\ = 
\f*(w, z)\, à la suite duquel nous avons le résultat qui suit : 

p(0,r(z,w)) = p(0,f*(w,z)). (3.7) 

La définition 3. 1.3 est d'une grande importance! dans le sens où l'application f*(z, w) 
permet de définir la notion de; dérivée hyperbolique d'une fonction holomorphe / : 
D —> D. En effet, f*(z,w) est l'équivalent hyperbolique du quotient de la différence 
euclidienne (f(z) — f(w))/(z — w). 

Définition 3.1.4. Soient f : D —» D une fonetion holomorphe et w G 
hyperbolique de f en w, que l'on note fh(w), est définie par 

[/(z),/(m)] / ' H ( i - H 2 ) f*(w):=f*(w,w) = \im 
\z. w\ 1 - |/H|2 

La dérivée 

À première; vue, il peut être étonnant de définir la, dérivée hyperbolique d'une fonc
tion sans que la métrique; hyperbolique intervienne dans la définition. La proposition 
suivante nous montre, qu'en fait, la deuxième définition hypothétique est, en module, 
équivalente à celle que nous avons donnée. 

P r o p o s i t i o n 3.1.2. Soient f : une fonetion holomorphe et z, w G D. Ahrrs, 

p{z,w)-+Q p[Z, W) 

Démonstration. Tout d'abord, il est facile de voir que 

tanh (|:r) 1 
mu 
a:->0 

lim 
p(z,w) -Il 

Comme p(f(z),f(w)) 

P(f(z)..f(w)) 
p(z, w) 

0 quand p( w 0, il suit que 

lim 
p(z,w)—>0 

lim 
/)(z,U>)—>0 

tanh ±p(f(z), /(-»;)) p(f(z),f{w)) tanh ip( Z , w) 
tanh±p(z.w) tanh r2p(f(z), /(«;)) p(*,tu) 

p ( / H , / H ) tanh 1/9(2, «/) p(f(z)J(w)) 
p{z,w) p{z,w) tsrnh h){f{z)J{w)) 
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l i m \[f(z)J'H}\Unhlp(z,w) p(f(z)J(w)) 
P(Z,W)^Q \[z,w}\ p(z,w) tanh \p(f{z)J(w)) 

| i - | /HI2 l 
= \fhH\. 

11 

3.2 Propriétés du quotient de la différence hyper
bolique 

Nous allons à présent nous attarder à certaines propriétés du quotient de la différence 
hyperbolique. En fixant w, celui-ci devient un paramètre de la fonction z >—> f*(z,w). 
Afin d'étudier de telles fonctions, nous avons besoin de bien connaître l'application 
/ i—» /*, que nous nommerons également opérateur-*. 

Le résultat suivant- découle facilement de la définition du quotient de la. différence 
hyperbolique. 

Dér iva t ion en cha îne . Soient f, g : P —> D des fonctions analytiques. Alors pour 
z.'iv G B, on a : 

( / o 9y(z,w) = r(g(z),g(w))g*(z,w). 

L e m m e 3 .2 .1 . Soient / : D —> D une jonction holomorphe niais qui n'est 'pas un 
automorphisme de D et z, w G D. Considérons également des automorphism.es T et S 
du disque unité. Alors, 

\(SofoTy(z,w)\ = \f*(T(z),T(w))\. 

En particulier, la dérivée hyperbolique est invariante dans le sens où 

\(Sofor)"(z)\ = \f"(T(z))\. 

Démonstration. La preuve est évidente en utilisant la règle de dérivation en chaîne et 
le fait que si T est un automorphisme de B, alors \T*(z, w)\ = 1, d'après la proposition 
3.1.1. I I 

Pour ce qui va suivre, nous aurons besoin de la définition d'un 'produit de Blaschke. 

automorphism.es
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Défini t ion 3 .2 .1 . Un produit de Blaschke fini est une fonction B(z) : O —> D de la 
forme 

B(z) = <*f[-^-1 
X ± 1 — Z.jZ 

où \ZJ\ < l et ()<</?< 2n. 

Un produit de Blaschke B possède les propriétés suivantes : 

1. B(z) est analytique pour \z\ < 1 et continue pour \z\ <1 ; 

2. (5(2)1 = 1 pour \z\ = 1; 

3. _C possède un nombre fini de zéros dans D. 

Si une fonction analytique / possède ces trois propriétés, alors / est un produit de 
Blaschke1. En effet, si on définit B(z) comme étant le produit de Blaschke; ayant les 
mêmes zéros que / , alors par le principe du maximum, \f / B\ < 1 et \B / f | < 1 sur D. 
Ainsi, f /B est une constante ele; module un. Donc, f(z) = el9B(z), pour un 0 G |0, 2-7r]. 

Le degré de B correspond au nombre; ele zéros ele; B. Un produit ele Blaschke B de 
degré 0 est une fonction de la forme B(z) = A, où |A| = 1. 

Voici quelques-unes ele;s classes ele; fonctions particulières définies élans D. 

Défini t ion 3.2.2. /. H(B) := {./' : D -> D : ./' analytique dans II»}. 

2. Bn := {/ : / est un produit de Blaschke de degré ri), où n > 0. 

R e m a r q u e 3 .2 .1 . La classe ele; fonctions B[ est la, classe; ele;s automorphismes élu disque 
unité, e]ui rappelons-le, sont des isométries par rapport à la métrique' hyperbolique. 

A l'aide' ele;s définitions précédentes il e;st, possible d'analyser ele; quelles façons l'opé
rateur / H--> /'* agit sur le;s elifférentes classes de fonctions citées élans ht, définition 3.2.2 
et ainsi caractériser complètement la fonction /*. Mais avant nous aurons besoin élu 
lemme ejui suit. 

L e m m e 3.2.2. Soient / : D —> D une fonction analytique, n G N et S un autornor-
phisme. Alors S o / est un produit de Blaschke de degré n si et seulement si f est un 
produit de Blaschke de degré n. 

Démonstration. Supposons que / est un produit ele' Blaschke ele1 ele;gré n. Soit S(z) = 
(z — a,) / ( l — a~z), e>ù a G D. Définissons g(z) = S o f(z). Alors, g possède clairement les 
propriétés (1), (2) éne)ne:e';s précédemment. Par définition, g(z) = (f(z) — a) / ( l — âf(z)) 
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et comme le numérateur et le dénominateur n'ont clairement pas de zéros communs, 
il suit que les zéros de g sont les points qui vont satisfaire f(z) = a. Cette dernière 
équation possède exactement n solutions dans D. En effet, cela découle du principe de 
l'argument : on sait que quand z parcourt 03, J'(z) tourne n fois autour de 0, mais 
comme \f(z)\ = 1 pour z G c©, il suit que f(z) tourne aussi n fois autour de a. Ainsi, 
g possède n zéros, comptés selon leur multiplicité. Donc, g satisfait la propriété (3) 
et on peut conclure que a(z) est un produit de Blaschkc de degré n. Réciproquement 
supposons que Sof est un produit de Blaschke de degré n, où S(z) = (z — a) / ( l — Tiz), 
a G ED. Posons P(z) = S o f(z), alors on a : 

1 + al [z) 

Il suit aisément, d'après la première partie de la démonstration, que / est aussi un 
produit de Blaschkc; de degré n. □ 

Le prochain théorème montre comment l'opérateur-* agit sur différentes classes de 
fonctions. Rappelons que /* : z \—» f*(z,w) est considérée comme une fonction de z 
ayant w comme paramètre. 

T h é o r è m e 3 .2 .1 . Soit w G D. Alors, nous avons les différentes situations suivantes : 

1. Si f G H(B), alors f* G H(3) U B0(D) ; 

2. Si f G Du alors f* G B0(B) ; 

3. f G H(H>) \ /i, si et seulement si f* G H(D) ; 

4- / G Bk+\ si et seulement si f* G Bk, pour k > 0. 

Démonstration. Soit / G H(D). Alors, 

r ( z w) = [Hz),f(w)} = (f(z)-f(w))(l-wz) 
■ ' [z ,H " ( z - « ; ) ( l - / ( t i ; ) / ( z ) ) " 

Il est clair que /* est, holornorphe sur D \ {w}. De la même formule, il suit que 

V z-w J\l-f(w)f(z)J 1 - 1 . / («01 ' 

Puisque la limite existe lorsque z —* w, il est clair que /* est bornée clans un voisinage 
de ce point. D'après le théorème de Riemann sur les singularités enlevables w est une 
singularité enlevable de l'application z i—> f*(z,w) et /* est holornorphe dans D. 
La proposition 3.1.1 implique que |/*(z,-u;)| < 1 avec inégalité stricte si et seulement si 
./' G" B{. Supposons que / G B{ et posons 5(z) = [z,f(w)\. Ainsi, S{f(z)) = [f(z),f(w)] 
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et z H-» [/(z), /('»')] est un automorphisme, d'après le lemme 3.2.2. Comme cette appli
cation s'annule en z = w, on a que 

[f(z),f(w)] = X[z,w], 

où |A| est une constante de module 1 qui ne dépend pas de z, mais de / et w. Ainsi, on 
a que f*(z,w) = A. Ceci prouve les affirmations (1), (2) et, (3). 

Il nous reste maintenant à montrer la quatrième affirmation. Pour a G D, notons 
Tn(z) = (z — a) /(f — Tiz) Alors, pour / donnée et w G D on a : 

î>(.)(/(*)) = r(*,«')T1B(«). 

11 est clair que si /* est un produit de Blaschke de degré k, alors / est un produit de 
Blaschke de degré k + 1, par le lemme 3.2.2. Réciproquement, si / est un produit de 
Blaschke de degré À; + 1, alors Tfiw\(J(z)) est un produit de Blaschke- de même degré 
avec un facteur Tw(z) (puisque '-/'/■(■„,)(./(-)) = 0 lorsque z = tu). Ainsi, /* sera un produit 
de Blaschke de degré k. □ 

Le lemme suivant permet d'examiner en détail le cas particulier où / est un produit 
de Blaschke de degré 2. 

L e m m e 3.2.3. Soit f : D —> D une [onction analytique. Alors, les énoncés suivants 
sont équivalents. 

./. z i—> f*(z,w) est un automorphisme de D ; 

2. f est un produit de Blaschke de degré 2; 

3. il existe des automorphismes S cl 'F de D tels que S o f o T(z) = z2. 

Esquisse de démonstration. L'équivalence de (1) et (2) découle directement du théorème 
3.2.1. On a aussi que (3) implique (2) par le lemme 3.2.2. Supposons que (2) est vrai. 
Comme / est un produit de Blaschke de degré 2, alors / est en particulier une fonction 
rationnelle! de la, forme P /Q, où P et Q sont soit respectivement, des polynômes de 
degré 2 ou bien P est de degré 2 et Q de degré 0, dans le cas où f(z) = Xz2, |A| = 1. 
De cette façon, il apparaît clairement, que / possède exactement deux points critiques 
dans CQO, en tenant compte de la multiplicité. À l'aide d'un calcul direct, on constate 
que ZQ est un point critique de / si et, seulement si 1 /~ZQ est aussi un point critique 
de / . Aussi, le calcul montre que /' possède un point critique dans D. Soit c, le point, 
critique de / appartenant à D et considérons deux automorphismes S et P, tels que 
T(0) = c et S(f(c)) = 0. Alors, SofoT est un produit, de Blaschke de degré 2, d'après 
le lemme 3.2.2. De plus, ce produit de Blaschke; possède un zéro double à l'origine et 
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cela implique qu'il est de la forme el° z2, où 0 < 9 < 2ix. En attribuant le facteur el° à 
l'automorphisme S, on obtient que S o f o T(z) = z'2. O 

Le lemme 3.2.3 montre que si / est un produit de Blaschke de degré 2, alors pour 
z, w, Î J G D : 

p(f*(z,v),r(w,v)) = p(z,w). 

Le précédent lemme implique également, que tout produit de Blaschke / de degré 2 
possède un unique point critique c G HD. Grâce à ce point, on peut définir une unique 
rotation hyperbolique d'ordre deux (d'angle n) par rapport à c. Nous allons noter cette 
rotation par Rj. Nous verrons plus loin le rôle important de cette application dans 
l'étude de certaines variations du lemme de Schwarz-Pick à trois points. 

De façon générale, pour un point quelconque a G B, on note la rotation hyper
bolique d'ordre deux par rapport au point a par z i—> ra(z). Il s'agit d'une isométrie 
hyperbolique, donc d'un automorphisme. En utilisant (3.1), on trouve que 

|[r0(«),o]| = \[z,a]\. 

D'après le théorème 3.2.1 (2), il s'ensuit que 

[ra(z),a} = ei0[z,a], 

où 6 G [0,27r]. 

Comme ra(ra(z)) = z, on a : 

[ra(ra(z)),ra(a)] = [z,a] = e»[ra(z),a] 
= e2ie[z,a). 

Ceci entraîne que el° = — 1. Ainsi, on a l'égalité suivante : 

[ra(z),a] = -[z,a\. 

En faisant les calculs, on obtient : 

2(1 + \a\2) - 2a 
ra(z) 

2âz- (1 + \a\2)' 

Dans le modèle du disque de Poincaré, le, lieu des points C — {z € D : p(z,a) = r) 
où a € D et r est un nombre réel positif est appelé un cercle hyperbolique. Il n'est 
pas très difficile de montrer qu'un cercle hyperbolique est en fait un cercle euclidien. 
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Supposons d'abord que C est un cercle hyperbolique de centre 0 et de rayon r > 0. 
Alors, les points satisfont p(z,0) = r pour tout z G C. En utilisant le théorème 2.5.1, il 
suit que les points de C satisfont également l'égalité suivante1 : 

er - 1 
|z| _ er + r 

Ainsi, C est bien un cercle euclidien. Pour un cercle hyperbolique; de centre a G D 
quelconque et de rayon r > 0, on peut se; ramener au cas précédent en utilisant un 
automorphisme T tel que T(a) = 0. Ainsi, l'image du cercle hyperbolique par T est 
un cercle euclidien. Comme les automorphismes du disque unité préservent les cercles 
(euclidiens), alors on peut conclure qu'un cercle hyperbolique est en fait un cercle eu
clidien. 

Si on considère; une rotation ra d'ordre deux, cette» application fait en sorte; qu'un 
cercle hyperbolique C centré en a subit une rotation d'angle; n. 

Le lemme qui suit illustre; bien l'importance ele la rotation hyperbolique Rj. 

Lemme 3.2.4. Soit f un produit de Blaschke de degré 2. Alors, f{z\) = f{z<i) si et 
seulement si z\ = z<i ou z\ = Rjfa). En particulier, f*(Rj(w), w) = 0 pour tout w E D. 

Démonstration. Comme / est un produit ele; Blaschke; ele; degré 2, alors d'après k> k;mme; 
3.2.3, il existe des automorphismes S et T élu disque unité, tels que S o f o T = F, e)ù 
F(z) = z2. En utilisant la règle ele dérivation en chaîne et le fait eme; le;s automorphismes 
S et T n'ont pas ele points critiques dans O, e)ii a, que / ' (T(0)) = 0. Donc 7'(0) est un 
point critique de / . Cela implique que Rj = 7'o RF oT~ ', puis que le; membre de droite 
est une rotation d'ordre deux ejui fixe T(0). Il est clair (juc F(z[) = E{z'2) si et seulement 
si z\ = z'2 ou z\ = —z'2 — Rp(z'2), car R^ est une; rotation de; centre 0 et d'angle 7r. Cela 
montre le premier résultat. Pour le; second, d'après le théorème; 3.2.1, z i—» f*(z,w) est 
un automorphisme; ele; ED. D'après la première partie;, on a que f(w) = f(Rj(w)). Ainsi, 
f*(Rj(w),w) = 0, e-e qui montre; le; eleuxième résultat. I l 

Nous allons terminer cette section avec un dernier lemme qui concerne l'opérateur-* 
ainsi enu; les automorphismes élu disque unité. Il s'agit élu premier résultai ejue; nous 
rencontrons qui fait intervenir trois points. 

L e m m e 3.2.5. Soient f : ED > ID> une fonction holomorphe qui n'est pas un auto
morphisme, S et T des automorphismes du disque unité. Alors, pour z.w.v G P , on 
a, : 

pt{S o / o TY(z, v): (S o / o T)*(w, v)) = p(r(T(z),T(v)), r(T(w),T(v))). 
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Démonstration. En utilisant la règle de dérivation en chaîne, on obtient : 

(Sofa T)*(z, v) = S*(f(T(z)), f(T(v)))(f o ry(z, v). 

D'après le théorème 3.2.1, S*(f(T(z)),f(T(v))) = A, où A est une constante1 de 
module 1 qui ne dépend pas de z. Aussi, de la même manière, on a que (SofoT)*(w, v) = 
^ ( / ( T ( t i O ) , / ( T ( t ; ) ) ) ( / o T ) > , t / ) et S*(f(T(w)),f(T(v))) s A. 

On déduit que 

p((S o / o T)*(z, v), (S o f o T)*(w, v)) = P(\(f o T)*(z, v), A(/ o TY(w, v)) 

= p((foTy(z,v),(foT)*(w,v)), 

car l'application z t—> Xz est un automorphisme de D, donc une isométrie liypcirbolique. 
Aussi, 

(f oT)*(z,v) = f*(T(z),T(v))T*(z,v), 

où T*(z, v) est une constante de module 1 qui ne dépend pas de z. En procédant de la 
même façon pour ( / o T)(w,v), on obtient : 

p((foTy(z,v),(foTY(w,v)) = p(r(T(z),T(v)),r(T(w),T(v))), 

ce qui termine la preuve. I I 

3.3 Un lemme de Schwarz—Pick à trois points 

Il est maintenant possible, grâ,ce au quotient de la différence hyperbolique et des 
résultats qui précèdent, de donner une nouvelle version du lemme de Schwarz-Pick 
classique. 

Théorème 3.3.1 (Lemme de Schwarz—Pick à trois points) . Soient J' : D —> D 
une fonction analytique qui n'est pas un automorphisme et Z\,Z2, z% G D. Alors, 

p(r(z1,z3),r(z2,z3))<p(zï,z2). (3.8) 

// y a égalité dans ('S.S) si et seulement si J est un produit de Blaschke de degré 2. 

Démonstration. Considérons /* : z \—> f*(z,Zz) une fonction analytique en z ayant 
comme paramètre 23. Comme / n'est pas un automorphisme, alors /'* G 7i(3). Ainsi on 
peut appliquer le lemme de Schwarz Pick avec Z\, z-^. Finalement, il y aura égalité dans 
(3.8) si et seulement si /* est un automorphisme, c'est-à-dire, un produit de Blaschke 
de degré 1. Ce sera le cas si et seulement si / est un produit de Blaschke de degré 2, 
d'après le théorème 3.2.1. Il 
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La preuve de ce résultat est tout-à-fait étonnante puisqu'elle utilise seulement la 
version classique du lemme de Schwarz-Pick. Ceci est d'autant plus possible vu que la 
fonction f*(z, w) est une fonction analytique sous certaines conditions. Ainsi, l'obtention 
d'une version à trois points du lemme est possible grâce à la version à deux points. 

Voici quelques corollaires du théorème 3.3.1 qui sont des variantes du lemme de 
Schwarz-Pick à trois points. 

Corol la i re 3 .3 .1 . Soit f : D —> D une fonction analytique qui n'est pas un automor-
phisme de D. Alors, pour z,v,w € D, on a : 

p(0,r(z,v)) < p{0,r(w,v)) + p(ztw). (3.9) 

L'égalité a lieu dans (3.9) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré 2 et 
z,w, Rf(v) sont situés, dans cet ordre, sur une géodésique hyperbolique. 

Démonstration. En utilisant, l'inégalité triangulaire;, on obtient : 

P(o,r(z,v)) < P(o,r(w,v))+p(r(w,v),r(z,v)) 
< /?((), f*(w, v)) + p(z, w), par le théorème 3.3.1. 

Supposons maintenant qu'on a égalité dans (3.9). Notons par Tv(z) l'application z >—> 
f*(z, v). En examinant les inégalités précédentes, on voit que Tv est un automorphisme. 
Ainsi, / est un produit de Blaschke de degré 2. Comme Tv est une isométrie par rapport, 
à la métrique hyperbolique, en réécrivant, (3.9), on a : 

p(0,Tv(z)) = p(0,Tv(w)) +p(Tv(z),Tv(w)). (3.10) 

Ainsi, par la proposition 2.4.1, il est clair que les points Tj"1(0), z,w appartiennent 
dans cet ordre à une géodésique hyperbolique. D'après le lemme 3.2.4, Tv(Rj(v)) = 
f*(Rf(v),v) = 0. Mais on a aussi que si v est un point critique de / , alors Tv(v) = 0. 
Mais dans ce cas, v — Rj(v). Ainsi, on a que T~l(0) = R/(v), d'où le résultat. 

Réciproquement, supposons que les trois points appartiennent dans cet ordre; à, une 
géodésique hyperbolique; et que / est un produit de Blaschke de degré 2. Alors, Tv est un 
automorphisme, donc une isométrie hyperbolique. Cela implique que (3.10) est vraie. 
Ainsi, on peut déduire qu'il y a égalité dans (3.9). □ 

Corol la i re 3.3.2. Soit f : D —> D une fonction analytique qui n'est pas un automor
phisme. Alors, pour z, w, u, v G D, on a : 

p(0,r(z,w)) < p(0,f*(u,v))+p(z,v) + p(w,u). (3.11) 

// y a égalité dans (3.11) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré 2 et 
Rj(w), Rf(u),v, z appartiennent, dans cet ordre, à une géodésique hyperbolique. 
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Démonstration. On a : 

p(0, f*(z,w)) < p(0,f*(v,w))+p(z,v), par le corollaire 3.3.1 

= p(0, P(w, v)) + p(z, v), par (3.7) 

< p(0, /*(«, v)) + p(2, w) + p(w, u), par le corollaire 3.3.1. 

Ainsi, on déduit, en interchangeant u et w et en utilisant (3.9), que 

p(0, /*(*, «;)) < p(0, / > , v)) + p{z, u) + p(w, v). 

Par le corollaire 3.3.1, on a égalité dans (3.11) si et seulement si (i) / est un produit de 
Blaschke de degré 2, (ii) Rj(w),v, z appartiennent dans cet ordre à une géodésique hy
perbolique, (iii) Rf(v),u,, w appartiennent dans cet ordre à une géodésique; hyperbolique. 
Comme Rj est une rotation d'ordre deux, alors (iii) est équivalent à ce que v, R.j(u) 
et Rj(w) appartiennent dans cet ordre à une géodésique hyperbolique. Finalement, en 
considérant (i), (ii) et (iii) on a le résultat. □ 

Le corollaire suivant fait intervenir la dérivée hyperbolique que nous avons définie à 
la section 1. Remarquons que dans ce qui suit nous utiliserons le terme rayon de géodé
sique hyperbolique d'un point zn pour désigner la partie d'une géodésique hyperbolique; 
émanant du point z0. 

Corollaire 3.3.3. Soit f : D —► D une fonction analytique qui n'est pas un automor-
phisme de D. Alors, pour z,v,w G D on a : 

p(0, . f (z, w)) < p(0, f"(v)) + p(v, w) + p(v, z). (3.12) 

// y a égalité dans (3.12) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré 2 et 
v. z et 'in appartiennent à un même rayon de géodésique hyperbolique émanant du point 
critique e de f et où, v sépare les points z,w de e. (voir figure 3.1). 

Démonstration. L'inégalité (3.12) découle! directement du corollaire 3.3.2 en posant u = 
v dans (3.11). En ce qui concerne l'égalité, le corollaire précédent implique que c'est 
effectivement le cas dans (3.12) si et seulement si / est un produit de Blaschke de degré 2 
et si les points Rj(w), Rj(v),v, z appartiennent à une même géodésique. En considérant 
le cas particulier où e = 0, il est clair que Rj(v) et v ne peuvent appartenir à la même! 
géodésique e|ue; celle-ci émane élu point critique e ele / . En effet, élans ce! e:as Rj est une 
rotation euclidienne d'angle ele 7r par rapport à l'origine. Ainsi, les seules géeulésiemes qui 
sont leur propre image sont celles passant par l'origine. Le même argument fonctionne 
peniv un point critique! e|uelcone]ue. Il suffit ele se; ramener au cas préeédonl par eles 
automorphismes. i I 
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FlG. 3.1 - Le cas d'égalité du corollaire 3.3.3 

Dans [4], Beardon a montré qu'une version du lemme de Schwarz-Pick pouvait 
s'appliquer pour la dérivée hyperbolique d'une fonetion holoniorphe et pour des points 
particuliers. On peut montrer ce résultat, en utilisant simplement le lemme de Schwarz-
Pick à trois points. 

Corol la i re 3.3.4. Soit f : D —> D une fonction analytique qui n'est pas un automor-
phisme de D et telle que /'(()) = 0. Alors, 

p(fh(0),fh(z))<2p(0,z). (3.13) 

Démonstration. Comme /(()) = 0, alors /*(0, z) = f*(z,0). Ainsi, 

p(fh(0),fh(z)) = ,,(/•((), 0),/'(*,*)) 

< P(r(o,o),r(z,o))+p(r(o,z),r(z,z)) 
< 2p(0,z), par le corollaire 3.3.1 

Remarquons que la constante 2 est la meilleure possible, puisqu'avec f(z) = z2, on a 
égalité dans (3.13). D 

Nous avons vu au lemme 3.2.1,que fh n'est pas invariant sous les automorphismes de 
D. Si tel avait été le cas, le corollaire; 3.3.4 aurait pu être utilisé afin d'obtenir un résultat 
impliquant des points quelconques. En utilisant le corollaire 3.3.3, on peut obtenir une 
version qui s'applique aux points \fll(z)\ et \fh(w)\, où z,w appartiennent, au disque 
unité. 
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Corollaire 3.3.5. Soit f : D —> D une fonction analytique qui n'est pas un automor-
phisme du disque unité. Alors, pour z,w G B, on a : 

p(\f»iz)l\fh(w)\)<2p(z,w). (3.14) 

// y a égalité dans (3.14) s* e-t seulement si f est un produit de Dlaschke de degré 2 
et z, w appartiennent à un rayon géodésique hyperbolique, émanant du point critique c 
de f. 

Démonstration. Sans perte de généralité nous allons supposer que | / ' ' ( ^ ) | > |/''(u>)|. 
En utilisant le fait que ( — 1, 1) est une géodésique hyperbolique, par la proposition 2.4.1, 
on obtient : 

P(\fh(z)\,\fh(w)\) = P(0,\fh(z)\) -p(0,\fh(w)\). 

Connue les rotations de la forme S(z) = e'°z où 0 < 0 < 2i\ sont des autoinorphismes 
et par ee que nous avons dit précédemment alors, 

p(\fh(z)\,\fh(w)\) = p((),f"(z))-P(0,f"(w)) 

< 2p(z.w). 

La dernière inégalité provient du corollaire 3.3.3 en laissant tendre w vers z dans (3.12) 
et en remplaçant v par w. En ce qui concerne le cas d'égalité, cela suit directement du 
corollaire 3.3.3. I 
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3.4 Applications 

La géométrie hyperbolique, de même que la théorie présentée en début de cha
pitre, sont d'habiles instruments permettant à la fois une nouvelle interprétation et une 
meilleure compréhension de certains résultats de l'analyse complexe. En particulier, 
nous verrons comment on peut en faire bénificier respectivement le lemme de Julia et 
le lemme de Rogosinski. 

3.4.1 Lemme de Julia 

Avant d'introduire le lemme de Julia, nous avons besoin de quelques notions de base. 

Défini t ion 3 .4 .1 . Un horocycle au point 1 est un cercle tangent au, cercle unité <9D en 
z = \. 

On peut faire une étude plus approfondie des horocycles on utilisant les fonctions 
de Busemann. Considérons trois points w,Z\,Z2 G D. Soient 

a — 1 — wz\, b = z\ — w, c = 1 — WZ2 et d. = z<i — w. 

Alors, en utilisant le théorème 2.5.1, on a : 

f\a\-\-\b\\ (\c\-\d  
exp[p(zi, w) - p(z2, w)} [ _ _ _ ) ( + 

\c\2 - \d\ 

H + H 
M - \b\ 
\a\ + \b\ 
\c\ + \d\ 
\a\ + \b\ 

\a\2 - I6I2 

2 i i 12 

c\ + \d\J i - N 2 

* ( l - k l 2 ) / /f
11' •y | 2 

~ 221 

lorsque w —* 1. 
* ( l - k l 2 ) / 11" - M2 

Si on fixe un point ZQ E D, alors pour tout point z G D, on définit 5 (2 , 2o) P a r : 

i?(z, z0) := lini [/;(z, w) - p(z(), tu)} 
w—>] 

,1 - z | 2 \ I (\\ -ZQ\ 
= log 

1 - Uo 

file:///c/-/d
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La fonction B(z, ZQ) est appelée une fonction de Busemann. On vérifie facilement que 
les courbes de niveau de la fonction B(z, z0) correspondent exactement à des horoeyeles 
en z = 1. En particulier, pour z0 = 0, on a : 

/ I l - z\2 

B(z,0) = log i - j - L 
\ 1 — |zp 

Nous noterons par 8H(R) l'horocycle suivant : 

dH(R) = { Z G D : B(zA)) = log(R)}. 

La notion d'horocyle permet d'introduire celle des horodisques. 

Définition 3.4.2. On définit un horodisque H(R) de la manière qui suit : 

H(R) := {z G D : B(z,0) <log(R)}, 

où R est un nombre réel strictement positif. 

Remarquons que H(R) peut aussi s'exprimer sous forme euclidienne par 

H(R) = L e D : l,1 ~.Z[. < R 
l 1 — l-2l 

Tl s'agit (h; la définition d'un horodisque que l'on retrouve le plus souvent dans la 
littérature. 

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder la version habituelle du lemme de 
Julia. 

Lemme de Julia. Soient / : D —> D une fonction analytique et (zn)n>] une suite 
de points du disque unité telle que zn —> 1 lorsque n —» oo. Supposons également que 
f(zn) -> 1 et que 

1 - ^ ) l - , a (3.15) 
1 — \~' 1 | " I l I 

lorsque n —> oo, où a ^ oo . Alors, pour \z\ < \ on a : 

h _ f(z)\2 | | _ z\2 

, ' < vU—fe. (3.16) 
1 - l./(~)r i ~ l-l 
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La conclusion du lemme de Julia peut être interprétée en termes d'horodisques. En 
effet, sous les mêmes hypothèses, on a que /(//(/?.)) C IJ(aR), pour B, > 0. 

On peut trouver plus de détails concernant le lemme de Julia et le théorème de la 
dérivée angulaire dans [6] et dans [1]. 

Soit M > 1, un nombre réel et considérons la région F suivante : 

Il -z\ 
r z G I < M . 

Cet ensemble est appelé une région d'approche non-tangentielle au point z = 1. Le 
terme « non-tangentielle » fait référence au fait que la région F est contenue dans un 
angle inférieur à n et de sommet z = 1. En effet, on remarque que la frontière de F est 
délimitée par des courbes se rencontrant en z — 1 et formant un angle d'intersection 
inférieur à. n (voir figure 3.2). 

FlG. 3.2 - Une région d'approche non-tangentielle 

On dit qu'une fonction holomorphe / : D —> D possède une limite angulaire (ou 
non-tangentielle) L au point z = 1 si / ( z ) —> L lorsque z —> 1, z G F et ce pour tout 
M > 1. 

Une autre légion particulière peut également intervenir dans la notion de limite 
angulaire, il s'agit des angles de Stolz. On définit, un angle de Stolz en z = I, que l'on 
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note S, de la manière suivante; 

S := {2 € D : | arg(l - z)| < /?, |r - 1| < r,/? G ((), | ) , r e (0,2cos/3)} 

La figure .'5.3 donne; un exemple d'un tel angle. 

FlG. 3.3 - Un angle de Stolz en z = 1 

Le lien étroit qui existe entre cette région et la limite angulaire est qu'une fonction 
holomorphe / : D) —» D possède une limite angulaire L en z = 1 si et seulement si 
/ ( z ) —> L lorsque z - » l , z e S et ce pour tout angle de Stolz S en z = 1. 

Maintenant, nous allons voir comment on peut utiliser les outils de la géométrie 
hyperbolique que nous avons développés dans les sections antérieures afin d'obtenir une 
version à trois points du lemme de Julia. Comme pour le cas du lemme de Schwarz-Pick, 
la géométrie hyperbolique peut s'avérer un instrument d'une grande; efficacité lorsqu'il 
s'agit de généraliser e>u d'obtenir des variantes ele; ex;rtains résultats. 

T h é o r è m e 3.4.1 ( L e m m e de Julia à trois points) . Soit f : D —► D une fonction 
analytique qui n'est pas un automorphisme de D et telle que. f(z) possède une l'imite 
angulaire en z = 1 qui vaut 1. Supposons de plus que pour tout z appartenant à une 
région d'approche non-tangentielle, l imz_a(l — \f(z)\/(] -• \z\)) = (3 < oo. Alors, pour 
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R > 0 et pour z G dII(R), u G H(I{), v G P , on a </ue ,/'(z) G H(fiRfl), où 

Remarque 3.4.1. Si u, = v, alors |/*(it, w)| = \fh('i')\ et comme |/ ' '(w)| < 1, dans ce 
cas on obtient que f(z) G II(Rfi), ce qui est essentiellement le lemme de Julia. 

Démonstration. Soient 7 un rayon de géodésique hyperbolique émanant de u et se; 
terminant en 1 et w un point quelconque appartenant à 7. Soit 7/ le point de rencontre 
entre la géodésique 7 et l'horocycle dH(R). (voir figure 3.4). 

FlG. 3.4 Lemme de Julia à trois points 

Comme u et 7 appartiennent, à. II(R) (par convexité) et que z G dII(R), alors on a 

p{u,w) < p(u',w) < p(w,z). 
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La dernière inégalité provient du fait que lorsqu'on veut minimiser la distance entre w 
et un point z G 8H(E), on peut montrer que le point qui réalise le minimum est celui 
situé sur la géodésique passant par 1 et w et rencontrant DH(R). 

En utilisant, le corollaire 3.3.2 et l'inégalité qui précède;, on obtient 

p(0, / + (2 , w)) < p(0, /* (u, v)) + p(z, w) + p(z, v). 

On peut réécrire cette dernière; en utilisant le théorème 2.4.1, le fait que x i—> tanh.r; est 
une fonction croissante, et les définitions de la section 3.1. Ainsi, 

p(f(z), f(w)) < p(z, w) tanh ±[p(z, w) H- p(z, v) + p(0, f*(u, v))} 

= p(z,w)E(f,z,w,u,v), 

ou E(f, z, w, u, v) - tanh \\p{z, w) + p(z, v) + p(0, f*{u, v))}. 

Pour plus de brièveté, nous allons noter E(f,z,w,u,v) par E 

+ p(f(z),fWÏ p(f(z),f(w)) log 

< log 

I - P ( / ( * ) , / M ) 
1 + p(z, U^JE1 

1 — /;(£, ?/;)£ 
( l - p ( 2 ; W ) ) ( l + p ( z , </,)£) 

= p(z, w) + log . 
V(l + p(z,w))(l -p{z,w)E) 

= p(z,w) + £", 

o ù ^ = l o g ^ ( l - ^ - ) ) ( l + ^ ^ ) 
( l + p ( z , w ) ) ( l -p(z,w)E)J' 

Il s'ensuit que 

p( / (z ) , /(«;)) - p(0, /(<«;)) < [p(z, u;) - p(0, u;)] + [p(0, w) - p(0, /(/,;))] + E'. 

Comme; '«; est- situé sur un rayon de; géexlésique hyperbe)li(|ue émanant de u et se ter
minant en z =- 1, alors w appartient à une; région d'approche non-tangentielle. Ainsi, 
lorsque w —> 1, on obtient par la définition de la fouet ion ele; Busemann et par nos 
hypothèses : 

ii»-l \{\ - \W\){\ + \J[W)\)J tu-] 
< £ ( z , 0 ) + l o g / ? + l i m £ ' . 

U)—» 1 

Tl nous reste à examiner lini,i;._i E'. Afin d'être plus concis, nous allons noter p(z, w) 
tout simplement par p. Notons que; lorsque w —► 1 alors p(z,w) = p —► 1 aussi. Nous 
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allons également utiliser la formule d'addition de t anhx : 

tanh x + tanh y 
tanh(.X' + y) = 

1 + tanh x tanh y 

Il suit que 

E tanh -[p(z, w) + p(z, v) + p(0, /*(«, v))] 

p + tmh^\p{z,v) + p((),r(u,v))] 
1 + p tanh \[(>{z, v) + p((), /*(«, w))] 

P + (2/i - 1) 
l + p ( 2 / i - l ) " 

Il est clair que si tu —» 1, alors E1 —> 1. De cette façon, on obtient : 

log 

( 1 - r-p)(3 - P£) 
1 -

1 - pE) + o(l) 

1-r •p (2 / i ■ " ^ 

Finalement, on a 

'"H i + P ; + ° " -
log // lorsque; w —> 1. 

D(f(z), 0) < £ (z , 0) + log fl + lim E' 
w > 1 

< l o g f t + l o g / i + log//, 

log(pRP). 

Ainsi, on a bien que f(z) G H(uR/3), d'où le résultat. 



Chapitre 3. Un lemme de Schwarz Pick à trois points 44 

3.4.2 Lemme de Rogosinski 

Le prochain résultat que nous allons présenter est dû à Rogosinski. Il fit sa, première 
apparition dans un article en 1934 (voir [12]). Tout d'abord, considérons ZQ G D. Nous 
noterons par AZo la région fermée contenant le disque \z\ < |zo|2 dont la frontière est 
formée par un arc du cercle \z\ = \ZQ\2 et par doux autres arcs de cercle 72|))

 ;y,0 qui 
joignent le point z0 respectivement aux points i|z0|zo et — i|zo|2o où ils sont tangents au 
cercle \z\ = \zQ\'2. (Voir figure 3.5). 

FlG. 3.5 - La région A,0. 

Voici donc l'énoncé du lemme. 

Lemme de Rogosinski. Soit f : D —► D une fonction analytique telle que /(()) = 0 et 
/'(()) > 0. Alors, pourO < \zQ\ < 1, /(z„) G A20. 

On remarque que le lemme est en fait une version améliorée du lemme de Schwarz, 
puisque f(z0) appartient à une région plus petite que celle donnée par ce dernier. Briè
vement, Rogosinski a prouvé ce résultat en montrant que f(z)/z G U/D/, où D, est 
un disque ouvert particulier dont le centre et le rayon sont, l'onction d'un paramètre t, 
0 < t < 1. Ainsi, f(z) appartient à l'enveloppe E de l'union des disques zDt, où la 
notation zE désigne l'ensemble {zw : w G E}. Rogosinski a ainsi calculé explicitement 
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quels étaient ces disques et quelle était l'enveloppe de l'union de ceux-ci. On peut re
trouver la preuve de ce résultat dans [7], où les détails du calcul de l'enveloppe sont 
donnés. 

Nous allons montrer dans cette; partie comment il est possible, en adoptant un 
point de vue hyperbolique, d'éviter ces calculs. Nous allons donc montrer ce résultat 
de Rogosinski en utilisant spécifiquement les outils de la géométrie hyperbolique. De 
plus, nous supposerons que / ' (0) G M plutôt que /'(()) > 0. En effet, le lemme de 
Rogosinski est vrai aussi pour ce cas plus général, ce qu'a l'avantage de montrer la 
preuve géométrique. 

Définition 3.4.3. Soient 7 une géodésique hyperbolique et r > 0. Une bande hyper
bolique, notée £ (7 , r ) , est l'union des disques hyperboliques ouverts de rayon r dont le 
eentre appartient à la géodésique 7. 

Remarquons que la définition de bande; hyperbolique est valide; élans n'importe quel 
modèle ele; géométrie hyperbolique. On peut identifier facilement l'ensemble1 £ (7 , r). 
Pour ce faire, nous allons utiliser le modèle élu demi-plan supérieur H. Soient r > 0 et 
D un disque hyperbolique ouvert de rayon r dont le centre est i. 11 est clair que l'union 
de tous les disques hyperboliques de rayon r dont le centre appartient à l'axe; imaginaire 
(qui est une géodésique hyperbolique ele H) est l'ensemble Us>ags{D). où gs{z) = sz, 
car dans (H,/;), gs(z) est une isométrie. Ainsi, £(7,7') où 7 est l'axe imaginaire;, est 
un ensemble de la forme larg(z) — § < $o, où 0 < ÔQ < | , enii représente un angle; 
dont le sommet est situé à l'origine;. Par la transformation conforme! tp(z) que; nous 
avons définie dans la section 2.8, il est possible d'utiliser celle-ci afin ele représenter 
une bande hyperbolique dans B>. Ainsi, on peut déduire que l'union ele> tous les disques 
ouverts hyperboliques dans D dont le; centre appartient à la géod(';sique hyperbolique 
7 = (—1,1) et ele rayon r sera la bande hyperbolique qui est l'intersection de; deux 
disques euclidiens ouverts dont les frontières passent respectivement par — l,iyo,l et 
-1,-iyo, 1. 

Voici maintenant la version hyperbolique du lemme ele; Reigosinski. 

Théorème 3.4.2 (Lemme de Rogosinski) . Soit f : 1D> —> D une fonction analytique 
telle que /(()) = 0 et /'(()) G M. Alors, pour tout z G O, f(z) G z £ ( 7 , r ) , où 7 = ( - 1 , 1) 
elr = p(0,z). 

Démonstration. Pewems, g(z) = f(z)/z. Il est clair que g : D —> D est une fonction 
analytique. En effet, connue; /'(()) = 0, on a que z = 0 est une; singularité enlevable ele; 
g. Pemr z G D fixé, le; lemme ele Schwarz-Pick implieme* que 

p(g(z),g(0))<p(z,0). 
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Puisque /'(O) G M, cela implique que ,9(0) G M. aussi. Donc, g(z) appartient à l'ensemble 
formé par l'union de tous les disques hyperboliques ouverts de rayon r = p(z,0) et 
dont le centre appartient à la géodésique hyperbolique; (—1, 1). Ainsi, g(z) G £(7,7*). 
Finalement, on a bien que f(z) G z£(7 , p(z,0)), ce qui montre le résultat. I I 

Remarque 3.4.2. Puisque /;((), z) = p(0, i\z\), il est évident que la bande hyperbolique 
£(7 , r) dans le lemme de Rogosinski est l'intersection de deux disques euclidiens dont 
les frontières passent par respectivement les points — l ,z | z | , l et — 1, — i\z\, 1. Cela ex
plique la provenance de la région A2() présente dans la première version du lemme de 
Rogosinski. 

3.5 Le problème de Nevanlinna—Pick à trois points 

Nous terminons ce chapitre en montrant comment Beardon et Minda ont utilisé leur-
version du lemme de Schwarz Pick pour obtenir une nouvelle solution au problème de 
Nevan.linna-Pick à trois points. Mais avant, nous allons rappeler en quoi consiste; ce 
problème. 

Le problème classique de Nevanlinna—Pick. Etant donné n points distincts Z\,z2, 
..., zn G O et n points w\,u>2,.. ■, wn G O, déterminer des conditions nécessaires et 
suffisantes assurant l'existence d'une fonction analytique / : D —> B satisfaisant f(zi) = 
w.j 'pour z = 1, . . . . n. 

Les origines du problème remontent jusqu'en 1916, époque à laquelle Pick [il] résolut 
le problème;. Plus tard, en 1919, Nevanlinna [10] fit de même indépendamment de Pick. 
La réponse; em'ils apportèrent est la suivante; : une; telle fonction analytique e;xiste; si 
et seulement si la matrice M, appelée matrice de Nevanlinna Pick, est semi-définie 
positive : 

( l < * , j < n ) . 

Le' premier résultat d'importance faisant le lien entre la géométrie hyperbolique et 
le problème de Xevanlinna-Pick est le; lemme ele Schwarz-Pick. En effet, si on considère; 
eleux paires ele; points (z\,w\) et {z2,W2)-, alors une condition nécessaire pour l'existence 
d'une fonction analytique / : O —+ O satisfaisant f(zi) = wl pour i = 1,2 est la 
suivante : 

p(v>i,w2) < p(zi,z2). 

M = WjWi 

1 - ZjZi 
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Ainsi, si les paires de points (z\,w\) et (221^2) n e satisfont pas l'inégalité précédente, 
alors il n'existe aucune fonction analytique. À la suite de ce résultat, on peut se de
mander si l'inégalité fournit en fait une condition qui soit suffisante. La réponse est 
affirmative et on a ainsi une nouvelle solution au problème de Nevanlinna-Pick dans le 
cas n — 2. 

Théorème 3.5.1 (Le problème de Nevanlinna—Pick à deux points) . Soient 
z\,z>2 G D) des points distincts et wi,u>2 G D. Alors il existe une fonction analytique 
/ : D —> D satisfaisant f{z,) = wz pour i = f, 2 si et seulement si 

p(wi,w2) < p{z\,z2). (3.17) 

Démonstration. S'il existe une fonction analytique / satisfaisant f(z\) = w\ et f(z2) = 
W2, alors le lemme de Schwarz-Pick implique que (3.17) est vraie. Réciproquement, 
supposons que les points satisfont (3.17). 

Cas 1 : z2 — w2 = 0 

En utilisant, le théorème 2.,r).l et le fait que x 1—> tanh(x) est une fonction croissante, 
(3.17) implique que |iua| < \z\\. Si \w\\ = \z\\, alors il est clair que f(z) = cl0z pour un 
0 G [0,2-71"]. Si \wi\ < \z\\, alors |w>i|/|,zi| < 1. Ainsi, il existe une fonction analytique 
g : D —> D telle que fl(zi) = w\ /z\ . En effet, il suffit de prendre 

<l(z) = X0(T(z), 

où 
z - zx z + wx /z\ 

a{z) = - — et x(z) ~ A -" Z \ Z 1 -f- W\ I'Z\ Z 

Ainsi, en prenant f(z) = zg(z), il est clair que / G 7ï(B>) et satisfait f(zi) = tu.; pour 
z = 1,2. 

Cas 2 : Points quelconques 

On se ramène facilement au cas 1., en utilisant les automorphismes suivants : 
/ s Z — Zo , 1 % Z — W2 

1 — 22-2 1 — W/2Z 

Alors, il existe une fonction / G 7ï(D) si et seulement s'il existe F G H(B) telle que 
F(z) = ip o f o c/) '(z) satisfaisant F(0) = 0 et F(0(zi)) = I/J(W\). D'après le cas 1 ce 
sera le cas si et seulement si |(/'('(«i)| < |(/>(zi)|. En utilisant les mêmes arguments cités 
dans la preuve du cas 1 et le l'ait que 0, </' sont des isométries dans le modèle du disque 
de Poincaré, on a que : 

|'<M'<"i)| < \4>(zi)\ O p{4>{w1),xp(w2)) < p{(j){zl),(j){z2)) O p(wuw2) < p{zuz2). 
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Ainsi, comme nous avions supposé que les points satisfaisaient la dernière inégalité, cela 
entraîne l'existence de / , d'où le résultat. □ 

Le lien étroit entre le lemme de Schwarz-Pick et le problème de Nevanlinna-Pick à 
deux points laisse; envisager la possibilité d'exploiter le même genre d'idées pour le cas 
général. Les mathématiciens Alan F. Beardon et David Minda ont franchi un premier 
pas décisif dans cette direction en obtenant d'abord une version à trois points du lemme 
qu'ils ont ensuite su utiliser pour l'obtention d'une nouvelle solution au problème de 
Nevanlinna-Pick à trois points. Cette approche originale apportée par Beardon et Minda 
a l'avantage d'être plus succincte et de nature géométrique, ce qui permet une meilleure 
compréhension de l'essence même du problème d'interpolation. 

Théorème 3.5.2 (Le problème de Nevanlinna—Pick à trois points) . Soient 
Zi,Z2,Z3 G D des points distincts et Wi,u>2,W3 £ D. Alors il existe une fonction analy
tique f : D —► D qui satisfait j\zi) = »;,; pour i — 1,2,3 et qui n'est pas un automor-
phisme du disque unité si et seulement si \/i,j G {1 ,2 ,3} , / ^ j 

p(whWj) < P{zhZj) (3.18) 

et 

P\-r P I f < P{Z2,Z3h (3.19) 
V [22, Zl] [Z3,Zl\ J 

Démonstration. Supposons qu'il existe une fonction analytique / : D —> D où / n'est 
pas un automorphisme et qui satisfait f(zî) = w{ pour i = 1,2,3. Alors, d'après le 
lemme de Schwarz-Pick : 

p(f(zi),f(zj))<p(zi,zj), Vi,jti*j. 

Aussi, d'après le théorème 3.3.1, on a : 

p(f*(z2:Zi),f*(z3,Zi)) < p(z2,z3). 

Réciproquement, supposons que (3.18) et (3.19) sont vraies. 

Cas 1 : z\ = w\ = 0 

En utilisant le théorème 2.5.1 et le fait que x i—> tanh(x) est une fonction croissante, 
il suit que (3.18) est équivalent à |7(;,;| < \z.t\ pour i = 1,2,3. Dans ce cas particulier, 



Chapitre 3. Un lemme de Schwarz Piek à trois points 49 

(3.19) devient : 
, w2 w3 , 

P\ , ) < P{Z2,Z3). 

Clairement, w2 jz2 , w;<, j z3 G D, car |tUj| < \zi\ pour i = 2, 3. Ainsi, par le théorème 3.5.1, 
on peut déduire qu'il existe une fonction analytique g : O —» ED telle que ,7(22) = ^2 /-2a 
et 7(23) = W3/Z3. Finalement, en prenant f(z) = zçj(z), on a que / est analytique et 
satisfait /(z,) = Wi pour i = 1,2, 3. 

Cas 2 : Points quelconques 

On peut se ramener au cas 1 aisément en utilisant les automorphismes du disque 
unité suivants : 

il \ z ~ z^ il \ ~W] 

1 — Z\ Z' 1 — W\Z 

Alors, il existe une fonction analytique / : D —> D satisfaisant f(zi) = w^ pour i = 1,2, 3 
si et seulement s'il existe une fonction analytique F : D —» D, où F(z) = ij> °./ ° 0 ' (2) 
satisfaisant : 

F(0) - 0, F(0(*2)) = </>M, F(0(z3)) = ^ 3 ) . 

Ainsi, d'après le cas précédent, F existe si et seulement si 

p(ip(Wi), i/>(Wj)) < p(<t>(zi), <p(Zj)), VA, j G {1, 2, 3} 

et 
< p((l){Z2),(l){z3)). (/){z2) ' 0(Z3) 

Comme les deux dernières conditions sont respectivement équivalentes à (3.18) et (3.19), 
le résultat suit. D 

Dans le prochain exemple, nous allons montrer comment le théorème 3.5.2, qui 
apporte une nouvelle solution au problème de Nevanlinna-Pick à trois points, peut être 
utilisé afin de résoudre simplement un problème d'interpolation précis. 

Exemple 3.5.1. Soient r, R G (0,1). Considérons Z\ = Rco, z2 = zT, z3 = 0 et w\ = nU, 
w2 = w{ et w$ = 0, où u) — el7r'3. Nous voilions déterminer une condition suffisante et 
nécessaire pour l'existence d'une fonction analytique / : D —> D qui satisfait f(z,) = H;,, 
pour i = 1,2,3. Pour ce faire, nous allons considérer le théorème 3.5.2. Il faut d'abord 
que les points satisfassent la. condition (3.18) : 
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p(wi,w3) < P{ZUZ-A) ^ \wi\ < \zi\, pour i = 1,2 

p{wuw2) < p{z\, z2) <=> ?;('»;,, w2) < p(zx,z2) 
r R 

<=> = < VI + r2 + r4 * y/l + R2 + R~4 

Comme l'application x i—» x J\/\ + x2 + x4 est croissante sur (0,1), il suit que la pre
mière condition du théorème 3.5.2 est équivalente à ce que r < R. 

Il nous reste maintenant à vérifier la condition (3.19). On a : 

['»)i, w:i] wY ruJ2 [w2,Wz\ w2 ru) 
■>, 

[21,-23] Zl -R F2,2;i] Z2 # 

Posons t = r/R. Alors, on obtient : 

p(tûj2, tu2) < p(Ru, Rû) <^ p(tû2, tu2) < p(Ru, Rû) 
t R 

VI +12 + tA ~~ Vi + R2 + R4 

«• t< R. 

La dernière inégalité est équivalente à r < R'2. Finalement, pour assurer l'existence 
d'une fonction analytique satisfaisant les hypothèses, il faut et il suffit que r < R . 



Chapitre 4 

Un lemme de Schwarz—Pick à 
quatre points 

Nous allons maintenant présenter un premier résultat obtenu dans le cadre de nos 
travaux de recherche. Comme notre objectif est d'étendre les résultats de Alan F. Bear-
don et David Minda pour un cadre plus général, une étape capitale est franchie ici 
dans cette1 voie. En effet, nous avons su exploiter leurs idées pour le cas de quatre 
points. Notre but principal consiste d'une part à obtenir l'équivalent de la fonction /*, 
c'est-à-dire, une fonction ayant la propriété d'appartenir à 7i(B>) et dépendant de deux 
paramètres zi,z2 G D. D'autre part, créer une version du lemme de Schwarz-Pick à 
quatre points à l'aide de cette nouvelle fonction, que l'on notera f**(z, Z\, z2). Bien en
tendu, le principal intérêt de cette version du lemme de Schwarz-Pick est l'obtention 
d'une nouvelle solution au problème de Nevanlinna Pick à quatre points. 

4.1 Un lemme de Schwarz—Pick à qua t re points 

Voici donc cette fonction qui permet de remplir les objectifs cités précédemment. 

Définition 4.1.1. Soient f : D —► D une fonction analytique qui n'est pas un auiornor-
phisme et 21,22 S ©,-21 7̂  7-'i- On définit f**(z, Z\, 22) ^c la 'manière suivante : 

( [r(z,2,),r(Z2 ,z,)] . 
1 (**'*)== r ( ^ . ) U i-lfc,*i]la 

SI Z = 2 2 . [ Mi]'U2 î - i / ' t e , :l)l2 
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La définition de /** semble une extension logique de celle de la fonction /*, car elles 
ont exactement la même forme!. En effet, elles sont définies grâce au quotient de deux 
quantités utilisant, la distance pseudo-hyperbolique complexe. Il serait bon de noter 
également l'aspect itératif de la définition : /* est définie à partir de / et /** à partir 
de /*. Ceci pourrait être1 utilisé dans une éventuelle extension pour le cas à n points. 
La, définition 4.1.1 peut être vue comme étant également celle de l'application / H^ /** 
que nous nommerons l'opérateur-**. 

Remarque 4.1.1. Si z^ = 0 et, f(z\) = 0, alors on a : 

"/(') / M " 

[z, z2\ 
Remarque 4.1.2. Dans ce qui va suivre nous considérerons /** : z H-> f**(z, Z\, z2) 
conime une fonction de variable z ayant zx.z-i comme paramètres. 

La proposition suivante montre une première propriété importante : celle de l'ana-
lyticité de la fonction /**. 

Proposit ion 4.1.1. Considérons /** : z i—► f**(z, za, z2) avec z\, z2 G ID>, Z\ ^ z2. Alors 
/** est analytique dans D. 

Démonstration. Nous allons montrer que /** possède une singularité enlevable en z2. 
Considérons la limite suivante. 

lnn ./ {z,zuz2) = lnn == — 
z-*z? z->z2 [[z,Zi\,[z2,Zi\\ 

lim inz^z,) -nz^z^ji -[z^z^z,]) 
*"" ([z,Zl] - [z2,z1})(l - f*{z2,Zl)f*{z,z,))' 

Pour évaluer la limite, nous allons utiliser la règle de L'Hôpital. En dérivant, le numé
rateur on a : 

/ * ' ( * , 2j) ~ / * ' ( * , 2l)[22,Zl]l>,2l] - r(z,Z1)[z2,Z1][z,Z1}' + [z, Zl]' [z2, Z,}f*(z2, Zx ). 

De même pour le dénominateur : 

[z,Zl] - f*{z2,Zï)f* (z,zx){z,Zl]- f*{z2,z-i)f*{z,z1)[z,zl] +[z2,z1]f*(z2,zï)f*(z,z-l). 

Finalement, on obtient : 

l n n i (z,zitz2) = -. -, 2 — . 
[Z,Zl\ | 2 = 2 2 ( ] - \J *{Z2,Z1)\2) 

Comme la limite existe lorsque z —» z2, alors /** est nécessairement bornée dans un 
voisinage de z2. Par le théorème des singularités enlevables de Riemann, z2 est nue 
singularité enlevable de la fonction et /** est analytique dans D. □ 
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Lorsque / est, un produit de Blaschke d'un certain degré, alors on peut donner 
explicitement la nature de la fonction /** : c'est ce que montre la proposition qui suit. 

Proposit ion 4.1.2. Soient f : 10 —> P une fonction analytique, Zi,z2 G D, z\ ^ z2 et 
k > 0. Alors f est un produit de Blaschke de degré k + 2 si et seulement si /** est un 
produit de Blaschke de degré k. 

Démonstration. Définissons T„(z) = fz§-z- Alors on a : 

r(z,zl,z2)x[[z,zl},[z2,z1]\ = [r(z,zl),r(z,,z1)} 
r(z,Zl,z2) x \TZl(z),TZl(z2)} = T / . („ A ) ( r (* ,z i ) ) 
r(z,z1,z2)xTrzl(Z2)(TZl(z)) = Tr{z^Zl)(r(z,z1)). 

En utilisant le lemme 3.2.2 et le fait que / est un produit de Blaschke de degré k + 2 si 
et seulement si /* est un produit, de Blaschke de degré fc + 1, alors /** est un produit, de 
Blaschke de degré k si et seulement si /* est un produit de Blaschke de degré k+1. □ 

A la suite de proposition 4.1.2, il est possible de déterminer avec précision de quelle 
façon l'opérateur-** agit, sur différentes classes de fonctions. 

Théorème 4.1 .1 . Soient z\,z2 E D, 2| / z2. Alors, on a les situations suivantes : 

1. Si f G H(B) \ S i , alors f** G H(O) U Bn(B) ; 

2. Si f G B2, alors /** G £„(D) ; 

3. f G H(B) \ ( 5 , U fî2) si et seulement si f** G H(B). 

Démonstration. Supposons que / G 7ï(B>)\B[. Alors, /'** est, analytique dans D, d'après 
la proposition 4.1.1. Aussi, d'après le théorème 3.2.1, /* : z H-> f*(z,zi) G H(H>). En 
utilisant les identités suivantes 

nz,z1)-r(z2,z1) 
l - / * ( * 2 , 2 l ) / * ( * , 2 l ) 

taxih^(p(r(z,zl),r(z2,zl))) 

\[[z,zi], [z2,zx}}\ = tanh -p{[z,zi], {z2..Z]\) = tanh -p(z, z2) 

ci en appliquant le lemme de Schwarz Pick, on a que \f**(z,Zi,z2)\ < I avec égalité 
si cl, seulement si /'* est un automorphisme. Ce sera le cas si et seulement si / G B2, 
d'après le théorème 3.2.1. Si on a égalité, par le principe! du maximum J**(z, Z\, z2) = A 
avec |A| = 1. Ceci montre bien (1). (2) et (3). □ 
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Le théorème 4.1.1 est la pierre angulaire qui permet l'obtention d'une version du 
lemme de Schwarz-Pick à quatre points, ce qui concrétise le but fixé en début de cha
pitre. 

Théorème 4.1.2 (Lemme de Schwarz—Pick à quatre points) . Soient f : ICD —» D 
une fonction analytique qui n'est, pas un produit de Blaschke de degré < 2 et u \, u^, Z\, z2 G 
D, z\ 7̂  z2. Alors on a : 

p(r(u1,zl,z2),r*{u2,z1,z2)) < P{uun2). (4.1) 

77 y a égalité dans (Jh I) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré 3. 

Démonstration. Comme /** : z t—> /** G H(B>), alors on peut appliquer le lemme de 
Schwarz-Pick avec Ui,u2. Finalement, il y a. égalité dans (4.1) si et seulement si /** est 
un automorphisme, c'est-à-dire, un produit, de Blaschke1 de degré 1. Ce sera le cas si et 
seulement si / est un produit de Blaschke de degré 3. □ 

La démonstration est tout aussi étonnante que celle du cas n = 3 : elle utilise 
seulement la version classique, c'est-à-dire, à deux points, du lemme de Schwarz-Pick. 

4.2 Le problème de Nevanlinna-Pick à quatre points 

11 est maintenant possible d'apporter, à, la suite des résultats obtenus précédemment, 
une nouvelle solution au problème de Nevanlinna-Pick à quatre points. Cette dernière 
est de nature géométrique et fait intervenir indirectement les fonctions /* et /**. 

Théorème 4.2.1 (Le problème de Nevanlinna Pick à quatre points) . Soient 
z\,z2,ZstZ4 G D des points distincts et W\,w2,uiz,W4 G E3>. Alors il existe une fonction 
analytique / : D —► D qui satisfait f{z.,) = m, pour i ~ 1,2,3,4 et qui n'est pas un 
produit de Blaschke de degré < 2 si et seulement si 

p(wit Wj) < p(zu Zj) Vi, j e {1,2, 3, 4}, » ̂  j (4.2) 

/ { p ^ I p j M ) < p(zz,2j) V,, G {1,2.3},^, (4.3) 
\[zi,Z4] [Zj,Z4]J 

et 

f [w2,"M] [ l"ï i '»4] 
[22,24] ' [21,24] 

[■w.iSi't] [ W I . W I ] 

] ' [[z3. 2 4 ] , [Zi, Z4]] 
< p{z2,zz). (4.4; 
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Démonstration. Supposons que / existe. Alors, par le lemme de Schwarz-Pick à deux 
et à trois points on a respectivement (4.2) et (4.3). De plus, il est clair que (4.4) suit, 
en utilisant le lemme de Schwarz-Pick à quatre points. 

Réciproquement, supposons maintenant que (4.2), (4.3) et (4.4) sont vraies. 

Cas 1 : Z4 = W4 = 0 

Puisque |?ij4| 
implique que 

= |z4| = 0, la condition p(wj,Wj) < p(z,,z.j) \/i ^ j G {1,2,3.4} 

\wi\ < \zi\ V i e {1,2,3}. 

Aussi, dans ce cas particulier, (4.3) devient : 

P 
Wi Wj 

- i *3 
<p(zi,Zj) V i ^ j e {1,2,3}. 

De la même façon on a pour (4.4) : 

P 

I":' " M 

Z2 ' Z] 

\Z2,ZÏ\ \Z3,Zi\ 
< P(z2,Z3). 

Comme ces deux dernières sont équivalentes aux conditions (3.18) et (3.19) du problème 
de Nevanlinna—Pick à trois points, alors il existe une fonction analytique g telle que : 

/ x m w2 w3 
g{zi) = —,g{z2) = — ,g{z3) = — . 

Z\ Z2 Z3 

Finalement, il suffit de prendre f(z) = zg(z) et on a bien que /' est analytique et vérifie 
f(zi) — u>i pour i — 1,2, 3, 4. 

Cas 2 : Points quelconques 

On peut se ramener au cas précédent en utilisant des automorphismes du disque 
unité : 
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Alors, il existe une fonction analytique / : D —► D satisfaisant f(zî) = u;,; pour i = 
1,2,3,4 si et seulement s'il existe une fonction analytique F : D —> D, où F(z) = 
'0 o / o cf)^} (z) satisfaisant : 

F(0) = 0, F{(l>{Zl)) = ^ K ) , F(<I>{Z2)) = V M , F(0(zH)) = iP(w3). 

Ainsi, d'après le cas précédent, F existe si et seulement si \/i,j G {1 ,2 ,3 ,4} , / ^ j 

p(ip(Wi),i/j(wj)) < ^(r/)(z,,),(/)(27)) 

et V*, j€ {1,2,3},* ^ j 

<f>{Zi) ' <f>{Zj) 
<p((/)(zi),4>(zj)), 

de même que, 

/; 
<Kz2) ' </>(zi) 0(23) ' 0(2l) 

[ < / > ( z 2 ) , ^ l ) ] ' [ ^ 3 ) , ^ l ) ] 
<P(0(22) ,0(Z3)) . 

Comme les trois dernières conditions sont équivalentes respectivement à (4.2), (4.3) et 
(4.4), le résultat suit. D 

4.3 Un problème de nature géométrique 

Dans cette dernière section nous allons montrer comment on peut utiliser la théorie 
précédente pour résoudre des problèmes de type géométrique. Il s'agit d'une application 
simple mais efficace qui montre la portée de cette nouvelle solution au problème de 
Nevanlinna-Pick. 

Considérons deux carrés Ci, C2 centrés à l'origine possédant respectivement les 
sommets z\ — r,z2 = —0,2:3 = — r, 24 = ri et w\ = —s,W2 = —si,wa = 3,104 = si, où 
0 < ,syr < 1. Le problème que nous proposons de résoudre est celui-ci : quelles sont les 
conditions suffisantes et nécessaires qui assurent l'existence d'une fonction analytique 
/ : D —> O satisfaisant /(z,:) = 10 i pour i = 1,2,3,4. L'application dont il est question 
ferait correspondre les sommets de la façon suivante : 

r 1—> — s 

- r 1—> .v 

ri t — > si 

—ri 1—> —si. 
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On pourrait croire qu'il suffit que s < r, mais l'exemple qui suit montre que ce n'est 
pas suffisant. 

Exemple 4.3.1. Prenons r = 0.54 et s = 0.22. Si on vérifie une à une les conditions du 
problème de Ncvanlinna-Pick à quatre points, on voit que la condition (4.4), qui est : 

[W2,W4\ [W\,W4\ 

p 
[22,24] ' [21,24] [2:1,24) ' [21,24] 

< P{Z2,Z3) [[z2, z4], [zi, zA}\ ' [\z3, z4], [zi,Zi]] 

échoue puisqu'en faisant les calculs, on obtient : 

p(-0.343 - 0.695i, 0.527 - 0.605?;) = 3.154 > p(z2, 23) = 1.871. 

La solution de ce problème n'est donc pas triviale. La voici sous forme de théorème. 

Théorème 4.3.1. Soient deux carrés C\ et C2 centrés à l'origine ayant respectivement 
comme sommets z\ = r,z2 = —ri,z3 — —r,z<\ = ri et w\ = —s,u>2 = —si, W3 = 
s, W4 = si, où 0 < r, s < 1. Alors, il existe, une fonction analytique f : D —> B> telle que 
f(zi) = u>i si et seulement si r et s vérifient : 

s < r3. (4.5) 

Démonstration. Pour qu'une fonction / analytique existe et vérifie; les hypothèses du 
théorème il faut que les points satisfassent les conditions (4.2), (4.3) et (4.4) du théo
rème 4.2.1. Remarquons qu'on peut utiliser la distance pseudo-hyperbolique pour faire 
les calculs. En effet, comme tanh \p{z, w) = p(z,w) et que f(x) = tanh(x) est une 
fonction croissante, des inégalités sur p(z,w) entraînent les mêmes pour p(z,w). 

Tout d'abord, considérons la condition (4.2) et en particulier les points Z[, 23, W\, w:i. 
Ces derniers doivent satisfaire l'inégalité suivante : 

p(wi,w3) < p(zi,z3). 

En faisant les calculs on obtient : 

< T—T- (4-«) 1 + S2 1 + 7 

L'inégalité (4.6) sera vérifiée si et seulement si s < r, puisque la fonction f(x) = 
x 11 + x2 est croissante sur (0, 1). On procède; de la même façon pour les autres points. 
Ainsi, il est suffisant et nécessaire que s < r pour que les points vérifient la condition 
(4.2). 
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Pour la condition (4.3) on a : 

[wi,w4] [w2)wA] 
P r i . r r)<P(zi,z2) & —===< [z{. ,z4] ' [22,24] 

[Wl: ■ " ' ■ i l | « ' : f , ' « > l | 

[zv. .24] ' |-~:», z.\\ 

[tua, ,u>4] [w3, io4] 

py-r1—vi-r ~r )<P(Z\,Z3) O -5— ., 

\A4 + s4 ~ N / T + T 
1 

r2 + s2 ' 1 + r2 

1 
?; r- ' - T r. ' - / < Mz2, «s) ^ r-r—-7 < a, 24] [23,24]/ ' \ /H + s4 ~ v T 4 

Dans ce qui suit nous allons supposer que s < r pour le reste de la preuve, d'après la 
condition (4.2). Posons g(s) = s /(r2 + ,s2). Il est facile de vérifier que cette fonction est 
croissante pour 0 < s < r. Comme g(r2) = 1 / ( l + r 2 ) , alors s < r2 <=> s / ( r 2 + s2) < 
1/(1 + r 2 ) . En utilisant le même argument, on a aussi que s < r2 <=> s /Vf4 + -s4 < 
L/x/ïTT4. 

Pour la condition (4.4), on obtient : 

sr 1 
< / s 1 i ,■" ■ y r *.4 

Posons h(s) = ,sr / \A ' 4 + rH. La fonction /i(s) est croissante pour 0 < s < r2. Comme 
h(r3) = 1 jyj\ + r", il suit que s < r3 si et seulement si sr /y/s4 + r8 < 1 / v T + 7 4 . 

Finalement, on peut conclure! que les trois conditions du théorème 4.2.1 sont satis
faites dans cette situation si et seulement si s < rA. 

□ 

Cette approche utilisant la géométrie hyperbolique a donc l'avantage de résoudre 
efficacement notre problème impliquant des carrés comparativement à l'ancienne, où le 
calcul matriciel aurait été nécessaire;. 



Chapitre 5 

Un lemme de Schwarz—Pick à points 
multiples 

Nous sommes maintenant en mesure de présenter une nouvelle solution au problème 
de Nevanlinna-Piek dans le cas général de n points. Il s'agit donc de l'apogée de notre 
travail de même que le fruit de nos recherches. L'idée qui est utilisée dans ce cas est la 
même que pour les cas n = 3 et n = 4, c'est-à-dire, l'obtention d'une version à points 
multiples du lemme de Schwarz-Pick. C'est ce que nous allons expliquer en détail en 
début de chapitre. Nous terminerons en discutant de résultats qui montrent qu'il est 
possible de caractériser les solutions dans certains cas particuliers. Ceci vient donc 
compléter et enrichir les travaux amorcés par Beardon et Minda dans [5] et, ce faisant, 
l'étude même du problème d'interpolation de Nevanlinna-Pick. 

5.1 Un lemme Schwarz—Pick à n points 

Dans cette section, nous commencerons tout d'abord par présenter la généralisation 
des fonctions /* et /**. Cette fonction est définie récursivement comme suit. 

Définition 5.1.1. Soient n G N, / : D —> D une fonction analytique qui n'est pas 
un ■produit de Blaschke de degré < n et Zx,Z2,---,zn G D des points distincts. Nous 
définissons /*" et an pour n > 0 de la manière suivante : 
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.1 \ z i z \ ) ■- / ; — 
OLAZ, Z\) 

[h(z,z1),f^(z2,zl)} f*2{z,zuz2) :■-
« 2 ( 2 , 2 1 , 2 2 ) 

«3/ x [f*2{z,z1,z2)J^{z3,zuz2 
f 3(z, zi,z2,z:i) : -

-! *"1 *n) : = 

« 3 ( 2 , 2 i , 2 2 , 2 3 ) 

[/'*"-'('-' Zi 2 1^ f*n~1(z Zi Z i^l 

an(z,zu ... ,zn) 

ou 
OCQ(Z) = z 

« 1 ( 2 , 2 1 ) = [2,21] 

« 2 ( ^ , 2 1 , 2 2 ) = [ « 1 ( 2 , 2 1 ) , a i (22,21)] 

« 3 ( 2 , Z] , 2 2 , 23) = ["2(2, 2 ] , 2 2 ) , « 2 ( 2 3 , 2] , Z2)] 

ttn(2, 2 i , . . . , 2 n ) = [ a n _ i ( 2 , 2 i , . . . , 2 n _ i ) , a n . | ( ~ „ , Z | , . . . , 2 n _ i ) ] 

Remarque 5.1.1. Dans ce qui va, suivre, nous considérerons /*" : 2 1—> f*n(z, z\,. . . , 2n) 
comme une fonction de 2 ayant 2 i , 2 2 , . . . , 2 n comme paramètres. Nous allons montrer 
plus loin que la fonction /*" est bien définie dans D. 

Remarque 5.1.2. Par le lemme 3.2.2 on voit que les fonctions Q„ sont des produits de 
Blaschke de degré I. 

À première vue, il n'est pas clair que la fonction /*" est analytique dans D, mais 
nous allons démontrer que c'est bien le cas. 

Proposit ion 5.1.1. Soient f : D —> D une, fonction analytique qui n'est pas un produit 
de Blaschke de degré. < n et Z\,z2,..., zn G D des points distincts. Alors, la fonction 
f*" est analytique dans B. 

Démonstration. Nous allons utiliser l'induction sur n pour montrer ce résultat. 

Pour n = 1. le résultat a été démontré au chapitre 3. Supposons maintenant que /'*" 
est analytique pour tout n < IV. Nous allons montrer que cela implique nécessairement 
que f*N+J est aussi analytique. Montrons que f*N+1 possède une singularité enlevable 
en z = ZJV+I- H est clair que f*NI ' est analytique pour tous les autres points de P . 

>N+l( v [n(Z,zu...,zN),n(zN+uzl,...:zN] 
{Z, Z\, . . . , /-W-|-|J — « N + l ( ^ , 2 i , . . . . 2yv+ly 
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où aN+i(z, zu...,zN+\) = [aN(z,zi,..., zN),aN(zN+i,zi,..., zN)]. 

r*N+u7 7 7 s. . (rN{z,zu...,zN)-r»{zN+l,Zu...,zN)) 
J {Z,Zi,. . . yZj^+i) — r -, : r—X 

aN{z,Zi,... ,zN) - aN{zN+i,zi,... ,zN) 
1 — (X^(ZN+I, z \ , . . . , ZN)Q>N(Z, Z\, . . . , ZN) 

1 - f*N(zN+i, Z , , . . . , ZN)f*» (z,Zi,..., ZN) 

Ainsi, en utilisant l'hypothèse d'induction, c'est-à-dire, que f*N est analytique, de même 
que «/v, on obtient à l'aide de la règle de L'Hôpital : 

lim f»+Hz * zN A~ / t , w ( z ' Z l ' - - - ' ^ ) l ^ + 1 ( l - K ^ + ^ i , . . . , z J v ) | 2 ) 

Ainsi, f*N+i est bornée dans un voisinage de z = ZJV+I- Ceci implique, d'après le 
théorème des singularités enlevables de Riemann, que z = zyv+i est une singularité 
enlevable de la fonction et que f*N+* est analytique dans D. □ 

Remarque 5.1.3. Sous les hypothèses de la proposition 5.1.1 la fonction /*" : z K-> 
/*'" (z, Z[,. . . , zn) est bien définie dans D. En effet, pour z — zn on a : 

f*n~l(z, Z\, . . . , Zn-l)\ 1 — lûf ,(z Z, Z ))\'2 

J i ' -ni Z\, . . . , Zrl j . -
^ _ 1 ( z , 2 1 , . . . , Z n - i ) | z = 2 1 - | / * " l(zn,...,Zn. 

Voici l'équivalent de la proposition 4.1.2 du cas n = 4 pour le cas général. 

Proposit ion 5.1.2. Soient f une fonction analytique, z\, z2,..., zn G D des points 
distincts et k > 0. Considérons /*" : z H^ f*n(z, Z\,... ,zn) défaite de la manière, 
précédente. Alors, f est un produit de Blaschke de degré k + n si et seulement si /*" 
est un produit de Blaschke de degré k. 

Démonstration. Définissons Tv(z) = (z — v) / ( l — vz). Nous allons montrer le résultat 
par induction. 

Pour n, = 1, le résultat découle du théorème 3.2.1. Supposons que / est un produit 
de Blaschke de degré AÉ + n si et seulement si /'*" est un produit de Blaschke de degré 
A: pour tout n < N. Montrons que cela implique que c'est aussi vrai pour f*N+l. Par la 
définition de /* N + I , on a : 

f*N+1(z,zi,.. .,zN+i)[aN(z,Zi,... ,zN),(\-N{zNl i,zi,.. .,zN)] = 

[f*»{z,zu...,zN),rN(zN+l,zl,...,zN)}. 
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En utilisant la notation précédente : 

f*N+1(z, zi,..., zN+i)TaN(ZN+uZu...iZN)(otN(z, zi,..., zN)) = 

Tf*N(zN+uzu...,ZN)(f*N{z,Zi, . . . , ZN)). 

Par l'hypothèse d'induction, on sait que / est un produit de Blaschke de degré k + N si 
et seulement si f*N est un produit de Blaschke de degré k. D'après la dernière égalité, 
il est clair que / est un produit de Blaschke de degré k + N + 1 si et seulement si f*N+1 

est un produit de Blaschke de degré k. □ 

Le théorème qui suit permet de caractériser complètement la fonction f*n(z, z\,..., zn), 
qui est une fonction de z ayant zi,Z2,..., zn comme paramètres, en vertu de la fonction 
. / ' ■ 

T h é o r è m e 5.1 .1 . Soient Z\, Za, . . . , zn G D des points distincts. Alors, on a les situa
tions suivantes : 

1. Si I G H(B>) \ U£i ] II,, alors /*» G H{B) U £0(D) ; 

2. Si f G Dn, alors /*« G B„(D) ; 

5. ./' G W(D) \ U?=15i .s-/ et seulement si f*" G H(B). 

Démonstration. Nous allons montrer le théorème par induction sur n. 

Pour n = 1, le résultat est vrai d'après le théorème 3.2.1. Supposons que (1), (2), (3) 
sont vraies pour tout n < N. Montrons que cela implique que c'est aussi vrai pour 
N + l. Supposons que / G H(B)\U?LiBu alors f*N+> est analytique dans D, d'après la 
proposition 5.1.1. Aussi, selon notre hypothèse d'induction, f*N G H(D). Considérons 
les identités suivantes : 

f*N (z,zi,..., zN) - f*N{zN+l,zu ...,zN) 

1 - f*"(zN+\,Z\,. ..,zN)f*"{z,zu...,zN) 

tanh l~{p{rN{z, zu..., zN), f*»(zN+1, zlt..., zN))); 

\[aN(z,zi,.. .,zN),aN(zN+1,zi,... ,zN)}\ = tmh-p(z,zN+i). 

Par le lemme de Schwarz Pick, \f*N+i(z, z\,..., ZJV+I)| < 1 avec égalité si et seulement 
si f*N est un automorphisme. Ce sera le cas si et seulement si f(z) est un produit de 
Blaschke de degré TV + I, d'après la proposition 5.1.2. Si on a égalité, par le principe du 
maximum, f*N+1(z, Zi,..., z/v+i) = A, où |A| = 1. Ceci montre (1), (2) et (3). □ 
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L'analyticité de la fonction /*", qui dépend de certaines conditions sur / , permet 
l'obtention du lemme de Schwarz-Pick à n points qui est le pilier essentiel de la base 
du présent travail. 

T h é o r è m e 5.1.2 (Lemme de Schwarz—Pick à points multiples) . Soient f : 
ED —> D une jonction analytique qui n'est pas un produit de Dlaschke de degré < n 
et w\, u>2, Z\,..., zn-2 £ II), où les z, sont distincts. Alors on a : 

(>(.[*" 2(wi,zi ■■■, zn 2); /*"~'2('<"2, zi,..., zn-2)) < p(wt, w2) (5.1) 

L'égalité a lieu dans (5.1) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré n — 1. 

Démonstration. D'après le théorème 5.1.1, / * ' " : z i-> f*n(z, Zi,..., zn) € Tt(B). En 
utilisant le lemme de Schwarz Pick avec wi,W2, le résultat suit. En ce qui concerne 
l'égalité, il suffit d'utiliser la proposition 5.1.2. En effet, il y a égalité dans (5.1) si et 
seulement si /*n _ 2 est un automorphisme, c'est-à-dire, un produit de Blaschke de. degré 
1. Ce sera le cas si et seulement si / est un produit de Blaschke de degré n — 1. □ 

5.2 Une nouvelle solution au problème classique de 
Nevanlinna—Pick 

Nous allons à présent utiliser la théorie développée auparavant afin de donner une 
nouvelle solution au problème classique de Nevanlirma-Pick faisant intervenir n points. 
11 s'agit d'une solution tout-à-fait remarquable dans le sens où l'existence d'une fonction 
analytique interpolant des points du disque unité dans lui-même dépend de la struc
ture géométrique de ces mêmes points. Cette solution vient donc apporter un éclairage; 
nouveau au problème classique de Nevanlinna-Pick. En adoptant ce point de vue, on 
voit- bien que le problème d'interpolation est sensible au choix des points : ils doivent 
absolument se conformer à une organisation spécifique et le non respect de cette archi- . 
torture entraîne conséquemment l'inexistence de la fonction. D'autre part, la solution 
plus connue, où l'on doit vérifier si la matrice est semi-définie positive, ne montre en 
rien cet aspect, ce que la nouvelle solution a l'avantage de faire. 

Remarque 5.2.1. Comme le problème de Nevanlinna-Pick est de trouver des condi
tions suffisantes et nécessaires pour l'existence d'une fonction vérifiant certaines hypo
thèses, nous allons faire un abus de notation afin d'utiliser celle définie précédemment. 
En effet, pour chacune des fonctions /'*" nous remplacerons, lorsqu'il y a lieu, f(z,) par 
u>i. Ainsi, même si la fonction / n'est pas déterminée, f*7'(z, Zi,..., zn) est bien définie. 
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Théorème 5.2.1 (Le problème de Nevanl inna-Pick à n points) . Soient z\,..., zn G 
D des points distincts et w\,... ,wn G D. L'existence d'une fonction analytique f : D —> 
D satisfaisant f{z^ = u/j pour i = 1 ,2, . . . , ??, dépend de l'un des trois cas suivants : 

1. Pour n = 2, f(z) existe si et seulement si 

( r 2 ) j p(wi,w2) < p{zuz2). 

2. Pourri = 3, f(z) existe et n'est 'pas un automorphisme si et seulement si 

{ p{u>i, Wj) < p(zu Zj) Vi, ;') E {1, 2,3}, i ^ j 

5. Pour n > 4 / ( z ) existe cl n'est pas un produit, de Blaschke de degré < n — 2 si et 
seulement si 

' p(wi,Wj) < p(zu Zj) Vi,j G { 1 , 2 , . . . , n} , i ^ j 

p(f*(zu zn), f*(Zj, zn)) < p(z.,„ zj) \fi,je{l,2,...,n-l},i^3 

I P(r*(^zn,zn \),f"(Zl)zn,zn^))<p(zlyz:i) \/i,jE{l,2,...,n-2},i^j 
{' "■) S 

p(f*n-3(Zi, Zn, 2 „ _ i , . . . , Z4) , f*n":,(z:j, Zn, 2 n _ X , . . . , Z4)) < /«(-Zj, Zj) 

V z , j e {i,2,3} ;?; ^ j 

p ( / * " - 2 ( 2 2 , ~„, Zn-1,• • • , 24, -2i), f " " 2 ^ , Zn, Z„- l , . . . , Z4, Zi)) < p(z2, Z3) 

Démonstration. Nous allons démontrer le eas (3), puisque les autres cas ont été dé
montrés au chapitre .'5. Supposons que n > 4 et que / existe et satisfait les hypothèses 
du problème. Alors, en appliquant k; lemme de Schwarz-Pick a k points pour chaque 
fonction f*k~'\ où k = 2, .. . , n — 2, on vérifie; facilement que les n — 1 conditions de (r„) 
sont toutes vérifiées. Réciproquement, supposons maintenant que les points satisfont 
les conditions de (T,,,). Nous démontrerons le résultat dans un cas particulier d'abord, 
puis dans le cas généra.] ensuite. 

Cas 1 : zn = wn = 0 

Remarquons que dans ce cas particulier, |m,;| < \ZJ\ pour fout i < n, d'après la 
première condition. Nous allons montrer le résultat par induction sur n. Pour n = 4, le 
cas a été démontré. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour tout n < N. 
Montrons que cela est vrai aussi pour N + 1. Nous aurons besoin du lemme suivant : 
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L e m m e 5 .2 .1 . Soit n > 2. Soient zi,... ,zn € D des points distincts, / : D —» O wne 
fonction analytique qui n'est pas un produit de Dlaschke de degré < n — 2 et telle que 
Z\ = f(z\) = 0. Posons g(z) = f(z) jz. Alors on a : 

an(z,0, ! ) • • • ) *n ) = a n _ i ( 2 , 2 2 , . . . ,zn); 

f*n {Z, 0 , Z 2 , • • • , Zn) = 0*" ' ( 2 , 22 , • • • , «n) -

Démonstration. Clairement, ry est une fonction analytique dans D. En effet, elle est 
dérivable partout et même en z = 0, car il s'agit d'une singularité enlevable de la 
fonction g. Aussi, g G 7Y(D) d'après le lemme de Schwarz. Démontrons le premier 
résultat par induction. 

Pour n = 2, on a : 

«2(2,0,22) = [ai{z,0),»i(22,0)] = ati(z, 22). 

Supposons que a n (2 , 0 , . . . , zn) = an-i(z, z2,..., 2n) pour tout n < TV. Montrons que 
cela implique que le résultat est aussi vrai pour N + 1. 

aN+i(z,0,... ,zN+i) = [aN(z,0,z2. ■■, zN), aN(zN+i, 0 , . . . ,zN)] 

[CïN -1 ( 2 , 22, . . . , 2 / v ) , û ! A r _ i ( 2 j v + l , 2 2 , . . . , 2 jv) ] 

= CV/v(2. 2 2 , . . . ,2/V + l ) . 

Démontrons maintenant le deuxième résultat. Nous utiliserons l'induction encore une 
fois. Pour n — 2, on a : 

r2(z,o,22) = 
[/*(2,o),,r(22,o)] 

[«2(2,0,22)] 

2 ' 22 

« 1 ( 2 , 2 2 ) 

= <?*(*, 2 2 ) . 

Supposons que f*n(z, 0. 2 2 , . . . , 2n) = g*n~1(z, 22 , . . . , zn) pour tout n < N. Montrons 
que le résultat est vrai pour TV + 1. 

{f*»(z,0,...,zN).f*»(zN+l,0,...,zN)} 
f*N+i(z,0,...,zN+1) 

«/V i l ( 2 , 0 , . . . ,ZN+i) 

[g*»' ' ( 2 , 2 2 , . . . , 2 jy ) , ff*"-' ( 2 y y + 1 , 2 2 , . ■ . . 2 /y)] 

Q/V+ | ( 2 , 0 , . . . , 2 J V + 1 ) 

[,(/*"-' ( 2 , 2 2 , . . . , ZN),g*N-1 (zN+i, 2 2 , ■ ■ ■ , 2 /y)] 

« / v ( 2 , 2 2 , . . . , 2 / v + | ) 

= g*N{z,z2,...,zN+l). 

Ce qui prouve le lemme. I I 
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Retournons maintenant à la démonstration du cas 1. Puisque 2/v+i = I"N-\ I = 0, 
on a que \wi\ < |ZJ| Vï < N + 1 et dans ce cas particulier, (r„) devient (T) pour tout 
i,je{l,2,...,N},i^j, où (f) e s t : 

f p ( / ^ , 0),/*(*,•, 0)) < p ^ , 2;) \/i,j £{1,2,...,N},i^j 

(n< 
/ ; ( . r ( ^ , 0 , ^ ) , . r ( 2 , , ( ) , 2 N ) ) < p (z i , ^ ) \/i,j G { 1 , 2 , . . . , 7 V - l } , / ^ . y 

p ( / * ^ ( 2 i , 0 , ^ , . . . , Z 4 ) , / * J V - 1 ( ^ , 0 , Z 7 V , . . . , . 2 4 ) ) < p(Zi,Zj) Vl. J G { 1 , 2 , 3 } , » ^ j 

k ^ ( / ^ 1 ( 2 2 , 0 , 2 / v , . . . , 2 4 , 2 , ) , . r ~ 1 ( z 3 , 0 , 2 N , - . - , 2 : 4 ^ l ) ) < p ( 2 2 , 2 3 ) 

On peut se servir ici du lemme 5.2.1 en notant qu'il suffit de remplacer f(zr) par lOj et 
<?(ZJ) par lOj/z,;. La validité du lemme n'est en rien changée!, même si la fonction f(z) 
n'existe pas. Ainsi, (F) devient : 

' o ( ï .= f )<*=^> 
p(g*(zi,zN),g*(zj,zN)) < p{zuZj) 
: 

p(g*N-3(zi, zN,..., z4),g*N-"(zj,zN,..., z4)) < p{zu Zj) 

p(fl*N 2{z2,zN,...,zi,zl),g*N ■2(z<i,zN,...,z4,z[)) < p(z2,z3) 

D'après l'hypothèse d'induction, il existe une fonction analytique; g : D —> D telle que 
g(zi) = Wi/zi pour i = 1 , . . . , N. Il suffit donc de prendre f(z) = zg(z) qui satisfait 
f(zj) = vl, pour i = 1 , . . . , N + 1. Ceci termine l'induction et montre le cas particulier 

ou w„ = 0. 

Cas 2 : Points quelconques 

On peut se ramener facilement au cas 1 en utilisant des automorphismes du disque 
unité : 

é{z) = p^., 1p(z) = f^-. 
1 - znz 1 - wnz 

Il existe une fonction analytique / : D —> D satisfaisant f(zr) = m, pour t — I . . . . , n si 
et seulement s'il existe; une fonction analytique F : D —> D, où F(z) = •</; o / o 0 '(2) 
satisfaisant : 

F(0) = 0, F(</)(Zi)) = #«',:) Pour i = 1 , . . . , n - 1. 
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Ainsi, d'après le cas précédent, F existe si et seulement si les points vérifient, l'ensemble 
des conditions de (F). On notera dans ce cas particulier celles-ci par (F). 

p(tl)(wi),tp(wj)) < p((/)(zi),(l>(z:j)) V«, ;j £ {1, 2 , . . . , n}, i ^ j 

p{^>M)<(M*i)M*i)) V* , ;€{ l ,2 > . . . > n- lWj 

(f)< 

p(C?*(^),0(zn_i)),G*(^),0(«n_1)))<p(^),^)) 
V«,jG {1 ,2 , . . . , n - 2},i ? j 

piGTMZi), 0 ( ^ - 1 ) , 4>(Zn-3)), G**(d>(Zj), HZn-i), <l>{Zn-2))) < p{<t>{zt), <f>(Zj)) 
V t , j € { l , 2 , . . . , n - 3 } , i ^ j 

p(G*"-4(0(^), r/;(z.„,_j),. . . , 0(z4)), 6"-"(</;(z7), r/>(zn_,),. . . , <j>(z4))) < /,(c/;(z,), 0(2,)) 
V z , i e { l , 2 , 3 } , i ^ j 

l p(G*»-*(<f>(z2), 0(z„ -, ), ..., <j>(Zl)), G*«-3(0(.2:!), ^ - i ) , • • • , 0(2l))) < P{4>(Z2),<I>(Z3)) 

où c7(z) = F(z) /z et l'on écrit '0 ('<"•; ) A/K-O au lieu de (7(0(2*)). 

Nous allons maintenant montrer que (F) est équivalent à l'ensemble des conditions 
(r„) du problème de Nevanlinna-Pick. Mais avant, nous aurons besoin du lemme qui 
suit. 

L e m m e 5.2.2. En considérant ce qui précède, on a : 

a n _ 4 ( ( / ) (2 i ) , 0 ( z „ _ i ) , • • • , 0 (24 ) ) = OCn-3(Zi, *n, ■■■, ZÀ)\ 

G*n-4(<f>(zi), 0 ( 2 „ - i ) , . . . , <j){z4)) = .[*"-" (zu zn,..., 24). 

Démonstration. Pour le premier énoncé, nous allons utiliser l'induction. 

Pour n = 4, on retrouve : 
■y . — y A 

aQ{(t>(zi)) = <p(zi) = "' _ = ai(zi,z4). 
1 — Z^Zi 

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour tout n < N. Montrons que cela 
implique que c'est aussi vrai pour N + 1. 

C*N 3{<t>{zi),(j){zN),...^{zA)) [aN 4(0(2*).. . . , 0 (z 3 ) ) , a w 4(0(24),-.. : <l>(za))] 

[otN- 3(^1, ZjV+l, • ■ • , 23), &N-3{Z4, 2 J V + 1 , • •• , 23)] 

= ÛN-2 (2 i , 2yyH 1, . . . , 24). 
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Ceci termine l'induction et montre le résultat. Pour le deuxième énoncé utilisons égale
ment l'induction. 

Pour n = 4, on a : 

Supposons le résultat vrai pour tout n < N. Montrons que c'est vrai aussi pour N + \. 

r*N ,iA{ s .. v l( ss [G'H-'MZJ), <l>(zN),..., (/>(z,)), Gr»-*(4>(zA), <j>{zN),. . ., Hz,)) 
G N {(j){Zi), (j){ZN), . . . , (j){ZA)) = — r ——-

aN-3{(j)(zi), (p{zN),..., 0(z4)J 

[/*»■ *{zu zN+l,. . . , z3), P» *{zA, zN+i,..., zs)] 
&N-2\Zi, ZN+1, ■ ■ ■ , 23) 

= f*N-*{Zi,zN+i,...,z4). 

Ceci montre le lemme. □ 
Retournons à la démonstration du cas 2. En utilisant le lemme 5.2.2, nous pouvons 

conclure q\ie (Ë) est équivalent aux conditions (F„) du problème de Ncvanlinna-Pick, 
d'où le résultat. □ 

Le premier corollaire qui suit montre qu'il existe;, sous certaines conditions, une 
fonction appartenant à une classe; particulière qui est une solution au problème de 
Nevanlinna Pick. 

Corollaire 5.2.1. Soient n > 2, z\, z2, . . ., zn G D des points distincts et u>\,..., w„ G 
D. Supposons que les points zr et wt satisfont, pour i = 1 , . . . , n, les conditions de (Yn). 
Alors, il existe un produit de Blaschke B de degré au plus n qui satisfait B{ZJ) == m,, 
pour i = 1 , . . . , n. 

Démonstration. En utilisant l'induction, la preuve du théorème 5.2.1 et le lemme 3.2.2, 
le résultat suit. I I 

Le prochain corollaire permet d'identifier les conditions sous lesquelles il y a unicité 
de la solution. 

Corollaire 5.2.2. Soient n > 2, z\,...,zn G D des points distincts et Wi,...,wn G 
D. Supposons que les points z.ir et Wj satisfont, pour i = [,...,n, aux conditions de 
(F,,). Alors, il existe une unique fonction f satisfaisant aux hypothèses du problème 
de Nevanlinna Pick si et seulement s'il y a égalité dans la dernière condition de (P„). 
Dans ce cas, l'unique solution f est un produit de Blaschke de degré n — 1. 
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Démonstration. Vu que les points satisfont aux conditions de (F,,), alors il existe une 
fonction / qui réalise l'interpolation du problème de Nevanlinna-Pick. De, plus, comme 
il y a égalité dans la dernière condition (Tn), alors / est nécessairement un produit 
de Blaschke de degré n — 1. Nous allons maintenant montrer l'unicité de la solution. 
Supposons qu'il existe deux solutions Pi, P2 qui sont des produits de Blaschke; de degré 
■n, - 1 tels que Pi(z;) = P'iiz-i) = v)i pour / = 1 , . . . , n. Nous allons montrer par induction 
sur n que P\ = P2. Pour le cas n = 2, considérons P i ,P 2 deux solutions au problème 
qui sont des produits de Blaschke de degré 1. Soient tp(z) = (z + z2) /(l + ~z2z) et 
t/j(z) = (z — w;2) / ( l — W2~z). Ainsi, on obtient pour 7 = 1,2: 

^ o P j O ^ O ) = 0; (5.2) 

iïoPiOipitp-1^)) = il>{wi). (5.3) 

D'après la proposition 2.3.1, on a pour i = 1,2 : 

ip o Pj o ip(z) = zPu 

où Pi est un produit de Blaschke de degré 0. Par (5.3), il suit, que P\ = P2. Finalement, 
on a bien que P\ = P2. 

Supposons le résultat vrai pour n < N et montrons que c'est aussi le cas pour 
N + 1. Soient Pi, P2 deux solutions qui sont des produits de Blaschke de degré N 
vérifiant Pi(z,) = Pi^zî) = Wi pour i = 1 , . . . , N + 1. En utilisant les automorphismes 
ip(z) = {z + zN H ) / ( 1 I- z^JTz) et 0(~) = (z - wN., i ) / ( l - û^TTz), on a : 

^ o P j O ^ ( O ) = 0; (5.4) 
i> o ^ o ^ - ' (2j ) ) ij,(w, ) pour j = 1 , . . . , W. (5.5) 

On obtient comme précédemment que 

(/) O P , O </?(2) = z P j OÙ ï = 1, 2. 

En utilisant l'hypothèse d'induction et (5.5), il suit que P] — P2. Finalement, on a que 
Pi = P2. 

Ceci montre donc l'unicité de la solution dans le cas de l'égalité. 

Réciproquement, supposons qu'il existe une unique fonction / réalisant l'interpo
lation du problème de Nevanlinna-Pick. Montrons qu'il y aura nécessairement égalité 
dans la dernière condition de (r„) . Nous allons encore une fois utiliser l'induction. 

Pour n = 2, supposons qu'il existe une unique solution / telle que /(-,;) = Wj pour 
i = 1.2. Soient ip(z) = (z + z2) / ( ] +~Z2~z) et 'ij'(z) = (z ~ v>2) /([ —W2z). Définissons 
F(z) = tj> o /' o tp(z), alors on a : 
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F(0) = 0; (5.6) 

F{ip-\zl)) = iP{w1). (5.7) 

Puisqu'il existe une unique fonction / , alors il existe également une unique fonction F. 
Cette dernière est donc une rotation de la forme F(z) = el0z, où 6 G [0, 2TT]. Ainsi, il 
est clair que / est un automorphisme et que p{w-\, W2) = p{zi, ZÏ)-

Supposons le résultat vrai pour 3 < n < N et montrons que cela est vrai aussi 
pour N + 1. Soit / l'unique fonction satisfaisant les hypothèses du problème, de même 
que les N conditions de (T/v+i). Soient <p(z) = (z + z/v+i) / ( l + ZN+IZ) et ip(z) = 
(z — wN.,.|) / ( l — 7W/v+î ) • Définissons F(z) = ^ ° ./' ° p(z). On a : 

F(0) = 0; (5.8) 

F(<p l(Zi)) ^(Wi)pomi = l,...,N. (5.9) 

Clairement, F(.z) = zg(z), où 5 est une fonction analytique dans P . Comme / est unique, 
alors F est l'unique fonction satisfaisant (5.9). En utilisant l'hypothèse d'induction, F 
est un produit de Blaschke de degré N. Finalement, / est aussi un produit de Blaschke 
de degré N. Ceci montre; donc qu'on a bien égalité dans la dernière condition de (TTV+I). 

Pour conclure, on a bien unicité de la solution si et seulement s'il y a égalité dans la 
dernière condition de (r„) . □ 

Le résultat, qui suit montre qu'il est possible d'obtenir une solution au problème!, 
même dans le cas où seulement une partie des conditions du théorème 5.2.1 sont satis
faites. 

Corollaire 5.2.3. Soit n > 2. S'il y a inégalité stricte dans les k — 1 premières condi
tions de (P„) et égalité dans la kwme, pour les points zl,wl, où i = l,...,n, alors il 
existe une unique fonction analytique f qui satisfait les hypothèses du théorème 5.2.1. 
De plus, f est un produit de Blaschke de degré k. 

Démonstration. La preuve suit directement du lemme de Schwarz-Pick à points mul
tiples et du corollaire 5.2.2. □ 



Conclusion 

Le principal objectif de cet ouvrage était de montrer comment il est possible d'uti
liser la géométrie hyperbolique, de même que la théorie des fonctions d'une variable 
complexe, afin d'apporter une nouvelle approche à un problème fort connu d'interpo
lation : le problème classique de Nevanlinna-Pick. Pour atteindre cet objectif il fallait 
d'abord définir et caractériser complètement une fonction particulière que nous avons 
notée f*"(z, Z\,..., zn), où les Z{ pour i = 1 , . . . , n sont des paramètres appartenant au 
disque unité. Par la suite, grâce à l'analyticité de cette dernière fonction, il devenait 
possible d'obtenir une version du lemme de Schwarz-Pick à points multiples. Ce résultat 
général est la pierre angulaire permettant de considérer d'une manière différente le pro
blème de Nevanlinna-Pick et d'y apporter par le fait même une toute nouvelle solution. 
Les points z% et u\, pour i. = l , . . . , n , doivent, ainsi satisfaire des conditions géomé
triques afin d'assurer l'existence d'une fonction holomorphe satisfaisant les hypothèses 
du problème. Cette approche amène un éclairage nouveau au problème en permettant, 
entre autres, une interprétation plus géométrique de l'interpolation et montre bien l'im
portance que les points respectent, une certaine structure organisationnelle. En effet, si 
certains points ne vérifient pas une organisation précise, alors ceci entraîne nécessaire
ment la non existence de la fonction interpolante. Ainsi, le fait de poser un regard plus 
géométrique sur un problème a l'avantage de favoriser une meilleure compréhension de 
l'essence même de celui-ci. 
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