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Résumé

Le but de cet ouvrage est de montrer, grace a Uintroduction d’éléments de théo-
rie geomdetrique, comment il est possible d’apporter de nouvelles idées o la résolution
d'un probleme diinterpolation conum sous le nom de probléme classique de Nevanlinna
Pick et qui s'énonce comme suit - ctant donné n points distinets 2,2, et n points
ury, ..y, tos appactenant an disgque unite ) déterminer des conditions suflisantes
ot nocessaires assurant Uexistence dune fonction analytigue [ @ I — D satisfaisant
flz) =w, pouri =1, . n Une solution complete fut apportée o abord par Pick en
1916 et indépendamment par Nevanlinna en 1919 Une toute nouvelle approche sera
done présentee dans ce travail utilisant la géometrie hyperbolique, de mome guune

version a points multiples du lemme de Schwarz—Pick.
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Introduction

Llintérét principal de cet onveage porte essenticllement sur un probleme d'interpola-
tion connu sous le nom de probléme classique de Nevanlinna Fick. Ce dernier s'énonee
de Ta maniere snivante @ clant donné o points distincts Tyeon, Iy ob mopoints wny ooy,
tous appartenant au disgue unité I, déterminer des conditions suffisantes et nécessaires
assurant 'existence d'une fonction analytique f @ [ < [ satisfaisant f(z,) = w, pour
i= 1, .. n Une solution compléte fut apportée par Georg Alexander Pick en 1916 et
indépendamment par Rolf Nevanlinna en 1919, En effet, ils démontrérent gqu'une telle
fonetion analytigque existe si ob sealemont si la matrice M définie par

| — wjw;

M = (1 <ij<n)

| — =5z

est semi-définie positive,

I1 est possible d’aborder le probleme d'une nonvelle facon en adoptant an point de
vae geométrique. Pour cela, nous aurons besoin de quelques notions fondamentales.
Dans le chapitre promicor nons introduirons les transformations de Mabius dans e plan

complexe qui sont essenticlles poar la compréhension de certaing concepts.

Le dewxieme chapitre est primordial et expose les outils de base de la péométrie
hyperbolique. Le modéle que nous atiliserons dans ce travail est celn du disque de
Poineare. Dang cet espace, il est done possible de transposer certaines notions de géo-
metrie cuclidienne, Par exemple, les notions de longoenr, d'isométrie et de géodésigques

ont un sens et peavent etre définies avee précision, amsi que lears proprietes.

Le troisicme chapitre présente les travanx initiateurs de Alan F. Beardon et David
Minda pour Uobtention dune nouvelle solution an probleme elassique de Nevanlinna
Pick pour le cas de trois points (0 = 3). Ce sont eux qui, les premiers, ont en idée
d'exploiter la géométric hyperboligne ainsi que la théorie des fonctions dane variable
complexe afin d’apporter une approche originale an problome classique die NXevanlinna
Pick. Ceci a été rendu possible grice 4 lobtention d'une version du lemme de Schwarz—

I'ick non plus a deux points. mais a trois points. Cette version a points triples du lemmme



dépend en fait de Motilisation judiciense d'une fonetion analytique notée f*(z, z), ol
zp estoun paraméetre fixe appartenant au disgue anité,

Dans le quatricme chapitre, de nouveanx résultats de recherche sont présentés afin
d'étendre les résultats de Beardon et Minda pour le cas de quatre points. Encore une fois,
est o lasuite de Fobtention dane version du lenmne de Schwarz-Dick & quatre points
que de nouvelles conditions géomdétrigues sont & méme de garantir Vexistence d'une
fonction analytigue satislaisant aux conditions du probleme classique de Nevanlinna
Pick pour le cas n = 4.

Finalement, le cinquieme chapitre conclut le travail amored en présentant une nou-
velle solution au problime classique de Nevanlinna—Pick pour le cas général. Comme
précidemment, obtention d'une version du lemme de Schwarz—Pick a points multiples
a cte primordiale afin d’atteindre cet objectif. De plus, on vy présente aussi une carac-
torisakiom de la solation en discutant, par exemple, de Punicité on de Pexistence dane
tonetion particuliere.



Chapitre 1

Les transformations de Mobius

Dans ce premier chapitre, nous ferons la présentation dune elasse d'applications fort
importante pour 'étude de la péométrie hyperbolique. [ s'agit des transformations de
Mibius, Dans un premier temps, nons commencerons par definie un nouvel espace dans
lequel étude de ces transformations est plus adéguate et dans un deuxieme temps, nous
cnoncerons les propriétés les plus significatives des transformations de Mabins dont nous

aurons besoin pour ce travail,

1.1 Quelques rappels

Le plan complexe C possede comme proprieté topologique le fait détre un espace
localement compact. 11 est d'ailleurs possible d'ajouter & © un point, appelé point d
infing et que 'on note oo, afin de rendre cel espace compact. Ainsi, le plan complexe
ctendu, que V'on note T, est défini par C, := ClL{oo}. Ce procédé de compactification
est possible grace a la projection stéréographique. Dans ce qui suit, on notera par 5% la
sphire unité dans B et par N le point (0,0, 1) que Pon nomme péle novd. On appelle
projection stéréographique Uapplication « @ Co — 5% définie de la maniere suivante :

2 20 |zl =1 ) .
si

T s T 00,
n(z) =4 \FP+ TP+ 1P+ 1 #
N si 00,

L]

L)

otz =a + iy e C.

D'n point de vae géométrigue, on peut voir la projection stéréopraphigue comme

ctant une application qui agit comme suit (voir Agure 1.1) @ on considére un point



Chapitre 1. Les transformations de Mihins 4

z = w4ty appartenant 4 O et on constroit une droite partant. du pole nord et passant
par z. Cette derniére intercepte un point P = (X, Y, Z) sur 5% qui est Uimage z par .
Chagque point de € est envoyé vers un et un seul point de S, sauf N = (0,0, 1). 1l est
done natnrel d’ajomter a C le point oo afin que la projection stéréographigue soit une
bijection de © dans la sphére unité de B, De cetle maniére, limage du pole nord sera oo,

Fic. 1.1 = La projection stéréographigue

Remarguons que la projection stéréographigque permet de représenter le plan com-
plexe étendn comme une sphéere, ¢'est pourguoi on appelle C., la sphére de Riemann.
Cette derniere induit anssi une topologic dans €, i partir de la métrigue enclidienne
appliquée a 5%, On nommera cette métrique la métrigue cordale of on la notera par o,
Fxplicitement,

oz, w) = |n(z) — w(w)|, pour tout =, w € Cy,.

A partiv de la definition de la projection stéréographigue, on Lronve gue

2|z “|| .
9y and 51z w £ oo,
o(zuw)=q U +r}|-3|2]5(1 + |w]?)*
m Sl 2 = o0,

Cette formule met en évidence le Tait gue la métrigue o restreinte a © induit une
topologie doquivalente 4 celle mdoite par Ia métrigoe enclidienne. En effet, woe fonetion
' sous-ensemble de © dans © est contivue o la fois pour les denx métrigues on pour
ancune des meétriques. De facon plus précise, la topologie sur € est completement
caractérisée par une base de voisinages définis comme suit o sioon note par 2(a,r)
un disque ouvert centré en a el de rayon ¢ > 0, un ensemble est ouvert dans © si
ef senlement 87l est la réunion de disques Do, ) o a € C et v > ()L Dans le eas
particulier du point & infini, un voisinage de ce point sera oo, r) = DX{oo, ) U {oo},

=
oo

= . I sagit done du complémentaire

ont (o, r) est lensemble des 2 € C tel que
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wn

d'un disque centré en 0 dans C. 11 devient maintenant. clair que le principal intérét
d’utiliser la sphérve de Riemann et la métrique qui y est rattachée réside dans le fait
que oo devient un point comme les autres, puisque les notions d’analyse, telle que la
continuite par exemple, s'appliquent 4 ce point.,

Avant d'identifier les fonctions analytiques dans €, nous allons établir la termi-
nologie snivante. Une fonction [ @ D — C, on 2 © ©C est un domaine, est dite
méromorphe dans 1) s chaque point de 2 possede un voisinage dans lequel fou 1/f
est holomorphe. Les poles de [ sont les points w tels que [f(w) = oo, 1 est clair que
dans un voisinage de tels points, la fonetion z — 1 /f(z) est holomorphe et vaut 0
en w, Observons egalement qu'en utilisant la métrigue cordale on peut montrer que la
lonction [ est continue en chacun de ses poles, Finalement, dans le cas particulior do
point oo, une fonction [ est dite holomoerphe (dromorphe) an point oo si la fonetion
=+ f(1/2) est holomorphe (méromorphe) au point = = 0.

La théorie des surfaces de Riemann, que nous n'aborderons pas ici, permet de carac-
tiriser complitement les fonctions analytiques f 2 €, — Coo. Bu effet, on pent montrer
aque la sphere de Riemann est en fait une surface de Riemann, Nous aurons done la
définition snivante : une fonction f: Dy — Dy, on Dy, Dy © € sont denx domaines,
est dite analytique dans Iy s1 elle est holomorphe ou méromorphe en chacun des points
de 1.

1.2 Les transformations de Mobius

Nt}'l_].‘-u' |'Il[]|l{‘.|1’][]."\' l'lﬂ.l'l.‘{ celle H(‘.{fl.i.ﬂ'l;l t'll,l.l".]l:]'l.l.{'.‘-'u 'I'I!r’.‘-'u'll.“.i;'l..l.ri {'I-‘l."i."\'iq_lll.‘ﬁ concernant 1["."5 1.T'}I'||h'-'

formations de Mobins. On pent trouver de plus amples détails dans [2],[3] et [8].

Une transformation de Mébing [ C — C eat une fonetion de la forme

iz + b
flz) = o (1.1)
ot a, byo,d € C et ad— be # 0.
Puisoue
ey il — e
)=

la condition ad — be # () nous assure que la fonction f n'est pas une constante.
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Les transformations de Mobins sont. bien définies dans la sphére de Riemann. En
effet, si f(z) = az + b, alors f(oo) = oo, Dans le cas ol [ est de la forme (1.1) avec
e # 0 on anra que f(—d /) = oo et

floc) = lim f(z) = lim ”_'H;J"J: _ &

F o] T |:"-|-|‘ fr.': ul".

Soulipnons ¢galement gqu'il existe trois types die transformations de Mdbins particu-
lieres. On appelle translation une transformation de la forme f(z) = = + b, dilatation
une transformation de la forme f(z) = az el dnversion une transformation de la forme

flzy=1/=.

Les transformations de Mohius possedent des propriétés particulieres qui illustrent
Lien lewr importance dans U'étude du plan complexe étendu. Tout d’abord, les transfor-
mations de Mobius forment un groupe sous la composition des fonctions de € dans
lni-meme. Dailleurs, on notera par GA(C ) oo groupe. De plus, ane transformation de
Mobius est un homéomaorphisme de Co, ¢'est-i-dire, une fonction bijective et continue
dont la réciproque est egalement. continue. En utilisant le fait que les transformations
de Mobius sont analytiques dans Co au sens géndral que nous avons défing précédem-
ment, on penat voir ces fonctions comme des transformations eonformes de la sphére de
Riemann dans elle-méeme. Rappelons que la notion de conformité est directement reliée

a celle de la préservation des angles,

Les trois transtormations Aémentaives gui sont Lo translation, la dilatation et in-
version peuvent caractériser complétement les transformations de Mobius dans le sens
ol tonle transformation de Mobins est le vésultat duane composition de translations,
dilatations et inversions. On peut done voir ces transformations comme des fonctions
qui engendrent le groupe GM(C ).

Lorsqu’on aborde le plan complexe étendu, il est naturel de considérer des objets
géomotrigques particuliers tels que les droites et les corcles. On appelle cerele généralisé
toute droite on tout cercle dans C. Cette définition permet de considérer les droites
ot les cercles comme étant la meéme entité, puisquune droite peut etre viue comme un
cercle passant & Uinfing. L'himportance gu’on accorde & ces objets provient do fait que
les transformations de Mobins préservent les cercles généralisés, En effet, 'image d'une
droite ou d'un cercle par une telle application est toujours soit une droite soit un cercle.



Chapitre 2

La géométrie hyperbolique dans le
modele du disque de Poincaré

Historiguement, la découverte de la péométrie hyperboligue est intimement lidée avee
la réfutation du cinguieme postulat o Enclide. Celui-ei affirme guétant donne ane droite
el un point exterienr 8 cetbe droite, il existe une et noe senle droite passant par ce point
el parallele a la droite, Rappelons que les cing postulats constiluaient la fondation
axiomatique de la géométrie dite enclidienne. Une géomotrie est dite non ewclidienne si
A moins un des cing axiomes est modifié, Celui gue nous venons d énoncer a longtemps
¢he critiqud, puisqu’il n'était pas assez ovident gu'on puisse Padmettre sans preave. En
effet, on croyait gu’il élait. possible de le démontrer a partir des autres postulats, Sa
validiteé en tant qu'axiome était ainsi fortement mise en doute pnisque les géometres
omt passé pres de 2000 ans A tenter de le démontrer. Clest an dix-neuviéme siecle que
le mathomaticien allemand Carl Friedrich Ganss Iat le premier o s'apercevoir que la
vihutation du cinguicine postulat d'Eaclide permettant d'obtenir vone nonvelle géometrice
tout-a-fait cohdérente. La péomcirie gqu'il constronl sera nommee plus tard la géométre
hyperboligue. Dans cette géométrie, la somme des angles intérieurs 'an triangle est
inférieure a 180 degrés. Il existe bien sur d’autres types de géométries non enclidienmes,
per exemple, Lo pdomdtrie sphoriogue dans Luguelle Ta somne des angles intérienrs o

triangle est maintenant supdérieure i 180 degrés.

Dans ce chapitre, nous allons introduire an modele particulier du plan hyperbo-
lique. On entend par modele un espace particulier dans lequel on retrouve des objets
peomaetriques de base qui servent. i 'édification de la géométrie dans cet espace. Par
exemple, dans le modéle du plan enclidien, les droites et les points font partie de ce
type d'objets, I existe de nombreux modeles pour le plan hyperboligue - le modele du
dlisge de Doineard T, Teomodode do demi-plan saoperiear H, leomodele de Klein, ote. Ce

sont le premier et le denxieme modéle qui nous intéresseront ici,



Chapitre 2. La péomatrie hyperboligue dans e modale do disgue de Poineard el
2.1 Deéfinitions et notions fondamentales

Pour construire une métrigue, nous avons besoin d'une définition précise de ce qu’on
entend par la distance entre deux points. Mais avant, voici un rappel de quelques notions
fondamentales.

Si y(t) : |a, b] — C est une courbe de classe C' et est telle que (1) = x(t) + iy(t),
alors la longueur enclidienne de 4 est

.u o "
VIO = [ Il

Ainsl, si dz = dr + ddy, 'élément de longueur ds peut s'éerire |dz

coon |dz] =
di? + dy?. Avee cette notation la longueur de y sera [ ds = [ [dz].

Définition 2.1.1. On appelle fonction de densité une fonction A @0 T — BT qui est
continue ef stricltement posilive,

Nous allons maintenant généraliser la définition de la longuenr d’une courbe pour
une fonction de densité quelcongue.

Définition 2.1.2. Soit v : |a,b] — C o v est de elasse C'. La longuear de 5, notée
L), en fonction de lo densité X oest définie comme élant

b
L{y) = /l[z]l|;.f.3| = [ A (A (|t

Il est clair que pour définir la longuenr dane courbe dans la métrigue enclidienne
nous avons pris comme fonetion de densité A(z) = L

[l est possible d'élargir notre famille de courbes  de classe C' en incluant les courbes
qui sont. contentment différentiables par morceaur,

Définition 2.1.3. Une courbe v : [a,b] — R est dite continument. différentiable par
morceaux sty esl continue sur |a,b) el sl erste une partition de la, b en sous-
intervalles |a = ay, 1], [a).az], ... |ag_1, a4, = b] telle que v esi de classe CY lorsqu’on
la restreint sur un sous-intervalle [a, ., ag].

[l est clair qu’il est tomt-a-fait possible de mesurer la longueur d'ane courbe continn-
ment différentiable par morceany, puisqu’il s'agit dune conrbe Tormeée par un nombre

fini de courbes de classe C'.
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Définition 2.1.4. Soient v : [a,b] — C une courbe continiment différentiable par

moreeant el Az} une fonctron de densité. Alors, la longuewr de -y oest -

L{7) = /A[::j|;f::|.

[l n'est pas difficile de vérifier que la longueur d'une courbe ne dépend pas de la

paramélrisation de la courbe.

Nous sommes maintenant en mesure de définir la distanee entre denx points.
Définition 2.1.5. Soit z,w € 2 © C o 0 est un domaine de C. Alors la distance

entre z el w, notée d(z, w), selon la fonction de densite M z) esl :

d{z,w) == il_:f [}1{:-,}
Jq

dz|,

on Umfinum est pris en consudévant toutes les courbes conbimiiment différentiables par
mrorcennt jotigant zoel w.

Proposition 2.1.1. Soient (0 C C un domaine et Alz) une fonction de denside sur 0.
Alors, d définie précédemment est une métrigue sur §2.

Démonstration. Soient z,w € {1 Clairement, on a que d{z, w) = d{w, z). Considé-
rons maintenant v € . Pour voir que d vérifie Vinégalité triangnlaire, supposons que
d(z,v) > [, M=)dz] — ¢ et que d(v,w) > [ A(=)ldz] ~ ¢, o e > 0 et 3,7, repré-
sentent des courbes contintment différentiables par morceanx reliant respectivement

z,v el v,w, Alors, il est clair que

25 b d(z, v) + div,w)

I3/

| Al2) =] + / Mz)|d=|

| ]

- / G

inf [J&I{;Hn‘ﬂ
= d(z,w),

on Uinfimum est pris sur toutes les courbes + continument différentiables par morceaux

Y

reliant. = et w. Il nous reste & montrer que d(z,w) = 0 < = = w. 5i = = w, alors il
est évident que d(z, w) = (. Réciproquement, nous allons montrer gue si = # w, alors
d(z, w) = 0. Considérons un disque ouvert centrée en z et de rayon » = () que 'on note
par D{z,r) C . Par continnité, on peat supposer que A(z) = Ag = (0 pour tous les
points appartenant & )z, r). Supposons aussi que w ¢ Dz, r). Pour toute courbe -,
on a que Alz) = Ay sur une section 7 de 4 dont la longueur est an moins r. Ainsi,

d{z, w) = inf [T Al2)|dz| = j’T Alz)|dz| = Aor = 0. 0
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2.2 Le modele du disque de Poincaré

Nous allons noter par [ := {z € C : |2| < 1} le modéle dua disque de Poincaré. 11
s agit done du disque unité ouvert dans ©C.

Définition 2.2.1. Seiend z,ow € . Alors, la mdétrigue hyperboligue o dans 1D est
définie par :

-'r [l

. i !
oz, w) = inf / lglr—m__,,

ot Uinfimum est pris sur toules les courbes v continument difféventiables par morceaus
joignant le pont z aw point w.

La métrique hyperbolique est done définie en utilisant la fonction de densité A{2) =

2/(1

lique correspondante par (I p). Observons qu’il s’agit bien d'une métrigue, d’aprés la

21, Nous noterons le modéele du disque de Poincare et sa métrique hyperbo-

Z

proposition 21,1,

2.3 Les automorphismes de D

Définition 2.3.1. Une application [ §8 — §1 gui est bijective d’un domaine $2 C C
dans lui-méme et qui est analytique dans 2 est appelée un antomorphisme de 2.

Yar exemple, les transformations de Mobius sont des antomorphismes de la sphere
de Riemann O,

Remarque 2.3.1. 1l est aisé de voir que les automorphismes forment an groupe avec la
composition comme opération. En effet, la composition de deux antomorphisimes est un
automorphisme. De meme, inverse d'un automorphisme est aussi un automorphisme.

Nous allons procéder plus spécifiguement a 'élude des antomorphismes du disque
unité [ 11 s’agit d'une classe importante de fonctions, car, comme on le verra plus loin,
ce sont des isométries dans (1D, p).

Tout d’abord voici un résultat classique de Vanalyse complexe qui nous sera utile,
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Lemme de Schwarz. Soit [ une foncltion analytique pour |z| < 1. Supposons que
[f(2)] < 1 powr tout |z| < 1 et que f(0) = 0. Alors,

[f(2)] = 2], W]zl <1 (2.1)
|FO0) < 1. (2.2)

Iy a égahte dans (2.1) et (2.2) st el seulement st f(z) = "z, on 0 < o < 2.

Proposition 2.3.1. Seil g un auvtomorphisme de D tel que g(00) = 0. Alors,
glz) = ez,

pour un @ € [0, 2a].

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Schwarz pour montrer la proposition.

En effet, on peut appliquer le lemme & g et on obtient ainsi que |g(z)] < |z| pour = € 1.
1

De méme, en appliquant le lemme 4 ¢' on obtient que |¢g~"(w)| < |w|. En prenant
w = g(z), onaque |z| < |g(=)]. Ainsi, |g(z)| = |2|. Tonjours selon le lemme de Schwarz,

comme on a égalité, cela implique que g(z) = ¥z, pour un p € [0, 2a]. ]

Théoréme 2.3.1. Les aulomorphismes de b sont les fonctions [ D — IV de la forme

2 =1l

f(z) = e ——, (2.3)

| — &z

o |a] < 1 et << 2.

Démonstration. Posons g(z) = (2 — a) /(1 —az). Comme g est une transformation de
Maobins, alors elle est en particulier un antomorphisme de © et elle préserve les cercles

geéneralisés. Comme

e —a| = e — @ = |1 — ae"|

pour 0 < # < 2x on voit que |g(z)] = 1 pour z = ¢, Ainsi, g cnvoie le cerele unité
dans Ini-meme. Aussi, puisque gla) = 0, alors g envoie I dans lui-meme. Ainsi g est
bien un automorphisme du disque unité et par le fait meme [ également.,

Réciproguement, supposons que b est un antomorphisme de I Posons a = h~'(0).
Alors, ho g ' est un antomorphisme de I et (h o g ')(0) = 0. Par la proposition
précédente, (hog™')(z) = ¢z pour un ¢ € [0, 27]. Ainsi, on obtient que hiz) = ¢g(z)
et hoest bien de la forme (2.3). L]

Maintenant. que les antomorphismes de I sont. connns, nous pouvons montrer une
version plus forte du lemme de Schware, 1] s'agit du lemme de Pick.
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Lemme de Pick. Soit [(z) une fonction analytique qui satisfail | f(z)| < 1 pour |z| < 1.
Alors on a :

T ri -2
< B0 (2.4)

Iy a équlite dans (2.4) st et senlement s1 [ est un antomerphisme de 1D,

Démnonstration, Pour montrer le lemme, nous allons toat d’abord déterminer des anto-
morphimes de I gui permettront G otiliser le lemme de Schware, Voici comment nons
allons procéder,

Fixons z; € I et posons wy = f(z;). Soit g et i des antomorphismes du disque unité

qui envoient, respectivement, (0 vers zp et wy vers 0 (voir le diagramme qui suit).

]
=]
f
. - .
i
i
-
o iy
i
fr
i
Y
™ hoefag .
. —_
i 1
- - _ —_

Explicitement, g ot h seront définis de la facon suivante :

4+ 2n w — ity
glz) = ———, hlw) = ———.
0(z) e (w) = 5 "

Ainsi, h o [ o g envoie 0 vers (1.
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En utilisant la risgle de dérivation en chaine et (2.2), on a :

[(hofog)(0)] = |h(wo)f (20)g'(0)] < 1. (2.5)

Ainsi, | f(zo)] < 1 /g (0)0 (up)]. Comme g'(z) = (1 — |z)*) /(1 = F2)* et que h'(w) =
(1—|wp|*) /(1 — Ww)*, en substituant ¢'(0) = 1— |z)* et h'(wy) = 1 /(1 — |wg|*), nous
obtenons

1= [f(z0)["
b= al*

Comme z est arbitraire, alors (2.4) est vrai pour tout |z| < 1. 5i [ est un antomor-

£ (z0)] <

phisme du disque unité, alors hio fog est anssi un antomorphisime,. D%apres o proposition
2.3.1, ho fogest une rotation. 11 y aura ainsi égalité dans (2.5) et conséquemment, dans
(2.4).

Réciproguement, s'il v a égalité dans (2.4) on aura que |[(ho f o g)(0) = 1. D'apres
la proposition 2.3.1, ho fog(z) = ¢z pour 0 < @ < 27 et ainsi il s'agit d’un anto-

I I

a gauche et par g ' & droite, on a que f est un

antomorphisme du disque nnité. L

morphisme. En composant par &

Lorsqu’on s'intéresse i la géométrie d'un espace, une classe de fonctions particulieres
joue un role dune grande importance © les isomdétries, [ s"agit bien sir de fonetions qui
préservent les distances an sens de la métrigue définie dans UVespace. Dans le cas do
modéle du disque de Poincaré, nous allons montrer que les antomorphismes de 2 sont
en fait des isométries dans (1D, p).

Théoréme 2.3.2. Soenl [ un automorphisme de I et v une courbe contindment dif-
Jerentiable par morceans. Alors,

L) = L0f(v)).

Démonstration. Posons w = f(z). D’apres le lemme de Pick, il y a égalité dans (2.4).
Cette derniere peut s'éerire comme suit ¢

il

L~ |wl]?
=

L= ]z*

Sous forme différentielle on obtient

dw|  |dz| (2.6)

I T

. 2|dw 2|z
cuan = [ ;’_:”'F = [ 2% = )
S foy .

L 1=z

Finalement.,
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Hemarquons que dans la preuve on a établi le fait que |EI.:| J(1— |:|z} eat invariant
sous les automorphismes de [0,

2.4 Les géodésiques du disque de Poincaré

Nous avons établi dans les précédentes sections que pour évaluer la distance entre
deux points, = et w disons, il faut considérer toutes les courbes contintiment différen-
tiables par morceanx reliant z et w of prendre Vinfimum de la longoear de ces courbes.
Il est done naturel de se demander sl existe une catégorie de courbes spécifiques qui
posside la propriété qu'une unigque courbe appartenant i celle-ci reliant les points 2
et w est telle que sa longueur mesurée entre ces points correspond exactement i la dis-
tance entre z et w. Il serait remarquable d’avoir cette classe de courbes puisqu’il serait
aise de mesurer la distance entre n'inporte quels points. En effet, il suflivait d'évaluer
la longueur de 'unigque courbe appartenant i cette classe passant par ces points.

En faisant otude de Ia géométrie enclhidienne, il appert tres rapidement que les
courbes dont la longuenr correspond a la distance entre deax points sont les segments
de droite reliant ces points. Formulé antrement, on peut dire que le chemin le plus
court. entre deux points est la ligne droite. On peat appliquer ces concepts an cas du
modéle dua disque de Poincaré et s'intéresser aux courbes dont la longueur correspond a
la distance entre deux points. On appellera ce type particulier de conrbes les géodéstgues
hyperboliques de (I, p). Plus généralement, nous avons la définition suivante.

Définition 2.4.1. Une géodésigue est wne cowrbe v condiniment différentioble par
morceans dont o longuewr mesurde endre dews poinfls correspond o lo distance endre
ces poinds, Les glodisigues dans le moddle du disgue de Pomeard sont appelées les

péodésiques hyperboliques ou les lignes hyperboliques.

Théorime 2.4.1. Les géodésiques hyperboligues de (1B, p) sont les cereles ovthogonaws
au cercle wnite I et les diameétres de .

Démonstration. Soient 2, w € [I. Nous allons montrer qu’il existe une unique courbe
reliant = et w telle que la longuenr mesurée entre les points correspond i la distance
hyperbolique entre ces deux points, Considérons g, un antomorphisme de I tel que
glw) = 0 et g(z) = |z]. Comme g préserve la distance hyperbolique et envoie les cercles
orthogonaux au cercle unite vers des cercles orthogonaux an cercle unité, il est suffisant
de montrer que le segment de droite qui relie 0 et |z| est Munique courbe de longuenr
minimale entre 0 et |z|. Comme le segment de droite est situé sur un diametre, on
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anra ainsi montré que ces derniers sont des péodésigues el plus généralement les cercles
orthogonany an cercle unite, En ellet, les diametres peavent etre vas comme clant des
cercles (Jrl'lmgtmn.ux au cercle unité et passant par infini.

Soit (1) = (1) +ay(t),0 < t < 1 une courbe contintiment différentiable par morceanx
dans ID te 11(1 que y(0) = 0 et 7y ]) |z|. Alors, a(t) = R(~y(1)) = x(t), on R(v(1)) est la
partie réelle de (1), définit une courbe dans I reliant 0 4 |z| le long de axe réel. Ainsi,

/' 2|dz| /' 2’ (1)t _ /' 20«'(e)ldt _ [1 2 (O|dt [ 2|dz]

Jo V=2 Jo T=e@F ~ Jo 1= ~ o T-h@0F Sy 12}

S5i w(t) # 0 pour un ¢t quelcongue, alors |’:|r .F)| |J' .‘H el inégalite précédente est
stricte. Dang ce cas, la longueur de la courbe e est strictement plus petite que celle
te . De plus, sioo est décroissante sur un intervalle quelcongue, alors on peut réduive
Pintégrale en enlevant les intervalles on a commence el se termine an meme point. On
peut. done conclure que la courbe gui va minimiser intégrale est la courbe 5 qui est
rielle of non-déeroissante. Dans ce cas, anique courbe obtenne est e segiment de droite

reliant 0 4 |z[. O

La higure 201 illustre un exemple de quelques geodesiques dans e modele do disqoe
de Poincard.

FiG. 2.1 - Les géodésiques de B

Remargue 2.4.1. 5i f est un antomorphisme de [F et si 4 est la pgéodésigue hyperbo-
lique reliant les points 25 et 2y, alors o est la géodeésigue hyperboligque reliant les points
Slza) el flz). Ainsi, les automorphismes préservent les géodésiques hyperboligues,

Les peodésigues de (1D, p) possident une propriété importante qui concerne Uinégalité
triangulaire.
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Proposition 2.4.1. Seiend z,w € [0 et v la géodésique hyperbolique passant par z
el ., Alors on a :

plzyw) = plz,v) + plv,w),

pour touwd v appartenant v et situd entre z et w.

Démonstration. S1on nole par v, 72 ety les segments péodésiques hyperboliques situés
respectivement entre 2z et v, v et w ainsi que z et w. Il est elair que

2|dz| 2|dz|
mz,v) = / ——— et que plo,w) = [ —,
S 1= Iz Jin 1= 2

Ainsi, comme

-/' 2|dz| {/‘ 2|dz| _/' 2 dz| B © 0z
VTP TR T L TP T TR

il estoelair que pl(z, w) = plz,v) + plv, w). L]

2.5 Quelques formules pour la métrique hyperbo-
lique dans [

Théoréme 2.5.1. Soit p lo métrigue hyperbolique définie précédemment ef 2, w e 1D,

Alows on n

I plz,w) = log [1 - 2w + |z — w| .
A — 2w - |2 —

l = —
2 tanh=p{z, ) = | ——| ;
Qr{ ) 1 — sz
@ | ||. - 3T|z
Joocosh” —plz, : J
0= EIJ( ) |: | |:1.£” | |m|f]|
|z — w|?

4. sinh® Eﬂ{:-“-‘j - (1= 221 - |;..|2}'

Dimonstration. Nous allons démontrer la premiere formule. Fixons = we © 1D Suppo-
sons que w = 0, Considérons une rotation g telle que g(z) € K. En [ait, g(z) = |z].
Comme g est un antomorphisme, alors il préserve la distance hyperbolique @ p(z.w) =

plalz), g(w)) = p(|z].0) = p(0,|=z]). D'aprés la section précédente, comme 0 et | 2] sont
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situés sur un diamétre de [, alors la géodésique reliant le point 0 et |z| est définie par
la courbe (1) = |z[t, ol O < t < 1. Ainsi, on a que

/" 2 (1)t
S

M0, |z]) = L) =IO

De facon générale, si on prend deux points quelcongues = w € [ el si on considere
Pautomorphisme g(z) = ¢™(z — w) /(1 —wz), on # € [0, 2] et telle que g(z) = |g(2)],
alors on a

F I |
plz,w) = plg(0), g(2)) = pl0,|g(2)]) = log (%)

C o |1 = Wz| + |z — w| 1
|1 —wz| — |z — w|

ce qui est bien la formuale (1), Les antres formules se démontrent i partir de (1)

ar

1

clles sont toutes cguivalentes a cette dermicre, L]

Remarque 2.5.1. La formule (1) permet de voir que p(0, 2) — oo lorsque |z] — 1.
Ainsi, les points appartenant a la frontiere de [P sont situés a U'infini dans le modele du

disgue de Poincard,

2.6 Lemme de Schwarz- Pick

Le lemme qui suit permet de donner une condition nécessaire pour existence d'une
fonetion analytigne du disque unité dans lni-meme, En effet, il faut que la fonetion soit
une contraction au sens de la métrigque hyperboligue,

Lemme de Schwarz—Pick. Sowent [ 10 — I une fonction analylique el 2y, 20 €
I, zy £ 20, Alors omoa

Pz, f{z2)) = plz), 22)- (2.7)

Iy o cgalite dans (2.7) si ef sewlement si [ est un automorphisme de 1D,

Démonstration. Soit v la géodésique hyperbolique reliant 2 et zo. On a que [ o= est
une courbe reliant les points f(z) et f(z2). Posons w = f(z). Le lemme de Pick et la
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définition de la métrigque hyperbolique entrainent. gue

(Fn) Fln 2|ctn| _/M
AT /,r! Wl = ) T [P

2|dz|
= [ |—|3|‘g = plz1, z2).

L'égalite tient dans (2.7) s et seulement si f est un antomorphisme de [ En effet,
cec déconle directement du lemme de Pick et de la préservation des géodésiques par les

antomorphismes, ]

2.7 Propriété de complétude du modele du disque

de Poincaré

Dans celte section nous presentons une propricte importante du modele do disque
de Poinearé (I, p) @ sa complétude. Rappelons quiun espace métrique on toute suite de

Canchy converge est appelé un espace complet,

Théorome 2.7.1. Le modéle du disque de Poincaré (I, p) est un espace complet.

Démemstration. Nous avons clairement que (1P, g) est un espace métrigue d'apres la
proposition 2.1.1. 11 nous reste & montrer la complétude. Soit {(z, )=, © I} une saite
de Cauchy. En particalier (z,),,~; est une suite de points dans le disque anite fermeé.
Cela impligue gqu’il existe une sous-suite (2, ) qui converge selon la métrique enchdienne
dans I vers un point e Si v © I, alors par la formule (1) du théoréme 2.4.1 on a
que p(0, 2, ) —+ oo, Fixons N ¢ M tel que p(z,,, 2,,) < 1 ponr n,m = No Par Vinégalité
triangulaire on obtient p(l), =, ) < p(0, 2y) + pley, 20, ) = p(0,2y) + 111 suit que la
snite (p(0) 2, )) est bornée et gue o € [0 La formule

||. ”:w.l | |:nJr E}'l)

|11 — @z, | — |2n, —

J"'[?.'Ju.'”'] = log (

impligue que plo; 2, ) — 00 Ansi, laosoite de Canchy (z2,),50 possede nne sous-snite
convergente, done la suite enticre converge selon la métrique hyperbolique vers le méme
point. L

2.8 Le modele du demi-plan supérieur

Nous alloms terminer le chapitre 2 avee un denxieme modéle dn plan hyperboligue.
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Définition 2.8.1. Le modele du demi-plan supérienr, noté H, est Uespace défint de la
TanLeTe suivante

H:={z¢eC:3(z) =0},

ot 3(z) représente lo partie smagmatre de z.

Il est possible d'obtenir une métrique sur H & partic de celle du modéle do disque
de Poincard (I, p). En effet, Vapplication
241
o(2) =i
Il —:
est une bijection holomorphe entre [ et H. Grice i cette transformation conforme, il
est alse d'oblenir une métrigue sur le demi-plan supérieur. Mais avant, voicl un résultat
gencral qui sapplique a des domaines quelcongues,

Soient 00l £, une transformation conforme entre denx domaines €, O, C C
el Alx) une densité sur £, On oac;

oy U1

tim FE T = 1)

Comme [ est holomorphe et est une bijection entre les domaines £, €2, cette derniere
limite existe et |f'(x)] # 0 pour tous les o+ € . De cette fagon £y hérite dune

)
(f(x)) = el

En ntilisant Ta densiteé o, il devient possible o obtenir nne métrigue p sur §2;.

densite o on

En considérant le cas particulier on £ = [ et 2, = H et en utilisant (=) : D — H
définie précédemment avee A(2) = 2 /(1 — [2]*), on obtient, en posant @(z) = w, que

M=) -z

o(w) = L3y Uil i

Cleci nous permet done de définir une métrigue gy dans Hoen atilisant Ta densite A z)
1 /%(z2).

Définition 2.8.2. Soient =, w © H. Alovs lo métrique hyperbolique gy est définie par :

B 1[ |elz|
FE in :;{ }
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ot Uinfimum est pris sur loutes les courbes v contimivment différentiables par morceaux

jmgnant le point z au poind w.

A partir de maintenant nous noterons par p la métrigue hyperboligue dans I on H
en spécifiant lorsque le contexte n'est pas clair. Nons noterons également par (H, p) le

modele du demi-plan supérienr avee la métrigue hyperboligue.

Fn vertu de la formuale du changoment de variable, la deéfinition précédente en-
traine que la transformation conforme g(z) = oz + 1) /{1 — 2) est une isométrie de [
sur H. Comme pour le cas du modéle da disque de Poincearé, on pent s'intéresser anx
gléodésiques de H. Celles-ci seront obtenues a partir de celles de [P en utilisant . De
cette fagon on voit que, en fait, les geodésiques de H sont les demi-droites orthogonales
a axe réel et les demi-cercles orthogonany a Uaxe réel, puisque par @ les angles de

meme que la distance sont préservés (voir figare 2.2).

// ) --H\\ P

Fic. 2.2 - Les géodésiques de H

Finalement, nons terminerons cette section avee un vade-mecum de quelques for-

mules utiles qui permettent d’évaluer explicitement la distance hyperboligue dans H.

Théoreme 2.8.1. Soient p la métrgue hyperboligue dans H et 2z, w & H. Alors, onoa ;

1. plz,w) = log (lz — Iul') ;

|z — | — |z — w|

z—w
2, tanh =p(z,w) = — | ;
Izlﬂﬁ:z w) —
5 |z — w|*
3. eosh” —p(z, w) = el Y
za’J{ 1) 13(2)S(w) |
51 |z — w]®
A h® ol e i = )
4. sinh” 5p(z,0) = TS5 w)

Il est certain que le fait o avoir maintenant denx modeles de geomdétrie hyperbolicue

i notre disposition offre la possibilité de démontrer plus aisément certains résultats
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dans I'in des modéles et de retronver son équivalent, dans 'antre par la transformation
conforme . 1l est done avantageux de bien connaitre les modeles du disque de Poincard
et du demi-plan supérieur afin de passer de I'un & 'autre lorsqu’on souhaite démontrer

certaines propriétés.



Chapitre 3

Un lemme de Schwarz—Pick a trois
points

Dans ce troisicme chapitre, nons allons voir commment. il est possible d'atiliser conjoin-
tement la théorie des fonctions d'une variable complexe et la géométrie hyperbolique en
exploitant leurs puissantes ressources afin d’obtenir une version du lemme de Schwarz—
Pick non plus i deux, mais a Lbrois points. Ce travail fut amorcé d’abord par Alan F.
Beardon et David Minda dans [5] ou ils développérent ces idées les premiers. D'ailleurs,
tous les résultats présents dans ce chapitre sont dus & Beardon et Minda, Nous verrons
aussi de gquelle fagon on peut appliquer ces nouveaux outils a des résultats de analyse
complexe, Il 'agit des lemmes de Julia et de Rogosinski. Finalement, nous éludierons
e probléve clossigue de Nevanbmno - Pick En ellel, les lemmes de Schwarz—Pick o deax
el trois points fournissent des solutions simples et géomdétriques i ce probléme pour les

cas =2 ot n = 3.

3.1 Le quotient de la différence hyperbolique

Nowis avons vie grace an théorcme 2.5.1 quelgues formules permettant ' évaluer o

'l']i.Hi.q'!H['{! l]_‘,.-'l!l!l'll”]:.ltlllli‘. l'lEL]]h' "}. ]-..'I.I_' t'!}{t'!lll]!][".l ]}(I'Ilt' &, L= III'1 (1 & gL

| —wz|+ |z —w |+ | =
p{.’:,“'}—'l{:g | “|—1 fl) |I s

R ) = log =
1 —wz| — |z — w] 1 — |ﬁ|

Définition 3.1.1. Soiend 2w € b, Alors, on définit la distance psendo-hyperbolique,



Chapitre 3. Un lemme de Schwarz Pick a Lrois points 23

que Uon note plz,w), par
2 —uw

Nz, w)i=|——|.
;{ ) 1 —wrz

Définition 3.1.2. Svient z,w € [J. La distance pseudo-hyperbolique complexe [z,w]
est définie par

2, ] r—

2 uw| = —, .

' 1 —wz

Remarquons que si on fixe w et que 'on considére "application 2 +— [z, w], alors on a
un antomorphisme du disque unité. Ainsi la quantité [z, w] peut etre vue i la fois comme
un nombre complexe el un automorphisme. De plus, comme [z, w] est une fonction
holomorphe pour w fixé, si on fait le quotient de telles quantités, alors on obtiendra
une fonction méromorphe en 2. Ainsi, la distance pseudo-hyperbolique complexe peut
ctre utilisée pour établir un lien entre la métrique hyperbolique et les quotients de
fonctions holomorphes. Ceei est fondamental et permettra i cette distance de jouer un

role primordial pour Pobtention d ane version du lemnme de Schwarg—ick i trois points.

I existe une relation tres ébroite entre les quantités gue nons avons deéfinies procedem-

ment car, d'apres le théoreme 2.5.1, il suit que

1
(=, “"” = p(z, w) = tanh 2;}(3: w. (3.1)

Nous allons maintenant présenter quelgues propriétés de la distance pseudo-hy perbo-

ligue complexe, Tout d’abord, il est aisé de voir que puisque p(0, z) = |z, alors

plz,w) = pl0, [z, w]) et p(z, w) = p(0, [z, w]). (3.2)

De plus, pour e, 4 € [ tels que o < |3], on a

0 0, o)

, B B 3.4
PAM3) 7 w08y (3.3)

puisepne les denx eotds de Végalité sont dgaax i e J|7].

MNons avons dgalement que

1-2
[z, w] = [w, 2] oir & = _1_—ﬁ:;

Cette derniere égalite nous permet de tirer la conclusion suivante :

|[z,f.r']| = ||'ar.'. zt| (3.4)
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En utilisant ce gui précede et (3.1), on peut afirmer que

0, [z, w]) = p(0, |w, 2]),

e sioen géneral [z,-m] # |w, z].

Il est désormais possible de faire un grand pas vers la théorie des fonctions d'une
variable complexe en utihsant la distance psendo-hyperbolique complexe pour définir le
quatient de o diffévence hyperboliguie.

Définition 3.1.3. Soitent [ : D — I une fonction holomorphe et z,w € b, Alors on
définit le quotient de la différence hyperbolique, noté [*( =z, w), de ln maniére suivante :

EY 0 I
[z, w) = 2, "]]  ul? (3.5)

fJ[”’]W 8t :

bt

oF

= .

La proposition qui suit illustre une propriéte importante du quotient de la différence
hyperboligue.

Proposition 3.1.1. Seient [ : [} — D une fonction holomorphe et z,w € . Alors,
If*(2,w)] < 1. (3.6)

De plus il y o égalite dans (3.6) si el seulement si f est un automorphisme de 0.

Démonstration. Pour le cas =z = w, il suit, d’apres le lemme de Pick, que
1 ¥
L

|[*(w,w)| = J'F('”J]W

ot il y a ¢galité si et seulement si f est un automorphisme de 0D,

Pour = # w, en utilisant les définitions pr{'*.(‘.f*.ih*.lll.frf-" on obtient

) JI‘{ (ur)
O
On a également que
pUf (=), ) < plz,w),
d’apris le levmine de Schwarz—Pick. Puisgue p(z, w) = tanh —p(;ﬁ w) el comme la fonetion
x — tanhir) est croissante, alors

plf{z), flw]) < plz,w).

Done, |f*(z,w)] < 1 et il ¥ a égalité si et senlement si f est un antomorphisme, selon
le lemme de Schwarz Pick. (]
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La conelusion de la proposition 3.1.1 peul séerive de la Tacon suivante

ﬂz}—_f{w}l
= flw)f(z)

I—uw

1 —z|

[I s'agit d'une inégalité que 'on retrouve [régquemment dans la littérature, par
exemple dans [9], p. 2. De plus, d’aprés (3.4) et (3.5) il est clair que |[[*(z,w)] =
| f*(, 2)], & la snite duquel nous avons le résultat qui suit :

PO, f*(z,w)) = p(0, [*(w, 2)). (3.7)

La définition 3,13 est. d'ime grande importance dans le sens on Vapplication f*(z, w)
permet. de définir la notion de dérivée hyperbolique d'une fonetion holomorphe [ :
I — . En effet, f*(z, w) est Péquivalent hyperboligue du guotient de la différence

euclidienne (f(z) — f(w)) /(z — w).

Définition 3.1.4. Sotent [ : [0 — I une fonction holomorphe et w € [, La dérivie
hyperbolique de [ en w, que Uon note f"(w), est définie par

") = f*{w,w) = lim [/ (2). J(w)] — S'(w)(1 — |w|*)
[h(w) = f(w,w) = lim SR ST

A premiere vue, il pent étre étonnant de définir la dérivée hyperbolique d'une fone-
tion sans que la mwétrigue hyperboligne intervienne dans la déhnition, La proposition
suivante nons montre, qu'en fait, la deuxieme définition hypothétique est, en module,
cquivalente o celle gque nons avons donnde,

Proposition 3.1.2. Soient [ I — I une fonction holomorphe el z,w € b, Alors,

i U ), f(w))
plzaw)—  plz, ur)

= [/"(w)].

Démonstration. Tout d'abord, il est facile de voir gque

tanh (Lx ]
litn :-L_I{_,) = —,
x—l €T J

Comme pf f(z), flaw)) — O quand p(z,w) — 0, il suit que
plf(2). flw) lim tanh So(f(2), f(w))  p(f(z), f(w))  tanh —p{z w)
z, ) plza) -0 tanh dp(z.w)  tanh 5p(f(2), flw)) ,r;{z,w}l

_ lim ;_*{,['E_u:'],j'{n.r ) tanh -;;(~ w)  p(f(2), flw)
EST R J'J'{E.','ur] Iﬂ{z. ) [,._"]l _P“r{ } _,Ir{'m”

lim .
o £ ) {
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G S]] tanh 2oz w)  plf(2), fw)
plzan) -0 ||z, w]| plz,w)  tanh $p(f(z), f(w))
1)l — foP]

1= 1S ()]
= /M)l

3.2 Propriétés du quotient de la différence hyper-
boligque

Nous allons aprésent nons attarder i cortaines proprictés da guotient de la dillérence
hyperbolique. En fixant w, celui-ei devient un paramétre de la fonction = v+ f*(z, w).
Adin 'étudier de telles fonetions, nons avons besoin de bien connattre Mapplication

= % que nous nommerons cgalement opératewr-+.

Le résultat suivant découle facilement de la déhnition du quotient de la différence

hyperboligue.

Dérivation en chaine. Soienl f,g 0 0 — I des fonctions analytiques. Alors pour
zowell ona:

(fog)i(z,w)= [lglz),glw))g (2, w).

Lemme 3.2.1. Soient [ : [ — ) une fonclion holomorphe mats que n'est pas un
automorphisme de I et = w € . Considérons également des automorphismes T el S

i disque unite, Alors,

[(S o foT)(z,w)|=|/"(T(z). T(w))|
En particwlier, lo dérioée hyperboliqgue est invariante dans le sens on

[(So foT)' (=) = |[*(T(=))].

Démonstration. La preuve ost évidente en utilisant la regle de dérivation en chaine et
le fait que s1 T est un antomorphisme de [, alors |72, w)| = 1, d'apres la proposition
SN []

Ponr ce qui va suivree, nous anrons besoin de la délinition d' v produit de Blaschbe,


automorphism.es
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Définition 3.2.1. Un produit de Blaschke fini est une fonction B(z) : D — D de la

forme
L

B |

ot |z < 1 et = < 2,

Un produit de Blaschke B possede les proprictes suivantes

l. 3{z) est analytique pour |z| < 1 et continue pour |z| <1;

2. |B(z)] =1 pour |z] =1;

4. [ possede un nombre fini de zéros dans 1D,
SEune fonction analytique [ posséde ces trois propriétes, alors [ oest un produit de
Blaschke. En eflet, stoon définit. B(z) comme étant le produit de Blaschke ayant les
mémes zéros que [, alors par le principe du maxiom, |f/B] < et |[B/f ] < 1 sur [
Ainsi, [ /B est une constante de module un, Done, f(2) = ¢™B(z), pour un 8 € |0, 27].

Lo degre de 12 corvespond an nombree de zéros de 30 Un produit de Blaschke B2 de
degré O est une fonction de la forme B(z) = A, on |A] = L

Voici quelgques-unes des classes de fonctions particuliéres définies dans [D.

Définition 3.2.2. foHD) =D 1 analytique dans D).
208, = A f o f estoun produat de Blasehke de degre ), o = (0.

Remarque 3.2.1. La classe de fonetions By est la classe des antomorphismes du disque

unité, qui rappelons-le, sont des isométries par rapport a la métrique hyperbolique.

A Paide des définitions précddentes il est possible d'analyser de guelles Tacons Popaé-
rateur [ f*oagit sur les différentes classes de fonctions citées dans la définition 3.2.2
ol ainsl caractériser complitement Ta fonction f*. Mais avant nous anrons besoin du

lemme gui snil.,

Lemme 3.2.2. Seient [ o 0D — I wne fonclion analpligee, oo Boel 5 un anlomor-
phisme. Alors S o [ est un produgl de Bloschke de degre nosi et sewlement st [ est un
nrodwil e Blasehke de degre n.

Démonstration. Supposons que [ est un produit de Blaschke de degré n. Soit S(z2) =
(z—a) /{1 —az), ona e b Délinissons g(z) = So f(z). Alors, g possede clairement les
propriétés (1), (2) énoneds précédemment. Par définition, g(z) = (f(z) —a) /(1 —af(z))
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el comme le numerateur el le dénominateur n'ont clawrement. pas de zéros communs,
il suit gque les zéros de g sont les points qui vont satisfaire f(z) = a. Cette derniere
copuation possede exactement n solutions dans [F. En effet, cela déconle du principe de
I'argument @ on sait que gquand = parcourt dlb, f{z) tourne n fois antour de 0, mais
comme | ()] = | pour z € J, il suit que f{z) tourne anssi i fois antour de a. Ainsi,
g possede nozéros, compteés selon leur multiplicité, Done, ¢ satislait la propriéte (3)
et on peut conclure que g(z) est un produit de Blaschke de degré n. Réciprogquemnent
stupposons que So foest un produit de Blaschke de degré n, oit S(z2) = (z —a) /(1 — @z),
a € . Posons P(z) = S o f(2), alors on a :
fy= P tae o P(=).
| +al (=)

[ suit aisément, d’aprés la premicre partie de la démonstration, que f est aussi un
produit de Blaschke de degré o, l

Lo procham théoréme montre comment, Vopérateur-# agit sur différentes classes de
fonetions. Rappelons que [* 0z e %z ) est considérée comme une fonetion de =
ayanl w comime parametre,

Théoreme 3.2.1. Soil w € I Alors, nous avons les difféventes sttuations suivantes :
S f € H(D), alors f* e M) L By(ID) ;
Sif e By, alors [* e By(lb);
g f e H{D Y By si el sewdement si f* € H(ID)
4. 1€ By soet sewlement s2 f* € By, pour b = 0.

Démonstration. Soit [ e H(IV). Alors,

[ (o) = MCLI@I] () = S))(1 -~ w2)
3 [uml [: -uJ].{l flf'm]f[:,-}}

Il est clair gue f* est holomorphe sur Y {w}. De la méme formule, il suit que

(;f(r) J'{ru_}_) | — Wz , I fuwl*
| .

= i

o) = T e

T

Puisgue la limite existe lorsgue = — e 1] est clair que * est horneée dans un voisinage
te co point, [apres le théoréeme de Riemann sur les singulavitds endevables woest une
singularite enlevable de Fapplication z — f*(z,w) et [* est holomorphe dans [0

La proposition 3,11 implique gque | (2, w)] < 1 avee indgalité si 'it'll" s1 el senlement si

& By, Supposons que [ € By el posons S(z) = [z, fla)]. Ainsi, S(f = [f(z), flw)]
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etz [f(z), flw)] est un automorphisme, d’aprés le lemme 3.2.2. Comme cette appli-

cation s'annule en = = w, on a que

[F(2). flw)] = Alz, wl,

ot [A
aque [z, w) = A Cecl prouve les affirmations (1), [2) et (3).

est une constante de module 1 qui ne dépend pas de z, mais de f ot w. Ainsi, on

I nons reste wadntenant o montrer Ta guatvicme allivmation. Pour a € 13, notons
Tolz) = (z —a) /(1 —az) Alors, pour [ donnée et w e [ on a;

"I}'tur}{.-'rl::j:l - .P{Z-'”'}I-’:.-{f}-

Il est clair que si f* est un produit de Blaschke de degre k, alors [ est un produit de
Blaschke de degre &+ 1, par le lemme 3.2.2. Réciproguement, s1  est un produit de
Blaschke de degre & 1alors Ty (f{2)) est un produit de Blaschke de meme degreé
avee un facteor 1, (2) (puisque e (f(2)) = O lorsque = = w). Ainsi, f* seraun produit
de Blaschke de degre k. ]

Le lemme suivant permet d'examiner en détail le cas particulier on f est un produit
de Blaschke de degrd 2.

Lemme 3.2.35. Sod [ 10 — [ wne fonction analytigue. Alors, les énoneds suivants
sont équivalents,

ooz f* 2z w) est un auwtomorphisme de T ;
2. esl un produit de Blaschke de degré 2

3.l ewiste des awlomorphismes S et T de I tels que So foT(2) = 27,

Esquisse de démonstration. L'éguivalence de (1) et (2) découle directement du théoréme
3.2.1. On a anssi que (3) implique (2) par le lemme 3.2.2. Supposons que (2) est vrai,
Comumne [ est un produit de Blaschke de degré 2, alors [ est en particulier une lonction
rationnelle de la forme PP/, on PP et € sont soit respectivement des polynomes de
degré 2 on bien P est de degré 2 et € de degré 0, dans le cas on f{z) = Az7, |A] = 1.
De cette facon, il apparait clairement gque [ posséde exactement deux points eritigues
dans T, en tenant compte de la multiplicite, A Taide d'un caleul direet, on constate
que zp est un point critigue de fosioet seulement st 1 /%5 est anssi un point eritigque
de fo Aussi, le caleul montre que [ possede un point eritique dans [, Soit e, le point
eritigue de 7 appartenant 8 I el considérons deny automorphismes S et T tels que
T = cet S(f(e)) = 0. Alors, So f o7 est un produit de Blaschke de degre 2, d’apres

le lemme 3.2.2. De plus, ce produait de Blaschke possede un zéro double & Porigine o
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cela implique qu’il est de la forme 2% on 0 < 0 < 2, En attribuant le facteur ¢ &

I'antomorphisme S, on oblient que So foT(z) = =% ]

Le lemme 3.2.3 montre que si [ est an produit de Blaschke de degeé 2 alors pour
zow,ne D
plf(z,0), fflw,v)) = plz, w).

Le précédent lemime implique également que tout produit de Blaschke [ de degré 2
posside un unigue point eritique ¢ € I Grace a coe point, on peut. définiv nne unigue
rotation hyperbolique d'ordre denx (d'angle o) par rapport 4 . Nous allons noter cette
rotation par ;. Nous verrons plus loin le role important de cette application dans

Iétude de certaines variations do lennne de Schware—Pick @ trois points.

De facon géndrale, pour un point guelcongue a € [ on note la rotation hyper-
holique d'ordre denx par rapport au point a par z — r.(z). 1l s'agit d'une isométrie

hyperbolique, done d'un antomorphisme. En utilisant (3.1), on trouve que
|[ralz), a]| = |[2,4]|.
D'apres le théoreme 3.2.1 (2), il s’ensuit que

)

[ral2),a] = :!i'rJEz1 it

o & € [0, 2.

Comme r,(r,(z)) = =, on a:

[Falra(2)) rala)] = [zya] = ¢®[ra(z),q]

= ¥z 4].

Ceci entraine que ¢ = — 1. Ainsi, on a égalité suivante :

i:ruEZ:I'\- ”'l - _[:, ﬂ].

Fn faisant les ealenls, on obtient :

2(1 + |a|?) — 2a
20z — (14 |a]?)

F'u{ z) =

Dans le modele du disque de Poincaré. le lieu des points ' = {z € D p(z. a) = r}
ol a € et v est un nombre réel positif est appelé un cerele hyperboligue. 11 n'est
pas trés difficile de montrer gu'un cerele hyperbolique est en fait un cercle cuclidien.
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Supposons d'abord que ' est un cercle hyperbolique de centre 0 el de rayon » = (.
Alors, les points satisfont p(z,0) = r pour tont =z € ' En atilisant le théortme 2.5.1, il

suit que les points de C satisfont ézalement 'égaliteé suivante

el —1

2 = e +1

Ainsi, €' est bien un cercle euclidien. Pour un cercle hyperbolique de centre a € b
quelcongue ot de rayon r = 0, on pent se ramener an cas préccédent en ntilisant un
antomorphisme 7' tel que T(a) = 0. Ainsi, limage du cercle hyperbolique par T est
un cercle enclidien. Comme les antomorphismes du disque unité préservent les cercles
(enclidiens), alors on pent conelure quun cercle hyperbolique est en fait un cercle eu-
clidien.

Si considire une rotation v, dordre denx, cette ication fait en sorte gu'an
Sioon considire une rotation +, d'ordre denx, cotte application fait en sorte qu

cercle hyperbolique ' centré en a subit une rotation d’angle .

Le lemme qui suit illustre bien Vimportance de la rotation hyperbolique Ry,

Lemme 3.2.4. Soit [ un produt de Blaschke de degre 20 Alors, f(z) = f(zs) si el
sewlement si z) = 22 ou 2 = Ry(22). En particulier, FH{ R (w), w) =0 pour tout w € [

Démonstration. Comme [ est un produit de Blaschke de degre 20 alors apres le lemme
3.2.3, il existe des antomorphismes S ot T du disque unité, tels que S o f ol = F, on
F(z) = 2% En utilisant la régle de dérivation en chaine et le fait que les automorphismes
S et T n'ont pas de points eritigues dans 12, on a que f(770)) = 0. Done T'(0) est nn
point critique de [, Cela implique que Bty = To Ry o ' puis que le membre de droite
est une rotation d’ordre denx qui fixe T(0). 1 est clair que F(z)) = F(z)) si et seulement
sl zy = zy 00 2| = —zy = Mp(25), car fp est une rotation de centre 0 et d’angle m. Cela
montre le premier résultat. Pour le second, d'aprés le théoreme 3.2.1, = v+ f*(z, w) est
un automorphisme de I D'aprés la premiere partie, onoa que f(w) = (R (w)). Ainsi,
SR (w), w) =0, ce qui montre le denxieme résultat, ]

Nous allons terminer cette section avee un dernier leinme qui concerne lopératenr-#
ainst gquir les antomorphismes do disgue voite, 10 s7agit do premier résultal gue nons

rencontrons qui fait intervenir trois points,

Lemme 3.2.5. Sotent [ 1 — [ une fonction holomorphe gui n'est pas un awlo-
morphisme, S el T des automorphismes du disque unite. Alovs, powr z.w. v € D, on
.’

pl{Se foT) (z,0).(Se foT) (w wv)) = p(f(T(z), T(v), (T{w),T(v))).
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Démonstration. En utilisant la regle de dérivation en chaine, on oblient ;

(So foT)(z,v) =S ([(T(2)), [(T(W))(feT)(zv).
Daprés le théoreme 3.2.1, S*(f(T(2)), f(T(w))) = A ot A est une constante de

module 1 agui ne dépend pas de 2, Aussi, de laonéme maniere, on aque (SofoT) (w, v) =

ST (w)), f(T ) o T (w,v) et S*(F(T(w)), [{T(v)}) = A,

O déduit gue

pl(So foT)(zv), (So foT) (wv)) = pA(feT) (z,0), MfoT) (w, v))
= pl(foT)y(z.v).(foT)(w, v)).
car I'application z — Az est un antomorphisme de 1D, done ane isondétrie hyperbolique,
Aussi,
([ oT) (2,0) = L (T(=), T()T" (2 0),
ont T*(z, v} est une constante de module 1 gui ne dépend pas de z. En procédant de la
meme fagon pour (f o T)(w, v}, on obtient :

([T (z,0). (fol) (wv)) = plf(T(z), T(w)), f[f{T(w), T{v))),

ce qui termine la preuve. L]

3.3 Un lemme de Schwarz—Pick a trois points

[l est maintenant possible, grace an gquotient de la dilférence hyperbolique el des
risultats qui précedent, de donner une nouvelle version du lemime de Schware— ek

i :|;1.L-;Hiquﬁ.

Théoreme 3.3.1 (Lemme de Schwarz—Pick a trois points), Soient [ [ — 1D
une fonction analylique qui n'est pas un autormorphisme et 2y z,, 2y € 1D Alors,

P (21 2a), (2, 23)) < p(2, 22). (3.8)

Iy a égalité dans (9.8) 21 et senlement 1 f est un produit de Blaschhe de degre 2,

Démomstration. Considérons f* @ z — [*(z.z1) une fonction analytique en = ayant
comme parametre z;. Comme [ n'est pas un automorphisme, alors f* © H{[}). Asi on
peut appliguer le lemnme de Schwarz Pick avee 2y, za. Finalement, il v anra égalité dans
(3.8) si et seulement si f* est un auntomorphisme, c'est-d-dire, un produit de Blaschke
de degré 1. Ce sera le cas si et seulement s f est un produit de Blaschke de degré 2,
id'apres le théoreme 3.2.1. L]
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La preave de ce résultat est tout-a-fait étonnante puisqu’elle utilise senlement la
version classique du lemme de Schwarz-Pick. Ceci est d’antant plus possible vu que la
fonction [*(z, w) est une fonction analytique sous certaines conditions, Ainsi, 'obtention
d'une version a trois points du lemme est possible grace a la version & deux points,

Voici quelques corollaires du théortme 3.3.1 qui sont des variantes du lemnme de
Schwars—Pick A Lrois points.

Corollaire 3.3.1. Soit [ : D — I une fonction analytique qui n'est pas un antomor-
phisme de b, Alors, powr z,v,w e D, on a :

pl0, 1*(2,0)) < p(0, [*(w, 1) + plz, w). (3.9)

L égalité a liew dans (3.9) 51 el seulement s1 [ est un produit de Blaschhe de degré 2 et
z,w, Re(v) sont situds, dans cel ordre, sur une géodésique hyperbolique.

Démeonstration. En utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

pl0, flz,0)) < pl0, S lw, o))+ plf (w,u), [F(z,0))
=< pl0, [*(w,v))+ p(z,w), par le théoréme 3.3.1.

Supposons maintenant qu'on a égalité dans (3.9). Notons par T,(z) application z —
[z, v). En examinant les inégalilés précédentes, on voit que T, est un antomorphisme,
Ainsi, [ est un produit de Blaschke de degré 2. Comme ‘T, est une isométrie par rapport
a la métrigque hyperbolique, en rééerivant (3.9), on a -

(0, To(2)) = p(0, Ty (w)) + p(To(2), To(w)). (3.10)

Ainsi, par la proposition 2.4.1, il est clair que les points T '(0), 2w appartiennent
dans cet ordre & une geodésique hyperboligue. DVapres le lemme 3.2.4 10(R(v)) =
SH(Rp(v), v) = 0. Mais on a aussi que si v est un point critique de f, alors T, (o) = 0.
Mais dans ce cas, v = Ry(v). Ainsi, on a que T, (0) = Ry(v), d'on le résultat.

Réciprogquement, supposons que les trois points appartiennent dans cet ordre a une
geodesique hyperbolique et que f est un produit de Blaschke de degré 2. Alors, T, est un
automorphisme, done une isométrie hyperbolique. Cela implique que (3.10) est vraie.
Adnsit, on pent déduirve quiil y a égalite dans (3.9). []

Corollaire 3.3.2. Soil [ : [} — [ une fonction analiptique qui n'est pas un aulomor-
phisine. Alors, pour z,w w0 €[, ona :

plO, [*(z,w)) < p(0, [*(w,v)) + plz,v) + plw,n). (3.11)

Iy a égalité dans (3.11) s el senlement st [ est un produil de Blaschke de degreé 2 el
Rp(w), By(u), v, z apparttennent, dans cet ordre, @ une géodésigue hyperbolugue.
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Démonstralion, On a

o0, f(z,w)) < pl0, f*{v,w)) + plz,v), par le corollaire 3.3.1
.I”i[]: ..r"('ﬂh I'}] + ﬂli:ww}l rar {3'?}
< pl0, f*(w,v)) + plz,v) + plw,u), par le corollaire 3.3.1.

Ainsi, on déduit, en interchangeant w et » el en utilisant. (3.9), que

pl0, [*(z,w)) < pl0, I* (u,0)) + pl(z,w) + plw, v).

Par le corollaire 3.3.1, on a égalité dans (3.11) si et seulement si (i) f est un produit de
Blaschke de degré 2, (ii) Rj{w), v, z appartiennent dans cet ordre a une géodésique hy-
perbolique, (iii) Kg(v), w, w appartiennent dans cet ordre i une géodésique hyperbolique.
Comme 7y est une rotation d'ordre deux, alors (i) est équivalent & ce que o, By(n)
et Rp(w) appartiennent dans cet ordre i une géodésique hyperbolique. Finalement, en
considérant. (i), (ii) et (i) on a le résultat. ]

Le corollaire snivant fait intervenir la dérivée hyperboligue que nons avons définie i
lasection 1. Remarguons que dans ce gui suit nous utiliserons le terme rayon de géodeé-
sripue fryperboligue d'un point 2y poar désigner Ta pactie d'ane géodesigue hy perboligue

crinanant du point 2.

corollaire 3.3.3.0 Soud [0 — T une fonction analyfiqee qui w'est pas wn aulomor
plisme de [ Alors, powr z,v,w €D on a ;

pl0, [*(z,w)) < p(0, f*(0)) + plo, w) + plv, 2). (3.12)

Iy a égolite dans (3.12) st ef seulement si [ est wn produil de Bloschke de degre 2 el
v,z el w o apparbiennent @ un mome vayon de gléodésigue hyperboligue émanant du point

critigue ¢ de [ el onov sépare les points zow de o fooir figure 300 ).

Démonstration. L'incgalite (3.12) déconle divectement du corollaire 3.3.2 en posant u =
v dans [3.11). En ce qui concerne 'égalite, le corollaire précédent implique gque ¢’est
effectivernent le cas dans (3.12) si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré 2
el si les points Ry(w), Ry(v), v, z appartiennent a une meme géodésique, En considérant
b cas particnlier ot e = 0, il est clair que [i{v) et v ne penvent appartenic a la méme
geaddésique que celle-ci émane du point critigue ¢ de f. FEn effet, dans ce cas By est une
rotation euclidienne d’angle de @ par rapport a lorigine. Ainsi, les seules géodésiques qui
sont leuar propre image sont celles passant. par Vorvigine. Le meme argument. lonetionne
pour un poind eritigue quelcongue. 10 sallit de se ramener an cas prececdent par des

automaorphismes, W
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Fra. 3.1 — Le eas d'égalite du corollaire 3.3.3

Dans [4), Beardon a montré quune version du lemme de Schwarz Pick pouvait
slappligner pour la dérivée hyperbaoligue d'une fonetion holomorphe ef poar des points
particuliers. On peat montrer ce résultat en utilisant simplement le lemme de Schware-
I'ick i trois points.

corollaire 3.3.4. Soit [ D — [ une fonction analylique qui n'est pas un aulomor
phisme de I et telle que f(0) = 0. Alors,

p(I"(0). 14(2)) < 200, 2). (3.13)

Démonstration. Comme f(0) = 0, alors f=(0, z) = f*(z,0). Ainsi,

p(f*(0), ["(2)) -

p(f1(0,0), f*(z,2))

< plf(0,0), £7(2,0)) + (S0, 2), f'(2,2))

< 2p(0, z), par le corollaire 3.3.1
Remarquons que la constante 2 est la meilleure possible, puisqu'avec f(z) = =% on a
cgalite dans (3.13). ]

Nous avons viau lemme 3.2.1 gue % w'est pas invariant sous les automorphismes de
I Sitel avait ELE le cas, le corollaire 3.3.4 anrait pu etre utilisé alin dCoblenir un résaltat
impliquant des points quelcongues. En utilisant le corollaire 3.3.3, on peat obienir une
version qui s applique aux points | f*(z)| et |f*(w)|, oit z,w appartiennent au disque
unite.
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Corollaire 3.3.5. Soit [ : D — I une fonction analylique qur n'est pas un antornor-
phisme du disque unité. Alors, pour z,w e I, on a :

P ) w)]) < 2p(z, w). (3.14)

Iy o égalité dans (3.14) si et sewlement st [ est un produit de Blaschke de degré 2
el z,w appartiennent a un rayon géodésigue hyperboligue émanant du point eritique ¢
de [,

Démonstration. Sans perte de généralite nous allons supposer que |f“|:z]|| > |_f"r'(-m}|.
En utilisant. le fait que (—1, 1) est une péodésique hyperbolique, par la proposition 2.4.1,

on obtient,

P ) L (w)]) = p(0, 1] (2)]) = (0, |1 (w)]).

Comme les rotations de la forme 5(2) = ¢z ot 0 < @ < 27 sont des automorphismes

el par ce que nous avons dit précédemment alors,

Pl LM ) = p(0, f(2)) = p(0, " (w))
< 2p(z, w).

La derniére inégalité provient du corollaire 3.3.3 en laissant tendre w vers z dans (3.12)
ot en remplagant v par w. o oee gqui concerne le cas d’égaliteé, cela suit directement dn

corollaire 3.3.3. [l
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3.4 Applications

La péométrie hyperbolique, de méme que la théorie présentée en début de cha-
pitre, sont d’habiles instruments permettant i la fois une nouvelle interprétation et une
weillenrs compréhension de certains vosultats de Panalyse complexe. En particulier,
nons verrons comment on peut en faire bénificier respectivement le lemme de Julia et
le lemme de Rogosinski.

3.4.1 Lemme de Julia

Avant d'introduire le lennme de Julia, nous avons besoin de quelques notions de base.

Définition 3.4.1. Un horocycle an point 1 est un cercle tangent au cercle unele O en
z=1.

On peut faire une étude plus approfondie des horocyeles en utilisant. les fonctions

de Busermann, Considérons trois points w, z;, 22 € [, Soient
n=1—1wzn, b=zx-—w c¢=1—TWnetd=z—w

Alors, en utilisant le Chéorome 2.5.1, on »

al + |b |ed
expp(z,w) — plz,w)] = (:ul - :J) (| | + i"':)
(|“|_ .+._|_;,[) (] |2 nﬂ|-a.)
el + 1dl /- \Jaf* — [of?
(|”: | |f}|> ] - ;2|3
lef + 1d] J 1~ |z

(=ee) / (=)

Sioon fixe un point zg € I, alors pour tont point z € D, on définit B(z. z,) par .

lorsque w — 1,

Bz, zy) = ]lln[p z,w) — plzy, w)]

fll—+

w((15) /(02


file:///c/-/d
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La fonction B2z, z5) est appelée une fonetion de Busemann. On vérifie facilement que
les courbes de nivean de la fonetion B(z, zg) correspondent exactement a des horocycles
en z = 1. En particulier, pour 23 =0, on a

B(z,0) = log (L
- EA
Nous noterons par dH(R) horoeyele suivant :

dH(R) = {z e D: B(z,0) = log(R)}.

La notion d’horocyle permet d'introduire celle des horodisques.
Définition 3.4.2, On dédfinad un horodisque H(R) de la maniére qua suil
H(RY):={zecb: B(z,0} < log(R)},

mir [est un nombre véel strictement positaf.
Remarquons que H () peat aussi s'exprimer sous forme enclidienne par

) L
}f{:h’] = {ZEIDI——lzlj - i;f .

Il s’agit de la définition dan horodisque que Pon retronve le plus souvent. dans la

litLeralare,

Nous sommes maintenant en mesare ’aborder la version habituelle do lemme de
Julia.

Lemme de Julia. Soiend [ 0 [0 — b une fonction analyliqgue ef (z,),- une suite
de points du disque wnité telle que =, — 1 lovsque n — oo, Supposons également gue
Hza) — 1 el que

1 — | f(=,
il PAGY | N (3.15)
| o Il.’-“

lovsque n — oo, ot v # oo . Alors, pour |z| < 1 on a :

s

L= S ==

Ll < . A6
L= IfGP = TP (3.16)
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Liv conelusion du lemmme de Julia peut élre inlerprétée en Lermes d horodisques. En
elfet, sous les memes hypothéses, on a que f[(H(R)) € H{aR), pour B = (.

O pent. tromver plus de détails concernant le letnme de Julia ef le theéortme de la

dérivée angulaire dans [6] el dans [1].

Soit M = 1, un nomhbre réel et considérons la région 7 snivante :

. | — =z
I':= zEIIII':uc:: M
1 — |z]
Cet ensemble est appelé une région dapproche non-tangenticlle aw point 2 = 1. Le

Lerme « non-tangenticlle » it référence an Tl que la région T est contenne dans an
angle inférieur a7 el de sommet z = 1. En effet, on remarque que la frontiere de T est
delimitée par des courbes se rencontrant en 2 = 1 et formant un angle d'intersection
inférienr a m (voir figure 3.2).

Fic. 3.2 — Une région dapproche non-tangentielle

On dit gu'une fonetion holomorphe [ I — [ possede une limite angulaire (on
novi-tangentielle) L an point z = 1 si f{z) — L lorsque z — 1, z € I" et ce pour tout

M =1,

Une autre région particuliere peut également intervenir dans la notion de limite
angulaire, il s'agit des angles de Stolz. On définit un angle de Stolz en z = 1, que l'on
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note S, de la maniére suivante

Si={zeD:larg(l - )| < Bl 1 <rfe (0,5) 7€ (0,2c080)}.

La figure 3.3 donne un exemple d'an tel angle.

Fic. 3.3 - Un angle de Stolz en = = 1

Le lien étroit gqui existe entre cette région et la limite angulaire est qu'une fonction
holomorphe f : [ — I possede une limite angulaire L en =z = 1 si et seulement si
flz) — Llorsgue z — 1, 2 € 5 el ce pour tont angle de Stolz S en 2 = 1.

Maintenant, nous allons voir commment on peut utiliser les outils de la géométrie
hyperbolique gue nous avons développés dans les sections antérienres afin d’obtenir une
version a Lrois points du lemme de Julia, Comme pour le cas du lemime de Schwarz—ick,
la géomaetrie hyperboligue peat s’avérer un instrument d’une grande efficacité lorsqu'il
s'agit de géndraliser on d’obtenir des variantes de certains résultats.

Théoréme 3.4.1 (Lemme de Julia & trois points). Sout [0 D — [0 une fonection
analytique qui n'est pas un automorphisme de I et telle que f(z) possede une lmate
angudaire en | qui vant 1. Supposons de plus que pour touf = appartenant @ une
riégon dapproche non-tangentielle, lim._ (1 — |f(z)| /(1 — |z|) ) = < o0, Alors, pour
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R=0ectpourzc dH(R), ue HR), veld, onaque f(z) € H(uR{), ou

peo) U o)l

14 plz, o) f*(u,v)|

Remarque 3.4.1. Si w = v, alors |f*(u,v)] = |f*(v)| et comme |f*{v)| < 1, dans ce
cas on obtient que f(z) € H(FJ), ce qui est essentiellement le lemme de Julia.

2n =1+

Démonstration. Soient v un rayon de géodésigque hyperboligue émanant de uw et se
terminant en 1 et w un point quelcongue appartenant a <. Soit «' le point de rencontre
entre la géodésicue «y et Uhoroeyele dH{R). (voir figure 3.4).

DH(1R)

Fic. 3.4 — Lemme de Julia & trois points

Comme u ety appartiennent & H(R) (par convexité) et que = € dH (1), alors on a :

plw, w) < plu',w) < plw, z).
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La derniere inégalité provient du fait que lorsqu’on vent minimiser la distance entre w
et un point. z € AH(R), on peut montrer que le point qui réalise le minimum est celui
situé sur la géodésique passant par 1 et w et rencontrant dH [ R).

En utilisant le corollaire 3.3.2 el Vinégalité qui précede, on oblient

P, [z o)) < p(0) fflu,e)) + plzw) + plz, ).

On peut récerire cetbe derniere en utilisant le theoreme 24,1, le [ait que 2 — tanh e est

une fonction croissante, el les définitions de la section 3.1, Ainsi,
|
plfiz), flw)) < plz, w)tanh ;[p[.‘_‘: w) + plz,v) + p(0, £ (u,v))]
= plz,w)E(f, =, w, uv).

oit E(f, z,w,u,v) = tanh §[p(z, w) + p(z,v) + p(0, f*(u,))].

Fonr plus de brievete, nons allons noter B[, 2w, v) par K

R, )
(2, [(w) = log (, LUz H”,”)

log 1+ p{:,ur.-}!:1
1 = plz,w) &

plz,w) + log ([1 plz aw)) (1 + plz, urj.‘u‘])
| (14 plz,w))(1 — plz, w)E)
= plz,w) + £,

(1 - ;u{ w)) (1 + plz, w) E)
- - LA S S .
ol O (“ + “{7 w1 — plz, w) E)

I s’ensuit que
o (2) Sw)) = p(0, flw)) < [plz,w) = p(0,w)] + [p(0,w) — p(0, f(w))] + K.

Comme wr est situé sur un rayon de géodésique hyperbolique émanant de « et se ter-
minant en = 1, alors w appartient & une région d'approche non-tangentielle. Ainsi,
lorsque w — 1, on obtient par la définition de la fonction de Busemann et par nos

hypothises

(=[S0 + |“‘|J)
(el T ) e
< B(z,0)+ log 4 + ]1u| I8

i

B(f(z),0) < [(=z0)+ hm log (

w— w— 1

Il nous reste a examiner lim,, . &' Adin d'étre plus concis, nons allons noter plz, w)
tout simplement par p. Notons que lorsque w — 1 alors plz,w) = p — 1 aussi. Nous
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allons également utiliser la formule d'addition de tanha :

tanh Lanl
tanh(z + ) = il A+ tanh oy

| + tanh xtanhy

Il suit que

E = I.iLtIllﬁl[,fJI:z,H.':} b oplz,v) + pl0, f*{u, )]

p+ tanh g [p(z,v) + p(0, f*(u, v))]
1+ ptanh 3[p(z,v) + p(0, £*(u, v))]
p+(2pn—1)

I+ p(2p—1)

Il est clair que si w — 1, alors K — 1. De cette fagon, on obtient :
] — I e
E' = log (1= p)(1+p }
(1+p)(1 — plk)
| —p
= log b ol
b (l ;;H) o(1)

e ]_ug (L:!—M) -} ”( 1}'

1 +p
—  log p lorsque w — 1.

Finalement., on «a :

D f(z), 0} B(z,0) + log i + IiulI E

al—

A A

log B+ log 3+ log o
log( ).

Ainsi, on a bien que f(z) € H(pRd), d'on le résultat, O
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3.4.2 Lemme de Rogosinski

Le prochain résultat que nons allons présenter est du i Rogosinski. 1 fit sa premiére
apparition dans un article en 1934 (voir [12]). Tout d’abord, considérons z, € [, Nous
::“|2 dont la fronticre est

noterons par A, la région fermée contenant le disque |z| <
formée par un are du cercle |2] = |z““|2 et par deux autres ares de cercle ., v, qui
joignent. le point zp respectivement aux points ¢ zo| 2o et —) zg|zo ot ils sont tangents an
cercle |z| = | 2% (Voir figure 3.5).

- "
.-"'f -\"'1-\._\_\.
-
Feg ——
anl ]
HENED
'&'!“
= Tza
. f|2u|~‘:n
- -
e -~
— ~

FiGg. 3.5 — La région A,

Woiel done énoned da lenme,

Lemme de Rogosinski. Soit [0 — [ une fonction analytigue lelle que f{0) = 0 el
J(0) = 0. Alors, pour 0 < |z| < 1, f(z) € A,

On remarqgue que le lemme est en fait une version amcliorée du lemme de Schwarze,
puisque f{zg) appartient & une région plus petite que celle donnée par ce dernier. Brie-
vement, Rogosinski a pronve ce résaltat en montrant que f(2) /2 ¢ U0y on [y est
un disque ouvert particulier dout le centre et le rayon sont fonction d'un parametre f,
0 < ¢ < 1. Alnsi, f(z) appartient i Uenveloppe B de Pinion des disques 20, on la
notation zF désigne Vensemble {zw @ w e E}. Rogosinski a ainsi caleulé explicitement
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quels étaient ces disques et quelle était enveloppe de 'anion de cenx-ci. On peut re-
trouver la prenve de ce résultat dans [7], ot les détails du caleul de enveloppe sont
donnés.

Nous allons montrer dans cette partie comment il est possible, en adoptant un
point. de vue hyperboligue, d'éviter ces caleuls. Nous allons done montrer ee résultat
de Rogosinski en utilisant spécifiquement. les ontils de la géométrie hyperbolique. De
plus, nous supposerons que f'(0) € B plutét que f/(0) = 0. En effet, le lemme de
Rogosinski est vrai aussi pour ce cas plus pénéral, ce gqu'a Navantage de montrer la

prenve geométrigue.

Définition 3.4.3. Soient v une géodiésique hyperbolique ef v = (). Une bande hyper-
bolique, notée Y, r), est Vunion des disques hyperboligues ouverts de vayon v dond le
centre appartient d lo géodésigue .

Remarquons que la définition de bande hyperbolique est valide dans o'importe quel
maodele de géométrie hyperboligue. On peat identifier facilement ensemble Y. r).
Pour ce faire, nous allons utiliser le modéle du demi-plan supérienr H. Soient ¢ = 0 et
L2 un disque hyperbolique ouvert de rayon v dont le centre est ¢, 1 est clair que union
de tons les disques hyperboliques de rayon r dont le centre appartient i 'axe inaginaire
(qui est une péoddésigue hyperbolique de H) est lensemble U, opg (£2). o godz) = sz,
car dans (H, p), g.(z) est une isométrie. Ainsi, E(vy, 1) ol 4 est Paxe imaginaire, est
un ensemhble de la forme |m'g[:]| - %| = flg, o 0 < Oy < i (i represente un angle
dont le sommet est sitnd a PVorigine. Par la transformation conforme @(z) que nous
avons définie dans la section 2.8, il est possible d'atiliser celle-ei afin de représenter
une bande hyperboligque dans 1D Ainsi, on peut déduire que 'union de tons les disques
ouverts hyperboliques dans [ dont le centre apparticnt a la géodésique hyperbaoligue
o = (—=1,1) ot de rayon r sera la bande hyperbolique gui est Uintersection de deax
disques euclidiens ouverts dont les frontieres passent respectivement, par — 1, éyp, 1 of

Lo, 1

Voicl maintenant la version hyperbolique du lemme de Rogosinski,
Théoreme 3.4.2 (Lemme de Rogosinski). Soit f [0 — [ une fonction analytique
telle que f{() = 0 et f1{0) € B, Alors, pour tout z € b, f{z) € z28(y.r), ot v =(-1,1})
et v = p(0, z).

Démonstration. Posons, g(z) = f(z2)/z. 1l est clair que g @ [ — D est une fonction
analytique. En ellet, comme f(0) = 0, on a que 2z = 0 est une singularité enlevable de
g. Pour =z € I fixé, le levmme de Schware—Pick impligue que

plg(z), g(0)) < p(z,0).
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Puisque f/(0) € B, cela implique que g(0) € R aussi. Done, g(z) appartient a ensemble
forme par Pnnion de tons les disques hyperbolignes onverts de rayon ¢ = p(z,0) et
dont le centre appartient 4 la géodésique hyperbolique (—1, 1), Ainst, g(z) € 2(v. r).
Finalement, on a bien que f(z) € =X(7, p(z,0]), ce qui montre le résultat., O

Remarque 3.4.2. Puisque p(0, 2) = p(0,|z]), il est évident gue la bande hyperbolique
¥y, 7) dans le lemme de Hogosinski est. Uintersection de denx disques enclidiens dont
les frontiéres passent par respectivement les points —1,4z[, 1 et —1, —¢|z|, 1. Cela ex-
plique la provenance de la région A, présente dans la premicre version du lemme de

Rogosinski.

3.5 Le probleme de Nevanlinna—Pick a trois points

Nous terminons ce chapitre en montrant comment Beardon et Minda ont utilisé lear
version du lemme de Schwarz Pick pour obtenir une nouvelle solution an probleme de
Nevanlinna-Pick & trois points. Mais avant, nous allons rappeler en quoi consiste oo

problisme.

Le probléme classigue de Nevanlinna—Pick. Etant donné n poends distinels z, za,
vy zg € I el nopoinds wy,wa, . uy, € 0, délermaner des condilions nécessares el
suffisantes assurant Vexistence d'une fonction analytique [ — 1 satisfaisant f(z;)

wy por o= | L.

5 B & 4

Les origines du probléme remontent jusqu’en 1916, époque i laquelle Pick [11] résolut
le probléme. Plas tard, en 1919, Nevanlinna [10] fit de méme indépendamment de Pick.
Lav véponse qu'ils apporterent est la suivanbe @ ane telle fonetion analybigue existe si
et seulement si la matrice M, appelée matrice de Nevanlinna Pick, est semi-définie
positive

I — wrjuy

M = (1< a5 <n).

i—ﬂz;

Le premier résultat d importance faisant le lien entre la géométrie hyperbolique et
le probleme de Nevanlinna- Pick est le lemme de Schware-Pick. En effet. a1 on considere
denx paires de points (zp, wy) el (22, we), alors une condition nécessaire pour I'existence
d'une fonction analytigue [ [ — I satisfaisant () = w; pour 2 1,2 est la
suivante

play ) < plz1, 2a).
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Ainsi, si les paires de points (21, w,) et (2s,w:) ne satisfont pas 'inégalité préciédente,
alors il n'existe ancune fonction analytique. A la suite de ce résultat, on pent se de-
mander si 'mégalité fournit en fait une condition qui soit suffisante. La réponse est
affirmative et on a ainsi une nouvelle solution an probléme de Nevanlinna-Pick dans le

cias o= 2.

Théoreéme 3.5.1 (Le probléme de Nevanlinna-Pick & deux points). Soient
2y, 20 € IV des points distincts et wy,wy € I Alors il existe une fonction analytique
f D — I satesfaisant f(z) = w; pourt = 1,2 si el seulement si

pluny, wy) < plzy, z2). (3.17)

Démonstration. S'il existe une fonction analytique f satisfaisant f(2;) = wy et f(z) =
wy, alors le lemme de Schwarz-Pick implique que (3.17) est vraie. Réciproquement,
supposons que les points satisfont (3.17).

Cas 1 : 2z = wy = 0

En utilisant le théoréme 2.5.1 et le fait que @ — tanh(x) est une fonction croissante,
(3.17) implique que |uy] < |2]. Si |w| = |z, alors il est clair que f(z) = ¢z pour un
# e [0,2x]. Si |wy| < |z, alors Juy| /]2 < 1. Ainsi, il existe une fonction analyticque

g — I telle que g(z) = wy /2. En effet, 1] suffit de prendre

9(z) = x e a(2),

0 /
=5 Z4+am

= — i+f X{:) E e

1 — %z 14w /22

Ansi, en prenant f(z) = zg(z), 1l est clair que f € H(ID) et satisfait f{z) = w; pour

i=12.

Cas 2 : Points quelcongues

Om se raméne facilement au cas 1, en utilisant les antomorphisines suivants :

z—Z z— Wy
¢(z) = ]—_J W(z) = e

Alors, il existe une fonetion [ € H{IP] si et seulement 'l existe ' € H([D) telle que
F(z) =4 o fod '(2)satisfaisant F(0) = 0 et F(d(z)) = (). Dapres le cas 1 ce
sera le cas siet seulement si [¢(w ]| < |p(z)]. En utilisant les mémes arguments cités
dans la preave du cas 1 ot le fait que ¢ sont des isométries dans le modele do disgue

de Poincard, on a que

[dr(un )| < |dlz1)| = plib(un ) b(wa)) < pldl21), dl22)) < plwr, wa) < pl21, 22).
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Ainsi, comme nous avions supposé que les points satislaisaient la derniére inégalité, cela
entraine Uexistence de [, d'on le résultat. ]

Le lien étroit entre le lemme de Schwarg—Pick et le probléeme de Nevanlinna—ick a
denx points laisse envisager la possibilité d'exploiter le méme genre d'idées pour le cas
genéral. Les mathématiciens Alan F. Beardon et David Minda ont franchi nun premier
pas décisif dans cette direction en obtenant d’abord une version a trois points du lemme
qu'ils ont ensuite su utiliser pour Pobtention d'une nouvelle solution an probleme de
Nevanlinna-Pick i trois points. Cette approche originale apportée par Beardon et Minda
a 'avantage d'etre plus succinete et de nature géométrique, ce qui permet une meilleure

compréhension de Messence meme dua probleme dinterpolation.

Théoreéme 3.5.2 (Le probléme de Nevanlinna—Pick & trois points). Soient
z1. 22, 23 € I des points distinels et uny, wa, wq € . Alors il existe une fonction analy-
tique f I — D qui sabisfmt f(z) = w;, pour 1 = 1,2,3 et qui n'esl pas un aulomor-
phisme du disgue anilé st el seulement sa Wi, 5 € {1,2, 3}, 4# 3

plwg ws) < plz, z) (3.18)

el

P(['“-"-h ol l“’ﬂr“‘d) < pleaz): (3.19)

[z2,21] " [23, 1]

Difemstradion. Supposons qu'il existe nne fonction analytigque [ 1 — 10 oo [ o'est
pas un antomorphisme et qui satisfait f(z) = w; pour @ = 1,2, 3. Alors, d'aprés le
leanme de Schwars-Pick

Fi{.lrli.':,]1lll"{:_|,}} < F-’{Cn 3_1]': Vi, 7,1 £ .

Anssi, dlapros le théorome 3.3.1, on a

P (2. 2), {230 21) < plaa, ).

Réciproquement, supposons que (3.18) et (3.19) sont vraies.
Cas 1 : 2z — w =10

En utilisant le théorime 2.5.1 et le fait que o — tanh(r) est nne fonetion eroissante,

il suit que (3.18) est équivalent & uwy| < |z] pour ¢ = 1,2,3. Dans ce cas particulier,
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(3.19) devient :

g ttly .
pl—,—= ] < plzs, z3).
Zz I3

Clairement, ws [z ,wy [z € I, car |uy| < |z] pour i = 2,3, Ainsi, par le théoréme 3.5.1,
on pent déduire quiil existe une fonction analytique g @ [ — 10 telle que g(z2) = wa /22
et g(z3) = wy /z3. Finalement, en prenant f(z) = 2g(z), on a que f est analytique et
satisfait f(z;) = w; pour ¢ = 1,2, 3.

Cas 2 : Points quelconques

On peat se ramener an cas | oaisément en atilisant les antomorphismes du disque
unité suwivants ;

2 —2 z—
i = o -
::IJ{""} I o :—I:' {lll}(”} |. o E:

Alors, il existe une fonetion analytique [ b — [F satisfaisant f{z;) = w; pouré = 1,2, 3

si el seulement s'il existe une fonction analytique #' 2 12 — I, on F(=z) = :_."-'UJ’ opz)
satislaisant

FO) =0, Fld(z)) = lwe), Flp(za)) = y{ws)

Ainsi, d'aprés le cas précédent, F' existe si et seulement si

plp(g ), Plwg)) < pld(z), dlz;)), Vi, g € {1,2,3}

(Vw2 sy oy b
p (50, BU) < o). o)

Comine les denx dernieres conditions sont respectivement équivalentes i (3.18) et (3.19),
le résnltat suit. ]

Dans le prochain exemple, nous allons montrer comment le théoreme 3,52, qui
apporte une nouvelle solution an probleme de Nevanlinna-Pick a trois points, peat etre
utilisé afin de résoudre simplement un probleme d'interpolation précis,

Exemple 3.5.1. Scient v, [ € (0, 1). Considérons z; = Rw, 2 = 21, 7y = 0 et wy = 10,

A N gns voulons déterminer une condition sullisante et

tire = 5 eb g = (1 on w =«
nécessaire pour Uexistence d'une fonetion analytigque [ 1D — I qui satisfait f{z) = wy,
pour ¢ = 1.2, 4 Pour e faire. noms allons considérer 1le théoreme 35,2 11 fant d’abord

que les points satisfassent la condition (3.18)
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plwi,wy) < plzg, 2z5) & |uy| < |z, pouri=1,2
o < R

plun, wa) < plzy, z) & plun,ug) < pl2, 22)
r B I
T M
VIt 1+ R+ R

Comme 'application x +— » /’ V14 x? + 2 est croissante sur (0, 1), il suit que la pre-
miere condition du théoreme 3.5.2 est équivalente a ce que v < .

[l nous reste maintenant & vérifier la condition (3.19). On a :

[y gy B it [we, wyl oy o

[3],.'_";1_] B 21 - .H I [:'.!1 ZH] B ) N ?

Posons ¢ = r /. Alors, on obtient

p(t®, tw®) < p(Rw, RZ) < p(ta®, tw?) < p(Rw, RD)

t . It
VIHP+0 T VIt R+ R
A i

o

La derniere inégalité est équivalente 4 v < /% Finalement, pour assurer l'existence
d'une fonetion analytique satisfaisant les hypothéses, il fant et il suffit que » < R*.



Chapitre 4

Un lemme de Schwarz—Pick a
quatre points

Nous allons maintenant présenter un premier résultat obtenn dans le cadre de nos
travaux de recherche. Comme notre objectif est d'¢lendre les résultats de Alan F. Bear-
don et David Minda poar un eadre plus général, une étape capitale est franchie ici
dans cette voie. En ellet, nous avons su exploiter leurs idées pour le cas de quatre
points. Notre but principal consiste dune part & obtenir 'équivalent de la fonetion f*,
clest-i-dire, une fonction ayant la propriété d’appartenir & H({IP) et dépendant de deux
parametres 2.z € [0 D'autre part, créer une version du lemme de Schware—Pick a
quatre points a Paide de cette nouvelle fonction, que 'on notera f**(2, z;. 22). Bien en-
tendi, le principal intéret de cette version du lemime de Schwarz—Pick est obtention

d'une nouvelle solution au probleme de Nevanlinna- Pick a quatre points,

4.1 Un lemme de Schwarz—Pick & quatre points

Voici done cette fonction qui permet de remplic les objectifs cités précédemment.

Définition 4.1.1, Sowent [ 1D — [} une fonction analytique qui n'est pas un automor-

phisme el 2y, 20 € 10, 2) # 2o, On définat [**(2. 21, 22) de lo maniére suante :

[z, 21), [* (22, 21)]

[l=021), [z2, 21]]
(2,2, 2) = I {u,.-t}l . 1= (22, 2]

.:.:.]|__ ] [f* (22, )2 e

81z # Za,
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La définition de f** semble une extension logique de celle de la fonction f*, car elles
ont exactement la meme forme. En effet, elles sont définies grace au quotient de deux
quantités utilisant la distance psewdo-hyperbolique complexe, 11 serait hon de noter
cgalement Paspect itératif de la définition - f* est défivie & partiv de f et [** & partir
de f*0 Ceci pourrait etre utilisé dans nne éventuelle extension pour le cas & n points,
Lav délinition 4.1.1 pent étre vue comme ¢tant également celle de Vapplication [~ f**

que nous nommerons opérateur-»«.
Remarque 4.1.1. 51 2 = 0 et f{z) =0, alors on a :
2 fles)
g ! &

[z, 22]

Remarque 4.1.2. Dans ce qui va snivee nous considérerons f** 0 2 v "z, 21, 21)

Jr“[.-_'. “. 1:_.!] =

comme une fonetion de variable = ayant z;. 2z, comme paramétres.

Lo proposition snivante montre une preniere propricte importante @ celle de Pana-
Iyticite de la fonction [,

Proposition 4.1.1. Consideérons [** 22— [**(z, 2, 22) avec 2,20 € B 2y # 20, Alors
1 est analytigue dans 1D,

Démonstration. Nous allons montrer que f*° posside une singalarité enlevable en zs.
Clomsiddérons la limite suivante,
. . | “*"l} ]:Ii
Ihim [*(z,2,22) = lm =
t—1g L—+z3 [ . *-Ii ["'.31*-4”
N AN |—~,-'..- y
B o K A I v )

':-'[[,,hul—i:z,q] Fz 2z 20))

Pour Gvaluer I limite, nons allons utiliser o regle de L'Hopital, Eoodérivant le nome-

rabeur on

Fza) =z a)mallzal - (za)z@- I"'H'I[ + [z, 2] [z2, 21] £ (22, 21)

Do e ponr le dénominateur

[z, 21] = f(zo.2) [ (z 2z 2] = [*(za.20) £ (2 20) 20 2] + [20s 2] 2 (22, 20 )7 (2, 20).
Finalement, on obtient

“(2,2 1 = |[za, 4]
lim f**(z. 2y, 2) /1 I]I|a - [z2, 1] %)

ol [, (U= 1 (22 2) )

Comnne la limite existe lorsque = — 2o, alors f** est nécessairement borndée dans an

vinsinage de zo, Par le théoreme des singularités enlevables de Riemann, 2z ost une
singularité enlevable de Ta fonetion of 7 est analytique dans 10, [l
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Lorsque [ oest un produit de Blaschke d'uin certain degreé, alors on pent donner
expliciternent la nature de la fonetion [** © ¢’est ce gque montre la proposition qui suit.

Proposition 4.1.2. Seient [ : [ — D une fonction analybique, 2y, 2, € I, 2 5 2y et
k=00 Alors [ est wn produit de Blaschie de degre k4 2 82 ed sewlement si f* esl un
produil de Blaschke de degre k.

Démonstration. Définissons T,,(2) = =, Alors on a :

Iz Elw'f-r} x [[z, 31] [3-1,31]] [f (2, 21), [ (22, 21)]
Jr“ 3 -"} x ['Ir l:':'-?:ll ' r'r:r'f"'.; z|] ‘{Z Z] ]
..f“(“ 1 ”’} x I-‘-\.||: z]'{'lr—||: }} - 'rﬂ = aZL]{JIr |

Fn utilisant le lemme 3.2.2 et le fait que [ estoun produit de Blaschke de degeé & + 2 si
el senlement st f* est un produait de Blaschke de degré B4 1, alors ** est un produit de
Blaschke de degrd bosioeb seolement si f° estoan produit de Blaschke de degré K41, O

A a suite de proposition 4.1.2, il est possible de déterminer avee précision de quelle

facon Vopérateur-#+ agit sur différentes classes de fonetions.

Théoreme 4.1.1. Soient 2y, 20 € 1D, 2) # 2o, Alovs, on a les situalions suivantes ;
I8 fe MM By, alors [~ € H(ID) U By(Iy) ;
281 f € By, alors f** € By(D) ;
S e R (B U By s et seulement s f*° € H(D).

Démneonstration. Supposons que [ € H(D)Y By Alors, [** est analytigue dans I}, d apres
la. proposition 4.1.1. Aussi, d'apres le théortme 320, f* @z v [*(z, z) € H(ID). En
utilisant les identités suivantes

Tz z) = 22, 2]

T ey | e ) S e )

= tanh -

Bt | o

[z, 2], 22, 21| = l.nu]n.ll,ul[[.:} 2], (za. 2]} = tanh ép(z‘ z3)

et en appliquant le lemme de Schwarz Pick, onoa que | " (2,2, 22)| < | avee égalité
sl et seulement si f° est un automorphisme. Ce sera le cas sioet sealement si f € Dy,
e "apres le théorcme 32,1, Si on a égalite, par e principe doa maxinnun [**(z, 2, 22) = A
avee |A| = 1. Ceci montre bien (1), (2] et (3). ]
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Le théoréme 4.1.1 est la pierre angulaive gui permet Pobtention d’une version du
lemime de Schwarz—Pick a quatre points, ce qui conerétise le but fixé en début de cha-
pitre,

Théoreme 4.1.2 (Lemme de Schwarea—Pick i quatre points). Soient [0 — D
une fonetion analylique qui n'est pas un produit de Blaschke de degré < 2 el uy,ug, 2y, 22 €

b, 2y # zy. Alors on o :

o (20, 22, [ (1, 21, 22)) < ooy, ). (4.1)

Iy a égalité dans (4. 1) si et sewlement si [ est un produit de Blaschie de degre 3.

Démonstration. Comme [** 2z — [** ¢ H{ID), alors on peut appliquer le lemme de
Schwarz—Pick avec uy, up. Finalement, il y a égalité dans (1.1) 81 et seulement g1 f** est
un aulomorphisme, ¢'est-i-dire, un produit de Blaschke de degpree 10 Ce sera e cas sioel
seulement si foest un produit de Blaschke de degre 3. [

La démonstration est tout aussi ctonnante que celle da cas n = 3 @ elle utilise

seulement la version classique, cest-a-dire, i denx points, du lemme de Schwarz—Pick.

4.2 Le probléeme de Nevanlinna-Pick & quatre points

Il est maintenant possible d’apporter, a la suite des résultats obtenus précédemment,
une nouvelle solution an probleme de Nevanhnna—T'iek a guatre points, Cette dernicere
est de nature péométrique et fait intervenir indirectement les fonctions f* et f**.

Théoréme 4.2.1 (Le probléme de Nevanlinna Pick 4 quatre points). Soient
z). 29, 23, 24 © I des poinds distinets et wy,we, ws,wy € 10 Alors ol existe wne foncltion
analytigue f 2 0 — 1 gue satisfait f{z) = w; pour ¢ = 1,2, 3.4 el qui n'est pas un
produtt de Blaschke de degré < 2 si et seulement si

plw,wy) < plz,z) Vig e {1,2.3,4},i # j (4.2)
! ([r‘ll ::i] : [Ef“’::]]> < Mz, 31] Vi,je{1,2.3}i# (4.3)

el

[uimaang] ey ey [urgamg | Jarg ey
[22.24] ' l=1,24] BEEN RN

(22, 24, [20, 24]] " [[25. 2] [21, 24]]

Iz < plaa, z3). (4.4)
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Démonstration. Supposons que [ existe. Alors, par le lemme de Schwarz-Pick a denx
el A trois points on a respectivement (4.2) et (4.3). De plus, il est. clair que (4.4) suit,
en utilisant le lemme de Schwarz-Pick & gquatre points.

Réciproquement, supposons maintenant que (4.2), (4.3) et (4.4) sont vraies,

Cas1:zy=uy=1

Puisque |wy| = |z4] = 0, la condition plw w;) < plz,z) Vi # 5 € {1,2,3.4}
implique que

|uy| < |z Wie {1,2,3}.

Aussi, dans ce cas particulier, (4.3) devient

wy W S,
[ (ELL) < plz, ) Vi# je {1,238}
De la méme facon on a pour (4.4) ¢

F- I 1 ] 23 0 &)
p | 2t 122 ) < oz, ).
[2’2:3|1 |-3:h:I] e

Comme ces denx dernieres sont équivalentes aux conditions (3.18) et (3.19) dun probleme
de Nevanlinna-Pick 4 trois points, alors il existe une fonetion analytique g telle gque :

wy o
g(z1) = —, glz) = o
Al | i

'y
1 !.F{J:i] _g

X

Finalement, il suffit de prendre f(z) = zg(z) et on a bien que [ est analytique et vérifie
flz)=w; pouri=1,234.

Cas 2 : Points quelconques

On pent se ramener an cas preecdent en atilisant des antomorphismes du disqgue

nnike ' "
s :_1 A iy

S e i z) = — .

(2) | — 5= (2) 1=z
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Alors, 1l existe une fonction analytique f : Il — [ satisfaisant f(z) = w; pour i =
1,2, 3,4 si et senlement il existe une fonction analytigue /@ [ — [, on F(z) =
o fo¢ !(z) satisfaisant :

FO)y=0, Flplz)) =v(un), Flo(za)) = lwa), Fld(zs)) = yo{ws).
Ainsi, d’aprés le cas précédent, F existe si et seulement si Wi, 5 € {1,2,3,4},1 # )
P () ) < p(9(z:), B(2,)
et Wi, j € {1,2,3},i # j

ﬂ(wwﬂ P(w,
o(z) ' #(z)

L—

3

)ﬁpwhdﬁhdh

de meme que,

g ) g ) W]y )
afza) * alz1) dlza) * dlzn)

[B(z2), @(20)] " [plzs), ¢l21)]

< pled(za), Bl z4))-

Comme les trois dernieres conditions sont équivalentes respectivement a (4.2), (1.3) et
(4.4), le résultat suit. L

4.3 Un probléme de nature géométrique

Dans cette dernitre section nous allons montrer comment on peut atiliser la théorie
précedente pour résoudre des problémes de type péomdétrigue. 11 s’agit d'une application
simple mais elficace qui montre la portée de cette nonvelle solution an probléme de
Nevanlinna- Pick.

Considérons deux carrés €, Cy centrés o Porigine possédant respectivement. les
sommets z; = 1,20 = —TE, 2 = —T, 34 = i eb w = —5, wy = —5i, wy = 5, wy = s, Ol
) < &, v < 1. Le probléane que nous proposons de rosoudre est celui-ci @ quelles sont les
conditions suffisantes el nécessaires qui assurent existence d'une fonction analytigue
S — I satisfaisant f(z) = w; pour ¢ = 1,2.3, 4. L'application dont il est question
ferait correspondre les sommmets de la Tacon snivante

Tt St

—ri —  —&1,
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On pourrait croire qu'il suffit que s < v, mais 'exemple gui suit montre que ce n'est
pas suflisant.

Exemple 4.3.1. Prenons v = 0.54 et s = 0.22. 5i an vérifie une & nne les conditions du

probléme de Nevanlinna—Pick & quatre points, on voit que la condition (4.4), qui est

ESE RS | 21,34 {2;1.2|| ! [z|.=-1|

eaed o) (Lo Li]

4 < F{Zzg 3’::}

[[32, 2a), [21, 24)] " [[23, 24], [21, 24]]
déchoue puisqu’en faisant les caleuls, on obtient :

p(—0.343 — 0.6954, 0.527 — 0.605i) = 3.154 = p(zy, 23) = 18T

La solution de ce probléme n'est done pas triviale. La voici sous forme de théoréme.

Théoréme 4.3.1. Sotent dewx carrés Cy et Oy centrés a Uorgine ayanl respectivernent
comme somamels z) = 1,2 = —ri,zz = —1z = 1t el Wy = —8,up = —8i Wy =
somy =51, o0 < s < 1 Alows, il eriste une fonction analybigue [ 1 — 00 telle que

¥

Flz ) = wy si el sewlement si v el s vérifient :

7. (4.5)

[A,

Dénonstrafuon, Pour gu'one fonction f analytigue existe ol vérifie les hypotheses do
théoreme il faut que les points satisfassent les conditions (4.2), (4.3) et (4.4) du théo-
rieme 42,1, Remarguons qu’on peut ntiliser la distance psendo-hyperboligue poar faire
les caleuls. En effet, comme t.unllép{z,w} = plz,w) et que f(zx) = tanh{z) est une
Tonetion eroissante, des indgalités sur plz,ow) entrainent los momes pour pf 2, wr),

Tout d'abord, considérons la eondition (4.2) et en particulier les points 2y, zq, wy, ws.

Cles derniers doivent satisfaire U'inégalité suivante :
plawy, wa) < plzy, 23).
Iin faisant. les ealeuls on obtient
. -

|+ 52 S T (1.6)

L'inégalit¢ (4.6) sera vérifiée si et seulement si s < r, puisque la fonetion f(r)

& 1+ a? est eroissante sur (0, 1), On procide de la meme facon pour les autres points,
Ainsi. il est suffisant et nécessaire que s < v pour que les points veérifient la condition
(1.2).
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Pour la condition (4.3) on a :

1

, [ﬂ}hTH'I] [ﬂ'r'.ﬂrﬂ}-':] = }{z z} . ] B
: . 5 -
"\val ozl ) SP2 T 555 = Vi
5 1

[wy, wy| [ws, uny]
! ( [h.m] : [Z:hz-i]
o sy _ s
‘”([3.3,;4] " [z, 2] ) <plenzm) Vst Vit

Dans co qui suit nous allons supposer que s < ¢ pour le reste de la preave, d'apres la

) < '.EJ{ZI,.Z:{} —

r? + 52 - 1+ r2

condition (4.2). Posons g(s) = s /(r® + s%). Il est facile de vérifier que cette fonction est
croissante pour 00 < s < r. Comme g(v®) = 1 /(1 +r7), alors s < v* & s /(r® + &) <
1/(1+ %), En utilisant le méme argument, on a anssi que s < 1% < h‘/v’?‘" + 81 <

lf\.r"l-l .

Pour la condition (4.4), on obtient :

a1 - 1
Vel +r8 = V14t

Posons h(s) = sr /v/s' + r%. La fonction h{s) est croissante pour (0 < s < ¢, Comme

R

Finalement, on peut conclure que les trois conditions du théoreme 4.2.1 sont satis-
faites dans cette situation si et seulement si s < 7%

]

Cette approche utilisant. la géométrie hyperbolique a done Pavantage de résondre
cficacement notre probleme impliquant des carrés comparativemnent i 'ancienne, on le
caleul matriciel aurait été nécessaire.
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Un lemme de Schwarz—Pick a points
multiples

Nous sommes maintenant en mesure de preseonter une nouvelle solution aa probléme
de Nevanlinna-Pick dans le cas général de n points, 1] s’agit done de Papogée de notre
travail de meme que le fruit de nos recherches, Liidée gui est utilisée dans ce cas est la
meme que pour les cas no= 3 et n = 4, cest-i-dire, 'obtention d'une version a points
multiples du lemime de Schwarz—Pick. Clest ce gue nous allons expliquer en détail en
début de chapitre. Nous terminerons en discutant de résnltats qui montrent. gqu’il est
possible de caractériser les solutions dans certains cas particuliers. Ceci vient done
compléter et enrichir les travaux amoreés par Beardon et Minda dans [5] et ce [aisant,

I'é¢tude méme du probleme d'interpolation de Nevanlinna-Pick.

5.1 Un lemme Schwarz—Pick a n points

Dans cette section, nous commencerons tout d’abord par présenter la généralisation
des fonctions f* et f*°. Cette fonction est définie récursivement, comme suit.

Définition 5.1.1. Seient n € M, f - D — I une fonclion analytique qui n'est pas
un produil de Blaschke de degré < n el 2,25, .., 2z, © I des points distincts. Nous

définissons [* el ay, pour n = 0 de la maniére swivante :
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-
[ 4
—,
i
e
b
[ 2+
e

: 2)
[F** (2, 21, z0), [** (23, 21, 2]

H.‘:{CH 1y =2, 33}

[f‘" III\:1:)’"|!"'1"?"rl |J1JI‘" I[:i'uz|.1"f'|3u-[}|

vz, 20,00, 2)

Jrhll:::s 3I1--.,E,,] =

it
aplz) = =
a(z,21) = [z, 2]
“’u{-'r’.- = 3:4] - [”1{31 31}1”1{32~ 3l}i
vyl 2, 2y, 7, 25) = [oval 2, 20, 20), e 25, 21, 22))

oz, 21z = fam(z 2, za o (20 20, -2 20

Remarque 5.1.1. Dans co qui va saivee, nons considérerons f*0 0z e f5 (202,000 2,)
comme une fonction de = ayant 2, 25, ... 2, comme parametres. Nous allons montrer

Fan

plus loin gue la fonction f** est bien définie dans 10,

Remarque 5.1.2. Par le lemme 3.2.2 on voit que les fonctions o, sont des produits de
Blaschke de degré 1.

A premicre vae, il n'est pas clair que la fonction [** est analytique dans [P, mais

nous allons démontrer que ¢’est bien le cas.

Proposition 5.1.1, Seient [ — I une fonction aenalytique qui n'est pas un produat
de Blaschke de degre < noeb 2y, 25, ... 2o € I des points distinets. Alovs, Lo fonetion
S est anadyfigue dars 10,

Démonsiration. Nous allons utiliser Vinduction sur o pour montrer ce résultat.

Pour n = 1. le résultat a éLé démontrd au chapitre 3. Supposons maintenant que f*
cat analytique pour tout n < N. Nous allons montrer que cela inpligue nécessairement
que e est anssi analytique. Montrons que f*¥+0 passede une singularité enlevable

en = = aypr est elair que Y00 est analytique pour tous les antres points de [0,

*N(zoz, - ozm) P v 22w

S ez, 2Ng0)
- ays(z2, 00 2n)
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ol g1z, 21,00 2 ) = IEYN{31 2y 2N ) AN (ENG, 2 EN}l-

(fa_'\f(::‘,' F ZN:| — f*-Y[-?N+I-. .4 IR :‘;;N}}

£
an(z, 21, 2n) — an(zngr, 21, -, 2N)

f‘N‘ll{:!zls"'s-’:N+]] -

1 —ay(zng1, 21, - 2ndan(z, 2,00 28)

1 f‘.N{zN"H?zF‘.“-:zﬁ}f*lez:::Jr'"|:.|"|I']'
Ainsi, en utilisant 'hypothese d'induction, ¢'est-d-dire, gue f*V est analytique, de méme
que gy, on obiient & Paide de la régle de L'Hopital :

f“‘ﬂ-’{z Tlaeen ZNH . l — |ovpiz 2.z ?
hm  f*"N4 (2, 2y, 0 2ng) = Pl =2y lon(zn 1, 21, 2w)]*)

Z—Epg1 fl'ir\|(|2|..-r,3hl'}|z___”+1 {I - II'N{2N||1ZI|"-1:N:||2}.

insi, [ est bornée dans un voisinage de @ = zxn4. Cecl implique, d’apres le
Ainsi, f*¥+1 est | | 1 vt C | I’ |

théoreme des singularités enlevables de Riemann, que = = 2y est une singularité
enlevable de la fonction et que f*¥+1 est analytique dans 10, |

Remarque 5.1.3. Sous les hypotheses de la proposition 5.1.1 la fonction f* @ z
f*(z, z1,..., zu) est bien définie dans [, En effet, pour z = 2, ona :

! ¥

f"‘"{v . - } L f"""[:Z, =S I |:||_z = Zn | IE}’" |{:"_.:|....|2.” |}Iz
f L] | i - —

S| NS S | T EROE

Voici 'équivalent. de la proposition 4.1.2 du cas n = 4 pour le cas genéral.

Proposition 5.1.2. Soient [ une fonction analylique, zy,22,...,2, € I des points
distinets et kb = 0. Considérons f** 2z — [™(z,21,...,2) définte de la maniére
precédente. Alors, [ est un produat de Blaschke de degré b+ n si et seulement st f*
est un produil de Blaschke de degre k.

Démonstration. Définissons T,(z) = (z — v) /(1 — ©z). Nous allons montrer le résultat
par induection.

Pour i = 1, le résultat déconle da théortme 3.2.1. Supposons que [ est un produit
de Blaschke de degré &+ n si et seulement si f* est un produit de Blaschke de degré
kpour tout n < N. Montrons que cela implique que ¢'est aussi vral pour f*# 1 Par la

deéfinition de [*+' onoac;
Sz ane ) [z 2 2 ) an(Eag, 2, 2] s

(2 21000 2w ) S (2, 2,00 2n)]
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En utilisant la notation précédente :
Pz oz 2 Tan e e (@82, 21,0 28)) =

r II"""[z~+1.:|.---.2~]{f‘h‘{‘:rzh sey :N”'

Par lhypothese d’induction, on sait que f est un produit de Blaschke de degré &+ N si
el seulement si f*¥ est un produit de Blaschke de degré k. D'aprées la derniere égalité,
il est clair que [ est un produit de Blaschke de degré &+ N 4 1 si et senlement s f*5+1
est un produit de Blaschke de degré F. []

Le théorcane qui snit permet de caractériser completement Ta fonetion f*(z, 2y, ..., 2,),
qui est une lonetion de = ayant =, 2o, .. ., 2, comme parametres, en veriu de la fonction
1.

Théoreme 5.1.1. Sotent =z, 20, ..., 2, € I des points distinels. Alovs, on a les situa-
fions suivanles :

I. 311 _]f [ H(]]]'} ‘l\l U:‘_ Il “.r'r fIl'!fJ'i'".‘i .F" c H(]l]}] I H[;{"j]} §

2 851 f€B,, alors [* € By(D) ;
Fo e R\ wr, B sioet sewlement si f* € H(D).

Démonstration. Nous allons montrer le théoréme par induction sur .

Pour i = 1, le résultat est vrai d’apris le théoréme 3.2.1. Supposons que (1), (2), (3)
sont vraies pour tont n = N, Montrons que cela implique que c'est anssi vral pour
N + 1. Supposons que [ € H(ID) \U:f (B, alors frvr est analytique dans [, d’apres la

proposition 5.1.1. Aussi, selon notre hypothese d'induction, f** € H(D). Considérons
les identites suivantes

Iz en) = Y (z2ne 2 - 26)

L — f*%(znir 210- -y e ) (202000 20)

|
tanh E[;J[}"”I{:,:h Ce 3NL.P”{3N Pl Z1g ey E—'.'\'}”;

|
llowl(z, 2002wy aen(Zngr, 21000 2w )]| = tanh ?pl[z_.z.n.r,.d.

Par le lemme de Schwarz Pick, |f*¥ (2, 21, ..., z2n1)] = 1 avee égalité si et senlement
si [*% est un antomorphisme. Ce sera le cas si et senlement si f{z) est un produit de
Blaschke doe degré N+ 1, dPapres la proposition 5,12, 51 on a dgalite, par le principe du

maxinmm, ¥z 200 2y ) = A, on |A] = 1L Cecl montre (1), (2) et (3). O
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L'analyticité de la fonction f* qui dépend de certaines conditions sur [, permet
l'obtention du lenme de Schwarz-Pick & n points qui est le pilier essentiel de la base
du présent travail.

Théoreme 5.1.2 (Lemme de Schwarz—Pick & points multiples). Sowent [ -
P — I une fonction analyligue qui n'est pas un produeit de Blaschke de degré < n
el wa, 2y, .., 20 © 0, oo s 2 sond distinets, Alovs onow

PO, 2z ) S (e, 21, 2oa)) S p(wy, ) (5.1)

L'égalité a liew dans (5.1) si ef senlement si [ est un produat de Blaschke de degré n—1.

Démonstration. D'apres le théoreme Ho1L1, f* 0z e (22,000, 2,) € H(IP). En
utilisant le lemme de Schwars Pick avec wy, wy, le résultat suit. En ce qui concerne
égalite, il suflit d'ntiliser la propesition 5,12, En effet, il y a égalité dans (5.1) si et

5y

seulement si f* 7 est un antomorphisme, ¢'est-i-dire, un produit de Blaschke de degré

l. Ce sera le cas si et seulement si f est un produit de Blaschke de degré n — 1. Ol

5.2 Une nouvelle solution au probleéme classique de
Nevanlinna—-Pick

Nous allons o présent utibiser la théorie développée auparavant, alin de donner une
nouvelle solution an probleme classigue de Nevanlinna-Pick faisant intervenir n points.
[l s"agit d'une solution tout-a-fait remarquable dans le sens on Pexistence d'ane fonction
analytique interpolant des points du disque unité dans lui-meme dépend de la stroe-
fure goometrigue de ces imemes points, Colte solufion vienl done apporter an celairapge
nouvean au probléme classique de Nevanlinna-Pick, En adoptant ce point de vue, on
voit. bien que le probleme d'interpolation est sensible an choix des points @ ils doivent
absolument se conformer & nne organisation spécifique et le non respect. de cetbe archi-
Lectare enbraine conscouennnent Vinexistence de la fonetion, D7 antre part, la solution
plus connue, oit on doit vérifier sila matrice est semi-définie positive, ne montre en
rien cet, aspect, ce que la nouvelle solution a Vavantage de faire.

Remarque 5.2.1. Connne le probleme de Nevanlinna-Pick est de tronver des condi-
tions suflisantes et nécessaires pour Uexistence d'une fonction vériliant certaines hypo-
theses, nous allons faire un abus de notation afin d'utiliser celle définie précédemment.
Fn effet, pour chacune des [onetions [** nous remplacerons, lorsqu'il v a lien, f(z,) par
w;. Adnsi, meme si la fonction [ n'est pas déterminée, f*+(z, 2, ..., 2, ) est bien définie.
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Théoreme 5.2.1 (Le probleme de Nevanlinna—Pick a n points). Sotend 2,,. .., 2, ©
D des points distinets et wy, oo owy, © 0 Leristence d'une fonction analytique [ [ —
[ satisfarsant f(z) = w; pour ¢ = 1,2, ... n dépend de UV'un des trois cas swivants ;

1. Pourn =2, f(2) cxiste st ef senlement si
(I'3) { ol we) < plo, 2a).
2, Pourn =13, flz) coiste ef west pas wn automorphisme si el seulement st

Pl wy) < plz, 23) Wig e {1,236 #
(Is)
P (2 ), [ (20, 21)) < plza, 2a).

S Pourn =4 f(z) existe of n'est pas un produil de Blaschke de degré < n — 2 si et
seulement si

( plwg, wy) < plz, =) Vije {2, npi# g
pl':_,l"‘[.:,,.'.'."]I._JI'"{:J.;“” < ;JI{:;,.*T_J} Vi, g € {I.E....,u — ]}J' £

Az mn m ) I Zi, Zn, Zn 1)< pl =, :_j} Vi, g e {12 . . on—2yi#7g

Pz 2 2 2 I N 2 2 2 2a)) < ol 25)
Vi je {1,2.3).0 #

\ P{fﬂ, ?|:.:_!_ P IR, R ;|}1 _||r"' 2|[.':_'q, g Spp—=T11 ¢ v+ 3 2, £ }I]I < f}[.ﬁ-__r_, .“_'_'5}

Démonstration. Nous allons démontrer le eas (3), puisque les antres cas ont été di-
montrés au chapitre 3. Supposons gque v > 4 et que [ existe of satisfait les hypotheses
du probliane. Alors, en appliquant le lenne de Schware-Pick a0 & points pouar chaguoe
fonetion f*2 on kb =2 n—2 oo virifie facilement que les n— 1 conditions de (I°,,)
sont toutes verilices. Réciproquement. supposons maintenant que les points satisfont
les conditions de (T7,). Nous démontrerons le résultat dans nn cas particulier d'abordd.

puis dans le cas géneral ensaite.

Cas1:>, =w, =1

Remargquons que dans ce cas particnlier,

wy| < |z] pour tout @ < on, dlapres la
premicre condition. Nous allons montrer le résultat par induction sur . Pour o = 4, le
cas a ot démontreé. Supposons maintenant gue le résultat est vral pour toat n < N.

Montrons que cela est vrai aussi poar &N+ 1. Nous aurons besoin du lemme suivand
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Lemme 5.2.1. Soil n > 2. Soiend z, ..., z, € IV des points distinets, [ 1) — I une
Jonction analytique qui n'est pas un produit de Blaschlhe de degré < n — 2 ef telle que
z1 = flz)) = 0. Posons g(z) = f(z) /z. Alors on a :

(20,20, 2) = g (2,22, 00 20

jl‘"{:::i[}l e DI ':TI.} - r,lihl-l[:1 2y xili'-]'

Démonstration. Clairement, g est une fonction analytique dans [B. Fn effet, elle est
dérivable partoul el méme en z 0, car il s'agit d'une singularité enlevable de la
fonction g. Aussi, ¢ € H(I) Qapres le lewme de Schwars. Démontrons le premicr
resulitat par imdoction,

Pour m =2, on a g

a2, 0, 22) = [ (2, 0), 00 (22, 0)] = (2, 22).

sSupposons que oglz, 0000002, = oy (2, 22,000 2,) pour tout no< N Montrons gue
cela impligque que le résaltal est anssi vead poar N+ 1.

anplz, 000 znn) = lan(z 0020000 2n ) en(angn 00 28]
= |owa(z,22,. . en),onalzng, 22, .00 2w
- J'IN(_.E-H-,...;E'N“:}.

Démontrons maintenant le devsiome résultat, Nons utiliserons Vindoetion encore nne
fois. Pour n = 2, on a :

(=00, [*(20,0)]
[ra( 2,0, 2]
[ﬂ:ﬂl lf;:}.’l]

Sz 02 =

oz, 23)
7 (=, 2.

Supposons que ™ (2,0, 20, 200 = g™z 2,0 2,) pour toat <= N, Montrons
que le résultat est vran pour N + L.

[0, 200) = (=0, zn) Y (e, 0, 2w )
ez 0 2n )
g '[:":f{'_' . ,:,u}_1_f;'”"‘{l’rd4.|133s 2N )]
. anplz 0. 2n )
7% (2223, y 2,07 (s 22y o2
an(z, 70000 2ng)

= g™z, 2 2N

Ce qui prouve le lemme. L]



Chapitre 5, Un lemme de Schwarz Pick & points muolbiples it

Retournons maintenant a la démonstration du cas 1. Puisque zy . = wyy = 0,
on a que |wi| < |z| Vi < N + 1 et dans ce cas particulier, (I',) devient (I") pour tout
Lie{l,2,... N} i# g, ou(l)est:

Pz 00, (2, 0)) < plzi,2;) Vi je{l,2,... Nhi#j

P (2,0, 20), (2,0, 20)) < plz, 7)) Vij € (1,2, N = 1},i#

PUFY 22,0, 25, o za), (25,0, 20,0 2a)) < plz, z;) Vig e 11,23}, i#

L (S (22,0020, .0y 20, 2), PV (23,0, 20, . z0. 21)) = plza, 23)

On peut se servir ici du lemme 5.2.1 en notant qu'il suffit de remplacer f(z;) par w; et
g(z;) par wy, [z, La validite du lemme n'est en rien changée, meme =i la fonetion f(z)
n’existe pas. Ainsi, (I") devient :

( 11} W .
j-) (_L _L) = lp{ i ":_I]

z ' oz

Mtz zn ), 0 (2, 2w ) < pla, )

() ¢
o™z, zn, o za ) T Mz e, o za)) < plai )
| g™ (e an, -z ) 0 (2 any o 20 21)) = plaa, ag)

D’apres Uhypothese d'induction, il existe une fonction analytigque g : [ — I telle que
glzi) = wy [z pour i = L., N1 suffit done de prendre f(z) = 2g(2) qui satisfait
flz;) =w; pouri=1,. .., N+ 1. Ceei termine induction et montre le cas particalier

o1z, =y, = L.

Cas 2 : Points quelconques

On pent se ramener facilement au cas 1 en utilisant des automorphismes du disque
unite :

22—z z =y,
(2] = = Plz) = ————.
(=) | — 2,z |: ) | — W,z
Il existe une fonction analytigue [ 1 — [ satisfaisant f(z) = w, pour i = 1., 1 S

et seulement 5'il existe une fonction analytique # I I, on F(z) = 4o fog Yz)
satisfaisant :

F(0)y =10, F(ip(z)) = ¢lw;) poure =1,...,n— 1.
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Ainsi, d'aprés le cas précédent, F' existe si el seulement si les poinls vérifient 'ensemble

des conditions de (I'). On notera dans ce cas particulier celles-ci par (I').

[ plaplwg), ¥lwy)) < plolz), ¢lz)) Vig e {1,2,..., nti# )
p (S, 508 < p(9(z), d(z)) Vig € (1,2, -1} i # )

PG (), Plan 1)), GHB(2), plzn 1)) < plodzi), dlz;))
Vije {1,2,...,on—2}i#j

f?(c“{ﬁl'b[ﬁil ‘i!’{zn— 1 }1 ‘n‘!’{zrm—‘l}}1 (Eh [f.i'-"{zj)- ‘.";'E::n— I}s ‘.I'I-‘Ezn—ﬂ}” < ﬂtt-'h[':'}‘ W{’:--'}}
Vi je {1,2,...,n—3}i#j

PG (), P20 ), B(z0)), G (Pl 2y), Bz ). l20))) < plod(zi), dlz4))
Vi, e {1,2,3}i 4 j

L (G =3l 22), Bz 1), b(20)), G2 (B zs), Pz ), 0(20))) < plo(22), B(25))

ou ((z) = F(z) /2 et Ton éerit ap(wy;) /() an lien de G(¢{z)).

Nous allons maintenant montrer que (17) est équivalent i lensemble des conditions
(")) du probléme de Nevanlinna—ick, Mais avant, nous aurons besoin du lenme qui
suit.,

Lemme 5.2.2. En considérant ce gui précéde, on a

i

p 4{*}’{25}:‘1&{:7! IL sy q"IJEZd]} = “:rl—ilizh TR z-i:“

G A (lz), dlzna), o d(za)) = Mz, 20,00, 2a).

Démonstration. Pour le premier énoned, nous allons utiliser 'inducetion.

Pour n = 4, on retrouve :

B
& 2

rm[h’-"[zz]]' = ﬁf}{ﬁi] = ﬁ n'|{3f, 3.1}.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour tont n < N, Montrons que eela
implique que ¢’est aussi veai pour N 1.
oy oaldz ), dlzn ), lza)) = o aldlz). o dlza))iam aldlza), o dlza))]
= lew-alzi znen, - 28, an-a(za, 2nenn o 23)]

Crpy - z(zu N1y Z4)-



Chapitre 5. Un lemme de Schwarz Pick @ points multiples (i

Ceci Lermine Uinduetion el monbre le résaltat. Pour le denxiéme énoncé ubilisons épale-
ment 'induction,

Pourn =4, on a: }
ol (e .
o )

Supposons le résultat vral pour toul 7 < N, Montrons que ¢’est vrai anssi pour NV + 1,

[G*o=a(dlzi), dlzn), .. d(za)), GV (dlz4), Plzw), . ..

G ((z)) =

: '-'.l'l’[f::{}}

RN et an-a(#z0), 0(zn), . 9)

o l.,lr'n :F[Z‘Hzl‘l'-l-lr"'lz.'!_;lr_.r‘hl :Il:l.{.z,\"||_.---,2;:}]
”N--i’{rﬁis ENFLy ooy G:ﬂl
= I*N 2(.-':“::.!!.”.]....,3.4.)-
Coel montre le lemme, []

Retowrnons a la démonstration do cas 20 Foootilisant e lemme 50205020 nous ponvons
conclure que (I") est équivalent aux conditions (I',) du probléme de Nevanlinna-ick,
d'on le résultat. ]

Le premier corollaire qui suit montre qu'il existe, sous certaines conditions, une
fonetion appartenant 4 une classe particuliere qui est une solution au probléme de
Nevanlinna- Pick.

Corollaire 5.2.1. Soient n = 2, 2y, za, .., 2, € II des poinls distincts el wy, . w, ©
. Supposons que les points z, eb w; satisfont, pour v = 1,. . . n, les conditions de (I',,).
Alors, i existe un produit de Blaschke 1B de degré aw plus nogui sabisfuil 13(z) = wy,
powr i =1,..., 1.

Démonstration. Fn atilisant induction, la preave du théoréme 5.2.1 et le lenmme 3.2.2,
le résultat suit. 0

Le prochain corollaire permet d'identifier les conditions sous lesquelles il v a nnicitd
e 1 solution.

Corollaire 5.2.2. Sojent n = 2, 2, ..., 2, € D des poinds distinets ef wy. ..y, ©
[V, Supposons que les poinls z el w; sabisfont, powr @ = 1, ..., n, awe conditions de
(I'y). Alors, i erxiste une unigue fonction [ sabisfarsant aure hypotheéses du probléme
de Nevanlimna Pick st et senlement sl y a égalité dans la dermiére condition de (T,).

Dans ce cas, UVnnigque solution [ est un produit de Blaoschbe de degré n — 1.
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Démonstration. Vu que les points satisfont aux conditions de (17,), alors il existe une
fonction [ qui réalise interpolation da probléme de Nevanlinna-Pick. De plas, comme
il v a égalité dans la derniére condition (17,), alors [ est nécessairement un produit
de Blaschke de degré n — 1. Nous allons maintenant montrer Punicité de la solution.
Supposons qu'il existe deux solutions Py, Py qui sont des produits de Blaschke de degré
i1 tels que P(z) = IYy(z) = w; pour i = 1, ... n. Nous allons montrer par induction
sur noque [ = . Pour le cas n = 2, considérons PPy, P deny solutions au probleme
qui sont des produits de Blaschke de degré 1. Solent @(z) = (z + z) /(1 + Z52) et
piz) = (2 —wy) /(1 —i0zz). Ainsi, on obtient pour & = 1,2 :

o Fop(d) = 0 (5.2)
YoPiople (z1)) = wluy). (5.3)
DVapres la proposition 2.3 1, on o pour @ = 1,2
Yo Prop(z) = 2P,

ot I est un produit de Blaschke de degré 0. Par (5.3), il suit que ’ = !” Finalement,
on a bien que Py = Py

Supposons le résultat vral pour n < N et montrons que ¢'est anssi le cas pour
N+ 1. Soient. Py, P deax solotions ogui sont des produits de Blaschke de degrd
virifiant Py(z) = Pa(z) = wy pour 4 = 1,00 N - L. En utilisant les antomorphismes
olz) = (24 zne1) J(1+ Zn02) et (2) = (2 —wyy) /(1 — WN12), on ac

holopd) = O (
o Poplp (z;)) = wlw;)pourj=1,.. N (

On obtient comme précedemment gue

g |
i
L

[y
iy
L

o Foplz) = :Poni=12

En utilisant 'hypothese d'induaction et (5.5), il suit que I = My Finalement, on a gue

P| = 1”‘;

Ceci montre done F'unicité de la solntion dans le cas de Végalité.

Réciproquement, supposons qu'il existe une unique fonetion [ réalisant Uinterpo-
lation da probleme de Nevanlinna-Pick. Montrons qu'il y aura nécessairement égalite

dans Ia derniere condition de (17,). Nous allons encore nune fois utiliser 'induction.

) = wy; pour

Pour w = 2, supposons qu'il existe ane unigue solution f telle que f(z,
wyz). Définissons

= 1.2, Soient @(z) = (z + 22) /(1 +Z22) et (z) = (z — wy) /(1 —
Fz) =0 fop(z), alors on a ;
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F(0) = 0; (5.6)
Fle Yz1)) = vlun). (5.7)

Puisqu’il existe une unique fonction [, alors il existe également une unique fonetion F.
Cette derniere est done une rotation de la forme F(z) = ¢¥z, on # € [0,2%]. Ainsi, il
est clair que f est un antomorphisme et que plwy, wa) = p(z), 2).

Supposons le résultat vrai pour 3 < n < N et montrons que cela est vrai anssi
pour N 4 1. Soit f Punique fonction satisfaisant les hypothéses du probléeme, de méme
que les N conditions de (Myyq). Soient @(z) = (2 + z2y41) S+ 28 02) et (z)

(z — wyypq) (1 — Wy z). Définissons F(z) = o fog(z). Ona:

F(0) = 0 (5.8)
Flg Yz)) = lw)pouri=1,... N. (5.9)

Clairement, F'(z) = zg(z), on g est une fonction analytique dans [, Comme [ est unigue,
alors F' est 'unigue fonction satisfaisant [5.9). En utilisant Uhypothése d'induction, &
est i produit de Blaschke de degré N, Finalement, f est aussi un produit de Blaschke
de degré N. Ceci montre done qu’on a bien égalité dans la derniére condition de (T, ).
Pour conclure, on a bien unicité de la solution si et seulement s'il y a égalite dans la

derniére condition de (I',). ]

Le résultat qui suit montre qu'il est possible d’obtenir une solution an probléme,
meme dans le cas onl seulement une partie des conditions du théoréme 5.2.1 sont satis-
faites.

Corollaire 5.2.3. Soit n = 2. 5l y a inégalite stricte dans les B — 1 premaéres condi-
n, alors il

P 3

tions de (T',) et égalité dans lo k'™, pour les points z, w;, ot i = 1
criste une unique fonction analytique [ gut satisfail les hypothéses du théoréme 5.2.1.
De nlus, [ est un produil de Bloschke de degré k.

Démonstration. La preuve suit directement du lemme de Schwarz—Pick a points mul-
tiples et du corollaire 5.2.2. O



Conclusion

Le principal objectif de cet. onvrage était de montrer comment il est possible d™ati-
liser la géomdétrie hyperbolique, de meme que la théorie des fonctions dune variable
complexe, afin d’apporter une nouvelle approche @ un probléme fort connn d'interpo-
lation : le probléme classique de Nevanlinna-Pick. Pour atteindre cet objectif il fallait
d’abord définir et caractériser complétement une fonction particuliere que nous avons
notée f*(z, zy,...,2,), oit les z; pour i = 1,..., n sont des paramétres appartenant an
disque unité. Par la suite, grace a Uanalyticite de cette derniére fonction, il devenait
possible d’obtenir une version du lemme de Schwarz-Pick A points multiples. Ce résaltat
peniéral est la pierre angulaire permettant de considérer d'une maniere différente le pro-
blime de Nevanlinna-Pick et d'y apporter par le fait méme une tonte nouvelle solution.
Los points z, et ay, pour 4 = 1, .., », doivenl ainsi satisfaire des conditions géomé-
trigues alin d’assurer existence d'une fonction holomorphe satisfaisant les hypotheses
ilu probleme, Cette approche améene un éelairage nouvean au probléme en permettant,
entre antres, une interprétation plus géomeétrique de Uinterpolation et montre bien 1'im-
portance que les points respectent une certame structure orgamsationnelle, En ellet, si
certains points ne veérifient pas une organisation précise, alors ceci entraine necessaire-
ment la non existence de la fonction interpolante. Ainsi, le fait de poser un regard plus
réométrique sur un probleme a avantage de favoriser une meilleure compréhension de
I'essence meéme de celui-ci.
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