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Résumé

Des modeles épidémiologiques capables de représenter des situations naturelles peu-
vent en principe permettre de caractériser et quantifier les risques d'épidémies ainsi que
d’optimiser les moyens de les controler. On présente d'abord quelques modéles épidémio-
logiques d'usage courant et évalue leur capacité i représenter correctement une situation
biclogique. L'emphase est placée sur I'importance des délais ainsi que sur impact des
conditions environnantes. On montre que des modéles basés sur 'équation de diffusion
répondent. particulierement bien i ces eritéres et menent 4 une formulation générale,
directe et élégante. Sous certaines hypothéses, ces systémes peuvent étre partiellement
solutionnés analytiquement, réduisant substantiellement les traitements numériques et
permettant une meillenre compréhension de structures sous-jacentes. On compare en-
suite certains de ces modeles dans le contexte particulier du virus du Nil Occidental et
élabore une approche spécifique et réaliste afin de fournir des outils supplémentaires au
processus décisionnel de prévention de cette maladie.



Abstract

Epidemiological models capable of representing naturally oceurring situations may in
principle permit the characterization of the risks of epidemics as well as the optimization
of means for controlling them. First, we present some typical epidemiological models
currently in nse and evaluate their ability to correctly deseribe a biological situation.
Emphasis is placed on the possibility of the treatment of delays and on the inclusion of
the effects of environmental conditions. We show that models based on a diffusion-type
equation are particularly well suited to satisfy these conditions and lead to a general,
direct and elegant formulation. Under not too restrictive hypotheses, the corresponding
maodels can in part be treated analytically, redueing substantially the computational
efforts, and allowing for a better understanding of the associated underlying structures.
We then compare some of the models for the application to the West Nile virus and
develop a specific and realistic approach to provide additional tools for the decision
process in matters of prevention and propagation of the disease.
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Glossaire

Tout au long de ce mémaoire, on utilise des lettres latines majuscules pour représenter
les divers compartiments utilisés dans les modéles présentés. Les types de compartiments
suivants v sont utilisés de fagon récurrente et une lettre spécitique leur a été attribuée.

A Adulte. Utilisé lorsqu'il v a présence d’au moins une autre étape
d’évolution au comportement significativement différent (e.g. état lar-
vaire L d'un insecte).

F: Exposé. Contient les individus exposés i la maladie mais n'en su-
bissant pas les effets et ne pouvant pas la propager pour |'instant.
Normalement utilisé lorsqu’une période d'incubation est nécessaire,

[ Infecté (on infectienx). Contient les individus pouvant propager la
maladie et en ressentant (infectés) ou non (infectieux) les effets.

L : Larvaire. Dans le cas d’'insectes, utilisé conjointement avec d’autres
compartiments (e.g. état adulte A) pour tenir compte de changements
significatifs de comportements avee 'évolution temporelle des indivi-
dus.

N Nombre total. Objet permettant de regrouper plusieurs comparti-
ments lorsque le phénoméne étudié ne permet pas de faire la distinetion
entre enx. Par exemple, pour une maladie sans symptome apparent,
le nombre d’individus observés au total en un temps donné parmi une
population de susceptibles et d'infectés serait N{t) = S(t) + I(t).

I : Retiré. Contient les individus retirés de la dynamique de la maladie.
Un tel retrait peut par exemple étre causé par la guérison d'un individu
précédemment infecté avee gain d'immunité {de fagon temporaire ou
permanente). Le chapitre 4 utilise également ce compartiment pour
les moustiques en état de diapause.

5 Susceptible. Contient les individus sains mais pouvant potentielle-
ment etre infectés par la maladie.

X : Mort., Comptabilise tous les morts depuis le début de la simulation.
N'est utilisé que pour mettre en évidence ce phénomeéne lorsque ceci
est jugé nécessaire.

Ces compartiments peuvent etre indexés pour indiquer un état de développement
et fon 'appartenance a une espece donnée. De plus, on utilisera les compartiments A, B,
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C'... comme compartiments génériques dans les cas ol on souhaite mettre en évidence
la généralité.

On réfire a la population (on densité de population) contenue dans un compartiment
en y accolant un ou plusicurs des arguments suivants.

t: Dimension temporelle du systéme. A(t) correspond A la population
totale contenue dans le compartiment A au temps {0 Les exemples de
ce document utilisent le jour comme unité de temps,

x: Dimension d'état du compartiment. Correspond typiquement a une
ctape de développement, que ce soit le nivean de maturation normal
d'un organisme ou de développement d'une infection. Il v a A(x, t)de
individus dans I'intervalle infinitésimal [z, 2 + dx] du compartiment A
ail temps £ est normalement contraint a des valeurs réelles positives
et on a alors A(t) = [ Ala', t)d’.

y: Dimension d’état du compartiment, an meme titre que x. Malgré
que le traitement mathématique soit le meme pour ces deux cas, on
tentera d'utiliser = lorsqu’il s'agit d’un niveau de développement de
Uindividn ot y pour le stade de développement d'une infection. Des
contractions du genre A(t) = [ [ A(«', o, t)dy’'dz’ ou encore Az, ) =
[ Alz,y', t)dy" sont également possibles.

On utilise a, b, ... comme taux génériques de transfert entre les compartiments.
Cependant, certains symboles spécifiques sont attribués a des taux correspondants i des
situations fréquentes. 1l est & noter que la signification exacte du terme «tauxs dépend
du contexte,

¢ : Taux de guérison sans gain d'immunité (e [ — S|

i1 Taux d’infection (i.e. S — 1T ou § — F).

k: Taux de développement de la maladie (i.e. E— ).
m: Taux de maturation (e.g L — A).

r: Tanx de guérison avec gain d’'immmonité (e T — 7).

s: Taux de perte d’immunité (i.e. H — 5).

A: Taux de natalité (eg. 5 — 5 ou A — L, dans tous les cas sans

retrait des parents) on nombre de progénitures par portée, ponte, ete.

02 Taux de mortalité (e.g [ — X).

Enfin, voici d’antres symbaoles utilisés fréquemment au cours du texte.

i : Nombre imaginaire (i* = —1). Le contexte permet de distinguer

cette quantité d'un taux d'infection.

*

z* 1 Complexe conjugué =* = R(z) —i¥(z). Le symbole * est également

utilisé a d’autres fins mais le contexte permet de lever toute confusion.
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i ;

|z :
{Ik}m,. .

(g

(@ = b)(x)
(@ b)x)

Fl FE)Hw) :

FoHfw) )

O(2") :
P

: Degrés-jours cumulés au dessus d'une certaine température seuil.

: Convolution

: Corrélation croisée (o * b}{.:,} =

: Transformée

. Coeflicient. de diffusion.
: Nom donné & une cohorte (i partir du chapitre 3). L'indice inférieur

g qualifie la génération de la cohorte alors que le vecteur supérienr k
(de longueur g) qualifie chague cohorte de facon unique en informant
de sa généalogie.

: Nombre de reproduction (défini au chapitre 1).
. Température. Toutes les températures de ce docnment sont données

en degrés Celsius.

: Délai temporel on temps caractéristigue.
. Flux d’individus, que ce soit le flux entre deux compartiments ou un

flot a I'intérienr d’'un méme compartiment dans une certaine direction
(dimension d’état).

Fcart t ¥pe.

. Fréquence angulaire on poids d'individus de différentes espieces

dans un certain phénomene.
Arrondissement de r € [ & 'entier inférieur.

= 3 paxry/ Y, ap. On uti-

lise ap = 1 si aneune fonetion de poids n'est fournie. Les gquantites

Moyenne d'une quantité discréte (o),

movennes de ce document sont souvent représentées a 'aide d'une
barre verticale (e, #) mais contrairement & {. ..}, il ne s'agit la que
d'une notation et non d'un processus de prise de nmj,rr.-nnr.-_

o' )da') [ alx)dy!

Moyenne d'une quantité continue (), = [ ='a(
La distribution a{z) peut étre H'ﬂllﬁ-("lﬂ.f'l‘]fllm_

x) = [, a(a')b(x — o')da’.

Jﬂ)
7 a2 )b(x + o' )da.
Transformée de Fourier F{ f(t)}{w) = [~ f(#')e “"dt’. On note
d'un accent circonflexe les quantités dans 'espace des fréquences (e.g.

Flw)).

(a*b)[

(—x")b(z — 2')dz’ =

Fourier inverse

La

de

L\":ﬁ f{w’ Je by

dee Fourier est la quantité initiale f(t) =
Fo ) HE).

Termes d'ordre n en & ou supérieur (e.g. sin(x) = x + O(x?)).

FMIW@O -

inverse  d'une  transformoe

FoH{FAF () Hew) }E)

transformeée

Partie principale de Cauchy.

Introduit au chapitre 3 dans plus de détails.

xiil



Prologue

Au milien du siecle dernier, on aurait pu croire que le développement de programimes
de vaccination, le progrés des mesures sanitaires et la récente découverte des antibio-
tiques auraient tot fait de mettre fin anx menaces des maladies infectieuses. Malgré de
grandes victoires comme 1'éradication de la variole, 'histoire s'est avérée différente
apparition de souches de bactéries résistantes anx antibiotiques, fréquentes mutations
de certains virus rendant difficile une vaceination efficace, émergence de nouvelles mala-
dies comme le syndrome d'immunodéficience acquise (sida). .. Encore aujourd’hui, les
maladies infectieuses sont la canse du quart des déces annuels & travers le monde (26%
en 2002, [1]) et la menace d une nouvelle pandémie d'influenza inquiete la communauté
internationale.

Alors que la lutte n'est pas gagnde, des armes existent contre ces ennemis et chaque
année de nouvelles sont découvertes. Méme si des méthodes de contrile spécifiques &
une maladie comme la vaccination et usage d’antibiotiques ou d'antiviraux peuvent ne
pas étre disponibles pour une infection donnée en un temps donné, des méthodes plus
géncrales comme augmentation des mesures sanitaires, la quarantaine, la fermeture de
lieux publiques ou le controle des populations de vecteurs (dans le cas d'une maladie
vectorielle) peuvent tout de méme étre accessibles. Cependant, Musage de toutes ces
méthodes est restreint par divers facteurs plus ou moins directs tel un nombre de doses
de vacein limité ou des pertes économigues dues a la restriction de lieux publigues.

Les agents de la santé publique doivent done posséder des informations leur per-
mettant de décider des meilleures méthodes de controle & privilégier afin de réaliser un
certain objectif (e.g. minimiser la morbidité ou la mortalité) a Uintérieur des limites
prescrites. Méme en sachant, pour chacune des méthodes, leur efficacité en tant que
remade on moyen de prévention individuelle, un outil est tout de meme nécessaire pour
traduire ces données en une connaissance des effets qu'elles apportent sur toute la so-
ciété. En concevant un modéle mathématique représentant la dynamique de la situation
épidémiologique, il peut étre possible d'y inclure les différents modes d'intervention #
évaluer et d’observer leurs effets sur les prévision du modele, permettant done de com-
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parer les méthodes entre elles ou avec la situation sans interventions. Il ne s'agit pas la
du senl avantage d'une telle modélisation mathématique.

En effet, cette approche peut également permettre de connaitre le seuil o un risque
de propagation épidémigue apparait ou encore de déterminer si 'éradication de la mala-
die est envisageable 4 'aide des moyens actuels et si oui, quelle est 1la meilleure fagon d'y
parvenir. Le modeéle peat également étre utilisé & contresens de fagon a vérifier la valeur
de certains paramétres ne pouvant étre observés directement a partir des conséquences
visibles d'une maladie infectieuse. De la méme facon, des hypothéses sur le mécanisme
de transmission de maladies pen connues penvent etre réfutées on renforcées lorsgue la
dynamigue des modéles qu’elles entrainent est comparée anx faits.

Pour parvenir aux fins venant d’e¢tre mentionnées, il faut posséder un modele me-
caniste correctement concn et suffisamment complet pour qu’il soit représentatif de la
situation que l'on souhaite étudier. En effet, un modele empirique correspond a une
interpolation a lintérienr d’observations et ne permet done pas de considérer les in-
teractions entre différents mécanismes. De plus, un maodéle mécaniste peut etre valable
dans certaines limites sans toutefois considérer des phénoménes pouvant étre importants
dans d’autres situations.

Le traitement effectué dans ce document suppose que la probabilité de transmis-
sion de la maladie entre deux individus est identigue pour tous les couples d'indivi-
dus possibles. Ce type d’approximation, fréquent dans ce genre de modélisations, n'est
pas valable lorsqu'il existe des structures a l'intérieur de la population qui atfectent la
transmission de la maladie on encore lorsque la dimension géographique du systéme est
suffisamment. grande pour que les conditions initiales et /ou les parametres du systémes
difféerent. grandement d’un point 4 un autre de ce dernier. On suppose également que
les diverses populations peuvent étre traitées comme continues et done que la nature
discrete de la population n’apporte pas de variations importantes,

Par contre, on porte une attention particuliere anx délais et a leurs impacts sur
la. dynamique du systéme. De meme, on souhaite que les divers parametres puissent
varier dans le temps de facon & pouvoir tenir compte des conditions extérienres agissant
sur le systéme, L'esthétique, la simplicité et la généralité sont ¢galement an rang des
caractéristigques privilégices dans cette étude.

Le chapitre 1 s'attarde exclusivement a une classe de modeéles tres répandus en
épidémiologic : les maodéles compartimentaur. L'usage de ce terme est expligué par le fait
qu'ils sont fondés sur une subdivision des populations du systeme en classes d'individus
indiscernables appelées compartiments. Parmi les avantages de ces modeles, on note la
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simplicité et I'élégance de leur conception en plus du fait qu'ils se prétent souvent tres
bien & un traitement analytique fort révélateur de leur comportement. Ils présentent
cependant des défaillances majeures lorsque 'on compare leur dynamique a celle de la
situation biologique a moddliser, particulicrement en ce qui a trait aux délais,

(Vest pour cette derniere raison que le chapitre 2 présente trois méthodes alternatives
assez fréquentes lorsque des délais importants sont présents dans la dynamique du
systome a modoliser. Alors que les deux premieres de ces méthodes introduisent les
délais du systeme de facon plutot directe, la troisieme consiste i enchainer un grand
nombre de modéles compartimentaux afin d'obtenir une meilleure représentation des
délais gue ne Uanrait fait un seul.

Sur le plan conceptuel, cette approche est semblable & celle du chapitre 3 ol on
ntilise 'équation de diffusion pour concevoir des modéles tres généraux de conception
simple et directe, Ces avantages viennent au cout de temps de caleuls pouvant devenir
considérables et ¢’est pourguoi on propose un modéle basé sur un traitement de cohortes
iindividus permettant de sacrilier un peu de généralité an prolit de la vitesse,

A des fins de comparaison et dans le cadre du projet VNO-MAGS (voir section
(4.1.2)). le chapitre 4 présente application de trois des modéles mentionnés plus tot
i la situation du Virus du Nil Occidental au Québec. Des résultats sont produits pour
denx d'entre enx et une courte discussion les accompagne.

Sicertains caleuls relativement courts sont directement incorporés an texte principal,
les plus longs sont relayés en annexes. I en est de méme pour les détails techniques de
Mmplantation numérique du modéle de cohortes ainsi que pour les paramétres qui v
sont utilisés.



Chapitre 1

Modeles compartimentaux

Malgré lear simplicité, les modeles compartimentaux jouent un role crucial en épi-
démiologie. Leur étude permet d'en apprendre beaucoup sur les comportements de base
des systémes épidémiologiques et aide au raisonnement. lorsque 'on doit faire face a des
modeles plus complexes, Ce chapitre présente d'abord un certain nombre de modéles
compartimentaux trés répandus puis explique comment on peut étndier lear comporte-
ment. On y mentionne également. les limitations de ces modéles et suggére des amélio-
rations et alternatives lorsqu’ils ne suflisent pas. Le lecteur intéressé pourra consulter
[4, 10, 14] pour plus de détails sur ce genre de modéle.

1.1 Les grands classiques

On présente d'abord des modéles compartimentanx i la base de presque tous les
autres, meme les plus complexes. Quelle que soit la situation épidémiologique a mo-
déliser, il y aura toujours des individus infectés et d'antres pouvant étre infectés. On
introduit ensuite certains ajouts permettant de tenir compte des Huctuations de popu-
lations cansées par la reproduction et la mortalité, ainsi que des cas on plusieurs espéces

sont mises en canse,

1.1.1 Modeles SI

On considére d’abord une maladie se transmettant directement d'un membre d nne
population donnée & un autre en un temps suffisamment court pour que les naissances
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et morts «naturelless alent un impact négligeable sur la dynamique de la maladie. On
appelle susceptible la fraction de population qui est saine mais pouvant potentiellement
devenir infectée par la maladie et note S le compartiment contenant ces individus.
En un instant , le compartiment S comporte S(t) individus. De la meme fagon, on
qualifie d'infectés' les individus affligés par la maladie. Le compartiment contenant
cette fraction de la population sera noté [ et contient [(#) individus au temps .

On considére maintenant que la probabilité qu’un individu susceptible devienne
infecté est proportionnelle’ au nombre d'individus actuellement infectés et que le coef-
ficient de proportionnalité soit? i > 0. Si un grand nombre d'individus est en cause?, on
peut g'attendre & ce que (1.5 d’entre eux deviennent nouvellement infectés chaque jour.
Sous forme d'équations différentielles, ceci devient

a5 _ _is

dt

a (1.1)
—_— = J_IT.S

i

On nomme modéle ST ce genre de madale trés simple ol le seul «événements pouvant,
survenir est 'infection d’un individu susceptible.

1.1.2 Modeles SIS

Pour bon nombre de maladies, la guérison est heureusement possible. Si & chague
unité de temps un individu infecté a une probabilité® g de eguérirs de la maladie et de
redevenir susceptible, on a en moyenne (dans les mémes limites que précédemment) gl
individus guérissant chaque jour. Le systéme d’équations devient donc

d_'&:—z'f5+y.f

jf, (1.2)
— =il8 gl

dt 15 —g

Eivialgrd Pemploi de ce terme, les modoles compartimentaux ne se limitent pas i la propagation
de virug et bactéries dans une population mais peuvent également étre appliqués, par exemple, aox
parasites.

[l ne faut pas laisser prendre au pigge de la routine : une telle loi d’action de masse ne s’applique
pas dans toutes les situations, Un grand soin doit étre porté aux détails lors de la conception d'un tel
modéle épidémiologique.

a plupart des paramétres de ce document sont contraints & des valeurs = (),

00 suppose ici que le grand nombre d'individus permet de traiter le systéme comme continu. La
seetion (1.3.1) présente les impacts de la nature diserite du systéme lorsque le nombre d'individus est
relativernent. petit.,

50n nommera «taux de guérisons ce paramétre indiquant la fraction de population guérissant par
unité de temps.
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et l'on y réfere en tant que modéle SIS,

1.1.3 Modeéles SIR et SIRS

Certaines maladies sont mortelles. Afin d’en tenir comple, on atilise le compartiment.
X pour stocker les individus décédds” suite i la maladie & un taux de mortalité p.

De plus, pour bon nombre de maladies, les individus avant guéri d’une infection
développent une immunité i cette infection. Dans certain cas, cette immunité est per-
manente et dans d’autres, elle est temporaire. La lettre [ sera utilisée pour référer
anx individus ayant guéri de la maladie & un taux r et en ayant maintenant acqui
Pimmmunité”. Ces individus perdront leur immunité a un taux s et retourneront dans le
compartiment. susceptible 5.

Le systeme d'équations différentielles régissant un tel modile prend la forme

s
= —il5 + sh
i tf5 + sft
? =I5 — vl — pul
n;;ﬁ, (1.3)
— =r] — sR
Firl
dX
Y
i B

Il sera nommé modéle STR lorsque s = 0 et modéle SIRS dans les cas ot s = ().

1.1.4 Modeles SEI, SEIS, SEIR et SEIRS

Lorsquun individu susceptible est infecté par la maladie, un certain temps est nor-
malement nécessaire avant que des symptomes apparaissent et /ou que 'individu de-

“0n utilise ici un tel compartiment dans le but de mettre en évidence les individus morts suite a la
maladie, ce qui peut étre pratique lorsgue cette quantité est une observable du systéme. Cependant, on
n'explicitera normalement pas ce compartiment dans les systémes d'équations différentielles présentés
dans ce document par soucis de simplicité, cette information éant plus ou moins redondante,

"Dans la littérature, le compartiment B est souvent utilisé pour les individus qui ont été retirés du
sysbime, que ce soil parce qu'il sont immunisés, morts, en quarantaine, .. On préférera ici dédier ce
compartiment & la période réfractaire {pouvant également etre illimitée) ot utiliser d'autres comparti-
ments (tels que X} pour stocker les individusg retivds pour d'aotres raisons. Néanmoing, un modile o
la maladie peut entrainer la mort et on ancon individo ne développe d'imimunité sera tout de méme
appelé emodele SIH=.
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vienne contagienx. Une facon de tenir compte de ces effets® est d'introduire un nouvean
compartiment d'individus exposés E dans lequel on place tous les individus qui devien-
dront éventuellement infectés & un taux k. Le systeme d’équations différentielles

a5 _ s

elt

B _ s _kE (1.4)
il

dl

— =LK

it

présente ces caractéristiques et porte le nom de modéle SEL On peut également ajouter
un tel compartiment d’individus exposés anx autres modeles venant d’étre introduits

pour obtenir des modéles SELS, SEIR ou meme SEITRS.

1.1.5 Modéles considérant la natalité et la mortalité

Les modiles présentés jusqu’ici sont limités aux cas on la maladie évolue rapidement.
comparativement aux variations «naturelless de la population, Or, ce genre d'approxi-
mation n'est pas valide pour certaines maladies et on doit en tenir compte lorsque 'on

tente de moddliser ces situations.

On considére done un modéle SIRY au taux d’infection i et au tanx de mortalité due
i la maladie gy auquel on ajoute le taux de natalité @ (prenant en considération le ratio
des sexes si nécessaire) et le taux de mortalité «naturelles js. Le systéme d’équations
différenticlles représentant le systéme est donné par'™

E‘E = 35 — ugS —ilS
dt (1.5)

1
%f? =8I — (pg+pn) I +ilS

80n commentera en section (1.3.4) Pefficacité de cette méthode,

T a déji été mentionnd que Pappellation STR n'implique pas nécessairement la présence d'individus
immunises,

1011 est & noter que I'on considére ici que les individus nés de mére infectée étaient eux aussi infectés.
Il est bien sir possible de faire aotrement sioce n'est pas le cas pour la maladie que Fon souhaite
modéliser et, dans un cas plug général on une fraction 0 < p < 1 des individus nés de méres infectées
sont eux anssi infectdés, on aaeait pluta

s

dt
al

dt

=B(8 + (1 - p)I)— ps8 —ilIS

= fpl — (pg +pg) I +il8
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1.1.6 Modeéles logistiques

Le phénomeéene de compétition intraspécifique, bien connu des biologistes, découle
simplement. du fait que lorsque la densité de population d'une espéce devient trés élevée,
ceci nuit normalement. aux membres de cette espece. La trop forte population ne peut
étre supportée par le milien!! et canse typiquement une augmentation de la mortalité ou
un ralentissement do développement, quoigque d’antres parametres hiologiques peavent
etre affectés.

Soit une popnlation 5 (en P'absence de maladie) dont la mortalité angmente lorsque
la. population devient trop importante. Si cette population a un taux de natalité /7,
un taux de mortalité de base (sans compétition) g et un terme logistique », I'équation
différentielle régissant le systéme sera

sy .

— =8 —-uS-vs* . (1.6)
it
Cette équation est sonvent présentée en utilisant la capacité maximale n,. = (0 — p) /v
comme paramétre et en mettant en évidence ses points fixes en 0 et n,

iS:--{;f_;;](l—E)S : (1.7)

it .,

1.1.7 Modeles a plusieurs stades de développement

[l arrive que divers stades de développement existent pour une meme espece et que
les parametres biologiques tels que le taux mortalité on de transmission de la maladie
different considérablement d’un stade & "autre. Une fagon aisée de traiter un tel cas
dans un modeéle compartimental est d'utiliser un compartiment différent pour chacune

des combinaisons de stades de développement et d'état d'infection pouvant survenir.

Dans le cas d'une espéce possédant deux stades de développement bien distinets {qui
porteront les noms de «stade 1» et «stade 2») pouvant tous deux étre susceptibles ou
infectés, il faudra quatre compartiments qui seront notés 5y, Sz, [ et Iy, On considere
que les individus du stade 1 passent an stade 2 & un taux m, que les individus du stade
2 ont des enfants (stade 1) & un taux 7 et que les taux de mortalité dans chacun des
stades sont respectivement pig, et pge. En Pabsence de maladie, un tel systéme est régi

N0 peut. penser i oun mancue de nourriture, d'oxygéne (en milien agquatigue) ou meme d un mangue
despace physique, Sila population ne cesse de eroitre, guelgque chose viendra un jour & manguer.
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par les équations différentielles

ﬁ = 352 — mS) — pa1 S

:.!r: (1.8)
!'i..f)g o S 51

o Ty fhsaas

Maintenant, soient les tanx d'infections d'un individu de stade 1 4 an antre, 4, d'un
stade 2 &4 un stade 1, @9y, d'un stade 1 & un stade 2, ij5 et d’un stade 2 & un autre, iy,
De plus, on considére qu'un individu infecté an stade 1 le sera encore 8'il passe au stade
2, que les enfants des individus infectés sont sains, que les tanx de mortalité associds i
la maladie sont pour les individus de stade 1 et 2 respectivement de gy et gy et que
le taux de maturation m n'est pas affecté par la maladie. Le systéme devient alors

s , _ _ .

rﬂ' — A8y + 1) — mSy — psi Sy — (in s + im12) S

1. _ . .

- mS| — pgeSs — (f12d) + ia215) So

! v
f

Tfl = (indy +infs) 51 —ml — (ps1 + pn) L

il _ .

T: = (ig2l) + isaly) So + mdy — (pge + jup2) I

1.1.8 Modeles impliguant plus d’une espece

De facon semblable & ce qui vient d'étre fait en section (1.1.7) pour les stades de
développement, il est possible de traiter des situations impliquant plus d’une espéce a
I"aide de modéles compartimentaux munis d'un compartiment pour chacun des états
possibles de chacune des especes.

Soit une espece a pouvant etre susceptible (S;) ou infectée ([,) mais dont les
membres infectés ne peuvent pas directement transmettre la maladie aux susceptibles,
Les individus infectés de cette espiéce meurent & wn taux gy, ob les eyeles naturels de
naissance et mortalité de cette espice sont trés lents par rapport & la propagation de
la maladie. Une seconde espéce, Uespoce b, joue le role de vecteur de maladie entre
les individus de 'espéce a et n'est elle méme pas affectée par infection : on parlera
done d'individus susceptibles (Sy) et infectieux (I). Les individus de cette espece se
reproduisent & un tanx 7, une fraction p des enfants de mére infectée étant. infectés, et
meurent de facon naturelle & un taux pg,. L'infection des individus de V'espéce b par
ceux de Uespece a se fait 4 un tanx ig, celle en sens inverse se fait 4 un taux g, et il
n'y a pas de propagation de maladie directement a4 intérienr de la méme espece. Les
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équations différentielles régissant un tel systéme sont

% = —ip L5,
”:;I = 8(Sy+ (1= p) ) — psiSe — ianlaS)

L)

(1.10)

1.2 Recherche d’équilibre et nombre de reproduc-

tion de base

L'analyse lindaire permet d'obtenir une gquantité impressionnante d'informations soar

un systeme dynamigue sans méme avoir a le résoudre complétement. Avant d'atiliser

cet outil, on tente d’abord une approche plus intuitive permettant de définir clairement

le nombre de reproduction Ry caractérisant la stabilité du systéme. Le méme exemple

est ensuite repris dans un contexte d’analyse linéaire de la stabilité du systéme, Ces mé-

thodes sont réutilisées en annexe A de facon plus formelles et un exemple plus complexe

v est présente.

1.2.1 Dynamique d’un modeéle SIS : approche reproductive

On considére & nonvean le modéle SIS présenté en section (1.1.2). Puisque les indi-

vidus infectés guérissent i un taux g, un groupe composé initialement de £y d'entre eux

I'!".‘-i]_]{‘{![.l‘. ra

si ancune réinfection n'est considérée. Il restera done an temps ¢
—gt
.li“} —= f[u" o
de ces infeetés initianx, qui resteront en moyenne infectés pendant un temps

le fn.f.x-l'!".*ff’df B jfl."{”z B 1

T, [ ¢ o
¢ Jrr  dge vt dt! Iy/g if

qui est aussi le temps nécessaire pour que I{7,)/ly = 1/e.

(1.11)
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On s'intéresse maintenant au nombre typique de cas secondaires découlant direc-
tement d'un unique cas initial (restant infecté pendant un temps moyen 7,) dans une
population uniquement composée d'individus susceptibles. On délinit le nombre de re-
production de base Ry comme étant cette quantité'™

N
Ry = it,N = “T . (1.12)

Lorsque cette quantité (toujours positive par construction) est inférieure a 1, ceci
signifie qu'un individu atteint infectera en moyenne moins d un individu avant de gouérir
et de facon globale, 1a maladie devrait éventuellement disparaitre. Au contraire, si iy =
1, chaque individu infecté infecte plus d'un individu : la situation est épidémique. Hy
est done un parametre critique permettant de déterminer si un systeme est en situation
Epidémigue o noi,

Une telle approche peuat également etre employée pour déterminer si une population
est dans une situation d’extinction. On considere le systeme (1.5) de la section (1.1.5)
lorsque la maladie est absente du systeme. De fagon semblable & ce qui vient d’etre fait,
on peut réaliser que chaque individu vit en moyenne pendant un temps 7, = 1/ et ale
temps de produire en moyenne Ry = A, = 4/p individus avant de mourir. Si fy > 1,
la population croit'™ et si By < 1, elle diminue jusqu’a lextinetion. La dynamique d'une
maladie n'est done pas trés différente de celle d'une population. L'appellation «nombre
de reproduction de bases découle en fait d’une telle comparaison.

Une méthode systématique et générale d'obtention du nombre de reproduction fy
est présentée dans [26]. La section (A.3) emploi cette méthode sur le systeme compar-
timental présenté en section (4.2.1), plus complexe que le modéle SIS utilisé ici.

200 utilise dans cette expression N individus pouvant potentiellement tre infectdés alors qu'il ¥ en
aen fait W — 1 si M'un d'entre eux Pest déja. Cependant, on souhaite obtenic une guantité générale
informant du nombre de eas secondaires moyvens découlant de chague individo infecté guand la fraction
de population infectée est faible et dans cette limite N est un aussi bon estimé de la population pouvant
potentiellement étre infectée que N — 1. Evidemment, si N 3 1, la différence n’a pas de conséquences.

YDans ce cas particulier, le nombre de reproduction ne varie pas avee le nombre d'individus ef un
Iy positif assure (dans les limites du modéle) une croissance pea importe la population actuelle, 11 n'en
serait cependant, pas de meme avec, par exemple, un modele logistigue tel que eelui présenté en section
(1.1.6) et 'approche do nombre de reproduction de base ffy ne permet normalement de se prononcer
que sur la dynamigque lorsgue la population est trés faible.
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1.2.2 Dynamique d'un modele SIS : approche temporelle

Alors que la section (1.2.1] considére les cas d'infection secondaires découlant d’une
premiere infection pour savoir si un systéme est dans une situation épidémique, celle-ci
se penche directement sur 'évolution temporelle du nombre d'infectés pour parvenir an
meme résultat.,

On reprend i nouvean les équations (1.2) du modéle SIS venant d'étre étudic. Soit
N(t) = S(t) + I(t) la population totale régie par I'équation différentielle

dN o ds ol

o dr e
(—ilS +gl)+ (iIS — gI) =0

dont on peut déduire que N est une constante, Les quantités S(¢) et [(£) ne sont done
pas indépendantes et le systéme d'équations différentielles (1.2) peut étre réduit A

il _ . g .
=i -nI—gr=i(N-2-1)1 . (1.13)

L'équation (1.13) s'annule en I = 0 et £ = N — g/1. Ces points seront appelés points
Jizes puisque si le systéme est placé dans cet état, il y restera perpétuellement. Une
approximation en série de Taylor autour du premier de ces points fixes

ji‘: = (iN-g)T+0(I?) . (1.14)

permet de réaliser que le systéme se comporte de fagon exponentielle prés de ce point
et pour une condition initiale I{0) = Iy pres de zéro

I(t) = ToelN-aM (1.15)

tant que [ reste suffisamment pres de 0. Ainsi, un tel systéme dans un état [ pres de
0 tendra a s'éloigner de ce point fixe (instable) lorsque tN > g et de s’en approcher
(point fixe stable) lorsque ¢éN < g. La quantité :N — g joue donc le role d'un parametre
critique : une valeur positive de ce parametre refléte une situation «épidémiques alors
qu'nne valeur négative laisse entrevoir Uextinction de la maladie.

La méme approximation autour du point fixe I = N — g/i donne

% = (~IN+9)(I = N +g/i) + O ((I = N+ g/i)’)

et le paramétre critique est cette fois —iN + g. Ce point fixe sera donc stable lorsque
I = 0 est un point fixe instable et wvice versa, Cependant, la position du point fixe
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N = g/i lorsqu’il est instable (i.e. lorsque ¢éN < g) correspond & un nombre d'individus
infectés négatif et n'a icl aucune signification biologique puisque I € [0, N].

La situation peut étre résumée comme suit, Lorsque +V < g, le point fixe I = 0 est
stable et est le seul point fixe situé dans Uintervalle accessible 4 1. Dans un tel cas, pen
importe les conditions initiales, ce modéle prévoit que la maladie viendra & s'éteindre.
Au contraire, si iN = g, le point fixe § = 0 devient instable alors que le point fixe
I = N —g/iest stable et dans l'intervalle [0, N]. A moins que la maladie soit totalement
absente du systeme (anquel cas [(f) = 0), le nombre d'infectés tendra éventuellement
vers [ = N — g/i et la maladie ne disparaitra jamais du systéme. Une telle succession
d'événements on denx points fixes «s'échangents ainsi lenr stabilité porte le nom de
bifurcation transcritigue. Bien entendu, la transition entre les situations épidémie et
extinction de la maladie se produit an meme point que celui prédit par la méthode du
nombre de reproduction de base Hy présentée a la section (1.2.1).

Il s'avere que équation (1.13) posside la solution analytique

-fn'l"[lN -a )

I(1)

1+ Tl (N0t — 1)
qui est en fait une sigmoide se comportant tel qu'il vient d’étre mentionné, [l n'est
cependant pas toujours possible d'obtenir une telle solution analytique et 'analyse de
stabilité permet d'en faire ressortir la plupart des comportements importants sans avoir
A solutionner le probléeme. Une fois systématisée, cette approche se révile une puissante
allice. Cet eftort de systématisation fait Uobjet de la section (A.1).

1.3 Limitations des modéles compartimentaux

Liutilisation des modéles compartimentanx tels que ceux venant d’etre présentés
repose sur le fait que P'on puoisse séparer la population composée d'un grand nombre
d'individus en un nombre fini de sous-groupes d'individus identiques, indiscernables et
dont la dynamique ne dépend pas du temps depuis lequel ils sont dans ee compartiment.
[l n'existe probablement ancun systéme biologique naturel satisfaisant simultanément

Mo eas limite 1N = i n'n pas vieadment e ﬁigniﬁ{:ntiﬁn |:r'l|:r|ng'|1|||n J’]IIIIHI]EII‘ des incertitudes consi-
dérables s'appliquent normalement aux divers paramétres. D'un point de vue dynamique, lorsque le
premier terme d une Sguation de la forme (1.14) s"annule, ce sont les termes suivants qui gouvernent
la dynamique antour du point fixe. Dans le cas actuel, le terme suivant, —iI%, est toujours négatif et le
point fixe serait stable pour ces valears positives de £ et répulsif poar des valeors nésatives, ce dernier
AN [l‘}l}l‘ﬂ.]ll. alcune Higll‘l[i.i!}lt il:!lll tli“]l]gi(lll[‘!.
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tous ces critéres, Néanmoins, certains en sont parfois suffisamment prés pour étre traités
comine tels de facon approximative, On verra dans cette section pourquoi ces contraintes
sont importantes, jusqu'a quel point elles peavent etre outrepassées el quelles en sont.
les conséquences si on va trop loin. Des modifications ou des modéles alternatifs sont
suggérés pour traiter les situations ne respectant pas ces critéres.

1.3.1 Populations discrete

Les populations sont des quantités entieres; une fraction d'individu ne porte pas
de sens biologique. Or, ceci est incompatible avee Mutilisation d'équations différentielles
ordinaires, nécessitant que l'on travaille avee des quantités réelles {on complexes).

Quelles sont les implications de traiter nn systéme discret comme g'il était continn 7
On considére 'exemple du modéle SIS présenté en section (1.1.2) et dont la stabilité
a été analysée en sections {1.2.1) et (1.2.2). Si pour la densité de population actuelle
un individu infecté transmet en moyenne la maladie & une personne tous les deux jours
(i.e. iN = 0.5) et guéri en moyenne aprés 6 jours (Le. g = 1/6), on peut s’attendre i
ce que, en moyenne, un individu infecté transmette la maladie & By = 3 > | antres
individus et donc qu'il y ait une épidémie. Cependant, il s'agit I de moyennes, 5%l
y avait un seul individu initialement (f; = 1), il est possible qu'il guérisse avant de
transmettre la maladie & qui que ce soit et dans ce cas, il n'y a pas d'épidémie. Des
éguations stochastiques permettraient de mieux tenir compte de tels effets.

La situation aurait été différente si on avait eu un grand nombre d’individus infectés
initialement (ly = 1) mais représentant une faible fraction de la population totale
(fo/N < 1), elleememe grande. 11 est probablement justifiable de considérer le systéme
comme continu dans une telle limite, n'interdisant donc pas Putilisation d’équations
dilférentielles ordinaires.

1.3.2 Inexistence de sous groupe d’individus identiques

En général, chaque individu d'un systéme biologique est unigque, Néanmaoins, il peut
normalement étre incorporé & une catégorie d’individus semblables qui, dans le cas
des modeles compartimentaux, devient 'un des compartiments, On utilise alors comme
parametres de ces compartiments la moyenne sur la population des parametres corres-
pondant pour chagque individu, négligeant ainsi les déviations a intériear d'un meme
groupe. Une telle approche est normalement justifiable lorsque ces déviations sont pe-
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tites face aux moyennes des parametres, mais 'approximation risque d'influencer les ré-
sultats lorsque ce n'est pas le cas. Ceei devient particulierement problématique lorsque
les déviations de paramétres différents sont corrélées entre elles (e.p. taux de mortalité
plus élevé chez des individus se développant plus lentement ). Lorsque les populations
sont hétérogenes, un modele e.g. de type Monte Carlo, ol on produit une population en
sélectionnant. lears paraméetres an hasard (en tenant compte d'éventuelles corrélations)
dans une distribution suivie d'une moyenne sur plusieurs réalisations, pourrait apporter
des résultats complémentaires.

1.3.3 Discernabilité et organisation des individus

La force d'un modéle compartimental repose sur le fait qu'il regroupe dans un meme
compartiment tous les individus d'une population se comportant de la meéme facon. Pen
importe la grandeur de la population totale du systéme, il suffit maintenant d’établir les
interactions entre un nombre constant et relativement petit de compartiments. Lorsque
tous les individus d'un compartiment sont indiscernables (e.g. un individu infecté a
autant de chances de transmettre la maladie & chacun des individus susceptibles), ces
interactions sont aisément modélisables.

Il arrive gqu'une organisation interne rende les individus discernables les uns des
autres. La maladie peut par exemple mieux se propager a 'intérieur de certains sous-
groupes plutot quientre eux. Lorsque ces effets deviennent importants, on peut tout
de méme tenter d’augmenter le nombre de compartiments et ainsi traiter ces sous-
groupes de facon distincte, Cependant, les méthodes d’analyse propres aux modéles
compartimentaux cesseront d'étre applicables s'il fant toujours plus de compartiments
lorsque la population angmente : on tombe alors dans le domaine fort actif des «réseanx
de contacts». Le lecteur intéressé pourra consulter [17, 18, 19] pour plus de détails sur
ces nouvelles approches,

1.3.4 Evolution temporelle des individus

L'indiscernabilité des individus i Pintérienr d an compartiment va plus loin que leurs
paramétres biologiques on leur organisation interne : il faut également qu'en un temps
donné, des individus entrés dans le compartiment en des temps différents se comportent
de la meme fagon. Ceci exclut par exemple la possibilité de donner un taux de mortalité
plus élevé i des individus plus agés ou de correctement traiter Ueffet des délais'® dans la

5% sont dans ce cas les taux de transferts qui sont fonetion du temps passé dans le compartiment.,
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dynamique. Il est tout de méme possible d'effectuer une approximation en utilisant des
valeurs moyennes'” si les paramétres varient peu en fonction du temps qu'ils passent
dans le compartiment. Toutefois, le cas des délais est particulier.

On considére le modéle SEI'T présenté en section (1.1.4) et utilise un raisonnement
semblable i celui utilisé A 'équation (1.11) pour aflirmer que si les individus exposés
prennent un temps 7 pour passer du compartiment £ a [, le tanx de passage d'exposés
a infectés sera k= 1 /7. Ceel correspond a dire que s'il faut 7 jours pour que tous les
individus exposés deviennent infectés, il y a une fraction & d'entre eux qui effectuent
le passage chaque jour. Une telle vision continue des choses n'est certainement pas va-
lable d'un point de voe temporel lorsque 'on introduoit un grand nombre d'individus
exposés «dun seul coups puisqu'une fraction & d'entre eux seront infectés le jour sui-
vant alors qu'il ne devrait pas v en avoir un senl avant 7 jours. Ces phénoméenes sont
moins prononeds pour des changements plus lents et peavent étre acceptables lorsqu’on
sonhaite effectuer une analyse de stabilité plutot que d’observer directement 'évolution
temporelle du systéme.

Toutelois, ce genre de modele réagit particulicrement mal lorsqu’un autre flux sor-
tant (comme une mortalité) est ajouté au compartiment de délai. On ajoute au modele
un tanx de natalité @ (tous les nouveanx individus sont susceptibles) et un taux de
mortalité g s'appliquant a tous les compartiments

d‘j]‘ K ' 1 T
o F(S+E+1)—il5 - uS
dF
— =5 —kE — pE
eld
il d
= K _.' . .’
ilf hE = p

On suppose maintenant que les individus exposés sont totalement découplés du reste
du systéme (ce qui survient lorsque ¢ = 0 par exemple). Le systéme devient

1F
”L— =—(k+p) E
ilt

et a pour solution
F;{f] = Fye (ktplt

si on place Ey individus nouvellement exposés dans le systéme a £ = 0. Le nombre total

BT s'agit plutot de valeurs setlicacess comme il faut pondérer la moyenne par le nombre d'individus
restants parmi ceux ayant ¢6é introduit dans le compartiment au méme moment.

" Dies effets semblables surviennent dans des cas avee gudrison, dans des stades d’évolutions ou dans
tout sutre phénomene impliguant un délai plutot quune certaine probabilité i chaque instant,
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d'individus effectuant éventuellement le passage vers les infectés devient done

h PP kEq E,
kE()dt = kFne (Aetpt i = _
f': { ]i' l; e { P p o "

selon ce modele SEL La situation gue 'on souhaite initialement modéliser est que les
Ey individus exposés & la maladie meurent & un taux g sans gqu'aucun d'entre enx ne
devienne infecté avant 7 jours, moment auquel les survivants deviennent tous infectés.
On devrait done avoir Fye 7 individus devenant infectés plutot que (1 + pr) ' En
comparant les séries de Taylor

fJ_'HT o l - '({'T + %{#T}j + C}{{HT};{} []15}
! = | — o7 )? o)
e () O((u)) (117

on peut remarquer que le modele SEI posséde le bon comportement lorsque le produit
pr < 1. Cependant, pour de plus prandes valeurs, les ordres supérieurs deviennent
rapidement importants et le modéle SEI surestime prandement™ le nombre d'individus

devenant éventuellement infectés.

On peut prandement améliorer le comportement de tels modeles SEI en ajoutant
un grand nombre n de compartiments intermédiaires exposés successifs entre les sus-
ceptibles et infectés, eréant ainsi un modéele™ SE"T. 11 est également possible d utiliser
des équations différentielles a délai plutot que des équations différentielles ordinaires.
Le chapitre suivant est consacré a ['étude de quelques unes de ces alternatives.

B importance de erreur n'est pag ici donnée par la différence entre ces deux quantités (qui ici est
relativernent petite et converge vers zéro) mais bien par leur mafio (divergeant exponentiellement ).
WNotez que cette notation n'est pas utilisée dans la littérature, contrairement aux autres types de

modéles vus jusqu’i présent.



Chapitre 2

Sur les délais 1

Les modéles compartimentaux duo chapitre 1 8'avérent avoir des failles majenres face
a la présence de délais dans le systéme 4 modéliser. Ce chapitre présente trois méthodes
différentes utilisées dans la littérature, certaines plus que d’antres, pour tenir compte
de tels délais. Leurs particularités, avantages et inconvénients sont mis en lumiere et on
développe des bases conceptuelles qui seront récupérées dans |'élaboration d'un nouvean

modele an chapitre 3.

2.1 Equatiﬂns différentielles & délais

Lorsque 'on observe les systemes d'équations différentielles du chapitre (1) et que
I'on mentionne qu'elles ne tiennent pas correctement compte des délais, il peat etre
Lentant. de simplement introduire un délai dans Uinstant anquel sont évalués un on
plusieurs des termes des membres de droite de ces équations. Cette section s'attarde a
développer une méthode procédant de la sorte et on v constate que cette procédure se

révile plus complexe que 'on pourrait le croire a premiere vie.

2.1.1 Un modele simple a délais

On considere un eas on Von souhaite modéliser une population d’insectes dont les
individus peuvent. étre catéporisés en deux groupes : les larves et les adultes, On utilise
respectivement les compartiments L et A pour représenter ces groupes ef suppose que
tons les individus a Uintérieur d’'un meme groupe se compaortent de la meme facon. Cn
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suppose que les larves prennent un temps 7, pour devenir adultes el meurent a un tanx
jiy, alors que les adultes produisent en moyenne 3 nouvelles larves par jour chacun' et
menrent i un tanx gy, Puisque JA(f) larves naissent chague jour et que pg L(t) larves
et piaA(t) adultes menrent chaque jour, il est possible de représenter ce systéme i aide
des équations différentielles i délais

d.:.’i” = JA(t) — dy—alt) — e L(t)
{L:‘r_i” = ghp_alt) — paAlt)

on oy, a(t) est le flux de nouveanx adultes quittant le compartiment L pour aller an
compartiment A en I'instant {. On pourrait croire a premiére vue que cette derniere
quantité est simplement donnée par ¢p_a(t) = L{t — 7,,), mais il n'en est rien. Les
larves qui passent a ["état adulte an temps ¢ ne sont pas celles qui étaient présentes
dans le compartiment L au temps { — 7, mais plutot celles qui y ont été ajoutées en
cet instant. Autre considération importante : des GA(f — 7)) larves ajoutées au temps
t — 7y, seule une fraction ¢ "™ J'entre elles seront encore en vie au temps { pour
pouvoir passer a 'état adulte. En tenant compte de ces points, le systéme devient®

tff}it} = H,"’ll[ﬂl i IH{! _I:I'Tﬂtr‘l'lw - 'Tm:l o .”'LL{t}I {2];‘[}
dAfEr} _ I,ﬂfe_":“'rqu[t - 'Tm] — !!.A‘,ﬂ“:” : {2“.':]
Ll

I est & noter que les conditions initiales d'un tel systéme doivent étre spécifiées sur un
intervalle de temps, ici de durée 7,,, (e.g. [—Tm, 0]), plutdt qu'en un seul instant.

Alors que les modeles 4 équations différentielles ordinaires du chapitre 1 ne per-
mettent de tenir compte des délais que de fagon indirecte et dans certaines limites
contraignantes, le systeme d'équations différentielles a délais (2.1) modélise le systeme
de larves et d’adultes tel qu'il est présenté an début de cette section en tenant cor-
rectement compte du délai 7. 1l n'est cependant plus possible d’éerire directement les
équations du modéle & partir des divers tanx comme on le faisait précédemment.

En effet, lors de 'éeriture des équations (2.1), il est nécessaire d’effectuer un pre-
traitement équivalent a solutionner analytiquement I'équation (2.1a). On peut ainsi
remarquer que 'équation (2.1b) semble étre totalement indépendante de la population
de larves L(t) : toute la dynamique des larves y a été intégrée a aide du flux ¢y, 4 (1) et
la moindre modification de 'équation (2.1a) nécessite une révision de ce flux. Introdnire
un antre délal au systéme rajoute encore aux prétraitements devant étre faits.

i prend en compte le ratio miles; fomelles et chague adulte est ensuite considéré comme ayant un
potentiel reproductif identigue.

La référence [2] utilise un modéle tris semblable, sice n'est de la présence d'un terme logistigue
de mortalite des adalbes.
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2.1.2 Ajout d’un délai

On suppose maintenant que, plutot que de produire des larves 4 un taux moyen
constant, les adultes produisent maintenant # = f7, larves chacun & intervalles réguliers
Ty Jusqu’a leur mort, Les équations d'un tel systeéme sont

A — 350 ~ draal®) — L0 (2:20)
digf} = Ppall) — paAlt) (2.2b)

ot ¢a(t) est le flux des nouvelles naissances, devant lui aussi etre fixé, De fagon similaire
aoce qui est fait en section (2.1.1), on peut déterminer

Pr.alt) = e "™ da(t — 1) (2.3)

a l'aide du fait qu'une fraction e #t™ des ¢g(t — 1, ) larves produites en £ — 7, seront
encore vivantes a Uinstant £ de lear maturation. Pour ce qui est des nouvelles naissances,
le Hux

- . dalt — 73)
wm=mwm(mhu—m+——;f)
f
est obtenu en considérant que® ¢y, 4(8 — 1) + ¢a(t — 7,)//7 adultes par intervalle de
temps ont an temps t — 7, le potentiel de produire des larves an temps ¢, qu'une fraction
g A% dlentre eux survivront jusqu'a cet instant f et que de chacun de ces survivants
découlera [ descendants. Le systéme devient done

1Lt
EJJZWW e ot — Tn) — puiL(t)

(2.4)
dﬂiit] = e T (E — 1) — paA(t)
i

et la relation de récurrence?

f:'hJj{I'.] = I|'(}|"'_.I'l.-‘|i":|' ([" .I'-‘I,Trnt'i;ﬁ{f - Tm Til:'} |- M) [25}
|

*Puisqu’un adulte arrivant tout juste du stade larvaire produira des larves dans un temps 75, et qu’il
en est de méme pour un adulte venant de compléter un eyele de production de larves,

e isolant ¢, 4 (¢) dans Péquation (2.2h) que Uon converti en ¢ (8 — 7, ) avec (2.3), il est possible
d'expliciter la récurrence (2.5) sous une forme dépendant expliciternent de A(t) et de sa premiere
dérivie

- i dAlt’
falt) = L o HAkTy ( di )

ce qui permet. d'exprimer le systime (2.4) de fagon eautonomes. Néanmoins, la discussion qui suit sur
lee teavall die résolution devant ctre effeetnd avant meme Uéeriture do modele sous forme d'Gognations

+ praAlt — ﬁ:*rp})

'=t—kTy

différentielles i délais est toujours valable,
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doit étre respectée.

On peut constater que le systéme d’équations différentielles {2.4) joue un role plutat
«passif» de dénombrement alors que toute la dynamigue de reproduction est traitée par
la relation de récurrence (2.5). Tout comme cela se produit en section (2.1.1), le systéme
doit étre en partie résolu avant méme que les équations différentielles soit clairement
posces, Ces modeles a équations différentielles a délais permettent de traiter correcte-
ment les délais mais leur conception se fait de fagon beancoup moins «esthétiques que
celle des modéles du chapitre 1. Ces efforts sont cependant récompensés par un modele
tenant correctement. compte d'un nombre fini de délais fixes et il est possible d'utiliser

un formalisme trés semblable pour des distributions de délais,

2.1.3 Distribution de délais

Jusgu’icd, on a utilisé des délais clairement définis pour caractériser les temps requis a
des phénoménes comme la maturation des larves on le cycle de ponte d'insectes adultes.
Cependant, dans le systéme biologique réel correspondant, on ne s'attend pas 4 ce que
ces phénomenes solent de durée exactement. égale pour tous les individos dun groupe.
Dans les cas on ces déviations sont négligeables, il peut étre justifié d'utiliser un délai
unigque pour modéliser la situation. Il arrive cependant que cette approximation soit
impossible et qu'une distribution de délais soit plus appropriée.

Om reprend Uexemple du systéme larves/adultes utilisé en sections (2.1.1) mais cette
fois en utilisant une distribution de délais p{1, ) respectant la condition de cansaliteé

f’[ﬂu] =0 V 7,<0

[ -p{r'}d’r’ = ]

Jio
En excluant toutes considérations de mortalité, une larve nouvellement produite a une

et la condition de normalisation

probabilité p(r,)dr de prendre un temps dans Uintervalle [7,,, 7, + d7| pour passer &
I'état adulte.

Omn utilise le méme raisonnement qu'en section (2.1.1) pour caleuler le flux ¢y . 4(1)
de larves passant a U'état adolte. Les larves ayant pris an délal compris dans Uinter-
valle 1, 7y + dr] pour passer a 'état adulte an temps ¢ contribueront an flux pour
Hembitm ol VA — 7 JdT nonveaux adultes et le flux total sera

bralt) = f Be T o7 At — 7' )dr!

0
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pour un systeme complet

df}?} = BA(t) - f fe 7 p(r)A(t — 7')dr’ — py Lit)
dA) _ f  Be T o) Al — ) — paA()
dt 0

Cette fagon de procéder peut etre utilisée en autant qu'un seul terme de délai agit
a la fois sur I'équation différentielle affectée par la distribution de délai et que cette
distribution ne change pas sous évolution temporelle. Des complications plus sérieuses
peuvent survenir lorsque 'on rend les parametres du modéle dépendants du temps.

2.1.4 Variation des parametres

Méme si cela n'est pas explicitement mentionné an chapitre 1, ancune modification
majeure n'est normalement nécessaire lorsguun on plusieurs des parameétres d'un mo-
dile compartimental i éguations différentielles ordinaires varient dans le temps. Si on
reprend 'exemple du systéme larves/adultes utilisé en sections (2.1.1) et (2.1.2), cette
fois a l'aide d'un modéle compartimental tel que ceux présentés au chapitre 1, on a

digﬂ — BA(t) — mL(t) — urL(t)
dA(l)
& = mL(t) — paA(t)

avec les correspondances m = 1/7, (taux de maturation) et [ = fr'i (taux de natalité).
"

Le méme maodéle avec des paramétres variant en fonetion du temps est tout simplement

donné par

d{f} = BOA() — m(t)L(t) — pe(t)L(2)
rb::lif:' = m(t)L(t) — pa(t)Alt)

Il n'est généralement pas possible d’obtenir une solution analytique d'un tel systéme.
Par contre, si les fonctions 3(¢), m(#), pp(t) et pa(t) sont suffisamment régulieres, il est
normalement relativement aisé d’en effectuer Uintégration numérigque.

Il n'en est malheurensement pas de meme avec les équations différentielles i délais.
Si I'on souhaite obtenir un équivalent. an systéme (2.1) (un seul délai, section (2.1.1))
oll les parametres 3, g, et g peuvent varier dans le temps (7, reste constant), il faut
obtenir ¢, 4(t) en considérant ces variations. Ainsi, des F(t — 7,,)A(l — 7,,) larves
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produites an temps { — 7, la fraction de celles qui survivront jusqu'an temps f est

maintenant” donné par exp ( fir_f m,l{f.’}dt’) et le systeme prend la forme

1
digt} = H{t)A(t) — 3t — T) exp —‘/gq}{t’}rﬁ’ At = 1) — pe () L(1)
‘ o (2.6)
‘-‘{:E"'} = [t — ) exp | - /;'f.”:f:l{ﬂ' At = 1) = palt)A(t)

Quoique [égerement. plus lourd que (2.1), ce systéme demenre normalement possible &
résoudre de facon numérique. Par contre, son utilisation requiert que le parameéetre de
délai 7, v soit toujours constant.

Tnll)

[ d
L) =™

i e i

———— = 5

E——

-] 1

™ —

Fig. 2.1: Effet de la variation du délai. A tout instant ¢ (point de départ des flaches en pointillé),
on observe le nombre de larves ayant été produit 3 'instant t — 7,,, (] (pointe de la flache en pointillé
correspondante), On détermine ensuite combien de ces larves survivent & la période (1) nécessaire
a leur maturation puis retire ce nombre de larves & L(#) pour les ajouter 3 A{t). Si le délai 7,,(t)
augmente trop rapidement (fleche rouge en pointillé), il est possible que la procédure venant d'étre
décrite méne au retrait de larves ayant déja été retirées. Ceci n'est qu'un cas extréme d'un probléme
plus fandamental,

Lever cette derniére contrainte s'avere plus dithicile qu'on ne pourrait le eroire a
premiere vue. La situation présentée en figure (2.1) met en évidence 1'un des problemes
survenant si 'on effectue naivement la substitution 7, — 7, (1) dans 'éguation (2.6). En
un instant £, on «observes le nombre de larves ayant été produites i Uinstant £ — 7, (1},
détermine combien d'entre elles sont encore en vie & Uinstant £, puis enlisve cetle quantité
au compartiment L pour le transférer dans le compartiment A. Maintenant, si le délai
angmente trop rapidement, le point ¢ — 7, (t) observé correspondra i des larves ayant
déja été traitées pour le passage i 'état adulte. Le fait de les enlever i nouvean révile
évidemment un probleme et il est méme possible d'obtenir des populations négatives

en procédant de la sorte.

r - . r & - i
"0 peat remarguer gque pour gy (F) = py, constant, 'intégrale donne JUL Ty €6 0N Pecupers correc-

tement la forme e 80 du systitme (2.1).
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Cette situation n'est qu’une manifestation d'un probleme beaucoup plus fondamen-
tal : les larves passant a I'état adulte pendant Uintervalle de temps (¢, ¢ + dt] ne sont pas
celles produites sur [t — 7, (¢), § = 7, (t) +dt] mais plutot sur [f — 7, (1), t =7, (£ -+ dt) +ddt].
(t)dt + O(dt?) {on les termes d'ordre
supérieurs sont négligeables), U'intervalle de temps ol sont produites les larves passant

Puisque U'on peut écrire ,(t + dt) = 7, (t) + 7/,

a I'état adulte dans intervalle [t, ¢ + di] sera de largeur (1 — 7] (1))dt. Ainsi,

i

I

Gralt)dt = Bt — 7, (t))(1 — 7, (¢)) exp —ﬁ:;‘[t’]dt' At = 7 (t))dt (2.7)

E— T (1]

larves y seront produites et survivront jusqu’a lintervalle [¢,# + dt)].

(t) = 1 correspond au cas limite on le délai augmente i la méme vitesse
que le temps s'écoule. Passé ce seuil (7;,(f) > 1), le phénoméene présenté en figure (2.1)
entre en jen et il ne faut plus faire passer les larves en £ — 7,,,(1) a 'état adulte (comme
elles y sont déja) en désactivant le flux ¢, a(1) (Le. ¢p_a(t) = 0 pour ces temps).Il

ne pourra pas étre réactivé aussitot que 7, (¢} < 1 mais il faudra plutot attendre que

Le eritére 77

LELY

t — Tw(t) «rattrapes le dernier point on le flux avait été actif.

Lo systeme qui déconle de ces remargues est gouverné par les équations

diiﬂ = G(t)A(t) — ¢r—alt) — pr(t)L(t) e
dﬂdiﬂ = i a(t) — pa(t)A(t)

oil ¢y, . a(t) est donné par 'équation (2.7) lorsque le flux est activé et par ¢, _.4(t) =0
lorsqu’il ne 'est pas. Ce systéme permet la variation du délai 7, (¢) (ainsi que de ses
antres parametres), est auto-cohérent et peut étre résolu de facon numérique an prix de
quelques modifications des algorithmes d'intégration. Néanmoins, il reste assez lourd®
et son obtention est inesthétique comparativement aux méthodes simples et directes du
chapitre 1.

De plus, ee systéme permet de varier le délai entre le temps actuel et Uinstant on
onf. été produites les larves passant maintenant a Uétal adulte, certes, mais est-ce T
réellement ce que 'on souhaite obtenir 7 Si les conditions extérieures (e.g. température)
sont favorables & un développement rapide des larves en un temps ¢ mais qu'elles se
détériorent pen aprés, on a 7,(t) < 7,0t +¢€) ol 0 < € < 7,(L). Si la variation des

conditions est suffisante pour que 7., (f + ¢} = 1, la situation décrite jusqu'ici prévoit

$Ceci est d'autant plus vrai pour un modéle utilisant des distributions de délais (telles que celles de
la section (2.1.3)) pouvant cette fols varier dans le temps.
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qu'aucune larve n'atteindra I'état adulte pendant un certain temps (approximativement
d'une durée de 7, (£ +¢)— 7, () &'l n'y a pas d’autres variations) et ce comportement est
consistant avee une telle variation du délai. Par contre, d'un point de vae «biologioues,
certaines larves étaient probablement déji en un point avancées dans leur processus de
maturation i l'instant £ + ¢ et devraient passer a I'état adulte bientot, ne eréant ainsi
pas de conpure nette oi ancun nouvel adulte n'est produit. 11 est possible d'imaginer
une fonction 7,,(t) variant plus lentement et tenant compte de cet effet de «mémoires
des conditions (ou délais) passées mais d’autres types de modéles sont mieux adapteés
ot tiennent intrinsequement. compte de ce genre de situations.

2.2 Une méthode Monte Carlo

Les méthodes de type Monte Carlo se distinguent des autres méthodes numériques
par leur utilisation de distributions aléatoires dans leur algorithme. Cette section pré-
" une méthode Monte Carlo pour traiter des situations
épidémiologiques on des délais interviennent et sont importants dans la dynamique du
systeme. On introduit d'abord le modéle de base puis y ajoute quelques variations et le

sente de fagon plutdt concise

COMPpAare i cenx présentés jusgu’a présent.

2.2.1 Le modéle

On sonhaite modéliser une situation ot un délai 7 s'écoule entre deux événements
affectant des individus. La méthode introduite ici consiste simplement & mettre de coté
pendant un temps 7 les individus affectés par le premier événement puis leur faire su-
bir le second événement lorsque ce temps est écoulé. Sila population considérée est
constituée d'un nombre sufhisamment petit d'individus diserets (e.g. un petit nombre
d'humains, des betes d'élevage ete.), il peut étre envisageable de considérer chaque
mdividu de facon indépendante et isolée. Par contre, pour des populations plus considé-
rables (e.g. des populations d'insectes, de rongeurs ete.), il est plus réaliste d'un point
de vue numérique de regrouper ces individus en groupes plutot que de les traiter indi-
viduellement.

Lorsque le délai entre les deux événements n'est pas bien défini mais plutot fourni

"Ce modéle n'a pas été étudié dans le cadre du travail rapporté dans ce mémoire. Il a fait 'objet
7] aprés une conférence [8] et est mentionné ici en tant qu’alternative
possible, Il s'avere de plus tris utile sur le plan conceptuel i la section (3.2).

dune conversation personnelle
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par une distribution p{7) (comme 4 la section (2.1.3)), il est possible de sélectionner
aléatoirement un délai dans cette distribution pour chacun des groupes (d'on la dési-
gnation €Monte Carlos). La distribution p(r) peut étre quelconque (en autant qu’elle
puisse ¢tre normalisée) et il s'agit la en fait de I'un des attraits majeurs de cette mé-
thode. Dans une telle approche, I'atilisation d'un nombre plus élevé de groupes apporte
de meilleurs résultats et il est normalement nécessaire d’en effectuer une moyenne sur
plusieurs réalisations.

La question du choix de la méthode utilisée pour former les groupes est délicate, 11
est par exemple possible de former un nouveau groupe a intervalles de temps constants
on encore d'accumuler le flux d'entrée jusqu’a une certaine valeur avant de former un
groupe, uniformisant ainsi leur contenu en individu plutot que leur distribution tempo-
relle. La seconde méthode concentre probablement mieux les ressources numériques de
la simulation aux «endroitss qui semblent importants mais risque de ne pas en déployer
suffisamment lia on la dynamique est plus lente, Il est done envisageable de considérer
une méthode intermédiaire formant des groupes relativement uniformes mais jamais
séparés temporellement. par plus d'une certaine quantité. Dans tous les cas, on doit
considérer la quantité de ressources libérées suite a 'éconlement du délai des groupes
lors de 'attribution de nouvelles ressources. 11 s’avére cependant que ce modéle posséde

certains avantages pouvant justifier ces nouvelles complications d'ordre numérique.

2.2.2 Caractéristiques du modele

Le modile présenté en section (2.2.1) est trés «direct» dans le sens ol on traite un
délai entre deux événements par une simple attente d'une durée de ce délai. 1l en découle
un avantage considérable sur le modéle A équations différentielles & délais présenté en
section (2.1) : ancun prétraitement n'est nécessaire 4 'écriture d'un modele Monte Carlo
de ce type.

Ainsi, on peut considérer chacun des groupes comme un compartiment A indé-
pendant ot un indice & différent est attribué & chague groupe. 5i ces individus sont
stusceptibles & une mortalité g, on peat éerire

Hl-.v‘flk !
WAL _ ) (29)
dt
pour chacun de ces compartiments et le nombre total d'individus actuellement dans cet
état intermédiaire entre deux événements est simplement donné par la somme 5, Ag(t)
en tout temps £ De plus, ceci reste vrai si l'on modifie la distribution p(r) au fil du

Lernps.
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Il est mentionné en section (2.1.4) qu'un modele pouvait étre auto-cohérent face i
un délai 7(#) pouvant varier dans le temps sans pour antant correctement représenter
la situation biologique que 'on a tenté de modéliser. Dans les systémes 4 équations
différentielles i délais de la section (2.1), ce qui se produit a I'instant ¢ est fonction de
ce qui s'est produil a Uinstant £ = t—7 (). Dans le modéle Monte Carlo tel qu'introduit
jusqu'ici, ce qui se produit & Uinstant ¢ est fonetion de ce qui 8'est produit & instant
t* =t — 7(t*). Or, on peut s'attendre & ce que dans un systéme biologique le délai
entre les instants t* et f soit fonetion des conditions du systeme durant tout 'intervalle
[t*,t]. Tl est également mentionné en (2.1.4) qu'il peut étre possible de convertir 7(t) en
une fonction 7(¢) tenant compte de ces phénomenes (par un processus s'apparentant o
un filtre passe-bas) mais qu'une telle entreprise risque de s'avérer périlleuse. Le modéle

Monte Carlo introduit dans cette section est beancoup mieux adapté & un tel ajout,

Soit une quantité xy € [0, 1] définie pour chacun des groupes k& comme étant nulle a
Uinstant £} oi le processus «d’attentes est déclenché et comme @ = 1 a Uinstant ¢, o
il se termine. Les valeurs intermédiaires peuvent étre obtenues grace a

ap(t) = [,, " m(t))dt’ (2.10)

!

ol le taux m(t) est défini comme respectant

(38
f m(tdt' =1
-

k

Dans le cas d'un délai indépendant du temps, on a m = 1/7 et on peut remarquer une
correspondance directe avee les modeles de type SEI ou cenx de passage d'un stade
évolutif & un autre du chapitre 1. On peut généraliser cette relation au cas dépendant
du temps m(t) = 1/7(¢) si on définit 7(t) comme correspondant au délai qui aurait
AL nécessaire si les conditions aux temps passés et futurs correspondent tontes a celles
régnant actuellement. On montre en section (3.1.4) que cette facon de proeéder est entre
autre compatible avec les «degrés-jourss utilisés en biologie.

Contrairement an modéle i équations différentielles a délai de la section (2.1), ce
modile Monte Carlo peut étre transposé directement® vers un eas o la mortalité (équa-
tiom (2.9)) est jointe a4 une distribution de délais p(7,t) dépendante du temps, sans

BUne lgire difficulté survient lorsque 'on souhaite rendre la distribution de délais dépendante du
temps : si le délai est sélectionné aléatoirement dans la distribution lorsque le groupe est erdd, comment
le modifier dans le temps par la suite ¥ Lorsque la variation dans le temps de la distribution correspond &
une translation, ie. p{7, £) = p(F(1)4 7)), la réponse i cette question est simple ; sélectionner un délai 7,
anl hasard dans la distribution mais en utilisant 7(1) = 0 puis par la suite utiliser me () = 1/ (7 -+ 7())
dans I'équation {2.10). 5i la forme de la distribution est affectée par évolution temporelle, une solution
possible serait de conserver la «position relatives dans la distribution du délai sélectionné aléatoirement
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intégration partielle préalable du modéle. Malgré le fait que de grandes quantités de
ressources informatigues peuvent étre nécessaires pour obtenir la précision désirée, 'ap-
proche Monte Carlo est d'implantation aisé et demeure compétitive sur le plan com-
putationnel dans plusicurs cas, Cependant, cette méthode est trés numérique et est
difficilement utilisable d'un point de vue analytique. Le modéle introduit en section
(3.2) lui emprunte tout de méme certains concepts dans le but d'accélérer les caleuls
d'un modele trés géneral découlant conceptuellement des chaines de compartiments de

la section suivante.

2.3 Chaines de compartiments

On mentionne & la fin de la section (1.3.4) qu'un modeéle de type SEI contenant une
succession dun grand nombre de compartiments exposés £ (formant ainsi un modéle
SE"1) permet de mieux tenir compte des délais que les simples modéles SEI qui y sont
prigsentés, Cette section a pour but de justifier ces allégations ainsi que de préparer le
terrain pour les modeles diffusifs introduits an chapitre 3.

2.3.1 Correspondance avec un délai

Soit une séquence de n compartiments Ay ot k € {0,1,...,n — 1}. On souhaite
que le fux ¢;(t) d'individus introduits dans le compartiment Ay en Uinstant £ quitte
le compartiment A,_; au temps ¢ + 7. Les modéles de type SEI (sans mortalité) du
chapitre 1 correspondent au cas n = 1 gouverné par 1'équation

dAy(t)

1
T di(t) — ;t"lu{”

-

ol le flux de sortie est donné par ¢,(t) = 7' Ap(t). On peut enchainer n = 1 de ces
compartiments en utilisant le fux de sortie de 'in d’entre eux comme flux d’entrée du
suivant. Les individus doivent. cependant. passer un temps 7/n dans chacun de ces com-
partiments pour qu'ils prennent au total un temps 7 pour traverser les n compartiments.

au temps #, ot co pour tout les temps + altérieurs. Poisque la distribotion est normalisée, ce eritére

peut s'éerire ﬁ:"’"“‘“} plr! t)ds = J—(:"'IT"*[M ple! by )dr' Wt = . Cette procédure reste tout de méme

relativement simple,
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Le systeme devient done

220 (1) - 2ot
.-H:[T} n ' (211)
.fﬂ; t) _ " (Ap_i(t) — Ap(t)) ¥ ke{l,2,...,n— 1}

el le flux de sortie est cette fois donné par ¢,(1) = nr A, (1).

La section (B.1) de 'annexe B montre que lorsqu’un nombre infini de compartiments
est utilisé, le systeme (2.11) a pour solution ¢,(t) = ¢;(t — 7) et correspond done & un
délai. Pour un nombre de compartiments fini mais tout de meme trés grand, les sections
(B.3) et (B.4) montrent que le flux réel est plutot donné (approximativement) par la
convolution

\f_r—”,_—n{e—»r]?fur”]

2aT

dolt) ~ (p* ) (1) . (2.13)

plt) = (2.12)

La correspondance avec un délai n'est done pas parfaite puisque des variations rapides
dans ¢; ne se répercutent pas directement sur ¢,. En plus d’étre retardé par un délai 7, le
flux de sortie correspond & une version filtrée du flux d’entrée telle que 'on obtiendrait en
effectuant une moyenne glissante avee un poids gaussien d’écart type 7//n. Augmenter
le nombre de compartiment. rend done le systéme plus représentatif d'un réel délai mais
la convergence est plutot lente, de Nordre de y/n. Ce phénoméne correspondant i une
erreurs par rapport 4 un réel délai v mais il est également possible d'en profiter afin

de tenir compte de variabilité dans le délai.

2.3.2  Vers un modele diffusif

La section (1.3.4) mentionne qu'un modéle de type SE"T avec n élevé traite mieux les
systémes contenant des délais qu'un modéle SEI de base. Un explique en section (2.3.1)
gu'il existe une correspondance directe entre une chaine infinie de compartiments et un
modele & équations différentielles i délais tel que ceux de la section (2.1). Meme lorsque
e reste fini, les sections (B.3) et (B.4) montrent que, pour un nombre suffisamment élevé
de compartiments, le délai nécessaire pour traverser les n compartiments correspond en

movenne an délai 7 que 'on souhaite obtenir.

Cependant, on observe dégalement un étalement des distributions pour des chaines
finies. 1l 8’avere que ce phénomene, pouvant étre pergu comime une erreur de modéli-
sation, peut également correspondre a une distribution de délais p(7) (équation (2.12))
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telles que celles utilisées en sections (2.1.3] et (2.2). En effet, une impulsion ¢;(t) = 6(t)
apporte une sortie ¢y(t) = p(t) et des individus entrant tous dans la chaine an méme
instant la quitteront aprés des délais 7 différents respectant la distribution p(7).

Les chaines de compartiments peuvent done étre utilisées pour modéliser des dis-
tributions de délais a la condition que ces distributions soient approximativement des
Gaussiennes. Le fait que plusicurs phénoménes naturels montrent une distribution de
délais gaussienne, du au théoréme central de la limite, rend cette possibilité intéres-
sante. Cependant, on doit également considérer que Uécart type 7/4/n est directement
lié au délai par le facteur 1//n et que n doit étre entier et suffisamment grand. Le
premier de ces eritéres, soit noe N*, réduit les choix d'écart. type possibles lorsqu'ils
sont pres de 7. Cecl n'est pas vraiment contraignant puisque erreur comimise par cette
moddélisation en chaine de compartiment est déja assez grande dans cette limite. Pour
ce qui est do second critére, soit que nosoit suffisamment prand, Vexpérience montre
que ce genre de modeles apporte des résultats satisfaisants pour n = 10, 5i la forme
de la distribution n'est pas particulierement importante, il est possible d’utiliser des
(uantités aussi petites que n = 3 ou 4 mais mieux vaut alors calculer la forme de p(T)
a partir de la «réponse impulsionnelles (formalisme de la section (B.4)) plutot que de
considérer qu'il s'agit d'une Gaussienne.

L clélai peut etre directement. rendu f](’?]}(!mlﬂnt du temps sans auvcune autre maoeli-
fication du systeme. Cependant, puisque le parametre n est fixé pour un modéele donné,
I"éeart type de la distribution sera également affecté par la modification du délail moyen.,
Puisgu’il s'agit de modéles compartimentanx, on peut également ajouter la mortalité
an modele sans ancun prétraitement ni modilication particulicre antre que le simple
ajout du terme de mortalité

ffdk{”

e S L (Ap_i (1) — Ap(t)) — pAg(t) .
it T

Cles modeles i chaine de compartiments possédent done I'élégance des modéles com-
partimentaux du chapitre 1 (construction simple et absence de prétraitement) tout en
pouvant, dans une certaine limite, traiter correctement des distributions de délais. De
plus, les traitements de 'annexe B montrent qu'il existe une correspondance entre la
position relative d'un compartiment dans la chaine et un «niveau de développements
r comparable i celui de 'équation (2.10), ceci permettant une meilleure représenta-
tion de la situation naturelle que ne 'aurait fait un modele a équations différentielles
i délais, Ils présentent. également 'avantage de pouvoir étre étudiés analytiquement a
I"aide de I'analyse de stabilité présentée en section (1.2.2) et élaborée en section (A.1).
[l possedent cependant des restrictions quant a la distribution de délais et notam-
ment, leur écart type est contraint i étre une fraction 1/y/n de leur délai on n est lui
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meme contraint a une certaine fourchette de valeurs, Le nombre de compartiments doit
étre suffisamment grand pour que l'on puisse utiliser 'approximation gaussienne mais
également. suffisamment. petit pour que le systéme puisse etre intégré numériquement.

La section (B.5) montre que les solution des chaines de compartiments répondent &
une équation aux dérivées partielles importante en physique © 'équation de diffusion.
Il s'avere que les solutions de cette équation possedent les memes avantages que ceux
venants d'eétre mentionnés pour les chaines de compartiments tout en permettant de
relaxer certaines contraintes genantes. Le chapitre 3 fait usage de I'équation de diffusion
comme noyan d'un modele aux richesses étonnantes.
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Au chapitre 1, on énonce que 'une des conditions nécessaires & 'utilisation de mo-
ditles compartimentaux est que la dynamique d’un individu soit indépendante du temps
deoulé depuis qu'il est dans ce compartiment. Jointe i d’antres hypotheses simplifica-
trices, cette condition permet la construction de modéles simples et élégants applicables
a une multitude de situations. Cependant, il s'avere que ¢’est cette meme condition qui
rend inadéquat le traitement des délais par ces modéles. An chapitre 2, trois alternatives
ont. ¢té explorées pour contourner ce probléme :© gérer certains Hux en observant direc-
tement un état passé du systeme plutot que U'état actuel, diserétiser les populations en
des groupes d'individns ayant passé un temps semblable dans cet état pour pouvoir les
traiter de la méme fagon et enfin enchainer un grand nombre de compartiments dans
I'idée que cenx placés plus loin dans la séquence devraient normalement contenir des
individus ajoutés i la chaine il y a plus longtemps que ceux placés an tout début. Clest
i cette dernieére approche que ce chapitre emprunte le plus de concepts en introduisant
les modeles diffusifs. En plos d'étre tris géndéranx et simples datilisation, ils permettent
de conserver des informations sur 'historique des individus et done de traiter adéquate-
ment les délais. En effectuant certaines approximations additionnelles et en récupérant
certains concepts des modeles Monte Carlo da chapitre précédent, on trouve une solu-
tion semi-analytigque a ces modéles diffusifs et introduit ainsi des modéles basés sur une
approche en cohortes.
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3.1 Modeles diffusifs

On constate en section (2.3) que la position d'un compartiment dans une chaine
apporte des informations sur le temps écoulé depuis que les individus gu'il contient ont
ete ajoutés i la chaine. On y voit également. que cette mémoire est parfaite dans la limite
oft un nombre infini de compartiments est utilisé et qu'il y a correspondance avec un
maodele i délais sans les complications de ce dernier reliées an prétraitement. Dans cette
limite, la dynamique d'une chaine de compartiments correspond a celle de 'équation de
transport (section (B.1)) et il est possible de d'utiliser cette équation pour concevoir un
maodéle profitant des avantages d'une chaine de compartiments infinie'. Cependant, il
s'avere que «l'erreurs comimise en utilisant un nombre fini de compartiments permet de
tenir compte dune distribution de délais et on voit en section (B.5) que la dynamigue
du systeme s'approche alors plutat de celle de 'équation de diffusion. Clest afin de
profiter simultanément de tous ces avantages que cette section élabore un modéle basé
sur cetlte derniere équation.

3.1.1 Postulat des modeles diffusifs

Soit la quantité r € R caractérisant I'état? d'un individu faisant partie d'un com-
partiment A, On définit la densité d’'individus A(r, t) de facon & ce qu'il y ait Az, #)dx
individus dont I'état est compris dans Uintervalle infinitésimal &, 2 + dx] an temps ¢, Le
nombre d’individus tout état confondu dans le compartiment. A est an temps ¢ donng

. Yy — ™ Al Fide
par A(t) = [T Af«' t)da’.

O pent remarquer que ce formalisme est tris semblable & celui atilisé en seetion
(2.3) lorsque 'on y effectue approximation qu'une séquence d'un grand nombre de
compartiments puisse ¢tre considérée comme continue, Cette approximation permet
d'y constater que la solution d'un tel systéme tend asymptotiquement vers la solution
de I'équation de diffusion. On y mentionne également qu'il s'avere exister une correspon-
dance directe entre ces solutions et un systimme possédant une distribution ganssienne

de délais.

"o fait, il est tout A fait logigue of justifinble d'utiliser Méguation de transport pour mod@liser un
vieillissement d'individus {translation dans 'espace d’age) sans avoir & établiv de lien avee une chaine
de compartiments (e.g [14]).

20n voit dans les sections suivantes que cet état, défini ici de fagon tout i fait générale, peat étre
utilisd pour caractériser 'age des individus, leur nivean de développement, la progression de Pincubation
d'une maladice cte.
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On postule le modéle diffusif respectant 'équation de diffusion
A b FA(x, dA(x ¢
oAw,t) _ 0Alr1)  0A(at)

83 ar* O

oit [J est le coeflicient de diffusion, © la vitesse de déplacement dans la direction des ¢

— pA(x, t) (3.1)

positifs et g le tanx de pertes (normalement dues 4 la mortalité). Ce postulat est justifié
a posteriori en section (3.1.2) par le fait qu'il correspond, dans certaines limites, a4 un
compartiment conservant la mémoire du temps depuis lequel on lui a ajouté chacun des
individus, De facon plus générale, on voit également que ses solutions détiennent des
caractéristiques trés intéressantes pour un modeéle tel que celui que 'on souhaite établir.

3.1.2 Correspondance avec un compartiment a mémoire

Cette section a pour but de montrer que lorsque ) = 0 et v = 1 pour tout ¢, le
modéle diffusif postulée en section (3.1.1) correspond directement & un compartiment
muni dune mortalité @ et conservant la mémoire du «temps écoulés = depuis lequel
chacun des individus le composant a été ajouté en o = 0. Dans de telles conditions, le
modele devient,

OA(x,t)  OA(x,t)
ot da
Cette équation de transport est trés semblable a équation (B.3) de la section (B.1)
a la différence qu'elle possede un «amortissements . Elle a pour solution A(x ) =
Alz —t' 1 —t)e

—pdlx,t) . (3.2)

{i‘A{.:;:; + t') B o r}f’i{gjr: t) B A t)

A A(x —al:;~ﬂﬂ_w} » B —Hﬂéi;‘ ) . — pA(x, t)

(F'Mw — pe P Az — t’,f.}) = — %“:;H — pA(x,t)
: = ‘ zf=x

-5 —wawe~- 2520

On souhaite que la seule «sources d'individus présents dans le compartiment A soit le
flux ¢ (f) ajouté en o = 0 i chaque instant ¢ ef de fagon plus coneréte, ceci correspond a
une condition de Dirichlet® A0, ) = ¢;(t) & la frontiére gauche do domaine = € [0, 0ol.
La solution sera donc reliée an Hux par

Az, t) = e "t — x) (3.3)

A0l esl |}url.i{:u|h‘!r ancas D=0t v=1.
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et on peut observer que les Ala, {)dz individus ayant un parametre d'état dans V'inter-
valle [z, x 4+ dix] au temps ¢ sont les survivants des ¢(t — x)dx = ¢(f — x)df individus qui
ont été ajoutés an compartiment z unités de temps auparavant (avee un taux de survie
de e ), La variable d'état & représente donc en quelque sorte I'sages des individus du
compartiment. En fait, si les nouveaux individus ajoutés par le Aux ¢(t) correspondent
i des individus venant de naitre, lanalogie avec Uage est compléte.

La forme de 'équation (3.3) n'est pas sans rappeler celle des équations différentielles
a délai de la section (2.1). Aussi, si l'on désire que le compartiment L représente des
larves d'insectes ajoutées en & = 0 par le flux ¢g(t) et passant a I'état adulte lorsqu’elles
atteignent I'age © = 7., le nombre de nouveanx adultes produit pendant 'intervalle de
temps £, ¢ + dt] sera L1, )db = e " mgg(t — 7, )dE, soit le méme que celul prédit par
I'équation (2.3).

Les équations (3.3) et (2.3) sont néanmoins totalement différentes sur le plan concep-
tuel : la premiore est la solution du modéle représenté par I'équation (3.2) alors que la
seconde fait partie des postulats nécessaires & Uéeriture d'un modéle 4 éouations dif-
ferentielles a délai. De plus, on a vu que 'éguation (2.3) n'est plus valide lorsque la
mortalité p était rendu fonction du temps et il en sera bien entendu de meme pour
(3.3). Cependant, 'équation transport (3.2) tient toujours si l'on y effectue une simple
substitution de la mortalité pour g(t) et en fait, on peut méme utiliser p(x t) pour la
rendre dépendante de Page @,

Il est done possible d'utiliser une version simplifiée de 'équation de diffusion (3.1)
pour produire un modéle conservant la mémoire do «temps dcoulés depuis que los
individus ont été ajoutés aux compartiments le composant. On voit plus loin gqu’un
maodéele diffusif complet permet ces memes possibilités en plus de posséder d'autres
avantages intéressants. Pour ce faire, une solution plus générale des modeéles diffusifs

pal nocessaire,

3.1.3 Solutions de I'équation de diffusion

Lorsque les modeéles diffusifs ne possédent pas de frontieres, il peuvent étre solu-
tionnés analytiquement et ce méme pour des parametres D(t), ©(t) et () variant en
fonetion du temps. On obtient d’abord la solution de 'équation de diffusion pour une
condition initiale f—i{;;:,ﬂ}l = &) grace a ' Ansalz

o~ AW (=) :
A{.r,t]—mam .1( =) ) (3.4)
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oit a(t), T(t) et A(1) sont des fonctions indéterminées du temps correspondant respecti-
vement a l'éeart type, la moyenne et aire (population totale) de la distribution ri[:::, t).
Pour les déterminer et vérifier ' Ansatz, on introduit cette solution dans 1'équation de
diffusion (3.1)

({::: — Z(1))? 1 ) da(t)  (x — x)dz(t) 1 :Lgllff.}] Az, ) =

AW o)) At T ok dt T Aw) di

{.'1' — f{f}}z 1 Fl'!‘]'l{f}l |:Jl —F }| ;fj-[t] 1 I,_Lq{”
( ad(t) rru}) T a?(t) dt * A(t) di
D(t) { (r =& f]]'a - r‘[t]] .
a(t) ( a3(t) 0 ) +1 ( o1(0) ) —u(t) . (3.5)

On souhaite que la population totale j[f} soit unigquement dépendante de la mor-
talité p(t) et on souhaite done que leur contribution i I'équation (3.5) se compense

| rff‘.[f}

Aft) dt = i)

Cette équation est séparable et de solution
A(t) = o Hnewe
oil la condition initiale A(0) = 1 a été utilisée. Dans le cas particulier ol (1) = pu est

indépendant du temps, ['aire est donnée par A(t) = ¢ M. De la méme facon, on souhaite
que la moyenne (1) soit uniquement dépendante de la vitesse ©(t) et demande done

(x — ) ﬂ'.rT:(t]I (x —x(t))
o =0 ()

qui est également séparable. La solution est

T(t) = ]: v(t")dt’

ol on a utilisé 2(0) = 0. Pour une vitesse v(t) = v indépendante du temps, la moyenne
est done simplement #(t) = vt. Enfin, on demande que o(t) ne dépende que de D(t) et
il faut

((rr:—:r:{t}l"* 1 )dnm _ D(t) ({.-r—:frl:r-})“ I )

oMty e(t)) dt et oty alt)
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qui est également séparable et a pour solution

t
o’(t) = 2 / D(t')dt'
Ju

oiton a utilisé a(0) = 0. Pour un coeflicient de diffusion D(t) = D constant, la variance
est simplement donnée par o%(t) = 2Dt

L' Ansatz (3.4) étant vérific, la linéarité de 1'équation de diffusion permet d’utiliser
a nouveau la méthode de convolution introduite en (B.3) pour obtenir la solution de
I"équation de diffusion (3.1.1) avec une condition initiale quelconque Az, 0) = Ag(x)

Ala,t) = (Ap = Ag)(x)
on fia_[:r:} = A(x,t). Les propriétés de la convolution mentionnée en section (B.3) per-

mettent d'obtenir aire (population totale du compartiment ), la moyenne et I'écart type

de la solution Az, t)

A(t) = A(D)A(L) = A(D)e™ [T
':;I.'.I:'Aliu:.r.} = {.’I'},.t,-_, + 2(t) = {24, +_/u- '!-'“-;]IEHF (3.6)

VU@ = () i) a0 + 02(0)

G @ -

N T f Dt)de

Chacune de ces quantités peut étre associée a un terme de "équation (3.1) gui 4 son
tour peut eétre lié 4 un phénoméne dont on sonhaite que les modeles diffusifs puissent
tenir compte. Ainsi, la variation de la population totale A{f) est attribuable au terme
d'amortissement —pA (2, t) de 'équation de diffusion et correspond a un retrait du
systeme de certains individos, normalement. pour canse de mortalité. Quant a elle, la
quantité () age ) est gouvernée par le terme propagateur —vdA(x, t)/de el sa varia-
tion reflete la progression moyenne des individus dans U'espace x. Enfin, I'écart type

((x — (r) A{.E‘ﬂjz}ﬂiml,h gonverné par le terme diffusif DO* A(x, £)/02?, est une mesure
de la dispersion des individus dans leur espace . La signification biologique exacte de
ces deux derniers paramétres dépend de celle que 'on donne & la variable d’état =, Un
choix judicienx de cette derniére permet de tenir compte de phénoménes biologiques

importants.

3.1.4 Correspondance avec les degrés-jours cumulés

En section (3.1.2), une correspondance a ét¢ ¢tablie entre une version simplifice des
modeles diffusifs et un modéle compartimental conservant Uinformation de «'ages des
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individus le composant. 1l ne s'agit cependant pas de la seule facon de procéder et
«l‘ﬁ.f_;n» n'est pas la. senle signification que le l;:,i,r;—l['ﬂﬁl.t'i?. & puisse prendre,

Une quantité de signification biologique importante est le nombre de degrés-jours
T () cumulés an dessns d'un seuil T, depuis un temps £; au temps ¢ définis comme

I
T(t) = / (T(t') — T)H(T(t') — Ty)at’ (3.7)
Ji
on T'(t) est la température de Penvironnement an temps ¢ et H(x) la fonetion de Hea-
viside
0 sixz<0
H(z)=4¢ 35 sia=0
1 sixz>1

Fn effet, Maccumulation d'une certaine quantité eritique 7, de degrés-jours est néces-
saire & la réalisation de plusieurs phénomeénes biologiques comme le bourgeonnement de
certaines plantes, la maturation de plusieurs larves d'insectes et l'incubation de nom-
breuses maladies. Une telle situation peat etre directement modélisée grace a un modéle
diffusif pour lequel 2 = () et v(t) = (T{a‘] —~T)H [T[t] —T.). En effet, les résultats de la

section (3.1.3) indiquent qu'une condition initiale ;5.{:!',{]} = &(x) apporte une solution®

-";l{-'i?:-f} = § (;r.' [ TI{LF}IEH.;) {u_‘.i':: gt Jedt!
S0
t L
=5 (.-r.- - [ (T() — TYH(T(t') - Tﬂ}fﬂf) T
1]

et done que pour une condition initiale quelcongue Az, 0) = Ag(x)

Al t) = Ay # A
1
= A, ("" S RGGEEATIT —T;]‘f'*') e O (38)
0

oil on a utilisé les propriétés de convolution d'un 6 de Dirac. Puisque

T — [ﬁ{!'u’j — T H(T(t") — 1,)dt

]

_::-—]r(’;"l[!.’]—'fL}!:‘(‘F[E’}—T+)rEt'— [m{T{fj—TH]H[T{t‘} T,)dt’

i oI

—a - T(t) - [m[’i‘(t’] ~T)H(T() —T,)dt’

S

Y0n a ici considéré la mortalité p(#) comme indépendante de z. Cette condition n'est pas nécessaire
a "établissement d'une eorrespondance entre les modéles diffusifs of les degrés-jours cumulés mais
simplific l'expression des solutions Ala, t) et Az, t),
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on peut établir le lien entre Uinstant £, et Uinstant ¢ comme

Alx,t) = Az — T(t), tg)e T, e hat!

De la méme facon que 'état x peut en section (3.1.2) étre identifié & un «ages, il
peut ici étre considéréd comme le nombre de degrés-jours cumulés par un individu de-
puis son introduction dans le compartiment. Ainsi, le nombre d'individus ayant cumulé
un nombre de degrés jours dans Uintervalle [7., 7. + d7] au temps { sera donné par
AlT., )dT . Cependant, le lien entre dif et d7T n'est pas direct comme en section (3.1.2),
ol dt = dr, mais plutot donné par

ot
dT = %fﬁ = !ﬁ.% (T(t") — T,)H(T(t") — T,)dt' = (T(t') — T,)H(T(t') — T,)dt
(L [rin 1]
et done, A(T., t)(T(t') — T,) H(T(t') - T:.,}iﬂ individus atteignent le nombre de depgrés-

jours critique 7. pendant U'intervalle de temps [t, ¢ + di].

Puisque 7. est constant, on peut obtenir la variable d'état x = T /7. en utilisant
simplement o(t) = (T(t) — T.)H(T(t) — T.)/T. plutot que son ancienne valeur. Une
telle variable x est normalisée de facon a ce que le seuil critique soit 4 = = 1 et relléte
done le nivean de complétion de 'étape qu'elle caractérise. On appelle par exemple r
le niveau de développement® dans le cas ol le seuil correspond au passage d'un stade
évolutif & un autre et le nivean d'infection dans le cas on il g'agit de la fin d'une phase
d’incubation d'une maladie.

Les modeéles diffusifs permettent de modéliser une multitude de situations néces-
sitant 'accumulation d'une certaine quantité jusqu'a une certaine valeur critique ou
encore avee une certaine distribution antour de cette valeur. Dans maintes situations
biologiques, cette distribution s’approche d'une Gaussienne (explicable par le théoréme
central de la limite) et la section (3.1.5) explique comment un modéle diffusif peut tenir
compte de ce genre de distributions.

3.1.5 Généralité de I'équation de diffusion

Les sections (3.1.2) et (3.1.4) montrent que la dimension d'état x peut représenter
I"age des individus on la quantité de degrés-jours qu'ils ont. cumulés lorsque 'on effectue
un choix judicienx pour le paramétre v. A la fin de la section (3.1.4), on a mentionne que
ces échelles peuvent étre normalisées de fagon a ce que 'événement attendu se produise
i la valeur critique x = 1.

5Clette définition de niveau de développement. est compatible avee celle utilisée en section (2.3).
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De facon plus générale, si le parametre v est choisi de facon qu'un événement par-
ticulier se produise au temps £° tel que

"
:::‘.=/ w(t)dt’ (3.9)
gy

est respecté, alors les individus ajoutés a I'instant # = t; an point = = 0 d'un modele
diffusif A ot D = 0 atteindront son point © = x. a Uinstant ¢ = *. Pour un modéle
semblable utilisant © = vz, plutit que v (et toujours pour 12 = 0), les individus ajoutds
en x = () an temps # = #; atteindront = = 1 & ce meme temps ¢#*,

Maintenant, si 2 = 0, la méthode utilisée en section (2.3.2) permet de constater que
les individus ajoutés en 2 = 0 an temps { = #, n’atteindront pas le point eritique® = = 1,
an meme instant puisque lenr distribution a subi un éalement pendant leur trajet. Dans
ces conditions, le flux ¢,(t) d'individus traversant ce senil critique & chaque instant ¢

ot
dalt) = —'U{ﬁ} o e (207 (1)) (3.10)
v 2ma(t)
exprimé en fraction de la population totale” ajoutée en x = 0 & f = t,. Si Z(f) est

strictement® croissant, le théoreme des fonctions implicites garanti existence dune
fonction #{r) permettant de connaitre le temps correspondant & une position moyenne
& donnée. On peut ainsi connaitre Uéeart type o(t(z)) de la distribution en fonetion
de la position de sa moyenne et en renversant la perspective, ceci permet d'écrire une
distribution de valeurs eritiques z,. équivalente

1 —(#o—w)2 f{20? (tx)))
Dy (T) = o C
pr.(x) V2ra(t(x))
w(t*) o la—wa) 2 (e) (3.11)

¥ Vawa(t)”

I'approximation étant valide pour v(t) variant lentement et D(¢) petit”. Ceci permet de
constater qu’un cas utilisant un coeflicient de diffusion [) = () et une valeur eritique x,

“Le cas normalisé est retrouvé en utilisant x, = 1.

"Dii & la variation de a(t) dans le temps, il n'est pas garanti que 'intégrale I'I;J o elt’ donne
exactement la population totale ajoutée en a0 =0 it = &y, En fait, le flux n'est pas donné par ¢, (t) =
vA(xo, t) mais plutdt par ¢,(t) = vz, ) — DIA{z,0) /D2, Ceel n'invalide pas la démonstration
actuelle {guiun £2 = 0 permet dintroedoive une certaine distribution de la quantité » néeessaire) mais
affecte 'expression exacte des équations,

BCeci nécessite v(t) = 0% . Alors qu'il est biologiquement justifinble de ne pas considérer les valeurs
négatives, il n'en est pas de méme pour lecas v[d) = 00 On choist ici dimposer T0F) strictement croissant
pour faciliter la démonstration mais on peat montrer (eg, en travaillant sous forme paramétrique en
t) que cecl reste veai si w(t) = 0 pour certains ¢,

UCeq conditions sont nécessaires afin que la forme de la distribution reste sensiblement la meme au
cours du passage de la valeur eritique et que ce passage s'elfectue b une vitesse relativement constante.
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possede une correspondance avec un cas utilisant un coefficient de diffusion £ = 0 et
une distribution de valeurs eritiques p, (). Dans les limites on elle est valide, I'équation
(3.11) montre que cette distribution est approximativement ganssienne avec un écart
type o(t*) et une moyenne .

L'emploi de l'équation de diffusion pour la conception d'un modéle épidémiologique
peut done étre justifié par le fait que ses solutions permettent de tenir compte de dé-
lais ou de distributions de délais'. De plus, il est non seulement possible de eréer une
grande diversité de modéles permettant de représenter une multitude de de situations
différentes mais également de tenir compte de plus d'une de ces situations a intérieur
du meme modeéle. Clest & cette fin que la section (3.1.6) présente une version pénd-
ralisée multidimensionnelle des modeles diffusifs pouvant traiter des cas on plus d’un
phénomene affectent simultanément les individus.

3.1.6 Diffusion multidimensionnelle

On a vu que les modeles diffusifs pouvaient permettre de tenir compte de I'age des in-
dividus, de tenir compte du nombre de degrés-jours cumulés par ces individus au dessus
d'une certaine valeur senil ou encore de modéliser tont processus semblable possédant
un seuil critique pouvant étre exprimé sous la forme (3.9). Or, que ce produit-il lorsque

I'on souhaite considérer une situation nécessitant plus d'une de ces fonctionnalités 7

Une solution possible serait d'utiliser la dimension d'état & pour modéliser 'age
puis d'établir un lien entre cette gquantité et les antres quantités d’intéret. Cependant,
une telle procédure s'avere lourde et plusieurs des avantages des modeles diffusifs sont
perdus dans cette démarche. Une solution plus intéressante consiste i ajouter antant
de dimensions d'états an systiéme qu'il en est nécessaire pour tenir compte de tout ces
senils. Un systéme possédant d de ces dimensions prend la forme

AA(x, 1) d*Ax, 1) A A(x, 1) aA(x, t) DA(x, 1)
= T P I - — = N
ot P oy MR s N o i, *3 i pAx, 1)
(3.12)
ot X =[xy, 79, .. .-11»'.:11T est le vecteur d'état, les D)y sont les coeflicients de diffusions

rattachés aux états x, et les v, sont les vitesses de propagations dans les directions
ap correspondantes. Si l'on suppose que les [y sont indépendants de la variable

Whes considérations additionnelles sont données en anoexe C afin de savolir si Véquation de diffusion
peut représenter le systéme de fagon plus fondamentale [«mécanistes),
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correspondante, 'équation peut étre éerite sous une forme plus compacte

DA(x, 1
: f}j ) VD VA D) - v VA - A0 (3.13)
ol
D, 0 0 - .
0 Dy 0 - " |
D=1y o p, .. et v=1l.| - (3.14)

La section (4.3) apporte un exemple d'une telle utilisation d’un modéle diffusif multi-
dimensionnel,

Ce dernier ajout dote les modéles diffusifs d'une énorme capacité de modélisation
pour des situations des plus diversifiées. Leur écriture se fait de facon directe et élégante
et il est possible de les solutionner grace i des algorithmes numériques de type différences
finies ou éléments finis. Cependant, 'importance des caleuls numériques qui en découlent
croit exponentiellement avec la dimension du modele et ceci peut dans certains cas
devenir trés exigent''. L'ajout de contraintes additionnelles permet d’effectuer certains
traitements analytiques menant a des modeles plus efficaces pour des systemes de hautes
dimensions, les modeles de cohortes.

3.2 Modeles de cohortes

Les modiles diffusifs introduits en section (3.1) s'averent étre des outils trés puis-
sants et généraux mais penvent cependant exiger de grandes ressources numérigques
lorsque la dimensionnalité du systeéme est élevée. Dans de telles conditions, les solutions
munériques de type Monte Carlo gagnent normalement en rentabilité face A4 d'autres
types d'algorithmes «normaux». La méthode présentée dans cette section présente cer-
tains liens avec les méthodes Monte Carlo mais est plus restrictive dans son application
comme elle nécessite que les populations étudides possédent une structure naturelle
en «cohortess. Lorsqu'une telle structure existe, les modeles de cohortes profitent de
celle-ci pour effectuer ce qui dans certaines situations correspond a un «choix optimals
des groupes d'individus'. [l en résulte des gains appréciables dans les temps de calculs
numeriques.

U] est o noter gque dans une telle situation, des modiles i dquations différentielles & délais ou encore
i siquences de compartiments présenteraient le meme problime,

E0ans le eadre d'une méthode Monte Carlo, ces groupes dindividus auraient étés choisis aléatoire-
et
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3.2.1 Des cohortes

Dans ce document, on entend par cohorte tout groupe (d'événements ou d'individus)
pour lequel une corrélation (temporelle ou dans une autre dimension d’état) existe parmi
ses composants. A ceci on ajoute la requéte que si un de ces groupes «découle» d'une
fagon on d’une antre d'un second, les caractéristiques du premier peuvent étre déduites
de celles du dernier. De fagon plus concréte et dans le cas particulier «généalogiques,
une cohorte fille est un groupe d'individus nés approximativement au meéme moment.
et dont les parents sont issus d'une méme cohorte mére'®. Le maodéle de cohorte est
ici développé dans ce contexte généalogique et le vocabulaire utilisé fera mention de
«naissances» et de «parentss, mais ceci ne restreint pas son utilisation dans des cas
non généalogiques.

111
F3| ...
1,1 112
F-)l ] F:J.l | > ..
Fl2
3“' L
.I .?2
I 2”2] 3“ | B

[

F;lm]——b' -
FD F1[2] F;}P'?] -

Y

Fig. 3.1: Relations entre les cohortes, L'indice inférieur informe de la génération d’une cohorte
alors que le vecteur d'indices supérieurs permet de retracer sa «généalogies.

Soit une cohorte initiale que 'on note Fy et dont découlent toutes les cohortes
subséquentes. Les descendants immédiats de Fy sont notés /], les descendants de ces
descendants sont Fy. .. De plus, pour distinguer les cohortes de méme génération mais
produites en des temps diflérents, on note Fll]] la premiére cohorte fille de Fy, I",lg] la

BDans le cas d'une reproduction sexuée, on ne demande pas que les deux parents proviennent de
la méme cohorte mére mais oniguement la femelle, On effectue icl ce choix puisque les événements
affectant les femelles risquent de se répercuter plus directement sur la descendance (eg, mort de la
femelle aprés la reproduction mais avant la naissance contre mort du male au méme moment). Ceci
n'est ancunement relié au choix des termes s«cohorte filles et «cohorte méres,
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seconde. .. A la prochaine génération, on note J'".‘EJ"] la premiére cohorte fille de Fjlll,
F:ll'zl la seconde cohorte fille de # ]“l_ . F'f‘ll la premicre cohorte fille de F']lzl, F'P'E]
la seconde cohorte fille de Fllg]. .. Une cohorte F) peut done étre identifiée par son
indice inférienr g, informant sur la génération de la cohorte, et par son indice supérienr
k = [k, ko, ..., k], un vecteur de dimension g permettant de retracer les origines de la

cohorte. La figure (3.1) résume cette notation.

Ce formalisme contraint 'utilisation des modeles de cohortes a des cas ol une cer-
taine cohorte initiale Fj, peut générer toutes les populations ultérieures'. Une telle
situation pent par exemple survenir chez des insectes an cycle de développement rapide
(plusieurs géndérations an cours de 1'été) pour lesquels la population estivale découle des
individus ayant survécu a I'hiver. Cependant, les modéles de cohortes ne peuvent pas
etre utilisés lorsque la situation biologique correspondante ne comporte ancane structure
en cohorte bien déterminée (e.g, humains, certaines situations tropicales), Toutefois, ces
contraintes apportent également certains gains majeurs.

Soit A un modéle diffusif tel que cenx déerits en section (3.1) possédant une dimen-
sion r caractérisant la reproduction de Uespece. Il v a production de [ nouveaux-nés
(r = 0) par adulte'® traversant les seuils © = 1y, 19, 71 ... ordonnés de facon i ce que
0 <z < 29 < r3.... On connait la distribution initiale A(x,0) = Ag,(x,0) composée
uniquement de la cohorte Fy A instant £ = (0. A la différence d’un modele diffusif de
la section (3.1), on subdivise la population de fagon a ce que chagque cohorte ait son
propre modele dans lequel diffuser

Alx, t) = Ag, (1) + AF.11|||I{;L‘J-:| + :4;1.1|NI{IJ) oo+ AFP.H(:L', t)+...

= Ap(z, t) + Z AFI»” (z,1) + Z Z AjI.JJ”.J.-g]{JI.'.-E} R

k=1 k=1 k=1

=3 Apx(a,t) . (3.15)
i,k

De plus, si ¢{ax, t) est le flux traversant le point & du modéle A an temps t et que
rf);.g.l[;f,ﬁ} est le méme objet pour F¥, la relation entre les flux du modele diffusif A

L

MLorsque la reproduction s'effectue plutot sur une base annuvelle, il est plus judicienx d’utiliser
une cohorte Fy ditférente pour chague année & de naissance. 51 une quantité négligeable d'individus
vivent plus de a années, les conditions initiales requiérent la connalssance des population des coliortes
Fi o, Fa o, Fopent = 0en plus de celle de Fy. Le flux entrant dans une cohorte sera alors de
la forme g (008) = 3 Z’; p gy, (g ) et le reste du formalisme développé dans cette section peut
également étre adapté & oo cas,

1593 tient compte du ratio des sexes. 1l est également possible d’utiliser un #(z;, t) différent pour
divers points de production et pour divers temps.
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seront

(0, ) ']Z:,ﬂ (5,

i=1

alors que celle entre ceux do modele de eohortes équivalent. sera
'd}f'-rll “}1 ” o ﬁq&f‘h‘::f:h 1 r’}
#'5_;,-I1|J-2I “-}1 ﬁ} - r‘riqla;.'“"ll{:{’lkﬂ‘ 'HI
2 1

‘;‘h;.-“"l Jeg k) [[]1 r:’ = ;.-}('I};,Jkl-*’ﬂ [:.'i'.’k:“ r}
3 2

que 'on peut également noter

ey g g g ] U}, ” - 'Il.iqf;l';l.kl'kz' degl {"]'.km 1 if':I

DUl encore

¢ ity (0, o) = Bpx(Tiy,,,t) (3.16)
Puisque 'équation de diffusion correspond & une convolution par une Gaussienne de
moyenne, éeart type et aire caleulés en (3.1.3) et que la condition initiale A (2, 0)
est connue, on peut déterminer le Hux ¢p,(ap,, ) entrant dans les différents A = et
subissant 4 leur tour 'effet de 'equation de diffusion. Dans certaines HJI!IL{H-IUH":., une
solution semi analytique (voir méme totalement analytique) pent étre obtenue pour
chacune des cohortes et il ne reste qu'a recomposer la population totale a l'aide de
I'équation (3.15). La section (3.2.2) explore une hypothése simplificatrice additionnelle
requérant. que les cohortes puissent toutes etre traitées comime gaussiennes.

3.2.2 Cohortes gaussiennes

Une des forces du modele de cohortes est qu'il peut dans certains cas étre solu-
tionmé en partie ou meéme totalement de fagon analytique. Ceci apporte bien entendn
des contraintes additionnelles ot cette section se consacre & évaluer les contraintes né-
cessaires pour que 'on puisse considérer toutes les cohortes comme approximalivement
gaussiennes tout au long de leur développement.,

Soit une cohorte F_,:‘ gaussienne ayant au temps ¢ = 0 une position moyenne i;.;:{ﬂl],
un écart type T i (0) et contenant une population totale A ;.-;‘I[[]:I. La distribution de
population de cette cohorte est done donnée par

Ap(0) —(z — m;;;.l[ll]}?
———exp —
V2o (0) 202, (0)

q

A;.;J k(x,0) =
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ot puisque la convolution d'une Gaussienne par une autre Gaussienne est également une

Gaunssienne, la solution de 'équation de diffusion en utilisant cette condition initiale

deviendra
i Apr(t) —(x — Tpx(t))?
Ane(r.) = (A (0) » AD) ) = 5o (58 (3.17)
i v

La cohorte reste done gaussienne tout au long de sa propagation «normales dans la
dimension x et les quantités fl,.-;:l[f]li if-':»;}[f} ot a,.r[i} sont toutes calculées en section
(3.1.3). Si la cohorte initiale Fy est gaussienne, il reste & s'assurer que cette forme soit
conserviee lors de la production des cohortes filles pour pouvoir athirmer que toutes les

cohortes sont gaussiennes.

On considere le cas on les individus possedent tous les memes paramétres peu im-
porte la cohorte a laguelle ils appartiennent et pen importe x. Soit A, (r, t) la fonetion
de distribution de la cohorte mére dont les individus traversant le seuil @, produisent
une cohorte fille de distribution Az, ) grace a la relation entre les flux

Pp(0, 1) = Fepy (., 1)

Clect entraine divectement
Af(x,t) = BAL(x + 2, 1)

puisque les denx cohortes répondent & la meme équation de diffusion avee les mémes
paramétres et la forme de la Ganssienne est done conservée, 4 un facteur multiplicatif
A pres. On pent considérer une nonvelle «condition initiale» pour cette cohorte fille

comme etant

Ar(@,0) = BAn(z + 30 t7) = —2ml)_goa?/tamt o)
2o (1)
ol t* est I'instant on la moyenne de la cohorte mére traverse la valear senil &, et respec-
tant done &y, (1) = .. Cette nonvelle condition initiale peut étre utilisée dans I'équation
(3.17) pour connaitre I'évolution future de cette cohorte ganssienne qui produira & son
Lour des cohortes filles également gaussiennes, Cependant, ceci n'est généralement. plus
vrai lorsque les parameétres varient en fonction de .

On considire Pexemple d'un eas oit la valeur seuil @, détermine un point on les
paramétres du systéme changent subitement de fagon & ce qu'a gauche de cette valear
([0, z.]) 1a mortalité soit je,(t), la vitesse v, (t) et le coefficient de diffusion D,(f) et qu'a
droite (Jr.,00]) on ait pg(t), va(t) et Dy(t). La distribution de cette cohorte Apx(x, f)
pent. étre obtenue grace aux fonctions A, (x, t) et Ay(x, 1) définissant la distributions
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sur chacan de ces intervalles
A, ) six e |0, 2,
Api(r, t) = ol t) _ 0,
! Ag(z, t) sz € |z,

Un tel «interfaces' peu par exemple survenir lorsque les individus possédent des stages

de développement. bien définis.

Soit d’abord un cas pi,(t) = palt), Dy(t) = Dy(t) = 0 et on le ratio vy(t)/v,(t) = &

esl constant, On choisi

Aglz,t) = ﬂ el —dg(1))2/(2a)

Vera,

¢ e % g
Aalz, H - _.-";,;E_j € (e —alt)*/(20)
[

la premiere de ces relations étant en accord avee le comportement de Ape associé et la
o
seconde ¢tant un Ansatz i vérifier. Le flux traversant interface est donnée par

ﬁﬁ';.-lt:{;c,., t) = vy (1) Ay(ze, t)
et la conservation des individus demande v () A, (2., 1) = vg() Ayl x., 1), done

T"r.r{”-“}'iﬂ“} wo—dg(t))?)(202) _ ffd_(jt}flr![ :'{J--iu;,.._u-_,r{:]}l’;{%5] . (3.18)
v 2may v 2ray

Puisqu’a instant #* (défini par 7,(1*) = x.) la moitié des individus ont traversés I'in-
terface en ., on demande que Ty(t*) = x, ainsi que Ay (t*) = Ay(t*). Ceci apporte
directement

!
Ty(t) = e + / vyt )t
r‘
! I
rall) = x, +/ va(tdt' = . + / KU, (t)dt' =z + ( ) — )R
* i

+

ainsi que

Agll) = A (1" ) exp (— /"f ;i,r[.f.’}lfif)
Au0) = Adyesp (= [ altar) = Aeyenn (= [ mterar ) = 4,00

gqui, introduits dans (3.18), donne

v (£} A, (t —(w. — Zg(t))? q(t)Ay(t) — ke x, — 2,(1))*
t!\[j;{_ﬁ;}i ] exp ( I Qﬂ;;q'{ :I ) - fi_ CX] (—_:zgj_{‘? )

oo () = e ()

B¢ terme est choisi par analogie avee Uinterface entre deux milieux optiques différents.
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ce qui lixe o4 = ko, et vérifie 'Ansatz. La nature gaussienne d'une cohorte est done
conservée a4 un interface entre deux milienx sans diffusion, de méme mortalité et dont
les vitesses different par une certaine quantité constante mais son écart type sera altéré
par le ratio des deux vitesses différentes.

Maintenant, si le ratio des vitesses x varie dans le temps et est par exemple plus
élevé pour ¢ < £* et change brusquement vers une valeur inférieur & ¢ = * pour ensuite
conserver cette valeur, la cohorte observée dans le second milien prend la forme de deux
demi Gaussiennes accolées, la moitié gauche ayant un écart type inférieur a celui de la
moitié droite. Toute variation de & dans le temps a pour effet d’éliminer le caractére
ganssien de la cohorte du second milien, mais certaines variations affectent plus que
d’autres, Si la variation de s & ¢ = £* décrite plus haut est infime, il peut étre justifiable
d’effectuer approximation que la cohorte résultante soit encore gaussienne. De la meme
fagom, si une forte variation de & survient lorsque la moyenne de la cohorte est irés
cloignée de 'interface (en unité d'écart type), la section de la Gaussienne qui sera
alfectée contient un trés faible nombre d'individus et leur impact peut parfois étre
négligé. Un critére plus spécifique serait de demander

oxp (—{3_.,, __.f-;y{tjjzz) vy(t) d (w,f(t})( <1 ¥ 1

202 ay dt \ vy(t)

g

1wyt ) wtime du te le sage (il Itiplié cla dérivée!", | [
on iy ]' Ty esh un estime du temps de passage gui, mulbiphe par la derivee™ ', lourni
un estimé de la variation de s an cours de ce passage. Des considérations semblables

peuvent étre obtenues pour g et 1.

3.2.3 Exemple ol une solution analytique compléte existe

Les modeles de cohortes sont beancoup plus contraignants que les modeles diffusifs
en ce qui oa trait aux parametres qu'on peut v utiliser. Ils ont cependant 'avantage
de parfois pouvoir etre solutionndés en partie on méme en totalité de facon analytioue,

‘ette section présente une solution analytique complete an cas présenté en section
(3.2.1) lorsque les paramétres sont constants dans le temps. Un exemple nécessitant
une salution semi-analytique est relégué i la section (4.4) et les détails nnmériques sont,
traités en annexe D,

On reprend le modéle présenté & la fin de la section (3.2.1). On a vu a la section
(4.2.2) que pour une cohorte initiale Fy possédant une distribution ganssienne dans sa

TCette formulation peut étre trop restrictive lorsque s varie peu antour d'une certaine moyenne
temporelle mais que les faibles variations se font selon un bruit haute fréguence contribuant fortement
i la dérivie,



Chapitre 3. Sur les délais IT 49

dimension r, toutes les autres cohortes d'un tel modele sont également gaussiennes si
les paramétres g, v et D sont fixes. Dans une telle situation, une cohorte F produite
(ajoutée en & = 0) a l'instant Lk contiendra une population totale

Apx(t) = Apx(tpx)e ) (3.19)
une position moyenne sur 'axe x de '
..ET;'-{I:{HI = '!}[f. - Itj";nkj

et un écart type

apx(t) = \/ni}r{t;.} )+ 2D(t — tpx)

On considére maintenant des senils @y, 29, x4, ... o0l il ¥ a production de nonveaux
individus. Ces senils sont uniformément espacés par un intervalle Az, a Pexception du
premier qui lui est situé a une distance Ax,, de lorigine
Z; = Az + (j — 1)Axy
. . k.k . .
Une cohorte F¥ produira des cohortes filles '!! e " anx instants oi sa moyenne traverse
les divers seuils

Ehyyr = J:F’:"{tl-i:"*””l} = -U{tf-'_lh:?”' - 't;.-r}

T Ag Ax
! Ahkg ] = f.f.-k “+ atl " m .y
Ford v v 9 . S

= tf";‘ + T+ {ky-l-l - IJTjr

oi on a défini les délais 1, = Awx, /v et 7, = Axyfv. Puisque tg, = 0, cette équation
de récurrence pent étre composée avec elle méme pour produire le temps de naissance
d'une cohorte ."'}:‘ quelconque

g

f-F‘;‘ = Tmf + Tp E["“‘j — 1)

i=1
olt k = [k, ks, ... k). Cette quantité peut étre utilisée dans la relation des flux (3.16)
pour géndérer 'équation de récurrence

Ah.:l':-:'grjl{t},;:':-rgnl} = !Mf--;{f,,ﬁ.fﬂn] = BApx(tpx) exp [—I-‘- (fi;,.;-r:r,i T EF;)]
= BAgg(tpx)etimt ko= tnl

et puisqu’an temps ¢ = 0 tous les individus sont de la cohorte Fy, A(0) = Ag,(0) permet
d’éerire la population de chaque cohorte au temps fpx qui lui est associé

A,?{t,,.g.‘] = A(0)39 exp (—_ut;?)
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En combinant cette relation i 'équation (3.19), on obtient une relation fort simple pour
la population de chaque cohorte en tout temps

.f‘l_..?rc(f]l = A(0) 37 M
On procede de la meme facon pour la variance

Tpmtart (o) = O (ttorn) = O ety ) + 2D et = try)

4.||I

ef. pour un écart type initial o,4(0) = o4, (0) on obtient

opx(t) = \fo3(0) + 2Di

La distribution d'une cohorte quelcongue devient done

Aoty — — AOPe (b))
" \/ﬂfrfrr,t{ﬂ}+21}t} 'I 23 (0) +2Dt)

et peut étre utilisée dans (3.15) pour connaitre la distribution compléte A(x, 1) de toutes
les cohortes. La population compléte A(t) en un temps donné est done donnée par

A(.-.}:[mmrnu / D Aplalit Z/ Aps (', t)da’

Jn ok Tk

Afye—ut I b= TG —Tp ? b ki —1)]w
Alt) = Q—Zﬁ"’nrf ( = ' "‘ ] J_)_
2 = V2(05(0) + 2Dt)

3.2.4 Comparaison des temps de calculs

La section (3.1.6) mentionne que les modeéles diffusifs offrent la possibilité de traiter
le développement des individus (ainsi que des maladies les atfligeant) dans autant de di-
mensions d'état qu'il en est nécessaire. Cependant, obtenir une solution numérique pour
un systéme d'équations différentielles partielles (tel que ceux produits par les modiles
diffusifs) nécessite normalement N'utilisation dune «grilles possédant antant de dimen-
sioms que le systeme a de dimensions d'état, Si chacune des d dimensions nécessite d'étre
diserétisée en N noeuds pour que la précision numérique obtenue soit acceptable, il fau-
dra typiquement. une grille de N points pour solutionner numériquement. le probléme.
Cette quantité peut rapidement devenir tres élevée,

Tous les éléments d'une telle grille ne sont pas toujours aussi importants les uns
que les autres. De par la fagon dont ils sont congus, les modéles diffusifs introduits en
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section (3.1) ont souvent tendance & avoir comme solution des populations concentrées
dans des zones plus ou moins tubulaires (hypertubulaires) a 'intérieur de cette grille
multidimensionnelle. Dans de tels eas, le nombre de points vraiment utiles i la solution
de I'équation est de ordre de Np plutot que N, Un modéle Monte Carlo comme ceux
introduits en section (2.2) peut profiter d’une telle géométrie pour produire des caleuls
plus rapides.

Les modéles de cohortes, lorsqu'il peat étre ntilisé, profite lui aussi de cette géométrie
particulitre. En fait, de par le fait qu'il s'agit d une structure apparaissant naturellement.
dans le systéme, les cohortes correspondent souvent au choix optimal de groupement
des individus qui aurait été, dans le cas d'un modele Monte Carlo, effectué plus on
moins aléatoirement. De plus, on profite également de la connaissance de la solution
analytique ou semi analytique de chague cohorte.

Cependant, ces avantages s'estompent lorsque le nombre de cohortes présentes dans
le systéme devient du méme ordre que le nombre de groupes qui aurait été nécessaire o
un maodéle Monte Carlo, ou encore & la taille de la grille N utilisée pour une solution
aux éléments (on différences) finis, La somme (3.15), qui a été jusqu'ici considérée
infinie, doit étre tronguée pour pouvoir étre éventuellement utilisable numériquement.
Si jamais plus de k. cohortes ne découlent de la méme cohorte mére, les g sommes
sur les éléments du vecteur k de 'équation (3.15) peuvent étre effectucdes jusqu'a Ky
plutot que oc. De plus, puisque la simulation est d'une durée limitée dans le temps,
certaines générations ne verront jamais le jour au cours de cette période, ce qui permet
également de tronquer la somme sur les générations g. Il reste maintenant a vérifier si le
nombre de cohortes restantes est suffisamment. petit pour justifier l'emploi d'un modéle
de cohortes'™,

L'élaboration théorique et les justifications de ce chapitre sont incomplétes et des
efforts futurs sont nécessaires afin de combler ces manques, Néanmoins, des commen-
taires additionnels sont tout de méme donnés en sections (4.4) et en annexe D pour des
applications particuliéres au virus du Nil Occidental, permettant de mieux percevoir les
avantages et faiblesses d'une telle approche.

BPEour le cas d’une reproduction s'effectuant sur une base annuelle comme cela est traité dans la note
(14} de la section (3.2.1), le nombre de cohortes erait lindairement avee la durde de la simalation. Ce

nombre est considérablement moindre que pour une structure en sarbres comme celle traitée jusqu'ici.
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Application au virus du Nil
Occidental

Jusqu'iel, plusieurs alternatives différentes de modélisation d'un systéme épidémio-
logigue ont été explorées d'un point de vae théorigue mais aucune application bien
tangible n'a été explorée. Cette section a pour but de remédier 4 ce manque et de pla-
cer dans un contexte réaliste les méthodes introduites précédemment afin de modéliser
la transmission d'une maladie infectiense : le virus du Nil Occidental (VNO), On pré-
sente d'abord un bref apergu de la situation naturelle 4 modéliser puis développe un
madele compartimental, un modele diffusif et un modéle de cohortes congus dans le
but de représenter le mieux possible cette situation. Des résultats sont présentés pour
le premier et le dernier de ces modéles, le second n'ayant pas été implanté sous une

version informatioue complite.

4.1 Situation A modéliser et contraintes

Malgré le fait que plusicurs similarités puissent lier différentes situations biologiques,
les détails spécifiques de chacune d'entre elles les rendent unigues. Cette section a pour
bt de présenter une courte description de la situation naturelle & modéliser ainsi que
certaines contraintes que l'on doit tenter de respecter. On doit toujours conserver ces
prémisses en tete lors de U'éeriture et de Ianalyse des modéles présentés en sections

(4.2), (4.3) et (4.4).
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4.1.1 Le virus du Nil occidental au Québec

Le virus du Nil Oceidental a été pour la premiere fois repéré en Amérique du Nord
en 1999 [9]. La population aviaire a été identifiée comme étant le principal hote de la
maladie mais cette derniérs se transmet rarement directement d'un oisean & autre.
Les moustiques jonent le role de veeteurs @ ils s'exposent au virus lorsqu'ils piquent un
oisean infecté puis retransmettent [a maladie lors dune pigire ultérienre 4 un oisean
sain. Les mammiferes, y compris les huomains, sont platot des hotes accidentels dans la
propagation de la maladie et ne semblent pas jouer un role important dans la dynamique
de la maladie.

Les moustiques Culex pipiens pipiens sont au Quebee d'importants vecteurs de la
maladie. Leur cyele de vie est relativement rapide et le renouvellement de lear po-
pulation ne peut pas etre négligé au cours d'un été. Seules les femelles piquent et ce
uniquement dans le but de pondre des ceafs. Ces ceufs sont regroupés en radeanx i la
surface d'étendus d'ean relativement stagnante : mares de tonte sorte en milien rural,
puisards et fossés en milien urbain. Les larves issues de ces cenfs prennent un certain
temps, fonction des conditions environnantes, pour se développer puis éventuellement
émerger et passer an stade adulte. Lorsqu'ils sont exposés a la maladie au cours d'une
piqire, un certain temps d’'incubation est nécessaire avant que ces adultes ne deviennent
infectionx, La durée de cette période d'incubation dépend fortement des conditions en-
vironnantes (notamment de la température) et on soupconne que ceci eil un impact
considérable sur la dynamiqgue épidémiologique. La transmission de la maladie d'une
femelle infectée vers sa descendance (transmission verticale) est possible mais trés rare
(de l'ordre d’une chance sur mille}. Les moustiques infectienx eux meémes semblent etre
ancunement affectés par la maladie si ce n'est du fait qu'ils puissent la transmettre lors

d"une pigire ultérieure.

De leur coté, les oiseanx peuvent etre fortement affectés par la maladie, particulie-
rement les corvidés. Chez les corneilles Corvus brachyrhynchos, la mort s’ensuit géné-
ralement apres aussi pen que trois jours. Par contre, lear eyele de vie «naturels est
beaucoup plus lent que celui des moustiques et en absence de maladie, lenr population

est approximativement constante an cours de la saison estivale.

Alors que les moustiques ont un rayon d’action de ordre du kilométre, les olseanx se
déplacent sur des distances considérables et risquent done d’avoir un impact important
sur la propagation géographique de la maladie. Ces déplacements peuvent également
etre responsables de lintroduction de la maladie dans le systeme au printemps via
larrivée d’oiseaux provenant du sud.
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Des moustiques infectés peuvent également se trouver parmi les adultes survivants
a I'hiver via la transmission verticale. En effet, les larves femelles qui passent a 'état
adulte lorsque la photopériode est inférieure 14.25 heures de lnminosité par jour (ce qui
survient autour du 12 aout dans la grande région de Montréal) sont en état de diapause
et ne tentent pas de se reproduire mais plutot de se préparer i survivre i 'hiver |EJ], Or,
puisque les femelles ne piquent que dans un but de reproduction et que les femelles qui
ne sont pas en diapause ne survivent pas i I'hiver, les moustiques présents au printemps
n'ont jamais piqué. Ils ne peuvent done étre infectés que g'ils ont hérité de la maladie
de leur mére par transmission verticale.

Dans tous les modeles qui suivront, on choisit de ne modéliser que des moustigues
ayant un cycle de vie comparable & celui venant d'étre déerit (celui de Culex pepiens pi-
piens) puisqu’ils semblent eétre les principaux vecteurs de cette maladie dans le contexte
Cuébécois'. On considére également un certain nombre d’espices d'oiseaux hote, cer-
taines plus affectées que d’autres par la maladie, et néglige I'impact des antres animanx
sur la maladie (mais les considere tout de méme comme cible pour les pigures des mous-
tiques). On ne cherche pas non plus i directement modéliser le nombre de cas humains
mais plutat a évaluer le nombre de moustiques infectés pour ensuite en estimer le risque
qui en découle.

4.1.2 Requétes particulieres pour le projet VNO-MAGS

Le projet VNO-MAGS vise a4 concevoir un logiciel permettant de simuler la pro-
pagation do virus do Nil occidental dans le sud do Québee, On demande entre antre
a ce logiciel de pouvoir tenir compte des conditions météorologiques et de permettre
dos interventions hamaines comme application de larvicides tout en s’exécutant sul-
fisamment rapidement pour que Matilisateur puisse considérer plusieurs scénarios pos-
sibles en un temps raisonnable. On sounhaite concevoir un modele épidémiologique de
base effectuant la pestion locale des populations d’oiseaux et de moustiques alors que
la propagation spatiale des oiseaux hotes est gérée par un systeme de géosimulations
multi-agents (MAGS?) qui ne fait pas l'objet du présent document.

En plus des effets climatiques, le modele épidémiologique de base doit pouvoir tenir

compte de leffet de I'utilisation de larvicides comme le méthopréne. Ce larvicide a la

I est tres difficile de distinguer Culer pipiens pipiens de Culer vestuans lorsqu'ils sont i 'éat
adulte et pour cette raison, plusieurs articles regroupent ces deux especes dans la méme classe lors de
lenr analyse. Néanmoins, leur eyele de vie est comparable et il semble en étre de méme pour ce gui est
de leur aptitude & transmetire la maladie.,

2eMulti-apent geo-simulations.
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particularité de ne pas immeédiatement tuer les larves mais plutot de les empeéecher de
passer a l'état adulte. Les larves affectées poursuivent done leur processus de maturation
ef, linstant de 'émergence vemi, meurent.

Le modéle doit également pouvoir prendre en considération le phénomeéene de «lessi-
vages”. Ce phénoméne particulier aux milienx urbains survient lorsque de fortes pluies
créent d'importantes turbulences dans les puisards et les vident de leur contenu, entrai-
nant par le fait méme les larves de moustiques qui pouvaient s’y trouver mais également
le larvicide qu’on aurait pu y avoir placé.

Finalement, on sonhaite que le modole soit suffisamment «légers pour que son im-
plantation numérique s'exécute rapidement et n'exige pas trop de ressources (mémaoire
vive). Il ne faut pas oublier que des centaines de copies de ce modéle auront a s'exécuter
simultanément de facon a représenter chacune des municipalités régionales de compté
(MRC) et ce, en méme temps que toute l'infrastructure MAGS.

4.2 Modele compartimental pour VNO

L'élaboration d'un modéle compartimental (introduit au chapitre 1) est normale-
ment la premiére alternative sélectionnée lors de la modélisation d'un nouvean systéme
epidémiologique, et souvent la derniere, La grande force d'un tel modele réside dans sa
simplicité, antant dans la conception que dans U'analyse, mais des faiblesses majeures
découlent également de cette simplicité. On élabore ici un modéle compartimental pour
la situation présentée en section (4.1) puis on obtient certains résultats analytiques en
plus de quelques solutions numérigues. On discute ensuite les résultats obtenus et on
les compare entre autre i ceux d'un modéle semblable introduit dans la référence [28),

4.2.1 Elaboration du modéle

On mentionne en section (4.1.1) qu'un modéle épidémiologique pour le virus du Nil
occidental doit minimalement tenir compte de population d’oiseaux et de moustiques,
les seconds nécessitant également un traitement de leur processus reproductif. On uti-
lisera les compartiments Suj, Tpj, fg; et X pour représenter les oiseanx hotes de
P'espéce j respectivement susceptibles (non infeetés mais pouvant éventuellement. le de-
venir), infectés, guéris (ainsi que maintenant immunisés i la maladie) et morts (cumulés

FAussi connu sous le terme «fAushs.
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depuis le début de la saison). Du coté des vecteurs, on se limite & une seule espece de
monstiques” et utilisera les compartiments Sy, Eyy et 1y pour les moustiques adultes
femelles” respectivement susceptibles, exposés (en période d'incubation) et infectieux
(non affectés par la maladie mais pouvant la transmettre aux hotes). On utilise éga-
lement. le compartiment fy, pour tenir le compte des moustigques en état de diapause
ne participant ni & la reproduction, ni & la transmission de la maladie (puisqu’ils ne
piquent pas). A ceci on ajoute le compartiment Ly pour les larves de moustiques fe-
melles pour lesquelles on néglige toute possibilité d'infection. Ceei est justifié par le fait
que la transmission verticale est trés improbable®.

Afin de simplifier I'écriture, s'il y a nf" especes différentes d'oiseanx hote, on définit
le nombre total d'oiseanx susceptibles Sp(t), infectés Ig(t), guéris Ka(t) et morts X (t)
ainsi que le nombre total Ny;(t) d'oiseaux de l'espece g et le grand total Ng(t) toutes
espices confondues

Sult) = Z Suilt) Iglt) = Z Tui(t) Rg(t) = Z Rui(t) Xg(t) = z Xi;(t)
i=1 =1 i=1 =1

N:i;'(f} = Spy(t) + fn;,{ﬂ + Rgilt) + Xp;(t)

NH (f] — HH I[f} + fu {f:l + RH {ﬂ + Xn {ﬂ - Z *MH;;{”

i=1

Les moustiques femelles adultes produisent des larves femelles & un taux 7 (tenant
compte du ratio des sexes). Ces larves émergent i un taux de maturation m et une
fraction i € [0, 1] (normalement dépendante du temps) de ces nouveaux adultes sont
initialement susceptibles, le reste (i.e. 1 —g) étant en état de diapanse. Lors d'une piquire
sur un oisean infecté, un moustique susceptible a une probabilité iy, de devenir exposé
et ces derniers effectuent le passage vers les infectieux a un taux k. De plus, les larves
meurent i un tanx de mortalité gy, alors que les adultes périssent plutot a un taux iy,

100 peut aisément généraliser ce modele A plus d'une espéce de moustiques en procédant de la
méme fagon gque pour les oiseaux hotes,

"Le nombre de males n'est pas directement modélisé mais poisque le ratio des sexes est tris pris de
1/2 et que les taux de mortalité sont semblables d'un sexe & Maotre, on sait qu'il doit y avoir autant
de males que de femelles.

iLes observations semblent montrer que la transmission verticale survient une fois sur mille. Les
elfets de ce genre de transmission sont done fort probablement trés faibles an cours de la saison mais
penvent possiblement. étre importants pour Pintroduction de la maladie en début de saison @ puisque
les moustiques survivants & hiver n'ont jamais pigqué, la transmission verticale est le seul type de
transmission pouvant potentiellement les rendre infections.
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peu importe leur état dinfection”. On ne tient aucun compte du nombre de moustiques
morts,

Du coté des oiseanx, un individu susceptible de P'espéce hote j qui est pigué par
un moustique infecté a une probabilité i5; de devenir infecté. Ces oiseaux infectés
puérissent de la maladie (et gagnent par le fait méme 'immunité contre des infections
futures) & un taux r; s'ils survivent au tawx de mortalité jp;. Les compartiments X g;
tiennent le compte du nombre d'oiseaux morts de la maladie puisqu'il s'agit d'une
observable biologique intéressante. On néglige toute mortalité pour les oiseaux sains
(i.e. susceptibles et guéris).

[l reste maintenant & connaitre le nombre de pigires effectuées par des moustiques
susceptibles sur des oiseanx infectés et celles effectuées par des moustiques infectés
sur des oiseanx sains. Les moustiques adultes effectuent des pigires & un taux p et

* wpj. Cependant,

choisissent de piquer 'espéce d'oisean hote j avec une préférence
les oiseanx hotes ne sont pas les seuls animaux pouvant etre pris pour cible par les
moustiques et on définit done une préférence pour une espéce 9 autre que les oiseanx
hites wp; dont la population est donnée par Np;. S'il y a nf)™ espéces différentes d'autres
animaux, le nombre de piqures par jour faites par des moustiques susceptibles sur des

oiseanx hotes infectés (toutes espices confondues) est done donné par

PO () z wigj L () )
o a=v o pSul(ta(t)
L g No(t) + Nu(t)

H”
Z W{]jN{]jiE} + Z WIJ'_-;'NBJ [ij
j=1 i=l

et le nombre de pigires par jour faites par des moustigues infectés sur des oiseanx hotes
infectés de Nespece § est donné par

Pl (£)Sp;(1) __ Plu(t)S,(t)
L ' No(t) + Ng(t)
Z wa;Noj(t) + an;Nfij{f}
j=1 =1

"Il peut arriver que cette mortalité soit différente pour les moustiques en &at de diapause. Cepen-
dant, on utilise el g comme avcune information n'a ¢ trouvée & ce sujet,

SLa préférence why est définie de fagon & ce que si Pon place le méme nombre d'individus des
eapices koot [ en présence de moustiques ef que wge mounstiques piguent des individos de Vespéee &,
en moyenne wpp moustiques pigqueront des individus de Vespice [ Cotte quantité est définie & ane
constante multiplicative prés mais peut étre fixée en choisissant une espéce i comme référence et en

imposant W = 1.
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ol on o déling

nAg™ niy” [
Nolt) = Z wo;No;(t)  Np(t) = Z[—'-"HjNHj“} Iy(t) = Z wiila;(t)
i=l i=1 =l
Le systeme d'équations différentielles complet peat maintenant étre écrit
dSy; _ _iHjPWHjIM-SH_j_
dt No + Ng
i g ipinw i Se;
2= m~r ckuticlog rilpj — ppilp;
di No + Ng
dﬂ.”j
kel R S0
it 3 8i
dX g;
B _ undas
dt Hougd g
d Ll
rﬂ” = 0(Sy + Exg + Tng) —mLpy — py Ly (4.1)
HESM = 'ir‘]-rnf M— 1"'&”’3};;;{ — iy C:"M
di No + Ng '

Ay ) 'JMPSML:
dt No + Ng

—kEy = palbiy

dl
T = ":E - 'lr
= fbing — piadn
d i
r:!fM = (1 —=n)mbLy — pakiny

Ces 5+ 4n'y" équations différentielles ordinaires peuvent étre solutionnées numériqgue-
ment grice, par exemple, & un algorithme de type Runge-Kutta i pas adaptatif. Des
résultats analytiques peuvent également étre obtenus a 'aide des méthodes utilisées en
section (1.2).

4.2.2 Résultats

Il est difficile d’obtenir des informations biologiques permettant de calibrer les mul-
tiples paramétres affectant la dynamique des différentes espieces d'oiseanx. Pour cette
raison et afin de simplifier 'analyse du systeme, on limite ici le systéme (4.1) a une seule
espece d'oiseaux (3" = 1). Dans un tel cas, l'indice j de ces équations devient inutile
et ne sera done pas explicité. De plus, la quantité N, = Np/wg est définie afin de
simplifier I"écriture du systéme. On utilise ici = 1 ¥ ¢ et n'utilise pas le compartiment
Ry puisque 'on ne souhaite pas s'attarder sur les effets de la diapause pour l'instant.
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Comme les modéles compartimentanx se prétent bien a l'analyse, certains résultats
analytiques peuvent etre obtenus relativement aisément pour ce systéme. La section
(A1) présente une méthode systématique d’analyse de stabilité telle que celle effectude
en section (1.2.2) et cette technique est utilisée sur le aystéme (4.1) (simplifié pour
" = 1) i la section (A.2).

L'an des résultats qui y est obtenu mentionne que lorsque les paramétres dua sys-
téme respectent fm < (m + pp)pa, les populations de moustiques (larves et adultes)
décroissent exponentiellernent vers une valeur nulle et 'espéce est done vouée i Pex-
tinction. Pour la valeur critique Gm = (m + pg)pa, les populations des larves et des
adultes {Ap(t) = Sp(t) + FEp(£) + Iyy(f)) tendent exponentiellement vers une certaine

aleur d’équilibre telle que le ratio de la premiere sur la seconde respecte la relation
Lpr[Ap = pea/m. Enfin, les populations de larves et d’adultes eroissent exponentielle-
ment vers Uinfini lorsque [$m > (m + jeg)pa. Dans tous les cas, le ratio Ly /Ay tend
Vers

Lar  pta —m = g 4/ (m A+ pg + pea)® + 4(8m — (m o+ jg)pea)
Ay 2m

(1.2)

La section (A.2) nous informe également que lorsque l'on considére Ay comme un
parametre imposé au systéme (par opposition & une variable dynamique faisant partie
du systeme), la condition

PrhinSpiy Ay

= ——— = fialr + )k + pia) (4.3)
(Nt + Sp)? ’

est nécessaire a ce que Uintroduction de la maladie dans le systéme méne & une épidémie.
Cette information peat également étre obtenue an moyen du nombre de reproduction
Hy de la maladie

Ry = (4.4)

(N§ + Si)2palk + pwa)(r + pig)

obtenue en section [A.3).

Les figures (4.1) & (4.6) présentent des solutions numériques aux équations (4.1)
utilisant les paramétres du tableaun (4.1). On observe d’abord les populations de mous-
tiques en 'absence de maladies pour trois différentes valeurs du parametre [ entrainant
des comportements qualitativement différents (fgures (4.1), (4.2) et (4.4)) avant de se

“La valeur donnée an paramétre p dans le tablean (4.1) ne posséde pas de correspondance directe
dans le tableau 1 de [28]. Cependant, la note ® au bas du tableau 1 de [28] mentionne que ce modile
considére que les moustiques effectuent une pigiire tous les trois jours, d'on p = 1/3.
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G0

Tab. 4.1: Valeurs utilisées pour les divers paramétres du modile compartimental, Les valeurs
suivante sont toutes directement tirées du tableau 1 de [28] et correspondent aux valeurs qui ont été
utilisées dans cet article pour un modéle trés semblable & celui présenté ici.

Paramiétre  Signification Valeur
iy Probabilité d'infection d'un oiseau lorsque piqué par un moustique infectiousx, .88
i Probabilitd d'exposition d un moustigue lorsquil pigue un cisean infectd, 0,16
i Taux de pigire des moustiques adultes®, 1/3
m Tanx de matoration des larves de moustigques. (.05
k Tanx de transfert des moustigues exposts aee monstiques infectiens. (0, 1006
T Taux de mortalité des moustiques adultes, 0.029
[ Taux de mortalité des larves de moustiques. 1.191
1ye] Taux de mortalité des oiseaux infectés. 0,143
T Taux de puérison des olseanx inti.a{:téﬁ.___ (1
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Fig. 4.1: Populations de moustiques du modile compartimental pour 7 = (1.1 (sous le seuil). Le
modeéle compartimental caractérisé par les équations (4.1) et les paramétres du tableau (4.1) est utilisé
dans une situation sans maladie. On présente |'évolution des populations de moustiques a I'état larvaire
et & I'état adulte au cours de la période transitoire (respectivement (a) et (c]) ainsi qu'a plus long
terme ((b) et (d)). On trace également la valeur du ratio larves/adultes {[&)) ainsi que le plan de phase
du systeme ((f)). Les lignes noires en hachuré de ces deux derniers graphiques représentent le ratio
larves/adultes prédit & long terme par 'équation (4.2). Les conditions initiales (cercles) déterminent
la couleur (ratio Las/Aar) et le trait pointillé ou plein {population 2500 ou S000).
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Fig. 4.2: Populations de moustiques du modéle compartimental pour 7 — (.537 (seuil critique).
Voir texte descriptif de la figure (4.1).
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Fig. 4.3: Populations de moustiques du modéle compartimental pour [ — (L5 (au dessus du

seuil). Voir texte descriptif de la figure (4.1).
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Fig. 4.4: Populations du modéle compartimental en présence de la maladie pour iy — 0.5
(sous le seuil). On utilise comme conditions initiales V(1) = 1000 ciseaux au total dont 10, 25 et
50 d'entre eux sont initialement infectés (courbes respectivement bleues, rouges et vertes). On utilise
les paramétres N} = Ng(0){1 —0.27)/0.27 {courbes pleines) et N = 0 (courbes hachurées) de fagon
a ce que respectivement 279 et 100% des pigiires soient initialement faites sur les oiseaux hites.
Dans le demier cas (N, = 0), on utilise p = 0.27/3 = 0.09 plutét que 1/3 afin qu'une seule et méme
population de moustiques adultes (initialement tous susceptibles) puisse satisfaire I'équation (4.4)
pour |la valeur de My imposée. Enfin, l'utilisation de la valeur critique 3 = (L5347 ainsi gue d'un nombre
de larves (non montrées sur cette figure) donné par (4.2) permet que les populations de moustigues
restent les mémes tout au long de la simulation.
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Fig. 4.5: Populations du modéle compartimental en présence de la maladie pour i, — 1.0
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(seuil critique). Voir texte descriptif de la figure (4.4),
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Fig. 4.6: Populations du modéle compartimental en présence de la maladie pour Ity = 2.0 (au
dessus du seuil). Voir texte descriptif de la figure (4.4).
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concentrer sur la dynamique de la maladie dans les trois différents régimes épidémio-
logiques gouvernés par la valeur de Ry lorsque les populations de moustiques sont a
I'équilibre (figures (4.4), (4.5) et (4.6)). Pour chacun de ces trois cas, on utilise deux
différents choix de parameétres entrainant la méme valeur de Hy pour une méme po-
pulation de moustiques, soit N{, = Ng(0)(1 —0.27)/0.27 avec p = 1/3 (courbe pleine)
ol ."'LT, = 0 avec p = 0.27/3 = 0.09 (courbe hachurée). Les différents résultats sont
commentés a la section suivante,

4.2.3 Commentaires

Les résultats analytiques obtenus en section (A.2) sont en accord avec les simulations
numeériques de la section (4.4.2). Ainsi, les figures (4.1), (4.2) et (4.3) montrent que
les populations de moustiques présentent une periode transitoire pendant laquelle le
ratio Ly /Any tends vers la valeur prédite par Péquation (4.2). Pour ce qui est du
comportement a long terme, il v a extinction de Uespéce lorsque Gm < (i + pp)pea
(fgure (4.1)), atteinte d'un état d*équilibre pour Gm = (m + jig)pea (figure (4.2)) et
croissance exponenticlle de la population pour #m > (m + pp)pa (figure (4.3)). Dans
la situation naturelle, cette croissance est limitée vers la fin de la saison alors que les
températures moins clémentes ralentissent 'évolution des individos et que le phénoméne
de diapause entre en jen (diminution de n). D’autres limitations peuvent survenir si la
densité des individus devient trop élevée et que le milien n'a pas la capacité nécessaire
pour entretenir une telle population. Dans ce cas, ajout d'un terme logistique aux
équations différenticlles gouvernant le systéme serait i considérer.

On peut constater que pour les paramétres utilisés, la population des larves est
inférieure & celle des adultes une fois I'équilibre de leur ratio atteint. Or, il s’avére
que dans la situation naturelle, la population des larves soil. (pendant presque toute la
saison) supérieure a celle des adultes. On pourrait bien entendu corriger cette situation
en utilisant des parametres différents de ceux du tableaun (4.1) afin que I'équation (4.2)
produise un ratio Ly /Ay = 1. Cependant, les effets (concernant U'impact de plus
d'un fHux quittant un compartiment) présentés en section (1.3.4) (plus précisément
les résultats (1.16) et (1.17)) doivent également étre considérés. FEn effet, puisque les
paramétres du tableau (4.1) prévoient qu'un temps 7, = 1/m = 14.7 est nécessaire
pour que les larves puissent passer a I'état adulte (ppr, = 17.5 3 0), la fraction
générée par ce modéle compartimental des nouvelles larves qui atteindront un jour le
stade adulte est de 0.054 alors que le «traitement correct» mentionné en section (1.3.4)
prévoit plutot 2,47 = 1075, soit une différence de plus de 6 ordres de grandeur.

Malgré l'importance de l'erreur cansée par ce phénomene, cette situation n'a ancun
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impact sur la dynamique de la maladie. Alors que le paramétre m du tableau (4.1) a
été choisi (dans [28]) de fagon & correspondre & des observations biologiques voulant
que le temps nécessaire pour qu'il y ait maturation soit de 14.7 jours, le paramétre
jep, quant i Iui est obtenu en émposant (toujours dans [28]) qu'une fraction 0.054 des
nouvelles larves atteignent un jour U'état adulte. Le modéle représente done bien la
quantité de larves sortant duo compartiment Ly, par rapport a celle qui v entre mais
le tanux de mortalité utilisé ne sera pas représentatif de celul gque 'on devrait obtenir
lors d'une observation biologique et il en est de meme pour la valeur de la population
des larves (donc pour le ratio Ly /Ay ). Le modéle donne ainsi la fansse impression
d’étre mécaniste et semble permettre de prédire gy, a partir de "émergence (on encore
de déterminer le ratio Ly /Ay ) alors qu'il n’en est rien. Si 'on est intéressé par le cas
ot les populations de moustiques sont fixes (on impose Apr () = constante), un modele
alternatif ne donnant pas de telles fausses impressions peut étre obtenu en remplacant

les équations de la dynamique des moustiques par
B Ll =
ivp Snln

”I-.S‘_ﬂ_f

—— 1 | F 15'
i Jia g No+ Nu HaAD M
1Ey  ingp Syl :

E L] = —'1” M_, - ﬁ'f_‘:m - JI-AEM
i No + Ng

dIh.f

dt

(on1 on a supposé que tout adulte mort est immédiatement remplacé) et en conservant

= kEy — paly

les équations du systeme (4.1) relatives anx popunlations d’oiseanx.

En présence de maladie, 'équation (4.4) prédit correctement qu'il y a extinetion de
la maladie ainsi qu'un nombre limité d’oiseaux morts pour un nombre de reproduction
Ry < 1 (Rgure (4.4)) et que la situation devient épidémique lorsque [y > 1 (figure (4.6)).
Pour la situation critique 2y = 1 (figure (4.5)), le sort i long terme de la population
est différent si Pon utilise N} = Ng(0)(1 — 0.27)/0.27 avec p = 1/3 (conrbe pleine) on
si l'on choisi plutot !CTJ = 0 avec p = 0.27/3 = 0.09 {courbe hachurée), deux choix de
paraméetres entrainant. pourtant la méme valear de iy, [l faut cependant se rappeler que
le nombre de reproduction [y découle d'une analyse linéaire autour du point d’équilibre
sans maladie et que cette simple analyse ne permet pas de se prononcer dans un tel cas
non hyperboligue. On peut tout de meme constater que la distinetion entre les courbes
pleines et hachurées sont moindres pour des nombres d'infections initiales inférieurs et
que les populations d'infectés restent relativement stables pendant un certain temps, les
populations d'oiseaux susceptibles décroissant de facon linéaire pluton qu'exponentielle

sur cette période.

Le choix du parametre N = Ng(0)(1 — 0.27)/0.27 correspond & une situation on
initialement 27% des pigiires des moustigues sont effectuées sur des oiseaux de I'espece



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 69

considérée (les 73% restants étant fait sur les autres especes, celles contribuant i N)
et 'isage de p = 1/3 découle de la considération gu'une piqure est effectuée tous
les trois jours par les moustiques femelles. Dans le second cas (correspondant a celui
représenté par le modéle introduit dans [28]), on suppose une population nulle d’autres
cibles J"l_-ft"] = 0 (toutes les piqures des moustiques sont donc effectuées sur les oiseaux
de I'espice considérée) et ajuste le parametre p de fagon a ce qu'initialement un meme
nombre de pigiires soit effectué sur chacun des individus de Pespece considérée, Malgré
le fait que ces deux situations soient similaires lorsque le systeme est dans le voisinage
de I'éguilibre sans maladie, il n'en est pas de meéme lorsque la maladie devient plus
présente. Ainsi, dans le cas extréme on il ne reste plus qu'un seul oiseau de 'espéce
considérée, le second choix de paramétres prévoit que loules les pigures des moustiques
seront effectuées sur ce dernier individu alors que le premier prévoit une redistribution
des piqures a travers toutes les espéces mises en cause.

L'une des conclusions de la référence [28] est qu'une intervention permettant de di-
minuer la population des moustiques devrait «améliorers la situation épidémiologique
(diminuer ) alors qu'une autre visant a diminuer la population des oiseanx serait né-
faste (angmentation de fg). [l s’avere que les considérations venant d'étre apportées sur
le role de Nl’, affectent ce dernier résultat. L'équation (4.4) permet d'éerire la condition
Ry < 1 (nécessaires & ce que la situation sans maladie soit un équilibre stable) sous la
forme

Sjg P JH.A[T 4 ”H}[k -+ ,H_-‘.:'
(N, + Sn)? P kiging Anr

Sous cette forme, il est clair qu'un controle de la maladie par Uentremise des populations
d’oiseaux doit avoir comme but de réduire la quantité S /( N/, +5S5)*. Or, cette quantité

possede un maximum en Sp = N/, puisque sa dérivée est nulle en ce point
AT
o o

sg=ny, (No+Np)

il ( Sp )
dSs \ (N[, + Sg)*
et que sa dérivée seconde y est négative

_ 22Ny - Np) <0
Sn=N, (No + No)! 8(No )

o ( S,ri_____)

dSy \ (NI, + Sp)*
Ainsi, pour des Sp = ﬁl’l’,. une petite réduction de la population d’hotes Sp ne fait
qu'angmenter la quantité Sg/ {ﬁf;} + 85)? et «aggraves la situation, en accord avec les
résultats de [28]. A Topposé, si Sp < ﬁa’; 5, une diminution de population d’hotes Sy
entraine une diminution de .?H,:"{a"':l';} + Sp)? et aide done au controle de la maladie.,

Cette méthode est d'autant plus efficace que Sy est inférieur & N, puisque la dérivée
1 l iR |
(}if:; — Si)/ {ﬁ:‘;} + Sg)* sera plus grande. Dans le cas ol 27% des piqgires sont faites
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sur les oiseanx hotes, Nj = 2.7TNg(0) et P'on se tronve done dans la seconde™ de ces

situations, une conclusion allant i 'encontre de celle de [28].

Il est mentionné au chapitre 1 que les parametres d'un tel modile compartimental
peuvent. etre directement rendus fonction du temps sans considérations additionnelles
(par opposition i un modeéle 4 équations différentielles &4 délais par exemple). On pour-
rait. done tenter de trouver des fonctions du temps et des conditions environnantes
permettant d’obtenir des valeurs pour chacun des parameétres du tableau (4.1) et ainsi
espérer obtenir une dynamique réaliste permettant de prévoir les populations de mous-
tiques et 'état d'infection des moustiques et oiseanx tout au long dun été, Cependant,
les choses ne sont pas aussi simples.

En effet, on a déja mentionné que les apparences mécanistes du modéle en ce qui a
trait aux prédictions des populations de moustiques a l'aide de leur eycle de reproduc-
tion étaient. trompeuses. Méme si ce n'était pas du phénoméne traité en section (1.3.4),
il restera toujours le probléeme gu'un modeéle compartimental de ce type ne conserve au-
cune mémaoire de son état antérieur et ne peut done pas correctement gérer les délais. Au
mienx, on pourrait abtenir une croissance exponentielle (avec une modulation due anx
conditions ambiantes) de la population an cours de I'été suivie d'une décroissance due
aux conditions ambiantes défavorables ainsi qu’an phénomene de diapause. Cependant,
la situation biologique [5, 6] est plus complexe et présente entre autre des oscillations
plus ou moins cycliques dans les populations de moustiques, oscillations découlant de
la présence de délais dans le systéme (e.g. temps pris par une larve pour devenir adulte,

temps entre les pontes des adultes).

De plus, des problemes peuvent également survenir du point de vue de la maladie.
Malgré le fait que les effets mentionnés en (1.3.4) peuvent étre considérés négligeables'!
pour le passage de Eyy 4 [y avee les parametres du tablean (4.1), les réalisations tempo-
relles générées par le modéle seront tout de meéme faussées par son mauvais traitement
des délais et on risque de surestimer 'importance de l'infection.

WOn n'allague pas ici quil en est de méme pour la situation biologique mais plutot que les resultats
de (28] sont inconsistants avee les paramétres qui v sont utilisés, Pour déterminer on se place une
situation naturelle, il faut considérer toutes les espéces § pouvant servir d’hote & ln maladie ainsi
que leurs coeflicients gy et iy respectils, Meme si plus de 50% des pigiives sont effectudes sur des
hites potentiels, il se peut que réduaire ln population des espéces d'hotes possédant des coefficients de
transmizsion plus élevés permette de réduire [y,

MAver py = 0029 et 7 = 1k = 943, le modile compartimental prévoit que TA.5% des individus
exposts clfectuent dventuellament le passapge vors Iétat adulte alors qu'un traitement scorvects do délai
apporte 76.1%, deux valeurs comparables. Il est & noter que ces paramétres sont remis en question
A l'annexe B et que dans cortaines conditions (e.g. température basse), la différence entre les deux
résultats peat devenir importante,
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[l est tout de méme possible d'utiliser le résultat (4.4) & des fins de prédictions en
remplagant chacun des parametres y entrant par une fonction du temps et des conditions
ambiantes donnant lenr valeur tout an cours de U'écé. Puisque 'on ne peut pas utiliser
le modéle pour prédire adéquatement les populations d'adultes, on considére également
cette population comme un parametre que 'on fixe an meilleur de notre connaissance
ide la situation actuelle ou en utilisant les données d'anndes antérieures. On obtient ainsi
une valeur de i 4 tout instant an cours de 'été et on peut qualiier une situation comme
«i risques si cette valeur demeure supérienre a 1 pendant une «longue périodes.

Dans le cadre du projet VNO-MAGS, une telle procédure n'est cependant pas jugée
satisfaisante pnisque 'on souhaite estimer la population des moustigues en considérant
I'impact des interventions humaines pouvant étre prises en plus de U'effet des conditions
environnementales. Clest pourquol la section suivante s'attarde & la conception d'un
modéle méeaniste traitant correctement les différents délais mis en cause et permettant
de tenir compte des divers effets mentionnés, On devra également revoir les différents
parametres du systéme puisque ceux du tablean (4.1) sont jugés inadéquats pour la
situation québécoise. Co dernier point est discuté a Fannexe E.

4.3 Modele diffusif pour VNO

Plusicurs auteurs utilisent des modeles comportant des chaines de compartiments
dans le but de pouvoir utiliser des parametres vitaux différents o divers stages de déve-
loppement. 11 s'avere cependant. que Pusage de chaines de compartiments a également
'avantage de pouvoir mieux tenir compte des délais qu'un modele compartimental clas-
sique mais que le nombre de compartiments utilisés ne soit pas un choix aussi arbitraire
qu'il ne pourrait le paraitre & premiére vuae (section (2.3)). L'élaboration d'un modéle
diffusif permet de se libérer de ces considérations lors de sa conception et de reporter
ces choix au moment ou on souhaite Uimplanter.

4.3.1 Elaboration du modéle

On considére gqu’il est important de tenir compte des délais de temps de matura-
tion des larves de moustiques, do eyele de pigire el de pontes doculs par les adalles
aingl que d'incubation de la maladie chez les moustiques exposcs et on utilise done
des modeles diffusifs pour modéliser les populations de moustiques. Toutefois, on consi-
dere que Pincubation et la mortalité/guérison des oiseaux se produit sur des échelles de
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temps suflisamment mpi(lnﬁ” pour que Uon puisse conserver des modeles compartimen-
taux (modéle diffusif de dimension zéro). Cette approche est utilisée afin de simplifier
I'intégration de ce modéle (ou plutot du modéle de cohortes équivalent) a l'ontil VNO-
MAGS (dont il est fait mention en section (4.1.2)) tout en tenant correctement compte
des délais jugés importants.

Les oiseaux susceptibles Sp, infectés I'g, guéris g et morts X g ainsi que les mous-
tiques en diapause Hy; sont représentés par des compartiments répondants globalement
i la méme dynamique que cenx de la section (4.2). La dimension d'état x, caractérise le
niveau de développement des larves Lyy alors que x4 représente I'évolution du processus
de pigure/ponte des adultes susceptibles Sy, exposés Ey; et infectés [, De plus, Fyy
posséde une dimension additionnelle y4 tenant compte de Uincubation de la maladie.
Le systéme d'équations différentielles (totales et partielles) prend la forme

dSp; _ ip;weiY¥aBSE;
dt No + Npg
iy ipjwsanSe;
£°8j _ 'BjWBjYMBIE] rilp; — npilp;
ot No + Ng
il fl‘.,r;.-
2 — 1yl
I!’.L!{ g
?”J = Jnjlp;
i1l ps AL i¥) HLM
=D, o, ML
it Dz, s V. iy, Hil (4.5)
45 S a5
=D — = oy —— — 1,8
i I
OBy PE, 32y DBy Dy
— D el _ L, ———— — IR E
ot M ggr T T ey o gy, HABM
Oy 21y Ol
OM _p, TM g M T
i R “"145‘:::,.-, FALM
.r;.'RM
dr = Py — fally

et est complété par les transferts entre les compartiments diffusifs et la «pression d’in-

P1ne corneille Corvus brachyrhymchos infectée survie environ trois jours alors que les délais affectant
les moustiques sont tons de Vordre des dizaines de journdes.
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Développemant des larves
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Fig. 4.7: Modéle diffusif pour VNO. Les oiseaux susceptibles Sp, infectés [, guéris [y et morts
X ainsi que les moustiques en diapause 1y, sont représentés par des compartiments répondants
globalement & la méme dynamique que ceux de la section (4.2), Les larves de moustiques Ly, les
moustiques susceptibles Syy ainsi que les moustiques infectieux [y sont représentés par des modeles
diffusifs unidimensionnels alors que la dynamigue des moustiques exposés Fyy est gouvernée par un mo-
dale diffusif bidimensionnel. Les larves se développent jusqu'h ce qu'elles aient accumulé suffisamment
de degrés-jours pour émerger 3 I'état adulte (fléche bleu foncé pour le passage vers les susceptibles,
fleche grise pour le passage vers ceux en état de diapause). Les nouveaux adultes prennent un certain
temps avant leur repas de sang puis produisent des ceufs afin de les pondre (oviposition, fleche verte)
et ce cycle se répéte jusqu'a leur mort. Lorsgqu’un moustigue adulte pigue un oiseau infecté, il a une
certaine probabilité de devenir exposé [fléches mauves). Son cycle pigiire/pontes n'est pas affecté par
la maladie mais cette derniére se développe jusqu'a la fin de la période d'incubation o il devient
infectieux (fléches rouges). Le cycle de reproduction n'est toujours pas interrompu mais un oiseau
susceptible piqué par un moustique infectieux a une certaine probabilité de devenir infecté [fleche bleu

pile).

3

=V
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fection™» sur les oiseaux g

dra(0,t) = ﬁz Pans(zPome 1) (vert) (4.6a)
" ylilrlll:.
Pamle t) = dgplz, t) + [ dparale u tdy' + by, t) (4.6L)
iy

dan(0,t) = n(t)dpar(z™ " t) (bleu foneé)  (4.Gc)
drar(t) = (1 = nt))dpas(x" 1) (gris) (4.6d)

g, ivls " .
rj:;.,-,-.,-.y{:;'}h','[u} = m alaf™ — e, t) (mauve) (4.6e)
jﬂ-ffq‘i sie o

Cpen = (1o el ) ey 4,61
G (] € t) No + N P () €1} (4.61)
Prale,t) = dpnyler, et t) {rouge) (4.6g)
Pap = Zﬁbmr(:i?riq ). (bleu pale)  (4.6h)

Les noms de conleurs fout référence aux Hoches de la figure (4.7) résumant de fagon
graphique ce modele diffusif. Les multiples quantités introduites dans les équations (4.5)

el (4.6) sont expliquées dans la suite de cette section.

Les larves La se propagent dans la dimension xp jusqu’a ce qu'elles atteignent le
seuil eritique d’émergence 7™ on elles deviennent des moustiques adultes susceptibles
Sar (fraction 1) ou en diapanse /ity (fraction 1 — n). Les équations (4.6G¢) et (4.6c)
expriment ces conditions aux frontiéres en utilisant la notation ¢gu (e, t) pour le flux
an temps §d’adultes susceptibles Sy, traversant le point x4 = @, ¢rae(t) pour le Hux de
nouveaux adultes en état de diapause entrants an temps ¢ dans Ry ainsi que ¢pag(r, 1)
pour le flux au temps t de larves Ly, traversant le point =, = =

Les moustiques adultes actifs, peu importe leur état d'infection (donc Sy, Fy et
'IML produisent A nouveanx oaouls (n-.prﬁm-.ntﬁ ici par le début du compartiment L;w]
chacun lorsqu’ils traversent les points critiques de ponte x4 = P L'équation (4.6a)
permet. de prendre compte de ce phénomeéne. On explicite la quantité ¢ (x, 1), néces-
saire 4 la derniére relation, grace i la relation (4.6b) ol on a définit gy (2, y, t) le Hux
a l'instant ¢ d'adultes exposés Ky s’écoulant dans la direction x4 au point ol £y = =
el yq = y ainsi que gparla, ) le flux an temps ¢ dadultes infectés Iy traversant le point
14 = r. L'intégrale est utilisée pour connaitre le Hux total d’adultes exposés traversant

Lpronbe
m

la limite 4 = pen importe lear état d'incubation y, € [{],;!,rm‘”“'].

—

HCette quantité joue le meme role que le terme plyy de Péquation (4.1).
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Les adultes actifs effectuent un repas de sang (piqire) i chaque fois qu'ils traversent
I'un des points x4 = =™ et si un adulte susceptibles Sy pique un oiseau infecté
lors de I'une de ces piqulna, il & une probabilité i de devenir exposé. En définissant
Grary(r,y.t) le flux i Vinstant § d’adultes exposés [y s'écoulant dans la direction ya
au point ol £4 = r et y4 = y et en réutilisant les I3, No et Ny définis en section (4.2.1),
le flux de nouveaux adultes exposés en chacun des /v
Cependant, ces individus maintenant exposés doivent etre retirés du compartiment Sy

est donné par I'équation (4.6e).

d’'on ils originent et ce rale est joué par I'éguation (4.6f). La quantité e, définie comme
positive et infiniment petite, est utilisée dans le but d'observer ce qui se produit tout
juste avant ou aprés la position critique'? J:fiq'.

L'équation (4.6g) est utilisée pour tenir compte du fait que les adultes exposés
deviennent infecticux lorsqu'ils traversent le senil y4 = y™™"™. Ils poursuivent ensuite
toujours lear progression en x4 de la-meme fagon que le font les moustiques susceptibles
el exposés puisque la maladie ne les affecte pas directement. Cependant, les oiseaux
piqués par ces moustiques infectienx ont une probabilite ig de devenir infectés et la
quantité ¥y définie en équation (4.6h) est nécessaire pour compléter (4.5).

On suppose que la maturation des larves et l'ineubation de la maladie chez les adultes
exposis sont. gouvernés par un processus d'accumunlation de degrés-jours au dessus dune
certaine température (tel gqu'expligué en section (3.1.4)) et utilise done les vitesses

(Tuuu{” — ‘T:f'![mr,]

Uy, [.f} = T émer. H{T:;ﬂu{f:l - rff"o"'}
(Tuclt) ~ 1)
Uy (1) = == T inenb, H(Tyr(t) — T;")

dépendantes de la température du milieu dans lequel se trouvent les individus, soit la
température de 'ean T, pour les larves et la température de 'air T, pour les adultes.
Lorsque P'on choisi 9™ = 41" = 1, ces vitesses impliquent qu'une nouvelle larve
doit cumuler T degrés-jours au dessus de la température seuil T pour émerger
et quun individu infecté nécessite 7" degrés-jours cumulés au dessus de 72" pour
devenir infectienx. Pour 'évolution du processus de piqure/ponte des adultes, on utilise

la vitesse
flff{ﬁrllt-h, |ai¢|-{t]|]| gi e [L} .rlliq.[
L/ (2P (t)) si TE U [ IIHJZIIII.!' rriq_[

{ mr“] T '|m||t.:-'}
ET[JUILLL‘
5 €

Up,(Z,1) = 4 (4.7)

m o TFI!

H(Ty(t) = TP™) i ('_“j i gponte

MLe systéme est discontinu aux points =", On peut percevoir la situation comme si les deux cotés
de cette discontinuité dtaient des compartiments diffusifs bien distinets.



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 76

discontinue!™ le long de U'axe 4. Si P'on définit ;rqu' ={—1/2et 28" = m, il [aut donc

lire pi- gvant qu'un adulte nouvellement émergé effectue sa premiere pigire,

un temps T
un moustique venant de piguer doit cumuler TP degrés-jours au dessus de TP pour
pouvoir pondre et un adulte venant de pondre nécessite un temps 779 avant d’effectuer
la prochaine pigire. La forme exacte que doivent prendre les différents coeflicients de
diffusion pour représenter le mieux possible la situation du VNO au Québec est encore
inconnue comme aucune information biologique pertinente n’a pu étre obtenne i ce
sujet. On considére tout de meme que D, est discontinu dans la dimension x4 aux
meéme endroits que v, alors que Dy et Dy, sont continus,

Pour la diapause, on utilise la fonction

P — t:!inp.
n(t) = é (1 — tanh (TdT)) (4.8)

passant de 1 a 0 autour de Uinstant #49, Malgré le fait que cette fonction ne vaut
jamais vraiment 1 ou 0, la transition s'effectue principalement sur Uintervalle [#1#P —

gl pdiap o disp ] of st done approximativement de durée 279

4.3.2 Commentaires

Aucune information permettant de connaitre les valeurs i utiliser pour les coefficients
de diffusion Dy, Dy et £y, n'a été trouvée dans la littérature. Pour fixer D), par
exemple, on aurait non seulement besoin du temps moyen pris par les larves pour
passer a 'état adulte mais également de 'écart type de la distribution autour de cette
valeur de délai. L'obtention de cette quantité ne demande pas beaucoup plus sur le
plan expérimental'® et il se peut que les expérimentatenrs jugent inutile d’inclure ce
type de valeurs lorsqu'ils publient des informations sur les délais biologiques mis en
cause puisque les modeles conventionnels ne permettent pas de les considérer de toute
facon. '

Le choix d 'utiliser un modéle compartimental classique pour gouverner la dynamigue
des olseaux peut apporter des problémes lorsque pg; et r; sont tout deux simultanément
non nuls. Bien entendu, de tels taux soumettent le compartiment [g; aux effets discutés
en section {1.3.4) mais cela ne s'arrete pas la. On ne peut pas simplement utiliser

I5La dimension T4 peut étre percue comme une succession de compartiments diffusifs distinets i l'in-
terieur desguels la vitesse 1y, (1) est constante, Cette perspective est compatible avee colle mentionnée
a ln note (14}

W] pst nécessaire d'obtenir une gquantité du genre pour connaitre Verrear commise sur la valeur
moyenne donnée,
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l'inverse du temps moyen nécessaire a ce gqu'un individu meurt ou guérisse mais on doit
épalement considérer quelle fraction de la population subira I'un de ces sorts plutot que
I'antre @ que signifie Vaffirmation que des individus meurent 5 jours apres infection
mais qu'ils prennent 12 jours a s’en rétablic? Si une fraction g; des individus vont
éventuellement survivre i la maladie, le meilleur choix de pig; et r; permis par le modéle
actuel pour que les bonnes populations se retrouvent éventuellement dans Xpg; et Rp;
est de considérer le temps moyen 7, passé par les individus dans le compartiment
Iy, puis de fixer pg; = (1 — g;)/71p; et v; = g;/Tip;. Si les délais mis en cause sont
triss différents I'un de "antre, une alternative possible serait de remplacer les équations
gouvernant les populations d’oiseaux du systéme (4.5) par

S o tpiwWeitnpSn;
it Jnllr(; + .IWH
dl ijf i injwpi A S E; ¥
—==(1- .fij]' = = — [tij "'H_f
dt No + Ng
dlg, _ | inonYusSe;
dt - No + Ny s
dhip; B
At ilnBj
dX g3 X
T il

on I ﬁj sont des oiseaux infectés gqui vont éventuellement mourir et [ ;'Jf} sont ceux qui
en guériront. Dans une telle situation, les tanx pg; et r; portent leur signification
habituelle.

Anenne version informatigue compléte de ce modéle n'a é6é implantée dans le
contexte des travaux reliés a ce mémoire. Quelques expériences préliminaires ont tout de
meme été réalisées sur des compartiments diffusifs unidimensionnels (systeéme larves/adultes
sans maladie) en utilisant un algorithme de type Crank-Nicholson (différences finies)
ou encore en profitant du lien étroit entre la convolution et la solution de 'équation de
diffusion pour solutionner le systéme en plusieurs pas avec Palgorithme de transformée
de Fourier rapide («Fast Fourier Transforms, FFT). Ces avenues n'ont pas ¢été explo-
ries avee suflisamment de détails pour produire iei des résultats quantitatifs sipnificatifs
mais certains commentaires qualitatifs généraux sont tout de méme donnés.

La présence dun coefficient de diffusion non nul aide a stabiliser autant I'algorithme
Crank-Nicholson que celui basé sur la FF'T. En effet, ces deux algorithmes ont tendance
i étre instables prés des discontinuités de la fonction (hautes fréquences) lorsqu'il y
a absence de diffusion (transport pur). Ces derniers cas (sans diffusion) seraient pro-
bablement mieux traités par une approche s'apparentant plus a celles utilisées pour
des équations différenticlles 4 délal ou encore en utilisant une interpolation par spline
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cubique (ou similaire) que 'on «déplaces i la vitesse souhaitée.

Les principanx problémes rencontrés cheg les deny alporithimes sont. tous lids d ap-
plication des conditions aux frontiéres. Pour ce qui est de Palgorithme Crank-Nicholson,
le probleme se pose dans 'implantation de conditions «réfléchissantess a la ditfusion a
I'ine des extrémités (la gauche) des compartiments (L et A) et dans le décompte des
individus quittant I par diffusion ou traversant les seuils de A de la méme facon et ce,
tout en gérant les divers Hux entre les compartiments découlant de la partie «trans-
port» de 'équation, Un probléme plus intrinséque survient pour 'algorithme utilisant
la FF'T. En effet, lorsque 'on effectue une convolution en utilisant cette méthode, il faut
se rappeler que les conditions aux frontiéres sont périodiques et 'on doit éviter les «dé-
bordementss en utilisant des séquences plus longues que nécessaire dont les éléments
excedentaires contiennent des zéros («zero paddings ). Tout le traitement des conditions
aux frontiéres consiste alors & réinjecter an bon endroit et & chaque intervalle de temps
les individus ayant quitté les compartiments en débordant sur cette zone excédentaire
ot & choisir des intervalles de temps adéquats.

Une alternative plus simple consiste a profiter des observations de la section (2.3.2)
et de concevoir un modéle 4 chaines de compartiments équivalent au systeme diffusif
ctudié. Le concept de «chaines de compartiments peat également étre généralisé pour
représenter des modéles diffusifs & plusieurs dimensions et par exemple, le modile diffu-
sif bidimensionnel Fyy serait représenté par une «matrice de compartimentss. Dans un
tel cas, les conditions aux frontiéres s'averent triviales et l'implantation numérique en
devient aisée (le systeme résultant pouvant etre intégré grace a un algorithme de type
Runge-Kutta standard ou antre). L'un des désavantages d'une telle approche compa-
rativemnent a4 un «véritable» algorithme de solution de 'équation de diffusion réside
dans le fait qu’alors qu'il est possible d’obtenir une solution arbitrairement précise avec
ces derniers (e.g. convergence quadratique de Uerreur pour Crank-Nicholson), la préci-
sion de la méthode par analogie avec les chaines de compartiments est contrainte par la
valeur du coefficient de diffusion D (voir (2.3.2)) et dans le cas particulier ot D) = (), I'er-
reur diminue selon la racine du nombre de compartiments utilisés (convergence lente).
Néanmoins, erreur dont on parle ici est comimise sur la forme de la distribution (done
sur la distribution de délais mise en cause) plutot que directement sur les valeurs des
populations totales du modeéle épidémiologique et il faut également garder & esprit que
le modele diffusif apporte lni méme de telles approximations.

Si aucune version informatique compléte du modele diffusif venant d’étre introduit
n'a été implantée, un modéle de cohortes correspondant a tout de meme été produit.
La section suivante présente ce modéle.
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4.4 Modeéle de cohortes pour VINO

Le modéle diffusif est excessivement général et utile lors de I'élaboration d’un modéle
epidémiologique. Cependant, son implantation numeérique peut etre relativement. lente
d’exécution et une méthode semi analytique comme le modele de cohortes peut étre
une solution envisageable. Le modéle de cohortes permet également de visualiser et de
comprendre la structure interne des différentes géndrations d'individos composant une
population 1 ot le modéle diffusif les confond toutes.

4.4.1 Elaboration du modéle

Au printemps de chaque année, les survivants parmi les moustiques adultes Culex
pipiens piprens entrés en diapause a la fin de 'été précédent recommencent leurs ac-
tivités. Ils sont & ce moment les seuls représentants de leur espice et la population de
tout, I'été sera (au Québee) entibrement formée de trois'™ générations découlant de ces
individus. Cette situation se préte bien a 'utilisation du modéle de cohortes puisque
chaque adulte femelle pond rarement plus de trois fois au cours de sa vie et done, un
maximum de 40 cohortes'™ peuvent exister an cours de 'été. La démarche employée
dans cette section est done la suivante ; on gere la dynamique des diverses especes d’oi-
seanx hotes a Naide d'un modeéle compartimental ayant la méme forme que celui de la
section (4.3)

dSpj  ipjwetdymeSe;

dt No + Ng

dlp;  ipjwpPysSs;

Bj _ 'BjWBiVMBOBj riley — pgils;

dt No + Np
dRp; o T

= rilp;

il Y

A X i

di - Hr_fjfﬂj

puis on convertit en un modéele de cohortes le modéle diffusil gui v traite les populations
de moustiques.

A cette fin, le formalisme de la section (3.2) peut etre appliqué an modéle diffusif de
la section (4.3) pour permettre de connaitre I'état de la population de moustiques en

VI est possible gqu'une quatritme génération puisse survenir, apportant 4 121 le nombre total de
cohortes possibles,
WEn utilisant les paramétres de Vannexe B, environ la moitié de ces cohortes ne naitront pas avant

la fin de la saison (voir tablean (4.27).
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tout temps. Puisque les larves d'une meme cohorte F; sont indiscernables et soumises
aux memes conditions, on note simplement ces individus L Fk el il en est de meéme pour

les individus en diapause Rpx de la méme cohorte. Cependant, plus d’informations sont

ars,d

ars,
e les individus susceptibles, F_,,k ) les

I..k
” 'J v Fa N [ 1 23
exposes et [ "': les infectés dont la prochaine «actions sera d’effectuer la I-ieme piqgire

nécessaires chey les adultes actifs ot on note S

(«arss pour «avant repas de sang», les 1Ildw1dl]‘w ]mlu lesquels x4 € [0, J,”“‘ [sil=1o0u
Tq € [V si e N*\ {1}) ainsi que F,, " les individus susceptibles, Ef'"w o
les exposés et I9"™ les infectés dont la |:r:mhalnn «actions sera d'effectuer la m-idme

ponte («grav. s pmlr «gravidess, les individus pour lesquels x4 € [P 2P [) Lindice
inférieur h supplémentaire des exposés informe que les membres de cette cohorte ont été
exposés a la maladie lors de leur fi-itme piqiire. A I'exception des individus en diapause
pour lesquels on ne g'intéresse qu'a la population totale p::[:r.} de chague cohorte au
temps £, on suppose que les cohortes sont toutes gaussiennes (voir section (3.2.2)) et

respectent les relations

L px(t) (z — T, px(t))?
Liw(z,t) = ﬁ“—mq;: - i i (4.9)
’ zam,,h,,.-k{u 2oz, px(t))
f} [ _ulslh f\”g
wfra, | "'1 Fg
(g ) = — % SR e (4.10)
FE ,‘_ wr"«! I[f} { j:fik[t}}
qp:,l v, ,'rn“} {..E' —pj;r‘:‘ T f}}g
S-;;rlw m{ 1) = | " exp | — v {4”]
f'— grw t g “ [:1 }
|'|.'u|1 F“]I: Jt[ } ( -?'IJ-HPIHET}} {3}' o T;"l F"h ﬂ:[ ]Jz
F" hl[._!’ . ” TN . XP |- ars, ! h ‘
2702 ()0, e (1) 202 (0" 2(0y, ()
(4.12)
Jray. ml: a,y.t) = FI'?L m“ exp [ - {£ -f‘r;:-k.m(t}}j B {i— J/, ;.'-k hl:.i}}
k g rav. 1-1-: ‘
G 2m0 " (1) 0y 0 (1) g(ggj*;;;"[t]]* 20y (1)
(4.13)
lrﬂm!( ) {’I — !I: [t”z
Imﬂ!{h‘_l .f} — ___.‘." -—{'}}{I} - AF (414}
V2o (1) 2(05vn (1)
I:err :u{” (:l'; —il;':-’k”l{t]]ti
™, t) = —=— exp | - rav.m (112 | (4.16)
ty \.-"'r,?_:rra:mb.': (t) 2{{?24:;;&: “-”

Lorsque les tous les parametres de ces relations sont connus pour toutes les cohortes

F,f,‘ du systeme, on peut réobtenir les Ly, Sa, B, Iy et Ry de la section (4.3) a aide
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des relations

.Ll,,j l" P" ZL{"{J‘ 1"
‘h

q;l.ll: il: I ” ai [“ J,|JI"-| [U U [ rim"“ |nq
S,l,.;{ll". f»:J = Z {
ok | Spc M t) sioaE U[ pPid. gponte[
N ! =1

Bihaat) siowe 0ot Ot o

EM{.‘I’,]‘J, ” - Z 4
akoh 1:"'“” "(x,yt) si x€ U [,Lm gponte

LEHY 'I'H
e

Ff}:?“(:r:,.t] si @ e |0, rr.“” (W] U[ "“'"' :',’i"[

z,l!l-'r' ..ill- .- SRR |'||:'|Ill.[-‘
f} sl £ F U [JTH: iI]J.

m=1

el Py p est toujours donné par 'équation (4.6h). Il reste done A clairement définir les
distributions données par les équations (4.9) a (4.15) ainsi que les R'f'l'r‘“} pour que le
systeme soit complet.

On considére gque le moment of un événement se produit pour une cohorte J"r:‘
'instant ol la moyenne des individus de cette cohorte a traversé le seuil deéfinissant
cet événement et on définit ainsi les temps d'émergence rf""“- ';fﬂ'p

Fy gt

t s
de m-ieme ponte f'm“' et de h-ibme fin de période d'incubation a‘"““"" . Ces multiples

de l-ime pigire ¢

1

temps peuvent etre fum en utilisant les diverses vitesses ef mndltlmh anx frontiéres de

la section (4.3). Puisqu'une condition initiale est nécessaire, on débute avec la cohorte

19 a1.|.’il|||:~|'.
- Fa

Fy ayant survéen a 'hiver et reprenant ses activités an temps . Les divers temps

"hHien entendu, il ne s nmt pas 1 d'une dmergence : ces individus sont &4 état adulte depuis la fin
de V'été précédent. Copendant, tout comme les nouveaux adultes venant d’émerger du stade larvaire,
les adultes sortant de la période de diapause se trouvent an point =4 = 0 du compartiment Sy .
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doivent done respecter les conditions

i,

.[J-‘_rll‘lt}-:ql[ ]‘H ‘]_
e 2
FE
o - 1 .
|: ];ff == ¥ meN
t|:|iq. 2
¥
pla.
t]'-r.l-r i.:l.r}-![ :Hﬂ' — }_ WolEe N"l,l {].}
oute  * 2 _
rlr k=
I.:!q”h
./.'pg.h -.r,q[ ]fﬂ =1 ¥ he IN*
-
J'J-'!!;.J.
J:ﬁl...}.:-..
[ o (UM =1 ¥ geN
I"ﬂ:h."

@

ol le temps de naissance ‘;’L“‘” d'une cohorte I 'k est défini comme Vinstant of la cohorte
mere a pondu les ceufs de h{]l.i.l.'lh découle cette t.uhut te

naiss, _ gpaoniba - ¥
Rk kg kgl = t‘,..[-’-'l-*-'z ..... kgl V ogeN
5 g—1 Wy

el les vitesses r;f,‘;ff'f et v ont été définies pour simplifier 'écriture

] .

p(]) = Tt pa gy S =1

- Ti]|_“} sil =1
(Ta(t) — TPo)

VE™- (1) =

I?pcmm H (Tl-il'{ p‘_] T'I'anm]

Il est & noter que ces définitions sont en accord avec la définition de v, donnée en
équation (4.7).

On souhaite avoir la possibilité d'utiliser une condition initiale ol certains mous-

tiques adultes peuvent étre déja infectés sans toutefois qu'il ne puisse y avoir initialement

de moustiques exposés, On considere done que la cohorte Iy possede an temps Ef}ﬂ””
] * " [ Wy ow F | e

une distribution gaussienne de position I[lE]_}’l‘:IHll" .ET;‘:I{#]I = 0, d"écart type oy g, (15)

5 . . s 1 aps - 1
ainsi que de population susceptible S5 {t'f,"‘l"'" et infectée [ (£ ). Toujours en ap-

Iy
pliquant la méthode développée i la section (3.2) sur le :-&_'fbt&l]l(’. de la section (4.3), on



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 83

obtient 'expression des positions moyennes

t
p, px(t) = [ vy, (8 )elt’
N RS,
Iy

L ulhf £ :
amer i df sl F — |-
—nrs,] [ - J';'.:} { :]
EEL A jI“' T T S A
=
. ! '
A =m— g+ [
‘-k
1
?.Ir)'l,lff,ﬁ[f} :f ”].I,.q {fr}df 3
L I;:|:|_
F
des écarts types™
e E—
Uy (i";rh, il . (o } 2 1
Tk kgl (E) = - — ( uc” o ﬂujll:ui. ol ) +] 20, (t)dt!
iy (rmlm- .F-'.ral} Fady T """l'fT ..... kgl
(
.'IIH l[iq‘hl.lr J 2 @ ¢ J
\ ] [r;”""'] (HJ’;J k(ré"mr }) + Lémer. Hm f :]'df“ =i ||.r = ]
Ty ok
sl i
i) = 4
FA, Ilt‘{ }I :r‘; tl: lnz;ll“ o
,,—,*f—i— ';”“;: r"‘;j";‘; ] ) F [ 2D (1) s>
‘\ = .r“a ! A ' Iy B
\
J.,HW |
j.,ﬂl"." urr ”T'i _" TS, m rp:q } 4 + ! gm\r {#; Ny
{ }I »\ I'I-I"l-'l'" f:l:‘] a0 “‘ i Pl f
¥ :rrJ. f-'}.m
Upa ("E:JLI n) * '
) i ﬂ.rla,ﬂ Jic]. ;
G-I-'.-'L-f";r-h{”l o ars,fu £id ( aF¥ (f i h}) { /:I.q IJ"D;l,l'.ﬂ (ff}d#’
\ P a (:ln) ek

11 est & noter gque ces résultats (de méme que ceux des populations) sont obtenns dans Papproxima-
tion o les paramétres du systéme ot la forme des cohortes changent peu lors du passage des interfaces
par les diverses cohortes. Cette question est traitée en plus de détails en section (3.2.2),
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ainsi que des populations

s

Ty kgl
f'!'I'

)

.t
L ik, () = 0( :ﬂ*’:‘*”]ﬁ'fﬁ:‘h’h_” {;‘“I'EIE ;| ux]u(—] _;j.;‘l:f)dﬂf)
] i 1 : @ i

T, k v ]
?;(#'}}E )L ik [:t}!i:“") exp (— 'jﬁ';.'-i""" fha [t’]dt') sifl=1
o

Sm'eﬁ,]‘ .
"'3‘ {” o ,;ngnw.J 1§ gponte i . Nt g
. Shu {t‘”.-!‘-f ) exp —J}r:u;!-_l-fiﬂtt] t il > 1
Pl

o
S0 = (1= von(58,.)) i (08, ) exo | = [ palerar

o
. 0 sio l=h
E_:'U:h{” = grav. =1 7 ponte ol P par .
e Er-}.n (i{,}:t‘!__l] mcp(— IL.IJ:::’:ITL | jalt }ri;t) sio I=h
] sim < h
1] ~ofaTE, 111 . it ] f n ~
Efgﬁt‘d”{” — HJHAF (fllr.:‘lm] \5}‘# {fﬁ;m} H}E}'}(— L,;.;:m HA I::f ]df ) sim=h
E??;:‘[t',i?m] nxp(— —ﬂi;fi!' g A{t’]dtﬁ sim > h
-1
. | Yapwp(t) — 1 )
il A — ({‘.I‘f (._:__!_J_‘___...__ + 1| BYL
#O= 20\ oy ) ) P
, =1 A Hapkn(t) =1
J-J.:Inw.,m{t} . - erf o + 1 f'ﬁ?ﬂu:"‘(f}
i ; . ( (\*@f’m.r-;r.h“]' Fi
¢
Rex(t) = (1 - ;-,r{t'j,'.!'.r,‘“"']l) L [4'.?,'.}“""] ﬂxp(— [ ;Lﬂ(t’]df)
N r?;:.l:'r.

oi1 par(t) est la «pression d'infections» des moustiques par les oiseaux et est donnée
par

ivpIp

Y (t) = Mot No
i} i

L'annexe D explique comment la version informatique de ce modéle a été implantée.

4.4.2 Rdésultats

Puisque les parameéetres et conditions relatifs a la dynamique de la maladie sont plus
incertains, les résultats de cette section sont consacrés a la dynamique des populations de
moustiques en absence de maladie. A U'exception de /3, on utilise les parametres présenteés
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Tab. 4.2; Temps importants pour une réalisation du modéle de cohortes. Ces temps sont
produits par 'implantation numérique décrite en annexe D du modéle de cohortes introduit en section
(4.4.1) en utilisant les paramétres suggérés en annexe E (3 I'exception de /7, voir texte) ainsi que la
réalisation de températures présentée en figure (E.1). On limite & 3 le nombre de pontes par femelle
[nombre de cohortes filles par cohorte mére) et des 1 + 3 + 9 + 27 = 40 cohortes pouvant donc
potentiellement exister sur 4 générations, seulement 17 d'entre elles «ont le tempss de naitre avant
la fin de I'été. Les temps portant le symbole | découlent directement du choix plus ou moins arbitraire

_.mn..a...

Iy

= 140 mais I'impact sur les autres temps est faible pour des raisons mentionnées dans le texte.
Tous les temps sont en jours écoulés depuis le premier janvier a minuit.

index mére gq k nﬂm,_ﬁ. _..wu.“nm,.. ﬁ_m__ “w__“.."_,._.m __w__”.”u _,ﬁm._h
0 - 0 [ - 140/ 144! 167.0 178.2 189.2
1 0 I [1] 163.0 180.1 193.1 204.1 216.3 227.2
2 1 2 [1,1] 20,1 2214 225.4 244.5 284.2 -
3 2 3 [1,1,1] 240.5 278.0 282.0 - - -
1 2 3 (1,1,2] 280.2 - - - - -
5 1 2 1,2] 212.3 236.2 240.2 272.0 . -
6 5 3 [1,2,1] 268.0 - - - - -
7 1 2 [1,3] 223.2 240.6 253.6 - - .
L 1] 1 12] 174.2 196.5 20005 210.9 224.9 244.2
9 8 2 (2,1 206.9 229.1 233.1 249.7 - -
10 9 3 [2,1,1] 245.7 290.8 294.8 - - -
11 R 2 2,2] 220.9 246.5 250.5 - - -
12 8 2 2,3 2400.2 277.5 281.5 - - -
13 0 1 4] 185.2 206,2 210.2 224.5 244.1 2840
14 13 2 [3,1] 220.5 241,00 250.0 - - -
15 13 2 3, 2] 240.1 277.2 281.2 - = =
16 13 2 [3, 3] 280.0 - - - - -
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Fig. 4.8: Représentation graphique du tableau (4.2). On présente les instants de naissance (@),
d'émergence ( m ), de piglires ( % ) et de pontes ( & ) de chacune des cohortes du tableau (4.2) indexées
de 00 & 16. On présente également l'instant auquel aurait eu lieu la quatrieme ponte (w) si un tel
événement avait été permis. Les cohortes représentées par la méme couleur sont des cohortes sceurs
{provenant de la méme cohorte mére),

F 1I 1.1
le.'l F,II 1.2
F11 F21,2 F31.2,1

1,3
F,

2 22

FEI F'I' 2
3 3.2

F, 2

Fig. 4.9: Arbre généalogique pour une réalisation du modéle de cohortes. On présente le lien
entre les diverses cohortes présentes dans le tableau [4.2). Les couleurs utilisées sont les mémes qu'en
figure (4.8) (des cohortes sceurs sont représentées par la méme couleur).
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Tab. 4.3: Comparaison des délais générés par le modéle de cohortes 4 des observations bio-
logiques. On compare certains délais (colonnes A) générés par le modéle de cohortes utilisant les
mémes paramétres qu'au tableau (4.2) 3 ceux observés par Madder et. al [16] dans le sud de I'On-
tario (conditions météorologiques différentes). Seuls les premigres cohortes de chaque génération sont
observées et la cohorte Fd“‘]"'” n'apparait pas dans le modiéle de cohortes, Les stages embryon-
naires, larvaires et pupaires sont tous regroupés sous le nom «développement agquatiques (une date
intermédiaire d'éclosion des ceufs est fournie dans [16]). Le temps portant le symbole | est soumis
3 la méme critique qu'au tableau (4.2} et les délais munis d'un § sont directement imposés par le
modéle/ protocole, autant pour le modéle de cohertes que pour les observations biologiques tirées de
[16].

e Muoddéle de cohortes Madder et al. [16]
4 Evénements . . . .
mols  jour t A mols jour t A

0 Fin de diapause et repas de HJ'I.I.'II'.'; {Fa) b 23 1441 b 1 | o
Développement ovarien 149 18
Oviposition (F]') 6 11163 5 19 140
Développement aguatigque 26 23
Emurgﬂm‘:! des adultes T T 189 G 11 163
Activitds svant repas de sang 41 it
Repas de sang T 11 193 fi 15 (Ni
Développement ovarien T f

2 Oviposition (F"") 7 18 200 6 24 176
Développement agquatique 21 13
Elilllrg{‘.llt‘.i‘. des adultes ] L] 221 T T 189
Activités avant repas de sang 4 4
Repas de sang o] 12 P T 11 193
Développement ovarien 16 ]

3 Oviposition (F{""") 8 98 21 7 16 198
Développement agquatigque 37 12
Emergence des adultes 10 14 278 T 28 200
Activités avant repas de sang 4} 44
Repas de sang 10 B 282 & | 214
Développement ovarien G

4 Oviposition (FI""") 8 T 220
Ditveloppement. aquatique 12
I-i'fmurgr:umn des adultes b 1% 2312
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M
=
2
F
o
(b) Progression du eyele gonotrophique des cohortes adultes (position 4).
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i) Progression de ln maturation des eohortes i Uétat lacvaire (position @, ).

Fig. 4.10: Progression de 74 et ¥, pour les différentes cohortes. On réutilise les paramétres et
conditions du tableau (4.2) pour générer les positions moyennes & 4 et &'y, de chacune des cohortes. La
figure (a) rappelle la température de ['air (courbe verte) et de 'eau (courbe bleue) présentées en figure
(E.1) ainsi que les seuil T (trait bleu hachuré) et TPO™® (trait vert hachuré) au dessus desquels
on cumule les degrés jours respectivement pour le processus d'émergence des larves et de ponte de
nouveaux ceufs. La fonction n déterminant la fraction des nouveaux adultes émergés 4 un instant £ qui
ne sont pas dans un état de diapause est représentée par la courbe rouge continue (échelle de droite).
La figure (b) présente la progression de la position moyenne ¥ 4 des cohortes adultes alors que la figure
() présente celle des larves ©;. Les couleurs utilisées pour représenter les diverses cohortes sont les
mémes qu'en figure (4.8). Les traits pleins horizontaux rouges et bleus de la figure (b) représentent
respectivement les seuils de piqlre ' et de ponte xP"®. Certaines courbes se superposent.
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(a) Population des cohortes adultes,
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(b} Population des cohortes & U'état larvaire,

BO00—— — . r i : . '

(¢) Population totale des adultes,
20000 (i T I T T T I
15000
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{d) Population totale des larves,

89

Fig. 4.11: Populations des cohortes et populations totales. Les figures (a) et (b) présentent
la population des cohortes respectivement adultes et 3 I'état larvaire. Les couleurs utilisées sont les
mémes qu'en figure (4.8) et les traits hachurés représentent des individus en état de diapause. Les figure
[c) et {d) présentent les populations totales (noir) ainsi que la contribution de chacune des cohortes
(couleurs) aux populations respectivement d'adultes et de larves. Ces derniéres populations sont les
wobservables biologigues» obtenues en ne considérant que les individus dans l'intervalle z 4 € |0, 00|

pour les adultes et ;& [0, 1] pour les larves (avec o4 = 1/2 et oy, = 1/5, voir texte).
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(b) Population totale des larves.

Fig. 4.12: Populations totales pour différents paramétres. Les courbes noires (prés des axes
des abscisses) des figures (a) et (b) reproduisent respectivement les résultats des figures 4.11(c) et
4.11(d). Les autres courbes représentent les mémes quantités mais pour des paramétres différents. Les
individus en diapause sont représentés par des pointillés,
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Fig. 4.13: Distributions des individus dans x4 et r;. Distributions des larves dans I'espace 1,
((a), (c),(e) et (g)) et des adultes dans I'espace x4 ((b), (d). (f) et (h)) aux temps t = 140 ((a) et
(b)), t = 165 ((c) et (d)), t = 190 ((e) et (f)) et t = 215 ((g) et (h)). Les courbes noires présentent
les populations totales alors que celles de couleurs (méme légende qu'en figure (4.8)) montrent la
contribution de chacune des cohortes. Les lignes verticale rouges et bleues des figures (b), (d), (f) et
(h) indigquent respectivement les seuils de piglire =" et de ponte rfe™e.
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en annexe E ainsi que 'exemple des températures d'air et d’ean qui est fourni dans ce
meme annexe (reproduit en figure (4.10{a))) dans le but de prévoir les populations
des monstiques (larves et d’adultes) tout an long d'un été si leur population initiale
comporte 1000 adultes femelle (et autant de males).

On utilise 4 = 20/2 = 10 plutdt que la valeur de 100/2 = 50 suggérée en annexe B
pour une simple raison de visibilité, En effet, les populations des cohortes de troisieme
générations sont tellement élevées lorsque 'on utilise @ = 50 (voir figure (4.12]) que
I'on ne peut plus distinguer celles des génération antérieures. On peut reproduire |'effet
d"un [ eing fois supérieur en multipliant par 5 la contribution des cohortes de génération
g =1, par 25 celle des g = 2 et par 125 celle des g = 3.

Le tablean (4.2) présente les temps importants devant étre caleulés avant de pro-
cioder au reste d'une simulation a 'aide du modéle de cohortes. Le choix particulier
du temps de fin de diapause ti’il""" = 140 jours est arbitraire mais ce choix n'apporte
pas d'impact majeur sur les autres temps (4 Uexception de .""::'L = 144 jours puisque
la période avant une pigire est fixée a 4 jours). En effet, le [ail que la température
avant cet instant soit globalement sous la barre TP apporte que méme en choisissant
t‘;,'.",'“"' = 0, ceci n'entraime qu'un décalage de 6 jours sur le reste des temps par rapport
i ceux obtenus avec E?,'{J“"' = 140 jours. On peut constater gque des 40 cohortes pouvant
potentiellement découler de trois générations de trois pontes, ces parametres ef condi-
tions météorologiques ne permettent qu'a 17 d'entre elles de naitre avant que n’arrive
la fin de I'été. La figure (4.8) présente ces resultats sous forme graphique et le code de
couleurs utilisé, soit que les cohortes sceurs (provenant de la méme cohorte mére, voir
figure (4.9)) sont représentées par la meme couleur, sera réutilisé tout au long de cette
section. Le tableau (4.3) s’attarde aux délais mis en cause entre chacun des événements
présents dans le tableau (4.2) pour la premiére cohorte de chacune des pénérations et
les compare & cenx présentés dans [16].

La figure (4.10) présente la progression de @4 et &, pour chacune des différentes
cohortes. On peat remarquer que la pente de 4 est toujours la meéme pendant les
période avant les pigires puisque ces périodes sont fixées i 4 jours. De plus, il n'y a
ancune progression du processus de ponte lorsgue la température de air est inférieare
A TPomte Pour ce qui est des populations de chacune des cohortes, elles sont représentées
anx figures (4.11(a)) et (4.11(b}). Les populations totales de larves et d'adultes ainsi
que la contribution de chacune des cohortes & ces quantités sont données en (4.11(c))
et (4.11{d)) pour o4 = 1/2 et o, = 1/5. Enfin, la igure (4.12) présente la progression
de ces populations totales pour des parametres légérement différents alors que le détail
des distributions dans les espaces x4 et x4 quelques instants donnés (pour o4 = 1/2
et oy, = 1/5) est présenté en figure (4.13).
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I est & noter que ces derniéres représentations utilisent des valeurs fixes pour a4 et

- : . : : ' . -
oy, plutot que de faire appel aux équations de la section (4.4.1) et U'on n'y considére pas
les discontinnités anx instants de pigures et de pontes. Ces choix sont détaillés en plus

de détails dans les commentaires de la section suivante,

4.4.3 Commentaires

De fagon générale, les résultats produits sont «qualitativement corrects» malgré le
fait qu'il est clair que des efforts futurs devront etre apportés an calibrage ainsi qu'a
certaines maodifications du modéle pour qu'il puisse générer des résultats représentatifs

de la réalité biologique.

La comparaison au tablean (4.3) des délais générés par le modéle 4 ceux de [16]
permet de remarquer qu'a pen pres tout se produit plus lentement dans ce modéle que
dans la situation biologique étudide dans [16] en Ontario. Puisque ces données ne sont
pas disponibles pour la situation québécoise, il est diflicile de savoir si ceci est dii & un
probléme du modele ou s'1l s’agit d'une réalité biologique. Cependant, la facon dont sont
obtenues les températures de Pair ot de Peau est en elle meme discutable, En effet, la
méthode actuelle ne prévoit cumunler aucun degrés-jours si la température moyenne de
Pair est inférieure a TP malgré des variations journalieres apportant la température
an dessus de ce senil?'. De plus, la méthode utilisée pour obtenir la température de 'ean
(moyenne avee poids exponentiel de temps caractéristiqgue 10 jours) est arbitraire et
une multitude d'effets (e.g. évaporation de 'ean, température du sol, ombrage) peuvent
affecter cette quantité.

La figure (4.10) montre un comportement géneral de x4 et &y en accord avee la
réalisation de température utilisée. 11 est intéressant de constater que le processus de
ponte est excessivement ralenti, voire meme arreté, lorsque le phénomene de diapause
devient important. Ainsi, on pent constater en figure (4.11) que les cohortes contenant
une grande proportion d’individus en état de diapause n'auraient pas produit de descen-
dants méme si on ne leur avait pas interdit. La considération de la diapause ne semble

done pas primordiale pour prévoir les populations de moustiques® mais reste tout de
meme tres importante du point de vue de la maladie @ un individu en diapanse ne pique

pas et ne transmet done pas la maladie.

TPar exemple, une application direet de Péquation (3.7) sur une empérature donnée par T8 =
T AT sindt(2m)) devrait apporter une accumulation de degreés jours si AT 5 0

#Dps parametres différents (e une TP plus basse ou des températures plus chaodes en fin '606)
pourraient amener des résaltats différents,
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Les populations totales présentées en figures (4.11(¢)) et (4.11(d)) sont plus repré-
sentatives de la situation biologique que celles du modéle compartimental (voir figure
(4.3)) dans le sens oi elles présentent. grossierement une croissance exponentielle mais
que cette derniére est modulée par des oscillations plus ou moeins cycliques dues a 'arri-
vée de nouvelles générations. De plus, les populations de larves sont supérieures a celles
des adultes en hautes saison, tel qu'observé dans la situation biologique.

Lorsque 'on utilise le paramétre § = 50 suggéré en annexe K, les populations des
derniéres géndérations deviennent. triss élevées par rapport i celles des premieres (ligure
(4.12)). Ce phénomene, quoique icl trés prononeé, n'est pas nécessairement en contra-
diction avec la situation biologique. De grandes variations sont effectivement observées
dans le cas naturel mais il est difficile de qualifier a quel point. Chose certaine, une fe-
melle produit plus de 20 ceufs lors d'une ponte et si les variations doivent etre moindre,
il y a probablement contribution d’antres effets comme une mortalité d’adultes supé-
rieure a celle utilisée, un taux d’émergence inférieur ou encore une capacité limitée du
milien & entretenir un grand nombre d'individus (effets logistiques).

Un probléeme plus fondamental du modéle de cohorte est que si un événement ne se
produit pas pour la majorité des individus d'une cohorte, il ne peut se produire pour
auncun des individus de la cohorte. Ainsi, on peut remarquer dans la figure (4.10(b))

]

émergeant a ‘:}‘j“” = 229.1 (la premiére courbe bleue A partir de
2

2,1
que la cohorte FJ
la gauche) est trés pres du seuil eritique de ponte 2 = 2 lorsque la température devient
trop froide pour que la progression puisse s'achever (autour de £ = 280). Or, si 'éeart
type de la cohorte correspond a an moins quelques jours, on peut s'attendre & ce qu'une

jour. Cette situation, interdite par le modéle de cohorte utilisé ici, serait «correctements

: . T ; H21 .
fraction des individus de cette cohorte pondent des ceuls et qu'une cohorte }f_.lt voit le

traitée par un modeéle diffusif complet.

Il st mentionné en section (3.2.2) que si les paramétres do systeme varient relative-
ment lentement lorsqu’une cohorte traverse un interface, celle-ci devrait approximati-
vermnent demeurer gaussienne. Or, utilisation d’une accumulation de degrés-jours peut
apporter des variations trés rapides de la fonction de vitesse, particulicrement lorsque
la température traverse la valeur seunil. 5i ceci ne semble pas arriver aux larves sur la
periode d'intéret (figure (4.10(c)]), il n'en est pas de méme pour le cyele de ponte des
adultes (figure (4.10(b)}). Ceci devrait avoir pour effet de «coupers la distribution en
plusieurs morceanx séparés par des vides correspondant aux instants on la vitesse de
progression était nulle. Le modéle de cohortes actuel ne tient pas compte de cet ef-
fet et suppose simplement une distribution tounjours ganssienne autour de la moyenne.
Malgré le fait que 'on puisse argumenter qu'un coefficient de diffusion non nul devrait
atténner les vides entre les «morceauxs pour éventuellement retrouver une distribution
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approximativement gaussienne, |'éeart type de cette distribution devrait étre plus grand
ot la position de la moyenne pourrait également etre changée. Encore ici, ces problemes
n’apparaissent pas dans le modole diffusif complet.

(Mest entre autres pour ces raisons que des valeurs fixes de o4 et o, identiques pour
toutes les cohortes ont été utilisées (plutot gque les relations de la section (4.4.1)). En
effet, le fait de produire les écarts types en utilisant le ratio des vitesses a 'instant on
la moyenne traverse un interface perd toute signification si ce ratio de vitesses varie
rapidement autour de cet instant. Plutot que d'utiliser ces écarts types plus ou moins
aléatoires, on choisit les valeurs oy = 1/2 et o, = 1/5 (sauf pour la courbe verte de la
figure (4.12)) de fagon plus on moins arbitraire®. 11 fant cependant noter que ces choix
n'affectent que les variations & court terme des populations plutot que leur progression a
long terme (courbes vertes et blenes de la figure (4.12)). On a également omis de traiter
la discontinuité aux interfaces (instants de pigire et de ponte) des populations adultes
en figure (4.13) puisque ces effets ne sont importants sur la dynamique que lorsqu'il y
a présence de la maladie.

Comme mentionné en annexe I3, il est difficile de tenir compte d'interventions ex-
térieures (e.p. larvicide, lessivage des larves) dans un tel modéle de cohortes et les
méthodes qui vy sont ntilisées ne sont pas jugées satisfaisantes, autant d'un point de
vue théorique que pratique. Encore une fois, 1l s'agit 1o d'un probléme fondamental du
modéle de cohortes qui n’apparait pas dans le modele diffusif complet correspondant.

Le temps d'exécution d’un seul de ces modéles de cohortes pour une saison (sans
ancun couplage & MAGS, voir (4.1.2)) est inférieur a 3 secondes sur un Intel® Pentinm®
4 3000 MHz, la majorité du temps étant consacrée i la eréation de fichiers de sortie,
Les requetes aux bases de donndes rendent la version MAGS plus lente,

Suite & ces expériences aver le modéle de cohortes, son utilisation n’est pas recom-
mandée dans un contexte semblable & celui présenté en section (4.1). Un modéle diffusif
tel que celui de la section (4.3.1) (ou son équivalent en chaines de compartiments) est
plutot conseillé pour sa généralité et sa simplicité malgré des temps d'exéention plus
lomgs. Le modéle de cohortes tel qu’élaboré ici place probablement. trop d’emphase sur la
rapidité d’exéention et il n'est probablement pas réaliste d’espérer obtenir des résultats
représentatifs pour tout le sud du Québee a 'intérieur d'un intervalle de temps suffisam-
ment. court pour qu'un opérateur puisse produire successivement plusieurs simulations
tout en restant assis devant 1'écran. .

00 a tout de meme considérd les etemps moyvenss passés par les cohortes dans les stades adultes

et larvaires pour faire ce choix.
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Néanmoins, si les caleuls finanx devraient etre relayés a un «véritables modéle
diffusif, le modéle de cohortes peut etre utilisé pour rapidement obtenir un apercu de la
situation et de vérifier si des paramitres apportent des résaltats probants avant de lancer
une simulation plus compléte. De plus, la possibilité de pouvoir produire des tables telles
que (4.2) ou de pouvoir visualiser 'évolution du systeme avee une figure semblable &
(4.10) est tres intéressante en ellesméme et peut parfois apporter plus d’information
qu'une réalisation du modéele diffusif, ol toutes les cohortes se chevauchent et seul le
rissultat final peut etre percu.



Conclusions et perspectives

Les modéles compartimentaux étudiés an chapitre 1, demploi direct simple, per-
mettent de modéliser une grande variété de situations différentes tout en rendant pos-
sible la variation dans le temps des divers paramétres qui les gouvernent. lls bénéficient
également de 'avantage considérable que lenr dynamigue puisse étre étudiée aisément
grice & une analyse de stabilité apportant de fagon systématique de Pinformation sur
les parametres on s'effectuent les changements importants dans le comportement du
modéle. On a cependant montré qu'ils présentaient des failles majeures en ce qui a trait
au traitement de délais dans la dynamigue du systime,

L'introduction directe d'un délai dans les équations différentielles du systéme est
une méthode efficace pour traiter un délai fixe lorsque certains caleuls préalables ont
été correctement effectuds. 11 est également possible d'utiliser plusieurs délais ou méme
des distributions de délais ainsi que de faire varier les autres paraméetres du systéme.
Cependant, ces modifications doivent étre faites de fagon indirecte en effectuant au préa-
lable un travail de traitement pouvant devenir considérable. Les choses se compliquent
davantage lorsque vient le temps d’introduire des variations temporelles dans les délais
(simples ou distributions), autant du point de vue des traitements préalables a effectuer
que dans la capacité du systéme de correctement représenter la situation biologique A
modéliser. Il n'est pas impossible d'éerire des équations différentielles a délais tenant
correctement. compte de variations dans les délais mais la tache est ardue et les aystémes
deviennent rapidement complexes.

La méthode Monte Carlo dont il est question a la section (2.2) permet de traiter
les cas ol tous les paramétres du systéme, v compris les délais, varient dans le temps.
Tout comme les modeéles basés sur des équations différentielles & délais, ils peuvent
tenir compte de distributions de délais quelconques la on les modeles i chaines de
compartiments, les modeles diffusifs et les modéles de cohortes ne s’appliquent qu’aux
distributions de délais ganssiennes. Par contre, il s'agit d'une méthode triés emunériques
semblant difficilement utilisable d'un point de voe analytigue ef son traitement n’a pas

été poussé en profondeur.
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Les chaines de compartiments sont de bonnes candidates lorsque 'on souhaite mo-
déliser la dynamique d'un systéme possodant des délais distribués de fagon gaussienne
el variant en fonction des conditions environnantes, Le nombre de compartiments for-
mant ces chaines n'est pas aussi arbitraire que l'on pourrait le croire a4 premicre vue.
Des justifications de ce nombre par des correspondances avee la quantité de stades évo-
lutifs composant le cas biologique devraient étre remplacées par des considérations sur
la réponse impulsionnelle du systeme, Puisque pour un modéle diffusif ces considéra-
tions peuvent étre reportées a 'étape des choix de paramétres, il est suggéré de d’abord
concevoir un modele diffusif, plus compact et général, et ensuite de le convertir en une

chaine de compartiments de longueur appropriée,

Les modéles diffusifs semblent étre, parmi ceux étudiés, les mienx adaptés du point de
vie des caractéristiques privilégiées dans ce document. Leur conception se fait de fagon
directe et aisée, leur traitement des distributions ganssiennes de délais permet, via le
théoréme central de la limite, de modéliser un grand nombre de situations biologiques et
des dépendances du systéme en fonetion des conditions extérieures peuvent étre utilisées
sans considérations additionnelles. Leurs extensions multidimensionnelles permettent
de considérer simultanément un grand nombre de phénoménes comme des probabilités
de mortalité variant en fonction de Page des individus, des PIrocesss rl-pl'milli:l.iﬁ-: ol
le développement d'infections. De plus, on peut profiter de la grande généralité des
modeles diffusifs en les utilisant comme base de réllexion théorique lors des premieres
dtapes de la conception et, au besoin, de le convertir vers un autre type de modéle plus
tard. Il est & noter que conserver un modéle diffusif pour U'étape des calculs numdériques
permet de profiter d'une convergence typigquement plus rapide que pour une chaine de
compartiments mais le traitement des Qux y est plus délicat.

Les modéles de cohortes sont. moins généraux que les modéles diffusifs mais ils per-
mettent, d'obtenir des solutions semi-analytiques (voire meéme totalement analytiques)
a cos cas plus restreints, Ceei apporte des solutions numériques plus rapides en plus
de permettre de révéler le «squelettes des solutions du modéle diffusif sous-jacent. Le
premier de ces avantages perd de la valear lorsque 'on souhaite considérer des seénarios
d'interventions sur la dynamique du systéeme mais le second demeure intéressant. Le
développement de ces modéles de cohortes est encore incomplet et pour Uinstant, on
suggere de ne les utiliser que pour leurs capacités d’analyse des modéles diffusifs, les
caleuls numériques étant effectués par ces derniers ou par lear équivalent en chaines de
compartiments. Si ces modeles doivent etre ntilisés dans leur état actuel, il est fortement
conseillé d'effectuer un filtrage passe-bas sur les différentes vitesses avant de procéder a

tout antre ecalenl.

L'utilisation d'un modele compartimental pour représenter la situation du VNO



Conclusions et perspectives 99

au Québec s'avere posséder des failles majeures en ce qui a trait aux délais, failles se
répercutant directement et de facon non négligeable sur les populations d’individus.
Quelques résultats analytiques sont tout de meéme obtenus et leur cohérence interne a
été vérifice a laide des solutions numériques du systéme d’équations. On note entre
autre qu'un grand soin doit étre porté lors de I'éeriture des termes de transmission
de la maladie et que des résultats contradictoires sur les méthodes de contrale via la
réduction du nombre d'hotes peuvent découler de négligences sur ce point.

L'écriture d'un modéle diffusif pour représenter cette situation s’avere relativement
aisée et directe malgré le nombre de phénomeénes dilférents dont le modéle tient compte.
Fixer la valeur des paramétres biologiques a utiliser se révéle cependant. beaucoup plus

ardu qu'escompte, Aucun résultat numeérique n'est directement obtenu pour ce modéle,

Le modéle de cohortes obtenn du modéle diffusif précédent s'avere d'éeriture com-
plexe, particulierement lorsque 'on souhaite tenir compte de la transmission de la ma-
ladie et d'interventions extérieures. Des résultats numériques sont produits en absence
de maladie et leur comportement général (forme) est relativement scorrect», mais les

valeurs mises en cause semblent révéler des parametres erronés,

Ainsi, tous les parametres concernant les modeles sur le VNO, ditfusif et de cohortes,
doivent etre remis en question. De plus, la possibilité de considérer les délais chez les
oiseanx doit etre réévalnée et il en est de méme pour le fait que la probabilité de trans-
mission de la maladie puisse dépendre de la température. On doit également considérer
plusieurs espéces d’oiseaux et obtenir leurs parametres respectifs, en gardant & 'esprit
(ue meme si une espice a une probabilité de transmission trés élevée comparativerment
aux autres, effet peut en etre annulé si il y a mort (ou guérison) rapide de I'hote.

L'introduction dun terme logistique aux équations gouvernant les populations de
moustiques est une possibilité a considérer. En effet, les différences de population entre
le début et la fin de la saison s'étalent sur plusienrs ordres de grandeur rendant difficile
de concevoir que les meémes paramétres puissent s'appliquer aux deux situations sans
que quoique ce soit vienne a4 manquer. De plus, alors gqu'on observe dans la situation
naturelle gque Mangmentation do nombre potentiel de milieux de développement. pour
les larves, causée par des précipitations favorise le développement des populations de
moustiques, les modeles traités ici ne permettent pas de considérer ces effets. Si ce
nouvel apport en milieux de développement réduit la compétition intraspécifique chez
les larves, Pimpact des précipitations devrait se faire sentir sur la dynamique a travers
un terme logistique. Il est également possible que le temps de recherche nécessaire a une
femelle pour trouver un milien adéquat a la ponte entre également en jen.
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Si l'introduction d'un terme logistique peut se faire de fagon directe dans un mo-
déle diffusif sans considérations additionnelles, il en est autrement pour les modéles
de cohortes, Fn effet, 'ajout d’un tel terme brise la condition de linéarité dua systéme
et empéche done une superposition directe des cohortes, Si les instants auxquels ar-
rivent. les divers événements peuvent rester inchangés, les populations et distributions
risquent. d'étre affectées. Des travaux Tuturs pourraient sirement révéler les limites o
un traitement de cohortes reste tout de meme possible.

La recherche d’algorithmes numériques efficaces pour solutionner le genre de pro-
blemes générés par les modéles diffusifs est également une avenue intéressante. Il serait
possible de vérifier la précision de ces algorithmes a 'aide de cas particuliers ol un mo-
dele de cohortes complétement analytique existe. Dans une telle recherche, une attention
particuliere doit étre apportée aux conditions aux frontiéres et des mesures doivent étre
prises pour éviter la présence de populations négatives en tout temps,

Tous les modeéles présentés dans ce document prennent pour acquis qu'il n'existe
aucune structure particuliére susceptibles d'affecter la transmission de la maladie &
I'intérieur des populations. Ainsi, on suppose qu'en tout temps la probabilité de trans-
mission entre deux individus d'un couple (hite-hote pour une maladie sans vecteurs
et vecteur-hote pour une maladie vectorielle) est identique peu importe le choix spé-
cifique de ce couple a travers les individus de la population. Si cette supposition est
probablement. acceptable dans le cas de moustiques piquant des oiseanx dans une ré-
gion géographiquement petite, il en est avtrement des réseaux socianx humains. La
structure complexe de ces réseaux apporte des effets importants sur la dynamique de
la transmission des maladies [17, 18, 19] et il devient essentiel de considérer ces effets.
Cette structure est loin d’étre statique et progresse en méme temps que la maladie se
propage. L'étude de ce sujet passionnant pourra mener a Uoptimisation des méthodes
d’'interventions actuelles afin de mieux tenir compte des particularités de ces structures.



Annexe A

Analyse de stabilité de modéeles
compartimentaux

La section (1.3) mentionne gue le réalisme de la représentation dun systeme biolo-
gigue par des modeles compartimentanx est limité par plusieurs facteurs, Cependant, il
g'avere que ces modiles se pretent bien a une analyse de lear comportement en fonction
des différents paraméetres dont ils dépendent. Une telle analyse est effectuée en section
(1.2.2) mais la méthode qui v est utilisée est spécifique et le systéme étudié v est tres
simple. La section (A.1) du présent annexe systématise de fagon tres générale ce genre
d’nanalyse de stabilité alors que la section (A.2) emploi ce formalisme dans le cadre de
l'analyse d'un modéle compartimental beancoup plus complet. Enfin, la section (A3)
analyse le meme systéme mais cette fois avee une approche reproductive telle que celle

de la section (1.2.1) (par opposition & une approche temporelle ).

A.1 Systématisation de ’analyse de stabilité

Cette section introduit de facon systématique et générale la méthode classique d'ana-
lyse de stabilité utilisée en section (1.2.2). La seetion (A.2) donne une application spé-
cifique de cette méthode systématisde.

Soit un systéme dynamique antonome’ gouverné par le systéme d'équations diffé-
'Si F a une dépendance explicite en temps, il suffit d'ajouter une variable 2,47 = ¢ au systéme
pouvernée par F,po = 1 et on obtient un systéme autonoeme Squivalent oo + 1 dimensions,
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rentielles

ix

—=Fix

dt (x)
ol X = [y @y ... :::H]T est un vectenr colonne de dimension n caractérisant 'état du
systéme en un temps t et F (x) = [F) (x) Fa(x) ... F, (x)]" est un vecteur de fonctions

éealement de taille i caractérisant la dynamique du systéme. La matrice jacobienne d'un
tel systeme est définie comme

_lf”"'| 'E}.II"| IrI-]-FII-.
dr, Ory O,
JaF,  oF, Al
aF, daF, ot

Ldr, dxy 7 Owal

et permet d'exprimer le systéme sous la forme

dx _ .
o Fx) + DF (%) - (x — %) + O [|x xﬂ|‘*}

antour dan point xg quelcongne.

Lorsque le point x; choisi est un point fixe, i.e. respectant F (xg) = 0, le systéme
devient

! .
= = DyF(x0) - (x = x0) + O (Ix = xol°)

auntour de ce point fixe. On pent tonjours choisir un systeme de coordonnées tel que
%y = 0 et dans ce cas
ifx g
= DLE(0)x + O (Ix")

On effectue maintenant la diagenalisation de la matrice Jacobienne, méthode consis-
tant & rechercher les n racines Ay, Az, ..., A, (pouvant étre dégénérées) de 'équation
caractéristigque

det (D, F(0) — A1) = 0

que 'on nommera valewrs propres puis d'obtenir les n vecleurs propres e, s, ..., €,
associés & ces valeurs propres et respectant

(DLF(0) — M\ed) e =0 ¥V ke {l,2,...,n}
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On appelle espace stable Vespace E, généré par les ey, respectant (A, ) < 0, espace
central 'espace F, généré par les ey respectant R(M;) = 0 et espace instable 'espace
E, généré par les e respectant R(A) = 0. On a " = FE, @ E. & E, et on qualifie
d'hyperboligue un point fixe dont Pespace central est vide.

. T ..
Soit le vectenr £ = (£, & ... &, correspondant an vecteur x exprimé dans la base
diagonalisée e, eq, ..., e, et permettant d'écrire le systéme sous la forme
L, 2
Sk _ N+ O Wk € {1,2,....n)
it
En négligeant les termes d’ordres supérienrs?, la solution du systéme A proximité du

point fixe devient
Ec(t) = & (0)e™ Wke {1,2,...,n}

ce qui correspond a
T
x(t) m Y E(0)e ey (A1)
k=1

dans la base d’origine. On remarque que les A; et e peuvent étre complexes mais que
x restera tout de méme réel si le systéme (et les conditions initiales) sont réels.

On peut déduire de ces résultats qu’a proximité d'un point fixe hyperboligque, les
composantes d'une trajectoire faisant partie de £, diminueront en grandeur alors que
celles de B, augmenteront. Ceci a pour effet que dans cette région, toutes les trajectoires
semblent se diriger vers espace instable E.

Dans le cas particulier ont 'espace stable I, contient ensemble du systéme antour
d’un point fixe (i.e. si toutes les valeurs propres ont leur partie réelle négative en ce
point), 'équation (A.1) prévoit que toutes les trajectoires partant de conditions initiales
suffisamment pris du point fixe considérd tendront vers ce point fixe : on parle alors
d’un point fixe stable. Par contre, si au moins une des valeurs propres est de partie réelle
positive, toute trajectoire dont les conditions initiales ne sont pas exactement placées
sur 'espace stable g'éloignera éventuellement de ce point fixe instable.

Le phénomene de bifurcation peut survenir lorsque les valeurs propres en un point
fixe dépendent d'un ou de plusieurs paramétres et que cette dépendance leur permet de
traverser 'axe imaginaire®. Lorsque ceci survient, des points fixes peuvent apparaitre,

“Wette approximation est valable & proximité d'un point fixe si ce dernier est hyperboligue.
INotez que le point fixe ne peut done pas étre hyperboligue an moment de la bifureation et que le
comportement (A1) n'v est done pas valable.



Annexe A, Analyse de stabilité de modéles compartimentaux 104

disparaitre, changer de stabilité ete. 1l existe toute une nomenclature pour qualifier les
points fixes et les bifurcations qui y surviennent. On ne s'attardera pas ici sur ces détails
el le lecteur intéressé pourra consulter 3, 12, 15, 25, ?T].

A.2 Exemple pour un modéle de transmission du
virus du Nil occidental

Cette section utilise le formalisme développé en section (A.1) afin d’analyser la
stabilité du modéle compartimental pour le virng du Nil occidental (VNO) développé
en section (4.2.1).

Afin de simplifier cette analyse, on se limite & une seule espece d'oiseaux et l'indice
de discernement des espices j n'est pas écrit (Sp; — Sp, [ gi = g, ...). On utilise ici
n = 1 ¥t et n'utilise pas le compartiment Hy, puisque 'on ne souhaite pas s'attarder sur
les effets de la diapanse pour U'instant. De plus, on peat remarquer que les quantités Hy
et Xp dépendent de I'état du systéme via [g mais que le reste du systéme n’a aucune
dépendance en ces quantités. L'analyse de stabilité peut done se limiter au systeme de
six équations différentielles ordinaires

Efﬁ;; i J,_-p J‘M SE

dlt N:; =+ NH

i1 inp lyuS
L gf_’f’ LS AN ) —ppls
it NU + Ng

IIL
H"’ = B(Su + Eng + Ing) —mLpg — puy Ly
it . (A.2)
dSy inp Sarli \
= T”;-r.',u — — - .u.aJle
dt N, + Ng
1Ey, i Sl
— = Lﬁip T2 kEn — paBy
f'“ Ny + NH‘
1
I—M = Jii:EM - f"ﬂ}."l-r'
dt

ol on a explicité Np = wpNp et g = wplp puis définit? IQFJ = Ng Jwp. Dans le but
de découpler la dynamique des populations de moustiques de celle de la maladie, on
définit Ap () = Sar(t) + En(t) + Jar(t) représentant le nombre total de moustiques
femelles adultes en un instant donné. On remplace tous les Sy du systéme (A.2) par

"Dans un tel cas ol il v a une seule espice hite, il est normalement logique d'imposer wy = 1,
fixant ainsi les wo ;. Lorsgqu'un tel choix est fait, N = No.
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leur équivalent Ay — Fyy — Iy et procede de la meéme fagon pour la dérivée

ﬁ.':SH o 'ﬂ.HP IMSH
dt .'i'r;) | N”
dly  igplySe

- —rig — upl
i N+ N g MHEIR

i{l}!—- = .HA.I” - 'H’IL_M’ - II-F..L.M
it (A.3)
(!'.AM o I, A
dt = TrLLipng Hasipg
fi.Eﬂ.f . ihfp{Ak{_j_ E.'I:f o j.l'ﬂ':l‘;ﬂ . kEﬂ.f . If-,n“l,bl.ﬂ:f
di Ni + Ng
il
_M oy — ILAIM
i

Les compartiments Ly et Ay ne présentent maintenant aucune dépendance envers
le reste du systéme et on peat appliquer la méthode d'analyse de stabilité de la section
(A.1) en utilisant

- = .f.-',lrj ot Fl:XJ _ .ﬁle — mly — JL,rﬂlr_.h.f
Ap Loy — pradpy

Le seul point d'équilibre (i.e. satisfaisant F(x*) = 0) de ce systéme est x* = 0 et la

linéarisation du sous-systéme en ce point devient

ﬂ!.lr.rn-f

dx T —(m+p) 7 Y

—_— - " dt = .

@~ P-F(0)-x dA [ m _,;,.,] [AM]
ot

qui est en fait exact pour tout point x. L'équation caractéristique donnée par
det(D,F(0) = M) = A2 + (m + jig, + pa) N+ (m+ pp s = fm =0

permet d’obtenir les valeurs propres

—(m A A+ pa) St pa)® -+ ABm — (mt g )pa)

A= 5
Ao = —(m + pr + pa) = m o+ o+ fea)”® +A(Fm — (m+ g a)
' 2
ainsi que les vecteurs propres assocics
A
o - ,u,a_+.?\|] &y = fia+ :1
m m
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La valeur propre As est toujours négative pour des parametres positifs réels (ceux permis
par la situation biologique) alors que le signe de Ay change en fonction de celui de
Smo— (m+ g )jea

<0 lorsque  Am < (m+ pg)pea
A4 =0 lorsque Fm = (m+ pug)pa
=0 lorsque Fm = (m+ jag)pea

Ainsi, lorigine est. globalement attractif lorsque G < (m+ peg gy et ceci mine done i
une éventuelle extinction de espece (moustiques vecteurs) pen importe les conditions
initiales. Pour la valeur critique Fm = (m+jig, ) pea, toute condition initiale x = ae, +be,
tendra asymptotiquement vers le point X = bey d'une droite de points fixes telle que
le ratio larves/adultes soit Ly /Ay = pa/m. Enfin, l'origine devient un point de selle
pour Sm = (me+ jug hea et la population totale angmente exponentiellement vers infini
en meme temps que le ratio larves/adultes tend vers Ly /An = (pa + Ar)/m.

Afin d’effectner une analyse semblable sur le reste du systéme (A 3), on y considire
Ay comme un parametre imposé an systéme plutot qu'une variable dynamique. On
utilise

igp S
i‘.i‘j_i a NE;+NF!
inpiySe rlm— ]
: i
y - 1’1:; ot Gly)= o PiJ.H\_”, § B~ HEdp
Iy A f.:,,}_l_’i:ﬁ MIS — kEy — pa By
|
I kling — pady

qui posséde une infinité de points fixes sur la droite y* = [Sp,0,0,0]" correspondant &
un équilibre® sans maladie. La matrice jacobienne & cet équilibre

0 0 0 ey

Ni+Se

. 0 —{r+ ps) 0 ke

D,G(y") = 0 irrnd k ‘"':JIE']"E’H
NL+5g _'[ -+ .”'.11}

0 0 k —fta

permet d’obtenir I'équation caractéristique

-« I
det(D,G(y*) — M) = A (l[r' tpp + Nk pa+ N (pa+2) =L *""’”’5”‘”’4”)

{ “{{_} + HIH]!
(A4)

5Om parle ici d'un équilibre pour le sous systéme [Sg, g, Eap, Iy malgré le fait que le systéme
complet (incluant Lyy et Apg) ne soit pas néeessairement i I'équilibre.
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La valeur propre A3 = 0 est aisément isolée et est associée au vectenr propre e; =
[l,EJ,U,{]]’. Les autres valeurs propres, Ay, As et Ag, sont données par les racines dn
polynome de degré 3

AV (4 e+ R 20a) A (4 ) (k4 2pa) + palk + ) A
PP ki Sging Ay
[ﬁ.;; + Sp)?

+ pralr + pg)(k 4 pa) — (A.5)
Le théoréme de Routh-Hurwitz® appliqué & un polynome de la forme ! + ar® + br + ¢
garantl que toutes ses racines ont une partie réelle négative si et seulement si a > 0,
b=0et0 < e<ab Dans le cas du polynome (AL5), les deux premicres conditions sont
Ltonjours respectées. Pour ce qui est du eritére ¢ < ab, il prend la forme

PPkipSpin A
(N(i; -+ -S-H }Ig

pralr+pes) (k+pea)— < (rtppt ke 2pa) ((r+pp )b+ 2pa) +palk+pia)

et puisque

PRipSpin A
ENE) =+ SH:IE

palr + pp)(k+pea) - < pialr+pp)(k + pa)

le critére ¢ < ab est respecté si

palr + pp) (k4 pa) < (r -+ po + k4 2a) ((r + pe)(k + 2p0) + palk + pa))
O < {r+pp+k+20a)(r + )b+ 204) + palk + pad(k+ 2p0)

et comme cette relation est toujours vraie, le critére ¢ < ab est toujours respecté. Ainsi,
la partie réelle des valeurs propres Ay, As et Ag est négative si et seulement si 0 < e

P kipSaiy A
{P\r{{) + 5'}?}"!

< pealr + pp)(k+pa) . (AG)

< 1”'.4“' t ;.F.H}{k + I[j,.q:l -

F]Hurgn'ﬁnf-’lnf
(NG + Sg)?

Lorsque la relation (A.6) est respectée, le sous systéme [Ig, Ey, Iy|! posséde un point
fixe stable globalement attractif A l'origine et cette approximation loecale prévoit une
extinction de la maladie. A Vopposé, lorsque (pPkipSpiyAu)/ {ﬁ"fj + Sp)? = palr +
pg )k + pa), Vorigine de ce sous-systéme devient un point de selle et la situation est
potentiellement épidémique.

SPlus particulierement le test présenté dans [24).
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A.3 Approche reproductive pour un modéele de trans-
mission du virus du Nil occidental

La section (A.1) introduit une méthode systématique d’analyse de stabilité suivant
une approche temporelle. Or, il est également possible d'effectuer une telle systéma-
tisation pour une approche reproductive (telle que celle de la section (1.2.1)) et ceci
est effectuée dans [26]. Cette section utilise directement le formalisme’ de [26] pour
connaitre le nombre de reproduction de base [, du systeme (4.1).

Comme précédemment (section (A.2)), on simplifie le systéme de la section (A1)
en ne considérant pas 1o diapanse, en se limitant & une seule espice d’oiseanx et en
utilisant & nouvean la définition N{f) = Nn Jwg. On considere les compartiments [y,
Ey, et Iy comme des compartiments «infectéss (les autres étant considérés comme
«sains») et on définit x = [fg, By, [ al”. Malgré le fait que le systéme complet puisse
étre hors équilibre lorsqu'il n'y a pas de maladie (variations des populations saines de
monstiques), le sous systeme x possede un point d’équilibre a x = 0. De la meme fagon
que [28], on éerit les fonctions £(x) et v(x) telles que dx/dt = f(x) — f(v) et de fagon
i ce que la premicre traite unigquement les nouvelles infections et que la seconde gere
tous les autres transferts

1{!]”:11“"‘”

NG+Sp (r+ s p
f(x) = | arfacn vix) = | (k+pa)En

On éerit ensuite les matrices jacobiennes F' = D, f(0) et 'V = D,v(0) évaluées en
un point sans maladie

LRSS
i 0 N+ Ng Ll 15 ( 0
— i pg P _ .
F = .":’,fllih'-ﬂ:f { il V= ] k+4jpa 0
00 0 0 —k pa
puis caleule V!
'--I'-]'_ { 0
i T |
A" = () km
D—t !

malktpal #a

TLa méme méthode est utilisée dans [28] sur un systéme tris semblable,
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afin d’obtenir la matrice de prochaine génération [26] FV—!

0 _ pkigSp  _ pigSp
. (NG ENpdpalk+ipal  (NGENplpa
i ¥l I L1 ¥ L= Y
Fv (W T N i) i 4]
il ] ()

Le nombre de reproduction de base Ry est donné par le rayon spectral p(FV ') de la
matrice de prochaine génération [26]

Ll . 1
det(FV ™' — A1) = — A (}F + P kinSpin Sy )

(NY, + Sg)2ualk + 5a) (v + pg)

! (NG + Sp)palk + pa)(r + pp) '

Ce résultat est compatible avec celui de la section (A.2).



Annexe B

Quelques résultats sur les chaines
de compartiments

Cette annexe présente le cheminement mathématique menant aux résultats présentés
en section (2.3.1). On effectue un premier caleul correspondant & un nombre infini de
compartiments puis utilise une approche asymptotique de cette limite pour connaitre
le comportement duo systéme pour un nombre Lrés grand mais fni de compartiments.
Puisque ce dernier calcul est elfectué pour des conditions initiales trés particulieres, son
rosultat est ensuite éndralisé,

B.1 Nombre infini de compartiments

On étudie ici le systeme (2.11) dans la limite oi le nombre de compartiment est.

infini. On définit la fonction de distribution’
a(x,t) = lim nAj.,|(t) (B.1)

oo

contenant a(x, t)dr individus de nivean de développement® compris dans l'intervalle
[, & + dx| & l'instant £. Cette définition associe a tout individu dans le compartiment
Ay un niveau de développement = € [k/n, (k+ 1)/n|, les individus venant tout juste
d'etre ajoutés correspondant a x = 0 et coux sur le point de quitter le modéle a © = 1.

'|zn| signifie «arrondir le produit on i Ventier inférieurs,

a n Fi n ' r 1 K] - .

11 peut s’agir do développement dune maladie ou de PVindivido en tant gue tel, La géndralité du
coneept est discutée au chapitre 5.
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L'équation (13.1) impligue
alk/m, t) "= nApt)

ainsi gque
) 41/
Alan (1) =" / alx', t)dr! (B.2)

(k+1)fn
Ap(t) =" / alx’, t)de'
ki

On réexprime le aysteme (2.11) & 'aide de la fonction de distribution

a ale,t) o oo T (ﬁ_— ]IJ'r'H,I'._}I B HI::.'{'..”)

it n T i !
()_ffr‘.'r” _ ] lirn “—{I’i} — ul::_— 1/n, ”
i o T n—oa l,‘rﬂ‘

et utilisant Ax = 1/n, on a

dalx, ) 1 alx, t) — alz — Az, t)
i T Ar—i Ar

dalx, i) _1 E}fal[i.':._ f}

ot T on (B.3)

avec la condition a((), §) = m¢(¢) 4 la frontiere ganche et le Hux ¢,(t) = (1/7)a(l, t) est

observe 4 la frontiere droite,

On appelle Péquation (B.3) dquation de transport puisque sa solution a(r f) =
alx — t'fr.t — ') correspond i une simple translation des conditions initiales. On peut
en déduire gque

all,t)=a(l —7/r,t—7) =all,t —T)

ce qui permet. d'établir le lien entre les denx flux aux frontieres

put) = 2a(1,0) = a0, =) = et 7)

..

‘lbu{t} - '-'Pil“ - T)

La chaine de compartiments répondant & (B.1) correspond done correctement a un
délai 7 dans la limite n — oo, Puisque de facon pratique on ne peat pas atiliser une
infinité de compartiments dans une simulation numérique, il est important de connaitre
le comportement du systeme lorsque 'on g’approche de cette limite.
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B.2 Nombre fini de compartiments, premiere ap-
proche

On tente ici d'intégrer directement les équations du systéme de chaine de comparti-
ments (B.1) pour un flux d’entrée ¢;(t) = 0 nul et des conditions initiales particuliéres.
La solution doit bien entendn correspondre 4 celle de la section (B.1) pour n — oo
mais doit également étre asymptotiquement valide pour n grand. Il est & noter que
contrairement. 4 ce qui est fait & la section précédente, il y a ici toujours une infinité de
compartiments A, avec k& € £. Le parametre n dénombre les compartiments par unité
de = € R (i.e. il v a encore n compartiments qui correspondent. i U'intervalle x € [0, 1]
mais on permet € R).

On considére done le systeme

TAL(E .
‘ ;‘f ) M) - At) Y keZ (B.4)
('8 T
aver les conditions initiales
Ao(0) =1

AdD) =0 ¥ kez'

Puisqu'un compartiment Ag ne dépend d'ancun des compartiments A; avec j > k dans
I'équation différentielle, il est impossible que la propagation se fasse «vers ['arrieres.
Ainsi, puisque A, (0) = 0¥ ke & | k < 0, il en découle directement

Aty =0 ¥V keZ|k<0 et t=0

Maintenant, le systéme pour Ag(t)

dAg(t) B _n.fln{i‘-]l
dt T

est de type séparable et solvable analytiquement, a savoir Ag(t) = Ag(0)e ™7 = g—nt/T,
Ceci permet de définir 'équation différentielle linéaire non homogene de premier ordre
gouvernant. A, (t)

dA, (1)

402 - )

Une telle équation peut aussi étre résolue facilement [11] de solution

it
At) = ?,_1—nf,l"fr
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qui a son tour permet d'obtenir I'équation gouvernant Aq(t)

M _n (Er' nefr _ -‘12[1})

el r AT

que 'on solutionne de la méme fagon

! 2
Ag(t) = i (i—) e

Par induction, il est simple de montrer gue

F'.
Ap(t) = % (ﬂ) e™T Y keN (B.6)

T

solution de I'équation différentielle (k > 1)

dAt)  n 1 L
dt o\ (T) e M= A1)

On utilise maintenant P'équation (B.1} pour obtenir la fonction de distribution cor-
respondante

|
- noo it
a(x,t) = "l'_].E,'G |zn ! ( T ) r.

Cependant, on n'effectue pas la limite n — oo mais cherche plutot i connaitre le
comportement de la distribution pour de grands n et de grands ¢ /7. En utilisant |an | ~
rn ainsi que Papproximation de Stirling k! ~ ke on a

”-[”:q f] L (E) E"_“f‘l‘lT o £l T (i) l,,]‘t(.?—f_.'r']'] {H.TJ

.
(rn)mme-mm \ T T

ot le facteur 2 {actuellement indéterminé) a été introduit pour préserver la normalisa-
tion. En effet, I'équation différentielle (B.4) conserve la population totale }°, Ap(t) =
34 Ak(0) = 1 et la fonetion de distribution doit done respecter f[;m alz' t)de' =1V 1>
0 malgré les approximations effectuées.

L'équation (BB.7) posséde un terme eroissant en x trés rapidement de fagon monotone
rTe

T multiplié par un terme décroissant tres rapidement de fagon monotone (t/27)
Le produit est done une fonetion ayant un unique maximum formant un pic tres étroit

t
= ln (7) =10
cmi IT

situé en I respectant

din(alz, 1))

ir
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puisque le logarithine est une fonction monotone. Le sommet est done situé en & = /7
ot en ce point

A Infalx, )

idr?

T

X

T—I.u"T .1'=f|."'1 f

ce qui permet d’exprimer

T A% A
alx,t) ~ O exp —E (;i.‘ - ;) + O (3‘ . T)

o1 £ est utilisé pour les mémes raisons que £2. En tronguant les termes d’ordre supérieur
dans 'exponentielle et en fixant (¥ de facon a respecter la normalisation, on obtient®

nT ntr(x —t/7)?
alx, t) ~ \/E exp (— %) : (B.&)

Ainsi, pour de grands n et ¢/7, la solution tend asymptotiquement, vers une Gaus-
sienne de position movenne

t
{u'}u[:r,t] = ;

et d'écart type

i

nr
Entre autres, pour n — o0, on observe un 4§ de Dirac (o = () se déplacant vers la droite
a une vitesse 1/7, ce qui correspond a la solution obtenue a la section (B.1) appliquée
A ces conditions initiales (soit a(x,0) = d(x)). Cette solution peut étre généralisée pour
des conditions initiales quelcongues.

B.3 Nombre fini de compartiments, conditions quel-

conques

On reprend un systéme trés semblable 4 celui de la section {B.2) composé de com-

partiments By, avec k € £ et répondant A I'équation différentielle

1By (t
: ff,_{ : =?;im,,. (t) = Belt)) V¥ kel

1Ce genre d'approximations est utilisé de fagon courante en physique statistique [20, 22].
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Cette fois par contre, les conditions initiales f2.(0) sont libres et on recherche la solution
générale Be(t) ¥V k € & asymptotiquement valable dans la limite de grands n et /7.

Puisque 'équation différentielle est linéaire, on peut superposer la contribution de
chacun des compartiments & la solution de fagon & obtenir

Bi(t) = L Bie(0) Ao (8) (B.9)
b= — e i

ot on a profité des conditions initiales particuliéres A, (0). En définissant

blz,t) = lim nBj., (1)

==

la version continue de I'équation (B.9) sera la convolution

blx, 1) = [ bla', 0)ale — a' t)dx’

o0
que 'on note
blx,t) = (by * ay)(x) (B.10)
ol by = b(x,0) et ay(x) = al(r, t). En utilisant la solution asymptotique de a(x,t)

obtenue en section (B.2), on peut done obtenir une solution asymptotique pour b, t)

puis utiliser
(k+1}n
By(t) mf bla', t)de'
k/n

pour transposer le résultat vers le systéme original discret de compartiments,

Des informations peuvent étre obtenues sur la progression de cette fonction en pro-
fitant du fait que la convolution a comme propriété que ses moyenne et variance sont
simplement la somme de celles des deux fonetions convoluées

¢

{m:]b[.u'.l:l o~ {I}b{:E.U] + - (B.11)
r—{r P -
<( (2)bizp)) >b[ » <{ ( num} >”Tm P
Pour un écart type initial <|[..i" o (:L'};,[a.rr,]}";}h[ : fini, ce terme devient éventuellement
F

négligeable pour de grands® ¢/

(= @)y~
gle bix.) nr

“Punqur, les caleuls pn'-::v:lvntu demandaient n grand, cette équation devient valide dans la limite
1< natfr.
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Pour n — oo, I'écart type devient invariant dans le temps et seule la moyenne augmente
aun taux 1/7, en accord avec les résultats de la section (B.1).

Si lon g'intéresse i nouveau aux flux entrant et quittant le systéme plutot qu’an
comportement interne des divers compartiments, un flux correspondant a ¢;(t) = 8(1)
apporte une distribution initiale b(x,0) ~ 7 —7x) correspondant également & un 4 de
Dirac. Au temps t = 7, la moyenne de cette distribution atteint la fin de la chaine avec
un écart type m et apporte un flux sortant® ¢,(t) ~ b(1,¢)/7. En procédant de la
meme facon que précédemment, on peut superposer les solutions pour obtenir le flux
sortant pen importe la condition initiale

Jne -nit—r)? f(277)

2mT

‘ubc.l{” o (P * ‘?5;} {f} . {H] 2]

plt) =

Ainsi, en plus d'apporter un délai 7, le systéeme effectue une moyenne glissante en
utilisant une fonction de poids gaussienne d'éeart type de 7//n. Dans la limite n — oo,
on retrouve correctement un délai pur. Ce résultat est retrouvé dune fagon plus directe
en section (3.4).

B.4 Meéthode alternative pour les flux

L’équation (B.12) peut étre obtenue d'une fagon beancoup plus directe en traitant
le systéme comme une séquence de filtres passe-bas. Puisque le flux entrant dans le
compartiment k est ¢, = (n/7) A (& Pexception de ¢ n = ) et que le flux sortant
du méme compartiment est ¢, = (n/7)A;, équation (2.11) apporte

Elt T
TTI:} - ; {(&HR‘“] - rﬁﬂ.k“}]
Cle systeme linéaire indépendant du temps peut etre vu comme un filtre lfif{u} (com-
plexe) agissant sur chacune des fréguences w de fagon a ce que ¢, (w) = W(w)d; i (w)
ol o plw) = Flddorlt) Hew) et & plw) = Feldie(t) Hw) sont la transformée de Fourier
de respectivement ¢, . (t) et ¢ p telle que définie en équation (C.7).

SOn suppose ici que V'écart type de la distribution varie pen au cours du laps de temps que lo
Gaunssienne traverse premd & traverser le dernier compartiment. Puisgue la densité d'une Gaussienne
est concentrée dans quelgues écarts type autour de sa moyenne, cette approsimation est valable lorsque
7/ < v, done lorsque i = 1.
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On peut obtenir la forme de ce filtre en analysant une fréquence a la fois la sortie

b = ﬂr"[w}-:ei“" pour une entrée ¢; = ™"

T = - A 5 5
— W (w)iwe™ + W(w)e™t = ¢
n

et il est. done aisé d'isoler

ir | wir? e itan [ —wrn)
Ww) = =gz = (i+—2 ¢

Tt

Puisque ¢ p41 = ¢k, la sortie ¢, aprées n de ces filtres doit respecter :}'J“['w} = _"*(m]q;b;.
Dans la limite n > 1 et |w7| < n, la phase tan™'(—w7/n) de W(w) est approximative-
ment. donnée par —w7/n

2_2
Ww) ~ exp [—;i In (1 + R )} e T

n?

et on pent utiliser la méme méthode qu'en section (B.1) pour obtenir une approximation
de la dépendance en w de la norme. En effet, la dérivée

il 1 1+ wir? wTin
_— -1 = ——
el 2 n? n? + wir?

posséde uniquement des zéros & w = 0 et & w = oo et la dérivée seconde

d? ﬂl 1 wir?
d? | 2"\ e

permaet d’obtenir

2

i

n(n® — wir?)
n? 4 wr?

w=(}

Wh(w) ~ Qe W/

ofl £ est un facteur de normalisation (semblable i celui de la section (B.1)) défini de
fagon & ce que la réponse impulsionnelle

N \‘.f"‘?_(' it '.r_:l Jiardy
plt) = F MW () ) ~ Y
2T

posside nne aire de 1. Le flux de sortie est done donné® par

bolt) = F{W i} (t) = (p* &) (1)
en accord avee I'équation (B.12).

B0m utilise ici le théoréme de la convolution, rappelé en dguation (C.9).
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B.5 Lien avec I’équation de diffusion

On peut vérifier que la solution asymptotigque obtenue pour bz, 1) en équation (13.10)

respecte équation de diffusion”

i, t) . Diﬂ‘zf}[u:, t) B I”L'.?Er{;r:,.‘,}

ot ta? ar (B.13)
d by * ay) (x) o ﬂfﬁ (o # ay) (x) - d (by # ay) (z)
ot N o " dx

[s .:I; ;
(I'!n . ijj_:‘:;) (x) =D (bn * f}—;tj () —v (b" N %) (@)

ol on a utilisé le fait que by est indépendant du temps ainsi que la propriété de la
convolution O f+g)(x)/de = (f+(dg/dz))(x) = ([0 /Ox)+g)(x). On utilise maintenant
Pexpression asymptotique de a(x, 1) pour expliciter les dérivées

nrir? — vt — nt?
( i ) (bo * ap)(x) =
1.2 | p— . ; .
ninr e — vt = 2nret + ot n(t— 7z
D ( ( 7 }) (b * ay)(x) — v (—I: - }) (b % ay){x)
nrie? — vt — nt? n(nrie? — vt — 2nral + nt?) n(t — rx)
=D - , -y | —
272 1 i

puis on collecte les puissances de ¢
(EDHHTH.’EE - nr”:r:u} + (T — 2Dnr? — 4D’z + 2?,'T!T2.??}f + (n — 2vnT + E.UHH} =0
el comme ceci doit étre vrai pour tout £ > (0, chacun des coefficients de ces puissances
de t doivent s'annuler. Le terme en t* permet de tronver le coefficient de diffusion

2nt
et en utilisant cette quantité dans les deux autres coefficients, on obtient la vitesse de
déplacerment

V= -
.
La solution asymptotique pour b(a, 1) satisfait done 'équation de diffusion
db(x,t) 1 Fb(x,t)  1db(x,t)
ot 2nr  da? T Or

el on retrouve correctemnent 'équation de transport (B.3) dans la limite i — oo,

TL'équation de diffusion est étudiée en plus de détails an chapitre 3.



Annexe C

Modeles diffusifs et mémoire

Les modeles diffusifs introduits en section (3.1} s'averent excessivement généranx et
utiles. Ils permettent entre autre de modéliser plusieurs phénoménes nécessitant 'ac-
cumulation d'une certaine quantité avant de se réaliser et peuvent méme utiliser des
distributions plutot qu'un unique seuil fixe. Cette annexe montre que meme 8'il peut
etre normalement incorrect de considérer une situation comme répondant & Uéguation
de diffusion, les solutions obtenues peuvent tout de meme étre valables.

C.1 Considérations sur la mémoire

La capacité des modéles diffusifs & utiliser des seuils «flouss plutot que bien définis
découle du postulat de I'éguation de diffusion, le moteur de ce modéle, qui apporte des
solutions sétalant au fil du temps et ne passant donc pas le seuil critique au meme
moment. On simule done une distribution de valeurs eritiques d'une certaine quantité
a cumuler 4 partir d'un senl seuil bien défini. Cependant, on ne doit pas oublier que
cette facon de faire est plutot empirtqgue que mécaniste (4 moins que la situation &
modéliser respecte certaines conditions trés particulieres). L'analogie avee la diffusion
est tris utile mais ne doit pas étre poussée trop loin,

De fagon mécaniste, une équation de diffusion de la forme (3.1) (ou son équivalent
multidimensionnel (3.13)) s"applique a des systémes sans mémoire! ou les éléments qui
y diffusent possedent une distribution ganssienne de «vitessess de déplacement dans

e terme eamémoires employe dans cette annexe fait référence & un concept différent de celui utilisé
dans le texte principal. On peut voir la e mémoires traitée dans cette annexe comme le mémeire de ln
mémoire traitée dans les chapitres.
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la. dimension & (ou dans chacune des dimensions @n, xp, ete.). Par «sans mémoires,
on entend ici que la vitesse de chacun des éléments en un temps donné est totalement
indépendante de son histoire, de sa vitesse ot position en un temps antérieur, et ne
dépend que du temps et de sa position actuelle, si dépendance il v a. Normalement, cette
condition n'est qu’approximativement vraie dans une limite oi on observe le systéme
en des intervalles de temps beaucoup plus longs gnun certain temps de corrélation
caractérisant la «durées de la «mémoire» du systéme.

Plusieurs cas biologiques présentent, lorsque 'on tente de les modéliser a aide
d'un modele diffusif, une quantité r correspondant & un niveau d’achévement d’'une
certaine étape (e.g. maturation, incubation) et pouvant étre normalisée de facon a ce
que & = | corresponde a 'événement particulier terminant cette étape. On considére
quun individu £ de ce systeme posséde une vitesse v (1) de progression dans la direction
r pouvant potentiellement étre fonction des conditions environnementales auxquelles
I"individu est soumis, de la nature propre de cet individu, du temps écoulé depuis lequel
il est dans cet état, de la quantité x en tant que telle ou meme d’autres informations
sur 'historique de 'individu (représentables ou non sous forme de dimensions d'état).

Dans un eas particulier oi Ia vitesse v(t) de progression dans la direction 2 (done le
temps nécessaire pour atteindre @ = 1 4 partir de @ = 0) ne dépend que de conditions
environnementales identiques pour tous les individus, de leur age ou de la quantité x en
tant que telle, cette vitesse en un temps donné sera la meme pour tous les individus nés
aun méme instant et ces derniers atteindront également @ = 1 en méme temps. 5i 'on
considéere maintenant que les individus sont intrinsequement différents a leur naissance
el que certaing anront une vitesse p(t) plus grande que d’antres tout an long de leur
parcours jusqu'a @ = 1, il est clair que des individus nés an meéme instant n’atteindront
pas nécessairement r = 1 en méme temps. L’instant d’arrivée en x = 1 d’individus
ajoutés en & = 0 au méme instant risque également. d'étre différent si les conditions
environnementales ne sont pas les mémes pour tous les individus et que ces conditions
affectent la vitesse v (1), Méme si le résultat en x = 1 est le méme dans ces denx
cas, I'évolution intermédiaire se fait différemment et la description mécaniste des deux
situations est fondamentalement différente,

C.2 Mémoire «parfaite»

Pour des individus intrinséquement différents a la naissance (eavantagess péneé-
tiques, malformations, masse i la naissance ete.) et conservant ces caracteres les distin-
guant. pendant tout leur cheminement jusqu'a @ = 1, le systéme a une forte mémaoire
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el la vitesse p(t) d'un individu est fortement corrélée a celle en un temps antérieur
ve(t — 7). Pour le cas extréme on les individus possédent en tout temps { une distri-
bution de vitesses gaussienne de moyenne #(t) et d'écart type o,(t) dans laguelle la
position relative de chaque individu reste constante (leur «rangs reste le meéme dans
la distribution et la quantité (v (t) — v(t))/o.(t) est conservée dans le temps ¥ k), la
position x(t) d'un individu ajouté en x = 0 a g sera

ax(t) = f v (t')dt’

fa

et la position moyenne x(t) du groupe de n individus sonmis aux meéme conditions sera
donnée par

J‘ ‘ ! I { Il‘ - L ¥ I— 0 r
r(t) = ;Zf. v (' )dt’ = [H Héb}{i Jelt" = -/:“ p(1")di

=0 i

La variance o(t) = {(x(t) — 2(t))?} de la position = d'une population d'individus nés

aun meéme instant est donnée par
L i 2
[ v () dlt’ —f ﬁ{r’jfﬂ‘)
ta i

o2(t) = <(
. <U: g”{aa}%rﬂf)j
et puisque (v (t) — #(t)) /o, () est une constante dans le temps,
ealt) = <(%jl{_ﬂ.ﬂEE E a.,(i’}df.’)z>
= <(%))2> (/Inx ﬂvtf}df)ﬁ

_ {[I-"J.:”_} - E’{t]] > (fr G’l,{!‘-r]dt;)

ai(t)

()

pour un écart. type
f
o(t) = [ o ()t . (C.1)
S g

Dans le cas particulier ol @, est indépendant du temps, a,(t) = (t — ty)o, et 'éeart
type est done directement proportionnel au temps écoulé depuis I'ajout des individus
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an systéme. Or, cette meme mesure d'écart type prise dans le contexte de "équation
de diffusion est proportionnelle i la racine du temps écoulé depuis U'ajout an systéme.
Yette différence provient directement du non respect de la condition que le systéme
soit sans mémoire, Kn fait, la situation venant d’etre décrite correspond a une mémoire
aparfaites. '

C.3 Limite sans mémoire

L'origine de la distribution de vitesses v (t) pent également découler du fait que
les conditions environnementales auxquelles les individus sont soumis différent d'un
individu a 'autre. Une partie de cet effet peut, comme précédemment, correspondre
A une mémoire parfaite do systéme. Ceci se produit lorsgue certaines des conditions
environnementales demeurent semblables pour un meme individu tout au long de son
cheminement sur l'intervalle @ € [0,1]. Une telle situation peut par exemple survenir
lorscuune population d'individus a priori identiques se trouvent dans plusicurs milieonx
isolés aux conditions environnementales différentes ; chaque individu est prisonnier de
ce milien et ceci influence toujours de la meéme facon sa vitesse v (t). Cependant, une
autre partie de cet effet peat correspondre 4 une situation possédant une mémoire
imparfaite n’étant valable que pour une certaine période de temps ', Dans la situation
précédente, ceci peut caorrespondre a une migration des individus de 'un de ces milienx

I

A un autre avec un temps caractéristique? v nécessaire A cette transition ou encore a

une variation au fil du temps des conditions dans chacun des milieux.

Omn considere le cas particulier on la vitesse au temps { de progression d'un individu
£ dans Vespace 1 ost donnée par

vi(t) = #(t) + au(t)E(t)

on1 £ (¢} est un bruit rouge {basse fréquence) ganssien stationnaire de moyenne (£.(f)) =
0, d’écart type (£2(1)) = 1 et d’autocorrélation

(E(t)ex(t + s)) = e M, (C.2)

En un temps donné ¢, les vitesses v (1) des divers individius suivent une distribution
gaussienne d'écart type o,(t) de moyenne #(t). Pour un individu & particulier, &.(t)
varie relativement lentement dans le temps par rapport 4 un temps caractéristique ~

correspondant A une mesure de la durée de la emémoire» du systéme. Cependant, un

“Une correspondance peat ebre dablie entre cette situation et la diffusion de particules dans un gas
oit v ! est le temps entre les collisions intermoléculaires,
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échantillonnage de £x(t) en des intervalles de temps réguliers beaucoup plus longs que
-1

v

type unitaire. La vitesse v (f) d'un individu hérite de ces caractéristiques lorsque o,.(t) et

semblera tiré d'une distribution aléatoire gaussienne de moyenne nulle et d’écart

#(t) varie peu sur les intervalles de temps considérés : vp(t) varie lentement. par rapport
i un temps 4~ alors qu'un échantillonnage sur des temps beaucoup plus long révéle une
distribution de movenne (1) et d'écart type o, (t). La limite v — 0 permet de retrouver
le cas de la section (C.2) de temps de corrélation infini (mémoire parfaite) on le rang
de chaque individu est conservé dans la distribution ((v(¢) — 2(t}))/o.(t) = constante).

La position d'individus respectant une telle distribution est donnée par

alt) = [ witrat = [+ [Cout)6)dr = 2(t) + xelt

Lo L toy

ol

L i
i)~ [oar e a0 - [ e (€3)
S .

I
Comme précédemment, (1) donne la position moyenne alors que y,(f) est la position
de chaque individu par rapport & cette moyenne ({x(t)) = 0 puisque (£(t)) = 0). On
rééerit I'équation (C.3) en utilisant le changement de variables 8 = " — £, + 0

Bt =iy
Ye(t) = f (0~ 0+ t)6(0 — 0+ to)def
i

On peut remarquer que o, () est non stationnaire et indépendant de Vindividu observé
alors que £,(1) est stationnaire mais est différent d’un individu & & un autre; le «temps
absolus est important pour o, (f} mais il n'en est pas de meme pour £(f). Soit £(1)
(sans indice &) un bruit rouge gaussien ayant les meémes caractéristiques statistiques
que celles des £(t). Pour tout intervalle [y, 1] de durée v = £ — f, et pour un &k donné,
il existe un @ pour lequel £(f + @) est aussi semblable & &,.(f) que l'on le souhaite sur cet
intervalle. Cette constatation permet d'écrire

T
1 (0) = [ﬂ (0 — 0+ )£V . (C.4)

Ainsi, la quantité permettant de distinguer un individu des autres est maintenant® #
plutot que k et y, (0) ne dépend plus explicitement du temps absolu ¢ mais plutat du
paramétre 7 caractérisant le temps depuis lequel Uindivida a été ajouté an systéme,
le temps initial {; affectant uniquement o, (t). Les bornes d'intégrations de I'équation
(C.4) peuvent ¢tre étendues a 'infini en introduisant la contrainte & méeme 'équation

Yo (0) = [W oulto + 0 — 0)E(0) [H(7 + 6 —8') — H(O — 0] do

o

I est important de noter Pinterversion de la signification de la quantité présente en indice et de
celle en paramétre lors du passage de ye(t) & y.(0).
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el en définissant
Wo(t) = ou(te — t) [H(T +t) — H(t)] (C.5)

Yo (0) peut étre exprimé comme une convolution

- [ eow.o- 0w - w0 (C6)

Soient la transformée de Fourier F et son inverse F ' définies! comme
flw) = F )} j f(E)e = ay (1)
1) = Fo {F@)hie) = j flw)e 't (C8)
En introduisant ces relations dans la définition de la convolution
(f * 6)(t) ] F(t)glt — )t = ] F)FS )}t~ ¢t
“ e f ooy
—m.lt Hrn i _m‘zdwt
: f s atiw)e

o /_m Flei(w e du' = F fw)alw)HE)

puis en prenant la transformée de Fourier des deux cotés, on obtient la relation

FA + ) () Hw) = flw)glw) (C.9)

qui est connue sous le nom de théoréme de la convolution.

On définit £(w), ¥(w) et 'Hnr{w] respectant

£(w) = Fol(0)Hw) X(w) = Fo{x(0) Hw) W, (w) = Fa{Wr{HJH )
E0) = FoHEWHO)  x(0) = FHXW@)HO)  Wa(0) = T {W(w)}(P)

qui, a "aide du théoréme de la convolution, permettent d'exprimer {C.6) sous la forme

Yrlw) = €(w) W, (w)

En multipliant chacun des cotés par son complexe conjugué, on obtient

2 . 2 . 2
jfr{w)‘ - ‘E{w}| ‘m{w}‘ (C.10)

TP lusieurs définitions différentes existent. pour la transformée de Fourier,
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qui met en relation les espectres de puissance» de y, (1), £(¢) et W, (¢).

Soit la corrélation crowsée («cross correlations ) de f(f) et g(f) définie comme

(f % g)(t) = fm_ f(t)g(t +1)dt’

on f*(t) représente le complexe conjugué de f(f). En y exprimant f(t) et g(t) a 'aide
de leur transformée de Fourier

dea= [ (g [ fwerar) (5 [ awnes o) a

1 [ <] o L =) - )
=— / [ fa['wr]‘.,—wrdwrf ﬂ'{wﬁ]f’!h (4t }r&urrdtﬁ
i af — 00 oF — 0 — o0
1 - - o F— o d i Il
- _z fi[wl]/. ﬁ(wﬂ}ﬁ!w I / {.;Ilfu.l —w )t fit’dl.-l.-'”du-':
A= | o J e
1 o 0 o
- ﬁ fs{mr)f ﬁ':w“}ﬁ!w fzﬁﬁ{ur! _Ldr}dw”dwi
LS .
1 Iw:.‘:I‘.li.l O

_ E mj-(w:}f}[:w.f}ﬁ,u'r.dwr _ Ful{f*{w}@[mh}“}

puis en prenant la transformée de Fourier des deux cotés, on obtient

FA(f*g) () Hw) = f*(w)ilw)

qui est le théoréme de la corrélation eroisée. Dans le cas particulier on f(t) = g(t), ceci
devient

2

FAUS * NOHw) = [Fw)

qui est le théoréme de Wiener-Khintehine,

Puisque £(1) possede les memes caractéristiques statistiques que les £;(t), sa fonetion

d'antocorrélation sera donnée par
(E(t+ OVt + 0 + 8)) = W

onl la moyenne est effectuée sur les différents individus, done sur #. La stationnarité de
E(1) permet de choisir ¢ = 0 et la moyenne sur un nombre infini de # différents peut étre
écrite sous la forme d'ane intégrale

f E(ONEW + )l = e
On utilise maintenant le fait que £(¢) est réel (£(t) = £*(1)) pour écrire

/ T e 0V + ) = (ExE)(s) = M
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qui permet. I'utilisation du théoréme de Wiener-Khintehine

- 2 o ¢ . v i o }
15{.&3)‘ = Fu{e MY w) = / e~ M lg—iws’ ggt — [ e” gy j e ) g gf
=g ] (1]
ey | =8 (i) | 1 1
= e— _— = — 4 -
T | 1w |, Y= Y
O ereors
. 2 Dy
wil = — :
|£{ }l w? 4 2

Le spectre de puissance de £(t) peut étre utilisé dans la relation (C.10) pour obienir

2y

. 2
m Wr{"-'-’}l . (C.11)

()| =

Lorsque o,(1) est connu, W, (1) est donné par I'équation (C.5) et permet d’obtenir
. 2
"Hr’r{u.r} qui & son tour définit complitement |y, (w)|” par Péquation (C.11). Cette
derniere quantite fournie, grace au théoreme de Wiener-Khintchine, la fonction d’auto-
corrélation de y.(t).
Dans le cas particulier ol o, (f) = o, est constant, le filtre W_(¢) devient

W, (t) = oy, [H(t +7) — H(1)]

et sa transformée de Fourier

a0 0 . ]
A ' - 2 1 — g™
W, (w) = o, f [H(t +7) — H()| e ™' dt' = o, f et gy — Pl =)
. - w
permet de connaitre le spectre de puissance de W, (1)
N ] Jﬁ 2 _ H-iu,lr —p T
|H’rq [u',]‘ _ _{\_Ji ________ }

Le spectre de puissance de y.(t) est done complétement connu

2 2032 — eV —e )

T

orlw)|

et le théoreme de Wiener-Khintchine permet done d’en connaitre la fonction d'autocor-

rélation
‘ 2 I ™ 2y0%(2 - eW'T — pmW'T) i’
kr(w]‘ }f-‘ij = E[ ol ) dw’

(e )(e) = 72 AT

":""Tﬁ /\m zﬁfw‘a At [ F:"“"'l':*' k) ! /‘M ‘,,_imr"{a—ﬂ'] L
I T T - o oy — —_—
r @+ " @@+ )" | @ 1)

o (/: (W )do — I[:%(wf}[&uﬂ - /.ng(w’}.;@‘) (C.12)

T
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& A
1
3 ¥ o = - = r = =
i) Contour ) (b) Contour &%

Fig. C.1: Contours d'intégration. Représentation schématique des contours utilisés lors de I'inté-
gration de |"équation (C.12). L'axe réel est parcourn de —oo & oo en contournant le péle & 'origine
par le demi cercle de rayon infiniment petit '] passant au dessus (a) pour (') et par le (5 passant au
dessous (b) pour €. Le contour ) est refermé a infini dans le sens anti horaire par le demi cercle
7 et £y I'est dans le sens horaire par C59

ol on a défini oy (w), Palw) et yyw) pour alléger la notation. Ces trois intégrales
possedent chacune un pole de degré 2 en @' = 0 ainsi que deux poles de degré 1 en
W=y et W= —i.

Lorsque s = 0 et que 'on choisi le contour € (les contours utilisés sont tous décrits
en figure (C.1)) pour intégrer
2 Ii";"'l"‘

Yn(w) = A § )

a

la. partie principale de Cauchy (notée P) de I'intégrale sur 'axe réel sera donnée par

P f i (w' )dw' = f( P (w')dw' — f Py (w')dw' — / | i (w')dw’
—00 £ 0 Jow

= 2mi Res[i (w), iy] + wi Res[v (w), 0]

puisque C7° a une contribution nulle, 'exponentielle décroissant beancoup plus rapide-
ment que w'. Le résidu en 7y est donné par

¥ I,_:_r'um L
Res[ty (w), iv] = jl_lﬁlj]ﬁl:w — i) (w) = JJ_IFI}’:r o r i) = i
et celnn & Porigine par
. Cd(wtiy (w) o 2ise™s dwe™® 2is
Res (w), 0] =l == = I 2 — W2++2?2

pour un résultat

f= ) o ,—':I'H
P [ () = f (" +.a-) (s>0) . (C.13)
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Le cas s < () est traité de fagon semblable mais cette fois 4 "aide du contour

{ i (w)dw' — / i (w)dw' — [ 1 (w)dw'
Jiy € Jege

2

~2mi Res[y (w), —#y] — me Res[yy (w), 0]

o (e
= .‘:r.;r (f? - S) {-.‘!' E [}}

On peut regrouper ce dernier résultat avee (C.13) pour obtenir

o0 -9 .,—"}rl.'ll
'P[ (' )dw' = T:r (f . + |'s|)

[}
P [ iy (w')de’

L'intégrale de
_ { ] phels+T)
Palw) = —/—F—=7
A7)

est. effectuée sur le contour Cy et on ne considére que le cas —s < 7 avec 7 > 0

[= &

'P] Pl M = alw )dw' — W (w)du —f il V!
oo o Je e

= 2mi Res[iy(w), iy] + wi Res[iy(w), 0]

-1 ‘._.—":I'{T+H]
= "‘lr'_‘! ( ~ 7+ =5

D Tacon tris semblable, Vintégrale de

E;"-u.l[a -7}
Ya(w) = :

ww? + 92)

est effectuée sur le contour C5 en ne considérant que le cas s < 7

P f g (w')dw'
— X3

J Oy (o]

= —2mi Res[tha(w), —#] — mi Res[ya(w), 0]

—ar ((,_--"r[*r- &) )
= — +T—23
'"J"! 'T

On combine maintenant ces relations pour obtenir la solution de 'intégrale (C.12)

alw)dw’ — afw’)dw’ — [ a(w)dw’
y f.'._';"

2

207 e~ 7l5l — =7 cosh(vys)
(6 #x)(0) = 222 (<ol 47 - )
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valide lorsque [s| < 7. On retourne mainienant a une expression de 'autocorrélation
dans le formalisme initial

vl L P —ls| _ =T I
f 0,0 + )t = 22 (_ ls| +7— ¢ mﬁhh-v})

- ' v
20, =8l — o7 cosh(ys
(xe (D)o [0+ 5]} = =0y (—|-‘~'|—|-’.I“— £ e " eosh( ,rt,])
N 8!
e =yl — o=1(t—t0) cosh (.
Oce(B)xel(t + 8)) = f; (— 8|+ (t — tg) — ° ‘ . ‘ﬂm{'w})

que 'on peut évaluer a s = () pour obtenir la dépendance temporelle de la variance de
la distribution en = des individus®
: : 202 ] — e—vit—to)
2 - 2 _ i
E'.F__‘:'I:T.:I - {YL“}:’ - T Iifl o f.ﬂ.} —ﬁr—

Dans la limite oit ¢ < 4!, la mémoire du systéme est i toute fin pratique parfaite
pour la période considérée et Pexpression de la variance devient

”%“} - ”E{t - inz

en accord avec équation (C.1). Cependant, pour des temps £ = o' beancoup plus
longs que la mémoire du systéme, la variance prend plutot la forme

2

9 . FIU
a2 (1) ~ 272 (t — to)

. S

qui est celle que prend les solutions du modéle ditffusif de la section (3.1) lorsque 1 =
2
a./7.

C.4 Justification d’utiliser la limite sans mémoire

On vient de constater quune diffusion dans laquelle I'écart type des distributions
angmente proportionnellement A la racine du temps peut étre explicable lorsque 'on
observe un systéme sur des périodes de temps bien supérieures a la portée de la mé-
moire du systéme, Cette condition est-elle remplie dans les situations biologiques dans
lesquelles on peut souhaiter utiliser le modele diffusif?

1 existe une correspondance directe entre ce résultat et celui obtenu a Péquation 15.10.12 de (22
pour un gaz dont la fonetion d*autocorrélation des vitesses des particules (équation 15.10.9 de [22]) est
la meme que celle donnde en équation (C.2) pour la evitesses des individus dans la dimension .
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En général, la réponse & cette question est probablement «nons. Cependant, le
fait que la mémoire d'un systéme soit du méme ordre que les temps caractéristiques
des phénoménes que 'on souhaite modéliser n'invalide pas la solution diffusive pour
autant. L'écart type de la distribution de population dans la dimension d’état r sera
probablement erroné, soit, mais un choix judicienx du coefficient de diffusion D permet
d'obtenir la bonne distribution pour les instants oi les individus parviennent an senil
critique. L'utilisation de 'équation de diffusion est alors totalement justifable si les
paramétres du systéme ne dépendent pas de la quantité x et que cette derniére n'est
utilisée que pour connaitre U'instant critique anquel 'événement attendu survient.

Dans certaines situations, il est possible de considérer des cas on les parametres da
systeme sont fonction de la quantité @ et ce méme si D est non nul. Par exemple, dans
le ecas ou la mortalité des individus est fonction de Uage ef qu'un phénomene eritique
se produit aprés un certain age tird d'une distribution gaussienne, il suffit d'atiliser 1a
dimension d’état r comme possédant D) = 0 et v = 1 ainsi que la dimension d’état y
ayant D = 00 et v = 1. On rend maintenant la mortalité fonction de x, le «vrais age,
et ohserve y pour connaitre le moment oi les individus traversent le seuil critique. Une
telle pratique n'est cependant possible que dans les cas on la distribution se trouve dans
le seuil critique de la variable d'état & atteindre (e.g. age) plutot que dans la vifesse
i laquelle cette variable d'état est accumulée (ce qui est possiblement le cas pour les
degrés-jours cumulés).

Il est possible d'obtenir la bonne distribution de délais pour le temps requis avant
un événement malgré le fait que le modele diffusif ne puisse tenir compte de la mémoire
d'un systivme. Cependant, ceci ne sera pas vrai pour un second événement sunivant le
premier. Soit par exemple une situation naturelle o un individu produit un certain
nombre de descendants i certains seuils @y, xq, ... de la dimension d’état x et conserve,
de 'un de ces senils & Pautre, une mémoire de la vitesse 4 laquelle il les produit. Dans
un tel cas, il peut étre possible d’éerire une équation de diffusion apportant la bonne
distribution lors du passage en x; mais générant une distribution trop étroite arrivé en
ao (puisqu'elle angmente selon la racine du temps). La mémoire du systéme biologique
doit tout de méme étre considérablement plus longne pour que ces phénoménes entrent
en ligne de compte et atteinte du senil elle méme est souvent une frontieére mémo-
rielle considérable (e.g. recherche d'un nouveau milien propice et de nourriture pour
produire d'autre descendants, passage d'un état larvaire & un état adulte). La mort de
l'individu garanti une éventuelle perte de cette mémoire, 4 moins que ses «avantagess
ou «désavantagess solent transmis a sa descendance, Il est & noter que cette question
ne se pose normalement pas dans le cas on 'atteinte d'un certain seuil met fin i la
période d'incubation d'une infection, & moins que Uinstant de mort (ou de guérison) de
l'individu dépende du temps qui a été nécessaire a l'ineubation. Dans tous ces cas, il
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faut se souvenir que lorsque 'on a négligé la mémoire du systeme biologique, erreur
apparaitra dans 'écart type des distributions et non dans les délais moyens.

C.5 Alternative a mémoire parfaite

Il peut arriver que des observations biologiques montrent que la mémoire d'un sys-
teme particulier d'un événement a lautre (ou d'une génération a 'autre) ne puisse étre
négligée et soit importante dans la dynamique du systeéme. Cette section présente rapi-
dement” une alternative an modéele diffusif gui pourrait possiblement etre utilisée dans
une telle situation.

Si Péguation de diffusion (3.1) ne peut pas tenir compte de la mémaoire d'un systeme,
¢'est parce que les informations qui Ini sont accessibles, soit la distribution actuelle
du systeme dans 'espace d’'état considéré, ne lui apportent avcune information sur le
passé ni lui permettre de discriminer les individus les uns des antres. On ne peut pas
simplement chercher une autre équation différentielle partielle d'une forme légerement
différente recevant les mémes informations et tenant compte de la mémoire du systéme
puisqu'un tel objet n'existe pas : la limitation se trouve au niveau des informations
accessibles & Péquation de diffusion.

Une solution réaliste consiste a ajouter an systéme une dimension y contenant l'in-
formation manguante : la vitesse des individus dans la dimension x. On choisit alors
D, = 0et v, =y pour gérer la dynamique de x et D, = v, = 0 pour celle de y, demeu-
rant statique, De facon plus générale, y peut |11||1.{':tl. contenir l'information sur le «rangs
des individus par rapport aux autres (soit Pégquivalent de (v (t) — #(t))/a,(t) en section
(C.2)). On peut imaginer d'autres mécanismes plus complexes pour la dynamique de y
mais cecl requiert une grande compréhension de la situation biologique correspondante.

fCette alternative n'n pas été dtndide en profondear ef n’est présentée ici qu'en tant qu’avenoe

i'.ll !HH-II]J[E -



Annexe D

Implantation numérique du modele
de cohortes

Si Uimplantation numerique d'un modeéle compartimental tel que celui traité en
section (4.2) est relativement triviale, il n’en est pas de méme pour le modéle de cohortes
pour le ¥YNO introduit en section (4.4). Cet annexe explique rapidement les méthode
utilisées pour I'implantation numérique de ce modéle sous Microsoft® Visual C4+4®
6.0, On mentionme ici [a fonction de chacune des composantes do programme el réfere
aux algorithmes par leur noms plutdt que de déerire dans le détail tout le processus on
de rééerire ici l'ensemble du programme sous une forme de pseudocode.

D.1 Outils et classes de données

Malgré le fait que Pensemble du modéele soit implanté sous forme de classes, la
plupart d'entre elles sont des classes de données ou des outils assez courts appelés
par deux classes plus spécialisées. Cette section traite de ces bloes de construction
simples mais essentiels au fonctionnement des classes plus complexes introduites dans
les sections (D.2) et (D.3).

Mabord, la classe Tvecteur<> est un patron («templates) permettant d'alloner
dynamiguement de l'espace pour un vecteur de n'importe quel type d'objets ainsi que
de correctement libérer la mémoire lors de la destruction. Elle posséde entre antre des
accesseurs permettant d’obtenic un pointeur pointant directement vers les objets du
vecteur (Ptr() et PtrRO(), le second ne fournissant qu'un acces en lecture seulement.)
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et permettant ainsi un acces trés rapide aux informations. Presque toutes les données
pouvant étres placées dans un vecteur sont stockées dans une instance de cette classe.

La classe Tspline<> (également un patron) permet d’effectuer linterpolation en
splines cubiques d'une séquence en utilisant principalement les algorithmes spline et
aplinet de [21], & quelques modifications prés. Un ajout important est la possibilité
d'obtenir I'intégrale de la courbe de son origine a un certain point grace a l'appel du
membre Tspline<>::Int (). L'évaluation de cette intégrale est accélérée par le fait que
sa valenr peut étre préalablement évaluée pour tous les points d'interpolation et sto-
ckée de facon a ce qu'il ne reste plus qu'a trouver la position du point d'évaluation
de I'intégrale dans la spline, de caleuler (analytiquement) 'intégrale du polynome cu-
bique entre le dernier point d'interpolation et cette position et d'y ajouter I'intégrale
Jusqu’an dernier point d'interpolation. L'intégrale entre un point a et un point b peut
atre simplement obtenue en sonstrayant la valeur de Tapline<>::Int() retournée pour
le second point & celle du premier. Le stockage interne des informations est fait dans
des instances de Tvecteur<>.

La classe Todeint est un intégrateur d'équations différentielles ordinaires de type
Runge-Kutta Cash-Karp a pas adaptatif (estimation de Perreur par comparaison des
ordres 4 et 5) presque intégralement tiré de [21]. La méthode odeint () existe en deux
versions surchargées, 'une travaillant sur 1'état original et 'autre effectuant une copie,
laissant l'original intact. Les données sont passées a 'aide d'un vecteur de pointeurs
(pas nécessairement un Tvecteur mais pouvant 'étre grace a Tvecteur::Ptr() ou
Tvecteur: :PtrRO()) permettant de lever la restriction que les objets sur lesquels on
sounhaite travailler soient ordonnés de facon consécutive en mémaoire,

Les fichiers VNOdatatypes.h ot VNOdatatypes.cpp contiennent de petites stric-
tures, classes et définitions permettant le stockage des populations et températures du
systéme. Elles contiennent également une équation différentielle trés simple (EqDiff-
FiltreExp()) permettant, i I'aide de Todeint, d'effectuer une moyenne glissante d'une
séquence avec une fonction de poids donné par une exponentielle. Si

L[ :

M, (t) = —f (1) el 0T gy
T J oo

est cette moyenne pour x(t) (en utilisant un temps caractéristique T pour l'exponen-

tielle), on utilise son équivalent

AM (1) a(t) — M. (1)

it T

Cette facon de procéder est utilisée lors du traitement des températures afin d'obtenir
celle de 'ean (voir figure (E.1)).
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La classe TVNOevents est une classe mere ne pouvant étre utilisée par elle méme mais
nécessitant plutot que l'on en dérive une classe permettant au modéle de gérer un type
particulier de situation. Afin d'éviter d’avoir a utiliser une classe virtnelle (ralentissant
considérablement 'exécution), cette classe mére possede un membre permettant a la
classe dérivée d'identifier son type lors de la construction. Jusqu’ici, un seul type d’évé-
nement (classe dérivée) a été implanté, TVNOeventTueLarves., Cetle classe contient les
informations nécessaires au modele pour gérer une situation on une fraction donnée du
nombre total de larves est retirée en un instant précis et peut done correspondre a une
situation de lessivage.

De fagon similaire, la classe TVNOfonctionMeteoEvents est une classe mére per-
mettant de gérer paramétres ou conditions pouvant étre fonctions du temps, des condi-
tion météorologiques ainsi que des divers événements pouvant affecter le systeme, Tout
comme TVNOevents, elle ne peut étre employée par elle méme et les classes qui en sont
dérivées doivent s'identifier lors de leur construction. De plus, la fonetion membre TYNO-
fonctionMeteoEvents: :fonction() de la classe mere se charge dappeler le membre
équivalent de la classe dérivée grace a un static_cast<>. Les fonctions membres im-
plantées jusqu’ici permettent de gérer des valeurs constantes (TVNOfonctionFixe, utilisé

ars,f
T A

tion lindaire en température avec coupure lorsque négative (TVNOfonctionLinearT,

pour les parametres considérés constants comme jg, fiq et la vitesse o J, une fone-
utilisé pour fournir v, et v§7), le passage d'une valeur & une aufre suivant une tan-
gente hyperbolique (TVNOfonctionTanh, utilisé pour la diapanse) et une fonction ayant
I'apparence d'une impulsion (TVNOfonctionPulse, utilisé pour simuler I'application de
méthopréne ).

La classe TVNOpopdisease gere les groupes de populations d'oiseaux et de mous-
tigues tout en conservant a 'interne un vecteur de pointeurs vers chacune des quantités
définissant les populations et leur état d'infection. Ceci permet i Todeint de pouvoir
avoir acces an systeme complet tout en conservant la structure inhérente aux cohortes
de moustiques et aux groupes d’oiseanx. Ces groupes d'oiseaux peuvent étre utilisés
par 'architecture MAGS afin de représenter un <agent», Des fonctions permettent un
ajout et un retrait facile des groupes d’oiseanx de fagon & faciliter I'implantation du
passage d'un agent dune région 4 une autre.
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D.2 Calcul préalable de quantités importantes pour
les cohortes.

La fonction de la classe TVNOpreparedynmoust est de préparer la structure VNO-
DynPopMoust & son utilisation par TVNOdiseasemodel. Cette structure contient toute

I'information nécessaire a la description des cohortes et des relations les unissant.

La premiire tache remplie par TVNOpreparedynmoust : : FaitDynamique () est d’éva-
luer en divers instants les valeurs de TVNOfonctionMeteoEvents: :fonction() corres-
pondant aux paramétres du systeme pouvant potentiellement varier dans le temps et
d utiliser ces quantité pour construire des splines cubigues Tspline<>. On prépare en-
suite des vecteurs pour contenir les divers temps importants et informations concernant
les cohortes en prévoyant suffisamment d’espace pour le nombre maximal de cohortes
pouvant étre produite considérant le nombre de cohortes filles allouées par cohorte mere
ainsi que le nombre maximal de génération préva au cours de U'été. Un simple index
f est attribué i chacune de ces cohortes de facon & permettre 'acees i chacune de ces
quantités pour la cohorte désirée'. Les paramétres de la cohorte initiale Ff, toujours
d'index 0, sont préalablement fournis et la boucle principale peut débuter.

Pour chacune des cohortes (en ordre croissant d'index et en débutant par 'index
0], on calcule le temps nécessaire a ce que les larves de cette cohorte passent & 1'état
adulte en appelant la fonction TVNOpreparedynmoust : :MaturationAugmentel (), dé-
crite plus loin, pour v,, (cette étape n'est pas effectuée pour Fy). On entre ensuite dans
une seconde boucle ot on caleule grace a la fonetion TVNOpreparedynmoust : :Matura-
tionAugmentel () tous les instants de piqure et de pontes que I'on souhaite considérer
respectivement avec® -31:‘,:':'1‘ et v, Cette boucle complétée, on vérifie si le nombre maxi-
mal de génération permet i la cohorte actuelle de produire des descendants. Si ould, on
attribue & la cohorte d'index suivant un temps de naissance égal an premier temps de
ponte de la cohorte d’index considéré en plus de lui apprendre Uindex de sa mere puis
passe a l'itération suivante pour la boucle principale. 5i le nombre maximal de généra-
tion est atteint, on remonte dans arbre jusqu’a ce que 'on atteigne une cohorte mére
pour laguelle toutes les cohortes filles potentielles n'ont pas encore été caleulées. On
donne alors a la cohorte d'index suivant un temps de naissance égal an temps de ponte
associé de la cohorte mére et lui apprend également Uindex de cette derniere. La boucle
principale est répétée jusqu’a ce que 'arbre soit complet.

'On peut voir le lien entre f et F¥ comme si F était une fonction de g et k retournant un index f
unigue pour chague cohorte. .

La version informatique de ces paramétres est un facteur 2 fois plus grande que celle introduite en
section (4.4.1) de fagon & ce que Ponaie & cumuler 1 plutot gque 1/2 pour chacun des événements,
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La fonction TVNOpreparedyomoust: :SimplifieDynamique effectue ensuite un net-
toyage de cet arbre ol toutes les cohortes ne voyant jamais le jour (parce que les
paraméetres et conditions météorologiques ne permettent pas de remplir la condition
recherchée par la fonction TVNOpreparedynmoust: : MaturationAugmentel()) sont re
tirces et on la taille de arbre est rédnite aun minimom. Pour ce faire, on effectue une
copie conforme de Uarbire, parcourt 'arbre une premiere fois pour générer un vecteur
attribuant un nouvel index 4 Pancien index d'une cohorte et un autre vecteur effectuant
I'inverse, redimensionne 'arbre original 4 sa nouvelle taille puis utilise la copie et les
vecteurs précédents pour construire le nouvel arbre lors d'une seconde boucle,

On peut constater gue toute la partie «actives de ce code est effectuée par la fonction
TVNOpreparedynmoust : :MaturationAugmentel (). Cette derniere utilise un algorithme
de type Newton-Raphson pour trouver la valeur de t nécessaire 4 ce que intégrale d 'une
spline (obtenue par Tspline<>::Int()) en ce temps £ soit supérieur de 1 i celle en un
temps spécific. Cette tiche est simplifiée par le fait que puisque les vitesses utilisées
sont toujours positives, leurs intégrales sont toujours croissantes et il existe done qu'une
seule solution au probléme. De plus, la dérivée est connue analytiquement puisqu'il ne
s'agit que de la valeur de la spline en ce point. L'alporithime est éerit de fagon a toujours
conserver les valeurs du meilloar estimé d’'une borne inférieure et d'one horne supdérieare
obtenues jusqu'a présent et si jamais une itération Newton-Raphson retourne une valeur
a l'extérienr de cette borne, on utilise plutot la valeur centrale de cet intervalle comme
prochaine évaluation. De cette facon, la taille de Uintervalle décroit par un lactear 2 4
chague itération dans le pire des cas alors que la convergence est quadratique dans le
meilleur.

Une fois ces informations connues, les relations de la section (4.4.1) peuvent étre
directement. appliquées pour obtenir les populations de larves et de moustiques. Kn
fait, il s'agit de la méthode utilisée pour produire les figures de la section (4.4.2) : les
informations concernant les cohortes sont générées par TVNOpreparedynmoust: :Fait-
Dynamique() puis exportées dans MATLAB® on I'on recompose les populations en
utilisant les relations de la section (4.4.1). Cependant, il faut procéder autrement lors-
qu'il y a présence de maladie et que 'on souhaite agir sur le systéme (e.g. lessivage et
larvicides).
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D.3 Evolution dynamique du systéme épidémiolo-
gique.

Afin de pouvoir tenir compte d'événements extérieurs pouvant survenir a tont mo-
ments, la classe TVNOdiseasemodel utilise un modéle compartimental particulier tenant
comple de la structure en cohortes des pﬁ}nllﬂtiml!—i de moustiques et dont les flux entre
les compartiments sont. modulés par les flux prévus par le modéle de cohorte. A ce jour,
les justifications analytiques de cette approche sont incomplétes et il se peut gqu’elle soit

CTTOnee,

Du point de vue de "atilisateur, il suffit d’appeler TVNOdiseasemodel : : Step() pour
passer de I'état actuel (un objet TVNOpopdisease) & un état ultérieur spécifié. Cette
fonetion s’assure que tous les événements devant survenir pendant cet intervalle de
temps surviennent et utilisent le systeme d'équations différentielles VNOSystemeEqgs-
DiffDiseaseModel () avec l'intégrateur Todeint pour passer au nouvel otat. Les diffi-
cultés résident done dans 1'élaboration de la fonction VNOSystemeEqsDiffDiseaseMo-

del().

Pour chaque cohorte d'indexe f, on utilise un compartiment Lpp pour tenir le
compte du nombre actuel de larves de cette cohorte respectant x;, € [0, 1] et le com-
partiment. LII.T}’F pour représenter la population de larves gue 'on aurait si les larves
ne devenaient jamais adultes (le nombre de larves de cette cohorte pour lesquelles
ry, € [0, 00]). De la méme fagon, on définit les vecteurs Ey g, et EJ',:}‘EH les éléments du
premier contenant la population «observables d'individus exposés a la maladie lors de
la f-iéme pigire’ et ceux du second contenant celle que les mémes individus anraient
s'ils ne devenaient jamais infectés. Pour les susceptibles, on utilise le vecteur Sy, dont
I"élément [ = 0 contient la population qu’auraient les susceptibles si ancun d’entre eux
n'était infecté lors des pigires, 'élément | = 1 contient ce que serait cette population
si on considere la premiere pigiire mais aucune autre et ainsi de suite jusqu’an dernier
élément | = 1, contenant la véritable population susceptible (considérant un nombre
fini np, de piqires possibles). Enfin, les compartiments Iy p et Rapp contiennent res-

pectivement le nombre observable d'individus infectés et en diapause.

Chaque flux quittant un compartiment est approximativement donné par [la popu-
lation se trouvant dans ce compartiment en ne considérant pas le flux pour lequel on
sothaite une valeur (les versions «buffs des compartiments ou I'équivalent pour S| x
[lamplitude i Uinterface de la Gaussienne normalisée représentant cette cohorte] x [la

A0 est différent dans le code C4 4 comme la numérotation des vecteurs commence i (.
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vitesse de traversée de cet interface] / [la fraction de la population ayant déja traversé
le flux précédent)].

Ce dernier ratio du nombre d'individus déja ajoutés an compartiment a droite de

linterface par rapport a celui de cenx qui effectueront éventuellement ce passage si les
conditions actuelles se maintiennent est donné par fonction IntGaussExp() correspon-

dant a
. . l : | A t‘rﬂ.u
O(Az, 0,0, Ap) = §(l+nri(‘f§ ( n-+ . )))

ot Ax est la position de la cohorte par rapport a U'inlerface, o est 'éeart type de la

cohorte dans les mémes unités, » est la vitesse de la cohorte dans les mémes unités
divisé par du temps et Ap est la différence entre la mortalité des individus a ganche
de l'interface et celle a droite. La fonction d'erreur erf() est calculée en utilisant la
fonetion erfec() de [21] (implantée sons le nom NRerf () ) basée sur une approximation
de Chebyshev apportant une errenr inférieure 4 1.2 x 1077 pour tout argument.

On définit?

xp(t) = 1; ! v, (1 )dt :;."f;::;'"‘" =ar( tj;'"""]
oyt = ~/': ‘Hgf[t"]rﬁf I!;ni}l,': _ x?ﬁs{ﬁﬁm.]
iy (t) = / ' o (1 )dt! rﬁ}",':l = :r'ff“'l[.'!f;:::’l"“]
Jo
2CR (O VAT = At
Jo

et utilise la macro TVNODISEASEMODEL _GAUSSIENNE() correspondant a

G(Az,0) = J;_w exp (_Ein:j )

Yes ap(t), %57(1), 5™ (t) et ya(t) correspondent i Pappel du membre Tspline: : Int () alors que

les xgHe", :1'f}"!, i et Y sont caleulés dans TVNOpreparedynmoust en méme temps que les

temps correspondants,
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pour simplifier 'écriture des diverses dérivées

dSp; ipjWniSn) [
- _ 4 1, I {T(“ f‘ j|}:lli| ) s )
i No + o Y IG5 (E) — 2t 0

.l
dlp;  ipjwp;Sp !
AR
Tar - ile
fIXH_I'
At Hiiln;
, Ao o ponte g,
I.EL],I,?}F - n‘irj.’lff fll”.?_n (’( rm '“:I 'ﬁ.-if,-rh' n-.r,-;.f) _y rhmr
= . g
it g (M (t) x?j:;f*-1 Oy, i Vnt {f}mﬂf-), )
q gnw peonte gEray.
i (..E; “] o J_?:;ﬂ 10_” _r'-?ﬂ'L (fﬁmpr) L — .“v’l)
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= . (.f Z'I‘ .f
B Loy Shp - :_T__ v
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0 G (0a(®) — U7 00 )
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dlyy o ERG (0a) — i 0y, ,)

.-_dI. - H(:ETAI{” — J"_,.U, JJ‘. f‘ ;.am(rIm]] 0
dRyy (0 MLy, G (20(t) — 28 00, 1)

dt ( V(1) — gPoMe ey, “fw(fwmj:.“d—ﬂb

) — palny

) — paling

Jilf .ln. I'_.'.f _f I3
(D.1)
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ol f réfere i la cohorte mere de f et m est le numéro séquentiel caractérisant cette ponte
(les cenfs d'une cohorte f sont done pondue & 'instant ﬁ}“i““' - L'""”’} Par définition,

une somme de la forme 37 a une valenr nulle. Dans la version informatique de ces
equations, les compartiments de larves incluent males et femelles et ceux d'adultes ne
comportent que des femelles. Ainsi, on v utilise le nombre d’'ceufs par femelle par ponte
comme parametre [ (par opposition an nombre d'ceufs de femelles par femelle par
ponte) et un facteur 1/2 multiplie le flux lors du passage a I'état adulte. De plus, le
ratio d'individus en diapause n du code C+4+ correspond & 1 — 5 dans la notation de
ce document.

Lorsqu'un terme © intervient, l'implantation C++ de ces équations différentielles
fait appel & la macro TVNODISEASEMODEL_DIV() qui ajoute une petite quantité an dé-
nominatenr afin d'éviter toute division par zéro. De plus, la macro TVNODISEASEMD-
DEL_SAFETIME() est utilisée pour s'assurer que les événements ne survenant jamais
aient une contribution nulle aux flux.

Lorsque la fonction TVNOdiseasemodel: :Step() repére un dvénement de lessivage
TVNOeventTueLarves, elle effectue 'intégration jusqu'a cet instant particulier, appelle
la fonction TVNDdiseasemodel : : TueLarves () puis reprend intégration jusqu’au point

Mush

demandé par 'atilisateur. Pour un lessivage affectant une fraction w des larves au

temnps £"=" TVNOdiseasemodel: :TueLarves () multiplic par

! mrav. ¢ gflushy _ _ ponte . Ausl fner,
-mlluiri orf Ty “- ] lz‘lf.r_ir_ = erf .J"Jr,{t us !} _ _TLLI.?H
- m_l-]_‘l.l' ) —
2 v,r'_ﬂ e f ﬁl’]’m pf

les populations de tous les compartiments de chaque cohorte f (sauf Fy), y comprit les
adultes. En plus de ne pas considérer que la distribution n'est plus paussienne mais plu-
tot une Gaunssienne tronguée, cette fagon de procéder peut étre incorrecte si la cohorte
est suffisamiment étalée pour que le flux soit simultanément non négligeable anx deux
extrémites de état larvaire ou encore si les adultes avaient commencé a produire des
oenfs de la prochaine génération®,

L'application d’un larvicide pour lequel U'impact sur les moustiques se fait sentir
de fagon similaire & celui du méthopréne (incluant ce dernier) est représentée par une
perte dans le Hux de passage & 1'état adulte. Le Hux affectant le compartiment L reste
inchangé alors que celui ajouté aux adultes est multiplié par

meth, nmth preth
2wy d1:|r\|.1., exp (mr.—)

J‘ =Iu'rri+
meth. By pmeth _p) 9
Thetiy €Xp (W )
aciiv

"I faudreait également multiplier les populations de cette nouvelle génération (et de tout autre
descendant) par le méme facteur pour corriger cette situation,
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it b,
by,

oit w"™™ est Pefficacité maximale du larvicide, £ est instant d’application, 7
est une faible gquantité caractérisant la rapidité de augmentation de la mortalité et

T caractérisant la période ol le produit est efficace®

. Plusienrs de ces applications
peuvent survenir au cours d'un été et on suppose que eflicacité du larvicide est autant
affectée lors d™un lessivage que ne le sont les populations de moustiques. La fonction

TVNDfonctionPulse permet de tenir compte de ces effets.

Il est & noter que les commentaires de la section (4.4.3) découragent 'utilisation de
cette approche discutable (surtout lorsque les vitesses changent de facon substantielle
an cours du passage d'un interface par une cohorte) et recommandent plutot un retour i
nn modele diffusif on 'élaboration d'an modéle de chaine de compartiments dguivalent
lorsque l'on est en présence d’une telle situation complexe comportant des événements
extérieurs.

Une fagon de rendre ce code utilisable dans un cas «réel» serait d’appliquer un filtre
passe-bas sur ¥ et de se contenter d’écarts types relativement petits. Ceei permet-
trait également de pouvoir considérer «correctements les températures minimales et
maximales journalieres.

BCette facon d'agir peot fausser la correction IntGaussExp () () o doit étre reconsidérdo.



Annexe E

Parametres choisis pour les modeles
diffusif et de cohorte

Clette courte annexe présente les divers parameétres utilisés pour produire les résul-
tats de la section (4.4.2) (tableau (E.1)) ainsi les parametres additionnels utilisés dans
I'implantation C+4+4 du modéle de cohorte (déerite en annexe D) loraqu’en présence de
maladie (tablean (E.2)). Un exemple de températures est également présenté (figure

(E.1)).

On ne peut trop insister sur le fait que ces paramoetres sont présentés a titre in-
dicatif seulement. Plusieurs d'entre eux sont hérités de choix arbitraires faits lors de
la programmation a4 un moment on une valeur, quelle qu'elle soit, était nécessaire afin
que le programme puisse compiler. Ces paramétres doivent fous' étre revus avant une
queleongue utilisation sérieuse du modéle.

'Ceei inelut également la facon dont les températures de Pair et (surtout) de Pean sont obtennes.
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Tab. E.1: Paramétres choisis pour les populations de moustiques. Ces valeurs sont présentées 5
titre indicatif seulement. Les populations sont en unités d'individus, les temps en jours et les tempé
ratures en degrés Celsius,

e e

Paramétre Sipnification Valear  Commentaire
i Mombre d'orufs (de femelles) pro- 1002 Nombre arbitraire choisi suite & des conver-
duits iy ponte par femelle. sations |mrmn|m]|m4 YeC i ]}i.l:lln[{iﬁll“ |ﬁ1 !"rl.
Lies valeurs mentionnées dans [16] sont plus de
Pordre de 2000 en début de saison et de 300 en
temps normal (pour Culer pipiens),

rymec. Température scail d'émergence. 3.3 Valeur de |16] pour Culer pipiens en condi-

tions terrain pour une densité de 10O larves
par 700 ml d'ean. Les conditions de labora-
todre pour une densite de 50 larves par 700 ml
apportent plutot TEmer — 0.4,

J fmer. Diesgrés-jours & eumuler au dessus 207 Valeur de [16] pour Culer pipiens en condi-
de TOMT ayant 'émergence des tions terrain pour une densité de 100 larves
larves. par T ml d'eau. Les conditions de labora-

toire pour une densité de 50 larves par 700 ml
apportent plutot T9mer — 132,
173 Tanx de mortalité des larves, 0.043  Chaoisie de fagon i ce que le ratio de larves
parvenant éventuellement i U'état adulte {pour
un temps de développement de 12 jours, [16]
en fin de saison) sur le nombre total d'oeuls
pondus soit de e = 0.6 [16). Le ratio utilisé
par [28] est pluton de ¢ = 0.054 et apporte
jip = 00,24,
rhere P Tamps entre Pémergence et la 4 Valeur choisie par [16] pour Culer pipiens et
premicre plgiire. Culer restuans dans un contexte sud-ontarien.
7. Temps entre une ponte o la pro- 4 Arbitraivement choisi identigque i plibre pig.
chaine pigiire.
Tpants Température senil de ponte. .10 Valeur de [16] pour Culer pipiens en condi-
tions terrain. Les conditions de laboratoire ap-
portent plutot TP — 100,
T ponte Degrés-jours  cumuler au dessus 57.8  Valeur de [16] pour Culer pipiens en condi-
de TP qyvant la ponte. tions terrain, Les conditions de laboratoire ap-
portent plutot TP = 710,
A Taux de mortalité des mous- 0,040 Arbitraire. On dégage de discussions avec un
tigues adultes. biologiste [5, 6] que tris peu d'adultes vivent
pus de 30 jours. La valear présentée est pro-
bablement trop faible puisqu'elle apporte un
taux de survie de 30% apres 30 jours et de 9%
aprés G0 jours,

peiap. Jour auguel o moitié des nou- 243 Correapond approximativement an 0 aont.
veaux adultes sont en diapause,

riiap. Demi-longuenr de la période de Lh Correspond & une période de transition s"éta-

transition vers dinpause.

lant sur approximativement. un mois, done i
partir de la mi-aoit lorsque 1 = 243,
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Tab. E.2: Paramétres choisis pour la maladie. Ces valeurs sont présentées a titre indicatif seule-
ment. Les populations sont en unités d'individus, les temps en jours et les températures en degrés

Celsius.
Paramitre Signification Valewr  Commentaire
e Température seuil d'incubation 143 Valeur pour Culer tarsalis [23]. Peut étre dif-
de la maladie dans an moosticgue, férente pour Chuler pipiens,
Tmeub, Degrés-jours a cumuler au dessus  108.7  Valeur pour Culex tarsalis [23]. Peut étre dif-
de THeub- pour fin de Pineuba- férente pour Culer pipiens.
.
i Probabilité d'infection d'une cor- 088 Valeur de [28].
neille plguée par un moustigue
infectious.
ey Probabilité  d’exposition  d'un 0,16 Valeur de [28].
moustique piguant une corneille
infectie,
' Poids des corneilles en tant que 1 Imposé : on choisit la corneille comme espécee
cibles pour les pigiires de mous- de référence.
Flogues,
| Taux de guérison des corneilles. 0 Valeur de |28] supposant qu'aucune corneille
ne seremel de Taomaladie,
JIges Taux de mortalité des corpeilles 0,143 Valear de [28].
infectiées,
) -‘i_;g; . Probabilité  d'infection  d'un  0.88 Arbitrairement choisi identique & ig.
autre hote pigué par un mous-
tigue infectieus,
e Probabilité  d’exposition  d'un .16 Arbitrairement choisi identique i iy,
moustique pigquant un antre hite
infecté.
talg Poids des autres hotes en tant 0.5 Arbitraire. Correspond i une situation o les
que cibles pour les pigires de moustiques «préferents deux fois plus les cor-
moustiques. neilles que les antres espices hote,
o Taux de pudrison des autres 0143 Arbitrairement chodsi pour amener la méme
liotes, durée de période oil la maladie peut étre trans-
mise que pour les corneilles. Cette période est
probablement plus longue pour les autres es-
pices hotes (done rp devrait ebre infériear & la
valeur actuelle).
jLEa Taux de mortalité des autres ] Arbitraire, Correspond A une situation ob les

hotes infoctis,

autres espices hotes ne peovent pas mourir de
la maladie.
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Fig. E.1: Exemple de températures. Les points cyan et rouges correspondent respectivement aux
températures minimales et maximales journaligres fournies au modéle, La moyenne de ces deux quanti-
tés (points verts) donne la température de I'air T, utilisée (la spline correspondante est donnée par la
ligne verte pleina). On filtre cette derniére quantité 3 'aide d'une moyenne glissante utilisant un poids
exponentiel de temps caractéristique de 10 jours pour produire la température de I'eau T, utilisée
{en bleu, les points montrent I'échantiilnnnage utilisé pour générer la spline qui elle est représentée
par la ligne pleine). On présente également les températures seuil 7™  TPonte g Tincub. 4 aide des
droites hachurées respectivement bleue, verte et rouge,
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