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Résumé 

Dans ce mélTIoire, on s' intéresse à la modélisation et à l' optimisation d' une stratégie de 

maintenance, dite imparfaite, pour un système dont les caractéristiques opérationnelles se 

dégradent avec l' âge et avec l' usage. Ce type de stratégies a suscité, au cours de la dernière 

décennie, beaucoup d' intérêt au niveau de la recherche autant sur le plan fondamental 

qu ' appliqué. 

Pour chaque système on connait la distribution des durées de vie, des durées de réparation et de 

remplacement, ainsi que le taux de réduction de l'âge ou du taux de panne du système suite à 

chaque action de maintenance préventive imparfaite. Après chaque réparation, l'âge du 

système est réduit d' une certaine fraction et son temps de réparation augmente d' une autre 

fraction. 

Plusieurs modèles sont proposés dans la littérature. Dans le cadre de cette étude, on s' est basé 

principalement sur les travaux de Wang et Pham pour développer deux modèles d'optimisation 

qui intègrent les variables de décision T et k (variables qui définissent la stratégie), les coûts et 

les durées associées aux actions de maintenance préventive et corrective, les distributions des 

durées de vie et de réparation, les paramètres u et P inhérents au processus de quasi

renouvellement et enfin la limite budgétaire La et le seuil de disponibilité requis Ao. 

Le premier modèle permet de déterminer le couple (T*, k*) qui minimise le coût total moyen 

par unité de temps sur un horizon infini L(T, k; u, P) tout en respectant un seuil de disponibilité 

Ao. Le deuxième modèle vise à déterminer le couple (T*, k *) qui maximise la disponibilité 

stationnaire A(T, k; u, P) en respectant une limite budgétaire La. Il s'agit de deux modèles de 

programmation non linéaire mixte. 

Des procédures de calcul, exploitant le progiciel MAPLE, ont été mises au point pour traiter 

les différents modèles de programmation mathématique (avec et sans contraintes). Les modèles 

proposés pourront servir de base au développetnent de nouvelles stratégies de maintenance. 



Abstract 

1 have focused my work in the modeling and the optimization of a maintenance service 

strategy, called imperfect, which operational characteristics degrade because of age or 

usage. In the last decade, this type of strategies has aroused a lot of interest at the research 

level as well as at the application level. 

For every system one knows the distribution of life span, the length of repairing and also 

. the age reduction rate or failure rate that follows every imperfect preventive maintenance 

action. After every repairing, the age of the system is reduced by sorne fraction and its 

repairing time augments by another fraction. 

Several models are offered in literature. For this particular research however, 1 have mainly 

used the studies of Wang and Pham which are aimed to develop two models of 

optimization which include the variables of decision T and k (variables which define 

strategy), the costs and durability linked to the preventive and corrective maintenance 

actions, the life span and repairing time distributions, the parameters u and B inherent to the 

quasi-renewal processes, and finally the budget limit B and the availability threshold 

requested Ao. The first model allows to determine the couple (T *, k *) which minimizes the 

medium total cost by time unit on an infinite horizon L (T, k; u, B) \vhile respecting an 

availability threshold Ao. The second model aims to detennine the ·couple (T *, k *) which 

maximizes the stationary availability A (T, k; u, B) by respecting a budget limit Lo. It is 

about two models of mixed not linear programming. 

1 have developed calculation procedures, exploiting software package MAPLE, to manage 

the different mathematical programming models (with and without restraint). These models 

are offered to serve as a basis for the development of new maintenance services strategies. 
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Introduction 

Dans ce mémoire on traite de la modélisation et de l' optimisation d' une stratégie de 

maintenance dite imparfaite (voir Wang et Pham [66]) pour un système dont les 

caractéristiques opératoires se dégradent avec l' âge et avec l' usage. Cette stratégie suggère 

qu'à chaque fois que le système tombe en panne, son âge s'est réduit d' une certaine valeur 

Ou et le temps pour effectuer une réparation imparfaite augmente d ' une certaine fraction p. 

Également, dans cette stratégie le système sera remplacé préventivement soit à la panne 

suivante après la dernière réparation imparfaite k ou bien à un âge déterminé T. Ce type de 

stratégies a suscité, au cours de la dernière décennie, beaucoup d' intérêt"âans le domaine de 

la recherche autant sur le plan fondamental qu'appliqué. 

Nous nous sommes basés principalement sur les travaux de Sang-Chin et Chung-Ching et 

sur ceux de Wang et Pham pour développer deux nouveaux modèles d'optimisation qui 

intègrent les variables de décision T et k (variables qui définissent la stratégie), les coûts et 

les durées associées aux actions de maintenance préventive et corrective, les distributions 

de durées de vie et de réparation, les paramètres a et p inhérents au processus de quasi

renouvellement et enfin la limite budgétaire Lo et le seuil de disponibilité requis Ao. 

Plusieurs modèles traitant de ce type de stratégies ont été proposés dans la littérature. 

Mentionnons, principalement, le modèle de Nakagawa et Shunji [46]. Le modèle suggère 

d'effectuer une réparation à la panne. Si la durée de réparation est supérieure à une durée 

fixée à priori, le système défaillant est remplacé par un système neuf. Le modèle permet de 

déterminer, analytiquement, la durée optimale de réparation. Cette durée est celle qui 

nlinimise le coût total moyen englobant les coûts de réparation et de remplacement par des 

systèmes neufs. 

Yosef [75] propose un modèle d'optimisation de la maintenance qui tient compte des coûts 

sur tout le cycle de vie du système; Bruns [14] propose une stratégie qui permet de 



Il 

sélectionner l' action de maintenance à entreprendre à la panne. Ce modèle a été conçu pour 

des systèmes dont le processus de dégradation est Markovien. 

Kabak [31] propose un modèle d' optimisation de la disponibilité d 'un système dont les 

durées de vie sont distribuées suivant une loi exponentielle et dont la durée de réparation 

est constante. Pour un nombre de cycles prédéterminé, le modèle fournit la variation de la 

disponibilité et permet d 'obtenir le temps moyen de bon fonctionnement et le temps moyen 

de réparation qui minimisent le coût total d ' exploitation du système. Le modèle pennet 

d' effectuer une analyse de sensibilité. 

Pour l'optimisation de la disponibilité des systèmes assujettis à différentes politiques de 

maintenance imparfaite, mentionnons principalement, les travaux de Chan et Downs [19] , 

Natarajan et Subramanian [58], Chan et Shaw [17] et Zhao [76]. Wang et Pham [67] [68] se 

sont particulièrement intéressés au sujet de la disponibilité. Ils ont développé des modèles 

d'optimisation des couts, pour différentes stratégies de maintenance dépendant de l' âge et 

de la durée d'utilisation du système. Wang et Pham [69] ont également développé des 

modèles d'optimisation de la disponibilité pour des systèmes multi composants. 

Dans ce mémoire, on s ' intéresse à la modélisation et à l' optimisation d ' une stratégie de 

maintenance, dite imparfaite, pour un système dont les caractéristiques opérationnelles se 

dégradent avec l'âge et avec l'usage. On suppose que la distribution des durées de vie, des 

durées de réparation et de remplacement, ainsi que le taux de réduction de l'âge ou du taux 

de panne du système après chaque action de maintenance préventive imparfaite sont 

connus. 

La méthodologie adoptée pour la réalisation de ce mémoire comprend l'analyse des plus 

récents travaux publiés sur les stratégies de replacement préventif utilisant la maintenance 

imparfaite. L'accent a été mis sur les articles qui proposent des outils permettant de 

modéliser les stratégies de maintenance visant l'optimisation de la disponibilité sous des 

contraintes de budget, ou la minimisation du coût sous des contraintes de disponibilité. 
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Dans le premIer chapitre, on présente les concepts de fiabilité, de disponibilité, de 

Inaintenance et des processus de quasi-renouvellement. Ces concepts sont exploités dans 

l'élaboration des stratégies de maintenance proposées dans ce mémoire. On s' est basé sur le 

travail d ' Ait-Kadi [6] et des références bibliographiques publiées sur le sujet. 

Les deuxième et troisième chapitres sont consacrés à la présentation des deux modèles 

proposés développés dans cette recherche. Pour chacun de ces modèles, nous rappelons les 

concepts théoriques et précisons les hypothèses de modélisation. Des résultats numériques 

obtenus à partir de chacun des modèles sont également présentés et commentés. 

Finalement, nous présentons une brève analyse des résultats obtenus et une conclusion 

générale assortie de quelques recommandations. 
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1. Premier Chapitre: Cadre Conceptuel 

1.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous rappellerons les concepts de fiabilité, de disponibilité, de 

maintenance et des processus de quasi-renouvellement. Ces concepts serons exploités dans 

l'élaboration des stratégies de maintenance proposées dans ce mémoire. On se basera sur le 

travail d'Ait-Kadi [6] et des références bibliographiques publiées sur le sujet. 

1.2 La fiabilité d'un system Ret) 

La fiabilité est la probabilité que le système réalise la fonction pour laquelle il a été conçu, 

dans des conditions données et dans un intervalle de temps donné [0, t]. 

Elle est définie comme suit: 

Ret) = pex > t) 
00 

= J f(x)dx (1.0) 

Où x est la durée de vie du système, et [ex) est la fonction de densité associée aux durées 

de vie du système (Jooo [(x)dx = 1). 
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La fonction R (t) est une fonction décroissante. 

R(t) 

t 

Figure 1.0- Fonction de fiabilité 

La fonction de distribution de probabilité associée aux durées de vie est donnée par: 

F(t) = P(x ~ t) 

t 

= J f(x)dx) (1.1) 
o 

La fonction F (t) est une fonction croissante. 

F(t) 

1 -----------------------------------------------

t 

Figure 1.1- Allure de la fonction de distribution F(t) 
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Pour un système ne pouvant occuper qu' un des deux états (opéràtion -hors d' usage) on a : 

R(t) + F(t) == 1 et ce 't/t 2:: 0 (1.2) 

Une autre fonction aussi importante que les deux premières, est la fonction taux de 

panne r(t). Cette fonction s' exprime comme suit: 

[Ct) 
r(t) = R(t) (1.3) 

D'autre part, le taux de panne peut être déterminé à partir de rune des trois grandeurs : 

F(t), R(t) et [Ct). 

La figure 1.2 présente l'allure générale de taux de panne ainsi que les causes qui expliquent 

l'allure de chacun des tronçons de la courbe. 



Causes: 
o Défauts de fabrication 
o Contrôle de la qualité 
o Conception 
o Assemblage 
o Contamination 
Solutions 
o Tests de validation 
o Vérification 
o Contrôle de la qualité 

~=1 

Unité d'usage 
Causes: 
o Environnement 
o Charges aléatoires 
o Erreur humaine 
o Catastropbes naturelles 
o Événements aléatoires 
Solutions 
o Redondance 
o Amélioration de la résistance 

1 
1 

~>1 

: Causes: 
: 0 Fatigue 
: 0 Corrosion 
: 0 Age 
: 0 Frottement 
: 0 Les charges cycliques 
: Solutions 
: 0 Réduction du taux panne 
: 0 Maintenance préventive 
: 0 Remplacement préventif 
; 0 Technologie . 

Figure 1.2-Allure du taux de panne (Ait-Kadi [6]) 
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Dans la figure 1.2 on observe aussi l'allure de la fonction r(t) selon les valeurs du paramètre 

~. 

L'équation (1.3) devient: 

J(t) P [t - a]f3- 1 

T(t) = Ret) ="ii -rJ- pour t > a 

Avec a le paramètre de position. 

• 

• 

• 

Si P < 1: r(t) décroit en fonction de t (où (3 est un paramètre de forme). 

Si (3 = 1: r(t) est constamment égal à ~ (où 1] est un paramètre d'échelle). 
TI 

Si (3 > 1: r(t) croit en fonction du temps. 

(1.4) 
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Il importe de mentionner que la loi de dégradation d' un système est complètement définie 

par la connaissance d'une des quatre caractéristiques R(t), F(t), r(t) ou I(t). Le tableau 

1.0 résume les relations entre les différentes fonctions 

Table 1.0- Relations entre les quatre caractéristiques R(t), F(t), f(t) et r(t) 
I(t) F(t) R(t) r(t) 

t 00 {Ct) J f(x)dx J f(x)dx 
{Ct) - ft

oo 
f(x)dx 

0 t 

F(t) dF(t) - 1 - F(t) dF(t) 
-- (ft dt 

1 - F(t) 

R(t) dR(t) 1- R(t) - dR(t) 
--- -(ft 

dt 
R(t) 

r(t) r ( t) e - f: r (x) dx 
t t 

1 - e- fo r(x)dx e- fo r(x)dx -

Ainsi, commencent par exemple {Ct) on peut déduire: 

t 00 

J J 
f(t) 

F(t) = f(x)dx; R(t) = f(x)dx et r(t) = (00 

o t Jt {(x)dx 

La figure (1.3) représente les processus déterminateurs de .paramètres de fiabilité. 



t('<- Retour 
[ (J'Fexpérience 
Ii~l ' 

Exponentiel 
Gamma 
Weibull 
Normale 

Logonormale 

MTBF 

i 
Distribution de 
-probabilité F(t) 

Progiciels ! 
-----tl~. __ >' d'analyse de ~FDonct~to,nf(dte) 

'D' , (E rf't) ensi e , .. onnees xpe 1 • L 

}~~Histogramme 
~'h _. ,~. "-". 

r 
t" Taux de 
S,~Panne r(t) 
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~ è :Fonction de 
:~,robabilité R(t) 

+ 

Figure 1.3- Processus de détermination de f(t) à partir de données disponibles 

1.3 La disponibilité d'un système 

Selon la _ 'norme NFX60-500 (Terminologie relative à la fiabilité, maintenabilité, 

disponibilité -octobre 1988), la disponibilité est l'aptitude d'une entité à être en état 

d'accomplir une fonction requise dans des conditions données, à un instant donné ou 

pendant un intervalle de temps donné, en supposant que l'approvisionnement des moyens 

extérieurs nécessaires de la maintenance soit assuré. 

La disponibilité est directement influencée par le temps de diagnostic, par le temps de 

réparation et par le temps de détection ou de localisation de la panne. Pour certains 

systèmes complexes, la localisation du défaut n'est pas évidente. 

Les grandeurs associées à la mesure de la disponibilité sont: 

• Le temps moyen de bon fonctionnement (MTBF : Mean rime Between Failure). 
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• Le temps moyen jusqu'à la première défaillance (MTTF: Mean Time to First 

Failure ). 

• La moyenne des temps techniques de réparation (MTTR : Mean Time To Repair). 

• La proportion de temps moyen d'indisponibilité (MDT: Mean Down Time). 

• Le temps de fonctionnement après réparation (MUT: Mean Up-Time). 

Le MUT est différent du MTFF, car lors d'une remise en service, tous les composants 

défaillants ne sont pas remis à neufs nécessairement. La figure 1.4 situe les différents 

temps qui interviennent dans l'évaluation de la disponibilité. 

1 
1 
1 
1 
1 

~. 

Fin de la Remise 
Défaillance Début de 

la répar.ation réparation en service 
Défaillance 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

Détection de : 
la défaillance : 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

t 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

Diagoostic 
1 1 
1 1 
1 1 
: 1 

'f : 
1 1 
1 1 
1 1 
1 

1 1 
1 1 

~ MTTR~ 

1 
1 
1 
1 

Test 

t 
1 
1 
1 
1 

t t 

: Temps d' ppération 
1 1 
1 1 

MTFF ... -------------------- MDT-------------------.. - MUT-.t 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~-------------------------, 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

MTBF-------------------------,.:. 

Figure.l.4- Grandeurs associées à la mesure de la disponibilité 

--------------------------------------------------------------------------------------------
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1.3.1 Mesures de disponibilité 

On distingue trois mesures de disponibilité: 

La disponibilité instantanée A(t) : 

C'est la probabilité que le système soit en état d 'opération à l'instant (t) et ce, 

indépendamment des états précédents. Elle est définie comme suit: 

Où 

A(t) = P{X(t) = 1} = E[X(t)] 

{ 

1 Si le système est en opération à l'instant (t) 

X(t) = 0 
Si le système est hors d 'usage à l'instant (t) 

La disponibilité dans un intervalle [0, T] (AV(T)): Est donnée par : 

T 

- If AV(T) = T A(t) dt 

o 

La disponibilité stationnaire ou "Uptime Ratio"(UTR): 

(1.5) 

(1.6) 

C'est la proportion du temps moyen de bon fonctionnement, sur un horizon infini. Elle est 

aussi connue comme la disponibilité asymptotique: 

UTR = lim(AV(T)) 
T~oo 

(1.7) 



Si limt~oo A (t) = a , on peut montrer que: 

T 

lim AVeT) = lim 2:.J A(t) dt = a 
T~oo T~oo T 

o 

Alors, 

UTR = limA(t) 
t~oo 

On peut monter, qu'en régime permanent, 

Ou encoré: 

MTBF 
UTR=-----

MTBF + MTTR 

1 
UTR = MTTR 

1 + MTBF 
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(1.8) _ 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

La proportion de temps où le système n'est pas disponible DTR (Down Time Ratio) est 

donnée par: 

DTR = 1- UTR 

MTTR 
DTR = MTBF + MTTR 

(1.12) 

(1.13) 

S'il est possible de distinguer les temps actifs de réparation, des intervalles d'inactivité, dus 

au support logistique, on pourrait réécrire Ir expression du UTR de la façon suivante [37] 

(voir figure 1.4) : 

MTTF 
UTR = MTTF + MTTR + MTTS (1.14) 
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Par définition la MTTF est donne par: 

00 

MTTF = J t f(t)dt (1.15) 
o 

Ces relations supposent que le système fonctionne d'une manière continue. 

1.3.2 Autres mesures de disponibilité 

Disponibilité par cycles multiples 

Dans le cas où le système fonctionne d'une manière cyclique, alors la disponibilité d'un tel 

système s'écrit: 

(1.16) 

Où Xi est le temps d'opération, }f est le temps de réparation et n est le nombre de cycles. 

On a affaire à un processus de renouvèlernent avec alternance. (Alternating Renewal 

Process) tel que défini par Kabak [31] 

Xi 1 .--__ ...... Xi+l Xi+2 Xi+3 Xi+4 

o~ ____ ~~ __ ~~~~ ______ ~ ____ ~ __ ~ ____ ~ ______ ~~~ 
....... 

Yi Yi+l Yi+2 t 

J-------I Cycle 1 J------I 1--------1 Cycle 21----; 

Figure.l.S-Système cyclique 



23 

Il s'agit d'équipements qui n'opèrent pas de manière continue. À titre d 'exemple nous 

pouvons citer, les générateurs électriques utilisés dans de grandes embarcations. Lorsque 

ces dernières quittent le port, le premier générateur est en fonctionnement (1). Après 

quelques heures, ce générateur est éteint et le deuxième générateur se met en marche(2). 

On alterne ainsi les générateurs. 

" Disponibilité dans le cas d'une sollicitation aléatoire (Lee [36]) 

Considérons un système réparable qui doit accomplir certaines taches qui se présentent de 

façon aléatoire dans un processus déterminé. Les exemples de ce type de disponibilité c'est 

le cas par exemple: 

• Des systèmes de contrôle de trafic aérien. 

• D'un véhicule militaire qui doit prendre part à la bataille. 

• D'une machine distributrice de boissons. 

La disponibilité pour ce type de systèmes est dOlliles par: 

(1.17) 

Où Ct11 tZI aaa 1 t k ) sont les instants ou les demandes arrivent et a, p sont les paramètres 

d'une distribution exponentielle pour des systèmes (on-off) 

Disponibilité pour une mission de duré (MAoCTo, tl ) Birolini [10] 

La disponibilité de mission représente une bonne mesure d'efficacité pour les applications, 

où un certain temps de réparation est toléré. 
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Cette disponibilité permet d' affirmer que, dans une mission, la probabilité que pendant le 

temps total d'opération Ta , chaque panne qui se présente, pourra être réparée dans un 

temps déterminé tf' 

Pour calculer cette disponibilité on considère tous les cas de défaillances possibles 1,2, ... , 

de plus, on suppose que le système continue d'opérer jusqu'à la fin de la mission, pour 

arriver à Ta. 

Alors, 

00 

MAo (To.tt ) = 1- F(To) + l (Fn(To) - Fn+l(To))(G(tt ))n (1.18) 
n=l 

Où, Fn (Ta) - Fn+l (Ta) est la probabilité que pendant le temps total d'opération on ait n 

défaillances et C ( tf) corresponde à la fonction de distribution associée aux durés de 

réparation. 

Si nous posons Fl(t) = F(t) pour t :::; Ta et (C(tf ))n probabilité que tous les temps 

des n réparations sont inferieures à tf ; et en considérant le cas particulier dans lequel le 

taux de panne est constant, nous obtenons: 

. (ÀT, )n 
F. (T, ) - F (~ ) = a - ÀTo 

n a n+l a n! e (1.19) 

Si on remplace (1.21) dans (1.20) on obtient: 

(1.20) 
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1.4. CONCEPTS DE LA MAINTENANCE Ait-Kadi et Najahi [5] [44] 

1.4.1 Maintenabilité d'un système 

La maintenabilité est l 'aptitude d'une entité à être maintenue ou rétablie dans un état dans 

lequel elle peut accomplir une fonction requise, lorsque la maintenance est accomplie dans 

des conditions données, avec des procédures et des moyens prescrits. 

L'aptitude d 'un équipement à être entretenu facilement peut s 'exprimer, entre autres, par un 

MTTR faible. Cet indicateur représente le temps moyen d r immobilisation entre la détection 

et la remise en service de l'équipement. 

Si on considère que Tr est la variable aléatoire associée à la durée de réparation et que he.) 

est sa fonction de densité alors, la probabilité que cette durée de vie soit comprise entre t 

et(t + I1t) est donnée par: 

h(t)l1t = Prit < Tr :::; (t + ~t)} (1.21) 

La fonction de distribution associée aux durées ·de réparation est: 

t 

H(t) = Pr{Tr ~ t} = J h(x)dx (1.22) 

o 

Donc, les expressions du MTBF et du MTTR : 

00 00 

MTBF = J t·f(t)dt = J R(t)dt (1.23) 

o 0 

Et 

MTTR = LOO t. h(t)dt (1.24) 



Durées de réparation 

MTTR = J th(t)dt 
o 

Taux de réparation u(t) 

h(t) 
u(t) = 1- H(t) 

t 

H(t) = J h(x)dx 
o 

Figure.l.6-Expressions du MTBF et MTTR 

1.4.2 Définition de Maintenance 

26 

Selon la nonne NF X 60-010 (Document énonçant les modes opératoires, les ressources et 

la séquence des activités liées à la maintenance d'un bien-1994), la maintenance peut être 

définie comme l'ensemble des moyens et de leur mise en œuvre destiné à maintenir ou 

rétablir un bien dans un état, ou dans des conditions données de sûreté de fonctionnement, 

pour accomplir une fonction requise. Ces activités sont une combinaison d'activités 

techniques, administratives et de management. C'est parce que les systèmes se dégradent 

que l'on fait appel à la maintenance. 

La maintenance ne se limite pas seulement aux actions de contrôle et aux inspections, mais 

s'étend aux ajustements, aux remplacements préventifs et aux exigences pour la gestion des 

pièces de recharge nécessaires. 
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1.4.3 Types de maintenance Ait-Kadi et Najahi [5] [44] 

Les programmes de maintenance sont élaborés en fonction des modes de défaillances, des 

moyens disponibles pour assurer la maintenance et des conséquences des défaillances. On 

distingue trois types de maintenance (figure 1.7) 

<~. ___ 1 

[f -
,~ 

;~~ Maintenance 
~.:: 
t·;' 

~ ----- J 1 
Â <r, 

":préventive 1 

:~r.. ___ .. ! 

........................ ~!I'W. ystématique 

Figure 1.7-Types de maintenance 

1.4.4 Objectif de la fonction de maintenance 

~ .. _· ____ I 

L'objectifprimaire du service de maintenance est d'augmenter la disponibilité de l'outil de 

production et ce à un coût global minimal. Ainsi, les activités de maintenance doivent être 

optimisées en fonction de critères économiques, techniques, de séc~rité, etc. Le service de 

maintenance doit se doter de moyens pour réaliser les mandats suivants : 

• Contribuer à assurer la production prévue tout en respectant les délais et les plans de 

production. Pour ce faire, la maintenance doit garantir la disponibilité des 

équipements en planifiant les interventions et en utilisant des moyens d'exécution 

appropriés pour minimiser le temps d'immobilisation de l'outil de production. Dans 

ce contexte, les responsabilités de la maintenance comprennent les améliorations 



~- -~------------------~ 
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apportées aux équipements pour accroitre la productivité en augmentant la fiabilité , 

la disponibilité et la maintenabilité des équipements. 

• Contribuer à la rentabilité des opérations de l'entreprise en minimisant les coûts de 

la maintenance. Pour cela, la maintenance doit établir des devis, analyser les coûts 

de maintenance, faire des choix judicieux des méthodes de remplacement et des 

interventions pour éliminer les gaspillages. 

• Contribuer à la maîtrise des risques d'accidents qui peuvent se produire lors des 

interventions de maintenance. Pour cela, les opérations de maintenance sont 

analysées pour déterminer le niveau de compétence des intervenants et les 

précautions à prendre avant d'intervenir. Ainsi, des modifications sont apportées 

aux équipements et des mesures de sécurité sont formalisées, telles que les 

méthodes de travail, les consignes de sécurité, les permis de feu, etc. 

• Contribuer à la préservation de l'environnement en s'assurant du respect des 

normes et règlements sur le contrôle des polluants, des rejets de contaminants, etc. 

Les objectifs de la maintenance peuvent être résumés dans les points suivants: 

• Prolonger la durée de vie utile des équipements et ce au plus bas coût possible; 

• Assurer la qualité et la quantité de produits fabriqués (ou services) tout en 

respectant les délais; 

• Optimiser les actions de maintenance ; 

• Contribuer à la création et au maintien de la sécurité au travail; 

• Préserver et respecter 1 r environnement. 
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Les principales tâches associées à la fonction maintenance sont: 

• L 'organisation de l'atelier de maintenance ; 

• La mise en place et la gestion des méthodes de travail ; 

• Le suivi technique des installations; 

• La gestion du portefeuille des travaux; 

• La gestion des pièces de rechange; . 

• La gestion des outillages et appareils de mesure ; 

• La gestion des ressources humaines (recrutement, formation, etc.) ; 

• La gestion des contrats de sous-traitance et de partenariats avec les fournisseurs ; 

• L'exécution et le contrôle des activités de maintenance. 

Pour Wang et Pham [70] la maintenance peut être classée selon le degré de restauration 

d'un système ou d'une partie du système (voir figure 1.8): 

• Maintenance parfaite: L'action de maintenance restaure le système à l'état neuf (as 

good as new). 

• Maintenance minimale: L'action de maintenance ramène le système à l'état 

d'opération sans affecter son taux de panne (as bad as old). 

• Maintenance imparfaite: L'action de maintenance ne restaure pas le système à l'état 

initial (as good as new) mais le rajeunit. Normalement un système soumis à ce type de 

maintenance est restauré à l'état entre comme neuf et mauvais comme usagé. 
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Une action de maintenance imparfaite peut soit maintenir le taux de défaillance du système 

(réparation minimal) ou bien, le dégrader d'avantage. La figure 1.8 distingue les impacts 

possibles d' une action de maintenance. 

mal 

Figure 1.8-Classification de la maintenance selon le degré de restauration du système 

Selon Brown et Proschan [13] une réparation imparfaite peut résulter: 

• De la réparation d'une mauvaise pièce; 

• De la réparation partielle de la composante responsable de la défaillance; 

• De la réparation complète ou partielle de la composante responsable de la défaillance à 

de composantes adjacentes; 

• De l'évaluation incorrecte de l'inspection d'un élément ou d'un système; 

D'autres causes ont été mentionnées par Nakagawa et Yasui [49], notamment: 
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• Les défaillances et défauts non détectés lors d'une inspection ou de la maintenance; 

• Les erreurs humaines (mauvais ajustements, procédures incorrectes ou incomplètes) ; 

• L'emploi de pièces de rechange de mauvaise qualité ou défectueuses. 

Les politiques de maintenance basées sur des inspections programmées ou projetées, 

dépendent de l'âge du système. De l'âge, dépendra l'intervalle de temps entre les 

inspections. Plus l'âge est avancé, plus l' intervalle d' inspection sera petit. 

~----------------------~ 

,~ 

/~ 
,." 

/ 
./ 

,,#-.' 

R,èpa.rat.la,ni 
I\!U nfl ma-te· 

Riépa-ratle,ni 
Partalte 

Unité d'usage 

Figure 1.9-Influence de la maintenance parfaite, imparfaite et minimal sur le taux de 
panne 

1.4.5 Approche de modélisation de la maintenance imparfaite 

Plusieurs approches sont proposée dans la littérature pour modéliser des stratégies de 

maintenance dont les actions sont soit parfaites ou imparfaites. 
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Dans ce qui suit, nous présenterons les principales · approches publies dans la littérature 

(Voir figure 1.10) 

1.4.5.1 Modèle de (p-q) de Nakagawa [47] 

Selon Nakagawa [47] après chaque action de n1aintenance préventive, il existe deux 

possibilités: que l'unité soit ramenée à un état neuf (maintenance préventive parfaite) ou 

que l'unité soit ramenée à l'état précédant la maintenance (maintenance préventive 

minimale). 

L'auteur appelle p '(0 ~ p ~ 1) à la probabilité d ' une maintenance préventive parfaite et q 

(avec q= I-p), à la probabilité d'une maintenance minimale. Ainsi, ces deux types de 

maintenance sont deux cas particuliers de la lnaintenance préventive imparfaite qui ont lieu 

lorsque: 

p= 1 pour le premier cas (maintenance préventive parfaite) ou 

p= 0 pour le deuxième cas (maintenance préventive minimale) 

D'autre part, Brown et Proschan [13] malgré qu'ils reprennent la même approche, ils se 

distinguent de Nakagawa car ils parlent plutôt de maintenance corrective imparfaite. Ces 

auteurs considèrent que le temps est négligeable et ils définissent la distribution de durée de 

vie d'un système assujetti à une maintenance corrective de la façon suivante: 

Si F(.) désigne la distribution de la probabilité associée aux durés de vie, r(.), la fonction 

taux de palme et p la probabilité que l'action de maintenance soit parfaite, alors, la 

distribution de durées de vie devient: 

Fp(t) = 1- (1- F(t))P 
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Et son taux de défaillance correspondant est égal à: Top ( t) == p X T ( t) , où r. = f p et 
p Rp ' 

dF 
fp == d; == p·f(l- F)P-l , Rp == 1- Fp == (1- F)P , alors son expression de taux de 

panne deviens : 

Tp == P X T 

En utilisant le résultat précédent, F ontenot et Proschan [26] et Wang et Pham [64] 

obtiennent des politiques pour la maintenance imparfaite optimale de type périodique pour 

un système considéré comme une seule entité. 

Lim [40} a étendu le travail de Brown et de Proschan en proposant un nouveau modèle de 

réparation imparfaite bayesienne, où la probabilité de réparation parfaite p , est considérée 

comme une variable aléatoire. 

En assumant que p suit à priori une distribution n(p), on dérive la distribution associée aux 

durées entre deux réparations successives parfaites et ses taux de panne correspondants. 

Li et Shaked [38] présentent un modèle de maintenance avec réparation imparfaite. Ils ont 

déterminé le nombre des défaillances par différentes stratégies de maintenance préventive. 

L'approche bayesienne suppose que les paramètres sont distribués suivant une loi de 

probabilité à priori. 



e modélisation 
aintenance 
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Figure 1.10- Approches de modélisation de stratégies de maintenance avec actions 
imparfaites 

. 1.4.5.2 Approche pet), q(t) - Modèle de Block 

Le modèle de Brown et de Proschan [13] a été étendu par Block et al. [11] en considérant 

que p et q dépendent de l'âge du système à maintenir. 

q(t) = 1 - pet) 'f t > 0 (1.25) 

La distribution modifiée Fp{.) des durées de vie, s'écrit: 

. (ft p(x) ) 
Fp(t) = 1 - exp 0 1 _ F(x) dx (1.26) 
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Et le taux de panne correspondant est donné par: 

!!. (Fp(t)) 
rp(t) == ~t F == p(t)r(t) 

- pCt) 
(1.27) 

Block et al. [12] proposent une politique générale de maintenance préventive, dépendante 

de type âge, où ils remplacent l'unité fonctionnelle quand celle dernière atteint un âge (T). 

Si ce composant tombe en panne à un âge y < T, il est soit remplacé par un neuf, avec une 

probabilité pet) soit il subit une réparation minimale qui est effectuée avec une 

probabilité q(t). 

Le coût de la nième réparation minimale est une fonction Ci(Y) , qui dépend de l'âge yet 

du nombre de réparations. Le processus se régénère après chaque remplacement par du 

neuf. 

Les modèles précédents assumaient que la durée de vie d'une réparation est négligeable. 

- Iyer [27] propose une stratégie pour une réparation imparfaite de remplacement type âge 

avec réparation imparfaite et de durée de réparation non négligeable. 

Makis et Jardine [42] ont proposé une stratégie de maintenance imparfaite que tient 

compte à la fois de l'âge (t) du système à la panne et du nombre de défaillances. 

1.4.5.3 Approche utilisant des nouveaux facteurs d'amélioration 

Malik [43] est le premIer à introduire le concept du facteur d'amélioration dans la 

modélisation des stratégies de maintenance imparfaite. Selon Malik, la maintenance réduit 

l'âge du composant d'un facteur a défini à l'avance. 

Si a = 0 Réparation minimale 

Si a = 1 Remise à neuf 
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Le degré d'amélioration du taux de panne correspond au facteur d'amélioràtion u. 

Malik suppose que l'augmentation de l'âge ou du temps d'usage fait en sorte que, les 

systèmes requièrent une maintenance plus fréquente. Les intervalles successifs de 

maintenance préventive diminuent alors pour maintenir le taux de panne du systènle à un 

niveau désiré ou en-dessous. Il propose un algorithme qui permet de calculer les intervalles 

successifs de maintenance préventive. 

Lie et Chun [39] proposent un modèle mathématique pour déterminer les intervalles de 

maintenance préventive successifs. Malik soutient que le jugement d'un expert était 

toujours nécessaire pour calculer le facteur d'amélioration. 

Suresh et Chaudhuri [60] en utilisant les ensembles flous et le facteur d'amélioration ont 

proposé un modèle de maintenance préventive (PM) qui permet de garantir un niveau de 

fiabilité ou un taux de panne acceptable. 

En utilisant le facteur d'amélioration et en considérant un horizon de planification fini, 

Jayabalan et Chaudhuri [30] introduisent un algorithme de ramification ou de bifurcation 

pour diminuer le coût total moyen pour un modèle de maintenance visant maintenir un seuil 

de fiabilité donné. Ainsi, ils parlent de politiques de maintenance parfaites pour un système 

à l'augmentation le temps moyen de fonctionnement et au taux de panne fixe. 

Chan et Shaw [17] suggèrent que le taux de panne soit réduit après chaque action de 

maintenance préventive et, cette réduction dépend de l'âge du système et d'actions de 

maintenances préventives effectuées. Ils proposent deux types de réductions du taux de 

panne: 

• Réduction constante du taux de panne : après chaque action de maintenance 

préventive, le taux de panne r(t)est réduit d'une quantité constante L1r. 
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• Réduction proportionnelle du taux de panne: Après chaque maintenance préventive, 

le taux de panne est réduit proportionnément à la valeur du taux de panne que le 

système avait avant la maintenance préventive. 

Doyen et Gaudoin [24] introduisent le concept de l'intensité de défaillance; le degré de 

régularité à laquelle se présentent la panne avant de la première maintenance correctif est 

une fonction continue dans le temps. L'effet de réparation est caractérisé par le changement 

induit en intensité à la défaillance, l'effet de la réparation est caractérisé par une réduction 

de l'intensité de la défaillance. 

1.4.5.4 Approche utilisant l'âge virtuel (figure 1.11) 

Kijima et al. [32] ont développé un modèle de réparation imparfaite en utilisant le concept 

de l'âge virtuel d'un système réparable. Si le système à l'âge virtuel Vn '-l = y 

immédiatement après la (n - l)ième réparation, le nième instant de défaillance Xn est tel 

F(x + y) - F(y) 
Pr{Xn ::; xjVn - l =y} = 1 _ Fey) . (1.28) 

Où F (x) est la fonction de distribution associée aux durées de vie du système. 
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Temps d'Opération' 

Figure 1.11- Profil de l'âge virtuel en fonction du temps d'opération 

Si Vn-l est l'âge du système à la (n-l)e réparation et si la n réparation survient après Xn 

unités de temps de fonctionnement, alors, l'âge du V n du système après la nieme réparation 

est donné par : 

(1.29) 

0:::; An:::; l, 

An = 0, correspond à la réparation parfaite 

An = 1, correspon à une réparation minimale à la panne 

Kijima [33], propose une extension du modèle précédent. Il propose le modèle suivant: 

(1.30) 

La réduction porte sur l'âge du système à la panne et pas seulement sur Xn 
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Uematzu et Nishida [61] considèrent un modèle plus général, où ils incluent les deux 

modèles précédents de Kijima comme cas particuliers. Ils obtiennent quelques propriétés 

de basse associées au processus de défaillance. 

1.4.5.5 Approche basé sur les chocs et le dommage cumulé 

Pour les systèmes assujettis à des chocs, la défaillance se produit lorsque le dommage 

cumulé (chaque choc cause un dommage d' intensité aléatoire) excède un certain seuil. 

Kijima et Nakagawa proposent dans [34] , une stratégie de maintenance périodique 

imparfaite pour un système assujetti à des chocs dont l ' occurrence et l' intensité sont 

aléatoires. 

La maintenance préventive est imparfaite dans le sens où chaque action réduit le niveau de 

dommage de 100(1- b)%, (0 ~ b ~ 1) du dommage total. Si b = 1 la maintenance 

préventive est minimale, et si b = 0 l' action de maintenance préventive coïncide avec la 

maintenance préventive parfaite. 

Kijima et Nakagawa [35], proposent un autre modèle de chocs avec une politique de 

maintenance préventive séquentielle, en émettant l'hypothèse que cette maintenance est 

iraparfaite dans la mesure où la quantité de dommages après la k ième maintenance 

préventive devient bkYk avec Yk la quantité de dommage avant la k ième maintenance 

préventive. Cela signifie que la k ième maintenance préventive réduit la quantité Yk de 

dommages à bkYk , où bk s'appelle facteur d'amélioration. 

Ils supposent en outre que le système est soumis aux chocs qui arrivent selon un processus 

de Poisson. p(z), est la probabilité qu'un choc d'intensité Z provoque la défaillance du 

système. 
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Dans ce modèle la maintenance préventive est effectué à des intervalles fixes Xk pour 

k = 1,2, ... , N. Le système est remplacé à la nième défaillance. Une réparation Inini male 

est effectué pour les (n-l t défaillance. 

Finkelstein [25] considère un système soumis à des chocs dont l' occurrence et l' intensité 

sont aléatoires avec une probabilité p (z) dependant de l' âge du système. 

1.4.5.6 Approche des facteurs (a, p) 

Wang et Pham, [62][67] , ont construit un modèle reposant sur l'hypothèse suivante: Si 

{Yi} V i ~ 1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi, alors les 

durées it~ter-défaillances sont définies par: 

Où a est un paramètre réel strictement positif. Le taux de panne est défini comme suit: 

L'efficacité de la maintenance dépend ici du paramètre u au sens où, selon la valeur prise par u, les 

durées inter-défaillances seront de plus en plus grandes, de plus petites ou de même loi: 

• a > 1: la maintenance est plus que parfaite au sens où le système âpres les actions 

de maintenance est meilleur que neuf (Xi +1 > Xa. C'est ce qui arrive par exemple 

quand on remplace des composants usages par des composants neufs issus d'une 

technologie plus performante. Dans ce cas, la fiabilité du système croît. 

• a = 1: la maintenance est parfaite. 

• a E ]0,1[: les Xi sont de plus en plus petits, donc la fiabilité du système décroît; on 

sait simplement que l'efficacité de la maintenance est mois bonne que dans le cas 

précédent. 
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Wang et Pham [70] ont travaille sur l'optimisation de la politique de maintenance, le but est de 

planifier les dates de maintenances préventives de façons à optimiser les couts assujettis a des 

contraintes de disponibilité, Cela ne peut se faire si les paramètres du modèle a et À, sont supposes 

connus. 

Wang et Pham [67] sont allés encore plus loin, en suggérant d'une part que le temps de 

réparation n'est pas négligeable et que le temps de la réparation suivante sera augmenté 

d'un multiple fi par rapport au temps de la réparation précédente avec fi ~ 1. En d 'autres 

termes, le temps de réparation augmente chaque fois avec le nombre de réparations. Yang 

et Lin [74] ont appliqué cette méthode. 

1.4.5.7 Approche de modelisation dans le cas d'un système multi composants avec 
dépendance stochastique 

Shaked et Shanthikumar [53], introduisent le concept multi -varié de la maintenance 

imparfaite. Ils considèrent la stratégie de maintenance imparfaite des systèmes dont les 

composants ont des durées de vie dépendant et sont soumis à des réparations imparfaites 

s'ils ne sont pas changés. 

Pour chaque composant la réparation est imparfaite conformément à la règle de CP 1 q). En 

supposant que n composants du système commencent à fonctionner en même temps t = a 
et que seulement une à la fois puisse tomber en panne. 

Ils établissent la distribution des temps des défaillances suivant des composants de 

fonctionnement après une réparation minimale ou parfaite. Ils ont aussi dérivé la densité 

des temps de vie qui résulte des composants et d'autres quantités statistiques d'intérêt, à 

partir desquels on peut obtenir la distribution des temps de vie du système. Sheu et 

Griffith [54] ont étendu ce travail. 
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1.5 GÉNÉRALITÉS SUR LE PROCESSUS DE QUASI-RENOUVELLEMENT 

(Wang et Phan [65]) 

1.5.1 Définition 

Étant donné {N(t), t > O} un processus continu et Xn qui représente le temps entre le 

(n - l)ième et le nième événement de ce processus avec n ~ 1. En considérant la séquence 

des variables aléatoires non négatives {XV X2,X3, .... }, on peut dire, que ce processus est un 

processus de quasi-renouvellement, avec paramètre a et premier intervalle d'arrivée Xl , 

avec Xl == Zl,X2 == aZ2,X3 == a2Z3, ... , où Zl est (i.id), et a > 0 (constante). 

Si a = l, le processus de quasi-renouvellement sera un processus de renouvellement 

traditionnel. 

Pour ce processus de quasi-renouvellement, Wang et Phan dans [65], obtiennent les valeurs 

de la fonction de densité de probabilité fl (x), de la fonction de densité cumulative Fl (x), 

de la fonction de survie 51 (x), et du tau~ de panne rl (x) de la variable aléatoire Xv aInSI 

que la moyenne E(Xn) et la variance Var(Xn) (Voir table 1.1). 

d Il T bl Il P d t rt a e . - arame res Impo ance ans un processus e quasl-renouve emen 
ft (x) Ft (x) St (x) rt(x) E(Xn ) Var (Xn ) 

a l - nfl(a l - nx) Fl (a l - nx) sl(al - nx) a l - nrl(al - nx) a l - nE(Xl ) a 2n- 2Var(Xl ) 

1.5.2 Fonction de quasi-renouvellement 

Pour un processus de quasi renouvellement avec paramètre a et Xl, Wang et Phan [70], on 

détenniné le nombre total de renouvellements N(t) dans [0, t] : 

(1.31) 



SSn est l'instant du nième renouvellement 

Alors: 

Avec n ~ 1 

Nous aurons: 

n n 

55 = ~ x· = ~ a i - 1 z· n ~ l ~ l 

i=l i=l 

P{N(t) = n} = P{N(t) ~ n} - P{N(t) ~ n + 1} 

= P{5Sn ~ t} - P{SSn+l ~ t} 

P{55n ~ t} - P{5Sn+1 ::;; t} = c(n)(t) - c(n+l)(t) 

Où c(n)(t) est le produit de convolution de G (. )avec elle même. 
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(1.32) 

(1.33) 

La valeur moyenne de N(t) est définie comme la fonction de quasi-renouvellement M(t). 

D'où 

M(t) = E[N(t)] (1.34) 

La dérivée de M(t) correspond à la densité de quasi-renouvellement met). 

M(t) = E[N(t)] = L~=l nP(N(t) = n) 

00 

M(t) = I n[Gn(t) - Gn+1 (t)] 
n=l 

00 

M(t) = I Gn(t) (1.35) 

n=l 



2. Chapitre II : Premier Modèle 

Stratégie de maintena,nce imparfaite utilisant le 
processus de quasi renouvellement. 

2.1 Introduction 
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Chaque fois que le système tombe en panne, son âge est réduit d'une certaine valeur et le 

temps pour effectuer une réparation imparfaite augmente d'une certaine fraction. Dans ce 

modèle, le système sera remplace préventivement soit à la panne suivante après la dernière 

réparation imparfaite ou bien à un âge déterminé. 

2.2 Développement du modèle 

Dans ce modèle, la réparation imparfaite est traitée de la manière suivante: 

On suppose tout d'abord que l'unité est imparfaitement réparée au moment de la 

iièmedéfaillance, avec un coût cf + Ci - 1)cv 

Avec i ~ k - 1, où k et i sont des entiers, cf et Cv étant respectivement le coût fixe de 

réparation et l'augmentation de coût. (k-l) étant le nombre de réparations avant de procéder 

au renouvellement 

Supposons que la durée de vie pour une nouvelle unité est Xl et qui la première réparation 

imparfaite est Yi, les deux étant des variables aléatoires, le système ayant un temps de vie 

moyen /1 et une moyenne de temps de réparation 11. Le temps de vie de l'unité après la 

première réparation imparfaite et le deuxième temps de réparation imparfaite se 

convertissent respectivement en aXl et f3Yl avec un temps de vie moyen a/1 et une 

moyenne de temps de réparation f311, cela signifie que le temps de réparation augmente 
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pUIsque le nombre de réparations augmente aussi avec une valeur f3 ( ~ 1) cela veut dire 

que le temps de vie de l'unité diminue de a (0 < a < 1) après chacune des réparations 

imparfaites réalisées. 

On suppose qu'à l'instant t=O, le système est à l'état neuf. Si après Xl unités de temps, le 

système tombe en panne et que le temps pour effectuer une réparation imparfaite est YI 

alors, selon le processus de quasi renouvellement, la prochaine réparation aura lieu après X2 

unités de temps et la durée de réparation sera Y2. X2 et Y2 sont tel que: 

X 2 = aXl l; 0 ~ a ~ 1 

Y2 = /lYl ; P ~ 1 

La (k-l)e réparation aura lieu après un fonctionnement Xk - l = a k - 2 Xl 

De même que: Yk - l = pk - 2 Yl 

X - ax . x - a 2x . x - a 3x' x - ak-lx . x - a k- 2x 2 - 11 3 - 11 4 - 11 .... k - 11 k-l - 1 

Y - fly . Y - fl2y . Y - fl3 y ' Y - ak - l
y . y - ak - 2

y 2 - P 11 3 - P 11 4 - P 11 .... k - P 11 k-l - P 1 

I--------T --- ·--J 
Il 

I~ /l' /'( i t 1 1 <1' 1 t 
1 1 1 ('~ 1 1 

: : : 1 : : 
1 • t ' 1 1 
1 ft ~ (K-l) ; l , 
1 ! 1 1 : : 

i 1 1 • 

i------X1---~I ·Y1--X2-- ' - Y2 - ~; -X3--ir--Y3---i 

Temps d'Opération 

Figure 2.0-Schéma du modèle 
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2.3 Notations 

A(T,k;a,p) Disponibilité moyenne. 

cf Coût fixe pour effectuer une réparation à la panne. 

Cv = Coût variable par réparation imparfaite. 

cp = Coût associé à une action de maintenance imparfaite. 

cfr Coût d'une réparation. Cfr = Cf + Ci - l)Cv 

LCT, k; a,~) = Coût total moyen par unité de temps sur un horizon infini 

f1 Ct) Fonction de densité de probabilité associé aux durées de vie du système 

à l'état neuf. 

Fi Ct) Fonction de distribution. 

= 

= 

Taux de panne du système n'ayant pas subis de réparations. 

f r1 (X)dX 

Fonction de fiabilité, Si Ct) = 1 - Fi Ct) 

Probabilité que la maintenance effectuée soit parfaite. 

q = Probabilité que la maintenance effectuée soit imparfaite; p + q = 1 

Il Durée de vie moyenne du système. 

7] = Durée de réparation moyenne. 

a Facteur de réduction de l'âge du système 0 ~ a ~ 1 

f3 - Facteur d'augmentation des durées de réparation f3 ~ 1 

2.4 Variables de décision 

T = 'Âge fixe dans lequel une unité est soumise à la maintenance préventive T > O. 

k =Nombre de réparations imparfaites avant d'effectuer la remise à neuf du système 

2.5 Hypothèses de modélisation 

Quelques considérations sont à prendre en compte pour le modèle: 
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• Le système est mis en opération l' instant t = 0 ; 

• La stratégie est évaluée pour un horizon infini; 

• Le taux de panne de l'unité est continu et croissant ; 

• La fonction de distribution Fl (t) associé aux durées de vie est connue; 

• Les durées de réparation ne sont pas négligeables. 

Le coût total moyen par unité de temps sur un horizon infini L(T, k; a, f3) est donné par: 

(Wang et Pham [70]) 

C(T,k;a,f3) 
LCT, k; a, {3) = DCT, k; a, {3) (2.0) 

Où CCf,k; a, f3) est le coût total moyen sur un cycle de renouvellement de durée D(T,k; 

a,f3) 

CCT, k; a,{3) = cf + (Cf + cv) + 000 + [Cf + Ck - 2)cv] + cpos1 CL1 T) 

+ cfr o F1 C:-1 T ) 

(2.1) 
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Et 

T 

_ 11(1 - a
k
-

l
) 1](1 - [3k-l) J (1 ) 

- 1 - a + 1 - [3 + SI a k - l x dx (2.2) 
o 

Par cotiséquent, Le coût total moyen par unité de temps sur un horizon infini est donné 

par: 

L(T,k;a,[3) 

(k - 1)cf + 2 Cv + cp' S1 a k- 1 T + Cfr' F1 a k- 1 T ( 
(k - 1). (k - 2) (1) (1) ) 

= (23) 
11(1-ak - 1) 1J(1_[3k-1) T (1 ) . 

1 - a + 1 - f3 + Jo SI a k - l x dx 

À partir des expreSSIons (2.1) et (2.2) on a dérivé l'expression de la disponibilité 

stationnaire du système A(T, k; a, f3) : 

Et 

U(T,k;a,[3) 
A(T, k; a, (J) = D(T, k; a, (J) 

T 

U(T,k; a,{J,p) = Il + ail + ... + a k - 21l + L Fp (t)dt 

(2.4) 

(2.5) 

Selon le modèle de Nakagawa [52], Fp(t) = 1 - (1 - FI (t))P; Block et al [11]. 

[
ft p(x) ] 

proposent: Fp(t) = 1 - exp Jo 1-F
1
(x) dx 
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Et finalement, la disponibilité moyenne est exprimée par la relation suivante: 

/1(1 - a k
-

1
) T (1 ) 

1 - a + Jo Sl a k - l t dt 
A(T,k;a,p)=J1(1_ak-1 ) TJ(1-pk-l) T (1 ) 

1 - a + 1 - {3 + fo Sl a k - l x dx 
(2.6) 

2.6 Exemple numérique 

On a pris les mêmes paramètres et fonctions que ceux utilisés par Wan et Pham. La durée 

de vie du système suivant une distribution de Weibull de paramètres À et 8 , 

F(t) = 1 - e-(Àt)8. 

~,,= 1, 8=2, cf = $1, Cv = $0.06, cp = $10, cfT = $12, a=0,95, ~=1,05 , 11=0,03 

Par la distribution de Wei bull, la durée de vie moyen (/1) est donné par: 

(2.7) 

Où, la fonction Gamma est: 

r(p) = Loo XP-le-Xdx (2.8) 

r(1.5) = 0.88623 Unités de temps (voir table) 

Ensuite on cherche à détenniner le taux de panne (rl (t)) comme suit, 

(2.9) 

Pour e = 2 etÀ = 1 r l (t) =2t 
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On insère toutes les valeurs des paramètres du modèle dans l'équation (2.6), avec k ;::: 

2;T> 0 

L(T,k;a,{3) 

((k - 1) + (k - 1)2 (k - 2) 0.06 - 2. exp [-( 0.95(1-k)T)2] + 12 ) 

0.88623. (1 - 0.95(1-k)) 0.03(1.05(k-l) - 1) fT [---(095(1-k) )2]d 
1 - 0.95 + . 1.05 - 1 + Jo exp . x x 

Rapelons que les deux variables de décision sont T et k. 

La solution optimale génerée par le progiciel MAPLE est donnée ci de sous 

k* = 12.150048 

T* = 0,23642932 

Le coût total moyenne par unité de temps sur un horizon infini est donné par: 

L(O,2364,12; 0.95,1.05) = 2.9684 $/Par unité de temps. 

D'après les résultats obtenus, nous avons confirmé l'applicabilité et la pertinence du 

modèle développé par Pham et Wan. En plus, en introduisant le concept de disponibilité et 

les calculs pour l'obtenir nous avons constaté que le modèle est flexible ce qui nous a 

permis d'utiliser les mêmes paramètres proposés par les auteurs dans nos calculs. 
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2.9744 

L(T,k;a, ~ 
2.9724 

2.9704 12.05 

12.1 

12.15 
k 

12.2 

0.14 

Figure 2.1- Coût total de maintenance pour le couple (T, k) optimal 

Dans notre exemple, on peut observer qu'aux Il premières défaillances, l'unité sera 

imparfaitement réparée à un coût de 1 $. À partir de la onzième réparation imparfaite, 

l'unité devra être remplacée préventivement à l'âge de 0.23 unité de temps à un coût de 10$, 

ou bien être remplacée au mOinent de la défaillance numéro 12 à un coût de 12$. En 

considérant uniquement la maintenance, le coût total serait de 2.968 $/heure. 

Cette situation se produit lorsqu'on cherche à détenniner la couple (T*, k*) que minimise le 

coût total moyen par unité de temps sans tenir compte le modèle de · disponibilité (Voir 

figure 2.1). 

En utilisant le progiciel MAPLE nous avons également obtenu le couple (T*, k*) qui 

maximise la disponibilité stationnaire 

A(T,k;a,fl) 

0.88623. Cl - 0.95(1-k)) fT [_Co 5(1-k) )2] d 
_ 1 - 0.95 + Jo exp 0.9 t t 

- 0.88623. (1 - 0.95(1-k)) 0.03(1.05(k-l) - 1) fT [_(09S(1-k) )2]d 
1 - 0.95 + 1.05 - 1 + Jo exp . x x 
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k* = 2. 

T* = 4.752525381 

A *(t*, k* , a* , ~*) = 0.9829365 

Dans le modèle de disponibilité et pour obtenir la valeur de .98, on impose qu' après la 

première défaillance, une réparation parfaite soit réalisée à un coût de 1 $. Après cette 

réparation, Le système peut être remplacé préventivement à 4.7 unités de temps à un coût 

de 10$, ou bien remplacée à la deuxième défaillance à un coût de 12$. 

0 .98284 

0.98264 

0 .98244 

A(T,k;a, ~ 0 .98224 

0 .98204 
2 .0 2 .025 2.05 

k 
2 .075 2 .1 

Figure 2.2- Disponibilité à l'optimum 

4 .65 

4.7 

Wan en Phan ont déterminé le couple optimal (T* , k*) qui minimise le coût total moyen 

par unité de temps sur un horizon infini. Nous avons établi l'expression çle la disponibilité 

stationnaire du système lorsque la stratégie de maintenance par Wan et Pham est adoptée. 
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Nous allons tenter mettant le deux problèmes d 'optimisation suivants: 

Problème 1, déterminer le couple (T* , k*), qui permet de minimiser le coût total moyen 

par unité de temps L(T, k ; u, ~) , tout en respectant un seuil de disponibilité stationnaire 

requise Ao 

Minimiser 

L(T,k;a,f3) 

((k - 1) + (k - 1)2 (k - 2) 0.06 - 2. exp [-( 0.95C1- k )T)2] + 12 ) 

0.88623. (1 - 0.95(1-k)) + 0.03(1.05(k-l) - 1) + J,T [-(095(1-k) )2]d 
1 - 0.95 1.05 - 1 0 exp . x x 

Sujet à : 

A(T,k;a,f3) 

0.88623. (1 - 0.9S(1-k)) J,T [_( 9S(1-k) )2] d 
1 - 0.95 + 0 exp O. t t > 

== 0.88623. (1 - 0.95(1-k)) + 0.03(1.0S(k-l) - 1) + J,T [_(09S(1-k) )2]d - Ao 
1 - 0.95 1.05 - 1 0 exp . x x 

T>O 

k"?2 

Ao étant une constante qui représente la disponibilité requise. 

En utilisant le progiciel Maple (voir annexe A), nous avons obtenus les résultats suivants: 

k*=7.929714 

T*=O.621353 

L (t* ,k*, u, ~) =3. 1903(voir table 2.0) 

Ao été fixe à 96% 
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3 

L(T,k;a, ~) 

0 .72 0.67 0 .62 
T 

0 .57 

54 

8 .03 

Figure 2.3-Modèle d'optimisation de coût assujetti a une contrainte de disponibilité 
Ao = 0.96 

Dans le modèle de minimisation de coûts' intégrant une condition de disponibilité donnée et 

tenant compte de la durée de vie utile du système de 0.88 unité de temps, la disponibilité 

doit se situer entre 96% et 97 % comme exigence réelle, avec un coût total entre 3 et 

4$/heure. Le nombre de défaillances (k) doit être compris entre 4.5 et 7.9 et le temps pour 

le remplacement préventif sera situé entre 0.6 et 1.5 unité de temps. (Voir table 2.0) 
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ort à un niveau de d· uis 
K* T* 

Ao=O 

60 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

70 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

80 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

90 . 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

91 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

92 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

93 2.96843184415310192 12.1500490316858141 0.236429281642348360 

94 2.96843184415309480 12.1500483654868461 0.236429314745429414 

95 2.97186426709138108 11.5115548221811236 0.269681913799555804 

97 4.13280782515451328 4.58415901119109214 1.533485207576616550 

98 6.47521575716161824 2.36519724138328424 2.710453981757016350 

98.1 6.77981204257130000 2.22963416655579830 2.788734699792164920 

98.19 7.06157947472569792 2.11784693890119691 2.852415088815992632 

98.199 7.09012 2.10716700077959995 2.858447488405754020 

98.1999 7.09298 2.10612188248774768 6.045646955847169940 

98.19999 7.0932 2.106015 6.42057 

98.199999 7.0933 2.106004 6.45808 

98.2 

99 

100 

Les données obtenues dans la table 2.0 et représentées dans la figure 2.3 montrent le 

comportement du coût de maintenance par rapport à la valeur de disponibilité requise. 

Comme une valeur de disponibilité supérieure à .90 est requise, le coût de maintenance 

augmente de façon exponentielle. Ce ci nous témoigne l'utilité du model dans le cas des 

systèmes très sensibles, où un changement minimal résulte extrêmement représentatif dans 
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leur fonctionnement. C'est le cas des systèmes militaires, des services de santé, d'énergie 

et des télécommunications. 

Cout P ai' rap ort au disp cmibilité re qUis 

7 - -~------- .. ----.. ----.-- -.. -- .. 1 -------l .. -----.. -----.---... --... ---------.. --.---+--.. -----.. ---- .. ---... -.. --- .. -~ 
1 i 1 ~ 
• ! 1 

i il · 
6 -~---------.--.--.--.- .~----- ----------.--.. --.----------.. +.--- -------. ---·---·---4-··------·- -.---.---- -.----

i 1 1 ! 1; 
1 ! 1 

! 1 i 

L(T,k;a.,iJ) 5 - -f--------------r -- -------. ---1----------------4---_ .. --- ------
! i 1 1 
1 ! i . 
Il, ! 

I
l i ! 

Il! 
1 i j 1 

4 - .1------.------.-.. -.----.. -... --.-L--.. ----.. --.------.. ----.. --- - -... L.--.--- ------.. -.. ------.--.... --.. -----~----_.------.. -----. --~-
1 ! i i 

1 1 1 1 
1 ! i 1 

1 i i ! 
Iii 1 

3 -~---.---.----.--------~-.----------.-------.-----_1_--·-·---------·--·-·-·-i----•• -.-~--
III 1 

0.6 0.7 0.8 0.9 
A(U) 

Figure 2.4- Coût par rapport à la disponibilité (A) requis. 

Problème 2, déterminer le couple optimal (T*, k*) qui permet de maXImIser la 

disponibilité stationnaire du système tout en respectant un limite budgétaire. 

Maximiser: 

A(T,k;a,f3) 

0.88623. (1 - 0.95(1-k)) rT [-(0 95(1-k) )2] d 
_ 1 - 0.95 + Jo exp . t t 

- 0.88623. (1 - 0.95(1-k)) + O.03(1.05(k-l) - 1) + rT [-(095(1-k) )2]d 
1 - 0.95 1.05 - 1 Jo exp . x x 
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Sujet à : 

L(T,k;a,f3) 

((k - 1) + (k - 1)2 (k - 2) 0.06 - 2. exp [-( 0.95(1-k)T)2] + 12 ) 

0.88623. (1 - 0.95(1-k)) 0.03(1.05(k-l) - 1) fT [( 5(1-k) )2] ::; Lo 
1 - 0.95 + 1.05 - 1 + Jo exp - 0.9 x dx 

T > 0 et k ~ 2. 

Lo = Constante qui représente le budget disponible par cycle de renouvellement. 

0.9538 

0.95355 

A(T,k;a,~) 0.9533 

0.95305 

0.9528 

0.4 0.35 
T 

0.3 0.25 

10.22 

10.27 

Figure 2.5 Modèle d'optimisation de la disponibilité assujettie a une contrainte de 

budget Lo = 3 

À l'égard du modèle de maximisation de la disponibilité soumise à une condition de coût et 

en considérant le temps de vie utile moyenne, nous devons obtenir, comme dans le cas 

précédent, le coût maximum requis (4 $/heure), qui correspond à 96.9 % de disponibilité. 
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Table 2.1-Valeurs de A, k et T ar ra ort à une condition de coût re uis. 
Lo($)1h A(T,k;a,p) K T 

2 

3 .953292777 10.32209 .3494813 

4 .969118917 4.855941 1.421765 

5 .974478901 3.379666 2.125812 

6 .978368641 2.614974 2.564567 

7 .981705147 2.141272 2.839149 

7.2 .982334542 2.067082 2.880997 

7.3 .982645664 2.031951 2.900637 

7.4 .982936566 2.0 4.770321 

7.5 .982936566 2.0 4.782492 
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Figure 2.6 Disponibilité par rapport au coût requis 
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Figure 2.7- Valeurs de D et de U pour le coupe (k, T) 



60 

L'analyse de la sensibilité représenté dans la figure 2.7 et la table 2.2 montre que les 

variables de décision k et T ont le même comportement par rapport à D(T,k; a, (3) et U(T,k; 

a, (3). Cela veut dire que la variation de k et de T ont aussi le même degré d' influence dans 

le calcul du tems moyen du bon fonctionnement dans un cycle de quasi renouvèlement et 

dans le calcul du temps moyen de réparation où de maintenance dans le même cycle de 

quasi renouvèlement. 

2.7 Conclusion 

Le modèle de maintenance que nous présentons dans ce chapitre ne sera appliqué aux 

systèmes qu'au début de leur vie utile, ou bien s'ils ne requièrent pas un nombre important 

de réparations, ou encore si ces réparations ne sont pas complexes. 

À l'égard de l'exemple numérique, nous voyons que ce modèle peut initialement s'appliquer 

à des systèmes où un changement minimal de leur disponibilité à une influence importante. 

Nous citons à titre d'exemple les systèmes de défense, d'énergie et de télécommunications. 

Cette appréciation se fonde sur les résultats obtenus dans les tables 2.0 et 2.1. Lorsqu'on 

passe de 96 % à 98 % de disp.onibilité, nous remarquons que le coût de maintenance totale 

par heure a presque doublé. 

D'autre part, dans le modèle de minimisation de coûts par rapport à une condition de 

disponibilité donnée, en tenant compte de la durée de vie utile du système de 0.88 unité de 

temps, la disponibilité doit se trouver entre 96% et 97 % comme exigence réelle, avec un 

coût total d'entre 3 à 4$/heure. Le nombre de défaillances (k) doit être entre 7.9 et 4.5 et le 

temps pour le remplacement préventif sera placé entre 0.6 à 1.5 unités de temps (Voir 

figure 2.3). 

À l'égard du modèle de maximisation de la disponibilité soumise à une condition de coût et 

en considérant la durée de vie utile moyen, nous devons obtenir, comme dans le cas 
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précédent, un coût maximum de 4 $/ qui correspond à 96.9 % de disponibilité (voir figure 

2.5). 



3. Chapitre 3 : Deuxième Modèle 

Stratégie de maintenance imparfaite utilisant le 
remplacement périodique de type bloc 

3.1 Introduction 

62 

Les modèles de maintenance préventive périodique, aussi connus comme modèles de 

replacement de bloc, sont spécifiquement utilisés pour l'analyse des systèmes électroniques 

complexes et électriques. (Nakagawa [52]). 

Les politiques de maintenance périodique imparfaite ont largement été étudiées. Citons 

principalement, les travaux de Welker (1959) et Drenick (1960). (Barlow et Hunter [8]). 

La stratégie de remplacement de type Bloc, suggère d'effectuer les remplacements à la 

panne et à tous les T unités de temps est ce indépendamment de l'âge et de l'état de 

l'équipement. (Ait-Kadi D. et Cléreoux [1]). 

Une autre politique de maintenance préventive périodique est celle développée par Barlow 

et Hunter [8], et qui consiste à effectuer des remplacements périodiques avec une réparation 

minimale après défaillance. L'unité dans ce cas, est remplacée à des instants 

prédéterminés kT (k = 1,2 ... ), et les défaillances sont corrigées par des réparations 

minimales. Dans ce type de politiques, il existe une politique où l'unité est toujours 

remplacée aux seuls instants kT (k = 1,2 ... ). Si une panne se produit, le système est laissé 

tel quel, et la pièce n'est pas remplacée. 

Le concept de réparation minimale et de maintenance imparfaite sont de plus en plus 

intégrés et utilisés dans la formulation de nouvelles politiques _ de maintenance. Liu et al. 

[41], étendent ces deux concepts à une politique dans laquelle un système ou une unité 

reçoivent une maintenance préventive imparfaite à toutes les T unités de temps. Après avoir 

présenté des défaillances, celles-ci sont assujetties à des réparat.ions minimales, l'unité est 

remplacée lorsque son âge atteint (A + l)T unités de temps. Dans cette politique de 
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maintenance, les variables de décision sont A et T. Lorsque A == 0, cela signifie que l'unité 

sera remplacée chaque fois qu'elle a opéré par T unités de temps et ne recevra aucune 

maintenance imparfaite. Il est clair que cette politique se transforme en politique de 

remplacement périodique avec une réparation minimale après avoir présenté la défaillance 

si A = O. 

,Cox [22] étend la politique de remplacement de bloc, ainsi, lorsqu'une défaillance se 

présente juste àvant un remplacement préventif prévu à un instant T, l' unité sera laissée de 

côté jusqu'au prochain remplacement préventif. 

Nakagawa dans [48] , apporte des variantes intéressantes. Dans le modèle qu' il développe, 

l'unité est remplacée à des intervalles kT (k = 1,2 ... ) indépendamment de son âge. Une 

unité en panne, reste dans cet état jusqu'au prochain remplacement programmé. En 1981 

Nakagawa [50] présente trois modifications à ce type de politique offrant des alternatives 

qui prennent en compte des considérations pratiques. N akagawa [51] présente un autre 

modèle dans lequel les remplacements sont programmés dans des iritervalles kT (k == 

1,2 ... ) et après une défaillance, le système est corrigé par une réparation minimale. Si le 

nombre total de défaillances est égal ou supérieur à une valeur prédéterminée, on pourra 

effectuer le remplacement de l'unité dans l'intervalle suivant pro grannné , dans le cas 

, contraire aucune maintenance n'est effectuée. 

Ait-Kadi et Cléroux [1] , présentent un modèle de remplacement où l'intervalle [(k

l)T, kT] est divisé en trois parties [(k - l)T, kT - 8i t [kT - 8v kT - 82 ] et [kT-

82 , kT] en suggérant de changer l'élément qui tombe en panne par un nouveau, si la panne 

arrive dans le premier sous-intervalle, par un usagé, âgé de T, si la panne arrive dans le 

deuxième sous-intervalle, et finalement, si la panne arrive dans le troisième sous-intervalle, 

le composant reste inactif jusqu'au prochain remplacement programmé. Dans leurs travaux 

publiés Ait-Kadi et al. [2] et [3], proposent d'autres modèles de remplacement périodique. 

Chun [21] étudie la manière de déterminer le nombre parfait de maintenances préventives 

périodiques dans un intervalle fini. Dagpunar. et Jack [23] déterminent le nombre parfait de 
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maintenances préventives imparfaites pour un intervalle fini dans lequel une réparation 

minimale est réalisée chaque fois qu'une défaillance se présente entre les maintenances 

préventives. Wang Pham [68] étendent la politique de remplacement de bloc à un cas plus 

général. 

Sheu et al. [57] présentent trois modèles de maintenance préventive périodique qUI 

11!aximisent la disponibilité de systèmes réparables. Ils présentent aussi, trois types de 

maintenance préventive qui sont, la maintenance préventive imparfaite (IPM), la 

maintenance préventive parfaite (PPM) et la maintenance préventive ratée (FPM). 

3.2 Développement du modèle 

Dans cette politique de maintenance, l'unité est sujette à une maintenance imparfaite qui est 

réalisée à des intervalles prédétermines de temps kT (k = 1,2,3 ... ) indépendamment de 

l'historique de défaillances de l'unité. En outre, elle est réparée imparfaitement dès 

l'apparition d'une panne (T est constante). 

Considérons un nouveau système qui commence à opérer au temps t = 0 et on suppose 

que ce système est réparé imparfaitement dès qu'il tombe en panne. Le coût de la i 

défàillance est donné par : Ct + (i - 1) Cv 

Si et seulement SI 1 ~ i ~ k - 1; où k est un entier positif. 

La réparation est imparfaite dans la mesure où les temps successifs d'opération d'un 

système sont indépendants et décroissent d'une fraction (1 - a). Les temps successifs de 

réparation sont eux aussi indépendants et augmentent d'un facteur (f3 - 1), où 0 < a < 1 

et f3 > 1. Il est important de noter que le coût de réparation augmente d'un facteur Cv à 

chaque nouvelle réparation imparfaite réal~sée. 
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Désignons par Xl , la variable aléatoire, le premier temps de l'opération avec une moyenne 

/11, le deuxième temps d'opération sera une autre variable aléatoire aX 1 avec une moyenne 

a/11 ' par ~onséquent le k ième temps d'opération sera a k- 1 Xk avec une moyenne égal à 

a
k

-
1

/11 ' où la constante a < 1. Ceci signifie que les temps d'opération diminuent avec 

l'augmentation du nombre de réparations imparfaites, où les Xi étant indépendants et 

identiquement distribués (i.i.d). 

X - ax . x - a 2x . x - a 3x· x - a k- 1x . x - a k- 2x 2 - l' 3 - 1, 4 - l' .... k - 1, k-l - 1 (3.0) 

Sur la (k - 1) réparation imparfaite, le système est maintenu préventivement sur les 

intervalles T, 2T, 3T, ... et ce à un coût cp où T > O. La maintenance préventive est 

imparfaite dans la mesure où lorsque l'action de maintenance a été effectuée, le système se 

trouve comme neuf (as good as new) avec une probabilité p (maintenance préventive 

parfaite) et comme vieux (as bad as old) avec une probabilité q == 1 - P (maintenance 

préventive minimale). 

- leM 
IPM 

- PPM 

~--Xl----iIYl ~)(2--t-Y2-4 T 

Temps d'Opération 

2T 

Figure 3.0-Modèle mathématique 

3T 4T 
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Supposons maintenant que le temps pour effectuer la maintenance préventive parfaite soit 

une variable aléatoire W avec une moyenne w, et que le temps pour effectuer la 

maintenance préventive minimale est négligeable. Si une défaillance se présente entre les 

instants mT (m = 1,2,3 ... ) on effectuera une réparation imparfaite à un. coût cfr avec un 

temps de réparation négligeable. les temps successifs de réparation d'un système sont 

indépendants et décroissent d ' une fraction (1 - À), où 0 < À ::; 1. Pour une maintenance 

préventive parfaite à mT, le processus de maintenance se répète. (Voir figure 3.0). 

3.3 Notations 

• A = Disponibilité Moyenne. 

• Ao = Valeur de disponibilité requise. 

• cf == Coût fixe pour effectuer une réparation à la panne. 

• Cv = Coût variable par réparation imparfaite 

• cp = Coût de la maintenance préventive. 

• cfr == Coût d'une réparation Cfr == Cf + (i - l)Cv 

• Fi = Fonction de distribution (i - 1) réparation imparfaite, où i = 1,2,3 .. 

• Gn (t) = Convolution de Fv F2 , •.• Fn. 

• M(t) = Fonction de renouvellement d'un processus de quasi-renouvellement. 

• met) = Densité de renouvellement d'un processus de quasi-renouvellement 

• a = Facteur de réduction de l'âge du système 0 ::; a ::; 1 

• {J == Facteur d'augmentation des durées de réparation {J ~ 1 

• /11 = Temps de vie utile. 

• 171 == Temps de réparation pour la première panne. 

• L == Coût de maintenance asymptotique. 

• D == Durée d'un cycle de renouvellement. 

• C == Coût de la maintenance totale pour un cycle de renouvellement. 
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3.4 Variables de décision 

• T = Temps de maintenance préventive. 

• k = Nombre de réparations imparfaites. 

3.5 Hypothèses de modélisation 

Il existe quelques considérations en commun pour les modèles proposés: 

• L'horizon d'opération projeté est infini. 

• Le taux de défaillance du système et le dures de vie son indépendants. 

• Le taux de panne du système est non décroissant. 

• L'unité commence à opérer à l' instant t = a (cas d'un système neuf). 

D'après les travaux de Wang et Pham [65] , considérons un processus continu {N(t), t ~ 

a}, avec une variable aléatoire Xn qui correspond au temps entre le (n - 1)ième et le n 

ième événement de ce processus ( n ~ 1). 

La dérivée de la fonction de renouvellement, qui on a traite dans le premier model, est 

connue comme la densité de renouvellement: 

m(t) = M(t) (3.1) 

Les tenlps entre les maintenances préventives parfaites consécutives, constituent un cycle 

de renouvellement. En utilisant la théorie classique de renouvellement,_ le coût de 

maintenance durable par unité de temps, ou de coût moyen L(T, k), est égal au coût de 

maintenance par cycle de renouvellement C(T, k) divisé par la durée d'un cycle de 

. renouvellement D(T, k). 

C(T,k;a,{J,p) 
LCT, k; a,[3,p) = DCT k" [3 ) , ,a, ,p 

(3.2) 
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Où, 

(3.3) 

et 

III (1 - a k - 1 ) rh (1 - {3k- l) f . 
D(T,k;a,p,p) = 1-a + 1-13 + L(W+iT)pq l-1 

l=l 

(3.4) 

Par conséquent le coût de maintenance moyen par unité de temps ou taux de coût est égal 

à: 

L(T,k;a,{3,p) 

(k - 1)cr + i (k - 1)(k - 2)cv + Cp p-l + pCtr Ii:l qi-1 M(iT) 

III (1 - a k - 1 ) 171 (1 - {3k-l) T 
1 + 1 {3 +-+W -a - p 

(3.5) 

Où M (T) est la fonction de renouvellement d'un processus de quasi-renouvellement avec 

paramètre À et la première distribution du temps d'inter arrivées de F1 (al-kt) 

Pour la disponibilité nous nous servons de la même théorie de renouvellement qui nous 

permet d 'obtenir: 

Avec 

111(1-ak - 1) T 
U(T,k;a,!3,p) = 1 +-

-a p 
(3.6) 

et, 

111(1- a k
-

1) + l 
1-a p 

A(T,k;a,!3,p)= (1- k-l) (l-{3k-l) T 
III a + 171 + _ + W 

1-a 1-{3 p 

(3.7) 
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Considérons un exemple dans lequel la distribution normale est IFR (taux de panne 

croissant). Nous supposons que le temps de vie est Xl pour une nouvelle unité. Quand une 

réparation suit une distribution normale avec une moyenne Il et une variance a 2 
J la 

(k - 1) réparation au moment de la défaillance, la fonction de densité de probabilité du 

temps de vie de cette unité sera alors: 

(3.8) 

En se basant sur la théorie de quasi-renouvellement, la fonction de quasi-renouvellement 

d'un processus de quasi-renouvellement avec paramètre Â et la' première distribution de 

temps d'inter-arrivée al-ktl (a1- kx) est: 

00 

Met) = l Gn(t) (3.9) 
n=l 

On obtient alors: 

(3.10) 

Où S Sn est une variable aléatoire qui a une fonction de distribution normale avec une 

moyenne cumulative : 

(3.11) 

Et une variance : 

(3.12) 

Par conséquent, la fonction de quasi-renouvellement est donnée par: 



70 

00 00 

M(t) = l Cn(t) = l P{SSn ~ t} 
n=l n=l 

(3.13) 

Où <1> est le cdf nonnal standard. 

Il Y a différentes approches de la valeur <1>. Une des plus utilisées est celle de Zelen et 

Severo (1964), qui a été analysée par Johnson et Kotz, [70] et qui s'exprime par: 

<l>(x) = 1- (0.4361836t - O.1201676t2 + O.9372980t3) (J"inr\xp (-iX2) (3 .14) 

Où: 

t = (1 + 0.33267x)-1 (3.15) 

Nous notons que dans ce cas, l'erreur de <I>(x), pour x ~ 0 est plus petite de 10-5 . 

Si x < 0, il est important de tenir en compte de : 

<I>(x) = 1 - <1>( -x) (3.16) 

De cette façon, nous pourrons calculer la valeur de <I>(x) pour le cas de x < o. 

3.6 Exemple numérique 

Considérons les données suivantes que nous substituons dans l'équation 3.5. 



À = 0.95,/1 = 10,c[ = $1, Cv = $0.06, cp = $3, C[r = $4, a = 0.95, fi = 1.05, 1] = 

0.9,w = 0.2 ,0" = 1,p = 0.95,Ao = 0.94 

Il s'agit alors de : 

Minimiser 

L(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) 

71 

k + 0.03(k - l)(k - 2) + 41 + 3.8 L~l 0.05 i- 1 L~=l cp (iT - 200 x 0.9S
k

-
1
(l- 0.9s

n
)) 

19 0.952k-2(1 - 0.952n) 
0.0975 . 

=----------------------------------------~-------------------

200(1- 0.9Sk - 1) + 18(1.0Sk - 1 - 1) + O~S + 0.2 

Sujet à : 

200(1 - 0.9Sk
-

1
) + O~S 

A(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) = T 
2-00(1 - 0.9S k - 1 ) + 18(1.05k - 1 - 1) + 0.95 + 0.2 

~ 0.94 

0.537 

L(T,k:a,p,p) 0.527 

0.517 2.34 

8.86 

Figure 3.1- Disponibilité correspondant au couple optimal ( k, T) 
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En utilisant le logiciel Maple, on peu résoudre le problème de maximisation de la 

disponibilité lorsque T > 0 et k = 2,3,4 ... et k* = 2.4 ; T* = 8.9 (voir annexe B). 

Après calcul, on trouve: 

L(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) = $0.5240 par unité de temps. 

Et la disponibilité est: A(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) = 0.94 

Ces résultats montrent que la politique de maintenance imparfaite est obtenue pour les deux 

premières défaillances de l'unité à un coût de 1 $ pour la premiere et de 1.06 $ pour la 

deuxième. Aussi, la maintenance préventive imparfaite pour chaque tranche de 8.9 unités 

de temps a un coût de 3 $. Il faut en outre réparer l'unité, au coût de 4 $, lorsque la 

défaillance se produit entre les maintenances préventives. 

Dans les calculs effectués, nous avons travaillé avec 5 itérations pour i et jusqu'à 30 pour n. 

Dans cette expérience nous n'arrivons pas aux valeurs exactes proposées par les auteurs, 

cela peu être dû au nombre d'itérations réalisées, mais aussi au type d'algorithme que 

chaque programme impose. Cependant, après l'exercice quelques solutions réalisables ont 

été obtenues (Voir table 3.0). 

Table 3.0- Valeurs de L, k et T ort à un niveau de dis onibilité re uis. 
n T k L(T,k:a~p,p) 

1 1 

1 2 

1 5 

6 

7 2904635.58 2 0.10 xIO 

1 8 
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Continuation Table 3.0 

9 157704.478 2 0.2312 x 10-) 

1 10 54.95 8 0.3580 

2 

2 2 3069 2 0.37 x 10-2 

2 3 

2 4 7415158.53 2 0.258 x 10-5 

2 5 

2 6 1007289.51 170 0.178 x 10-3 

2 10 4642.920 2 0.9020 x 10-5 

2 20 79~47 . 9.9 0.5212 

2 30 1372379.11 2 0.8575 x 10-4 

3 1 8 ~74274 ' . 2.39858 0.2282 

3 2 1158961.669 173 0.144x 10-3 

3 3 · 8~95742 · 2.44 0.52 
: .If·::.;", 

3 4 

3 5 

3 6 8829011.82 2 0.30 X 10-5 

3 7 

3 8 3450339.60 2 0.99 X 10-) 

3 9 

3 10 

3 20 6327144.05 2 0.126 X 10-4 

I};" :". 

4 · l·r'\:,:'Ï;\~·~3. ./ 1: 
i1W-; 

1:: 

4 2 3309 2 0.3485 

4 , . 
. ".:; 

'4 :'. 

4 5 5003828.759 2 0.45921 x 10-) 

4 6 981205.96 169 0.182 x 10-3 

4 7 

4 8 
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Continuation Table 3.0 

4 10 51.55 7..722 0.39075201 

5 1 8.742 2.39 0.228314 

5 2 5631.375 2 0.2050 x 10-2 

5 3 8.9574 2.44 0.5240 

5 4 - - -

5 5 134680.27 131.87 0.90 x 10-3 

5 6 974557 169 0.1837 x 10-3 

5 10 16542.81 2 0.2535 x 10-2 

D'une manière égale nous avons pu proposer le problème dual: 

Maximiser: 

200(1 - 0.9Sk- 1
) + O~S 

A(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) = T 
. 200(1 - 0.95 k - 1 ) + 18(1.05k - 1 - 1) + 0.95 + 0.2 

Sujet à : 

L(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) 

k + 0.03(k - 1)(k - 2) + 41 + 3.8 L~ 0.05 i- 1 Loo= cp (iT - 200 x 0.95
k

-
1
(1 - 0.95

n
)) 

19 l 1 n 1 0.952k- 2 (1 _ 0.952n) 

0.0975 
=----------------------------------------~-----------------

200(1 - 0.9Sk- 1 ) + 18(1.0Sk-l - 1) + O~S + 0.2 

L(T, k; 0.95,1.05,0.95,0.95) ~ 0.2 

T>O 

k = 2,3,4 ... 
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3.7 Conclusion 

Dans l'analyse du deuxième modèle, la difficulté a été de mener à bien le calcul 

mat~ématique de la fonction de renouvellement. Cette fonction a présenté un comportement 

instable, cependant quelques itérations ont pu être réalisées (voir table 3.0). 

Comme pour le modèle précédent, il est nécessaire d'analyser les résultats obtenus à la 

lumière de la durée de vie utile du système, et ceci pour s'assurer que ceux-ci aient du sens. 

Dans le cas de l'expérience réalisée, par exemple, on a pu constater l'importance 

fondamentale des paramètres de performance du système à évaluer avant qu'un modèle 

précis d'optimisation ne soit appliqué. De même, il est important de développer des 

algorithmes qui facilitent le calcul de la fonction de renouvellement. 

Finalement, notre travail met en évidence la complexité qui a trait à l'élaboration de 

modèles mathématiques d'optimisation pour des systèmes multi-composants qui sont ceux 

qui s'approchent le plus des systèmes réels. 
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Conclusion Générale 

La problématique abordée dans cette recherche porte sur l'optimisation de la disponibilité 

et le calcul du coût moyen optimal de maintenance des systèmes soumis à des défaillances 

aléatoires et dont les caractéristiques se dégradent avec l'âge et l'usage. 

L' analyse a porté sur la mesure de la disponibilité, un champ très vaste lié à la maintenance 

préventive et périodique .. Deux modèles très pertinents ont été soigneusement étudiés et 

documentés couvrant tenu de leurs caractéristiques, ces deux modèles se différencient 

quand il s'agit de les appliquer pour analyser les systèmes. Les uns s'adaptent mieux aux 

systèmes de défense, d' énergie et de télécommunication et les autres connus comme 

. modèles de remplacement de bloc, sont spécifiquement utilisés pour l' analyse des systèmes ' 

électroniques complexes et des systèmes électriques. 

Pour couvrir ces deux modèles, nous avons choisi méticuleusement tous les paramètres de 

performance à partir de cas d'application tirés de la bibliographie. Des résultats sous 

différentes formes (graphiques et textes) ont pu ainsi être établis et des conclusions tirées. 

En outre, à partir de l' étude de la sensibilité de la variation des différents paramètres, nous 

avons pu établir des domaines de variation et déceler certaines lacunes dans le deuxième 

modèle. Ceci témoigne de la fragilité de la fonction de renouvellement. Cette fonction a 

présentée lors des calculs un comportement instable qu'il serait utile de reprendre et d 'en 

faire un cas pour une étude approfondie et ainsi de développer des algorithmes qui facilitent 

son calcul. 

Finalement, cette étude a mis en évidence la complexité pour l'élaboration de modèles 

mathématiques d'optimisation pour des systèmes multi-composants afin de représenter avec 

fidélité des systèmes réels. 
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Annexe A · Calculs pour le modèle 1 

Optimisation de la disponibilité pour le modèle 1 

En utilisant le logiciel Maple, on peut résoudre l'équation non linéale comme suit: 

> [0.8862} (1 - 0.9S
k - 1) + fT (- (095 1 - k.t)2) dt] 

1 - 0.95 e 
o 

[ 

0.88623· (1 - O.9Sk - 1 ) 0.03. ( 1.0Sk - 1 - 1) 

1 - 0.95 + 1.05 - 1 + 

(e (- (0.95 1 - k· x )2) dx ] 

(17.72460000- 17.724600000.95k - l 

+ 17.7245385119.k - 1. 20.-1. k erf( 19.1. - 1. k 20.k - l. r)) /' 

(17.12460000- 17.724600000.95k - 1 + 0.60000000001.05k - l 

+ 17.7245385119.k - 1. 20.-1. k erf( 19.1. - L k 20.k - 1. r)) 

On introduit l'équation de la disponibilité: 
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Après cela, on utilise l'assistant d'optimisation. Tout de suite on introduit la fonction 

objective et les contraintes: 
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Et on obtient aussi les valeurs d'optimisation et la graphique respective. 
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Optimisation du coût du modèle 1 

On répète la même procédure que dans la première partie, malS avec l'équation de 

coût suivante: 

> ((k - 1) + (k - 1); (k - 2) '0.06 _ 2) - (095 1 - k·d) 

+ 12) / [ 0.88623- (1 - 0.95
k 

- 1) + 0.03 ' (1.05
k 

- 1 - 1) 
1 - 0.95 1.05 - 1 

+ (e (- (0.95 1 - k .x)2) dx 1 

( 1 - k 2 2) / 
k + I l + 0.03000000000(k - 1) (k - 2) - 2 e - (0.95 ) T / 

( 1 7.12460000- 1 7.724600000.9 Sk - 1 + 0.60000000001.0 Sk - 1 

+ 17.7245385119.k - 1. 20. - 1. k erf( 19.1. - I. k 20.k - 1. r)) 

On introduit l'équation de coût: 
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Ensuite, on introduit les contraintes' 
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Et on obtient la valeur optimale et le graphique comme suit . 
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Op~imisation de la disponibilité assujettie à une contrainte de coût 

Maintenant, on introduit la fonction de disponibilité assujetti a une contrainte de coût. 

Fonction objective: 

[ 

0.88623- (1 - 0.95k - 1) + fT (-(095 1 - k. t) 2) dt] 
1 - 0.95 e 

o 

[ 

0.88623- (1 - 0.95k - 1) 0.03· (1.05k - 1 - 1) 
1 - 0.95 + 1.05 - 1 + 

(e (-(0.951 - k·x )2) dx ] 

Contrainte de coût : 

( (k - 1) + (k - 1); (k - 2) . 0.06 _ 2) -(0.95 1 - k. d) 

+ 12) 
[ 

0088623- (1 - 0095k - 1 ) 0003· ( 100Sk - 1 - 1) 
1 - 0.95 + LOS - 1 

+ (e( -(0.951- k.x)2) dx] 

On introduit les valeurs de la fonction objective et les différentes contraintes: 

( C 20 J."ut ..... ) Tmes ~ ROf1Wl 

.. _._-------_._--------_._, 
....... _------- ..... _._-_._ .. - ------

------ i _ ,--"--'.--"" r - --"-i 
. ---,--- - -_._--~ . -_.-' 

1 As5uJoealvarii!blesncn1eQiltiYe 1 

lteaticnÜIII ~ 

W'rblbnl ~~-=: 

; optimizationassistenl 

1 

(17.72460000 - 17.72460000 .95 (1- - 1) ,~ 
+ 17.7245385119( 1 - 1. ) 20 f - U l erf(190 .- U 1 -
~i1-- L! ",))It , .... "un~nooo oe il- I l -
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On obtient la valeur de disponibilité optimale sous la condition de coût pré établi' 

."."'f'*". ' . a ' E&fa·' E· ta 
~~~~ ~~. ~~r~~ _C_~ _____ -___ . ___ . ____ ~:.:~~~_WOnd~~ ____ .. ______________ . __ . __ . ________ _ 

~ rS ~ éi 8; .lt ~ ~ ~ <!. T [> ~ ~ *' ~ !!1! 0 ~ 0 ~~ ~ ~ l1j 

clefd , 

IrinteBrund defd 

i (17.72460000 - 17.72460000 .95 (1- - 11 

Il + 17.7245385119.(1-·1.1 20. (-l . 1-1 er.r(190 .- I.1-1 
~ -

I r e [0, ml 
Ik e [2, m) 

1 ( k + I l + .3000000000e-1 (k· 1) (k - 2) 

1 - 2 e(.((95 il
-kl )2 r2)) / (1712460000 

1 - 1772460000 .95,k - 11 + .6000000000 1.05(1- · 1) 
!' I~--.. -. -.-~---_-.--__ - . -~ 

0.953J5 

0.9528 

0.95255 

Ir a 10 . 3220960611837531 Ranges 

/

1(t)Jective value: .95:32927'77288657467 

T - . 3'19181315708192160 Ranoed ' j-" ': ' - i?.:~~81_. ..O ..... 9-f81 

LI Ranoe d [~- ~'!.:..~I _. .. 10.1221 

----------------(1 Ronoed<bjectiveyatJes = ,de{d .. defd 
Plot lJ5ir>;j Probl<mDomoin 

0.25 

extr ... ~at O.3i9-f81 

emeroaatIO.3221 

extrema d 0.953293 
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Annexe B · Calculs pour le modèle 2 

Optimisation de la disponibilité 

De la même façon qu'avec le modèle 1, on utilise le logiciel Maple pour réaliser les calculs 

d'optimisation. 

D'abord on introduit la fonction objective et certaines conditions: 

~~~ ~~ _ln~,!_ ~~_ 7_\::! ~. ~ I:'} .?~ ~_'! :2!.'!::!: T~ ~rt~ t-ffjp __ 

~ " a 6 ~ ~ li! ~ :> <: T 1> ~!! Ç> <> t!! lOi) 0 ~ ~ ~ ~ ~ 

!::::~!···:~~ ·~,.· ; - rl (~'7~;~~; aŒJ!! ~I~ ~cp ,=;= 

~.~~ •.. :. ~ .',,' .•• ~j Ir 200(1 - 0 9~-I) +k .------------~--
~.l.OIb;~ ._ : ... " .•. , .... .i iI 200( I-O.9~ - I)+18(1.05k- I -1)+ O~5 +0.2 

~~M ~.' :..:, 1 200 - lOG 0.95< - 1 + 10526]1579 T 

;=~ : .. :.:/' i'i.i, Il . 132.2 - 200 a 95' 1 + 181 01- 1 + 105263: 579 T 

~~ . .... f,"p_ 

~?~~.~ • .. ~; •.. ', i 
~~~~ ,~ j Il 
~J~ "'~:>' :' ~ : ~ '.:.' / ! 1 

~.~ ._. -_.: " I Il 
~.~.", •. ,..,_", ........ ".I-;.. J . 

~~~6:~· ~;~+-:.J i 
~'~'·e"'·~'·" .1 1 i 
~.~l'!!,~v.l", . .:" i i 
.~~".,.~h_ .,_ •. ;:J 
~,,,,,,,,,.~:: ,,,,"n.~:,. i li 
~fT,,:,~~,:: , .•• "~ .•• :,., i !I 
t~h" .•. .' .. ;."" .... _, i :1, 1' 

~.~.,··;"." .• I 

li 

-11 , 

.w= 

~ 
1 

0) 1 

1 

1 

1 

1 

1 

, -1 

_M_ 
~~~_ . ..!~_~~~!::"'_~~~_ .. ~:" -':~:::~~~_~~~_T~_ .. ~~_~ __________ . _. ___ .. _____ ._ .. _ .. ___________________________ . ___ . _____ . __ _________________ _ 
~ IS !;I "ê à: i1II l1!a :> ~ T (> ~ ~ Ç> .Q f!! f 0 ~ ~ ~§,; ~ ~ If) 

I-"-~I 

~y OeIde 

, rEla, .. ) ~o~ 

Ik EI2,O» l o~ 

, ----I · · =~~··:: ·~ti~: 

1 1·: Cj~ __ :.~~~ 
1 1 oa~ : 

r 200.200 .95 11 . 11 + 1.0S2631579T 

1 182.2 . 200 .95(1.1 1 + 131.05,1·11 + 1.0526JIS79T 

r
I 

(1) 



On obtient la valeur optimale de la disponibilité et son graphique. 

FeIl5ibiltyToIorance 

lntial vaLes 

[
---~ 

1 

On~. Robin '_~._._ _ .. _ 

Clbjedioehlldion 

~200 . 95 ( t . l l + l. 05263 1579T 

t~20" "": i8' 05"·" ~"5261'''' 

I Te [0. œ ) 
1.1: e [2. œ ) 

1 

1 

1 

! 

Ranoed · T··~ · 

[Q,jeC~1Ve value: • 9999996ï3l- J9- . -3S-9 1- -l 1 Ranoerl ~~~:.: -

1 

T a 31980i9.ï9313333i:l6 Ranoeofobje<tit<e v ....... d<f ..... 
k .. 2 . Pkll:lJs.iio,j Pr,:.Lkm!).:.rn:lll1 

L ________________________ ~, 

2.1 

Optimisation de coût assujettis â une contrainte de disponibilité 

90 

._-

3.19004969 

On introduit comme fonctionne objective l'équation de coût et comme contrainte, la 

fonction de la disponibilité 

T .... ~ DrudDg f"fel 

( Cm...... "' ; ( -T>nos-_-""",,,,---... );:~ BIll ~~~ qap :=:= 

II(]) - x--I- +(1 + 0.196854x+ 0.115194; + 0.000344;+ 0.019527x4r4 

il. . '- '.-2(' .. """.'+ o""~~ + .. oo", h .. ",,,.')' 

Il k + 0.03(.1: - l}(k - 2) + i!... + uÎo.01- 1 ±Q[ 1 x T-200 x 0.95"-1(1 - 0.95") l 
1

1

1

1 

19 ;-1 ft-I j 095lf-:.~~~0. 95J.) 1 optimimiouosistlDl 

.. 200(I-095' - lj + 18(LOSk- 1 
- 1) + 0~5 + 2 

1 . 200(1- ·~91-1) ·~ k . ... . 
1 200(1- 095' - 1)+18(1.05'-1- 1)+ 0~5 +0.2 

1 

1 

Il 

Il 

Il 

(1) 



De la même façon on l'a fait avec le logiciel Mathematica : 

T.7 2870 

7 .2 87 

k+ 0 . 05 (k - 1) (k - 2) .. (*) + 3 . 8 E tl 0 .05 i - 1 E~=l ~ [ i XT-lOilxO.95
k

-
1 

(1-0 . 90" ) l 
/O .952 k - 2 (1-0 . 902 n ) 

'J 0 . 19 

0. 5 6818 

Ir P 7 6 € &, q ~ a 
, " x }. I!"":r pp 

Il CT T ~ , <; X'; IJ' 
r~eA3nLl"~ . 

!! \):I~UnrV8j1. 

= • L "d ~ i A. A)( 

17CCII\C1'IRZp 

.C llt:ç~ r. •• : : 

.i ... ", .... _ .!' •• 

.... or' ..... ,. 

AN Spro., Ch,,..cter, ,. 

AJ~,..ic M."i .-0 

~[.) 

ExpondAII(.) 

FodIc<{.) 

Tcgdh<s{e) 

Apart{" 
Concd(.) 

Simplify(.) 

~.) 

f~ond{.) 

. T rigbpM1d[.] 

r"Kto<{. J 
lrigRedu«!.] 

ExpToTrig(. ) 

TrigTc[q>[.) 

Po~.) 

C~.] 
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SasicMa\h_I~ 

,'. r. 
J.d= 3" . 

r ·d=a...". 
t· Ii · 
@ ~l 

- .\ yu n 
a Ji 7 6 

( ~ ~ l 

li ~ :: p 

!T r , li X 

;; IJ r 6 e 

.:I ~ç=,~ 

: ~ = • • 

On obtient la valeur de coût minimale assujetti à la disponibilité attendue et le graphique 

suivant: 

l ' 
(. 

_ Form.t ._T':"~~_~~~:!~~L.~~_.~pr:- 3':l~t~:.::~ __ ~~~~_~~~_~ ____________ ._._ .. __ . _________ . _____ . __ ._. ______ . ___ ._._. ________ . ___ . ____ .. _ _ .. .. _. __ , ... " ._ .. _ .. _____ . _ . _____ __ . ___ .. _. 

·::: LoCilIOeld 

.~ .- -~-~._._. 

~ 

,~"- : ; Maxnize 

~Tderln:e :;t;;i;d 

IMioIv ..... ~~ 

] 
~1 ... 1n:e cWd 

cWd 

JrlW:elbn! 'cWd 

~~, R<t1n1 :~ ___ ,0" 

*' 0;) !!!! 0 ~ (!:) ~~ ~ ~ f& 

i(\Ià> ,~. .ep;.~1Ïon~ T"'· 

1 rie + .3e-lle(le· 2) + 14.lml974 1.900000000 

~"' ._) 

I
TE [O."') 
ke [2."') 

1.
94 ~ (200.200 .95 (.1:· 11 + 1.052631579T)/ 

1 ( 182.2.200 .95(1'·11 + 181.05(1' · 11 

i + 1052631579 r) 
1 


