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Résumé

L’objet principale de cette these est ’étude théorique et la conception d’algorithmes
d’apprentissage concevant des classificateurs par vote de majorité. En particulier, nous
présentons un théoreme PAC-Bayes s’appliquant pour borner, entre autres, la variance
de la perte de Gibbs (en plus de son espérance). Nous déduisons de ce théoréme une
borne du risque du vote de majorité plus serrée que la fameuse borne basée sur le risque
de Gibbs. Nous présentons également un théoréeme permettant de borner le risque as-
socié & des fonctions de perte générale. A partir de ce théoréme, nous concevons des
algorithmes d’apprentissage construisant des classificateurs par vote de majorité pondé-
rés par une distribution minimisant une borne sur les risques associés aux fonctions de
perte linéaire, quadratique, exponentielle, ainsi qu’a la fonction de perte du classifica-
teur de Gibbs a piges multiples. Certains de ces algorithmes se comparent favorablement
avec AdaBoost.



Abstract

The main purpose of this thesis is the theoretical study and the design of learning
algorithms returning majority-vote classifiers. In particular, we present a PAC-Bayes
theorem allowing us to bound the variance of the Gibbs’ loss (not only its expectation).
We deduce from this theorem a bound on the risk of a majority vote tighter than the
famous bound based on the Gibbs’ risk. We also present a theorem that allows to bound
the risk associated with general loss functions. From this theorem, we design learning
algorithms building weighted majority vote classifiers minimizing a bound on the risk
associated with the following loss functions : linear, quadratic and exponential. Also, we
present algorithms based on the randomized majority vote. Some of these algorithms
compare favorably with AdaBoost.
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Chapitre 1

Introduction

Des applications résultant des recherches en intelligence artificielle sont aujourd’hui
omniprésentes dans notre vie ; sans que 1’on en ait toujours pleinement conscience, elles
se retrouvent dans des logiciels que 1’on utilise dans nos ordinateurs personnels, dans
les téléphones dits «intelligents», dans les robots industriels, dans les voitures. . .

L’intelligence artificielle se subdivise en plusieurs domaines dont ’apprentissage au-
tomatique, qui consiste en I’étude des différentes facons d’automatiser le processus d’ap-
prentissage d’'une tache, dans 'objectif de concevoir des machines capables de déduire
des régles a partir de 'observation d’un environnement. A son tour, I'apprentissage
automatique se divise en différents champs de recherche, dont la classification, qui est
le sous-domaine de recherche dans lequel se situe cette these.

La classification consiste en le probleme suivant : considérons des objets X1, X, ...,
X,, appartenant tous a une classe parmi un ensemble prédéfini V = {y1,92,...,ye}-
On désire, a la vue d’'un nouvel objet x, déterminer a quelle classe il appartient. Un
exemple concret est la reconnaissance de caracteres, c’est-a-dire associer a une image
donnée une lettre de I'alphabet ou encore un chiffre.

Pour rendre les objets accessibles pour un algorithme, ceux-ci sont d’abord traités
par un observateur et transformés en vecteurs de caractéristiques. L’observateur peut
prendre plusieurs formes : il peut par exemple s’agir d’une simple caméra qui prend une
capture visuelle d’un objet, ou d’'un étre humain qui entre manuellement des données.
Le vecteur de caractéristiques sera généralement vu comme un vecteur de R"™, ou d’'un
quelconque espace vectoriel. Par exemple, pour le probleme de la reconnaissance de
caracteres, les objets, qui consistent en des lettres manuscrites, seront transformés par
I'observateur en une image de, disons, m x n pixels, qui peut étre interprétée comme
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un vecteur de R™ ™.

En notant X la complétion de ’ensemble des vecteurs de caractéristiques reliés a
un probleme de classification donné, on peut alors définir un classificateur comme étant
simplement une fonction h(x) de la forme

h: X —=>Y.

L’objectif principal en apprentissage automatique est de concevoir des processus,
appelés algorithmes d’apprentissage, capables de construire des «bons» classificateurs
pour des problemes donnés. Dans un contexte d’apprentissage supervisé, I'algorithme
a acceés a une banque d’exemples classifiés, (x;,y;) € X x ), dont la création néces-
site I'intervention d'un expert, généralement un étre humain, qui observe des objets et
leur attribue une classe. Par exemple, pour 'identification de caracteres, cette étape
est banale, puisque la personne qui écrit une lettre sait laquelle elle a écrite (en suppo-
sant qu’elle effectue elle-méme 1'observation). Dans d’autres cas, pour 1’étude du role
des génes dans le développement d'un cancer par exemple, cette étape nécessitera de
couteuses expériences en laboratoire.

En notant U* = [J2,(X x V), c’est-a-dire que U* correspond a l'espace duquel
proviennent les ensembles de données classifiées, dont ’ensemble d’entrainement S,
nous définissons un algorithme d’apprentissage comme étant une fonction A(S) de la
forme

AU = (X =),

c’est-a-dire une fonction prenant en entrée un certain nombre d’exemples classifiés (qui
forment I’ensemble d’entrainement) et retournant en sortie un classificateur.

1.1 Recherche de bornes théoriques sur le risque

des classificateurs

Une fois que nous disposons d’un algorithme d’apprentissage, une question qui se
pose est a savoir si celui-ci construit des «bons» classificateurs. Nous nous intéres-
sons alors au risque d’'un classificateur retourné par un algorithme d’apprentissage,
c’est-a-dire a la probabilité qu’il se trompe en classifiant des données futures. Nous
désirons obtenir des résultats théoriques applicables pour borner le risque d’un classifi-
cateur retourné par un algorithme d’apprentissage. Nous sommes également intéressés
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a développer des bornes pouvant étre utilisées par un algorithme d’apprentissage pour
I'orienter durant son exécution.

Une facon de procéder pour borner le risque d’un classificateur est de recourir a un
ensemble test. On utilise alors un sous-ensemble des exemples disponibles, appelé en-
semble d’entrainement, pour construire le classificateur. Puis on utilise le sous-ensemble
des données restantes, appelé ensemble test, pour borner le risque du classificateur. Il est
ainsi possible d’obtenir une borne tres serrée du risque. Cependant, pour que la borne
soit valide, ’ensemble test doit étre indépendant du classificateur, ce qui empéche de
recourir plusieurs fois a la borne sur ’ensemble test pour concevoir un classificateur.

Une autre approche consiste a borner le risque d'un classificateur directement a par-
tir des informations provenant de I’ensemble d’apprentissage, dont en particulier son
risque empirique, c¢’est-a-dire le taux d’erreur de classification que fait le classificateur
sur I’ensemble d’apprentissage. Le théoréeme PAC-Bayes, dont nous discutons abondam-
ment dans ce document, fournit une borne de ce type. Il permet en fait, a partir d’'une
classe de classificateurs ‘H et d’un ensemble d’apprentissage S, d’obtenir une borne théo-
rique sur le risque qui est valide simultanément pour tous les classificateurs de H. Les
bornes ainsi obtenues sont naturellement moins précises qu'une borne obtenue a 'aide
d’un ensemble test, cependant elles permettent, entre autres, d’effectuer de la sélection
de modele, et elles ne nous contraignent pas a réserver une partie de nos exemples pour
calculer une borne sur ’ensemble test.

Plusieurs des algorithmes utilisés dans la pratique (réseaux de neurones, AdaBoost,
SVM, ...) construisent des classificateurs qui peuvent étre interprétés comme des votes
de majorité pondérés de classificateurs rudimentaires. Intuitivement, un vote de majo-
rité peut grandement améliorer un algorithme d’apprentissage. Considérons par exemple
le cas simpliste ot nous possédons n classificateurs indépendants, tous de risque infé-
rieur ou égal a % — € avec € > (. Dans cette situation, le risque du vote de majorité
démocratique (ou tous les votants ont le méme poids) tend exponentiellement vite vers
zéro si le nombre de classificateurs augmente. Dans la pratique, nous pouvons difficile-
ment concevoir un ensemble de n classificateurs indépendants, et il n’est pas toujours
garanti que la combinaison de plusieurs classificateurs donne lieu a un meilleur classi-
ficateur; il peut méme arriver que le classificateur par vote de majorité ait un risque
supérieur au risque moyen des classificateurs formant le vote.

La borne fournie par le théoreme PAC-Bayes classique n’est pas bien adaptée pour
borner le risque d'un vote de majorité. En fait, ce théoreme permet de borner le risque
moyen des classificateurs formant le vote. Un raisonnement assez simple permet alors
d’obtenir une borne sur le risque du vote de majorité, cette borne est en fait égale a
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deux fois celle sur le risque moyen des classificateurs. Cependant, cette borne n’est pas
intéressante puisqu’elle n’aide en rien a caractériser les bons votes de majorité, soit ceux
ayant un risque grandement inférieur a celui de la moyenne des classificateurs formant
le vote.

1.2 Conception d’algorithmes d’apprentissage ins-

pirés par des bornes théoriques

Les algorithmes d’apprentissage utilisés dans la pratique sont principalement basés
sur des heuristiques, des idées intuitives de ce qui doit étre optimisé pour concevoir un
bon algorithme. Une fois celui-ci congu, on cherche alors a démontrer des propriétés inté-
ressantes que possede 'algorithme : bornes théoriques sur les classificateurs construits,
propriétés de convergence, . .. En somme, l'algorithme est proposé et la théorie arrive en-
suite. L’objet principal de cette these est d’obtenir de bons algorithmes d’apprentissage
en faisant le chemin inverse, c’est-a-dire, rechercher d’abord un théoreme applicable
pour borner efficacement le risque des classificateurs, puis utiliser ce théoreme pour
déterminer quelles propriétés doit avoir un classificateur pour étre prometteur.

Les bornes de type PAC-Bayes nous permettent, a I'aide d’un ensemble d’entraine-
ment, de borner simultanément le risque de tout classificateur consistant en un vote de
majorité de classificateurs d’un ensemble prédéfini ‘H (possiblement infini). En suppo-
sant que le théoreme PAC-Bayes, ou un de ses dérivés, fournisse une borne représentative
du vrai risque des classificateurs, une question naturelle se pose alors : pouvons-nous
utiliser la borne PAC-Bayes pour concevoir un algorithme d’apprentissage 7 En d’autres
termes, ’on se demande si, pour un probleme donné, le classificateur possédant la plus
faible borne PAC-Bayes est un «bon» classificateur. Si oui, alors des algorithmes d’ap-
prentissage construisant des classificateurs minimisant des bornes de type PAC-Bayes
devraient étre prometteurs.

1.3 Contributions de la thése

Dans cette these,

— Nous définissons la quantité Cg, qui représente mieux le risque d'un classificateur
par vote de majorité que le risque de Gibbs habituellement utilisé dans le théoreme
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PAC-Bayes;

— Nous démontrons un théoreme fournissant des bornes sur diversesf réalisations
d’un classificateur par vote de majorité sur un ensemble d’entrainement (dont en
particulier son risque de Gibbs et aussi la variance de celui-ci) ;

— Nous démontrons des bornes théoriques sur la quantité Cg qui permettent d’ob-
tenir une borne du risque d’un classificateur par vote de majorité souvent plus
serrée que la borne classique déduite du risque de Gibbs;

— Nous démontrons un théoreme fournissant des bornes pour des risques associés a
des fonctions de perte générales;

— Nous présentons des algorithmes d’apprentissage, tous congus dans l'objectif de
minimiser la borne du théoréme sur les fonctions de pertes générales pour une
fonction de perte donnée;

— Nous définissons le concept de distribution quasi-uniforme et nous adaptons nos
algorithmes d’apprentissage dans ce cadre de travail.

1.4 Plan de cette these

Cette these est divisée en deux parties. Dans la premiere partie de la these, qui est
constituée des chapitres 2 a 6 nous détaillons le cadre théorique dans lequel nous nous
situons, puis nous présentons des nouvelles bornes de type PAC-Bayes. Dans la seconde
partie, qui est constituée des chapitres 7 a 9, nous présentons quelques algorithmes
d’apprentissage qui sont directement inspirés de nos bornes.

Dans les chapitres 2 et 3, nous présentons quelques définitions et résultats préli-
minaires servant de base pour la suite de la these. Dans le chapitre 2, nous définis-
sons formellement notre cadre théorique d’apprentissage, ainsi que quelques notions
importantes, dont ce qu’on entend exactement par «risque d’un classificateur» et par
«classificateur par vote de majorité». Nous présentons également dans ce chapitre le
théoreme PAC-Bayes dans sa version classique. Dans le chapitre 3, nous poursuivons
avec quelques définitions de quantités statistiques associées a un ensemble de classifica-
teurs et un ensemble d’exemples, dont le taux d’erreur moyen et sa variance, ainsi que
la quantité Cg (apparue dans Lacasse et al. (2007)). Nous discutons également d’une
variante de I'inégalité de Tchebychev et nous I'appliquons pour obtenir une borne (non
calculable) du risque d’'un classificateur par vote de majorité possiblement plus serrée
que celle découlant de I'inégalité de Markov.

Le chapitre 4 présente un prolongement des travaux publiés dans Lacasse et al.
(2007). Nous y présentons de nouvelles bornes du type PAC-Bayes permettant de borner
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des quantités autres que le risque de Gibbs, dont la variance du taux moyen d’erreur et
la quantité Cg. Nous présentons en particulier une borne directe de Cg (non présente
dans Lacasse et al. (2007)), ainsi que quelques résultats mathématiques concernant Cy
permettant de calculer efficacement les bornes théoriques présentées.

Le chapitre 5 reprend pour sa part les travaux publiés dans Germain et al. (2007),
concernant un nouveau théoreme PAC-Bayes destiné a borner le risque associé a des
fonctions perte générales (soit des fonctions plus complexes que la fonction de perte
linéaire aboutissant au risque de Gibbs). L’objectif premier de ces travaux était d’obtenir
une borne serrée du risque d’un classificateur par vote de majorité en approchant la
fonction de perte 0—1 par des séries de Taylor. Nous n’avons pu atteindre cet objectif, la
borne devenant trop lache pour des fonctions s’approchant de la perte 0 — 1, cependant
des algorithmes d’apprentissage intéressants (présentés dans la deuxiéme partie de la
these) découlerons de ces bornes.

Suite a un parcours rapide de différentes approches que nous avons envisagées pour
concevoir des algorithmes d’apprentissage inspirés de bornes de type PAC-Bayes (cha-
pitre 7), nous consacrons le reste de cette these au développement de certains algo-
rithmes et a la comparaison de ceux-ci avec des algorithmes existants (en l'occurrence
AdaBoost et la régression ridge).

Dans le chapitre 8, nous présentons un algorithme générique permettant de construire
un classificateur par vote de majorité en minimisant la borne d’une version du théoreme
sur les fonctions de perte générales présenté au chapitre 5. Nous implémentons ensuite
cet algorithme avec deux versions du théoreme et quatre fonctions de perte différentes :
la perte linéaire (seulement présentée comme indicateur), la perte quadratique, la perte
exponentielle et la perte du classificateur de Gibbs a piges multiples. La version de I’al-
gorithme basée sur la perte du classificateur de Gibbs a piges multiples fait également
I'objet d’une publication (voir Lacasse et al., 2010). Nous montrons que nous obtenons,
avec la version dite hyperparamétrée du théoréme, des algorithmes a la fois compétitifs
avec AdaBoost et avec la régression ridge, lorsque des souches de décision sont utilisées
comme classificateurs de base.

Finalement dans le chapitre 9, qui reprend également des travaux publiés (voir
Germain et al., 2009b), nous présentons le concept de distribution quasi-uniforme ainsi
qu'une version du théoreme PAC-Bayes adaptée pour ce type de distribution. Nous
adaptons les algorithmes du chapitre 8 en les contraignant a construire des classificateurs
par vote de majorité pondéré par une distribution quasi-uniforme. Nous verrons qu’il est
ainsi possible de réduire la complexité des problemes d’optimisation que les algorithmes
attaquent sans nuire a la puissance des classificateurs produits. Cependant, les bornes
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obtenues dans le cadre des distributions quasi-uniformes s’averent moins serrées que
celles du cadre avec distributions non contraintes.



Premiere partie

Bornes de type PAC-Bayes



Chapitre 2

Classification, vote de majorité et
théoremes PAC-Bayes.

Dans ce chapitre, nous présentons le contexte d’apprentissage que nous
adoptons dans cette these. Nous présentons également quelques résultats
précurseurs de nos travaux, dont le théoreme PAC-Bayes.

2.1 Définitions préliminaires

Notons X I’ensemble des observations possibles et ) I’ensemble des classes. Nous ap-
pelons ensemble d’exemples ou encore ensemble de données étiquetées un sous-ensemble
donné de X' x Y, et classificateur une fonction de X — ). Dans cet ouvrage, nous consi-
dérons uniquement des problémes de classification binaire, nous avons donc |Y| = 2 et
nous identifions les classes par I'ensemble {—1,+1}. Nous supposons que les données
(ou exemples) sont générées indépendamment suivant une distribution D sur X’ x ) que
nous ne connaissons pas (mais que nous supposons exister). On s’intéresse au risque du
classificateur h généré par un algorithme d’apprentissage, c’est-a-dire a la probabilité
que celui-ci assigne a une entrée x (appelée observation ou vecteur de caractéristiques)
une mauvaise classe, soit une classe autre que celle a laquelle appartient 1’'objet ayant
produit l'observation x. On entend ici par algorithme d’apprentissage, une fonction
prenant en entrée un ensemble de données étiquetées, que 1'on appelle ensemble d’en-
trainement, et retournant un classificateur.

Définition 2.1.1 (Risque). Soit h un classificateur, le risque de h (aussi appelé vrai
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risque) est défini par la fonction R(h) suivante :

R(ME Pr (h(x)#y).

(x,y)~D

Puisque la distribution ayant généré les données est inconnue, il n’est pas possible
d’évaluer le risque d’un classificateur avec exactitude. A noter également que si cette
distribution était connue, alors le probleme de trouver le classificateur optimal se rédui-
rait a assigner a chaque vecteur de caractéristiques x la classe y la plus probable selon
la distribution D.

Définition 2.1.2 (Risque empirique). Soit S = {(x;,y;)}", un échantillon et h un
classificateur, le risque empirique de h sur S, noté Rg(h) et correspondant au tauz
d’erreur de h sur S, est défini par

Rs(h) ™ Pr (h(x) #) = > I(hix) # 52,

ot I(a) est la fonction indicatrice qui vaut 1 si la proposition a est vraie et 0 sinon.

Il est possible d’avoir une idée du risque d’un classificateur en calculant son risque
empirique. Le risque empirique d’un classificateur procure habituellement une tres
bonne approximation de son vrai risque lorsque I’ensemble servant a I'évaluer est indé-
pendant de celui ayant servi a I'apprentissage du classificateur. Il est également possible
de calculer le risque empirique en utilisant ’ensemble ayant été utilisé lors de 'appren-
tissage. Dans ce cas par contre, la garantie que le résultat obtenu soit représentatif du
vrai risque est beaucoup plus faible. Par exemple, considérons S € (X x ))™, un en-
semble d’entrainement. Si les classes sont bien séparées, c’est-a-dire si (x,y;) € X x Y
et (X,y2) € X X Y = y; = 1, alors la fonction h définie par

h(x) = { -1 si (x,—1) €S

+1 sinon

sera toujours un classificateur de risque empirique nul sur I’ensemble d’entrainement,
mais il aura généralement un vrai risque tres grand (dans certaines situations, le vrai
risque de ce classificateur peut méme valoir 1).

Il existe cependant des techniques pour obtenir des bornes serrées du risque d’'un
classificateur a partir de son risque empirique sur I’ensemble d’apprentissage. Par exemple,
le théoreme PAC-Bayes, que nous présentons a la section 2.3, permet de borner simulta-
nément le risque d’une classe compléte de classificateurs a partir de leur risque empirique
sur ’ensemble d’entrainement. Un tel résultat permet théoriquement de faire de la sé-
lection de parametres lors de la phase d’apprentissage, ou de choisir un classificateur
prometteur en fonction des résultats obtenus sur la borne.
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2.2 Vote de majorité

Etant donné un ensemble de classificateurs H, il est possible d’augmenter la puis-
sance de classification des éléments de H en combinant ceux-ci de sorte a obtenir un
classificateur plus complexe. Par exemple, si H est discret, disons H = {hq, ho, -, h,},
nous pouvons construire un classificateur de la forme

e )]

ol les «; sont des nombres réels. Lorsque nous souhaitons que les «; forment une distri-
bution de probabilité, nous imposons de plus o; > 0Vi et Y- ; a; = 1. Le classificateur
¢(x) constitue un vote de majorité pondéré de classificateurs de H. En somme, si la
majorité des classificateurs de H attribue a x la classe y, alors ¢ attribuera a x cette
méme classe.

De fagon plus générale, considérons () une distribution de probabilité sur un en-
semble (pas nécessairement discret ni méme dénombrable) de classificateurs H. Nous
appelons classificateur par vote de majorité le classificateur résultant d’'un vote de ma-
jorité pondéré par Q.

Définition 2.2.1. Pour () une distribution sur un ensemble de classificateurs H, le
classificateur par vote de magjorité pondéré par @), noté Bg(x), est donné par

Bo(x) ¥ sgn ( / Q(h)h(x)dh) .
H

L’expression «risque du vote de majorités est utilisée pour désigner la quantité R(Bg),

soit le risque du classificateur par vote de majorité.

On s’attend généralement a ce que la combinaison de classificateurs en un vote de
majorité améliore la classification. Cependant, ceci n’est pas toujours le cas. Considérons
par exemple un ensemble H formé de deux classificateurs hy et hy tels que hy possede
un risque de 1 et hy un risque de zéro. Posons Q(hy) = % +eet Qhy) = % — € pour
0<e< % Le classificateur Bg(x) possede alors un risque de 1, ce qui est supérieur au
risque moyen des classificateurs formant le vote, qui est de % + €.

Dans un autre cas extréme, si H est constitué de n classificateurs indépendants et
1
1-
classificateurs démocratiquement, donc Q(h) = % pour tout h € H, nous aurons comme
borne de R(Bg) :

possédant tous un risque inférieur a e pour 0 < € < %, en attribuant le poids des

R(Bo)<  Pr. (Xz {ZD

B X~Bin(n,%
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ou Bin(n, p) représente une loi binomiale & n épreuves et d’espérance p. Cette quantité
tend vers zéro en fonction du nombre de classificateurs. Par exemple avec € = 0.1 et
n = 101, on obtient une borne valant environ 0.02 (alors que chaque classificateur peut
avoir un risque individuel de 0.4).

En somme, nous voyons que bien que la combinaison par vote de majorité de classifi-
cateurs puisse légerement nuire a la classification dans certains cas, elle peut en revanche
grandement ’améliorer dans plusieurs autres cas. Tout le probléeme de la construction
d’un vote de majorité repose sur I'attribution du poids des classificateurs. Différents
outils ont été développés dans le but de construire des classificateurs par vote de majo-
rité les plus fiables possibles. Par exemple, le boosting (voir Freund et Schapire (1995,
1996), voir également Meir et Ratsch (2003)), attribue les poids de sorte a forcer une
certaine décorrélation entre les classificateurs du vote. Un autre exemple est le Bagging
(voir Breiman (1996); Quinlan (1996)), qui tente de créer un classificateur plus stable
face aux données d’apprentissage, ou encore les Random Forests (voir Breiman (2001))
qui ont mené a une application commerciale.

Bien que plusieurs approches différentes aient été développées pour construire des
classificateurs par vote de majorité, et bien que plusieurs de ces approches donnent
souvent des résultats remarquables, nous ne possédons pas de bonnes garanties sur
I'efficacité des votes de majorité, et nous ne savons pas exactement ce qu’il faut optimiser
sur les données pour parvenir a construire un vote de majorité optimal.

2.3 Théoreme PAC-Bayes

Le théoreme PAC-Bayes, introduit par McAllester (voir McAllester (1999a,b), voir
également Langford et al. (2001), Seeger (2002), Langford (2005), McAllester (2003),
Meir et Zhang (2003), Laviolette et Marchand (2005), Banerjee (2006) et Germain et al.
(2009a) pour des améliorations et des généralisations du résultat) ne permet pas direc-
tement de borner le risque du classificateur par vote de majorité. Il permet plutot de
borner le risque de la version stochastique de ce dernier, appelée classificateur de Gibbs.
Le classificateur de Gibbs, noté G, se définit a partir d'un ensemble de classificateurs
‘H et d’'une distribution () sur ces classificateurs de la facon suivante : pour classifier
une observation x, I'on pige un classificateur h selon () puis 'on assigne a x la classe
h(x). Le risque du classificateur de Gibbs, appelé plus simplement risque de Gibbs, noté
R(Gg), correspond alors au risque moyen des classificateurs de H.

Définition 2.3.1. Pour @, une distribution sur un ensemble de classificateurs H, le
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risque de Gibbs (ou risque du classificateur de Gibbs), noté R(Gq), est donné par
R(Gg)® E R(h)= E B I(h(x)#y).

h~Q (x,y)~D

Théoréme 2.3.2 (PAC-Bayes). Soit H un ensemble de classificateurs et 6 € (0,1].
Pour toute distribution a priori P sur H, nous avons :

S~Dm -

Pr (VQ sur H: KI(Rs(Go)|R(Gg)) < 7711 [KL(QHP) +log m; 1]) >1-4,

ot KL(Q||P) correspond a la divergence de Kullback-Leibler entre deux distributions P

et Q : )
def Q(h
= h]ijlog%

et ot kl(q||p) correspond a la divergence de Kullback-Leibler entre deux distributions de

KL(Q|P)

Bernoulli avec probabilités de succes respectives q et p :

é q l1—gq
kl(q||p d:fqlogf+ 1—¢q)log )
(alp) “ gloz 2+ (1 - g)log 2

Démonstration : Voir le corollaire 6.1.3. [ |

Dans I’énoncé du théoreme PAC-Bayes, la premiere distribution, P, indique en
quelque sorte notre degré de confiance a priori envers les différents classificateurs, elle
est donc posée avant d’avoir observé les données. La seconde distribution, (), dite dis-
tribution a postériori, indique notre degré de confiance envers les classificateurs apres
avoir observé les données. Le théoréeme PAC-Bayes indique donc que plus notre degré de
confiance a priori des différents classificateurs est semblable a notre degré de confiance
a postériori, moins le vrai risque du classificateur de Gibbs peut s’éloigner de son risque
empirique (avec probabilité 1 — §).

Remarquons que le théoreme PAC-Bayes fournit une borne de R(Gg) valide unifor-
mément pour toute distribution (), et donc pour tout classificateur G que 'on peut
construire a partir de H. Nous pouvons alors utiliser la borne pour déterminer une dis-
tribution () prometteuse, c’est-a-dire donnant un classificateur G¢ de plus petit risque
possible.

Le théoreme PAC-Bayes permet également de borner indirectement le risque du
classificateur par vote de majorité. En effet, il n’est pas difficile de montrer (voir I'iné-
galité 3.4) que le risque du classificateur par vote de majorité est lié au risque du
classificateur de Gibbs par la relation suivante :

R(Bq) < 2R(Gq).
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Une borne sur R(Gg) fournit alors une borne sur R(Bg). Cependant, la faiblesse de
cette borne réside dans le fait qu’elle ne permet pas d’identifier les cas ou le classificateur
par vote de majorité est meilleur que les classificateurs formant le vote, c¢’est-a-dire les
cas o R(Bg) < R(Gg), qui sont les cas qui nous intéressent particulierement : ceux
ou il est préférable d’effectuer un vote de majorité. Il est a remarquer également que
le facteur 2 de la borne de R(Bg) n’est pas exagéré. En effet, il peut étre approché
lorsque des classificateurs possédant un grand risque sont également fortement corrélés
et deviennent alors majoritaires dans le vote. Il peut également étre approché dans des
cas un peu pathologiques, par exemple, en faisant tendre € vers zéro dans le raisonnement
de la section 2.2, qui donne un exemple de cas ou le risque de Gibbs peut étre de % + €,
alors que le risque du vote de majorité est de 1.

2.3.1 Représentation graphique de la borne du théoréeme PAC-
Bayes

0.4

031 K(Rs(Golr) ——

0.2 4

T T T T 1

01 02 Rs(Gg) 04 05 06

FIGURE 2.1 — Application du théoreme PAC-Bayes

La figure 2.1 montre graphiquement une application du théoreme PAC-Bayes. Dans
cet exemple, nous avons supposé la quantité KL(Q||P) égale & 10. Avec un échantillon
d’apprentissage de 1000 exemples et un taux de confiance de 99%, on obtient alors dans
le théoreme KLQIPIHos((ntD/0) (0215, En supposant Rs(Ggo) = 0.3, le théoréme

PAC-Bayes affirme qu’avec probabilité au moins 99%, le vrai risque empirique du clas-

sificateur de Gibbs est compris dans l'intervalle 7" ayant pour extrémités les valeurs
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en x des deux points d’intersection entre les fonctions kl(Rs(Gg)||-) et f(-) = 0.0215.
Le théoreme PAC-Bayes permet donc en une seule application d’obtenir a la fois une
borne supérieure de R(G), donnée par le point maximal de I'intervalle 7', et une borne
inférieure, donnée par le point minimal de T". Dans cet exemple, on trouve donc respec-
tivement comme bornes inférieure et supérieure les valeurs 0.21 et 0.4.

2.3.2 Théoreme PAC-Bayes pour des fonctions de perte géné-
rales a valeurs dans {0,1}

Nous venons de voir I’énoncé du théoreme PAC-Bayes sous sa forme la plus simple,
celle s’appliquant seulement au risque standard, soit le risque de la définition 2.1.1 —
qui, lui, découle de la fonction de perte I(h(x) # y), qui attribue une perte de 1 au
classificateur h s’il attribue a x une classe autre que y et une perte de 0 sinon. C’est en
fait la forme du théoreme PAC-Bayes qui nous est la plus utile dans la pratique.

Nous aurons cependant besoin pour nos démonstrations des chapitres 4 et 5 d’une
version un peu plus générale du théoreme PAC-Bayes s’appliquant a des risques définis
a partir d’'une fonction de perte £(h,x,y) a valeur {0, 1} pouvant différer de la fonction
I(h(x) # y). A noter que bien que cette version du théoreme soit plus générale (le
théoreme PAC-Bayes classique en étant un cas particulier avec £(h,x,y) = I(h(x) # y))
sa démonstration demeure identique.

Théoréme 2.3.3 (PAC-Bayes). Soit H un ensemble de classificateurs et soit { une

fonction de la forme £ : H x X xY — {0,1}. Posons R‘(h) = ( ]1;) Df(h,x,y) et posons
Xy)~

S .

RE(h) =tk 22 0(h, %1, 95). Posons RY(Gq) = E RY(R) et RS(Gg) = E RY(h). Soit

6 € (0,1]. Alors pour toute distribution a priori P sur H indépendante des données
nous avons :

P (vg sur H : KI(R(Go)[| R (Gg)) < B [KL(QHP) + log m;lD >1-4.

m

Démonstration : Voir le corollaire 6.1.3 ainsi que la remarque 6.1.6. |



Chapitre 3

Notions de probabilité

Dans ce chapitre, nous présentons quelques propositions concernant les différentes
mesures (espérance, variance, taux de désaccord, ...) que l'on peut effectuer sur un
ensemble de données en relation avec un ensemble de classificateurs et une distribution
sur ceux-ci. Les quantités qui nous intéressent, et qui dépendent d’une distribution D
sur les données et d'une distribution () sur un ensemble de classificateurs H, sont en fait
toutes directement liées a la variable aléatoire correspondant au taux de classificateurs
qui se trompent lors de la classification d’'un exemple.

3.1 Définitions de base

Nous définissons dans cette section une variable aléatoire rattachée a la distribution
(), que nous notons Wy(x,y), ainsi que quelques quantités qui lui sont associées — qui
sont en fait liées a son espérance et sa variance. Plusieurs résultats présentés soit dans
ce chapitre soit dans les chapitres 4 et 5 proviennent de I'étude de Wy (x,y).

Définition 3.1.1. Pour (x,y) un exemple, notons Wg(x,y) le poids des classificateurs
pondérés par la distribution Q) classifiant incorrectement (X,y), c’est-a-dire

Walx,y) = E I(h(x) #y).

Les mesures qui nous intéressent sont 'espérance et la variance de Wy, ainsi que
le taux moyen de désaccord entre les classificateurs de H et les taux moyens d’erreurs
conjointes et de succes conjoints. Nous notons respectivement ces dernieres valeurs dy,
eq et sq.
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Avant de définir formellement ces quantités, remarquons d’abord le lien direct qui
existe entre le risque de Gibbs, R(Gg), et le taux moyen de classificateurs qui se
trompent en classifiant des données (générées par une distribution D). En effet, nous
pouvons écrire R(Gg) en fonction de W¢ comme suit

R(GQ)E E E I(h(x)#y)

h~Q (x,y)~D

= E I(h(x) # )

(xy)~D h~Q
= E Wyx,y).
wE Woxy)
Définition 3.1.2. Les tauzr de désaccord dg, d’erreurs conjointes eq et de succes con-
joints sq sont définis par

¥ E BB I(hx)# h(x)

(x,y)~D h1~Q ha~Q

' pnEg By I (x) = ha(x) # 9)
#y)>2

déf
GQ =

X,

Stlj

x,y ~D <h~Q
LB (Wo(x.y)’

v (x,y)~D h1~Q ha~Q (ha(x) 2(x) =)

~D

<

Finalement, par définition de la variance d’une variable aléatoire, nous avons

Var Wo(x,9) ¥ E (WQ(XJJ))Q—( E WQ(XW))

(x,y)~D (x,y)~D (x,y)~D

— cq — (R(GQ))”. (3.1)

Il suit directement de la définition 3.1.2 que l'on a 1’égalité suivante :
1:dQ+€Q+SQ, (32)

puisque, lors d'une classification, soit deux classificateurs donnés sont en désaccord,
soit ils se trompent tous deux, soit ils ont tous les deux raison (ce qui épuise toutes les

possibilités).

3.1.1 Relation entre Wy(x,y) et le risque du vote de majorité

Le classificateur par vote de majorité pondéré par (), que l'on note By, fait une
erreur de classification lorsque la majorité (selon la pondération donnée par @) des
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classificateurs se trompent. Il en découle I'inégalité suivante concernant le risque du
vote de majorité

rso) < pr, (Woxn) > 3). (33)
(x,y)~D 2

L’inégalité (au lieu d’une égalité) provient du fait que nous n’avons pas précisé ce que

le classificateur de Bayes fait lorsque Wy (x,y) = % Elle devient une égalité lorsqu’il

est impossible d’avoir Wy (x,y) = %, par exemple lorsque I'on posséde un nombre fini

et impair de classificateurs et qu’ils ont tous la méme pondération.

L’inégalité bien connue R(Bg) < 2R(Gg) n'est alors quune simple conséquence de
I'inégalité de Markov. En effet, nous avons

(x,y)~D

E Wa(x,y)

(x,y)~D
1/2
— 2R(Gy) .

RiBg) < Pr , (Walxn) > 3 (3.4)

<

Cette relation entre le classificateur par vote de majorité et le classificateur de Gibbs est
importante car elle permet d’utiliser le théoreme PAC-Bayes (qui borne R(Gg)) pour
obtenir une borne de R(Bg). Cependant, cette approche a le défaut de toujours donner
une borne de R(Bg) plus élevée que celle de R(Gg) (et méme deux fois plus élevée),
alors que nous savons bien que le classificateur par vote de majorité peut parfois étre
beaucoup plus performant que celui de Gibbs. Néanmoins, cela permet d’obtenir une
borne assez faible de R(Bg) dans des situations idéales, c’est-a-dire lorsque tous les
classificateurs formant le vote de majorité ont un faible risque, et donc que R(Gg) est
faible. Cette approche donne entre autres de bons résultats pour borner le risque des
SVM, mais elle échoue a donner des bornes intéressantes pour plusieurs algorithmes
d’apprentissage qui procedent par vote de majorité pondéré. Par exemple, on observe
souvent pour le boosting des risques de Gibbs avoisinant 40% (méme lorsque le vote de
majorité ne produit aucune erreur de classification) et dans ces cas, 'approche PAC-
Bayes classique fournit une borne de R(B() supérieure a 80%. Il est donc impossible
d’utiliser cette approche pour caractériser les bons votes de majorité pour de tels algo-
rithmes d’apprentissage.
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3.2 Borne sur R(Bg) pouvant étre plus petite que
celle sur R(Gy)

Langford et Shawe-Taylor (2003) ont proposé une fagon d’améliorer la borne R(Bg) <
2R(Gg) en une borne ayant la forme R(Bg) < (1 4+ ¢)R(Gg) dans le cas de classifi-
cateurs ayant une grande marge de séparation. Cette inégalité possede cependant la
méme faiblesse que la précédente. En effet elle ne peut conduire a une borne de R(By)
qui soit plus petite que celle de R(Gg). Il est cependant possible de faire mieux que
cela.

Le corollaire 3.2.2, qui découle du théoréme 3.2.1, conduit a une borne de R(Bg) pou-
vant étre plus petite (et méme beaucoup plus petite) que R(Gg) ; cette borne est expli-
quée en détails au chapitre 4. Notre méthode pour améliorer la borne du risque du classi-
ficateur par vote de majorité se base sur I'observation faite de la borne R(Bg) < 2R(Gq)
vue sous la forme d’une simple application de I'inégalité de Markov. L’inégalité de Tche-
bychev, présentée au théoreme 3.2.1, généralise 'inégalité de Markov lorsqu’en plus de
connaitre I'espérance d'une variable aléatoire, nous connaissons sa variance. Cette ver-
sion de I'inégalité de Tchebychev (sans valeur absolue) ne se retrouve généralement pas
dans les livres de probabilités, nous en fournissons donc une démonstration.

Théoréme 3.2.1 (Inégalité de Tchebychev). Soit X une variable aléatoire d’espérance
w et de variance o?. Soit a > 0. Alors

0.2
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Démonstration :

0'2 O'2
Pr(X2a+u)=Pr<X—u+za+>
a a

2\ 2 2\ 2
§Pr<(X—,u+U> Z(a—l—a))
a a
9 2
E(X—u—i—"tl)
< e
()
EX2+4 2+ % —2uEX +22EX — 2u%
a2—|—2c72—1-%;1
EX?— >+
(1+‘§)(02—|—a2)
2+0'4
+ 2)(a2+a?)
0'(1 =
1+ ¢ )(02+a2)

o

T

o2 4+a?’

0.2

En appliquant I'inégalité de Tchebychev avec la variable aléatoire W nous obtenons
le corollaire suivant, qui fournit une nouvelle borne de R(Bg) en fonction de R(Gy).

Corollaire 3 2.2. Soit H un ensemble de classificateurs et () une distribution sur H.
St R(Gg) < 5, alors
Var Wy(x,y)

(x,y)~D

Var Wo(x,y) + (1/2 — R(Gq))*
(x7y)ND

R(Bg) <

Démonstration :

R(Bg) < Pr (WQ(X, y) > ;)

(x,y)~D

= Pr (WQ<X, y) — R(Gg) > ; - R(GQ)>

(x,y)~D

Le résultat découle alors de 'application du théoreme 3.2.1 avec X = Wy (x,y)— R(Gg)
et a =1/2 — R(Gg). (Rappel : R(Gg) = ( E)) DWQ(x,y).) [ ]
X,y )~
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Définition 3.2.3. Nous notons Cq la quantité a droite de l'inégalité du corollaire 3.2.2,

c’est-a-dire Vv Wo )
ar ,
c, (x,y)~D Q¥
¢ Var Wolx,y) +(1/2 - R(Ga)*
x7y ~

La borne du corollaire 3.2.2 peut alors s’énoncer ainsi : R(Bg) < Cq.

3.2.1 Comparaison entre Cg et 2R(G()

Un avantage important de la borne que fournit Cy sur le risque du vote de majorité
comparé a la borne 2R(G() est que cette premiere peut étre, dans de bonnes circons-
tances, tres preés de zéro, et ce méme si chacun des votants présents dans le vote de
majorité possede un grand risque, voire pres de une demie.

Cependant, il n’est pas garanti que la quantité Cy sera toujours plus petite que
2R(Gg), et donc qu’elle mene a une borne plus serrée du risque du vote de majorité.
La proposition suivante fournit une borne de Cg en fonction de R(Gg).

Proposition 3.2.4. Soit ) une distribution de probabilité sur un ensemble H de clas-
sificateurs binaires. Alors

Cq < 4(R(Gq) — R(Gg)?).

Démonstration : En fixant la valeur de R(Gg), la quantité Cg devient une fonction de

( V?rD Wq(x, y) strictement croissante. La variance, qui est donnée par ( Vz)irD Wo(x,y) =
X,Y)~ Xy)~

eg — R(Gg)?, est maximisée lorsque la quantité eg est maximisée, et donc lorsque
eg = R(Gg). On a ainsi
R(Gq) — R(Gg)®
2
R(Gq) — R(Go)* + (4 — R(Gq))

Co <

= 4(R(Gg) — R(Gg)?).

Puisque 4<R(GQ) - R(GQ)Q) < 4R(Gg), la borne de R(Bg) fournie par la quantité
Cq sera dans le pire cas environ le double de celle donnée par 2R(Gg). Dans l'autre

sens cependant, la borne fournie par Cg peut étre «infiniments» plus petite que celle
donnée par 2R(Gg).
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3.3 Relation entre dg, e, sg, R(Gg) et (V?rD Wo(x,y)
XLy )~

Une relation tres étroite lie ensemble les cinq quantités données par le taux de
désaccord, les taux d’erreurs et de succes conjoints et 1'espérance et la variance de Wy,.
En fait, seulement deux des cing quantités dg, eq, sg, R(Gg) et (V?rD Wo(x,y) sont

x7y ~

nécessaires pour les déduire toutes. Nous montrons d’abord que seulement deux des
quatre quantités dg, eq, sg et R(Gg) sont nécessaires pour les déduire toutes, I’égalité
3.1 permettra alors d’ajouter la variance de Wy a ce groupe. Cette affirmation découle
de deux égalités reliant ces quatre quantités, la premiere étant 1’égalité 3.2

dQ+€Q+8Q:1,

qui découle directement de la définition 3.1.2, et la seconde égalité est donnée par la
proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Les quantités dg, eq et R(Gq) sont liées entre elles par ['égalité
dg = 2(R(Gq) — eq)-

De facon équivalente, nous avons les deux égalités suivantes :

d
R(Gq) = =% +¢eq

2
€Q = R(GQ) — d2Q

Démonstration : Tout d’abord, remarquons que

0 sim(x)=y

I(hi(x) # y) = I (%) £ P I(ha(x) £ y) = 1 si ha(x) £y et ha(x) = y

0 sihi(x)#yet hy(x)#y

Donc,
(h1(x) # ha(x)) =I(h(x) # y) — I(h1(x) # y)I(ha(x) # y)
+ I(ha(x) # y) = I(ha(x) # y)I(ha(x) # y)
Il suit que
2R(Go) ~co) = E | BB 1n(x)#y)—1(n(x) £ y)(ha(x) # )

(x,y)~D h1~H ha~H

(x,y)~D hl]i)?-t h2]i)7.[ I(hi(x) # ha(x))

+ E E E I(hy(x)#y) — I(ho(x) £ y)I(hi(x) # )
E

—do.
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Connaissant deux des trois quantités dg, e et R(Gg), la proposition 3.3.1 nous fournit
alors la troisieme, et ’égalité 3.2 donnera la valeur de sg. De méme, connaissant deux
des trois valeurs eq, dg et sg, I'égalité 3.2 fournit alors la troisiéme et la proposition
3.3.1 donnera la valeur de R(Gg). Voyons maintenant que I'on peut également retrouver
la valeur de dg (et donc également la valeur de eg) en connaissant seulement les valeurs
R(GQ) et SQ-

Corollaire 3.3.2. Les quantités dg, sqg et R(Ggq) sont liées par 1’égalité

dQ = 2(1 — R(GQ) — SQ).

Démonstration : De 1'égalité 3.2 et de la proposition 3.3.1, on obtient les égalités
eg =1—dg—sq et eg = R(Gg) — dg/2, en combinant ces deux égalités on trouve

d
1—dQ—3Q=R(GQ)—7Q,

et donc
dQ = 2(1 — R(GQ) — SQ).

Le corollaire 3.2.2 permet d’obtenir une borne de R(By) en fonction des deux quantités
R(Gg) et (V(;u"D Wq(x,y). Le corollaire 3.3.1, avec 'égalité 3.2 et le corollaire 3.3.2, nous
X,y )~

indique qu’il est possible de récrire cette borne de R(Bg) en une borne dépendant de
n’importe quelles deux valeurs parmi dg, eqg, sg, R(Gg) et (V?rD Wo(x,y). L’écriture
xXy)~

de la borne en fonction seulement de dg et VarD Wo(x,y), que nous donnons dans le

)

corollaire 3.3.3, est particulierement intéressante. En effet, la quantité dg peut s’évaluer
par apprentissage non supervisé, c’est-a-dire qu’il n’est pas nécessaire de connaitre les
étiquettes des exemples pour évaluer cette quantité. Pour simplifier, supposons que nous
connaissons exactement dg, dans de telles situations, la borne fournie par 'inégalité de
Tchebychev devient linéaire en la variance. C’est-a-dire que, par exemple, 'amélioration
par un facteur 2 de la borne sur la variance améliore également d’un facteur 2 la borne
sur R(Bg). L'utilisation de données non étiquetées ne pourra alors étre avantageuse
que si I'on possede une borne tres serrée de la variance de Wy.

Corollaire 3.3.3. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et () une distribution

sur H. Si R(Gg) < 3, alors

27

(V?rD Wo(x,y)
x7y ~
R(BQ) S 1 dQ

4 2
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Démonstration : Selon le corollaire 3.2.2, il suffit de démontrer que

1 dg 1 2
1— %= Var Wolxy)+ (5 - R(Ga)) -

Nous avons

1 2 1
Var Wo(x,y) + ( - R(GQ)> = Var Wy(x,y) + (R(Gq))* + ~ — R(Gq)
(X,y)ND 2 (X7y)ND 4
1
== Z + €Q — R(GQ)

1 dg

4 27

ou la derniere égalité provient de la proposition 3.3.1. [ |

3.4 Optimalité de I’inégalité de Tchebychev

Sous certaines conditions, la borne obtenue de l'inégalité de Tchebychev (corol-
laire 3.2.2) est optimale. C’est-a-dire que, sous ces conditions, il n’est pas possible
d’obtenir une borne supérieure du risque du vote de majorité qui soit inférieure a la
quantité Cy si les seules informations que nous avons concernant la distribution D gé-
nérant les données sont l'espérance de Wy (x,y) (soit R(Gg)) ainsi que sa variance, et
que nous ne faisons aucune hypothese sur les valeurs prises par Wg(x,y) (autre que
0 < Wo(x,y) <1).

Proposition 3.4.1. La borne du corollaire 3.2.2 est atteinte, c’est-a-dire optimale, si
et seulement si

Var Wo(x,y) < R(Go) (; _ R(GQ)> .

(x,y)~D

Démonstration : Considérons que la distribution D générant les données soit telle que
I'on ait R(Gg) = r et (V?rD Wo(x,y) = v et telle que Wy(x,y) soit réparti en deux
X,y )~

points : le point % et un point s a déterminer. Nous avons donc

1
Pr <W X,Y) = > =
wolp (Welxy) =3 ) =p

Pr (WQ(x,y) = s) =1-—p,

(x,y)~D
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et nous sommes amenés a résoudre le systeme suivant :

g+(1—p)s:r

+(1-p)s*—r*=v

13

s> 0.

De la premiere équation, nous trouvons

0
=3

S )

en portant cette valeur dans la deuxieme équation, nous obtenons ’expression suivante
pour p :

P+ (=) (g - =0,

donc
v v

SR S T

Le systéme possedera alors une solution si et seulement si la valeur pour s est positive,

et donc si
p
0<r—=
=r 9
1 v
=7r - — 2
21}—1—(% r)
er(3-7) -3
=rvo+r|l=-——r|] —=v
2 2

Siv <r (% — r), alors nous obtenons que le risque du vote de majorité pondéré par

() est donné par (XE)I:V 5 (WQ(x,y) > é) = p, et donc égal a la borne donnée par le

corollaire 3.2.2.

Donc lorsque (V?rD Wo(x,y) < R(Gg) (% — R(GQ)), la distribution D se confond
X,y )~

avec une distribution possédant les mémes propriétés (méme risque de Gibbs et méme
variance) et engendrant un risque du vote de majorité égal a la borne du corollaire 3.2.2.
Cette derniere est optimale.
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Dans le cas contraire, si Var Wy(x,y) > R(Gg) (% — R(GQ)>, nous avons

(xvy)ND
Var Wo(x,
o Yar Wo(x,y)
Q — 1 2
Var Wo(x,y) + (5 — R(Go))
§ R(Go) (3 — R(Gaq))

R(Go)(§ ~ R(Go)) + (5~ R(Gq))’
= 2R(Gq),

et dans ce cas la borne du corollaire 3.2.2 est clairement non optimale, puisqu’elle est
supérieure a celle découlant de l'inégalité 3.4 (qui se base sur 'inégalité de Markov au
lieu de celle de Tchebychev). [ ]

3.5 Conclusion

Nous avons défini quelques quantités relatives a un probléme de classification et nous
avons démontré quelques propriétés que possedent ces quantités. Nous avons de plus
démontré un résultat (corollaire 3.2.2) permettant théoriquement de borner R(Bg) en
fonction de R(Gq) et de (}};?NI'D Wq(x,y). Contrairement a la borne R(Bg) < 2R(Gg),

cette borne possede le grand avantage de pouvoir étre voisine de zéro méme dans des
conditions ot R(Gg) est aussi pres que 'on veut de % (pour autant qu’il soit inférieur
s 1
a 5)
La borne du corollaire 3.2.2 est cependant tres sensible a l'erreur faite sur I'estima-
tion de la variance de Wy. En écrivant la borne sous la forme du corollaire 3.3.3, et
en situation d’apprentissage semi-supervisé (ou il est possible de bien estimer le taux
de désaccord), le facteur d’erreur sur I'estimation de la variance devient méme un fac-
teur multiplicateur de la borne. Bien qu’il ne soit pas difficile d’obtenir une borne de

(V?rD Wg(x,y) a partir du théoreme PAC-Bayes classique, la borne que 'on obtient
X,y )~

n’est pas tres serrée et donne lieu a des bornes de R(Bg) souvent supérieures a la simple
borne R(Bg) < 2R(Gg). 11 est donc nécessaire, pour que le corollaire 3.2.2 fournisse
une borne pratique, d’améliorer le théoreme PAC-Bayes dans le but de borner plus
efficacement la variance.



Chapitre 4

Bornes de la variance et nouvelles
bornes de R(B))

Dans ce chapitre, nous reprenons, en les améliorant et en les approfondis-
sant, les résultats d’abord présentés dans Lacasse et al. (2007) permettant
d’obtenir une borne de type PAC-Bayes de la quantité Cy (ainsi que des
autres quantités définies au chapitre 2, dont la variance de Wy,).

Le corollaire 3.2.2 fournit une borne de R(Bg) en fonction des quantités R(Gg) et

(V.;:lr Wo(x,y). Comme nous ne connaissons pas ces quantités, nous devons d’abord
x,y)~D
les borner pour ensuite en déduire une borne de R(Bg). En fait, nous pouvons récrire

le corollaire sous cette forme plus précise.

Théoréme 4.0.1. Soit H un ensemble de classificateurs et () une distribution sur H.

Soit R < % une borne supérieure de R(Gg) valide avec probabilité au moins 1 — 6, et V

une borne supérieure de (V)arD Wo(x,y) valide avec probabilité au moins 1 — 0. Alors,
X7y ~

la borne suivante de R(Bg) est valide avec probabilité au moins 1 — §; — ds

Vv
fiBq) = V+(1/2-R)

Démonstration : La borne provient du corollaire 3.2.2, en effet, en écrivant la borne du

corollaire sous la forme équivalente

(1/2 = R(Gg)? |

R(Bg) < |1
(Be) < |1+ Var, Wolx.v)
X?y ~

(
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nous voyons qu’elle est une fonction croissante a la fois comme fonction de R(Gg)
et comme fonction de (V?rD Wo(x,y). L'inégalité sera conservée en remplagant les
x?y ~

vraies valeurs de R(Gg) et de (Vz)irD Wq(x,y) par leurs bornes supérieures. La borne
X,y )~

est alors valide avec probabilité au moins 1 — d; — o puisque les bornes sur R(Gg) et

sur (V?rD Wo(x,y) sont simultanément valides avec probabilité au moins 1 —(d;+d,). B
X,y )~

Pour appliquer le théoreme 4.0.1, il nous faut alors étre capable de borner supérieu-
rement le risque de Gibbs et sa variance. Le théoreme PAC-Bayes classique fournit déja
une borne serrée de R(G(). Différentes approches peuvent étre utilisées pour borner

(V.;:er Wo(x,y), I'approche proposée a la section 4.6 se base sur 'égalité
X?y ~

Var Wy(x,y) = E (WQ(X,y))2_< E WQ(Xay)>2

(x,y)~D (x,y)~D (x,y)~D

= eq — (R(Gg))*.

Il reste alors a trouver comment borner supérieurement la quantité eg.

4.1 Amélioration des bornes pour les petits votes
de majorité

Dans certaines situations, il est possible d’améliorer les bornes déduites de I'inégalité

1
R(Bp) < Pr (W X, >).
(Be) < Pr (Walxy) 23
L’idée pour améliorer ces bornes est de constater que pour certains votes de majorité,
il est impossible d’avoir Wy (x,y) = % En fait, pour une distribution ) donnée, la plus
petite valeur supérieure ou égale a % que peut prendre Wy (x,y) est donnée par % + 10,
ou 1) est défini comme suit

def . 1
W9:1%%:<@0”“2>-
Q)4

Nous avons alors I'inégalité suivante pour le risque de Bayes en fonction de 7

R(Bo) < Pr (Wolxy) 25 +1q). (4.1)

(x,y)~D



Chapitre 4. Bornes de la variance et nouvelles bornes de R(Bg) 29

Ainsi, I'inégalité habituelle R(Bg) < 2R(G() devient (par I'inégalité de Markov appli-
quée a la probabilité de I'inégalité 4.1) :

R(Bg) R(Gq).

Si
1+277Q

Exemple 4.1.1. Supposons que H soit de taille n ou n est un entier impair, et que @)
soit la distribution uniforme sur H. Dans ces conditions, il n’est pas difficile de vérifier

1 1
que l'on obtient alors ng = 28 4__{_ 1”3 ou s = VZJ . Par exemple, pour n = 3, on trouve
s
1 2 3
no = —=, il suit que 'on obtient la borne R(Bg) < r = -R(Gg).
6 I+35 2

Comme le démontre I'exemple précédent, I'utilisation de la valeur 7 dans le calcul
des bornes peut réduire significativement celles-ci, dans I’exemple nous retrouvons méme
une diminution de 25% de la borne. Cependant, pour des distributions différentes de
I'uniforme, I'évaluation de n¢ peut s’avérer tres difficile. De plus, pour toute distribution
proche de la distribution uniforme sur un ensemble possédant un grand nombre de
classificateurs, la valeur de 7¢ sera tres proche de zéro. Comme la notation 7 rend plus
lourde 'écriture des bornes, et qu’il n’est pas clair qu’elle soit utilisable en pratique,
nous ne l'avons pas utilisée dans ’écriture des théoremes.

4.2 Comportement de la variance

Avant d’aller plus loin et de démontrer comment borner la variance, regardons
pourquoi il semble étre prometteur de se pencher sur ce probleme. Nous savons, du
corollaire 3.2.2 et des théoremes qui en découlent (théoremes 4.0.1 et 4.6.2), qu'une
petite variance de Wy implique un faible risque du vote de majorité (pour autant que
R(Gg) < %) Nous pouvons alors nous demander quelles sont les conditions pour que
la variance soit faible, et si ces conditions sont souvent satisfaites.
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4.2.1 Covariance des erreurs

La variance de W peut étre interprétée en termes de I'espérance de la covariance
des erreurs entre paires de classificateurs de la fagon suivante :

(x,y)~D (x,y)~D (%)~

Var Wo(x,y)= E ((DVQ(X,y))Z-— ( E DVV@(X,y)> )

= E (E
(x,y)~D \h1~Q

H((x) # 1), B 1(ha(x) # 1)) = (R(Ga))?
_ B E E (f<h1<x>¢y>f<h2<x>7éy>—R<h1>R<h2>>

(x,y)~D h1~Q h2~Q

B I(n(x) # y)(ha(x) # ) — R<h1>R<h2>)

= E E (
h1~Q hao~Q \ (x,y)~D
= E EQ COVerr(hl, hg) . (42)

h1~Q ha~

De cette écriture de la variance, nous pouvons déduire la proposition suivante, qui
permet a son tour d’affirmer que lorsque le nombre de votants tend vers I'infini et que le
poids de chaque votant tend vers zéro, une condition suffisante pour que la variance de
Wq tende également vers zéro est qu’en moyenne la covariance des erreurs entre paires
de classificateurs distincts ne soit pas positive.

Proposition 4.2.1. Soit H un ensemble dénombrable de classificateurs et soit () une
distribution sur H. Alors, nous avons l'inégalité suivante concernant la variance de W

Var Wy(x,y) < E Q*(h) + > > Q(h1)Q(ha)cover(ha, ha).
(xy)~D = mEH haeh:
ho#hy

Démonstration : De 1'égalité 4.2 on trouve directement

Var Wy(x,y) E Q*(h )cOVere(hy h) + g g Q(ha)cover(hy, ho) .
(xy)~D heH hiEH hacH :
hoFhy

La covariance des erreurs d’un classificateur h avec lui-méme est égale a

coVern(hyh) = B I(h(x) # 9)I(h(x) £ ) — R(WR(R)

(x,y)~D

= R(h) — (R(h))* = R(h)(1 — R(h)),

ou R(h) correspond au risque de h, et donc 0 < R(h) < 1, il suit que covey(h,h) < %
ce qui implique le résultat. |
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La proposition 4.2.1 indique des situations dans lesquelles la variance de Wy dimi-
nue lorsque 1’on modifie la distribution () de sorte a lui ajouter des classificateurs de
masse non nulle. La diminution de la variance affectera directement la borne sur le
risque du vote de majorité. Considérons par exemple une situation dans laquelle @,
est une distribution uniforme sur n classificateurs deux a deux indépendants. Donc

(V?rD Wo,(x,y) < 13 4en Qi(h) = 4. Si de plus nous savons que pour tout n,
X, y)~

R(Gg,) < % — €, pour une certaine constante € > 0, le théoreme 4.0.1 permet alors
de déduire la borne suivante sur le risque du vote de majorité :
1
~ 1+ 4ne?’
Le corollaire suivant, qui découle de la proposition 4.2.1 et du théoréme 4.0.1, nous

R(Bg,) <

indique de maniere plus précise comment ceci peut affecter la borne sur R(Bg).

Corollaire 4.2.2. Soit € > 0 et soit () une distribution sur un ensemble discret de
classificateurs H telle que

1
R(GQ) S - — € et Z Z hg COV(hl,hQ) ~ 0.
2 hieH 223{
27h1

¢ ¢
R(Bg) < m << 4€2>

Alors

01 ¢ = supp,ey (Q(h)).
Démonstration : Par la proposition 4.2.1 et inégalité 3,cq Q*(h) < sup,eq(Q(R)),

¢
Var Wp(x
Jar (x,y) < 1

on a

Comme de plus nous avons par hypothese R(Gg) < 1 — €, le théoreme 4.0.1 nous donne
alors I'inégalité
¢/4 _ ¢

R(Bq) < C/A+ (1/2=(1/2—€))2  (+4e"

4.3 Observation empirique sur des ensembles test

Nous avons comparé, sur plusieurs problémes de classificateurs binaires provenant
des ensembles UCI (voir Blake et Merz, 1998), le comportement des quantités R(Gg),
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(V.;:II‘D Wo(x,y) et Cq (définition 3.2.3) en fonction de R(Bg). Les résultats de la figure
X,y )~

4.1 ont été obtenus avec 'algorithme AdaBoost en utilisant des souches de décision
(arbres de décision a une couche) comme classificateurs de base. Tous les ensembles de
données ont été séparés en deux sous-ensembles distincs : un ensemble d’entrainement
et un ensemble test. L’apprentissage de I'algorithme s’est fait a partir des ensembles
d’entrainement et les résultats affichés dans les graphiques proviennent d’observation
faites sur les ensembles test.

Nous observons dans ces tests empiriques (voir figure 4.1) qu’il n’y a pas de corré-
lation directe entre R(Gg) et R(Bg) ni entre (V?rD Wo(x,y) et R(Bg). Donc aucune
X,Y)~

des quantités R(Gq) et (V(;irD Wq(x,y) ne semble étre un bon indicateur de R(By).
X,y)~

Par contre, la quantité Cg, qui utilise a la fois les informations sur R(Gg) et sur

(V?rD Wo(x,y), parait clairement liée a R(Bg). La quantité Cg semble donc étre un
X?y ~
tres bon indicateur de R(Bg), ce qui motive a développer des bornes serrées de cette

quantité.

4.4 Conditions sur (V?rD Wg(x,y) pour obtenir une
XY )~

borne précise

Nous avons vu, a la section 4.2, des conditions pour que la variance soit faible dans
un vote de majorité et, a la section 4.3, nous avons observé empiriquement, en calculant
Cg sur des ensembles test, que le corollaire 3.2.2 semble étre un tres bon indicateur de
la qualité d'un vote de majorité.

Nous voyons dans cette section pourquoi il est important d’avoir une borne tres
serrée de V(;irD Wq(x,y) pour borner Cp. Les deux prochaines propositions donnent
7y ~

les conditions nécessaires et suffisantes sur (V:)‘:lr Wq(x,y) pour que Cp soit inférieur
X’y ~

a 2R(Gg) et pour qu'il soit inférieur a R(Gg). Cela nous indiquera entre autres dans
quels types de vote de majorité la borne de Cg sera une borne plus précise de R(Bg)
que la borne classique 2R(Gg).
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FIGURE 4.1 — Relation sur plusieurs ensembles de données entre R(Bg) et R(Gg) (en
haut & gauche), entre R(Gq) et (V?rD Wo(x,y) (en haut a droite) et entre R(Bg) et
X,y)~

Coq (en bas).

4.4.1 Obtenir une borne meilleure que 2R(Gy))

Proposition 4.4.1. La quantité Cq est inférieure a 2R(Gg) si et seulement si

Var Wy (x,
Jar, o(x,9)

< JR(Ga)(1 ~ 2R(Ga)).
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Démonstration :
Co < 2R(Gg)
= Nar, Wo(x.s) < 2(G) ( Var, Walx.s) + (1/2 - }(Ga)?)
= Var Wo(x,9)(1 = 2R(Gq)) < 2R(Gq) (1/2 — R(G))*
— Var Wo(x,y) < 3R(Go)(1 - 2R(Go)

La figure 4.2 donne le tracé de la fonction a droite de I'inégalité de la proposition
4.4.1. Cette fonction est concave et atteint son maximum au point 1/4. On en conclut
que c’est lorsque R(Gg) est pres de 1/4 que la borne de Cg devrait le plus avanta-
geusement se comparer a la borne 2R(Gg). Par contre, si R(Gg) est tres faible ou s'il
approche 1/2, il devient difficile d’obtenir une valeur de Cy, inférieure a 2R(Gg).

0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0 01 02 03 04 05

FIGURE 4.2 — Tracé de R(Gq)(1 — 2R(Gq)) en fonction de R(Gq)

4.4.2 Obtenir une borne meilleure que R(Gy))

Nous voulons non seulement obtenir une borne plus serrée que 2R(Gg), nous désirons
également caractériser les bons votes de majorité, soit les votes tels que R(Bg) <
R(Gg). La proposition suivante nous donne une condition nécessaire et suffisante pour
que la quantité Cg soit plus petite que R(Gg).
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Proposition 4.4.2. La quantité Cq est inférieure a R(Gg) si et seulement si

R(Gg)(5 — R(Gq))?
o, Wolxy) < == pa0)

Démonstration : Se fait en procédant comme pour la démonstration de la proposition
4.4.1. [ |

0.02
0.015
0.01

0.005

0 01 02 03 04 0.5

1
FIGURE 4.3 — Tracé de R(G‘?l)_(%zgé)c‘?))z en fonction de R(Gg)

La figure 4.3 donne le tracé de la fonction de la proposition 4.4.2. Nous voyons sur
la figure que la variance de Wy doit étre tres faible comparée a R(Gg) pour que Cg
soit inférieure a R(Gg). Cette fois, le point optimal se situe pres de R(Gg) = 0,2 et
la dégradation se produit plus lentement en approchant de R(Gg) = 1/2 que dans la
fonction de la figure 4.2.

Les propositions 4.4.1 et 4.4.2 s’appliquent de la méme maniere lorsqu’on ne travaille
pas avec des quantités exactes mais avec des bornes supérieures de (V?rD Wo(x,y) et
X,Y)~

R(Gg). Par exemple, en considérant R et V des bornes supérieures de R(Gg) et de

(Vz)irD Wo(x,y) respectivement, pour V = 0.02, nous obtenons une borne de Cq (et
X,y )~

donc une borne de R(Bg)) inférieure & R seulement si 0.12 < R < 0.26. Cette condition
est extrémement restrictive pour plusieurs algorithmes d’apprentissage. Par exemple,
avec le boosting, il est fréquent d’observer une valeur empirique de R(G) avoisinant
0.4.
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4.5 Utiliser les moments supérieurs

Le théoreme PAC-Bayes classique donne une borne de R(Gg) qui se traduit en
une borne de R(Bg) grace a la relation R(Bg) < 2R(G() provenant de I'inégalité de
Markov appliquée a ( E)] DWQ(X, y) = R(Gg), soit le premier moment de la variable

X,Y)~

aléatoire Wg. Le théoreme 4.0.1 utilise pour sa part les deux premiers moments de la
variable aléatoire Wy, soit ( FS) , Wo(x,y) et ( ]%) . Wo(x,y)? = eq, pour obtenir une
X7y ~ X?y ~

borne plus précise de R(Bg). Rien n’empéche d’utiliser également des moments d’ordre
supérieur a 2 pour obtenir une borne encore plus précise de R(Bg), ce que suggere le
théoreme suivant.

Théoréme 4.5.1. Soit k € N. Soit H un ensemble de classificateurs et Q) une distri-
bution sur H. Si (1/2 — R(Gg))k — ( E)) D((WQ(x,y) — R(Gg))*) =7 >0 alors
X,y )~
Var ((Wo(x,y) — R(Gq))")
(xy)~D

(:X?ED«WQ(Xv y) — R(Gg))k) + 12~

R(Bg) <

A noter que ce théoréme se réduit au théoreme 4.0.1 lorsque k = 1 et R(Gq) < 3.
En effet, dans ce cas, ( ]*)3 D(WQ(X, y)—R(Gg)) = ]5)) DWQ(X,y)—R(GQ) = R(Gg)—
X,Y)~ xXy)~

R(Gg) = 0.

(

Démonstration : L’inégalité de Tchebychev peut étre généralisée aux moments supé-
rieurs en notant que Vk € N, nous avons

Pr(X>a) = Pr(X—pu>a—np)
< Pr((X—mt>(a—p")
= Pr (X —p)* > (a— " —E(X — p)") + B(X — p)h))

ot p = E[X]. Si (a — pu)F — E((X — p)*) > 0, nous pouvons appliquer I'inégalité de
Tchebychev pour obtenir

Var((X —u)")

Pr =" 2 @=1" = GE— (e mw e ¢
Nous pouvons alors borner R(Bg) en notant que
R(Bo) < Pr (Wolxy)>3) = Pr (Wolxy) - R(Go) = ; — R(Go))
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FIGURE 4.4 — Impact de k et n = |H| sur la borne de R(Bg) donnée par le théo-
reme 4.5.1.

et en remplacant a par %, X par Wy(x,y) et u par R(Gg) dans I’équation 4.3. [ |

Dans certaines situations, le théoreme 4.5.1 peut donner des bornes plus serrées de

R(Bg) que le théoreme 4.0.1. Ceci peut s’expliquer par le fait que (V?rD((WQ(x, y) —
X, Y )~

Ro(G)*) tend plus rapidement vers zéro que (V?rD Wo(x,y). Mais pour utiliser le
X,y )~

théoréme 4.5.1, nous devons satisfaire (1/2—R(GQ))k—( ]%) , ((WQ(X, y)—R(GQ))k) >
X, Yy)~

0, et cette condition n’est pas toujours satisfaite.

La figure 4.4 illustre 'impact de k et de |H| sur la borne donnée par le théoreme
4.5.1. Pour cet exemple, nous avons considéré un ensemble H de classificateurs ayant
des probabilités indépendantes d’erreur en fonction de la distribution D. Dans ce cas,
nous avons cov(h, h') = 0 pour tout h, ' € H, h # I’. De plus, nous avons supposé que
chaque classificateur h € ‘H possédait le méme risque R(h) = R(Gg) =: R. Une telle
situation ne peut se produire dans la pratique, cependant, cela permet de comparer les
différentes bornes du théoreme 4.5.1 en fonction de k, puisque nous pouvons calculer
de facon exacte les différentes quantités en jeu.

Dans cette situation, pour un ensemble H de n classificateurs, la probabilité que k
classificateurs sur les n classifient incorrectement un exemple choisi arbitrairement est
donnée par (Z) R¥(1 — R)" %, puisqu’elle suit une distribution binomiale. La fonction
génératrice des moments, M (t), associée a la variable aléatoire correspondant a Wy (x, y)
est donnée par

M(t) = <R-exp<2>+1—R>n.

Il suit que nous avons

E (Wo(x,y)k = i (R - exp (;) +1-— R>n

(x,y)~D

t=0
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Nous pouvons alors évaluer ces quantités a ’aide d’un logiciel de calculs mathématiques,
tel que Mathematica, et ainsi évaluer la valeur exacte de la borne du théoreme 4.5.1.

Nous observons que l'utilisation de moments supérieurs réduit la borne de R(By)
lorsque la variance est faible (celle-ci diminuant avec le nombre de classificateurs). Dans
la figure 4.4, nous observons que la borne obtenue avec k = 3 et |H| = 21 est meilleure
que la borne avec k = 1 pour les petites valeurs de R(Gg) (approximativement pour
R(Gg) < 1/3), de plus nous voyons que lintervalle pour lequel £ = 3 donne une
meilleure borne que k = 1 s’agrandit lorsque |H| augmente, c’est-a-dire lorsque la
diversité des classificateurs augmente.

4.5.1 Autre méthode pour utiliser les moments supérieurs

Le théoreme 4.5.1 se base sur une généralisation de l'inégalité de Tchebychev ex-
ploitant les moments supérieurs de Wy pour donner une borne plus serrée de R(Bg). 11
est également possible de faire la méme chose avec 'inégalité de Markov, ce qui mene
a la borne suivante :

1 I\
R(Bg) < Pr (W >—-]= P W, ">z
(Bo)< Pr (Wot) = 5) = Pr (Walxw) = (5) )
E (Wo(x,y))"
LB (Walxy)

I
=2 B (Wolxy)"

(x,y)~

Par exemple, pour n = 2, on obtient la borne
R(BQ) S 46@.

Cette approche pour exploiter les moments supérieurs de la variable aléatoire W¢ pos-
sede cependant les deux inconvénients suivants.

— Des que le vote de majorité produit une erreur, la quantité ( ]%) D((WQ(X, y))" ne
X,y)~

tend pas vers zéro et donc, la valeur de la borne tend vers I'infini avec n.
— Méme lorsque le vote de majorité est parfait, la borne de ( ]5)] D((WQ(X, y))"

)

est toujours supérieure a zéro (et grandit avec n), et la borne de R(Bg) tendra
également vers l'infini.
Le corollaire 4.5.1 permet pour sa part d’obtenir une valeur de borne toujours comprise
dans l'intervalle (0, 1].

Malgré ces inconvénients, pour de faibles valeurs de n, cette approche permet parfois
d’obtenir une borne de R(Bg) inférieure a la borne obtenue de 'inégalité R(Bg) <
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2R(Go).

4.5.2 Remarque sur les bornes des moments supérieurs

Le théoreme 4.5.1 donne espoir de pouvoir obtenir une borne plus serrée de R(B)
en utilisant les moments supérieurs de la variable aléatoire Wg. Bien que les résultats
affichés a la figure 4.4 soient encourageant, ceux-ci s’appuient sur des valeurs exactes
des moments supérieurs et non pas sur une borne de ceux-ci. Comme nous le verrons
plus loin, il est difficile d’obtenir une borne serrée des moments supérieurs. En pratique,
I'utilisation des moments supérieurs ne permettra donc pas d’obtenir des bornes plus
serrées de R(Bg).

4.6 Borner la quantité e

Nous sommes intéressés a trouver une borne de  Var Wy (x,y). Puisque par défini-

x,y)~D

tion (V?rD Wo(x,y) = eg — R(Gg)?, nous pouvons borner supérieurement la variance
X,Y)~

en bornant inférieurement R(Gg) (ce que fait déja le théoreme PAC-Bayes classique)
et en bornant supérieurement le taux moyen d’erreurs conjointes eg. Le théoreme 4.6.1
permet de borner cette derniere quantité.

Théoréme 4.6.1. Soit 6 € (0,1]. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P
une distribution a priori sur H. Alors nous avons
)z1-0

ol aq est une valeur parmi dg, eq ou Sg et ag son estimation empirique sur S.

_ 1 m+1
Sf’gm (VQ sur H : kl(agllag) < p~ 2-KL(Q||P) + Ing

Démonstration :
Nous montrons d’abord le théoreme pour ag = eg, soit le cas qui nous intéresse.

Pour h,, hy, € H, considérons un classificateur hq, € H X H de la forme hyp : X — Y
auquel nous associons la perte ¢(hg, X, y) définie comme suit :

1 sihe(x) = hy(x) #y

0 sinon.

£<ha,b7 X, y) - {
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(Note : la définition exacte du classificateur h,p n’est pas importante, seule la définition
de la perte (hqp,x,y) lest.)

Nous notons H® la classe des tels classificateurs. De plus, pour une distribution P
donnée sur H, nous notons P la distribution sur H? définie par

P (h,,) < P(h,)P(hy).

Le risque du classificateur h,; est simplement égal au taux d’erreurs conjointes entre
h, et hy. En effet

R(ha,b> - 14 aby X, y)
= 1
xy) ~D

(xy)~D (h
(ha(x) = hy(x) # )
- xy)NDuha( x) # Y A ho(x) £ )
= I(ha(x) # y) I (ho(x) # ) -

(x y)ND

Comme pour la distribution P®, notons Q® la distribution sur H® donnée par
QP (hap) = Q(ha)Q(hy). Notons R(Gp) le classificateur de Gibbs associé a la dis-
tribution Q®. Nous avons donc

R(Gow) = E B (XE  L(ha(x) # )1 (h(x) # )
RS(GQ(Q)) = — Z I(ho(x:) # yi) I (ho(xi) # yi) -

haNQ thQ m i=1

Ainsi, R(G g ) est égal au taux moyen d’erreurs conjointes eq. Le théoreme 2.3.3 s’ap-
plique directement pour borner le risque du classificateur R(Gg ). Par conséquent,
pour toute distribution P sur H et pour tout § € (0, 1], nous avons

~D

i KL(Q(2 ||p(2))_|_1 MD >1-9.
m o

(V Qsur H : kl(Rs(Goo)||[R(Goe)) <

Il reste finalement & démontrer que KL(Q® || P?)) = 2KL(Q||P), ce qui se fait comme
suit :

(2)(h hy)
KL(O® | P®@) — E log @ (T
(@71 haQ® > P@ Ry, hy)
Q(ha)Q(hy)
= E |
(ha hp)~Q(2) 08 P(hg)P(hy)
Q(ha) (hb)

E 1
(hadinyeQ® | © P (ha) %P (hw)
= 2-KL(Q|P).
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Pour les autres cas du théoreme, soit les cas ag = dg et ag = sg, la preuve demeure
la méme, excepté la définition de la perte £(h,p, %, y) qui doit étre remplacée par

1 si he(x) # hp(x
E(ha,bvxay) :{ 0 Sinon( ) b( )

dans le cas ag = dg, et par

(o, X, y) = { (1) si ha(x) = hy(x) =y

sinon

dans le cas ag = sq.

Nous pouvons maintenant récrire le théoreme 4.0.1 en un théoréme fournissant une
borne de R(Bg) en fonction d'une borne supérieure de e et de R(G() ainsi que d'une
borne inférieure de R(Gg).

Théoreme 4.6.2. Soit H une classe de classificateurs binaires et () une distribution
sur H. Soit R et R des bornes respectivement supérieure et inférieure de R(Gg) si-
multanément valides avec probabilité au moins 1 — ;. Soit E une borne supérieure de
eq valide avec probabilité au moins 1 — 0o. Alors, avec probabilité au moins 1 — ¢, ot
d = 01 + 02, nous avons la borne suivante de R(Bg) :

E — R?
5 .
E—R2+(§—R>

R(Bg) <

Démonstration : Conséquence directe du corollaire 3.2.2. Nous pouvons voir qu’il n’est
pas nécessaire de posséder une borne inférieure de e en écrivant 'inégalité sous la
forme .

2
R(B < 1_|_
(Ba) < F — R?

De plus, l'inégalité tient avec probabilité au moins 1 — ¢ car les bornes sur R(Gg)

tiennent simultanément avec la borne sur eg avec probabilité au moins 1 — (§; + d3) =
1—4.
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4.7 Nouvelle borne PAC-Bayes

Le théoreme 4.6.1 permet d’obtenir une borne de ( VarD Wo(x,y) par I'intermédiaire

X’y ~
d’une borne de eg. Le théoréme suivant généralise plus profondément le théoreme PAC-
Bayes en donnant simultanément une borne de deux quantités choisies parmi dg, eg et

50, ce qui permettra d’obtenir directement une borne de (V(;;er Wo(x,v). En effet, de
7y ~

I’égalité 3.2 et de la proposition 3.3.1, il est facile de déduire les égalités suivantes entre

(V?rD Wo(x,y) et n’importe quelles paires parmi les quantités dg, eg et sq :
x?y ~

Ao\ 2
Var Wpo(x,y) =eo — <e + Q)
Jar Wo(x,y) =eq — (eq +

1
=eqg — 1(1 +eqg — SQ)2 (4.4)

d 2
:1—dQ—SQ—(1—2Q—SQ) s
ce qui permet de déduire (de trois manieres différentes) une borne de (V?rD Wo(x,y).
X,y )~
Théoréme 4.7.1. Soit H un ensemble de classificateurs et P une distribution sur ‘H

)z1-3

ot ag et Bg sont deux valeurs parmieq, sg et dg, aq et BZ) sont leurs valeurs empiriques

et soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

(m+1)(m+2)
o

by, (Y0 MG, Falug,fo) < - [2KL@QIP) +1

S~

observées sur l’ensemble S et

l—q— @

L —p1—p2

est la divergence de Kullback-Leibler entre les distributions associées a deux variables
aléatoires tri-valuées Yy et Y, avec P(Y, = a) = q1, P(Y,; = b) = qu et P(Y, = ¢) =
1 —q — @ (et similairement pourY,).

déf q q
kl(q1, @2|lp1,p2) = @ 10@;]71 + ¢ 10gpf2 + (1 —q —q2)log
1 2

Démonstration : Voir corollaire 6.4.3. [ |

4.8 Bornes théoriques de (V?rD Wo(x,y) et de R(Bg)
XLy )~

Nous présentons dans cette section trois bornes de (Vz)irD Wo(x,y) et de R(Bg) que
x7y ~
I'on peut déduire des résultats de ce chapitre. Les deux premieres bornes se placent dans
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le cadre d'un apprentissage supervisé et découlent des deux approches que nous avons
présentées pour borner la quantité (V?rD Wq(x,y). La troisieme borne se situe pour sa
x?y ~

part dans le cadre d’un apprentissage semi-supervisé, ou nous supposons posséder un
tres grand échantillon de données non étiquetées.

Nous présentons a la section 4.8.2 des bornes de (VarD Wo(x,y) et de R(Bg) que
7y ~
I’'on peut déduire directement du théoreme 4.7.1 a ’aide de I’égalité 4.4. Nous comparons

de plus ces bornes avec d’autres bornes déduites de résultats précédents, ainsi qu’avec
une borne obtenue dans le cadre d’un apprentissage semi-supervisé, c’est-a-dire, en
utilisant, en plus de données étiquetées, des données non étiquetées.

En définissant les ensembles R‘SQ S5 5227 S Dg,s et A‘SQ’ g comme suit

1

Ris © {r s W(Rs(Glln) < - [K0(@IP) +10 Y]},

hs 2 {e: nlo < - [2x@)P) +1og "] |

1
m
1
m

Dl L {d: K(dolld) < [2-KL(QHP)+logW5+1)H,

A?Q,S « {(d,e) : kl(%,efé“d,e> < ;l |:2KL(Q||P)—|—IOg (m+1§((5m+2):|}7

les théoremes 4.6.1 et 4.6.2 impliquent le corollaire suivant, fournissant des bornes de
Var Wy(x,y) et de R(Bg).

(x,y)~D

Corollaire 4.8.1. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P une distribution
sur H. Soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

P5m<‘v’Q surH :  Var Wy(x,y) < supé'g/’; — (1nfR5/2> )2 1—90,

(x,y)~D

5/2 5/2
sup&g s — (mfR )
oD | V@ surH: R(Bg) < 5/2 5/2 5/2
sup&g s — (mfR ) + (7 —supRg )

2
Avec I'égalité (VE))_I‘D Wo(x,y) =eqg— (eQ—> le théoreme 4.7.1 permet de borner
X,y )~
(V?rD Wo(x,y) a aide des valeurs empiriques de dg et eq. Le théoreme 4.0.1 fournit
X,Y)~

alors une borne de R(Bg). Ces deux bornes sont présentées dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.8.2. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P une distribution
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a priori sur H. Soit § € (0,1]. Alors nous avons

2
Pr (VQ surH : (Var Wo(x,y) <  sup {e—(e—d) }) >1-9,

S~Dm xy)~D (de)eAd 5 2
2
sup ( —S)
(e,s)GA(sQ/é

Pgm V@Q surH: R(Bg) <

S~ 2 2
sup ie — (e — g) } + (% — SupRéQ/fg)
2

5/
(de)e Ay

Dans le contexte d'un apprentissage semi-supervisé, il est possible de borner le taux
de désaccord avec une tres grande précision. En effet, pour savoir si deux classificateurs
sont en désaccord sur la classification d’une données x, nous n’avons pas besoin de
connaitre la classe de x. Il suit que le taux de désaccord peut s’évaluer a l'aide d'un
échantillon de données non étiquetées, ce qui présente un avantage considérable dans
les situations ot il est facile d’obtenir un vecteur d’observation, mais difficile d’obtenir
la classe d’'une donnée. Dans ces situations, nous ne pourrons disposer que dun petit
ensemble d’apprentissage de données étiquetées, cependant, comme nous pourrons dis-
poser d'un grand échantillon de données non étiquetées, il sera tout de méme possible
d’évaluer avec précision le taux de désaccord et ainsi obtenir une borne beaucoup plus
serrée des quantités qui nous intéressent.

Corollaire 4.8.3 (borne semi-supervisée). Soit H un ensemble de classificateurs bi-
naires et P une distribution sur H. Soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

VQ sur H

Pr 2 1 >1-94
5 5 1. ey =
G (:}g?er Wolx,y) < sup&yg — (sup s + 5-inf DQ,S,>
S'~DIG,
VQ sur H
2
5/2 5/2 . 5/2
Pr supé’Q{S - (supSQ{S + é’meQ{Su) >1-9.
S~D™ R(BQ) S 1 1 52
s 1~ 2swDgg,

4.8.1 Note sur ’écriture des bornes

Dans l'article original présentant les principaux résultats de ce chapitre, dont le
corollaire 4.8.2 (voir (Lacasse et al., 2007)), nous avons écrit les bornes théoriques en
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fonction des parametres eg et sg, alors que dans cette thése, nous avons choisi d’écrire
ces mémes bornes en fonction des parametres dg et eq. La justification de ce changement
de notation est simplement que I’écriture des bornes est légerement moins lourde avec
cette notation, par exemple le dénominateur présent dans I’écriture de Cg en fonction
de dg et eg est donné par i — %Q, alors qu’il correspond a %Q + dTQ — i en fonction de
eq et sg. Il est important de comprendre cependant que cela n’affecte en rien la valeur
des bornes obtenues. En effet, la borne sur Cg sera la méme si I'on écrit Cg avec dg
et eg ou bien avec dg et sg, ou encore, comme dans l'article de (Lacasse et al., 2007),

avec eq et sg. En effet, on remarque que
Kl(éQ, 50le, s) = Kl(dg, &lld, €) = Kl(dg, 50]ld, s)

sid+ e+ s =1 (& noter que nous avons nécessairement 1’égalité dz +eég+ 50 =1, par
définition de ces quantités). Il suit que nous avons les implications suivantes :

(doe) € AL g == (d,s) € AYS = (e.s) € AFE,

ol Agff; et .Af;fg sont les équivalents de A? g respectivement définis avec dg, 55 et avec
€q, 5¢ au lieu de dg, €.

4.8.2 Reésultats empiriques

0.14 -
0.12 4 Corollaire 4.8.1 ——
Corollaire 4.8.2 ------
0.1 4 Corollaire 4.8.3 =-===-m--
o Valeur sur test - ---
0.08
0.06
0.04 - ‘
0.02 1\ e,

Secenaa.
T L S,
-~ Gl T,

FIGURE 4.5 — Comparaison des différentes bornes de (V?rD Wo(x,y).
X,y)~
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PR Corollaire 4.8.1 ——

VAV VY e -~ Borne 2R(Gg) ----
0.4 4 Corollaire 4.8.2 ——
\ Corollaire 4.8.3 ====-=
sur test ------

\ C,
0.2 4 L R<BQ% sur test ---------

FIGURE 4.6 — Comparaison des différentes bornes de R(By).

Nous avons testé les trois bornes de Vc;er Wo(x,y) et de Cp, ainsi que la borne
7y ~

2R(Bg) avec l'algorithme AdaBoost appliqué avec des souches de décision. Chaque
souche de décision est un classificateur tres simple qui ne regarde qu'un seul élément du
vecteur de caractéristique pour effectuer une classification (voir la section 8.2 pour plus
de détails). Il suit que ces classificateurs sont en moyenne trés mauvais. Cependant,
la combinaison de ces classificateurs en un vote de majorité bien pondéré peut donner
des bons résultats. Par exemple, dans 'exemple que nous présentons ici, AdaBoost
parvient a construire un vote de majorité ayant un risque nul a la fois sur ’ensemble
d’entrainement et sur ’ensemble test.

La figure 4.5 illustre les résultats de nos expérimentations concernant les bornes de

(V?rD Wo(x,y), et la figure 4.5 ceux concernant Cg et R(Gg). Pour chacune de ces
X,y )~

expérimentations, I'algorithme AdaBoost été exécuté avec I'’ensemble mushroom, et a
chacune des itérations (au total 50), les quantités statistiques nécessaires au calcul des
bornes (dg, eg) ont été estimées sur 'ensemble d’entrainement. Les graphiques illutres
donc I’évolution des bornes au fil des itérations.
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4.9 Borner directement C(

Nous avons présenté, dans le corollaire 4.8.2; les bornes sur les deux quantités
Var Wy(x,y) et R(Bg) parues dans (Lacasse et al., 2007). La borne de R(Bg) s’ob-

(x,y)~D
tient en bornant d’abord la variance (par le théoreme 4.7.1) et le risque de Gibbs (par le

théoreme PAC-Bayes classique), puis en appliquant ces bornes dans le théoreme 4.0.1.

En fait, il n’est pas nécessaire de procéder ainsi. Ce que le théoreme 4.7.1 stipule,
est qu’avec probabilité supérieure ou égale a 1 — 9, les vraies valeurs d’un couple choisi
parmi dg,eq et sg se trouveront a l'intérieur d’un certain domaine autour du couple
formé par les valeurs empiriques. Par conséquent, nous pouvons borner par ce théoreme
n’importe quelle fonction de deux variables parmi dg, e et sg. Par exemple, dans la
section précédente, nous avons exprimé (x\ger Wo(x,y) comme fonction de eg et sq,

comme le théoreme 4.7.1 précise qu’avec probabilité au moins 1 — 9, les vraies valeurs

de dg et eq se trouvent a I'intérieur du domaine que nous avons noté A‘sQ’ g, il suit que

la quantité (V?rD Wo(x,y) peut étre bornée par la plus grande valeur que prend la
7y ~

X

2
fonction e — (e — g) dans le domaine A g.

Comme le risque de Gibbs peut également étre exprimé comme une fonction de dg
et e (puisque la proposition 3.3.1 combinée a ’égalité 3.2 donne R(Gg) = e — %Q), le
théoreme 4.7.1 permet également de borner celui-ci. Nous avons observé dans des tests
empiriques que cette borne du risque de Gibbs peut méme parfois étre plus serrée que
la borne PAC-Bayes classique. Dans ces cas, le gain sur la borne de C est alors double,
puisqu’en procédant ainsi, nous pouvons borner Var Wy(x,y) et R(Bg) avec une

x,y)~D

seule application du théoreme 4.7.1. Il suit que des bornes de  Var Wy (x,y) et R(Bg)

(x,y)

chacune valide avec probabilité 1 — 9 seront également simultanément valides avec cette
méme probabilité, alors que le corollaire 4.8.2 nécessite pour sa part des bornes de

(V.;:er Wo(x,y) et R(Bg) chacune valide avec probabilité 1 — §/2 pour obtenir une
X,y )~

borne de C valide avec probabilité 1 — 4.

Maintenant, si nous pouvons borner n’'importe quelle fonction de dg et eq, il est
alors possible de borner directement Cg. Nous verrons que c’est en effet possible et que
cela peut produire une grande amélioration sur la qualité de la borne. En effet, lorsque
I'on borne Cg en bornant séparément ()};?NI'D Wo(x,y) et R(Gg), nous utilisons deux

points différents du domaine .A‘SQ g, 'un représentant le pire cas de (V?rD Wo(x,y) et
b x7y ~

l'autre le pire cas de R(Gg). En bornant directement Cy, le maximum sera atteint en
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un point qui devra faire un compromis entre la borne du risque de Gibbs et celle de la
variance.

En procédant naivement pour maximiser C dans A5Q g, hous faisons cependant face
a un probleme : Cg est un quotient de fonctions et peut diverger dans le domaine A‘SQ’ g-
Cependant, nous savons que Cg est une quantité inférieure ou égale a 1, les points pour
lesquels Cg diverge ne peuvent donc pas respecter toutes les contraintes du probleme.
En fait, il s’agit de points pour lesquels ()};?NI'D Wo(x,y) < 0. Comme nous savons que

la variance est une quantité positive, nous pouvons simplement soustraire ces points de
A‘;Q ¢ pour obtenir un nouveau domaine.

On trouve :
Var Wy(x,y) <0
Jar (%, y)
Ao\ 2
— eQ — (eQ + 2Q> <0
dg 2
- 0 < (ot )
dg
<= Veg <eg+ 5
< dQ >2(,/6Q—€Q).
En notant

AL sE A\ {(de) € Al + d>2(Ve—e)},

on obtient alors le résultat suivant.

Théoreme 4.9.1. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P une distribution
sur H. Soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

2
e—<e+‘21>

SPgm VQ surH: R(Bg)< sup —— 5 |>1-6.

- 4

(d,e)ejgﬂs

Démonstration : Avec probabilité 1 — 9, les vraies valeurs de dg et eq se trouvent dans
le domaine A%y g, comme il est impossible que ces valeurs se trouvent dans ’ensemble
{(d.e) € A) g : d > 2(y/e — e)}, il suit qu’avec probabilité 1 — 4 elles se trouvent dans

Ag’ - Le résultat est alors une conséquence de I'inégalité R(Bg) < Cq et de I'égalité

2
dg
)
Co = N 5
1 2

[
fe)
|
N
Q
O
+

U
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qui découle du corollaire 3.3.3 et de la proposition 3.3.1. |

4.9.1 Comparaison des bornes

0.8 4
0.7 4
0.6 113
0.5 1
0.4 1

0.3 | Borne du corollaire 4.8.2 ------
Borne du théoreme 4.9.1 ——
0.2 1 Borne du théoréme 4.9.2 -——--

0.1 4

0 T T T T T
0 10 20 30 40 T

FIGURE 4.7 — Comparaison des différentes bornes de R(By).

La figure 4.7 compare la borne de R(Bg) obtenue avec le corollaire 4.8.2 et celle
obtenue avec le théoreme 4.9.1. Les calculs ont été fait en utilisant le méme algorithme
ainsi que le méme ensemble d’apprentissage que dans la section 4.8.2. Nous remarquons
que le fait de borner directement Cy, a la maniére du théoréeme 4.9.1, permet d’améliorer
considérablement la qualité de la borne, dans cet exemple, la borne diminue de pres de
10%. Cependant, elle reste moins précise que la borne obtenue dans un contexte d’ap-
prentissage semi-supervisé avec un grand ensemble de données non étiquetées (borne
du corollaire 4.8.3).

Comme l'illustre la figure, la borne de Cg peut encore légérement étre améliorée.
Une petite représentation graphique du domaine A& ¢ nous suggérera d’elle-méme le
moyen d’améliorer la borne.
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4.9.2 Représentation graphique de .Zg,s

La figure 4.8 donne une représentation graphique, avec eg en abscisse et dg en
ordonnée, du domaine .,Zg g ainsi que d’autres ensembles que nous avons étudiés. Dans
le graphique, le domaine A‘SQ g défini par le théoreme 4.7.1 correspond a l'ovale centré
sur le x blanc (qui correspond & une valeur empirique prise par le couple (e, dg)). La
partie grise de I'ovale correspond aux points de variance négative, la partie en bleue est
donc .ﬁ(g 3

Le graphique contient également quelques autres informations. La large bande dia-
gonale correspond aux valeurs que peut prendre R(Gg) selon le théoreme PAC-Bayes
classique, alors que la large bande verticale qui traverse I'ovale correspond a I’ensemble
Eg, g. Finalement, la mince bande horizontale qui traverse ’ovale correspond a I’ensemble
D}, s (calculé & 'aide d’un trés grand ensemble de données non étiquetées).

Le point en jaune a 'intérieur de A‘é’ g et al'extérieur de Sgy g est le point maximisant
Cg dans ﬂg g- L’observation du fait que ce point est & Uextérieur de £ ¢ nous suggere
qu’il est possible d’améliorer la borne en combinant le théoreme 4.9.1 avec le théoreme
4.6.1, ce qui donne lieu au théoreme suivant.

Théoréme 4.9.2. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P une distribution
sur H. Soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

2
e— (e + g)
Pr [VQ surH: R(Bg)< sup —— 5 |=>1-6
S~Dm P 1_d
(d,e)GAQ,S 4 2

ot
flg/; = .ﬁg@ \{(d,e):e>e} pour &= supgg{g.
Démonstration : Conséquence directe des théorémes 4.9.1 et 4.6.1. |

Le théoreme 4.9.2 perd I'avantage que possede le théoreme 4.9.1 de borner direc-
tement Cg, puisqu’il nécessite une borne supplémentaire de eg. Cependant, comme le
montre le graphique de la figure 4.7, le gain obtenu en contraignant le maximum a étre
choisi dans un point de Eg{ g permet d’obtenir une borne de R(By) légerement inférieure
a celle du théoreme 4.9.1.
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FIGURE 4.8 — Représentation graphique du domaine /I(g g

4.10 Calculabilité de Cy

Considérons maintenant la quantité Cg non comme une fonction de la distribution
(), mais simplement comme une fonction des quantités dg et eq, c’est-a-dire en posant

La proposition 4.10.1 montre que nous pouvons dans la pratique calculer efficace-
ment la valeur de la borne du théoreme 4.9.1 en démontrant que Cg est une fonction
concave. Pour obtenir la valeur de la borne, nous devons maximiser Cg dans le domaine
A‘SQ g, qui est convexe, ce probleme revient a minimiser la fonction convexe —Cg dans un
domaine borné et convexe de R?; diverses techniques d’optimisation convexe peuvent
étre utilisées pour résoudre ce probleme.

Proposition 4.10.1 (Concavité de Cg). La fonction Cg(d, e) est une fonction concave.

Démonstration : 11 suffit de montrer que la matrice hessienne associée a C'(d, €) est une
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0.4 0.6 0.8 10

FIGURE 4.9 — Représentation de Cg(d,e) sous la forme d'un graphe de densité. La
région pale représente les points ou la valeur de Cg(d, e) s’approche de 1, alors que le
contour plus foncé correspond a des points ot Cg(d, e) est presque nul.

matrice semi-définie négative, ce qui revient a montrer que

PCold.e) _ . PCold.e) _ 0*Co(d.e) 9*Co(d,e)  (9°Cqld,e))’ -
Od? - De? - od? De? ddoe -
On calcule
9?Cq(d,e)  2(1 —4e)?
o2 (2d —1)3

0%Co(d, e) 92Co(d, ¢)

1
<0 Vee[0,1],de {0 ]

"9
820Q(d, 6) o 8
De? C2d—1

1
<0 Vee[0,1],de {0,2]

od? Oe?

x

82C(d, @)2 B

2(1—4e)> 8 [ 4—16e \’
ddde (2d—1)3 2d—1 (1 —2d)2

0
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4.11 Conclusion

Pour la plupart des algorithmes d’apprentissage construisant des classificateur par
vote de majorité, la valeur de R(Gg) n'est pas un bon indicateur de la performance
d'un classificateur retourné. Pour ces algorithmes, la borne R(Bg) < 2R(Gg) n'est
alors pas d'une grande utilité. Comme illustré a la figure 4.1, I'inégalité de Tchebychev
conduit pour sa part & une borne de R(Bg) reflétant beaucoup mieux la performance
du vote de majorité. Cette borne nécessite cependant la connaissance de la variance de
Wq pour étre calculée. Comme cette quantité n’est pas connue, nous devons la borner.
Pour ce faire, nous avons généralisé le théoreme PAC-Bayes de sorte a pouvoir délimiter
une région dans laquelle se trouve avec forte probabilité un couple (ag,bg) formé de
deux valeurs prédéterminées parmi dg, eg et sq. Les égalités données en 4.4 permettent
alors d’en conclure une borne de Var Wq(x,y). De plus, comme dg peut se calculer

(x,y)~D

a 'aide d’un ensemble de données non étiquetées, cette approche permet d’exploiter un
contexte d’apprentissage semi-supervisé, permettant ainsi d’améliorer considérablement
la borne. Finalement, dans un contexte d’apprentissage supervisé, nous constatons qu’il
n’est pas nécessaire de borner individuellement R(Gg) et VaNrD Wo(x,y) pour obtenir

)

une borne de R(Bg). En effet, le théoreme 4.7.1 permet de borner directement Cy, ce
qui permet d’obtenir une borne sensiblement plus serrée de R(Bg).



Chapitre 5

Fonctions de perte générales

Dans ce chapitre nous présentons un théoreme permettant d’obtenir une
borne sur des risques plus représentatifs du risque du vote de majorité que
ne l'est le risque de Gibbs. Ce théoréme permet de borner tous risques cor-
respondant a ’espérance d’une fonction de perte pouvant s’exprimer comme
une fonction de Wg possédant un développement en série de Taylor défini
dans l'intervalle [0, 1].

5.1 Borner le risque associé a une fonction de perte

générale

A la définition 2.1.1, nous avons défini le risque d’'un classificateur comme étant
I'espérance de la fonction de perte attribuant une perte de 1 au couple (x,y) si h(x) # y
et 0 sinon, c¢’est-a-dire comme étant ’espérance de la fonction de perte, dite perte zéro-
un, donnée par

U(x,y) = I(h(x) #y).

Nous avons mentionné qu’il était possible, et parfois utile, de définir le risque a partir
d’une fonction de perte de la forme ¢(h,x,y) : H x X x {—1,1} — {0,1} autre que la
fonction de perte zéro-un usuelle. Une telle fonction de perte intervient d’ailleurs dans
la démonstration du théoreme 4.6.1. Rien ne nous empéche de considérer également des
risques correspondant a ’espérance de fonctions de perte plus complexes. Par exemple,
a la définition 2.3.1, nous avons défini le risque de Gibbs comme étant le risque du
classificateur de Gibbs, qui lui se trouve étre une version stochastique du classificateur
par vote de majorité, et par la suite (dans le texte suivant la définition 3.1.1), nous
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avons montré 'égalité

R(Gq)= E Wq(x,y).

(x,y)~D
Nous pouvons donc interpréter le risque de Gibbs non pas comme le risque d’un certain

classificateur stochastique apparenté au classificateur par vote de majorité, mais plutot
comme le risque du vote de majorité induit par la fonction de perte donnée par Wy (x,y).

L’objectif que nous désirons atteindre est d’obtenir une borne de type PAC-Bayes
du risque d’un classificateur par vote de majorité — on parle ici du risque induit par
la fonction de perte I(h(x) # y). Comme cela s’avere difficile, nous proposons de bor-
ner le risque associé a des fonctions de perte différentes de la perte zéro-un (pouvant
méme possiblement étre a valeurs dans tout R), mais relié & celle-ci de sorte a pou-
voir obtenir indirectement une borne du risque standard. Il est & remarquer que c’est
en réalité précisément ce que fait le théoreme PAC-Bayes classique. En effet, celui-ci
permet d’obtenir une borne du risque de Gibbs, et ce dernier est induit par la perte
Wo(x,y), que 'on peut voir comme une approximation de la fonction de perte zéro-un
(voir figure 5.1). Une borne du risque du vote de majorité s’obtient alors grace a l'inéga-
lité R(Bg) < 2R(Gg). Nous avons appliqué dans le chapitre 3 (suite a I'inégalité 3.4)
I'inégalité de Markov pour déduire cette relation entre ces deux risques, il est cepen-
dant possible de faire bien plus simple en constatant qu’elle est en fait une conséquence
directe de I'inégalité I(Bg(x) # y) < 2Wo(x,y) :

R(Bg)= E I(Bo(x)#y)<2 B Wolxy) =2R(Gq).

(x,9)~D (%,y)~

| -- IBy(x)#
i Wq (x,9)
_ % +%tanll(2[2WQ (x,y)—

F1GURE 5.1 — Comparaison entre les fonctions de perte zéro-un, linéaire et tanh.

En résumé, le processus pour borner le risque du vote de majorité a ’aide du théo-
reme PAC-Bayes classique se décrit comme suit : le théoreme PAC-Bayes fournit une
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borne du risque induit par la fonction de perte Wy(x,y), soit le risque de Gibbs, et
I'inégalité I(Bg(x) # y) < 2Wg(x,y) permet de transformer cette borne en une borne
du risque du vote de majorité.

Bien stir, la fonction de perte Wy(x,y) est une bien pietre approximation de la
fonction de perte zéro-un, il n’est donc pas surprenant qu’elle mene a une borne du
risque du vote de majorité qui soit souvent peu représentative de sa vraie valeur. Cette
remarque mene a ’étude de fonctions de perte approchant davantage la fonction de perte
zéro-un, un premier exemple étant la fonction 1 + 1 tanh(2[2Wg(x,y) — 1]) illustrée a
la figure 5.1.

5.1.1 Fonction de perte valant % lorsque Wy(x,y) = %

Nous considérons des fonctions de perte pouvant s’écrire comme une série de Taylor

1

centrée en Wy(x,y) = 3, c’est-a-dire des fonctions de la forme

Co(xy) €

+

g(k) 2Wo(x.y) —1)" (5.1)

M8

e
Il
—

) (B, 21(0x) #9) 1)

h~Q

e
Il
—

(th —yh(x))k . (5.2)

hE
N}
=

I
N~ N~ N
+  +
N = N = N
(]2
)

e
Il
—

Le théoreme suivant permet de borner le risque (g associé a la fonction de perte
Co(x,y) en fonction, entre autres, du risque empirique (g calculé a 'aide d’un ensemble

d’exemples S = {(x1,¥1), (X2,%2), - -, (X, Ym)} donné, on a donc
déf ~ qef 1 &
e = E Colxy) et (o= —> Colxiui) - (5.3)
(va)’“D m i=1

Théoréme 5.1.1. Soit (o(x,y) une fonction de perte de la forme de l’équation 5.1.
Soit (g et EE) respectivement le risque associé d (o(x,y) et son estimé empirique sur
un échantillon de m exemples. Alors, pour tout ensemble H de classificateurs binaires,
pour toute distribution d priori P sur H et pour tout 0 € (0, 1], nous avons

SACRERE)
m+1

1
< p. {ka-KL(QHP) —|—log]) > 1-9,

—~ 1}+1
2 2

|
Pr (VQ sur M ;k1<0a {g -

J
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o

o — o 1 &
o @S glk)| et ke ¥ =3 k-[g(k)|.
k=1

Ca .1

Démonstration :

Nous obtenons une borne sur (g en mettant en relation le risque de ce classificateur
avec le risque d'un classificateur de Gibbs particulier, que nous notons GQ, et qui est
défini sur l'espace H* de classificateurs ou

H* = UkeNHk.

Ainsi, la borne sur (p découlera de la borne obtenue en appliquant le théoréeme PAC-
Bayes classique (théoréme 2.3.3) avec le classificateur G.

Pour classifier un exemple x, le classificateur G pige d’abord un nombre £ € N
suivant la distribution de probabilité Pr(k) = |g(k)|/ca, puis pige indépendamment k
classificateurs hy, ha, ..., hy suivant la distribution @ ; la classe attribuée a x par Gg
est la classe donnée par le produit de classificateurs hy(x)ho(x) - - - hi(x). Le produit
hq(x)ha(x) - - - hi(x) représente un classificateur binaire que nous notons hy_j(x), et
nous définissons le risque de ce classificateur en utilisant la fonction de perte zéro-un
donnée par

C(hy 1 %,y) = T ((=y)hak(x) = sen(g(k))) ,

c’est-a-dire

B(hig) = E 1((=y) hs(x) = sen(g(k)))
I 1

=5 T 5 sen(g(k) (X,END(—y)khl—k(X) :
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Alors
1 [0.9]
R(Gg)= = > loth)| B R(by
a =1 1—-k™
1 1 & 1
-y M E (R — =
2 +Cakz::1‘g( )‘h1k~Q’“< (i) 2)

S g sk, B (B () )
— _ . —son — _L(X
2" oy e VPRI, ok Nt VTR

S lablsm) BB () )
=+ == sgn — k(x
2 Cq 2k:1 g g g (xvy)NDhlkaQk y Lk
1 1 1 k
Y E —yh
3t ) B (E,—uhx)
1 1 1 k
24 B SS9 E —yh
2 * Cq (xy)~D 2 k;lg( )(hNQ Y (X)>
1 1 1
— -4+ -. E -
5+~ B, (et - 3)
1 1 1
ot 1 5.4
2 i Cq (C 2) ’ (54)

ou 'avant derniere égalité découle de 1’égalité 5.2. Nous avons a présent fait un lien
direct entre le risque (g et le risque d'un classificateur de Gibbs défini sur ‘H*. Pour
appliquer le théoreme PAC-Bayes (théoreme 2.3.3) et obtenir une borne de R(G7), il
nous reste maintenant a calculer la quantité KL(Q||P) ou @ est la distribution sur #H*
définie précédemment et P est une distribution & priori sur H* que l'on définit & partir
de la distribution P. Pour simplifier les calculs et restreindre la taille de la quantité
KL(Q||P) (qu'il est préférable de garder petite), nous définissons P de la méme fagon
que nous avons défini ). Tout comme pour @, une pige suivant P se fait en deux
temps : dans un premier temps, un nombre k£ € N est pigé suivant la distribution de
probabilité Pr(k) = |g(k)|/ca, puis k classificateurs sont pigés indépendamment suivant
la distribution P. Avec cette définition de P, il est aisé de calculer KL(Q|P) :

- J9(k) T, Q(hy)
KL(Q|P) = — E - E
@IP) CakZl\g e °g|<k)|n P(hi)
k
B Q(h
- a kzl |g ) h1N thleog P z
Q(h)
_ 1 k- B log 5om
DICIES
= ko - KL(Q| P),

ou

7214;

Ca =1
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En appliquant maintenant le théoreme PAC-Bayes pour borner R(G ), nous obtenons

Pr (VQ sur H - kl(RS(GQ)HR(GQ))

sl[ka-KL(QHP)HogmHD > 14,
m 0

et en remplacant R(Gg) et Rs(Gg) respectivement par (g et CAQ (voir I’équation 5.4),

nous obtenons le résultat voulu. [ |
L o1 1 1 N
Le théoreme 5.1.1 donne une borne de la quantité — {C — 2] + 3 ce qui mene a
Ca
1 1
une borne du risque (g, puisque si — [CQ — ;} + 3 < M, alors
Ca

(5.5)

N1
<e(M—=)+=.
CQ_C( 2)+2

1 1
Nous voyons de ce fait que toute perte de précision dans la borne de — {CQ 2} + 3 sera
c
multipliée par le facteur ¢, dans la borne de (g. Le théoréme ne poaurra alors fournir
une borne serrée de (g que si le facteur ¢, est petit, et donc que si les coefficients de la

série de Taylor 5.1 ne sont pas trop grands.

5.1.2 Fonction de perte plus générale

Le théoreme 5.1.1, que nous avons écrit sous sa forme originale (voir Germain et al.,
2007), présente une borne de type PAC-Bayes valide pour toute fonction de perte s’écri-
vant comme une série de Taylor de Wy (x,y) définie dans U'intervalle [0, 1], centrée en
% et valant % pour Wy(x,y) = % Cette derniere contrainte du théoreme peut étre un
peu restrictive, par exemple, il est parfois plus naturel d’exprimer une fonction de perte
sous la forme d’une fonction passant par le point 1 pour les exemples (x,y) tels que
Wo(x,y) = % (c’est ce que nous ferons par exemple plus loin pour la perte quadratique).

Nous présentons dans cette sous-section, une version du théoreme sur les fonctions
de perte générales applicable a des fonctions de perte non contraintes a valoir l pour les
exemples (x,y) tels que Wy(x,y) = 5, c’est-a-dire, des fonctions de perte de la forme

Co(x,y) = )+ Zg (2Wo(x,y) — 1", (5.6)

avec g(k) € R pour tout £ =0,1,2,...
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Théoréme 5.1.2. Soit (o(x,y) une fonction de perte de la forme de l’équation 5.6.
Soit (g et @ respectivement le risque associé d (o(x,y) et son estimé empirique sur
un échantillon de m exemples. Alors, pour tout ensemble H de classificateurs binaires,
pour toute distribution a priori P sur H et pour tout § € (0, 1], nous avons

1 r— 1 1 1
sf)zl)nm (VQ sur H : k1<20 [QQ — g(())} + 3 H %, [Co —9(0)] + 2)

a

1 1
§[/lca-KL(QHP)Jrlongr ]) > 1-9,
m )

o

déf ast 1
ca = D lg(k)| et ko = ;Zk-\g(/ﬂ)\-
=1

a k=1

Démonstration : 11 suffit simplement d’appliquer le théoreme 5.1.1 avec la fonction de
d:éf CQ(Xa y) B g(O) +1
2

perte (5(x,y) , qui a la forme de I’équation 5.1. [ |

Borner le risque de Gibbs classique

Nous savons que 2 - R(Gg) constitue une borne supérieure du risque du vote de
majorité, R(Bg), et comme le théoreme PAC-Bayes classique permet d’obtenir une
borne, notons-la R, du risque de Gibbs, il est possible de déduire la borne 2 - R pour
le risque du vote de majorité. Nous pouvons appliquer le théoreme 5.1.1 pour borner
directement la quantité R(Gg); cela mene précisément a la méme borne de R(Bg).

En effet, nous avons
2- R(XVy)(GQ) =2 WQ(X, y) =1+ (QWQ(X, y) — 1),

ainsi le théoreme 5.1.2 s’applique avec la fonction de perte (g = 2R(Gg), nous avons
alors pour les constantes ¢, et k, les valeurs ¢, = 1 et k, = 1. Le risque du classificateur
de Gibbs intermédiaire intervenant dans la preuve du théoreme 5.1.2; qui est donné par
R(Gg) = ﬁ((Q —1)+3 = 1(2R(Gg) — 1) + 5 se trouve donc étre égal & R(Gg). Ainsi,
comme k, = 1, en appliquant le théoreme 5.1.2 pour borner la quantité 2R(Gg) nous
nous trouvons a appliquer le théoreme PAC-Bayes classique pour borner R(Gg) et a
multiplier ensuite cette borne par 2.
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5.2 Apprentissage semi-supervisé

Le théoreme sur les fonctions de perte générales permet de borner le risque associé
a des fonctions de perte de la forme

Colx, def )+ ig ) @Wo(x,y) — 1) =1+ i_o:g(k:) <h]~3Q —yh(X)>k .

L’on remarque que si g(k) = 0 pour toute valeur de k impaire, c¢’est-a-dire, si (g peut
s’écrire sous la forme

o0 00 2k
2%
Galx,5) = 9(0) + 3 g(2K) (2Walx,y) — 1) = g(0) + Y- 9(20) (B, ~h(x))
k=1 k=1
nous n’avons plus besoin de connaitre la classe y d’'une donnée pour évaluer sa perte.
C’est-a-dire que dans ce cas, I'évaluation du risque empirique (g peut s’effectuer avec
un ensemble de données non étiquetées.

Dans un contexte d’apprentissage semi-supervisé, lorsque nous utilisons pour 'ap-
prentissage en plus d’'un ensemble de données étiquetées, un ensemble de données non
étiquetées, il est possible de décomposer la fonction de perte (o en deux fonctions dis-
tinctes : I'une formée des termes impaires de la série de Taylor (que I'on peut évaluer
seulement pour les exemples étiquetés) et Iautre formée des termes pairs (que I'on peut
évaluer aussi bien pour les exemples étiquetés que pour les exemples non étiquetés). En
somie, nous aurons

Co(x,y) = ¢ (x.y) + 5" (%),

ou
gzmpalr :e Z 2]{; — 1 QWQ(X y) - 1>2k '
et
2k
Cpaz?“( X,y ) _|_ Zg 2/{} QWQ(X y) - 1 + Zg Qk (hEQ —h(X)) .
k=1 )

Pour obtenir une borne du risque (g, il est alors possible d’additionner une borne du

oPeir(caleulée en utilisant des données étiquetées seulement) et une borne du

risque (g
risque (¢ " (calculée en utilisant toutes les données disponibles, étiquetées et non étique-
tés). L’utilisation des données non étiquetées permettra alors d’obtenir une borne plus
serrée du risque associé aux termes pairs du développement de (g, et ainsi, possiblement

obtenir une borne du risque global plus serrée.
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5.3 Borner R(B() avec le théoréme 5.1.1

Le risque du classificateur By est borné par 'espérance sur D de la fonction de
perte du vote de majorité suivante

] 0 3V <
1 sinon.

Une borne du risque du vote de majorité sera obtenue en appliquant le théoreme 5.1.1
pour borner le risque associé a une fonction de perte de la forme de ’équation 5.1 et
majorant Py ;. Par exemple, les fonctions de perte exponentielle (notée Eg(x,y)) et
de perte sigmoidale (notée 7g(x,y)) satisfont ces conditions. Ces fonctions de perte se
définissent comme suit :

Ealx,9) ™ S exp (B2 Wa(xy) — 1)

et
déf

Tole )™ 5 + 3 tamb (B2 (x.9) — 1]).

ou 8 € (0,00) est un parametre d’ajustement (voir la figure 5.2). Ces fonctions sont

bien de la forme de I’équation 5.1, de plus, elles sont positives et pour tout (x,y) tels
que Wy(x,y) > % ona &y(x,y) > % et To(x,y) > %, et donc

Pru(x,y) <28q(x,y) et Pyy(x,y) < 2T7(x,y).

Pour les valeurs de ¢, et k, nécessaires a 'application du théoreme 5.1.1, nous
trouvons les valeurs suivantes :

. B 1 tan(3)
k P 1
a e cos() sin(B)

Notons &g et Tg respectivement les risques associés aux fonctions de perte expo-
nentielle et sigmoidale, c¢’est-a-dire

£ E Eolxy) et To= E Tolxy).

(x’y)ND (x,y)w

Nous avons alors les bornes suivantes pour R(Bg) :

R(BQ) S QSQ et R(BQ) S 2722.
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FIGURE 5.2 — Effet du parametre 3 sur la fonction de perte exponentielle (a gauche) et
sur la fonction de perte sigmoidale (a droite).

La fonction de perte sigmoidale semble particulierement intéressante a étudier, car
a la limite lorsque S tend vers 'infini, elle devient égale a la fonction Pyjp;. En effet,

11 0 siz<i
— 4+ — lim tanh(f(2z — 1)) = 2
3 T3 4, tanh(F2r = 1)) {1 siz>1.
On obtient alors I'égalité
E I(W( )>1) E  lim — tanh (8[2Wo(x,y) — 1]) + -
X 5 = m — tan X — —.
(x,y)~D Q%Y 2 (x,y)~D B—o0 2 QXY 2

Malheureusement, comme le montre la figure 5.2, pour que la fonction de perte
sigmoidale approche convenablement la fonction de perte du vote de majorité (Py ),
il faut que le parametre § soit grand, cependant, la série de Taylor centrée en 0 de la
fonction tanh(x) converge seulement pour z < 7. Par conséquent, puisque Wy (x,y) €
[0,1], la série de Taylor centrée en 3 de la fonction tanh(8[2Wg(x,y) — 1]) converge
pour toute valeur de Wy, si et seulement si § < 7 ~ 1.57.

Il n’est donc pas possible d’obtenir, a partir de la fonction de perte sigmoidale et du
théoreme 5.1.1, une borne intéressante de R(Bg) pour les algorithmes concentrant la
masse de Wy pres de % (comme AdaBoost), ¢’est-a-dire que cette approche ne donne pas
une bonne borne pour les votes de majorité ayant un risque de Gibbs élevé. Par exemple,
dans la situation o la masse de Wy, est entierement centrée sur 0.4, en prenant 3 = 1.57,
nous obtenons comme risque empirique sigmoidal Q/"C\g ~ 0.348. Comme R(Bg) < 270,
on obtient dans cet exemple une borne supérieure de R(Bg) dépassant 0.696.
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5.3.1 La fonction de perte provenant de la fonction erf

La fonction de perte donnée par ¢(x,y) = ®(B(2Wo(x,y) — 1)), ot ®(a) = Pr(X <
a) pour X ~ N(0,1) (et donc ®(a) = (1 + erf(a/V/2))), possede les mémes propriétés
que la fonction de perte sigmoidale, c¢’est-a-dire qu’elle majore Py ), et qu’elle tend
vers Py lorsque 3 tend vers I'infini. Elle a en plus 'avantage de posséder une série de
Taylor qui converge pour toute valeur réelle. Nous pourrions donc utiliser cette fonction
de perte pour borner le risque du vote de majorité. Cependant, un petit calcul nous
permet de trouver comme valeur du coefficient ¢, de cette fonction de perte la valeur

B 1 63 65
= =Pt o3tyasst

Cette quantité grandit encore plus rapidement avec 3 que le coefficient ¢, associé a la

suivante :

fonction de perte exponentielle, que nous voyons a la prochaine section, et également
plus rapidement que celui associé a la fonction de perte sigmoidale. Il suit que la dégra-
dation de la borne que nous devons subir si nous voulons une valeur de [ permettant
d’approcher convenablement Py, sera trop grande pour donner une borne intéressante.

5.4 Borner le risque exponentiel

Contrairement a celui de la fonction de perte sigmoidale, le parametre S de la
fonction de perte exponentielle n’est aucunement contraint. Comme l'indique la figure
5.2, le fait d’augmenter  diminue £p(x,y) a condition que Wy(x,y) soit inférieur a
%. Lorsque Wy(x,y) > %, Eo(x,y) tend vers l'infini lorsque [ tend vers l'infini. Par
conséquent, si le vote de majorité ne fait pas d’erreur, &g tend vers zéro lorsque 3 tend
vers U'infini. Il y a donc espoir dans ces situations d’obtenir une borne serrée de R(Bg)
par I'intermédiaire de la borne de &g;.

Pour la fonction de perte exponentielle, les valeurs ¢, et k, du théoreme 5.1.1 se
trouvent facilement. On obtient :

00 A 1 [ e IyaT)
Cq — T ka:* ﬁ
= ! Ca i #!
1 > 301 1
—ef -1 — ) — .B.eB
‘ f—1 6; T R
s

1—e#"
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5.4.1 Résultats d’expérimentation avec AdaBoost

Nous avons utilisé AdaBoost pour tester empiriquement la borne de £p. Dans cette
expérimentation, des souches de décision (arbres de décision a une couche) ont été
utilisées comme classificateurs de base dans 'exécution de ’algorithme.

Lors de son exécution, AdaBoost construit un vote de majorité de la forme

fx)=sen| > a,-hy(x)|,
i=1...n

b=—1,1

ou n correspond au nombre total de valeurs prises par les différents attributs et ou les
ai forment une distribution, c’est-a-dire qu’ils sont tous supérieurs ou égaux a zéro et
qu'ils somment & 1. On peut alors noter @ la distribution sur H donnée par Q(h}) = ag.
Naturellement, on peut associer a ce vote de majorité le classificateur de Gibbs G
suivant : pour classifier un exemple x, G pige aléatoirement la souche de décision h
suivant la distribution des «j puis attribue a x la classe hj(x).

Ainsi, f correspond au classificateur par vote de majorité Bg. Le théoreme PAC-
Bayes permet alors de borner le risque de f, et le théoreme 5.1.1 permet de borner le
risque exponentiel de f. Pour appliquer le théoreme, il faut choisir une distribution a
priori P sur 'ensemble H des souches de décision. Comme aucune souche de décision
n’est a priori a privilégier, il est naturel de prendre la distribution uniforme sur H,
donc P(h) = 5~ pour tout h € H. Nous pouvons maintenant calculer la divergence de
Kullback-Leibler entre P et (), ce qui donne

KL(Q||P) = hE)Q log gEZi = ZZlZn ay log(2nay) .

b=-1,1

La figure 5.3 montre les résultats obtenus avec deux ensembles de données distincts.
Pour ces expérimentations, nous avons simplement utilisé 8 = log 2, ce qui donne alors
1 pour valeur de ¢, dans le calcul des bornes des risques exponentiels. On peut consta-
ter a la vue de cette figure que f = log2 est une valeur trop petite pour donner un
risque exponentiel intéressant. Ainsi, la borne de R(Bg) que I'on obtient est approxima-
tivement R(Bg) < 0.9 (apres 200 itérations d’AdaBoost). Pour 'ensemble de données
Sonar, le vote de majorité fait plusieurs erreurs de classification, le risque exponentiel
ne diminuera donc pas en augmentant 3. Par contre, passé 138 itérations d’AdaBoost,
le vote de majorité ne fait aucune erreur avec I’ensemble de données Mushroom, c’est
donc un ensemble idéal pour tenter d’obtenir une borne serrée du vote de majorité a



Chapitre 5. Fonctions de perte générales 66

1 &Eo (borne
0.2 1 &q (borne) 03 £ s%r( le tes’z ——————
(WE% sur %e EesE —————— 09
E(Wq) sur le test - 4 E(Wg) sur le test ---------
0.1 4 R(BQ{/(erreur sur 1? test) —— ! R(BQ{](erreuC% sur le test) ——
- ar(We) sur le test -—-- 1 | ar(Wy) sur le test ----
O . . 0 S e

0 40 80 120 160 T 0 40 80 120 160 T

FIGURE 5.3 — Comportement de la borne du risque exponentiel (g (borne)), du risque
exponentiel empirique évalué sur 'ensemble test (€g sur le test), du risque de Gibbs
(E(Wg) sur le test), sa variance (Var(Wg) sur le test), et I'erreur sur 'ensemble test
du vote de majorité (R(Bg) (erreur sur le test)) en fonction des itérations d’AdaBoost,
T, pour les ensembles de données Mushroom (& gauche) et Sonar (a droite). Les risques
empiriques ainsi que les bornes ont été calculés avec 5 = log 2.

partir du risque exponentiel, car celui-ci tend vers zéro en augmentant 5 (voir figure
5.2).

Pour la perte exponentielle, nous avons ¢, = ¢’ — 1 pour 'application du théoréme
5.1.1. Donc la valeur de ¢, augmente exponentiellement vite avec 5. Comme le montre
la figure 5.4, il s’ensuit que la précision de la borne sur le risque exponentiel se dégrade
tres rapidement en augmentant légerement 3. En effet, nous voyons premierement dans
cette figure que, comme nous pouvions nous y attendre, la valeur du risque exponentiel
calculée sur I’ensemble test diminue lorsque § augmente. Le risque exponentiel se com-
porte alors de plus en plus comme le risque du vote de majorité. Cependant, nous voyons
sur la partie de droite de la figure que la borne sur le risque exponentiel augmente avec

3.
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0.5 1 0.8 1

0.4 b=

021 B=2 - 0.3 1 B =2 -

'l =3 =3 -

| B=1—— 021 B—4—

0.1 W R(Bg) (erreur sur le test) - - - - 01 . R(Bg) (erreur sur le test) - ---
0 \\‘v' e r O v\l\ L

1 40 80 120 160 T 1 40 80 120 160 T

F1GURE 5.4 — Comportement du risque exponentiel empirique évalué sur 1’ensemble
test (& gauche) et de la borne du risque exponentiel (& droite) pour différentes valeurs
de 3 sur ’ensemble de données Mushroom.

5.5 Risque quadratique

Partant de f,(x,y) = (Wo(x,y) — q)?, on construit la fonction f suivante

fq(xv y) = leq(X, y) + ba
ou les valeurs a et b sont choisies de sorte a obtenir une fonction de perte de la forme
de Péquation 5.6 avec g(0) = 1. Donc pour (x,y) tel que Wy(x,y) = 3, Pon doit avoir
fq(xa y)=1.
1

La valeur de b doit donc étre donnée par b =1 — a(; — ¢)*. De I'égalité

1 2 1
afy(x,y) +1— a<2 - C]) =1+ aKQ - Q) (2Wo(x,y) — 1) +a(2Wo(x,y) — 1)°|
on trouve les valeurs suivantes de ¢, et k, pour I'application du théoreme 5.1.1 avec la
fonction de perte f,(x,y) :
4 —4q
“3—4q’

Ainsi, pour toute valeur du parametre a, le théoreme sur les fonctions de perte générale

Cqo = —0— et
1 q

borne ( ]37‘ ; f;(x, y) avec probabilité au moins 1 — ¢ par la plus grande valeur B telle
X,y )~

que l'inégalité suivante est respectée :

’ LA 1 (4—4g m+ 1
(LN L) < L |
k1(3—4q[<xvg~sfq<WQ(x’y)) (2 q) }+2“B> = m<3—chzKL(QWD)HOg 5 )




Chapitre 5. Fonctions de perte générales 68

Finalement, on obtient comme borne du risque quadratique

3 1 1 2
g -0 (- (o) (o)
B (Wolxy) =9 < (52 5)+5—¢
A noter que toute dépendance au parameétre a a disparu de la borne. Ainsi, peu im-
porte comment la fonction de perte f,(x,y) est modifiée de sorte a étre de la forme de

I’équation 5.6, nous obtiendrons la méme borne de la quantité ( ]5)) D(WQ(X, y) —q)%
X,y

)

Risque quadratique en fonction de la marge

Pour des raisons de commodité, dans la suite du document nous définissons le risque
quadratique en fonction de la marge réalisée sur les exemples, et non en fonction du
taux de désaccord. La marge réalisée par le classificateur par vote de majorité sur un
exemple (x,y) est donnée par

Yy h]NEQ h(x).

Puisque pour tout h € H et pour tout (x,y) € X x {—1,1} nous avons yh(x) =
1 — 2I(h(x) # y), la marge réalisée sur un exemple est liée au taux de désaccord par
Pégalité

y E h(x) =1 2Wg(x.y).

Définition 5.5.1. Soit v € (0,1]. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et
Q une distribution sur H, la perte quadratique centrée en v du classificateur par vote
magjorité Bg sur un exemple donné (X,y), notée (5(x,y), est donnée par

h(x) — 7)2 :

Le risque quadratique, noté CZQ, et son estimé empirique sur un ensemble d’exemples

1
> = — E
CQ(X, y) ~ <y 0

étiquetés S, noté C?Q, sont alors respectivement donnés par

b= E ((x, et b= E ().
CQ (x)oDD CQ( y) CQ (xy)S CQ( Z/)

A noter que la fonction de perte quadratique définie ci-dessus correspond & une
fonction de la forme de la fonction f, (définie en début de section) avec les valeurs de

a et de ¢ données par
4 ; 1—7
a=-——-—- &€ = —
(1 —2g)? T

c’est-a-dire que nous avons 1'égalité
-~y

o) = 5 (Walxw) - -57)
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Nous avons ainsi la proposition suivante permettant de borner le risque quadratique

Co-

Proposition 5.5.2. Soit v € (0,1] et 0 € (0,1]. Soit ¢/, et @ respectivement le
risque quadratique centré en 7y et son estimé empirique sur un échantillon donné de
m exemples. Alors, pour tout ensemble H de classificateurs binaires, pour toute distri-
bution a priori P sur H, nous avons

2 —1)
Pr |kl Ao —1) 1 <
S~Dm 1+ 2y 2

1 (2+27
1+ 2y

KL(Q||P) —|—logm;— 1)) >1-4.

5.5.1 Inapprochabilité du risque parabolique

Nous avons vu que la borne du risque exponentielle déduite du théoreme sur les
fonctions de perte générales se dégradait lorsque le parametre 5 augmentait (méme
dans le cas ou la vraie valeur du risque diminuait). Il en est de méme pour le risque
parabolique : plus le parametre v s’approche de zéro, donc plus la parabole décrite
par la fonction de perte quadratique est flutée, plus la borne de ng donnée par la
proposition 5.5.2 est lache.

Le théoreme 5.5.5 affirme essentiellement que si l'on fait la supposition quune borne
du risque de Gibbs découlant d'un théoreme de type PAC-Bayes (c’est-a-dire se basant
sur les mémes hypotheses que celui-ci) et calculée a partir d’un ensemble d’apprentissage
de taille m donnée ne peut étre arbitrairement serrée, alors toute borne du risque
quadratique obtenue a partir d’un théoreme de type PAC-Bayes se dégradera si 'on
fait tendre v vers zéro (et ce méme si la vraie valeur du risque diminue).

Ce théoreme s’appuie sur la proposition suivante, qui donne des bornes inférieure
et supérieure du risque de Gibbs en fonction du risque quadratique, ainsi que sur la
proposition 5.5.4, qui donne une borne inférieure du risque quadratique en fonction du

risque de Gibbs.

Proposition 5.5.3. Soit v € (0,1]. Soit ¢, et R(Gq) respectivement le risque quadra-
tique centré en 7y et le risque de Gibbs associé da une distribution ) sur un ensemble H
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de classificateurs binaires. Alors nous avons les inégalités suivantes

1— 7v/¢5 1— Y4/¢

Démonstration : La perte quadratique est donnée par

1 2
@mw:;x%%mm—ﬂ

1 2
=55@—2Wd&y%”0
4 > 4(1-9) (1-7)?
= 72<WQ(X73J)> - TWQ(X,ZJ) + ErTEE
il suit que le risque quadratique (& est égal a
4 4(1—1) (1-9)?
?eQ - ,.)/2 R<GQ) + 72

Puisque eg > (R(Gg))?, nous obtenons I'inégalité
A(R(Gq))* = 4(1 = 7)R(Gq) + (1 =) =7, < 0.

En trouvant les racines de cette parabole en R(Gg), nous obtenons les bornes inférieure
et supérieure suivantes du risque de Gibbs :

1—v 7/

1=y 7 ¢o
2 2 '

2 2

< R(Gq) <

Proposition 5.5.4. Soit v € (0,1]. Soit (), et R(Ggq) respectivement le risque qua-
dratique et le risque de Gibbs associés a une distribution Q) sur un ensemble H de
classificateurs binaires. Alors nous avons

4 71 —7 2

> 2|2 — R(Gg)

Démonstration : Cette inégalité est une conséquence directe de 'inégalité de Jensen et
de la définition de ¢, en effet, comme (1 —2Wg(x,y) —7)? représente une fonction de
Wo(x,y) convexe, on a

(1-2 E WQ<x7y>—v>2:;<1—2R<GQ>—7>2.

(xvy)ND
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Elle peut également s’obtenir sans avoir recours a l'inégalité de Jensen en se servant de
la proposition 5.5.3, qui nous fournit les inégalités

1-7 g 1-v _~
L _R(Gy) <L/l et R(Gy) ——L< L.
R <G e RG-S < LG
On remarque alors que soit 1777 — R(Gg) > 0, soit R(Gg) — 1777 > 0, et dans les deux

cas, I'une des deux inégalités ci-haut s’applique pour donner 'inégalité recherchée. M

Théoréme 5.5.5 (Inaprochabilité du risque quadratique). Soit H un ensemble de clas-
sificateurs, S un ensemble d’apprentissage et 6 € [0,1). Soit Q(v) une fonction retour-
nant une distribution sur H telle que Rg(Ggry)) € {O, %) Notons Agyy une borne du
risque quadratique ng\) valide avec probabilité 1 — ¢ et basée sur des hypothéses au plus
aussi fortes que celles du théoréme PAC-Bayes. Alors, il existe ¢ > 0 tel que

c
Age) 2 42 V.

Démonstration :

Pour empécher que l'on puisse obtenir a ’aide de la proposition 5.5.3 une borne
supérieure arbitrairement serrée de R(Gg), il doit exister une valeur ¢ > 0 et une

valeur 7. > 0 telles que pour tout y € (0, %) satisfaisant R(Ggq(,)) € {1_% 1>, I'on aie

2 12
1 1—7 7\/AQ(W)
§+6§ 2 + 2 .

On déduit de cette inégalité, pour v € (0, %), la borne suivante du risque quadratique

2e ?
o) =4

Finalement, pour les v € (0, %) telles que R(Gg(y)) <

I'inégalité

1_76
2

, la proposition 5.5.4 nous
permet d’optenir

. . 7 7’ . 2 2
Nous obtenons ainsi le résultat recherché en prenant ¢ = min { 47;2, (% + 1) } )
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5.6 Classificateur de Gibbs a piges multiples

Le classificateur de Gibbs a piges multiples a été utilisé par Schapire et al. (1998),
puis par Langford et al. (2001), comme outil intermédiaire pour dériver une borne sur
le risque d’un classificateur par vote de majorité.

Pour classifier un exemple x, le classificateur de Gibbs a piges multiples choisit
aléatoirement un nombre préfixé, N, de classificateurs dans I’ensemble H de fagon
indépendante et suivant une distribution de probabilité (), puis attribue a x la classe
déterminée par un vote démocratique des N classificateurs pigés, c’est-a-dire la classe
donnée par

sgn (Z:l i) (x)) ,

ol nous avons noté Ay, hi), - - ., heavy les N classificateurs pigés.

5.6.1 Risque du classificateur de Gibbs a piges multiples

La probabilité qu'un classificateur pigé suivant la distribution () fasse une erreur de
classification sur un exemple donné (x,y) correspond en fait au risque de Gibbs sur cet
exemple, donc

Rixy(Go) = Walx,y) = E I(h(x) #y).

Les N piges étant indépendantes, la probabilité que j classificateurs parmi N fassent
une erreur de classification sur (x,y) est donnée par

<jJV> (Wal, y))j<1 - Wolx, y))Nﬁj .

Pour que le classificateur de Gibbs a N piges fasse une erreur de classification sur
I'exemple (x,y), il faut qu’au moins [%1 classificateurs parmi les NV pigés fassent une
erreur de classification sur cet exemple. La fonction de perte associée au classificateur
de Gibbs a N piges est donc donnée par

Wostxa) = 3 (V) (Waton)) (1= Watoe) "
J=[N/2]

La figure 5.5 illustre la fonction de perte Won(x,y) en fonction de Wy(x,y) pour
différentes valeurs de N.
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En utilisant la fonction de perte Wy~ (x,y) définie ci-dessus, le vrai risque du clas-
sificateur de Gibbs a N piges et son risque empirique sont respectivement donnés par

R(Gom)E E Won(x,y)

(x,y)~D

et

0.75r 0.75

0.5

0.5

0.25 0.251

n L s . L s
0.25 0.5 0.75 1 0.25 0.5 0.75 1

0.751 0.751

0.251 0.251

0.25

F1GURE 5.5 — Illustration de la fonction de perte du risque de Gibbs a N piges pour
N =1,3,7,99 (ligne continue) en fonction de Wy (x,y), comparée a la fonction de perte
du vote de majorité (ligne pointillée).

5.6.2 Borner le risque du classificateur a piges multiples a
I’aide du théoreme sur les fonctions de perte générales

Toute fonction de perte infiniment différentiable et valant % pour les exemples (X, y)

tels que Wy(x,y) = % peut s’écrire sous la forme de I’équation 5.1 dans un intervalle
3
I'intervalle [0, 1], le risque associé a la fonction de perte peut étre bornée a 'aide du

autour du point Wy(x,y) = et si la série de Taylor obtenue converge dans tout
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théoreme sur les fonctions de perte générales (théoreme 5.1.1). Lorsque N est impair,
la fonction de risque du classificateur de Gibbs a N piges satisfait ces contraintes (ce-
pendant, pour N pair, la fonction de risque du classificateur de Gibbs a N piges est
strictement supérieure a 3 pour les exemples (x,y) tels que Wo(x,y) = %, il faut alors
utiliser la forme plus générale du théoreme (énoncé au théoreme 5.1.2) pour borner le
risque associé).

11 suffit, pour appliquer le théoreme a la fonction de perte du classificateur de Gibbs
a N piges (avec N impair), de trouver les termes g(k) permettant d’écrire la fonction
de perte sous la forme

[\D\»—t

1
2

Comme le développement en série de Taylor d’'une fonction f(W) infiniment différen-
tiable au point % a la forme

o =1(3)+ 55 (v -)

on peut alors retrouver les termes g(k) comme suit

(k) (1
g(k) = ];k_fz,) :

ou f correspond ici a la fonction

N N . '
= > (Vwa-wy,
j=IN/2) \J

Le tableau 5.6.2 présente les valeurs de ¢, et k, servant au théoréeme PAC-Bayes sur les
fonctions de perte générales appliqué pour borner le risque du classificateur de Gibbs
a piges multiples pour les valeurs impaires du nombre de piges allant de 1 a 15. Nous
pouvons constater que la valeur de ¢, semble presque doubler lorsque le nombre de
piges est augmenté de 2, il en résulte que la borne du risque du classificateur de Gibbs
a piges multiples devient rapidement tres lache en augmentant le nombre de piges.

5.6.3 Borne directe du risque du classificateur de GGibbs a piges
multiples

Il est possible de borner directement le risque du classificateur de Gibbs a piges
multiples en voyant ce classificateur comme un simple risque de Gibbs (a une pige) dans
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N Cq kg

1 1 1

3 2 3 =15

5 T =35 L ~2,14286
7 6 B ~2,91667
9 8 =10,375 35~ 3,79518
11 B =18,25 98~ 4,74658
13 | 2 —=2326875 | % ~ 5 74187
15 | 32 =595 855 ~6,75945

TABLE 5.1 — Valeurs de ¢, et k, dans le théoreme PAC-Bayes sur les fonctions de perte
générales appliqué au classificateur de Gibbs a piges multiples pour différentes valeurs
du nombre de piges, V.

un ensemble augmenté de classificateurs. La borne que nous obtiendrons ainsi dégradera
certes en fonction du nombre de piges, mais dans un ordre beaucoup moindre que la
borne obtenue a la section précédente.

Partant d’'un ensemble H contenant n classificateurs, nous créons I’ensemble HY
constitué des n?V classificateurs Riyio....in AVEC 1,09, ..., ix € {1,2...,n} définis comme
suit

N
Riy ig....in (X) = sgD <Z hi, (X)> :
k=1

En somme, le classificateur h;, 4, . ., assigne la classe 1 a 'exemple x si au moins la

moitié des classificateurs parmi h;,, h;,, ..., h;, assignent cette classe a I’exemple x.

i1 LN

Pour appliquer le théoreme PAC-Bayes classique pour borner le risque du classifi-
cateur de Gibbs a N piges, il suffit alors de travailler avec I’ensemble H”, c¢’est-a-dire
qu’au lieu de piger N classificateurs dans #, I'on pige un seul classificateur dans H".
La distribution & priori sur HY nous est donnée par P (ou P est une distribution a

priori sur H), nous avons donc PV (h;, i, in) = P(h1)P(hy) - P(hy).

On obtient comme valeur de KL(PY||Q") dans 'application du théoréme, la quan-
tité suivante :
KLQY[|PY) = N - KL(Q||P),
il en résulte le théoréeme suivant.

Théoréme 5.6.1. Soit D une distribution, H un ensemble de classificateurs et P une
distribution a priori sur H et soit 6 € (0,1]. Alors

1 m+1
SfDrm <VQ surH: kl(Rg(Gon), R(Ggn)) < - N - KL(Q||P) + log 5 D >1-6.
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5.7 Conclusion

Nous avons présenté un résultat permettant de borner toute fonction de perte pou-
vant s’écrire sous la forme une série de Taylor en Wy centrée en % et définie dans
I'intervalle [0, 1]. Bien que les théoremes 5.1.1 et 5.1.2 ne permettent pas d’obtenir des
bornes serrées du risque du vote de majorité, nos expérimentations démontrent qu’ils
permettent d’obtenir des bornes tres serrées sur le risque associé a des fonctions de
perte complexes, telles que la perte exponentielle et la perte sigmoidale calculées avec

des petites valeurs de 5 (log2 dans nos tests).



Chapitre 6

Généralisation et amélioration du
théoreme PAC-Bayes classique

Nous présentons dans ce chapitre, les démonstrations de quelques théoremes que
nous avons omises dans les chapitres précédents. En particulier, nous y trouvons les
démonstrations des théoremes 2.3.2 et 2.3.3 (qui peuvent également se trouver dans
d’autres ouvrages), ainsi que la démonstration du théoreme 4.7.1, qui aurait due étre
publiée dans la version longue de 'article Lacasse et al. (2007), cependant, cette derniere
n’a pas a ce jour été publiée.

Les démonstrations des théoremes PAC-Bayes que nous donnons dans ce chapitre
découlent de deux théoremes PAC-Bayes dits généraux, qui correspondent aux théo-
remes 6.1.1 et 6.4.1; plusieurs théoremes de type PAC-Bayes se trouvant dans la litté-
rature s’averent des corollaires du premier de ces deux théoremes généraux, alors que
le théoreme 4.7.1 paru dans Lacasse et al. (2007) est un corollaire du second théoreme
général.

A noter que d’autres théorémes PAC-Bayes généraux existent dans la littérature,
dont celui publié par Catoni (voir Catoni, 2006, 2007).

6.1 Théoreme PAC-Bayes général

Théoreme 6.1.1. Soit D une distribution, H un ensemble de classificateurs et P une
distribution da priori sur H et soit § € (0,1]. Alors pour toute fonction D de la forme
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D :[0,1] x [0,1] — R, satisfaisant l'inégalité
E D(Rs(h), R(1) = D (B Rs(h), B R(h))

nous avons

P (VQ surt: D(Rs(Ga), R(Gq)) <

1 1 D
L ! mp(Rs ()R] > 1 _
— |KL(Q|[P) +log (5SNE£)mh]NEPe )D >1-4,

ou KL(Q||P) o hEQ log% correspond a la divergence de Kullback-Leibler entre les
distributions () et P.

Démonstration : Comme E_e™P(Es().E(h) correspond & une variable aléatoire positive,

I'inégalité de Markov s’applique pour donner

Pr E ¢mD(Rs(h).R(h)) <1 E E ¢mP@Esh)LERMR) ) > 1 _§.
S~Dm \ h~P — ) S~D™ h~P o

Nous transformons maintenant ’espérance sur P de la partie de gauche de I'inégalité en
une espérance sur () en appliquant le raisonnement suivant (valide pour toute fonction
f(h) positive) :

B, f(h) = [, P(h)f(h)dh

h~P

Z o LW (R)dR (6.1)
_ P(h)
= [ ey O Q) (1)
P

= hE)Q wf(h) :

Puis nous exploitons le fait que log(z) est une fonction monotone croissante pour obtenir

I’expression suivante

I (h) D(Rs(h),R(h))
. m ) <
Sljlgm (vQ : IOg lh]gQ ( )(h)e

log [1 E | omD(Bs(h).RM)
O S~D™ h~P

) >1-6. (6.2)
La fonction log(z) étant concave, I'inégalité de Jensen s’applique pour donner

P(h) up P(h)
log | E mD(Rs(h.RW)| > R | mD(Rs (h),R(h))
o8 Lw@ Qh)° = imo 2 Qh)"

= E log (h> —+ h:E)C2 log emD(RS(h)vR(h))

= —KL(Q|P) +m B D(Rs(h), R(h).
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Par hypothese sur la fonction D(-, -) nous avons I'inégalité
>
E D(Rs(h), R(W) = D B Rs(h), E R(h))
=D (Rs(Go), R(Gq)),
en portant les deux dernieres inégalités dans (6.2), nous obtenons finalement

P (vQ suH: —KL(Q|P) + mD (Rs(Gq), R(G)) <

1
log

B e D(Rs(h),R(h))} >1-9.
5 S~Dm h~ P o

Corollaire 6.1.2. Soit D une distribution, H un ensemble de classificateurs et P une

)Zl_éa

distribution a priori sur H et soit § € (0,1]. Alors

J

~

Pr, (vczsum K(A5(Go) | RIGe)) <  [KL(QP) +log “

ot &(m) = Sy () (k/m)E(1 = k/m)m*

Démonstration : Le lemme A.0.1 indique que nous pouvons recourir dans le théo-
reme 6.1.1 a la fonction D(q, p) = kl(q||p). Avec ce choix nous trouvons

E E ¢PEsW.ER) _ g R " Rsh)los Bt m(1—Rs(h)) log "t
S<Dm hoP SD™ hoP
B Rs(h) mRg(h) 1— Rs(h) m(1-Rg(h))
~ h~P S~D™ 1 — R(h)

- i subn ( ) (Rmm >k<11—_RT<ih>>m_k
i

?
) (moo) (1~ W)M;
" i o <R%h)> (11—_R%h)>
- (06 (-5

ou Pavant derniére égalité provient du fait que Rg(h) correspond a une variable aléa-

toire suivant une loi binomiale de moyenne R(h). [ ]
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Corollaire 6.1.3 (Théoreme PAC-Bayes classique). Soit D une distribution, H un
ensemble de classificateurs et P une distribution a priori sur H et soit § € (0, 1]. Alors

S~Dm

Py <VQ surt: K(Rs(Go)|R(Go)) < ; [KL(Q”P) + log m; lD >1-5,

Démonstration : Se déduit du corollaire 6.1.2 et de I'inégalité £(m) < m + 1, cette

N , se s (m E\F Mk . .
derniere découle pour sa part de l'inégalité <k) (E) (1 — E) < 1, qui est valide

pour tout k,m € N avec k < m. [ |

La proposition suivante quantifie le gain obtenu avec la borne du corollaire 6.1.2
par rapport a celle de la version plus classique du théoreme PAC-Bayes (formulée dans
le corollaire 6.1.3). Puisque la différence entre les deux versions du théoreme est une
transformation du terme log(m + 1) en le terme log(£(m)), nous devons mesurer la
différence entre ces deux quantités. A la lumiére de la proposition suivante, nous pouvons
affirmer que

log(&(m)) ~ ;log(m +1).

Propqsition 6.1.4. Soit la fonction £(m) définie dans le corollaire 6.1.2, c’est-a-dire
£(m) « > k=0 (?)(k/m)k(l — k/m)™ k. Alors

§(m) € ©(Vm).

Démonstration : Des inégalités
n 12 n
27Tn<n> <n!<-—V2mn <n> Vn>1,
e 11 e
qui découlent du développement en série de Taylor de la fonction I' de Euler, nous avons

que pour 1 <k <m/2
R
k - 11\/ﬂ<§>k\/m<me—k)m_kmm

m
12 vm
11V27 VEVm — k
1

12

S A vE

m

Donc

24 m/2 1o
<2 >k
E(m) <2+ NG

k=1
€ O(Vm).
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De plus,

<Lmn;4j> (Lmn{;u)tm/q (1 i Wﬁ)mﬂm/ﬂ

vamm ()" () " ()

\/m (Lmie/zu)tm/ﬂ \/27r(m — [m/4]) (%)mﬂm/ﬂ
_ V2mm
\/QWLm/ZLJ \/27r(m — |m/4])
N V2mm
Jam/2,/3mm /2
2V2
V3rm'

~Y

Comme (1) (£)" (1= £ 2 (,7,) (=22)™" (1 =08 e o

tel que [m/4| <k <m — [m/4], il suit qu’asymptotiquement, nous avons

= () () (%)
m 2V2

> .
- 2

V2
v
(V).

g
N
3

)

S

Remarquons que nous pouvons facilement donner plus de précision au résultat de
la proposition 6.1.4 en bornant la somme ZZL:/? k=12 par lintégrale f;™? z~2dz. En
effet, comme Y772 k~1/2 < \/2m, nous obtenons I'inégalité

24+/2
"

7

Pour m supérieur a 64, cette borne supérieure de {(m) est plus serrée que celle de
Maurer (2004), qui correspond a &(m) < 2y/m. Dans le papier de Maurer, on retrouve

§(m) <2+
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également la borne inférieure \/m < {(m). Cette derniére ne peut pas étre déduite de
la proposition 6.1.4.

Comme dernier exemple de théoreme que 'on peut retrouver a partir du théoreme
PAC-Bayes général, nous voyons qu’en optant pour la fonction de pseudo-distance don-
née par D(q,p) = 2(¢ — p)?, nous obtenons une version du théoreme PAC-Bayes com-
parable au théoreme 1 de McAllester (1999b).

Corollaire 6.1.5 (Théoreme PAC-Bayes version McAllester). Soit D une distribution,
H un ensemble de classificateurs et P une distribution da priori sur H et soit § € (0,1].
Alors

1
2m

P (vc,g surt: R(Go) < Rs(Go) +\/ [KL(QHP) +log m; 1]) >1-3,

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le théoréme 6.1.1 en utilisant la fonction convexe
D(q,p) = 2(q — p)*. En effet, nous obtenons alors
E ¢mBs-RM)? « B E mK(Rs(h),R(R)
S~D™ h~P — S~D™m h~P
<m-+1,

oll nous avons utilisé I'inégalité 2(q — p)> < kl(g,p) ainsi que les calculs des corol-
laires 6.1.2 et 6.1.3. En portant cette inégalité dans le théoreme 6.1.1, nous trouvons

Pr. (vcg swH: 2(R(Go) — Rs(Go))? < nll KL(Q||P) + log m; 1D >1-4.

~

Nous terminons cette section avec une remarque permettant de justifier le théo-
reme 2.3.3, qui est utilisé dans les démonstrations des théorémes 4.6.1 et 6.1.1.

Remarque 6.1.6. Dans la démonstration du théoréme 6.1.1, la seule contrainte que
dotvent satisfaire les fonctions R(h) et Rg(h) est d’étre a valeurs dans l'intervalle [0, 1]
(parce que le domaine de définition de la fonction D est [’ensemble [0,1] x [0, 1]). Les
contraintes additionnelles que doivent satisfaire ces fonctions dans la démonstration
du corollaire 0.1.2 proviennent du fait que Rg(h) doit représenter une variable aléatoire
suivant une distribution binomiale d’espérance R(h). Par conséquent, le corollaire 6.1.2,
tout comme les corollaires 6.1.3 et 6.1.5, demeure valide en remplacant les fonctions
R(h) et Rs(h) par n’importe quelles fonctions R(h) et Rg(h) telles que

1 18l
Tal Zg(hvxa y) )

=1

)= B fhxy) e Fih)= g
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ot U(h,x,y) est une fonction de perte de la forme

C:HxXxY—{01}.

6.2 Théoreme PAC-Bayes dépendant d’un hyper-

parametre

Le prochain corollaire, qui découle également directement du théoréme 6.1.1, énonce
une nouvelle version du théoreme PAC-Bayes utilisant un hyperparametre que nous
notons C'; ce résultat a d’abord été trouvé par Catoni, voir Catoni (2006) (théoreme 1.5)
et Catoni (2007) (théoreme 1.2.1). Nous fournissons ici une preuve de ce résultat que 1’'on
pourrait qualifier d’élémentaire, c¢’est-a-dire ne faisant pas intervenir toute la mécanique
de la preuve originale.

Corollaire 6.2.1 (Borne PAC-Bayes hyperparamétrée, Catoni 2006). Soit D une dis-
tribution sur X x Y. Soit P une distribution sur un ensemble H de classificateurs

h:X — Y. Soitd e (0,1] et C > 0. Nous avons

VQ sur H:
sibn | R(Gg) < e {1-exp|~(C Rs(Go) + L[KL@QIP) + 10g 1]} z1-0

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le théoréme 6.1.1 en utilisant la fonction convexe
D(q,p) = —log (1 —p(1— e‘C)) — (' - q. En effet, dans ce cas nous obtenons

E E ¢"PRs(h).RM)

S~D™ h~P

- E 6—mlog <I—R(h)(1—e’c)> —CmRg(h)

h~P S~Dm
_ E e—mlog (l—R(h)(l—e_c)> i Pr R (h) _ E e*Ck

h~P k:oSNDm S m

- —-m m m—k —

= E (1—R(h)(1—e C)) kz:% <k>R(h)k(1—R(h)) ke Ck
= E (1= RM)(A—e ) " (R(h)e ™ + (1 - R(h)))
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en portant dans le théoreme 6.1.1, nous obtenons le résultat
P :
L (V Q sur H

1o (1= R(G)(1 - 7)) € s(Go) < - [KL@IP) g 5] ) = 15,

duquel le corollaire découle directement. [ |

La proposition suivante indique qu’il existe toujours une valeur C' qui soit telle que
la borne du théoreme 6.2.1, appliquée avec cette valeur, soit plus serrée que la borne
du théoreme PAC-Bayes classique (méme dans sa version optimisée, corollaire 6.1.2).

Proposition 6.2.2. Soit R, Rg € [0,1] tels que Rs < R < 1. Alors

1101%({ —log (1 — R(1 - ec)> - cRS} = kl(Rs||R).

Démonstration : Posons g(c) = —log (1 — R(1 — e_c)) —cRg. On a

dg R

= = - R
Jdc R—e(R—1) 8
dg : .
et donc 6—(copt) = 0 si et seulement si
c
R
R =
> R—etmt(R—1)
ce qui donne pour valeur de ¢,
o — 1o <R’%—R>
opt — g RRS . RS .

En portant la valeur de c,,; dans g, on trouve

RRs — Rs RRs — R
9(Copt) = —log (1 - R(l — RRS—R>> — Rglog

RRs — Rg
— —log <<1 - RXRSR_;H st D) ~ Rslog ]i ~ Rglog ]ZS__E
= —log Rs_— ] + Rglog f]if — Rglog 11__%
= (1 — Rg)log 11__};5 + Rglog JZS

= kl(Rs||R) .
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La proposition 6.2.2 mene aux deux observations suivantes :

1. Si 'on néglige le terme log(£(m)) apparaissant dans le corollaire 6.1.2, I'on voit
que la borne (non valide) qui en découle est plus faible ou égale a celle du corollaire
6.2.1 peu importe la valeur de I'hyperparametre C' utilisé dans cette dernieére (il
en est également de méme pour le théoreme PAC-Bayes classique en négligeant
le terme log(m + 1)). Ainsi, le gain en précision de la borne que nous pourrons
potentiellement obtenir en passant du corollaire 6.1.2 au corollaire 6.2.1 ne pourra
étre tres grand.

2. 1l existe toujours une valeur de C' telle que la borne du théoréme 6.2.1 devient
équivalente a la borne suivante :

JPr (v Q sur HkI(R(h)||Rs(h)) < ; KL(Q||P) + log ;D >1-96,

c’est-a-dire, équivalente aux bornes des corollaires 6.1.3 et 6.1.2 si I’on remplace les
fonctions respectives m + 1 et {(m) intervenant dans ces bornes par la constante
1. La borne ainsi obtenue sera strictement inférieure a celles de ces corollaires.

Plus encore, notons C,,., la quantité

argmax { — log (1 — R(1 — ec)> - cRs},

c>0

la fonction f(c¢) = —log (1 — R(1 — e_c)> — c¢Rg étant continue, il existe un
intervalle I = [Crar — €1, Crnaz + €2], OU €1,€2 > 0, pour lequel la borne du
corollaire 6.2.1 appliquée avec n’importe quel C' € I sera plus serrée que celle du
corollaire 6.1.2.

Cependant, la quantité C,,,, ne peut étre déterminée sans la connaissance de
Rs(Gg), c'est-a-dire sans avoir regardé les données d’apprentissage. Pour opti-
miser la borne du corollaire 6.2.1 il peut donc s’avérer nécessaire d’appliquer le
corollaire avec plusieurs valeurs de C' (disons 1" valeurs distinctes), et de choisir
la plus faible des bornes obtenues. En faisant cela, il est par contre nécessaire,
pour garantir la validité de la borne, d’appliquer a chaque fois le corollaire avec
un taux d’incertitude 6/T" (au lieu de ) si 'on désire que la borne résultante soit
valide avec un taux de confiance de 1 — .
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6.3 Reéécriture du théoreme bornant les risques as-
sociés a des fonctions de perte générale

Au chapitre 5, nous avons présenté un résultat (théoréme 5.1.2) permettant de
borner le risque de toute fonction de perte pouvant s’exprimer sous la forme d’une série
de Taylor fonction de W (x, y), définie dans I'intervalle [0, 1] et centrée en W (x,y) = 3.
La démonstration de ce théoreme se trouve n’étre qu’une simple application du théoreme
PAC-Bayes classique (corollaire 6.1.3 dans ce chapitre, ou bien 2.3.2 dans le chapitre
2), en appliquant le corollaire 6.2.1 au lieu du théoreme PAC-Bayes classique dans la
démonstration, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 6.3.1. Soit (o(x,y) une fonction de perte de la forme de l’équation (5.6).
Soit g et QZ respectivement le risque associé a (o(x,y) et son estimé empirique sur un
échantillon de m exemples. Alors, pour toute distribution a priori P sur [’ensemble de
classificateurs binaires H et pour tout § € (0, 1], nous avons

1
SfDrm (VQ sur H :(Q§20a<M—2>+g(O)) > 1-9,
ol

M = 1_160{1 —exp{—(C- [Zia (C{c\g —g(O)) + ﬂ + ;l[kaL(QHP) —i—log(ls})}},

A6 a1 &
ca = Y lglk)| et ky = ;Zk-lg(k?)l'
=1

a k=1

Démonstration : Identique a la preuve du théoreme 5.1.1 mis a part le fait que 1'on fait
appel au corollaire 6.2.1 a la place du corollaire 6.1.3. |

6.4 Ameélioration de la borne sur Cy

Nous pouvons également obtenir une forme générale pour le théoreme 4.7.1, ce
qu’énonce le théoreme suivant. Le théoreme 4.7.1 se trouve étre un corollaire de ce
théoreme général, voir le corollaire 6.4.3. En prime, tout comme cela a été fait pour le
théoreme PAC-Bayes original, nous pouvons déduire de ce théoréme général un énoncé
plus précis du théoreme 4.7.1 (c’est-a-dire fournissant une borne plus serrée), voir le
corollaire 6.4.2.
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Théoréme 6.4.1. Soit D une distribution sur un ensemble X, H un ensemble de
classificateurs définis sur X et P une distribution a priori sur H et soit 6 € (0,1].
Alors

sfzgm (VQ surH: D(ag, Ballag, Bg) <

1 1 m 51\2/1\2(112 12
[2-KL(Q||P)+log< R )>Dz1—5,

E 6 S~Dm (hl,hg)NP(Q)
i KL(Q|P)E

et ag et Bo sont deux valeurs quelconques parmi les trois quantités eq, sq et dg, ag et

EQ log % correspond a la divergence de Kullback-Leibler entre Q) et P

Bq sont leurs valeurs empiriques observées sur l’ensemble S et D(q1, q1||p1, p2) est une
fonction de la forme D : [0,1]* x [0,1]*> — R qui doit respecter l'inégalité suivante :

D(aq, Ballag, Be) < E  D(a, fizllaiz, frz) - (6.3)
(h1,h2)~Q2)
Démonstration : Comme E o emP(azfrzlar2f12) correspond & une variable aléa-
(h1,ha2)~P

toire positive, 'inégalité de Markov s’applique pour donner

Pr E emD(a/fzﬂé;zllam,ﬂu) < 1 E E emD(a/fg,B/\m”alg,Bm) >1-56.
S~D™ \ (hy,hg)~P(2) T § S~D™ (hy hy)~P2 =

Nous transformons maintenant I’espérance sur P de la partie de gauche de I'inégalité
en une espérance sur (), c’est-a-dire que nous appliquons l'inégalité

P2
E Fhy, hy) > M

E hi, h
(h1,h2)~P(2) - (hl,hg)NQ@) Q(Q)(hb hQ)f( 1 2) 5

(voir I'inégalité 6.1) puis nous exploitons le fait que log(z) est une fonction monotone
croissante pour obtenir 1’expression suivante

P®(hy, he) upass i
P V0O :1 E Z P 2) omD(aiz,Bizllarz,fiz) | «
s ( @ log th,hz)NQ%?) Q<2>(h1,h2)e =

log [1 E E emD(@7@a127512)]) >1— 5. (64)

0 S~D™ (hy,hg)~P(2)
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La fonction log(z) étant concave, I'inégalité de Jensen s’applique pour donner

log E M mD(a12,B1zla12,512)
(h1,h2)~Q(2) Q( ( 1 h2)

(h1, hg)
(h17 h2)
hy, h

E O ( 1 2) E loge
(h1, h2)~Q<2> ( hg) (h1,h2)~Q®

= KL( HP(Q)) +m E D((112>512||a127512)

_—
mD (a12,B12|a12,812)

>

mD(arz,B12]la12,812)

)

E log
(h1,h2)~Q(2) Q(Q)
(2
O@ (hy. ho)

(hly Q)NQ(2)
= 2-KL(Q|IP) + E  D(ay, fiollaw,
(QIP) m(hhhg)NQ@) (a2, Pr2laiz, fr2)

> 2. KL(Q||P) + mD(a, Bollag, fo)

ou la derniere inégalité est une conséquence de l'inégalité (6.3) que I'on suppose valide
pour D.

Le lemme A.0.2 permet d’appliquer le théoreme 6.4.1 avec la fonction de pseudo-
distance D(ag, Bollag, Bo) = Kl(ag, Bollag, Bq). Ceci méne aux corollaires 6.4.2 et 6.4.3,
ce dernier corollaire correspond en fait au théoreme 4.7.1, nous obtenons ainsi une
démonstration de celui-ci (laquelle avait été omise au chapitre 4).

Corollaire 6.4.2. Soit H un ensemble de classificateurs et P une distribution sur H

)z1-0

ot ag et Bg sont deur valeurs quelconques parmi eq, sg et dg, ag et 6AQ sont leurs

et soit 6 € (0,1]. Alors nous avons

og £a(m)

2-KL(Q||P) +log 2

~

1
m

py. (vQ: M(@, Rl o) <

valeurs empiriques observées sur l'ensemble S et &(m) est donnée par
‘ m m—j o N k k . k m—j—k
D2 ()7 GV G 050
oo \J k m m m m

Démonstration : Conséquence du théoreme 6.4.1 en utilisant

o

D(@a 31\2“@127 512) = kl(a/1\2>§1\2Ha12, 512) )
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qui respecte bien I'inégalité 6.3 (selon le lemme A.0.2). Le corollaire découle directement
de cette application du théoreme, en effet, dans ce cas nous avons

E E ekl(@,ﬁ/\mllau,ﬁlz)
S~ D™ (hy,ho)~P(2)

__\man o mbr2 = m(l-a12—f12)
a12>ma12 (512) (1 — a12 — 512Z>

E E —_—
(h1,hg)~PR) S~D™ \ @19 B2 laiz — B2

m m—j .
_ a5 =2 .
= E )Z [SPDTM (am = A Pra m)

(hh2)~P® 525 =

mais s —— mBis o —— m(1—a12—PBis
. <6—1\2> 12 <612> B12 (1 - B12> (1—a12—P12)
12 512 1—ap— 512

- E i S [<m> (mk_ j) (a12)’ (B12)" (1 = arg — Bro)" 77"

(h1sh2)~P2 525 =g | \J
(j/m)j (k’/m)k (1 —j/m— lc/m)mjlC
12 512 1 —ap— 512

EECTW N ba )

A partir du corollaire 6.4.2 nous pouvons facilement retrouvé le théoréme 4.7.1, qui
est en fait le théoreme 1 de l'article Lacasse et al. (2007).

Corollaire 6.4.3. Soit H un ensemble de classificateurs et P une distribution sur H
et soit 6 € (0,1]. Alors nous avons
) S1os

o aqg et Bg sont deux valeurs quelconque parmi eq, sg et dg, ag et B;; sont leurs

(m+1)(m+2)
20

S~

py. (40 (@, Rllaa, o) < - [2KLQIP) + og

valeurs empiriques observées sur l’ensemble S.

Démonstration : L’inégalité (’;‘) (m*j) (l)j (%)k (1 — % —

m—j—k .
i ) < 1 est valide

3=
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pour tout m, 7,k € N tels que £ < m — j. Nous trouvons alors

SEC@ (4 S
om0 \J k m m m m e

Le corollaire 6.4.2 demeure ainsi valide en remplagant £(m) par

qui donne le présent corollaire. [ |

La fonction &(m) définie dans le corollaire 6.4.2 semble beaucoup plus complexe a
calculer que la fonction £(m) définie dans le corollaire 6.1.2, étant définie a partir d’une
double sommation au lieu d’une simple sommation. Nous avons cependant observé
expérimentalement une égalité tres simple entre ces deux fonctions qui rend le calcul de
&(m) aussi simple que celui de £(m). Cependant, nous ne possédons pas présentement
de preuve analytique de cette égalité, nous la formulons donc sous la forme d’une
conjecture.

Conjecture 6.4.4. Les fonctions £(m) et &(m) sont lides entre elles par 1’égalité sui-
vante

§2(m) = m+¢(m).
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Chapitre 7

Applications pratiques de la borne
PAC-Bayes

La borne PAC-Bayes a déja été utilisée pour justifier a postériori la stratégie de cer-
tains algorithmes d’apprentissage. Par exemple, les SVM (voir Cortes et Vapnik (1995);
Vapnik (1998), voir également Platt (1999); Cristianini et Shawe-Taylor (2000)) ont été
congus comme un algorithme construisant le classificateur linéaire ayant la plus grande
marge normalisée sur les exemples d’entrainement. En voyant un classificateur linéaire
w comme étant un classificateur dit Bayes-équivalent au classificateur de Gibbs associé
a une distribution normale centrée en un point dans la direction de w, il devient possible
d’utiliser le théoreme PAC-Bayes pour obtenir une borne sur le risque d’un classificateur
retourné par un SVM (voir Herbrich et Graepel (2001) ainsi que Langford (2005)). Les
résultats de ces applications théoriques de la borne PAC-Bayes permettent de justifier
partiellement 1'idée de maximiser la marge de classification.

Une autre idée d’utilisation pratique de la borne PAC-Bayes a été d’utiliser celle-
ci dans le but d’effectuer de la sélection de parametres (voir Ambroladze et al., 2004,
2006). L’idée se fonde sur I'observation suivante : certains algorithmes d’apprentissage
demandent pour leur exécution qu’on leur fournisse un jeu d’hyperparametres (par
exemple, deux valeurs réelles, C' et v, pour le SVM avec noyau RBF), la validation
croisée est couramment utilisée pour choisir, lors d’'une application, le «meilleur» jeu
d’hyperparametres. Or, la validation croisée est tres couteuse en termes de temps de
calculs. Une autre approche est de calculer une borne sur le risque des classificateurs
obtenus avec les différents jeux d 'hyperparametre testés : on choisit alors pour construire
le classificateur final, le jeu d’hyperparametres ayant permis d’obtenir la plus faible
borne.
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Nous présentons dans cette partie de la these, des algorithmes d’apprentissage
construisant des classificateurs par vote de majorité de classificateurs de base, pro-
venant d’un ensemble H, ces algorithmes choisirons pour pondérer le vote de majorité
la distribution sur ‘H minimisant une borne de type PAC-Bayes. Ainsi, la borne PAC-
Bayes n’est pas ici utilisée pour partiellement justifier un choix de conception, ou pour
effectuer de la sélection de parametres sur un algorithme quelconque : elle est au coeur
méme de la conception de nos algorithmes. Avant d’aborder nos algorithmes, qui sont
présentés dans les chapitres 8 et 9, nous présentons brievement quelques pistes que nous
avons explorées pour concevoir des algorithme inspirés de la borne PAC-Bayes.

7.1 Minimisation de la borne du corollaire 6.2.1

Il est théoriquement possible de trouver la distribution ) minimisant la borne du
corollaire 6.2.1. Le théoréme suivant donne une expression de cette distribution.

Théoréme 7.1.1. Soit H un ensemble de classificateurs binaires et P une distribution
a priori sur H. Alors, la distribution Q) minimisant la borne du corollaire 6.2.1 est

donnée par

Q) = P(n)eC s

Démonstration : Nous donnons la démonstration dans le cas discret. Dans ce cas, nous
pouvons identifier 'ensemble H par H = {hy, ho,...}. Pour alléger un peu l'écriture,
nous notons respectivement les quantités P(h;) et Q(h;) par P; et Q;.

La distribution ) minimisant la borne du corollaire 6.2.1 est la méme que celle
minimisant la quantité B((Q)) donnée par

KL(Q|P)

m

B(Q)=C- Y QuRs(h) +

sous la contrainte

> Qi=1
=1

A loptimal, Q doit satisfaire les conditions de Lagrange, ¢’est-a-dire qu’il doit exister
A € R tel que pour tout ¢ > 1

1 i
:C-Rs(hi)—l-m(l—l—log%).
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Il suit que
Qi _ piem()\—C’-RS(hi))—l
_ Piem)\flefc-mRs(hi)
1
= Epie—GmRs(hi) :
(0.0
ouz =3 Pe=C¢mEs(h) est une constante de normalisation. [ |

=1

La distribution () s’obtient donc en fonction de la distribution P et du risque empi-
rique individuel de chacun des classificateurs formant le vote. Pour un ensemble H fini
(et de taille raisonnable) de classificateurs , il est alors facile de trouver la distribution
() minimisant la borne du corollaire 6.2.1. Cependant, dans le cas plus général ou nous
voulons minimiser non pas directement le risque de Gibbs, mais le risque associé a une
fonction de perte générale (théoreme 6.3.1), il devient nécessaire également de considé-
rer les classificateurs de H* pour certaines valeurs de k (dépendant de la fonction de
perte). Le nombre de classificateurs a considérer devient alors possiblement tres grand,
voire infini, comme dans le cas de la perte exponentielle (et ce méme si la taille de H
est petite).

Il demeure toutefois possible d’utiliser des méthodes telles que l'algorithme du
Metropolis-Hastings (présenté initialement dans Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970)
pour approcher la distribution @) ; de cette fagon, il n’y a alors pas de probleme a étendre
la méthode a 1'utilisation de noyaux. Cette idée, qui demeure potentiellement promet-
teuse, n’a pas apporté a ce jour de résultats probants.

7.2 Minimisation de bornes utilisant des distribu-

tions paramétrées

La premiere approche que nous avons explorée pour concevoir un algorithme d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondérés par une distribution minimisant
une borne de type PAC-Bayes, fut de restreindre les distributions a priori P et a pos-
tériori () a des distributions normales univariées. Cette approche possede les avantages
suivants :

— il est possible d’exprimer le risque de Gibbs empirique associé a la distribution )

par une expression analytique simple (voir par exemple Langford, 2005) ;
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— il est facile d’intégrer a I’algorithme 1'utilisation de noyaux (polynomial, rbf, ...),
tout comme pour les SVM ;

— le probleme d’optimisation que doit résoudre 'algorithme (qui consiste simple-
ment a trouver le vecteur w étant le meilleur candidat pour définir le centre de
la distribution normale ) est un probléeme d’optimisation sans contrainte (le
vecteur w pouvant étre n’importe quel vecteur de R"™).

Cette approche a conduit a la publication d'un article dans la conférence ICML
(voir Germain et al., 2009a) et se trouve au coeur du mémoire de maitrise de Pascal
Germain (voir Germain, 2009). Nous référons a ces publications le lecteur intéressé par
cette approche.

7.3 Minimisation de bornes sur des votes de majo-

rité de classificateurs simples

L’idée de combiner plusieurs classificateurs de sorte a former un classificateur par
vote de majorité a déja été étudiée par plusieurs chercheurs (voir par exemple Chen et al.,
1997; Kittler et al., 1998); et parmi ces études, plusieurs ont mené a 1’élaboration
de nouveaux algorithmes d’apprentissage, certains ayant eu des répercussions scien-
tifiques importantes ou ayant conduit a des applications commerciales, on peut citer
par exemple :

Bagging : cet algorithme, développé par Breiman (voir Breiman, 1996; Quinlan, 1996),
utilise la méthode du Bootstrap pour simuler la distribution D ayant généré les
données d’apprentissage, puis construit un classificateur par vote de majorité
formé des différents classificateurs obtenus en tentant de minimiser le risque sur
chacune des simulations.

Random Forests : cet algorithme, également développé par Breiman (voir Breiman,
2001), construit un vote de majorité d’arbres de décision. Cette méthode a conduit
au développement d’une application commerciale.

Adaboost : cet algorithme, développé par Freund et Shapire (voir Freund et Schapire
(1995, 1996), voir également Meir et Ratsch (2003)), construit un classificateur
par vote de majorité en sélectionnant dans un premier temps le classificateur de
I’ensemble de base ayant le plus petit risque empirique, ensuite, I'importance des
données dans le calcul du risque empirique est modifiée de sorte a donner plus
de poids aux données mal classifiées et le classificateur minimisant ce nouveau
risque empirique est sélectionné. Ce processus est répété jusqu’a l'atteinte d’un
critere d’arrét. Différentes fonctions de perte peuvent étre utilisées pour calculer
le risque empirique, chacune menant a une variante de I'algorithme, par exemple
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I'utilisation de la perte exponentielle meéne a la variante du boosting nommée
AdaBoost.

L’idée que nous détaillons dans les chapitres suivants s’inspire de ces différents algo-
rithmes d’apprentissage et de la théorie PAC-Bayes. A partir d'un ensemble fini #
de classificateurs de base (dans nos applications il s’agira de souches de décision, qui
consistent simplement en des arbres de décision a une seule couche), nos algorithmes
construisent un classificateur par vote de majorité en pondérant les classificateurs de H
(qui forment le vote) par une distribution ) choisie de sorte a minimiser une borne de
type PAC-Bayes. Il s’agit donc de la méme idée que celle brievement présentée a la sec-
tion 7.2, mais cette fois aucune contrainte n’est imposée a la distribution @ (chapitre 8),
cependant, alors que la précédente approche s’applique a un ensemble continu de clas-
sificateurs, nous sommes maintenant contraint a un ensemble fini. Par la suite, nous
explorons une variante de cette approche (chapitre 9) dans laquelle nous contraignons
la distribution @) a étre une distribution quasi-uniforme (terme que nous définissons
au chapitre 9), cette approche nous permet de réduire la complexité du probléeme sans
pour autant réduire la puissance des classificateurs générés.



Chapitre 8

Vote de majorité sur des ensembles
finis de classificateurs

Nous présentons, dans ce chapitre, un algorithme d’apprentissage générique
permettant de construire des classificateurs par vote de majorité pondéré
par des distributions minimisant des bornes de type PAC-Bayes sur des
fonctions de perte générales. Nous présentons deux versions de ’algorithme,
I'une basée sur le théoréme 5.1.2 et 'autre sur le théoreme 6.3.1, et nous
implémentons ces algorithmes avec les fonctions de perte linéaire (a des
fins démonstratives), quadratique, exponentielle, ainsi qu’avec la fonction
de perte du classificateur de Gibbs a piges multiples — cette derniere ver-
sion de Ialgorithme est 1'objet d’une publication (voir Lacasse et al., 2010).
Nous comparons les résultats de nos algorithmes avec ceux obtenus par Ada-
Boost et par la régression ridge sur des ensembles d’apprentissage provenant
principalement de la banque UCI (voir Blake et Merz, 1998).

8.1 Algorithme générique

Dans ce qui suit, H = {hq,hs,...,h,} dénote un ensemble de n classificateurs
binaires, alors que () correspond a une distribution sur cet ensemble H. Nous associons, a
une distribution ¢ donnée, le vecteur Q de dimension n défini par Q = (Q1, Qa, ..., Q)
avec Q; = Q(h;) pour j = 1,2,...,n. Le vecteur Q a donc les propriétés suivantes :
Q|1 =1 et @Q; >0 pour tout j € {1,2,...,n}.
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Les algorithmes que nous présentons dans ce chapitre construisent des classifica-
teurs par vote de majorité en choisissant, pour pondérer le vote, la distribution () étant
la plus susceptible, suivant les principes a la base de chacun des algorithmes, de dé-
finir le meilleur classificateur par vote de majorité. Ces algorithmes se basent sur des
théorémes de type PAC-Bayes applicables & des fonctions de perte générales. A partir
d’un tel théoreme et d’une fonction de perte, nous pouvons obtenir une borne sur un
risque pouvant étre utilisée comme fonction objectif pour définir un probléeme d’opti-
misation. Ceci suggere 'algorithme d’apprentissage suivant : trouver la distribution @
minimisant la fonction objectif, notée Fi, associée a une borne donnée, puis retourner le
classificateur par vote de majorité pondéré par (), c’est-a-dire le classificateur fg défini
par

fo(x) =sgn (Z thj(x)) :
j=1
En notant h(x) le vecteur (h;(x), ha(x), ..., h,(x)), nous avons, de fagon plus concise

fo(x) = sgn (Q - h(x)) .

Pour chacun des algorithmes présentés dans ce chapitre, le principe de minimisation
de la fonction objectif F (propre a chaque algorithme) est le méme et consiste en
un processus itératif travaillant par paires de composantes. A chaque itération, deux
classificateurs h; et h; sont pigés et un échange de poids optimal d'un classificateur
a lautre est déterminé (soit I’échange permettant de minimiser la fonction objectif).
L’algorithme procede ensuite a cet échange de poids et le processus est recommencé
avec une autre paire de classificateurs. Le tout s’exécute jusqu’a 'atteinte d’un critere
d’arrét (si la fonction objectif cesse de diminuer ou qu’un nombre maximal d’itérations
a été atteint). Il s’agit donc d’algorithmes devant résoudre un probléme d’optimisation
sous contraintes linéaires (car ) doit demeurer une distribution), le processus ici utilisé,
procédant par paires de composantes, est garanti de converger vers le minimum global
de la fonction objectif si et seulement si cette fonction est convexe.

Définition 8.1.1. Pour Q une distribution sur un ensemble H = {hy, hs,...,h,} de
classificateurs et pour A € [—min(Q;,1 — Q), min(1l — Q;, Qx)], on dénote par Qf\’k la
distribution donnée par

' Q(he) + X sit=]
Qih) = Qh) =\ sit=k
Q(h) sinon .

A partir de la distribution paramétrée Qi’k de la définition 8.1.1, nous pouvons
définir des sous-fonctions objectif ngk()\) comme suit :

j déf
z@%mzﬁﬁk
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Pour une fonction objectif Fy donnée, les algorithmes d’apprentissage de ce chapitre
procedent en résolvant une succession de problemes d’optimisation convexe consistant a
trouver le minimum d’une fonction convexe I, ék()\) a une variable réelle. Ces algorithmes
correspondent tous a une spécialisation de 'algorithme générique 1.

Algorithme 1 : Algorithme générique
Entrées S ={(x1,v1), -, Xm,Ym)}, H={h1,ho,..., hy}
Initialiser : Q; = 1/n pour j =1,...,n

Exécuter
Piger j et k aléatoirement dans ’ensemble {1,2,...,n}.
Aopt argmin {Fggk()\)}

AE[—min(Q;,1-Qg),min(Q,1-Q;)]
Qj — Qj + )\apt
Qk — Qj - )\opt

Répéter tant que critére d’arrét non atteint ;

Sortie . fq(x) = sgn (Ei: thj(x)>

Fonction objectif découlant d’un théoreme PAC-Bayes

Lors des échanges de poids A entre des classificateurs h; et hj dans le déroulement
de Dalgorithme générique 1, la distribution @) se trouve étre modifiée en une nouvelle
distribution, que 1'on note f{k, dans laquelle tous les poids des classificateurs de H
restent inchangés par rapport a la distribution @, exceptés Qi’k(hj) et Qi’k(hk) qui sont
respectivement donnés par Q(h;) + A et Q(hy) — A (voir la définition 8.1.1). Comme
chaque distribution Qi’k (pour j,k et A donnés) correspond a une distribution a posté-
riori sur H et comme le théoréme PAC-Bayes (ou I'un de ses dérivés) s’applique pour
borner uniformément le risque (de Gibbs) associé a toute distribution a postériori sur
H, il suit que la borne PAC-Bayes utilisée dans les implémentations de 'algorithme
générique 1 demeurent valide tout au long de leurs exécutions.

Pour chaque théoreme de type PAC-Bayes, il est possible de dériver une fonction
Fggk()\) pouvant servir de fonction objectif dans I'algorithme générique 1 et ainsi obtenir
un nouvel algorithme d’apprentissage. Dans les sections 8.1.1 et 8.1.2, nous présentons
deux approches pour construire les fonctions objectif Fggk()\) qui sont basées sur deux
versions différentes du théoreme PAC-Bayes sur les fonctions de perte générales. Le
théoreme sur les fonctions de perte générales permet de borner des risques associés a
différentes fonctions de perte ; de chacune de ces deux méthodes que nous abordons pour
construire Fgé’k()\), il est possible de concevoir une infinité d’algorithmes d’apprentissage
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différents (un pour chaque fonction de perte ayant la forme acceptée par le théoréme
utilisé).

Dans les chapitres qui suivent, nous analysons quelques algorithmes, chacun basé
sur une fonction de perte donnée. Il a fallut faire un choix pour ces fonctions de perte,
ce choix s’est arrété sur les fonctions de perte linéaire (a des fins démonstratives, voir
section 8.3), quadratique et exponentielle (étudiée respectivement dans les sections 8.4
et 8.5), et sur la fonction de perte du classificateur de Gibbs a piges multiples (sec-
tion 8.6).

8.1.1 Minimisation de la borne du théoréme 5.1.2

Le théoreme PAC-Bayes sur les fonctions de perte générales qui est déduit du théo-
reme PAC-Bayes classique, lorsqu’appliqué aux problemes d’optimisation que doit ré-
soudre une implémentation de l'algorithme générique 1, prend la forme

ngm (VQ sur H, VA € I5":

kl(@“()\) HAgf(A)) < ;L[ka-KLgk()\)+log 5%”)}) > 1-6, (8.1)

ou Igjk est l'intervalle de valeurs possibles pour A, c¢’est-a-dire

Ajék()\) correspond a un risque empirique et Agk(k) correspond & un vrai risque (chacun
défini a partir d’une fonction de perte donnée). Plus précisément, dans l’appliggtion
du théoreme sur les fonctions de perte générales (théoreme 5.1.2), Aé}k()\) et Aék()\)
prennent la forme

Jk _ o . Ik — o -
AFN =5 [ —90)] + 5 1 AT = 5 [Cr —9(0)] + 5.

pour CQJ;,k une fonction de risque définie a partir d’une fonction de perte de la forme de
A

I’équation 5.6, avec Qi’k la distribution sur H donnée a la définition 8.1.1.

A noter que f\k n’est rien d’autre qu’une distribution a postériori sur H, le théoreme
PAC-Bayes sur les fonctions de perte générales s’applique uniformément pour toute
distribution de cette forme, la borne est donc bien valide simultanément pour toute
valeur que peuvent prendre les parametres j, k et \.
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Pour ) donnée et j, k fixés, une borne supérieure de Aék()\) peut étre obtenue a
partir de la valeur maximale B telle que

- 1 .
Kl (Agk(A) H B) < [/f KL (A) + log

ou KLg“(A) correspond & la divergence de Kullback-Leibler entre Q" et P (la distri-
bution & priori), c¢’est-a-dire

§(m)

(5 I

KLy (\) €

KL(Q3"|1P)

(8.2)
KL(Q[P) + (Q; + M) log(Q; + A) + (Qr. — A) log(Qr — A)
—Q;log Q; — Qi log Qy .

Cette application du théoreme PAC-Bayes méne a la fonction objectif Fék suivante
dans I'algorithme générique 1

' A 1 - §(m)
Fr ) = maX{B : kl(Ag’“(A) HB> < m[ka~KLg’“(A) + log > ” .
Comme 1'égalité dans le max ci-haut est atteinte, nous avons

kl(@f@) H Fg;’“(A))

1
m

{ka CKLEH () + log £(m)}

5 0.

Pour une fonction Ag"(\) dérivable et convexe, nous pouvons transformer le pro-

N I ik N .
bleme de recherche du minimum de F3"()) en un probleme de recherche de I'unique
zéro de sa dérivée. En calculant les dérivées, on trouve

FEH (1 = AL (V)
L), ( F5* ) = AF ) )
O\ FE N0 = )
;)\KLZ%()\) — log (gi ’ i) |
Il suit que 'on doit avoir 1’égalité

0

OALF(N) log AN = FFF N
R\

)
FFFA) (1~ AZ;'“(A)))

e ( FFO) — AB ) ) )
)

@ log (Qj i A)
FEFONA=F Q)| m Qr—A) "
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OFL"(\) .
B

ce qui donne pour

ko (@A) PR AFOV-FEE )
. fa 0 4 - =g -lo N <
OF5*(N) " 8 (53) = § <F3’C<A><1—Ag’“w>
o\ F5FO)-ALF ()
FEFO)(-F5F (V)

L’expression de droite est égale a zéro si et seulement si son numérateur est égal a
zéro, c’est-a-dire si et seulement si la valeur de \ est telle que

oA (AFWa-E )k (212 -
on FEH (1 — A5 (V) m B\ =" o~

A noter que l'on a l'inégalité F(f?k(/\) > 0 et si Aé}k()\) < 1, alors on a également
ngk()\) > Aék()\) et Fggk()\) < 1. Dong, le dénominateur principal dans 'expression de

droite ne peut étre égal a zéro que dans le cas extréme ou Agk()\) =1.

Ainsi, le probleme d’optimisation consistant & minimiser Fék()\) pour des valeurs
données de j et k est équivalent a résoudre I'équation 8.3.

Théoreme PAC-Bayes pour les fonctions de perte valant % en Wy = %

Dans ce cas, nous voulons minimiser le risque associé a une fonction de perte (g de
la forme de I’équation 5.1. Pour mettre I’emphase sur le fait qu’a chaque itération de
I'algorithme (c’est-a-dire avec j, k et @ fixés) nous minimisons le risque en fonction de la
variable A, nous notons Cék()\) le risque pour la distribution Q4* (voir la définition 8.1.1),
nous avons donc

GO g (8.4)

Nous trouvons comme valeurs de Agk()\) et de sa dérivée (voir théoreme 5.1.1)

1

AB(\) = Cl -3+

2] "2
DAY _ 19"
o\ o, ON
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En portant ces deux quantités dans I’équation 8.3, I’équation a résoudre devient main-

tenant
G G- (-B)) kg,
e ( FE;(/\) € } [%(A)QD Selas)
ou
FEF () ™ max {B : kl(cla [Eg;’f(A) - ;] 4 ; HB) < ;{ka.KLgf(A) + log 5(;1)” |

En effectuant quelques simplifications, nous obtenons ’expression

oy (N -1ra) (-FEN)) bk 00
Qilog : — S alOg( J ):0
OA FEF (N (ca =265 (V) + 1) " @

Théoréme PAC-Bayes pour les fonctions de perte valant 1 en Wy, = %

Dans ce cas, nous voulons minimiser le risque associé a une fonction de perte (g de

la forme de I'équation 5.6 avec ¢g(0) = 1. Nous trouvons comme valeurs de Agk()\) et de
sa dérivée (voir théoréme 5.1.2)

- kY
- GW=1, 1 9
DAL\ 1 0G () a0

N 2c, OX

En placant ces valeurs dans I’équation 8.3, nous trouvons comme équation a résoudre

o (CQ”H - ) (1= F5* )
1 a ) )\ 2¢q 2 .
= CQ(>.1Og —kalog<QJ+>\>=0,

2Ca (9)\ . C/jﬁgo\)_l m Qk —\
ngk()\) <; _ Q2ca >
ou
j déf 1 773 1 1 , £(m
FIF ) :maX{B ; kl(Qca {%k(x) - 1} -, HB> < m[ka-KLg’“(A) log <5 )” '

En effectuant quelques simplifications, nous obtenons ’expression

oA B0 (e = ') +1) B

):0. (8.7)
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8.1.2 Fonction de perte générale (Théoréme PAC-Bayes ver-

sion Catoni)

Le théoreme PAC-Bayes sur les fonctions de perte générales de la forme de ’équation
5.6, c’est-a-dire de la forme

Colx,y) = g(0) + Y- g(k) (2Wo(x,y) - 1)"
k=1
qui est déduit du théoreme PAC-Bayes version Catoni (théoreme 5.1.2), lorsqu’appliqué

aux problemes d’optimisation que doit résoudre une implémentation de l'algorithme
générique 1, prend la forme suivante (pour C’ et § des quantités fixées a priori) :

Pr (vcg sur H, VA € I5": ¢5F(N) < 2, (M(ff(A) — 1) + g(O)) > 1-45, (88)

S~Dm 2
ou
Mj,k()\) = ot 1 —exp {— (C" : {1 (C/]\k(/\) - 9(0)) + 1}
Q 1-— G_Cl 20@ @ 2
k
+—(ka - KL (A) + log 5))]}
avec 0 R
co @ S glk)] et ke =S ke|g(k)].
k=1 Ca k=1

Dans le cas des fonctions de perte (g telles que (g(x,y) = 1 lorsque Wy(x,y) = %,
soit le cas qui nous a intéressé dans la plupart de nos applications de cette version du
théoréme, la quantité g(0) est simplement égale a 1. Pour rappel, Cg?k()\) et KLék()\)
sont respectivement définis aux équations 8.4 et 8.2, et finalement, ]éjk est 'intervalle
de valeurs possibles pour A, c¢’est-a-dire

I3 = [~ min(Q;, 1 — Qi) min(Qx, 1 — Q;)] -

Pour minimiser la fonction %’k()\), nous devons trouver la valeur A\ permettant de
minimiser la quantité

2%, (Mgg’w) - ;) +4(0).

Minimiser cette fonction est équivalent a simplement minimiser ngk(k), et une pe-
tite analyse de cette derniere révele que la valeur A recherchée est celle minimisant la
quantité

FGE(A) =C-m- 5" (N) + KLg'(\) (8.9)
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wC=———.
on 2-¢, -k,

Pour une fonction Qék()\) dérivable et convexe, nous pouvons transformer le probleme
cle\ trouver le point A optimal en un probleme de recherche du zéro de la dérivée de
%k(/\) En effet, dans ces conditions, trouver la valeur A minimisant la quantité donnée
a l’équation 8.9 est équivalent a trouver I'unique solution de I’équation (9Fgé’k JOX =0,
et donc I'unique solution de 1’équation

ac () )
C’~m-%\()—|—log<gi:\>:0. (8.10)

Fonctions de perte passant par %

Le théoreme 5.1.1 donne une formulation particuliere pour les fonctions de perte (g

L et représentées sous la forme

valant % pour les exemples (x,y) tels que Wy(x,y) = 3

de I’équation (5.1), c’est-a-dire sous la forme

Co(x,y) = i QWQxy)—l)

l\')\»—l

1
2
Cette version du théoreme sur les fonctions de perte générales amene exactement la
méme fonction objectif que la version utilisée précédemment, c’est-a-dire

FEFO) = Com- GO + KL |

ou la constante C' doit étre préalablement fixée. La borne reliée a cette application du
théoreme prend la forme suivante (pour ¢ préalablement fixé)

. ) A 1 1
JPr (VQ sur H YA € 15" 5PN < e, (ngk(x) — 2) + 2) > 1-4, (8.11)

ou
o - el (e (@03
;(ka.KLgk()\)—i-log;))]},
NG A ST
k=1

Ca =1
'

Co kg

avec

et les constantes C' et C” sont reliées par I'égalité C' =
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8.1.3 Meéthode de Newton

Lorsque la fonction de risque (g est appropriée, par exemple si elle est convexe et que
sa dérivée est facilement calculable (ce qui est le cas pour la majorité des fonctions que
nous avons étudiées), il est possible d’utiliser la méthode de Newton pour résoudre les
équations des sections précédentes, c’est-a-dire la résolution de 1’équation Fggk()\) =0
ou, pour le cas du théoreme version Langford-Seeger (voir I'équation 8.3) :

AT AP ON(1 — FEF (A »
o\ FFO - Aoy, ™\

ou A]ék(/\) dépend de la fonction de perte et de la version du théoreme général utilisées
(voir section 8.1.1). Pour le cas du théoreme version Catoni (voir I’équation 8.10) nous

avons

FFOVE 0 om

ik
) + log (Qj i /\> . (8.13)

oA Qr— A
Pour l'application de la méthode de Newton, il est nécessaire de calculer la dérivée
premiere de Fggk()\) On trouve, pour la version Langford-Seeger :

OFS" N ke (Q+Qx)
BT m @0 - Q) 51
DAY (N) (aAg’“(A) . 1
B B @C(A)_(@f(w
OFF (N 1 )
Ox  FYOFES V) -1)

PAFON) [ AFOERO)

)

—1
+ 5 og :
oA F5 (A5 () = 1)

et pour la version Catoni :

RGN _ PN (@ Q)
no O TR TG 000 )

L’algorithme 2 présente une version de l'algorithme générique 1 dans laquelle la
méthode de Newton est utilisée pour minimiser la fonction objectif. Dans cet algo-
rithme, la fonction Fg?k peut soit correspondre & une fonction du type des fonctions
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Algorithme 2 : Algorithme générique implémentant la méthode de Newton
Entrées :S={(x1,v1), - -, Xm,Ym)}, H ={h1,ho,...,hp}
Initialiser : ); = 1/n pour j =1,2,...,n

Exécuter
Piger j et k aléatoirement dans ’ensemble {1,2,...,n}.
Poser A, = 0.
Exécuter
)\tmp — )\opt
FZR(N,
Aopt < Aopt — M
BFCJQ’
W()‘ozot)

Répéter tant que |\,pr — A\ip| >précision voulue ;
Si Aoyt < —min(Q;, 1 — Q) alors

‘ )\opt — — mlH(Q], 1— Qk)
FinSi
Si Appr > min(Qy, 1 — Q;) alors

| Aopt < min(Qy, 1 — Q)
FinSi

Qj < Qj + )\opt

Qk < Qj - )\opt
Répéter tant que critére d’arrét non atteint ;

des équations 8.3 et 8.10 (provenant du théoréme sur les fonctions de perte générales
en version Langford-Seeger ou Catoni), soit correspondre a la dérivée d’une quelconque
fonction objectif associée a une fonction de risque (qui doit étre de préférence dérivable
et convexe).

A noter que le choix initial Aopt = 0 de 'algorithme n’est pas arbitraire. En effet,
puisqu’a chaque nouvelle itération de 'algorithme la fonction objectif s’approche da-
vantage d’un minimum, les valeurs de A, trouvées doivent tendre vers zéro. Donc,
a chaque nouvelle itération de I'algorithme, la méthode de Newton commence sur un
point s’approchant de plus en plus du zéro de la fonction F. j’k; a la limite, lorsque la
convergence est atteinte avec la précision voulue, le choix initial A\, = 0 est optimal.

8.1.4 Echange de poids style AdaBoost

Dans les algorithmes 1 et 2 présentés dans ce chapitre, nous considérons seulement
des échanges de poids pouvant se faire entre deux classificateurs formant une paire
choisie aléatoirement. Il est cependant possible de procéder autrement, nous pouvons
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par exemple rechercher un échange de poids simulant d’une certaine fagon 1’approche
utilisée dans AdaBoost, c’est-a-dire en pigeant un seul classificateur h; et en recher-
chant I’échange de poids optimal A € [-Qg, 1 — Qx| qu'il est possible de faire entre ce
classificateur h; et ’ensemble des autres classificateurs de H. Apres avoir trouvé cette
valeur )\, la distribution ) peut alors étre mise a jour de la fagon suivante :

Qr + Qr + A
Qi+ Q= A %

1= Qk

Vie{l,2,....n}j#k.

Nous n’avons cependant pas expérimenté cette approche de conception de 1’algo-
rithme.

8.2 Méthodologie des expérimentations

Avant de présenter les différents algorithmes d’apprentissage que nous avons congus
en nous basant sur I'algorithme générique 1, nous présentons la méthodologie que nous
avons utilisée pour comparer les algorithmes.

Les algorithmes d’apprentissage avec lesquels nous avons travaillé construisent des
classificateurs par vote de majorité a partir d’'un ensemble de classificateurs de base.
Dans toutes nos expérimentations, nous avons utilisé des souches de décision comme
classificateurs de base. Ces classificateurs dépendent chacun d’un seul attribut du vec-
teur de caractéristiques, ainsi que d’un seuil donné. Pour un vecteur de caractéristiques
x = (%1,%2,...,2xy) donné, la souche de décision hy,, correspond au classificateur

suivant
+b sixp >t

hk’t’b(x) B { —b  sinon

oube {+1,—-1} et t € R.

Pour chaque jeu de données que nous avons testé, I’ensemble de souches de décision
constituant I’ensemble de classificateurs de base a été con¢u comme suit : pour chaque
composante des vecteurs de caractéristiques, nous avons construit 10 souches de décision

min max

de la forme hy 41, ou ¢t prend 10 valeurs uniformément réparties entre a3 et z'®*, ou
T est la plus petite valeur que peut prendre le k° attribut et z®* la plus grande.
Pour un jeu de données dont les vecteurs de caractéristiques posseédent N attributs,

I’ensemble H contient donc 2 - 10 - N souches de décision.
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Pour comparer les algorithmes entre eux, nous avons sélectionné 21 ensembles de
données. La majorité de ces ensembles proviennent de la banque UCI (voir Blake et Merz,
1998). Nous avons séparé aléatoirement chaque ensemble de données en deux ensembles :
I'un constituant un ensemble d’entrainement, noté S, et 'autre un ensemble test, noté
T. Pour chaque jeu de données, tous les algorithmes sont entrainés avec le méme en-
semble S et ils utilisent tous le méme ensemble de classificateurs de base. En utilisant
la méthode dite de 'inversion de la queue de la binomiale (voir Langford (2005) théo-
remes 3.3 et 3.9), nous calculons, a 'aide de ’ensemble test T', des bornes inférieures et
supérieures sur le vrai risque de chaque classificateur obtenu. Deux classificateur sont
considérés statistiquement significativement différents si la borne supérieure sur le vrai
risque de I'un (calculée a 'aide de l'ensemble test) est inférieure a la borne inférieure
sur le vrai risque de 'autre. Nous disons dans ce cas que le classificateur possédant le
plus petit risque empirique est statistiquement significativement meilleur (SSM) que
celui possédant le plus grand risque. Le taux de confiance pour le calcul des bornes a
été fixé a 95%, ainsi les bornes inférieures et supérieures sont valides avec probabilité
d’au moins 90%.

8.3 Risque linéaire

La premiere fonction de perte que nous examinons est la simple fonction
d f
€
Z x) # ),

dont le risque associé correspond au risque de Gibbs, noté R(G). Nous avons les égalités
suivantes permettant d’exprimer les risques de Gibbs réel R(Gg) et empirique Rs(Gg)
en fonction des marges réalisées sur les exemples

R(Go) = i x) £ 1)

n 1
>Q ( Svhi(x) )
7y)"’ —1
1 1
—-_- E h
5 T el v (x)
1 1 &
Rg (GQ 9 %ZMQ h(x;) .

=1

Notons ng()\) le risque empirique sur un ensemble S, préalablement choisi, associé a la
distribution @ a laquelle un poids A est transféré du classificateur k vers le classificateur
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j- Donc ng(k) dénote le risque associé 4 la distribution Q4" de la définition 8.1.1. Nous
avons alors

_y 1 1 &
BE) = 5 = 5 32 1 Bioe) + y (05) — y )]
1 1 & m
=55 gy,Q h(x;) — Zy,Ah X;) % ;yi)\hk(xi)

= Rs(Gg) — % Zyz-hj(xi) + — Zyihk(xi)
— R(Gg) — A (; = Rs(hy)) + A (2 - Rs(l))

— Rs(Go) + A(Rg(hj) _ Rs(hk)> .

8.3.1 Borne de Langford-Seeger

Les méthodes décrites dans la section 8.1 peuvent étre appliquées pour minimiser
des bornes du risque de Gibbs. Pour obtenir une fagon de minimiser la borne PAC-
Bayes version Langford-Seeger, nous n’avons qu’a remplacer AJ (A\) par R] (A) et k,
par 1 dans 'inégalité 8.1. En transformant le probleme de minimisatlon en un probleme

de recherche de la racine d’une fonction (voir I’équation 8.3), nous sommes amené a
résoudre ’équation

FP\) =0

avec

. REO(L = FZFO)Y 1. [0+
E5F(\) = (Rs(h;) — Rs(hg) ) - 1o & < — —log | X ,
500 = (Ro(h,) — (i) g(Fék(A)(l_ng(A))) o(213)

et

FR ) = maX{B kl( HB) < 1{KLJ’“(A) +log g(m)]} .
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En calculant la dérivée de Fék (pour l'application de la méthode de Newton, voir
section 8.1.3), nous trouvons

OFY" (V) _ 1 (@4 Q)
O\ m(Q; + N\ — Q)
+3R3’“(A) <8RZ§’“(>\) . 1
) X @(A)—(@(M)
+8ng'“()\) . 1
0N FFEON(EFES(N) - 1)

ik Gk\y
+<Rs(hj) - RS(hk)> log RQk(A)(fZ%(A) 1)
FEE(N(RG(A) — 1)

OFL (N
ON
gorithme permettant de trouver la distribution ) minimisant la borne PAC-Bayes du

En portant les fonctions F’ék()\) et dans l'algorithme 2, nous obtenons un al-

risque de Gibbs (version Langford-Seeger).

8.3.2 Borne de Catoni

Pour la version Catoni du théoreme PAC-Bayes sur les fonctions de perte générales,
la fonction a minimiser, pour une paire 7, k de classificateurs fixée, est donnée a 1’équa-

tion 8.9. En remplacant (g?’k()\) dans cette équation par Réjk()\), nous obtenons comme
fonction a minimiser

FEF(O) = C-m - REF() + KLE ()
=C-m- (Rs(GQ) + ARs(hj) — ARS(M@)) +KL5(N),

ott KL (X) est défini a 'équation 8.2.

Pour minimiser cette fonction, on cherche le zéro de sa dérivée, c’est-a-dire que 1’on
résout
n v7I€ E—
Fé (AN)=0 (8.16)
avec -
at OFG

FR S =% =Cm- (Rs(hj) - Rs(hk>> +log (gi . i) '

On remarque que cette équation doit donner une solution assez simple. En effet, si les

risques empiriques de h; et de hy sont égaux, le premier terme de la dérivée est nul et
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le second s’annule seulement si Q; + A = @ — A, c’est-a-dire seulement si la valeur de
A fait en sorte qu’apres 1’échange de poids, les poids respectifs de h; et hy deviennent
égaux.

Pour ce qui est de la dérivée de ﬁgé’k()\), puisque seul le terme en logarithme est
fonction de A, nous trouvons

OFF"  (Q;+ Q)

oA (Qi+ M@k —A)

OF% (N
oA
algorithme permettant de trouver la distribution ) minimisant la borne PAC-Bayes du

En portant les fonctions ﬁék()\) et dans 'algorithme 2, nous obtenons un

risque de Gibbs (version Catoni).

8.3.3 Résultats empiriques

Ensemble (1) Go-kl || (2) Go-C-ve (3) Go-C-bm SSM
Nom S| | |T] | n || Rr |Borne|| Rp C Rr | C |Borne
Adult 1809|10000| 14 {/0.205| 0.255 ||0.205| 0.2 }/0.205|0.2| 0.245
BreastCancer | 343 | 340 | 9 || 0.068 | 0.134 ||0.059| 0.1 0.068 | 1 | 0.121
Credit-A 353 | 300 | 15 {]0.133|0.241 ||0.133| 0.1 |[0.133]0.5| 0.224
Glass 107 | 107 | 9 | 0.224|0.438 ||0.224| 100 |/ 0.224| 1 | 0.410
Haberman 144 | 150 | 3 |/0.273|0.387 ||0.273| 0.001 |/0.273|0.5| 0.355
Heart 150 | 147 | 13 | 0.231 | 0.415 ||0.204| 0.2 0.2310.5| 0.392

Tonosphere | 176 | 175 | 34 || 0.194 [ 0.349 [[0.154| 02 [[0.194| 1 | 0.331
Letter:AB | 500 | 1055 | 16 || 0.093 | 0.165 ||0.049] 0.005 || 0.093 [0.5] 0.152 |[(2)
Letter:DO | 500 | 1058 | 16 || 0.141 [ 0.214 |0.104| 0.05 |[0.141 [0.5] 0.199 |/ (2)
Letter:0Q | 500 | 1036 | 16 || 0.257 [ 0.328 || 0.208 | 0.1 [[0.194[0.5] 0.327 [[(2,3) < (1)
Liver 170 | 175 | 6 |/ 0.406 [ 0.576 || 0.400 | 0.001 [[0.389[0.5] 0.545
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 0.046 [ 0.111 |0.020] 0.02 |[ 0.046 [0.5] 0.107 |[(2) < (1,3)
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 784 0.045 [ 0.124 [|0.035] 0.05 |[0.049 [0.5] 0.118
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 0.144 [ 0.263 [|0.143] 20 |[0.145 [0.5] 0.248
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 0.153 [ 0.228 [|0.093] 0.05 |[0.138 [0.5] 0.215 [ (2) < (1,3)
Mushroom | 4062 4062 | 22 || 0.209 [ 0.245 ||0.132] 0.005 |[ 0.209 [0.1] 0.241 [[(2) < (1,3)
Ringnorm  |3700| 3700 | 20 || 0.398 [ 0.420 || 0.407 | 20 [[0.397[0.1] 0.413

Sonar 104 | 104 | 60 || 0.356 | 0.515|/0.269| 100 |/ 0.385| 1 | 0.488
Usvotes 235 | 200 | 16 |0.055|0.115 ||0.055| 0.2 |[|0.055] 1 | 0.104
Waveform 4000| 4000 | 21 || 0.207 | 0.229 ||0.124| 0.01 |} 0.140 [0.2| 0.235 ||(2,3) < (1)
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.063 | 0.183 ||0.053| 0.2 0.081] 1 | 0.169

TABLE 8.1 — Comparaison de trois algorithmes d’apprentissage basés sur la minimisation
d’une borne de type PAC-Bayes sur le risque de Gibbs.
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Le tableau 8.1 présente les résultats obtenus par trois algorithmes, chacun concevant
un vote de majorité pondéré par une distribution () optimisant une borne sur le risque
de Gibbs : G-kl dénote I'algorithme minimisant la borne du théoreme 5.1.1, alors que
Go-C-ve et Go-C-bm dénotent deux versions de I'algorithme minimisant la borne du
théoreme 6.3.1. Pour chacune de ces deux versions de 1'algorithme, nous avons testé un
jeu de 16 valeurs différentes du parametre C' (0.01, 0.02, 0,05, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 5, 10,
20, 50, 100, 200, 500 et 1000), dans la version G-C-vc le parametre C' permettant de
construire le classificateur final est choisi par validation croisée, alors que dans la version
Go-C-bm, c’est le parametre permettant d’obtenir la plus petite borne de R(Gg) qui
est choisi.

En fait, comme nous pouvions nous y attendre, les résultats empiriques obtenus en
testant ces algorithmes sur des données empiriques ne sont pas trés bons (et cela ne vaut
pas la peine de comparer les résultats avec ceux d’AdaBoost ou de la régression ridge).
Ces mauvaises performances des algorithmes sont en soit un résultat positif pour nous,
puisqu’ils illustrent 'importance de considérer des fonctions de perte plus complexes
que la simple perte linéaire.

8.4 Risque quadratique

Nous étudions dans cette section deux algorithmes d’apprentissage basés sur la mi-
nimisation de bornes PAC-Bayes du risque associé a la perte quadratique, cette derniere
étant définie, pour un exemple (x,y) donné, par

2

dé -h(x
(%, y) f<yQ,y()—1> )

ou v est un hyperparametre pris dans l'intervalle [0, 1). Le risque quadratique, noté gg,
et le risque quadratique empirique évalué sur un ensemble S = {(x1,¥1), (X2,¥2), - -,
(Xm, ym)} (préalablement choisi), noté (), sont donnés par

vQ-hix) N\ 5 1m<mh<>_>
CQ_(Xy)~D< Y 1) et G = ZZ1 y L

Pour un hyperparametre v et une distribution ) donnés, notons Cék(A) le risque
quadratique associé a la distribution Qg\k Nous avons

m(yQ - h(x) + yidhy(x) — pidh(x)
z( ' 1) |

1
m

40y

=1
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En définissant

Aq(y, k) =

(yZQ hix) =) (B = hulx) ) (37)

Do) = - fj )’ (8.18)

nous pouvons écrire de facon plus compacte

CGBF (V) = Co + Mo, k) + X2Dg(j, k) (8.19)

Les dérivées premiere et seconde de cette fonction par rapport A sont données par

—

i,k o . .
anoe N =Ao(j k) +2ADq(j, k)
et

02 T )
Nous présentons, dans les sous-sections suivantes, deux algorithmes d’apprentissage
construisant des classificateurs par vote de majorité pondéré par une distribution mi-
nimisant une borne sur le risque quadratique : un premier algorithme est basé sur le
théoreme sur les fonctions de perte générales version Langford-Seeger (théoreme 5.1.1),

et le second sur le méme théoréme en version Catoni (théoreme 6.3.1).

8.4.1 Minimisation de la borne du théoreme PAC-Bayes ver-
sion Langford-Seeger

Nous nous basons a nouveau sur les sections 8.1.1 et 8.1.3 pour concevoir I'équa-
tion que doit résoudre 'algorithme d’apprentissage et pour formuler une méthode pour
résoudre cette équation (soit en fait une implémentation de la méthode de Newton).
Comme la perte quadratique vaut 1 sur les exemples (x,y) tels que Wy(x,y) = % (en
effet, lorsque Wy (x,y) = %, I'égalité yQ - h(x) = 1 — 2Wy(x, y) nous indique que 'on
doit avoir yQ - h(x) = 0), minimiser la borne du risque quadratique est équivalent a
résoudre 'égalité 8.7.

oG (N (W 1+ )= FO)) 26k (@J + A)
. IOg : — — 10 07
o 5O (e — GFO) + 1) meA@e

ou

: . 1
FHF() = max {B : kl(

2¢,

{g/g\’“(,\) - 1} + ; H B) < ;[/{a - KLEF(A) + log g?)” .
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avec

2 1 1
Ca=—+—5 et k= L—I_l .
YT Y+3
En portant dans les équations (8.12) et (8.14) les quantités données par
; 1 =% 1
AP = o |G -1] +3
B = 5 [@F0 1] + 3

et ses dérivées premiere et seconde, ainsi que les quantités ¢, et k, données ci-haut (ou
C(Sk(/\) est donnée a I’équation 8.19), nous obtenons les fonctions Fék()\) et %ﬁé’k()\)
qu’il faut placer dans I’algorithme 2 pour obtenir un algorithme d’apprentissage retour-
nant un classificateur par vote de majorité pondéré par la distribution ) minimisant la
borne du théoreme 5.1.1 appliqué avec le risque quadratique.

8.4.2 Minimisation de la borne de Catoni

En portant dans les équations 8.13 et 8.15 les expressions que nous avons calculées

pour les dérivées de Cék()\), nous obtenons les fonctions ﬁék()\) et a%ﬁé’k()\) suivantes :

FFoy€ e (AQ(J,/f) + 2>‘DQ<371€)> +log (gk i A) ;
%G Ny cpgli + Bt
=2 C Dq(j, k) + Qi+ N Qe =N

En portant ces deux fonctions dans l'algorithme 2, nous obtenons un algorithme d’ap-
prentissage retournant des classificateurs par vote de majorité pondéré par une distri-
bution () minimisant la borne du théoreme 5.1.1 appliqué avec le risque quadratique.

8.4.3 Temps d’exécution

Les temps d’exécution des algorithmes donnés dans cette section dépendent princi-
palement du nombre d’itérations effectuées durant I'exécution, c¢’est-a-dire du nombre
de transferts de poids effectués et de temps nécessaire aux différentes itérations.

Chaque itération nécessite de calculer les valeurs Ag(j, k) et Dg(j, k). Le temps de
calculs de Dg(j, k) est clairement de 'ordre de O(m) (ot m est le nombre d’exemples).
A cause du produit scalaire présent dans la sommation, le temps de calcul de Ag(y, k)
est apparemment de l'ordre de O(m - |H|). Cependant, en maintenant a jour un vecteur
des marges, c’est-a-dire un vecteur M = (My, My, ..., M,,) tel que M; = 1;Q - h(x;) Vi,
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le calcul de Ag(j, k) se fait dans un temps de l'ordre de O(m). A noter qu’il faut
initialement poser M; = 0 V.

Une fois les quantités Ag(j, k) et Dg(j, k) calculées, la recherche de A, se fait dans
un temps constant, c’est-a-dire qui peut étre borné par une valeur qui ne dépend ni
de m ni de |H|. 1l faut ensuite mettre a jour le distribution @), ce qui se fait en temps
constant, et mettre a jour le vecteur des marges, ce qui se fait dans un temps de ’ordre
de O(m), puisqu’il s’agit de poser

Mi <— Mz + yi)\opthj(xi) — yikopthk(xi) Vi .

Ainsi chaque itération de 'algorithme s’exécute dans un temps de l'ordre de O(m). Le
temps total d’exécution de 'algorithme est donc de l'ordre de O(m - T'), ou T est le
nombre d’itérations effectuées lors de I'exécution.

8.4.4 Résultats

Ensemble (1)AB (2)RR (3) Quad-C (4) Quad-kl SSM

Nom [S| |7 n Ry Ry C Ry 5 C Ry ~

Adult 1809 | 10000 | 14 || 0.149 |[0.148| 0.2 || 0.1563 | 0.5 | 0.2 || 0.161 | 0.5 (1,2) < (4)
BreastCancer | 343 | 340 9 0.053 || 0.050 | 10 || 0.041| 0.7 0.1 || 0.050 0.9

Credit-A 353 | 300 | 15 0.170 || 0.157 | 2 |/ 0.133| 0.5 0.2 || 0.150 0.2

Glass 107 | 107 9 0.178 || 0.206 | 5 0.187 | 0.1 2 0.196 | 0.0001

Haberman 144 | 150 3 0.260 || 0.273 | 20 || 0.273 0.8 ]0.01{/0.260| 0.3

Heart 150 | 147 | 13 0.252 || 0.197 | 1 0.163| 0.5 |0.01|| 0.184 |[0.0001

Ionosphere 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 |0.05 || 0.103 | 0.2 0.1 || 0.131 0.6
Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.010 |[{0.003| 0.2 || 0.004 | 0.1 |0.01( 0.027 | 0.2 (1,2,3) < (4)
Letter:DO 500 | 1058 | 16 || 0.036 |[0.026 |0.05| 0.026 | 0.1 0.1 || 0.045 |0.0001 (2,3) < (4)
Letter:0Q 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.049 | 0.05 |0.02 | 0.062 |0.0001 (1) < (4)

Liver 170 | 175 6 0.320 [|0.309| 5 0.354 | 0.6 |0.05|| 0.360 | 0.8
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.008 || 0.015 | 0.05 || 0.015 | 0.005 | 0.2 || 0.011 0.3
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 | 0.013 || 0.011 |0.05|[0.010| 0.02 |0.01 | 0.021 0.2 (2,3) < (4)

MNIST:1vs8 | 500 | 1936 784 | 0.025 || 0.024 | 0.2 || 0.021| 0.1 |0.05| 0.046 0.3 (1,2,3) < (4)
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 | 0.047 |{0.033| 0.2 || 0.041 0.3 |0.05( 0.048 |0.0001
Mushroom 4062 | 4062 | 22 || 0.000 || 0.000 |0.02 || 0.000 | 0.0001 | 0.01 || 0.021 0.5 (1,2,3) < (4)
Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.043 |{0.037|0.05 0.037| 0.05 |0.02]|| 0.062 | 0.05 (1,2,3) < (4)

Sonar 104 | 104 | 60 || 0.231 || 0.192 | 0.05 || 0.202 0.2 1 0.154 | 0.0001
Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 |/ 0.055| 0.3 |0.05(0.055| 0.9
Waveform 4000 | 4000 | 21 0.085 || 0.079| 10 || 0.079| 0.5 0.5 || 0.083 0.4
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.049 || 0.049 | 0.2 || 0.053 | 0.05 |0.01 0.032| 0.8

TABLE 8.2 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes d’apprentissage basés
sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque quadratique.

Le tableau 8.2 présente des résultats d’expérimentations de deux algorithmes d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondérés par des distributions minimisant
une borne de type PAC-Bayes du risque quadratique. L’algorithme identifié par Quad-C
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est basé sur la version Catoni du théoreme sur les fonctions de perte générales, alors
que l'algorithme Quad-kl est basé sur la version Langford-Seeger.

Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge
(RR) (voir Hoerl et Kennard, 1970b,a) sur 21 ensembles de données (la méthodologie
employée pour les comparaisons est décrite a la section 8.2). Les valeurs testées pour
le parameétre v correspondent & l’ensemble {0.0001,0.0002, 0.0005,0.001,0.002,0.005,
0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1} et celles du parameétre C' a ’en-
semble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,1,2,5,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000}. La colonne
SSM indique que 'algorithme Quad-kl est clairement moins performant que les autres
algorithmes, puisqu’il est significativement moins bon qu’au moins un des autres algo-
rithmes sur 8 ensemble de données, et méme significativement moins bon que les trois
autres algorithmes sur 4 ensembles de données. Aucune autre différence significative
n’est présente, c¢’est-a-dire que Quad-C est essentiellement équivalent a AdaBoost et a
la régression ridge.

8.5 Risque exponentiel

Dans cette section, nous nous intéressons a concevoir des algorithmes construisant un
classificateur par vote de majorité pondéré par une distribution minimisant une borne du
risque exponentiel. Ces algorithmes seront en fait des implémentations de 'algorithme 2,
il nous suffit alors de définir les fonctions ﬁ’ék(z\) propres a chaque algorithme. Comme
nous avons fait précédemment pour les risques linéaires et quadratique, nous présentons
deux algorithmes, I'un basé sur la borne fournie par le théoréme sur les fonctions de perte
générales découlant du théoreme PAC-Bayes version Langford-Seeger (théoreme 5.1.2),
et Pautre basé sur ce méme théoreme en version Catoni (théoreme 6.3.1).

La perte exponentielle sur un exemple (x,y) est donnée par

Ey(x,y) = exp <—yQVh(X)> ,

oty € (0, 00) est un hyperparametre. Le risque exponentiel, noté £)(x, y), et son risque

empirique sur un ensemble fixé S de m exemples, noté 532, sont donc donnés par

_yQ'h<X>>

E)= E ex
Q(Dp< v

et
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Pour #, fixé posons

gg}( déf ;f:leXp < yzQ h(x;) Ayih;(xi) I Ayihs(xi)>
l = ox yzQ h Xz ox _)\yihj(xi) ox )\yihk(xi)
e (1O o (A e ()
- LSy (22 i HRREDY 11 ) = )
+ 7; <—> > exp (_M) I(hj(x;) = —hi(xi) = yi)
+ E exp (2)\> > exp <—yZQh(Xz)> I(hj(x;) = —hi(x;) = —ui) -
m = v
En posant

D30 1) = 3o (<L i ) — s )

D300 = - 3o - HLROD i ) = ) = ),

Dati k) = 3o (= XD 11, 00) = ~at) = -0,

nous pouvons écrire de fagon plus concise

—

E5' ) = D50+ D3GR e (<) Dgliky e (2) . s20)

—

Les dérivées premiere et seconde de Sé’k()\) sont alors données par

2D (j, k) oA\ 2D5(j, k) 22
9 gkny = 2200 <_)+Q’ex () 8.91
“ P oy ADAGR) (D) DGk 0 oo
8A2 = ’72 Xp 7 72 Xp ,7 . .

8.5.1 Borne de Langford-Seeger

Pour minimiser la borne du théoreme 5.1.2 appliqué avec le risque exponentiel, il
suffit d’implémenter 1’algorithme 2 en définissant de facon appropriée la fonction Fé’k(/\).
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La forme générale de cette fonction est donnée a I’équation (8.12), il nous faut alors
définir la quantité AJQk()\) Selon I'équation (8.5), on a

gy -1 1
V-1 1

2Cq 27

et puisque pour le risque exponentiel nous avons ¢, = e'/7 — 1, on obtient

1 8”“() 1 1
AdF St A Wt
AT =5 T g

Pour les dérivées premiere et seconde de cette fonction, on trouve

81%';0) B (el/w__1 1)y (D(W? k) exp <_27A> ~ Dol Ko (27A>>

82@“&) 2 L 2) L 2\
8/\2 - (61/,y _ 1>72 (DQ<.]7 k) exp <_7> + DQ(.]7 k) exp ('7) )

ALk
En portant ces expressions de AJQk(/\) et de 7(

A0 =

et

dans I’équation (8.12) et en portant

. P AL () ) . :
ces mémes quantités ainsi que 8‘3\2 dans I’équation (8.14), nous obtenons respecti-

~ ok
vement les fonctions Fggk()\) et ‘g/\( ) que nous devons placer dans I'algorithme 2 pour

obtenir un algorithme retournant la distribution () sur ‘H minimisant la borne du risque
exponentiel fournie par le théoreme 5.1.2.

8.5.2 Borne de Catoni

Pour minimiser la borne du théoreme 6.3.1 appliqué avec le risque exponentiel, il
suffit d’implémenter I’algorithme 2 en définissant de fagcon appropriée la fonction F; ék()\)
La forme générale de cette fonction est donnée a I’équation 8.13, en y portant la valeur

g,k
de 88%7)\(/\) donnée ci-haut nous trouvons
20 -2 o 2\ Qi+ A
FJkA <D+],]{Z ‘exp(>—D j. k ~exp()>+l ( ! )
() = == (D8R -exp (=) = Dl by - exp (2 o

on calcule alors pour la dérivée de cette fonction

OFS (N ac (. —2X . 2X Q;+0Q
g)\ - (D (7,k) - exp <7> + DQ(], k) - exp ( >> + O+ )\)(Q:_ 5

dans l'algorithme 2, nous

OFL (N
o
obtenons un algorithme retournant la distribution ) sur H minimisant la borne du

En portant ces expressions des fonctions ﬁé’“(A) et

risque exponentiel fournie par le théoreme 6.3.1.
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8.5.3 Temps d’exécution

En tenant a jour un vecteur des marges (pour plus de détails, voir 'analyse du temps
d’exécution des algorithmes basés sur le risque quadratique, section 8.4.3), le calcul des
quantités Dg(j, k), DS (4, k) et Dg(j, k) s'effectue dans un temps de I'ordre de O(m).

Une fois ces valeurs calculées, la recherche de A,y (le poids transférer entre les
classificateurs h; et hy) se fait dans un temps indépendant de m (le nombre d’exemples)
et de |H|. Suite a cela, la mise a jour du vecteur Q se fait en temps constant et la mise
a jour du vecteur des marges se fait dans un temps de l'ordre de O(m). Ainsi, pour
les deux algorithmes présentés dans cette section, chaque itération s’exécute dans un
temps total de l'ordre de O(m).

8.5.4 Résultats

Ensemble (1) AB (2)RR (3) Exp-C (4) Exp-kl SSM
Nom ‘S‘ |T| n RT RT C RT Y C RT Y
Adult 1809 | 10000 | 14 || 0.149 |/ 0.148 | 0.2 || 0.150 | 0.1 | 0.2 || 0.166 | 0.7 (1,2,3) < (4)
BreastCancer | 343 | 340 | 9 0.053 |/ 0.050| 10 || 0.062 | 0.5 2 0.056 | 0.9
Credit-A 353 | 300 | 15 || 0.170 |[ 0.157 | 2 | 0.153 | 0.2 | 0.2 ||0.140| 0.8
Glass 107 | 107 9 0.178 0.206 | 5 0.168| 0.1 1 0.187 | 0.9
Haberman 144 | 150 | 3 0.260 || 0.273 | 20 || 0.253| 0.9 1 0.273 | 0.05
Heart 150 | 147 | 13 0.252 0.197 1 0.156 | 0.6 1 0.163 | 0.5
Tonosphere 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 | 0.05 | 0.097| 0.02 | 2 0.154 | 0.7
Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.010 |[{0.003 | 0.2 || 0.004 |0.001 | 1000 || 0.039 | 0.6 (1,2,3) < (4)
Letter:DO 500 | 1058 | 16 || 0.036 |[0.026 |0.05 || 0.036 | 0.01 | 0.5 || 0.073 | 0.3 (1,2,3) < (4)
Letter:0Q 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.055 | 0.005| 0.01 || 0.104 | 0.5 (1,2,3) < (4)
Liver 170 | 175 | 6 0.320 ||0.309| 5 |/ 0.360 | 0.2 | 0.5 || 0.337 | 0.8
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 | 0.008 0.015 | 0.05 ([ 0.007 | 0.05 | 50 0.016 | 0.5 (3) < (4)
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 | 0.013 |/ 0.011|0.05 | 0.012 | 0.01 | 5 0.034 | 0.5 (1,2,3) < (4)
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 | 0.025 0.024 | 0.2 |{0.021| 0.02 | 50 0.070 | 0.5 (1,2,3) < (4)
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 | 0.047 |/ 0.033| 0.2 || 0.046 | 0.05 | 2 0.069 | 0.5 (1,2,3) < (4)
Mushroom | 4062 | 4062 | 22 || 0.000 | 0.000 |0.02[[0.000 [0.001| 0.5 || 0.070 | 0.4 (1,2,3) < (4)
Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.043 || 0.037 | 0.05 ([ 0.029| 0.01 | 0.05 || 0.118 | 0.4 || (1,2) < (4),(3) < (1,4)
Sonar 104 | 104 | 60 || 0.231 [[0.192|0.05 || 0.240 [0.001| 0.5 || 0.202 | 0.7
Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 |[0.055| 0.9 5 |/0.055| 0.9
Waveform 4000 | 4000 | 21 || 0.085 |/0.079| 10 || 0.081 | 0.2 | 0.05 | 0.090 | 0.3
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.049 || 0.049 | 0.2 || 0.042|0.001| 200 || 0.046 | 0.6

TABLE 8.3 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes d’apprentissage basés
sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque exponentiel.

Le tableau 8.5.4 présente des résultats d’expérimentations de deux algorithmes d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondéré par une distribution minimisant
une borne de type PAC-Bayes du risque quadratique. L’algorithme identifié par Quad-C
est basé sur la version Catoni du théoreme sur les fonctions de perte générales, alors
que l'algorithme Quad-kl est basé sur la version Langford-Seeger.
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Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge
(RR) sur 21 ensembles de données (la méthodologie employée pour les comparaisons
est décrite a la section 8.2). Les valeurs parametres v et C' permettant d’obtenir
les résultats présentés ont été choisis par validation croisée. Les valeurs testées pour
le parametre v correspondent a ’ensemble {0.0001,0.0002, 0.0005,0.001,0.002,0.005,
0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1} et celles du parameétre C' a ’en-
semble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,1,2, 5,10, 20, 50, 100, 200, 500,1000}. La colonne
SSM indique que 'algorithme Quad-kl est clairement moins performant que les autres
algorithmes, puisqu’il est significativement moins bon qu’au moins un des autres algo-
rithmes sur 10 ensemble de données, et méme significativement moins bon que les trois
autres algorithmes sur 9 ensembles de données.

On remarque également dans le tableau que 'algorithme Exp-C se démarque légere-
ment des autres algorithmes, en effet, il est le seul algorithme significativement meilleur
que Exp-kl sur 'ensemble MNIST:0vsS et il est méme significativement meilleur qu’Ada-
Boost sur ’ensemble Ringnorm.

8.6 Classificateur de Gibbs a piges multiples

Dans cette section, nous nous intéressons a concevoir des algorithmes construisant
un classificateur par vote de majorité pondéré par une distribution minimisant une
borne du risque du classificateur de Gibbs a piges multiples. Ces algorithmes seront en
fait des implémentations de 'algorithme 2, il nous suffit alors de définir les fonctions
ﬁg)k()\) propres a chaque algorithme. Nous présentons ici deux algorithmes, I'un basé
sur la borne fournie par le théoreme sur les fonctions de perte générales découlant du
théoreme PAC-Bayes version Langford-Seeger (théoréme 5.1.1), et 'autre basé sur ce
méme théoreme en version Catoni (théoréme 6.3.1).

8.6.1 Risque du classificateur de Gibbs a piges multiples

Notons Rx(W) la fonction représentant la perte du classificateur de Gibbs a N
piges associée a un taux d’erreur W. C’est-a-dire que Ry (W) correspond a la perte du
classificateur de Gibbs a N piges pour un exemple (x,y) tel que Wy(x,y) = W. Nous
avons alors

Ry(W) = ivj (‘7;[)(1—W)EWN-Z.
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Dong, la perte du classificateur de Gibbs a N piges sur un exemple donné (x,y) est
simplement donné par Rx,)(Go~r) = Rn(Wo(x,y)), il suit que le vrai risque du clas-
sificateur de Gibbs a NN piges est donné par

R(GQN) = E RN(WQ(X’ y))

(x,y)~D

E R (1 L:Q h( ))
= 5 T Yl X

aen VN2 27

et que son risque empirique est donné par

RS<GQN) = ZRN WQ XZvyl))

£ 3, ()G gva ) (3 o)

~.
—_

1

m
1 N—/{
m

La fonction de perte associée au classificateur de Gibbs a piges multiples est une fonction
non convexe, pour obtenir de meilleurs propriétés de convergence pour nos algorithmes,
nous allons considérer la forme convexifiée de cette fonction de perte (voir figure 8.6.1).
Notons, pour une valeur de N impaire, Rx,)(Ggn) la perte convexifiée du classificateur
de Gibbs a piges multiples, c¢’est-a-dire

Rixy)(Gon) si Wo(x, )

<
Rixn(G = / :
o) (Gov) —14:Q - h(x;) - Ry <§> si Wo(x,y) >

= N

ou R\ (W) est la dérivée de Ry (W) en fonction de W, on a donc

N1
R, (1) _ M)
N
AN (ES
(voir la proposition 8.6.1 et ce qui en découle pour les détails du calcul de la dérivée).
Donc R x)(Gon) correspond a Ry(Wo((x,y)) pour les exemples (x,y) ayant un taux

de desaccord inférieur a 3, et correspond a la droite qui est tangente a RN(WQ((X v))
au point 5 pour les exemples ayant un taux de désaccord supérieur a 5.

Considérons 'ensemble d’entrainement S = {(x1,v1), (X2,%2), - - -, (X, Ym) } cOomme

étant fixé et définissons la fonction Rj’k (\) comme retournant, en fonction de )\ le
risque empirique du classificateur de Glbbs a N piges associé a la distribution )\ , qui
correspond a la distribution ) dans laquelle un poids A est transféré du classificateur
hy, vers le classificateur h; (voir la définition 8.1.1). C’est-a-dire que 'on a

Ron(A) =
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avec
R(XuyL)(G(Qz\’k)N) —
Ry (3= 5(Q hx) + Abi(x) = Milxi)) s Woxp) < §
1w <Q h(xi) 4+ My (i) — Ahk(xi)) Ry (;) si Wo(x,) > L.

0.75

0.5

0.25(

F1GURE 8.1 — Comparaison de la perte du classificateur de Gibbs a piges multiples
(lignes pointillées) et de sa version convexifiée (lignes continues) pour 3, 9, 27 et 81

piges.

8.6.2 Calcul des dérivées

Un probleme qui se pose pour I'implémentation d'un algorithme basé sur la minimi-
sation du risque du classificateur de Gibbs a piges multiples, est le temps de calcul de
celui-ci. En effet, pour évaluer Rg(Ggn), nous devons calculer une double sommation
de la forme

ce qui nécessite un temps de lordre de ©(m - N). De plus, il n’est pas aisé, comme
cela 1'était pour les risques linéaires, quadratique ou exponentiel (voir par exemple
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I'égalité 8.20), de mettre d’'un coté 'apport sur le risque empirique Rj’]f\,(/\) d’une dis-
tribution ( fixée, et celui des différentes valeurs possibles de \. Par exemple, pour
le risque exponentielle, pour @) fixée, apres avoir évalué les quantités Dy, ng et D,

I’évaluation de Eé;k()\) se fait en temps constant. Or a cause de la complexité du risque

—

du classificateurs de Gibbs a piges multiples, chaque évaluation de Rj’]fv()\) nécessite
un temps de 'ordre de ©(m - N). Cependant, une égalité reliant la cumulative de la
distribution binomiale et la fonction béta (voir proposition 8.6.1), nous permet de gran-
dement améliorer le calcul du risque du classificateur de Gibbs a piges multiples, ainsi
que le calcul de ses dérivées (pour I'implémentation 'algorithme 2).

Proposition 8.6.1. Nous avons [’égalité

correspond a la fonction béta et
et [ a1 b—1
B(z;a,b)= [ t* (1 —t)" " dt
0

correspond a la fonction béta incomplete.

Démonstration : Découle de 'égalité connue (qui s’obtient, pour a et b entiers, en
intégrant b — 1 fois par parties la fonction B(x;a,b))

a—i—l (a +b— 1>xj(1 _ )1 B(x;a,b)
j=a j B(a,b)
en posant a = [%W et b= {%J + 1. [ |

A partir de la proposition 8.6.1 il est facile de calculer la dérivée de Ry (W), en effet,
le théoreme fondamental de I'analyse nous permet d’affirmer que

d

_ xta_l 1—¢ b_ldt: a—1 1 — b—1
= [ —d =2t -

il suit directement que nous avons

0 N!
WRN<W> =

|N/2]! ([N'/QH — 1)!W((N/21—1)(1 _ W)LN/QJ '
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FIGURE 8.2 — Représentation de la fonction de perte associée au classificateur de Gibbs
a 7 piges, R7(Wg), et de ses dérivées premiere, R.(Wy), et seconde, R;(Wy) (figure de
droite), et de leurs versions convexes (figure de gauche).

Une fois la dérivée premiere calculée, il n’est pas non plus difficile de calculer la
dérivée seconde, on obtient
0? N!

s _ IN/21-201 _ ) N2 (1) —
Sy B (W) = LN/QJ!(fN/ﬂ—l)!W (1-W) (N=1)W—[N/2]+1).

La figure 8.6.2 illustre les différentes fonctions Ry(W), 5% Ry (W) et %RN(W) dans

leur version originale et dans leur convexifiée pour une valeur de N égale a 7.

A partir de la dérivée de Ry par rapport & W, nous pouvons obtenir la dérivée de

RJQIfV()\) par rapport a A. Comme

1 1 1 1
VVQJA;/@(X, y) = 5 in -h(x) — )\§yhj (x) + )xiyhk(x) ,
on a
9y, =Z(n h
N Qg\‘k(x7y) = 5( R(x) — J(X)) ~
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La regle sur la dérivation des fonctions composées nous donne alors

0
5R(X,y) (G(Qi’k)N)
0 0
- aWQJAk (X, y) R(xvy)<G(Qi’k)N>87WQJ;’“ (X7 y)
_Y g |
A
y ). | ~ :
§(hk<x) — h; (x)) W (% y)R(xﬂ)(G(Q&,k)N) si Wo(x,y) < 3
= N-1
y(hi(x) = hy(x) ) N!(3) .
2[N/2J ([N/2]) = 1)! ’
avec

0

R (Gopiy) =
Wy (x,9) o (Gape)

N!
NN/ —

(IN/2]-1)

W (%, ) N2 (W (x, )

s e . 9 N
Pour la dérivée seconde, puisque ﬁ%i,k()(, y) correspond a une constante en fonc-

tion de A, nous avons,

92
WR(X,y)(G(QJ;’C)N)
0? 0 2
_ R (Grpion) - (W (% y))
2 M) (L) QLI
W) ar e
1 2 0?
— = () - (%)) R (G )
4 ( J ) 8(1/1/62&]6()(7 y))2 YAT(RYT)
1 2 o? ,
Z . (hk(X> - h]<X)) . 6<W ( ))QR(x7y)<G(Q§,k)N> S1 WQ(X, y) < %
== Qg\,k X,y
0 sinon ,
avec
92
R x (G gk N) -
2 1 xy) (T (@i k)
8(%3;16()(, y)) A
N [N/2]-1 [N/2]-2

ICHOEDD
(% = O)Wpux9) = [N/2] +1)).
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8.6.3 Borne du théoréme 5.1.1

En appliquant le théoreme PAC-Bayes pour borner le risque du classificateur de
Gibbs a piges multiples, nous obtenons la borne suivante valide avec probabilité 1 — §
simultanément pour toute distribution a postériori () sur H

R(Gov) < max {B kI (RS(GQN) 5

1 m
B) < [N - KL(Q||P) + log & q} :

m
Puisque Rx,)(Gov) < Rxy)(Gon) et puisque la fonction f.(x) « max{y : kl(z]| y) <
€} est monotone croissante, nous avons que la borne suivante de R(Ggn) est une borne
valide avec probabilité au moins 1—0 simultanément pour toute distribution a postériori
Q) sur H, ainsi que pour tout j,k € {1,2,...n} et pour tout A pris dans l'intervalle

[—min(Q;, 1 — Qk), min(Qr, 1 — Q;)] :

R(Gow) < max {B : kl(@(A)H B) < MN CKLE (M) + log 5%”)” ,

ot KLY (A) € KL(QY"| P).

Pour minimiser cette borne, il suffit d’implémenter 'algorithme 2 en définissant de
facon appropriée la fonction Fék()\) définie a I’équation 8.12 :

7 PN =R () ™A@ A

ou, pour j et k fixés, Fék()\) retourne la borne de PAC-Bayes de Rgf\,()\), c’est-a-dire

1

FiF () = max{B : kl(@()\) HB) < m[N KL (A) + log 5(7”)]} .

J

8.6.4 Borne du théoréme 6.3.1

En appliquant le théoreme 6.3.1 pour borner le risque du classificateur de Gibbs a
piges multiples, nous obtenons la borne suivante, qui est valide avec probabilité 1 — 9
simultanément pour toute distribution a postériori () sur H :

R(Gov) < - 16_0{1 - exp[— (c Rs(Gon) + ;[N KL(Q||P) + log ;m } .

Cette borne demeure valide en remplacant le risque empirique par sa version convexifiée,
nous avons donc que la borne suivante est une borne valide avec probabilité au moins
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1 — 0 simultanément pour toute distribution a postériori () sur H, ainsi que pour tout
gk e{l,2,...n} et A € [-min(Q;,1 — Q), min(Qx, 1 — Q)] :

1 o 1 ; 1
jvk j,k
Pour @, j et k fixés, minimiser cette borne est équivalent a trouver la valeur A minimisant
la quantité suivante

C-m-REN(A) + N - KLE(N).

Pour minimiser la borne du théoreme 6.3.1 appliqué avec le risque de Gibbs a piges
multiples, il suffit d’implémenter 'algorithme 2 en définissant de facon appropriée la
fonction Fék()\) :

N ORIE (A |
ngk()\):C’-m-iQ ( )+10g<Qj+/\> )

I Or — \

8.6.5 Temps d’exécution

En maintenant a jour un vecteur des marges, chaque évaluation de la fonction F ék()\)
se fait dans un temps de l'ordre de O(m) (et non en temps constant comme pour les
algorithmes associés aux pertes quadratique et exponentielle). Il suit que dans le cas
des algorithmes de cette section, chaque recherche de A, se fait dans un temps de
l'ordre de O(m - k(¢)), ou k(e) est le nombre d’itérations de la méthode de Newton
requis pour trouver A,y (pour les algorithmes des sections précédentes, ce temps était
plutdt de ordre de O(m + k(¢)), nous avions alors ignoré le terme k(€) qui était moins
pertinent).

Une fois Ay trouvé, la mise a jour du vecteur Q se fait dans un temps constant et
la mise a jour du vecteur des marges se fait dans un temps de 'ordre O(m). Le temps
nécessaire a chaque itération des algorithmes de cette section est donc de 'ordre de

O(m - k(e)).

8.6.6 Résultats empiriques avec sélection de parametres par
validation croisée

Le tableau 8.6.6 présente des résultats d’expérimentations de nos deux algorithmes
d’apprentissage construisant des votes de majorité pondéré par une distribution mini-
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Ensemble (1)AB (2)RR (3) GibbsN-C (4) GibbsN-kl SSM
Nom |S| |T| n Rr Rr C Rr N C Rr N
Adult 1809 | 10000 | 14 0.149 (| 0.148| 0.2 || 0.152 | 499 20 0.162 25 (1,2) < (4)
BreastCancer | 343 | 340 9 0.053 0.050 | 10 0.041 7 1 0.038 7
Credit-A 353 | 300 | 15 0.170 || 0.157 | 2 0.150 | 9999 2 0.143 99
Glass 107 | 107 9 0.178 || 0.206 | 5 0.131| 49 500 || 0.178 49
Haberman 144 | 150 3 0.260 || 0.273 | 20 || 0.273 1 0.001 || 0.273 1
Heart 150 | 147 | 13 0.252 || 0.197 | 1 0.177| 75 1 0.177 75

Tonosphere 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 |0.05|[0.103 | 499 | 200 || 0.137 5
Letter:AB 500 | 1055 | 16 0.010 (| 0.003| 0.2 || 0.009 | 49 2 0.009 49
Letter:DO 500 | 1058 | 16 0.036 || 0.026 [ 0.05 || 0.027 | 999 50 0.043 9999
Letter:0Q 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.041 | 4999 | 200 || 0.056 99
Liver 170 | 175 6 0.320 [|0.309| 5 0.349 25 2 0.366 5
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.008 || 0.015 |0.05| 0.007| 49 50 0.013 499
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 || 0.013 |{0.011|0.05 || 0.011|49999 | 100 || 0.016 75
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 || 0.025 || 0.024 | 0.2 || 0.021| 499 | 500 || 0.040 25 (1,2,3) < (4)
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 || 0.047 |[0.033 | 0.2 || 0.045 75 20 0.048 75
Mushroom 4062 | 4062 | 22 || 0.000 || 0.000 |0.02|/ 0.000| 999 100 || 0.012 499 (1,2,3) < (4)
Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.043 | 0.037 |0.05 | 0.026 | 9999 | 200 || 0.047 | 49999 (3) < (1,2,4)

Sonar 104 | 104 | 60 || 0.231 |/ 0.192|0.05(0.192| 25 20 0.231 3
Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 |/ 0.055 1 0.2 || 0.055 3
Waveform 4000 | 4000 | 21 0.085 || 0.079| 10 || 0.081 49 0.5 0.081 49
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.049 || 0.049 | 0.2 || 0.035| 499 20 || 0.035 7

TABLE 8.4 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes d’apprentissage ba-
sés sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque du classificateur de Gibbs a piges
multiples.

misant une borne de type PAC-Bayes du risque associé a la perte convexifiée du classi-
ficateur de Gibbs a piges multiples. L’algorithme identifié par GibbsN-C est basé sur la
version Catoni du théoreme sur les fonctions de perte générales, alors que ’algorithme
GibbsN-kl est basé sur la version Langford-Seeger.

Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge (RR)
sur 21 ensembles de données (la méthodologie employée pour les comparaisons est dé-
crite a la section 8.2). Les valeurs parametres N et C' permettant d’obtenir les résultats
présentés ont été choisis par validation croisée. Les valeurs testées pour le parametre N
correspondent a I’ensemble {1, 3, 5,7,9, 25,49,75,99, 499,999, 4999, 9999, 49999, 99999,
499999, 999999} et celles du parametre C' a ’ensemble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5, 1, 2,
5,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000}. La colonne SSM indique que ’algorithme Quad-kl est
clairement moins performant que les autres algorithmes, puisqu’il est significativement
moins bon qu’au moins un des autres algorithmes sur 10 ensemble de données, et méme
significativement moins bon que les trois autres algorithmes sur 9 ensembles de données.

Nous déduisons de nos résultats empiriques que la version de I'algorithme basée sur
le théoreme de Catoni se compare avantageusement a AdaBoost ainsi qu’a la régression
ridge. En effet la seule différence significative de performance entre notre algorithme
et les deux algorithmes témoin s’observe avec ’ensemble Ringnorm, ou l'algorithme
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GibbsN-C est a la fois significativement meilleur que AdaBoost et la régression ridge.

Il n’en est pas de méme pour la version basée sur le théoreme PAC-Bayes version
Seeger-Langford (GibbsN-kl), ot I'on observe a trois reprises dans le tableau (pour
Adult, MNIST:1vs8 et Mushroom) une différence significative de performance entre
notre algorithme et les algorithmes témoin a ’avantage de ces derniers.

8.6.7 Résultats empiriques avec sélection de parametres dictée
par la borne

Ensemble (1) GibbsN-C (2) GibbsN-kl SSM
Nom IS| | |T| | n || Rr N | C |Borne|| Rr N |Borne
Adult 1809|10000| 14 |/0.205 1 0.2]0.245{/0.205 1 0.255
BreastCancer| 343 | 340 | 9 || 0.041 7 1 ]0.115|/0.038 9 0.128
Credit-A 353 | 300 | 15 (]0.133 1 0.5/0.224 |/0.133 1 0.241
Glass 107 | 107 | 9 ||0.224 1 110.410(/0.224 1 0.438
Haberman 144 | 150 | 3 ||0.273 1 0.5/ 0.355/0.273 1 0.387
Heart 150 | 147 |13 {0.231 1 0.5]0.392{/0.231 1 0.415
Tonosphere 176 | 175 | 34 (|0.194 1 110.331(/0.194 1 0.349
Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.093 1 0.5/0.152(/0.014| 9 0.164 |[(2) < (1)
Letter:DO 500 | 1058 | 16 ||0.141| 1 ]0.5/0.199 ||0.141] 1 0.214
Letter:0Q 500 | 1036 | 16 ||0.092| 13 110.319(/0.092| 13 0.329
Liver 170 | 175 | 6 |/0.389 1 0.5]0.545 | 0.406 1 0.576

MNIST:0vs8 | 500 | 1916 |784|| 0.046 1 10.5/0.107 ||0.042] 1 0.120
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 |784]| 0.049 1 ]0.5/0.118 |0.045] 1 0.130
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 |784| 0.046 | 15 1 10.2331/0.041| 23 0.241
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 |784(/0.138| 1 |0.5/0.2150.151 1 0.228
Mushroom  |4062| 4062 | 22 ||0.019| 49 1 10.097||0.019] 59 0.102
Ringnorm 37001 3700 | 20 ||0.046{999999| 1 |0.252 | 0.048 999999 0.255

1

1

Sonar 104 | 104 |60 | 0.385 1 0.48810.356| 1 0.515
Usvotes 235| 200 |16 |/0.055| 1 0.104 ||0.055| 1 0.123
Waveform 4000| 4000 | 21 ||0.081| 29 |0.5(/0.172|/0.081| 29 0.179
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.081 1 110.169 ||0.077| 1 0.183

TABLE 8.5 — Comparaison entre GibbsN-C et GibbsN-kl en sélectionnant les parametres
en fonction des bornes.

Bien que, pour des hyperparametres sélectionnés par validation croisée, nos algo-
rithmes d’apprentissage basés sur la minimisation du risque associé a des fonctions de
perte générales offrent des performances comparables et méme parfois supérieurs a celles
d’algorithmes tels que AdaBoost, il n’en demeure pas ainsi lorsque nous demandons en
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plus a la borne de sélectionner les hyperparametres. En effet, dans tous les résultats que
nous avons présentés, la borne sert uniquement a trouver une distribution () optimale
pour des hyperparametres donnés, ensuite, on a recours a la validation croisée pour
sélectionner les hyperparametres. Idéalement nous aimerions utiliser nos bornes pour la
sélection de parametres, ce qui permettrait d’éviter la tres couteuse étape (en termes
de temps de calculs) de validation croisée; 'idée est alors de choisir le jeu d’hyper-
parametres permettant d’obtenir la plus petite borne sur le risque. Malheureusement
dans la quasi-totalité de nos expérimentations, les bornes se sont montrées incapables
de bien sélectionner les hyperparametres. Par exemple, pour le risque parabolique, la
borne choisit systématiquement v = 1, et les résultats obtenus sont tres loin d’étre
optimaux.

La situation est un peu différente dans le cas de la minimisation du risque du
classificateur de Gibbs a piges multiples. En effet, on observe dans ce cas que la valeur
de N permettant d’obtenir la plus petite borne n’est pas systématiquement la valeur
1, c’est-a-dire que parfois (dans 6 ou 7 de nos 21 expérimentations) il est possible
d’obtenir une borne plus petite en choisissant une valeur de N supérieure a 1 (ce qui
équivalent pour le risque quadratique ou pour le risque exponentiel a choisir une valeur
de v inférieure & 1, ce qui ne se produisait jamais).

8.6.8 Détails d’implémentation

Bien que les fonctions représentant les dérivées de Rixy) (G @ ~) prennent des
valeurs raisonnables (du point de vue de la précision numérique), leur évaluation numé-
rique peut mener a des problémes de précision. En effet, ces fonctions sont formées d’un
produit d'une quantité considérable (attribuable a la fraction contenant les factorielles),
et d'une quantité infime (attribuable aux exponentielles). Pour pallier ces problemes de
précision, nous récrivons les fonctions en nous basant sur 1'égalité f(x) = exp(log(f(z))),
ainsi les produits de quantités infimes et titanesques deviennent des sommes de loga-
rithmes de valeurs raisonnables. On obtient alors

0

Ry (G
M (xy)

@) =
exp { log (C(N + 1)) — log (T([N/2] + 1)) — log (D([N/2]])

+ [N/2) -log (1 = Wy (x,y) ) + (IN/2] = 1) - log (W (x,1)) }
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et
52
3(%1* (x, y))
exp{ —log (D(N + 1)) — log (D(LN/2] + 1)) — log (T([N/2]]))
+ (LN/2] = 1)log (1 = Wur(x,9)) + ([N/2] = 2) log (W (x. )

+log (N — D)W (3, y) = [N/2] + 1) } .

Dans cette écriture des fonctions dérivées, nous avons remplacer les factorielles (qui
se trouvent maintenant a l'intérieur de logarithmes) par des fonctions gamma car nous
n’avons pas en fait a calculer ces factorielles, puisque la fonction log(I'(+)) se trouve
directement implémentée dans certaines librairies de calculs scientifiques. Dans nos
expérimentation, nous avons utilisé 'implémentation de GSL (gsl_sf Ingamma). A
noter également que les appels a la fonction gsl sf Ingamma sont de loin la partie
la plus couteuse de I'évaluation des fonctions dérivées, mais, heureusement, ces appels
dépendent uniquement de la valeur de N. Il est donc seulement nécessaire d’effectuer
trois appels a la fonction gsl_sf Ingamma en tout dans I'exécution de 1'algorithme (et
non trois appels par évaluation des dérivées).



Chapitre 9

Distribution quasi-uniforme

Dans ce chapitre, nous reprenons, en les étendant un peu, les travaux parus
dans Germain et al. (2009b) : nous définissons le concept de distribution
quasi-uniforme, puis nous présentons des versions modifiées des algorithmes
d’apprentissage du chapitre 8 de cette theése dans lesquelles les distributions
définissant les votes de majorité sont contraintes a étre quasi-uniformes.

9.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous concevons et analysons des algorithmes construisant des clas-
sificateurs par vote de majorité pondéré par une distribution quasi-uniforme. Avant de
présenter ces algorithmes, nous fournissons, dans la section présente, quelques défini-
tions et résultats concernant cette catégorie de distribution.

Définition 9.1.1 (Distribution quasi-uniforme). Pour H = {hy, ha, ..., hp, hpi1, hpia,
.., hap} un ensemble de classificateurs binaires tel que hi,, = —h; Vi et pour € =
(€1,€9,...,€,) tel que ¢ € [0,1) Vi et Y1 ;¢ = 1, on appelle distribution e-quasi-
uniforme sur H toute distribution @ telle que Q(h;) + Q(hivn) = €; Vi. Pour ¢; = % Vi,
nous disons simplement que Q est une distribution quasi-uniforme. A noter que la
distribution uniforme est elle-méme une distribution quasi-uniforme.

Proposition 9.1.2. Soit Q) une distribution €-quasi-uniforme sur un ensemble H de
€
classificateurs et P une distribution sur H telle que P(h;) = P(hitn) = 5 Alors

KL(Q||P) < log2.

Démonstration : La contribution a la valeur de KL(Q|| P) d'une paire de classificateurs
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complémentaires (h;, hii,) est donnée par

’lUZ‘*|>€7; logwi+€i €; — W;

KL(wi) - 2 €; 2 €

pour w; appartenant a l'intervalle [—¢;, ¢;]. Comme la fonction KL(w;) est convexe (sa
dérivée seconde étant donnée par la fonction positive 1/(2(e; —w;)) 4+ 1/(2(e; +w;)), elle
atteint son maximum a 'une des extrémités de son intervalle de définition, c’est-a-dire
au point w; = € ou w; = —¢;. A chacun de ces points, la fonction vaut ¢; log 2, nous
avons donc I'inégalité

KL(w;) < ¢ log2.

Puisque cette inégalité est vraie pour chacune des paires de classificateurs complémen-
taires, on obtient

KL(Q||P) = ﬁ;Kuwi)

< Zei10g2

i=1
=log2.

A noter que la proposition 9.1.2 s’applique, entre autres, dans le cas ou P est la
distribution uniforme sur H et que ) est une distribution quasi-uniforme. Ainsi, dans
ce cas, la valeur maximale que peut prendre KL(Q|/P) est donnée par une constante
et ne dépend pas du nombre de classificateurs, contrairement au cas ou la distribution
est non contrainte (ou l'on a plutét KL(Q||P) < log2n pour un ensemble H de 2n
classificateurs).

Le lemme suivant nous permet d’obtenir une version améliorée du théoreme PAC-
Bayes (voir le théoréme 9.1.4 ainsi que le corollaire 9.1.5) valide pour des distributions
a priori et a postériori e-quasi-uniformes.

Lemme 9.1.3. Soit H = {hy,ho, ..., hy, Bty hosa, - - ., oy} un ensemble de classifica-
teurs binaires tel que h;y,, = —h; Vi et soit P et () deuz distributions €-quasi-uniformes
sur H. Soit D(q||p) une fonction telle que D(q||p) = D(1 — ¢||]1 — p). Alors

E ¢"PRsWIRM) — | omD(Rsm)R(M)
h~P h~Q
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Démonstration :

E mPEs(h)IIR(R) —

P(hi)emD(RS(hi)”R(hi)) + P(hH_n)emD(Rs(hi+n)||R(hi+n))
h~P

M=

.
Il
—

(P(hs) + P(hipn))e™PUshllfha)

Il

@
Il
R

mD(Rs(hi)||R(hi))

|

s
Il
—

;€

(Q(hi) + Q(hin))emPFs IR

I

s
I
—

N emD(LRs (hi)|| R(hi)) , mD(Rs (hitn)||R(hitn))
Q(hl)e + Q(thrn)e

I

s
I
—

— eMP(Rs(h)||R(h))
h~Q

2

Théoreme 9.1.4. Soit D une distribution sur un ensemble X et H un ensemble de
classificateurs binaires définis sur X tel que h;y, = —h; Yi. Soit P une distribution
a priori sur H e-quasi-uniforme et soit 6 € (0,1]. Alors pour toute fonction convexe
D :]0,1] x [0,1] = R telle que D(q||p) = D(1 — q||1 — p), nous avons

S~Dm

Pr (VQ e-qu.surH: D(Rs(Gg)||R(Gg)) <

1 [log (1 E E emD(RS(hm(h)))D S1_5.
m O S~D™ h~P -

mD(Rs(h)||R(h)

Démonstration : Comme hEPe ) représente une variable aléatoire non né-

gative, l'inégalité de Markov donne

pr [ E emDBstIR®) < 1
S~Dm \ AP 0 S~D™ P

g B emD(Rs(h)HR(h))) >1-4.

Le lemme 9.1.3 nous permet de remplacer la premiere espérance en P en une espérance
en (). En exploitant le fait que la fonction logarithme est monotone croissante, nous
obtenons alors

- . mD(Rs(h)|R(h)) |
sfzgm (VQ e-q.u. sur H : log hE)Q e }

og [1 E B emmRs(h)nR(h))} >1-4.
5 S~D™ h~P B
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Le théoreme suit alors de deux applications de I'inégalité de Jensen, I'une exploitant la
concavité de la fonction log(z) et 'autre la convexité de D. |

Corollaire 9.1.5. Soit D wune distribution sur un ensemble X, H un ensemble de
classificateurs binaires définis sur X tel que h;r, = —h; Yi. Soit P une distribution a
priori sur H e-quasi-uniforme et soit 6 € (0,1]. Alors

sf[gm (VQ e-q.u. sur H: kl(Rs(Gg)||R(Gg)) <

1logé(m)> >1-9.
m o

Démonstration : Découle du théoreme 9.1.4 et de I’égalité

D(Rs(W)|R() _ N~ ™M Ry _—
=:¢(m),
qui est valide lorsque D(g||p) est la fonction kl(¢||p). [ ]

Nous venons de voir un théoreme permettant d’obtenir une borne de type PAC-Bayes
spécifique aux distributions quasi-uniformes permettant de se départir du régularisateur
KL(Q||P). Toutefois, toutes les distributions a postériori ) ne sont pas quasi-uniformes,
il y a donc lieu de se demander si le fait de travailler avec des distributions quasi-
uniformes ne restreint pas la puissance des classificateurs par vote de majorité que
I’'on peut construire. La proposition suivante indique que ce n’est pas le cas, c’est-a-
dire que pour toute distribution () satisfaisant une certaine contrainte non excessive, le
classificateur par vote de majorité By a un équivalent By avec (' quasi-uniforme.

Proposition 9.1.6. Soit H = {hy,..., hy, hni1, ..., hon} un ensemble de classificateurs
binaires et (Q une distribution sur H pour laquelle il existe A > 0 tel que

A-|Q(h) = Qhiya)| <& Vi€[1,2,...,n],

avec Y1, €; = 1. Alors il existe une distribution €-quasi-uniforme ' Bayes-équivalente
a Q, c’est-a-dire telle que Bg (x)=Bg(x) Vxe X.

Démonstration : 11 suffit de prendre, pour i € [1,2,... n]

1

Q' (hi) = ;(AQ(hi) — AQ(hiyn) + Ei) o Q' (hiyn) = §<€i — AQ(h;) + AQ(th)) :
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En effet, on vérifie facilement que Q' est e-quasi-uniforme, de plus, on a

By (x) = sgn (z @'<h>h<x>)

heH

= s (3 [5(4Q0) = AQ() + ) = = AQ0H) + AQ(Rc)
)

)

— sgn (Z 4Q(h:) — AQ(Hi1)

i=1

= sgn (A > Q(h)h(x))

heH
= BQ (X) .

A noter que I'hypothese relative & l'existence d’une certaine valeur A > 0 n’est
aucunement contraignante (pour le développement de nos algorithmes). En effet, comme
H est fini, 'hypothese faite sur @) est moins forte que la condition Vi : P(h;)+ P(hitn) =
0 = Q(h;) + Q(hitn) = 0, qui revient a imposer que @ soit telle que KL(Q||P) < oo
(condition nécessaire pour obtenir une borne PAC-Bayes classique inférieure a 1).

9.1.1 Théoréeme PAC-Bayes sur les fonctions de perte géné-
rales pour les distributions quasi-uniformes

Considérons H = {hq, ha, ..., hp, hpi1, hpia, ..., hop} un ensemble de classificateurs
binaires complémentaires, c’est-a-dire tel que h;y, = —h; Vi, et considérons () une dis-
tribution quasi-uniforme sur H. Pour k& € N, 'ensemble H* est un ensemble constitué
de 2Fnk classificateurs, cependant, pour iy, 4y, ...,i, € {1,2,...,n} donnés, tout classi-
ficateur de la forme hg, 1y, Riytp, -+ iy tb,, avec by, bo, ... by € {0,n} se trouve étre soit
identique a h;, h;, - - - h;, soit identique a h;, 1R, - - - Dy, = —hg Ry, - - - by, . En regroupant
ensemble ces classificateurs identiques, nous pouvons voir ’ensemble H* comme étant
constitué de 2n* classificateurs (plutot que 2¢n*). Il n’est pas difficile de vérifier que la
distribution Q¥ est quasi-uniforme sur cet ensemble H*. En effet, pour s’en convaincre,
il suffit de vérifier que

)SRED DS @(hiﬁbl)Q(hm)---Q(hiﬁbk):nlk.

b1€{0,n} ba{0,n} bre{0,n}
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Il découle de cette observation que le théoreme PAC-Bayes pour les distributions
quasi-uniformes s’applique dans le cas des fonctions de perte générales. Nous avons donc
le théoréme suivant.

Théoréme 9.1.7. Soit (o(x,y) une fonction de perte de la forme de [’équation 5.6.
Soit (g et @ respectivement le risque associé d (o(x,y) et son estimé empirique sur
un échantillon de m exemples. Alors, pour tout ensemble H de classificateurs binaires
complémentaires, pour toute distribution quasi-uniforme a priori P sur H et pour tout
0 € (0,1], nous avons

VQ qu. surH:
Pr Go—9(0) 1)¢g—g(0) 1 L. &m) | =1-9.
kl( e T2l e ta)SnleTs

Nous remarquons que dans la borne du théoreme 9.1.7, toute dépendance a la dis-
tribution @ se retrouve dans le calcul des risques empirique et réel. Il suit que la borne
de (g déduite de ce théoreme décroit lorsque le risque empirique Ec\g décroit. Donc, pour
trouver la distribution () minimisant ce théoreme, il suffit de trouver la distribution @)
quasi-uniforme minimisant la valeur de 56\2

9.1.2 Algorithme d’optimisation

Nous associons a une distribution () sur un ensemble H de classificateurs, le classi-
ficateur par vote de majorité défini par

[H]
fo(x) =sgn (Zl Q(hj)hj(x)) :

Définition 9.1.8. Soit Q une distribution quasi-uniforme sur H = {hy,..., hy, hpi1,
. han}. Pourj e {1,....n} et X € [-Q;/2, = — Q;/2] nous notons Q% la distribution
sur H donnée par

' Q;(hy) sik#jetk#j+n
Q) = Qj(he) +35 sik=]
Qi(hy) —35 sik=j+n.

Dans le contexte des distributions quasi-uniformes, nous supposons que ’ensemble
H est de la forme H = {hy, ho, ..., Ry, hign, hogn, ..., hon} avec hj = —h;q, pour j =
1,2,...,n et que la distribution @ satisfait Q(h;) + Q(hntj) = % pour j = 1,2,...,n.
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Ainsi, nous pouvons associer a la distribution @) le vecteur de différences de poids
complémentaires w = {wy, ws, ..., w,} avec w; = Q(h;) — Q(hji,) Vj. En définissant
maintenant h(x) : X — {—1,1}" donnée par h(x) = (hi(x), ha(x), ..., h,(x)), nous
pouvons redéfinir le classificateur par vote de majorité comme étant la fonction

fw(x) = sgn(w-h(x)) .

Soit F'(Q) une fonction donnant une borne PAC-Bayes (du style de celle du théo-
reme 9.1.7) d’un risque (g et définissons F7 ()\) comme étant la fonction
Py déf
FI(\)= FQJA'
(voir la définition 9.1.8 pour un rappel de la définition de la distribution Qg\) La fonc-
tion F'(Q) suggere l'algorithme d’apprentissage suivant : trouver la distribution quasi-
uniforme @) sur A minimisant la borne sur le risque (p donnée par F'(Q). Pour une
fonction F' convexe, 'algorithme 3 minimise la fonction F'(Q)) en procédant composante
par composante, c’est-a-dire en travaillant sur les n fonctions F7 ()), en les choisissant
I'une apres 'autre de facon aléatoire.

Algorithme 3 : Algorithme générique
Entrées S ={(x1,v1), -, Xm,Ym)}, H=1{h1,ho,..., h,}

Initialiser : w; = 0 pour j =1,2,....,n
Exécuter
Piger j aléatoirement dans I'ensemble {1,2,... ,n}.

Aopt < argmin  {FL(\)}
)\G[f%fwj,%fwj]
Wi < W; + /\opt
Répéter tant que critere d’arrét non atteint ;

Sortie : fw(x) = sgn (w - h(x))

Comme nous l'avons fait pour les distributions () générales, nous présentons une
version de l'algorithme générique (algorithme 3) valable uniquement pour des fonctions
F(Q) dérivables et utilisant la méthode de Newton pour trouver le minimum des diffé-
rentes fonctions F7 (\). Si FZ () est convexe et différentiable, son minimum (s’il existe)
est donné par la valeur A, telle que

OF4(\)

O\ =0

)\:)\opt

i s OFL(N)
En notant FJ(A) la quantité =35>

le zéro de cette fonction, nous sommes amené a 1’algorithme 4.

et en utilisant la méthode de Newton pour trouver
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Algorithme 4 : Algorithme générique implémentant la méthode de Newton
Entrées :S={(x1,v1), - -, Xm,Ym)}, H ={h1,ho,...,hp}

Initialiser : w; = 0 pour j =1,2,....,n
Exécuter
Piger j aléatoirement dans I'ensemble {1,2,... n}.
Poser A, = 0.
Exécuter
Memp < Aopt N
j
Aopt < Aopt — ;;v;()\opt)
T,{N()‘oz?t)

Répéter tant que |\,p; — A\iy| >précision voulue ;
Si Aope < —%1— w; alors

‘ )\opt < T U)j
FinSi
Si Aopt > % — w; alors

1

‘ )\opt < n wj
FinSi

w; < W +)\opt

Répéter tant que critére d’arrét non atteint ;
Sortie : fw(x) = sgn (w - h(x))

Minimisation de la borne du théoréme 9.1.7

Pour minimiser la borne du théoreme 9.1.7 associée a une fonction de risque donnée
(g, il suffit d’appliquer I'algorithme 3 en posant

oy déf T
FL(N)= CQJA .
Nous pouvons aussi appliquer 'algorithme 4, il suffit alors de calculer F7,(\) et & Fi,(\),
ou 9
FIO)E ZFi()). 9.1
a0 LR (0.1

On remarque qu’un algorithme d’apprentissage basé sur la minimisation de la borne
du théoreme 9.1.7 est en fait entierement basé sur la minimisation du risque empirique.
Il semble alors qu'un tel algorithme perd toute forme de régularisation que devrait lui
procurer le théoreme PAC-Bayes, cependant, nous sommes ici placé dans le cadre des
distributions quasi-uniformes, cadre qui confére une certaine forme de régularisation.
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Minimisation de la borne du théoréme 6.3.1

Minimiser la borne du théoreme 6.3.1 associée a une fonction de risque donnée
(o lorsque la distribution @) est contrainte a étre quasi-uniforme, revient a trouver la
distribution quasi-uniforme () minimisant la fonction

C-m-(o+KLQ|P).

Pour minimiser cette fonction en utilisant 1’algorithme 3, il suffit de choisir la fonction

FJ(\) définie par /
FL(N)EC-m - (o +KLH(N),

ol
KL,(A) € KL(Q4|P) (9.2)
A A A A
= KL(Q[IP) + (Qj + 2) log <Qj + 2) + <Q1+n - 2) log <Qj+n - 2)

—Qj log Qj - Qj+n log Qj+n
(9.3)

En calculant les dérivées premicre et seconde de cette fonction FZ () par rapport a A,
nous obtenons la fonction F7 ()\) permettant de minimiser le théoréme 6.3.1 par le biais
de I'algorithme 4. Nous trouvons

. 0 — 1 2Q; + A

FI = em - —Cj + = log —2L

wld) = Cme g g loesn T

0 — Lpw;+ A
et
0 ~. 0? — 1
Z I\ = C-m-—C;
o\ w< ) ¢-m a>\2CQ>\+n(2Qj+)\)(2Qj+n—)\)
0? — n
= C'm‘WCQi—i_l—nZ(wj—i—)\)?' (9.5)
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9.2 Risque linéaire

La premiere fonction de perte que nous examinons est la simple fonction

(x.1) dzéfil@jf(hj(x) £y)

[N
S

g
<

L
3
%

<.
Il
—_

Y(Qj — Qjn)(hy(x)

<
Il
-

Il

N = N = N =
|

N~ N = N
NE

<
:
=

(x)

dont le risque associé correspond au risque de Gibbs, noté R(Gg). Nous avons les égalités
suivantes permettant d’exprimer les risques de Gibbs réel R(Gg) et empirique Rg(Gg)
en fonction de la marge moyenne des exemples

R(Gq) = Z Q;1( 7 Y)
(x y) D
1 1
272 <X,END yw - h(x)
1 2n
Rs(Ga) = 13- Q100 1)

1 1 &
=—-——)> yw-h(x;)

2 2m Z
Notons RZ?()\) le risque empirique sur 'ensemble S (préalablement choisi) associé a
la distribution ) a laquelle un poids A\ est transféré du classificateur j + n vers le
classificateur j. C’est-a-dire, Ré()\) est le risque associé a la distribution Qi de la
définition 9.1.8. Nous avons alors

RL(N) == — — > [yiw - h(x;) + yi\hj(x;)]
@ 2 2m 2
_ 1 ii w - h(x;) —Z Ahj(x;)
2 2 - y’L 1 2 yl 7

A m
= Rs(Gg) — szz

= Rs(Gq) — A (; - RS(hj))

A
= Rs(GQ) + )\Rs(h]) — 5"
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9.2.1 Minimisation de la borne du théoréme 9.1.7

—

La dérivée par rapport a A de la fonction RJQ()\) correspond a une constante négative
si R(h;) < 3 et positive si R(h;) > 1. En effet, on calcule

— RY — I
8)\RQ(>\) R(h;) 5

Il suit que les composantes du vecteur w associé a la distribution () quasi-uniforme
minimisant la borne du théoreme 9.1.7 appliquée au risque de Gibbs sont simplement

|

9.2.2 Minimisation de la borne du théoréme 6.3.1

données par

sinon .

1
2

3= O

En portant les valeurs de B%C/(; = R(h;) — 5 et 38—;2(;; = 0 respectivement dans les
A A

équations (9.4) et (9.5), nous obtenons les fonctions F(\) et % F (\) qu'il faut porter
dans 'algorithme 4 pour obtenir un algorithme de minimisation de la borne donnée par

le théoréme 6.3.1 sur le risque de Gibbs (pour des distributions quasi-uniformes).

Plus précisément, les fonctions a porter dans l'algorithme sont données par

~ N 1. 4w+
J —C -m- I R - n_ 7J 7
B =Cm- (Rshy) 2)+210gi_wj_)\
et 9
~ . n
—Fi(\) = .
oafw) 1—n(w; + \)?

9.2.3 Résultats

Le tableau 9.2.3 présente les résultats obtenus par trois algorithmes, chacun conce-
vant un vote de majorité pondéré par une distribution ) quasi-uniforme optimisant
une borne sur le risque de Gibbs : G-kl dénote I'algorithme minimisant la borne du
théoreme 9.1.7, alors que Gg-C-ve et G-C-bm dénote deux versions de 'algorithme
minimisant la borne du théoreme 6.3.1. Pour chacune de ces deux versions de 1’algo-
rithme, nous avons testé un jeu de 16 valeurs différentes du parametre C' (0.01, 0.02,
0,05, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500 et 1000), dans la version Gg-C-vc
le parametre C' permettant de construire le classificateur final est choisi par validation



Chapitre 9. Distribution quasi-uniforme 144

Ensemble (1) Go-kl (2) Go-C-vc (3) Go-C-bm SSM

Nom [S| |7 n Rp |Borne| Rp C Ry | C |Borne

Adult 1809 | 10000 | 14 |[ 0.248 | 0.374 || 0.248 | 0.001 |{ 0.248|0.1| 0.363

BreastCancer | 343 | 340 9 || 0.171 | 0.269 || 0.126 | 0.001 || 0.171 |0.5| 0.253

Credit-A 353 | 300 | 15 || 0.417 | 0.487 || 0.347 | 0.001 || 0.420 |0.2| 0.471

Glass 107 | 107 9 |/0.411| 0.586 || 0.411 | 0.001 |{ 0.411|0.5| 0.556

Haberman 144 | 150 3 || 0.273 | 0.460 || 0.273 | 0.001 || 0.273 |0.5| 0.431

Heart 150 147 13 || 0.422 | 0.551 || 0.265 | 0.001 0.435 [0.5| 0.524 (2) < (1,3)
Ionosphere 176 | 175 | 34 || 0.337 | 0.492 || 0.337 | 0.001 |{0.337|0.5| 0.466

Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.449 | 0.483 || 0.050 | 0.001 0.423 [ 0.2| 0.465 (2) < (1,3)
Letter:DO 500 | 1058 | 16 || 0.490 | 0.535 || 0.257 | 0.001 || 0.490 |0.2| 0.516 (2) < (1,3)
Letter:0Q 500 | 1036 | 16 || 0.156 | 0.534 || 0.208 | 0.001 0.182 | 0.2 | 0.515 (1) < (2)
Liver 170 | 175 6 0.411 | 0.581 || 0.400| 0.001 || 0.400 (0.5| 0.556

MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.257 | 0.484 || 0.034 | 0.001 || 0.252 | 0.2 | 0.466 (2) < (1,3)
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 || 0.499 | 0.475 || 0.267 | 0.001 || 0.499 |0.2| 0.457 (2) < (1,3)
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 || 0.320 | 0.495 || 0.270 | 0.001 || 0.367 |0.2| 0.476 || (1) < (3),(2) < (1,3)
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 || 0.491 | 0.507 || 0.148 | 0.001 0.483 0.2 | 0.489 (2) < (1,3)
Mushroom 4062 | 4062 | 22 || 0.145 | 0.442 || 0.142 | 0.001 |/ 0.141|0.1| 0.433

Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.511| 0.499 || 0.511 0.5 0.511 0.1 | 0.489

Sonar 104 | 104 | 60 || 0.490 | 0.605 || 0.490 | 0.001 |{0.490|0.5| 0.574

Usvotes 235 | 200 16 || 0.160 | 0.364 || 0.130 | 0.001 0.135 [ 0.5| 0.342

Waveform 4000 | 4000 | 21 || 0.450 | 0.473 || 0.182| 0.001 || 0.403 | 0.1 | 0.464 || (2) < (1,3),(3) < (1)
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.359 | 0.447 || 0.324 | 0.001 | 0.359 [0.5| 0.430

TABLE 9.1 — Comparaison de trois algorithmes d’apprentissage basés sur la minimisation
d’une borne sur le risque de Gibbs avec contrainte de distribution quasi-uniforme.

croisée, alors que dans la version Gg-C-bm, c’est le parametre permettant d’obtenir la
plus petite borne de R(Gg) qui a été choisi.

Sans surprise, tous ces algorithmes d’apprentissage offrent de pietres performances,
en fait, sur bien des ensembles (dont Adult,Ringmorn et Wdbc), les résultats ici obtenus
sont méme significativement moins bons que ceux obtenus par les algorithmes non
contraints a concevoir une distribution ) quasi-uniforme (voir section 8.3). Les risques
sur I'ensemble test obtenus sur Ringnorm sont mémes supérieurs a 50%. Il ne s’agit
pas d’une erreur dans le tableau, c¢’est plutot un bon exemple du fait que le risque de
Gibbs peut étre inférieur au risque du vote de majorité. On remarque aussi que sur ce
méme exemple, les bornes présentées sont plus faibles que le risque sur I’ensemble test,
les bornes ne sont toutefois pas violées, car il s’agit de bornes sur le risque de Gibbs; il
faut multiplier par 2 ces bornes pour obtenir des bornes sur le vote de majorité.
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9.3 Risque quadratique

Pour un hyperparametre v fixé, la perte quadratique dans le contexte des distribu-
tions quasi-uniformes est donnée par

Gt = (R0 )

il suit que nous avons

G = i (yzw h(x;) + Ayihy (%) 1)2

1
m =1 Y

_ (Zyz (x:)(y;w - h(x;) — ’7)>+)\Z‘

g

En posant DJ, = £ 3™ y;h;(x;)(y;w - h(x;) — 7), nous pouvons écrire de fagon plus
succincte o) \2

Ge(N) = Cw+ 5 D4+ 5
g 7?

Les dérivées premiere et seconde de cette fonction par rapport a A sont données par

0 = 2 . 2)
*C&(A) = ﬁDﬁij?

2

a)\QCJ( ) = 2

9.3.1 Algorithmes d’apprentissage
Minimisation de la borne du théoreme 9.1.7

Pour minimiser la borne du théoréme 9.1.7 nous devons trouver la distribution @)
quasi-uniforme minimisant le risque quadratique, en procédant composante par compo-
sante, nous devons donc minimiser des quantités C&,()\), ou de fagon similaire (puisque
cette fonction est convexe) nous devons résoudre

0 =

S0 =

SGO)
ce qui se fait analytiquement. On obtient

o — )
54&1()\) - 0 e )\opt = —D]

w*
A=opt
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Ainsi, nous pouvons concevoir, pour résoudre ce probléeme d’optimisation, un algorithme
semblable a 'algorithme 4, mais dans lequel 'application de la méthode de Newton est
remplacée par une expression directe du zéro de la fonction C&,()\) Voir I'algorithme 5

pour plus de détails.

Algorithme 5 : Minimisation de la borne du théoreme 9.1.7
Entrées : S ={(x1,v1),- -, Xm,Ym)}, H={h1,ho,... hy},y € (0,1]
Initialiser : w; =0 pour j =1,2,...,net M; =0 pouri=1,2,...,m

Exécuter
Piger j aléatoirement dans ’ensemble {1,2,...,n}.

Poser Aoy = —% S yihi(x) (M — 7).

Aopt <= min(Ayp, % — w;)

Aopt < max(Aypt, —% — wj)

Wi <= Wy + )\opt

Vi o M; <= M; 4+ yidopthj(%;)

Répéter tant que critére d’arrét non atteint ;
Sortie : fw(x) = sgn (w - h(x))

Minimisation de la borne du théoréme 6.3.1

En portant dans les équations (9.4) et (9.5) les expressions que nous avons calculées
pour les dérivées de C&,(A), nous obtenons les fonctions qu’il faut porter dans 'algo-
rithme 4 pour obtenir un algorithme d’apprentissage retournant un classificateur par
vote de majorité pondéré par la distribution () quasi-uniforme minimisant la borne du
théoreme 6.3.1 appliqué avec le risque quadratique :

~ . 2C'm 2Cm . 1 Lw; + X
FI(N) = by DI 4 Zloo 2 J
et
0 ~. 2C'm n
—FJ(\) = )
1)) w(V) y? Tz n?(w; + A)?

Temps d’exécution

Chaque étape d’optimisation (pour une composante j donnée) nécessite de calculer
la quantité D, ce qui nécessite un temps de calcul de 'ordre de ©(m) si nous gardons en
mémoire un vecteur contenant la marge des différents exemples (ce vecteur correspond a
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M dans l'algorithme 5). Une fois ce calcul fait, les évaluations des différentes fonctions se
font dans un temps constant, ¢’est-a-dire qui ne dépend ni de m (le nombre d’exemples),
ni de n (le nombre de classificateurs). Une fois le transfert de poids optimal (Ayp)
trouvé, il est nécessaire de mettre a jour le vecteur de marges, ce qui se fait dans un
temps de l'ordre de ©(m). Ainsi, pour les deux versions de I'algorithme, chaque étape
d’optimisation a un cout total en temps de calcul de 'ordre de ©(m). Cependant, dans
la version de I'algorithme basée sur le théoreme 5.1.1, a chaque itération de I'algorithme,
la recherche du zéro se fait par une méthode analytique directe, alors que pour la version
basée sur le théoreme 6.3.1, la recherche du zéro se fait avec une méthode itérative, qui
est la méthode de Newton. Ainsi, en notant N le nombre maximal d’itérations exécuté
par la méthode de Newton, nous pouvons dire que chaque itération de la deuxieme
version de l'algorithme s’exécute dans un temps de 'ordre O(N - m). Dans la pratique,
la valeur maximale de N étant un nombre entier fixé (en fonction de la précision voulue
dans I'implémentation de 'algorithme), chaque itération de 1’algorithme s’exécute tout
de méme dans temps de l'ordre de O(m).

9.3.2 Résultats

Le tableau 9.2 présente des résultats d’expérimentations de deux algorithmes d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondérés par des distributions minimisant
une borne de type PAC-Bayes du risque quadratique. L’algorithme identifié par Quad-C
est basé sur la version Catoni du théoreéme sur les fonctions de perte générales, alors
que 'algorithme Quad-kl est basé sur la version Langford-Seeger.

Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge (RR)
sur 21 ensembles de données (la méthodologie employée pour les comparaisons est dé-
crite a la section 8.2). Les valeurs testées pour le parametre -y correspondent a ’ensemble
{0.0001, 0.0002, 0.0005,0.001,0.002,0.005, 0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9, 1} et celles du parametre C' a 1’ensemble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5, 1,2, 5, 10,
20, 50, 100, 200, 500,1000}. La colonne SSM indique qu’il y a une différence statisti-
quement significative de performance entre deux algorithmes sur seulement 2 ensembles
de données : sur MNIST :0vs8, AdaBoost est significativement meilleur que Quad-kl,
alors que sur MNIST :2vs3, Quad-C est significativement meilleur que AdaBoost. La
méthodologie employée pour les comparaisons est donnée a la section 8.2.
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Ensemble (1) AB (2)RR (3) Quad-C (4) Quad-kl SSM

Nom ‘S| |T‘ n RT RT C RT Y C RT Y

Adult 1809 | 10000 | 14 || 0.149 |/ 0.148 | 0.2 || 0.149 | 0.02 |0.05 |/ 0.148 | 0.02
BreastCancer | 343 | 340 9 0.053 || 0.050 | 10 |/ 0.044| 0.3 0.1 ||0.044| 0.2
Credit-A 353 | 300 | 15 || 0.170 || 0.157 | 2 | 0.147| 0.02 |0.01|/0.147 | 0.02
Glass 107 | 107 9 0.178 || 0.206 | 5 0.196 | 0.01 |0.02] 0.224 | 0.02
Haberman 144 | 150 | 3 || 0.260 || 0.273 | 20 || 0.267 | 0.4 | 0.5 |/0.260| 0.6
Heart 150 | 147 | 13 0.252 || 0.197 1 0.177| 0.2 |0.05| 0.190 0.2

Ionosphere 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 |0.05|] 0.097| 0.1 0.2 |/ 0.114 | 0.1
Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.010 |{0.003| 0.2 || 0.006 0.1 |0.01( 0.006 | 0.1
Letter:DO 500 | 1058 | 16 || 0.036 || 0.026 | 0.05 (| 0.020| 0.05 |0.02 || 0.021 | 0.05
Letter:0OQ 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.042 | 0.05 |0.01 || 0.047 | 0.05
Liver 170 | 175 6 0.320 [|0.309| 5 0.337 | 0.1 10 || 0.337 | 0.1
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.008 || 0.015 | 0.05 || 0.015 | 0.005 |0.01 | 0.018 | 0.02 (1) < (4)
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 [ 784 || 0.013 || 0.011 |0.05 || 0.010| 0.05 |0.01| 0.014 | 0.1
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 784 || 0.025 |/ 0.024| 0.2 [|0.024| 0.05 |0.01 0.029 | 0.05
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 || 0.047 | 0.033 | 0.2 || 0.029| 0.05 |0.01| 0.035 0.1 (3) < (1)
Mushroom 4062 | 4062 | 22 || 0.000 |{ 0.000|0.02 || 0.000 | 0.0001 | 0.01 {| 0.000 | 0.0001
Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.043 |/ 0.037|0.05| 0.039 | 0.05 |0.05] 0.038 | 0.02

Sonar 104 | 104 | 60 0.231 || 0.192 {0.05|/ 0.125| 0.2 1 0.125| 0.2
Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 0.055 | 0.0001 | 0.01 || 0.055 | 0.0001
Waveform 4000 | 4000 | 21 0.085 || 0.079 | 10 || 0.078| 0.1 |[0.01} 0.079 | 0.05
Wdbc 285 | 284 | 30 0.049 || 0.049 | 0.2 ||0.046| 0.1 0.1 [|0.046| 0.1

TABLE 9.2 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes d’apprentissage basés
sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque quadratique.

9.4 Risque exponentiel

La perte exponentielle sur un exemple (x, y) dans le contexte des distributions quasi-
uniformes est donnée par

yw - h(x)

Ew(x,y) =exp | —
(%, 9) S

Le risque exponentiel, noté £, et son risque empirique sur un ensemble S de taille m,
noté &, sont donc donnés par
yw - h(x)

w= E exp|—-——w——"= et <€'Aw:— exp | —
(x,y)~D P y m; P

y;w - h(x;)
7

Pour un vecteur de différences de poids complémentaires w donné (relié a une dis-

tribution quasi-uniforme @), notons 53;,()\) la fonction retournant le risque exponentiel
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empirique associé a la distribution @}, c’est-a-dire

&(A) = ;ie}{p (_yl-w .Wh(xi) _ Ayih;‘@i))
g (b)) ()
om ; ! ( Ll ) " < gl )
= ;Lexp <—A> Z:exp (_yzw ﬁyh(xz)> I(h;(x:) = i)
+ ;exp (A) 7:1 exp (_yzw th(Xl)> I(hj(x:) = —y;)

1 Yiw - h(Xz)>
D;;:— exp(— I(h;(x; =Y
) ) 1y o) = w0
1 & YW - h(xl)>
Dw:— exp<— [h-X,' = =Y,
) ) by o) =~
nous pouvons écrire
o + A - A
EW(N) = Dy, exp > + D, exp ) (9.6)

Nous avons donc les expressions suivantes pour les dérivées premiere et seconde du
risque exponentiel

08L(\)  —Di ( A) D (A)
= FTexp|—— |+ —Texp|— 9.7
oA gl ¥ gl gl 6-7)
et e
PEL(N)  DE A\ Dy A

9.4.1 Algorithmes d’optimisation
Minimisation de la borne du théoréme 9.1.7

Pour obtenir un algorithme d’apprentissage retournant la distribution ) quasi-uni-
forme minimisant la borne du théoreme 9.1.7 appliqué avec le risque exponentiel, il

suffit de porter dans 1’algorithme 4 les valeurs suivantes de FY () et%]}&()\) ;

98N

R ==
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et -
P&

0 ~.
J _ 2 =W\
3 oz’

e A
C on 257
ou agg/\(x) = gf\g(/\)

sont respectivement donnés aux équations 9.7 et 9.8.

Minimisation de la borne du théoréme 6.3.1

Pour obtenir un algorithme d’apprentissage retournant la distribution ¢) quasi-uni-
forme minimisant la borne du théoreme 6.3.1 appliqué avec le risque exponentiel, il
suffit de porter dans l'algorithme 4 les valeurs suivantes de FJ (\) et & FJ (X) :

O™ W
~ ac‘?'v(A) 1, Lqw+2
F? =C-m- Zlogn— 1~
TN =C-m B +20gl—wj—/\
et -
0 ~. PEL(N) n
—F(\N=C-m-
o) TN T w2 (w, A2

OEL(O) ., OPEN(N)
ou =53 et a2

sont respectivement donnés aux équations 9.7 et 9.8.

Temps d’exécution

Pour une composante j donnée, une fois les calculs de D et D effectués, ce qui
se fait en temps O(m) en supposant que nous tenons a jour un vecteur de marges,
c’est-a-dire un vecteur contenant les m valeurs de y;w - h(x;), les évaluations de F7 ())
et %]5‘{,()\) se font en temps constant. Une fois le transfert de poids optimal (A,pt)
trouvé, il est nécessaire de mettre a jour le vecteur de marges, ce qui se fait dans
un temps de lordre de ©(m). Ainsi, pour les deux versions de l'algorithme, chaque
étape d’optimisation a un cout total en temps de calcul de l'ordre de ©(m). Le temps
d’exécution, par itération de I'algorithme, est donc le méme que celui de I'algorithme

basé sur la perte quadratique.

9.4.2 Résultats

Le tableau 9.3 présente des résultats d’expérimentations de deux algorithmes d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondérés par des distributions quasi-
uniformes minimisant une borne de type PAC-Bayes du risque exponentiel. L’algorithme
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identifié par Exp-C est basé sur la version Catoni du théoreme sur les fonctions de perte
générales, alors que l'algorithme Exp-kl est basé sur la version Langford-Seeger.

Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge
(RR) sur 21 ensembles de données (la méthodologie employée pour les comparaisons
est décrite a la section 8.2). Les valeurs parametres v et C' permettant d’obtenir
les résultats présentés ont été choisis par validation croisée. Les valeurs testées pour
le parameétre v correspondent a l’ensemble {0.0001,0.0002, 0.0005,0.001,0.002,0.005,
0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1} et celles du parameétre C' a 'en-
semble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,1, 2,5, 10,20, 50, 100, 200, 500,1000}. La colonne
SSM indique qu’il n’y a aucune différence statistiquement significative entre les dif-
férents algorithmes, excepté sur 'ensemble Ringnorm ou les deux versions de nos al-
gorithmes sont significativement meilleurs qu’AdaBoost et également significativement
meilleurs que la régression ridge.

Ensemble (1)AB (2)RR (3) Exp-C (4) Exp-kl SSM

Nom [S| |7 n Rp Ry C Rr ¥ C Rp 5

Adult 1809 | 10000 | 14 || 0.149 (| 0.148 | 0.2 || 0.149 | 0.02 | 0.02 || 0.150 | 0.02
BreastCancer | 343 | 340 9 0.053 || 0.050 | 10 |/ 0.044| 0.1 |0.02 || 0.050 0.2
Credit-A 353 | 300 | 15 0.170 || 0.157| 2 0.227 0.1 0.02 || 0.203 0.1
Glass 107 | 107 9 0.178 || 0.206 | 5 |/ 0.178| 0.01 | 0.01 || 0.187 | 0.01
Haberman 144 | 150 3 0.260 || 0.273 | 20 || 0.267 0.5 0.5 ||0.260| 0.5
Heart 150 | 147 | 13 0.252 (|0.197| 1 0.204 0.1 0.2 || 0.211 0.1

Ionosphere 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 |0.05|[0.109 | 0.01 | 0.05 || 0.114 | 0.05

Letter:AB 500 | 1055 | 16 || 0.010 || 0.003 | 0.2 || 0.002 | 0.002 | 20 || 0.004 |0.0001
Letter:DO 500 | 1058 | 16 || 0.036 || 0.026 |0.05 | 0.024 | 0.005 | 0.01 |[{0.019| 0.01

Letter:0Q 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.042 | 0.0001| 0.1 || 0.052 | 0.0001
Liver 170 | 175 6 0.320 [|0.309| 5 0.360 | 0.02 | 0.5 || 0.320 | 0.05

MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.008 |[ 0.015 | 0.05|| 0.016 | 0.005 | 10 || 0.015 |0.0002
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 | 0.013 |f 0.011 |0.05|| 0.010| 0.005 | 1000 || 0.014 | 0.001
MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 | 0.025 || 0.024 | 0.2 || 0.022 | 0.005 1 0.023 | 0.0002
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 || 0.047 |/ 0.033| 0.2 || 0.037 | 0.002 | 100 || 0.036 | 0.005
Mushroom 4062 | 4062 | 22 (| 0.000 |/ 0.000|0.02 (| 0.000 | 0.0001 | 0.01 || 0.000 | 0.0001
Ringnorm 3700 | 3700 | 20 || 0.043 || 0.037 |0.05|| 0.025| 0.01 |0.02 || 0.026 | 0.005 || (3,4) < (1,2)

Sonar 104 | 104 | 60 || 0.231 || 0.192 | 0.05|/ 0.135| 0.005 | 0.2 || 0.163 |0.0001
Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 0.085 | 0.02 | 0.01 || 0.060 | 0.05
Waveform 4000 | 4000 | 21 0.085 [/ 0.079| 10 || 0.082 | 0.05 | 0.01 || 0.080 | 0.05
Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.049 || 0.049 | 0.2 || 0.046 | 0.02 | 0.2 || 0.042| 0.02

TABLE 9.3 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes d’apprentissage basés
sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque exponentiel.

9.5 Classificateur de Gibbs a piges multiples

Dans cette section, nous nous intéressons a concevoir des algorithmes construisant
un classificateur par vote de majorité pondéré par une distribution quasi-uniforme mini-
misant une borne du risque du classificateur de Gibbs a piges multiples. Ces algorithmes
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seront en fait des implémentations de I'algorithme 4, il nous suffit alors de définir les
fonctions Fggk()\) propres a chaque algorithme. Nous présentons ici deux algorithmes,
I'un basé sur la borne fournie par le théoreme 9.1.7, et 'autre basé sur le théoreme 6.3.1.

Comme nous 'avons fait dans la section 8.6, nous avons en fait minimisé non pas
directement le risque associé a la fonction de perte du classificateur de Gibbs a piges
multiples, mais plutot le risque associé a une version convexifiée de celle ci, soit la
fonction de perte suivante

Ry (; - %(W -h(x;) + /\hj(xi)>> si y;w - h(x;) <0
z - %(W -h(x;) + )\hj(xi)) - Ry (;) sinon .

Nous avons choisi de ne pas détailler les calculs nécessaires a ’adaptation des al-
gorithmes de la section 8.6 pour les distributions quasi-uniformes car ceux-ci sont un
peu long et se font sans trop de difficultés. Nous présentons alors pour ces algorithmes
seulement les résultats expérimentaux.

9.5.1 Résultats

Le tableau 9.4 présente des résultats d’expérimentations de deux algorithmes d’ap-
prentissage construisant des votes de majorité pondérés par des distributions quasi-
uniformes minimisant une borne de type PAC-Bayes du risque exponentiel. L’algorithme
identifié par GibbsN-C est basé sur la version Catoni du théoreme sur les fonctions de
perte générales, alors que l'algorithme GibbsN-kl est basé sur la version Langford-
Seeger.

Nous avons comparé nos algorithmes avec AdaBoost (AB) et la régression ridge (RR)
sur 21 ensembles de données (la méthodologie employée pour les comparaisons est dé-
crite a la section 8.2). Les valeurs parametres N et C' permettant d’obtenir les résultats
présentés ont été choisis par validation croisée. Les valeurs testées pour le parametre N
correspondent & 'ensemble {1, 3, 5,7,9, 25,49,75,99, 499,999, 4999, 9999, 49999, 99999,
499999, 999999} et celles du parametre C' a 1’ensemble {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5, 1, 2,
5,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000}. La colonne SSM indique qu’il n’y a aucune différence
statistiquement significative entre les différents algorithmes, excepté sur ’ensemble Rin-
gnorm ol les deux versions de nos algorithmes sont significativement meilleurs qu’Ada-
Boost et également significativement meilleurs que la régression ridge.
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Ensemble 1) AB| (2 RR (3) GibbsN-C (4) GibbsN-kI SSM

Nom |S| |T| n Rr Rr C Rt N C Rt N

Adult 180910000 | 14 || 0.149 |[0.148| 0.2 || 0.152 | 9999 | 20 || 0.153 | 9999
BreastCancer | 343 | 340 | 9 || 0.053 || 0.050 | 10 || 0.041| 75 | 10 | 0.088| 75

Credit-A 353 | 300 | 15 || 0.170 || 0.157 | 2 ||0.153] 99999 | 2 || 0.207 | 99999

Glass 107 | 107 | 9 || 0.178 || 0.206 | 5 || 0.178| 49999 | 500 || 0.178 | 49999

Haberman | 144 | 150 | 3 | 0.260 || 0.273 | 20 || 0.273 | 1 |0.001] 0.273 | 1

Heart 150 | 147 | 13 || 0.252 || 0.197 | 1 ||0.184| 999 | 2 ||0.184| 99

Tonosphere | 176 | 175 | 34 || 0.120 || 0.131 |0.05|[0.097| 4999 | 50 | 0.097| 499

Letter:AB | 500 | 1055 | 16 || 0.010 | 0.003| 0.2 || 0.005 | 499 | 5 | 0.009 | 499

Letter:DO | 500 | 1058 | 16 || 0.036 | 0.026|0.05]/0.026| 999 | 10 | 0.026 | 499999

Letter:0Q | 500 | 1036 | 16 || 0.038 || 0.044 | 0.2 || 0.039 | 49999 | 100 || 0.054 | 499999

Liver 170 | 175 | 6 || 0.320 |[0.309| 5 | 0.314 | 999 | 2 | 0.331| 4999
MNIST:0vs8 | 500 | 1916 | 784 || 0.008 || 0.015 | 0.05 || 0.010 | 4999 | 50 || 0.013 | 999999
MNIST:1vs7 | 500 | 1922 | 784 || 0.013 ||0.011]0.05|[ 0.018 | 499 | 50 || 0.017 | 499

MNIST:1vs8 | 500 | 1936 | 784 | 0.025 || 0.024 | 0.2 |[0.016 | 49999 | 500 || 0.023 | 49999
MNIST:2vs3 | 500 | 1905 | 784 || 0.047 [[0.083] 0.2 || 0.035 [ 499999 | 1000 || 0.036 | 4999

Mushroom | 4062 | 4062 | 22 || 0.000 | 0.000 | 0.02 || 0.000 | 49999 | 100 || 0.000| 99999

Ringnorm | 3700 | 3700 | 20 || 0.043 || 0.037 [0.05 || 0.027 | 9999 | 200 [[0.026| 9999 || (3,4) < (1,2)
Sonar 104 | 104 | 60 || 0.231 || 0.192 [0.05 0.144 | 4999 | 100 || 0.125| 99

Usvotes 235 | 200 | 16 || 0.055 || 0.060 | 2 || 0.070 | 4999 | 2 | 0.080 | 99

Waveform | 4000 | 4000 | 21 || 0.085 ||0.079| 10 || 0.081 | 999 | 0.5 | 0.079| 999

Wdbc 285 | 284 | 30 || 0.049 || 0.049 | 0.2 [[0.046] 999 | 200 || 0.046| 999

TABLE 9.4 — Résultats d’expérimentations avec des algorithmes

d’apprentissage ba-

sés sur une borne de type PAC-Bayes sur le risque du classificateur de Gibbs a piges

multiples.



Conclusion

Dans cette these, nous avons présenté deux nouveaux théoremes de type PAC-Bayes
ainsi que différents résultats théoriques leur étant liés. Puis, nous avons développé des
algorithmes d’apprentissage construisant des classificateurs par vote de majorité pon-
dérés par une distribution ) minimisant une borne de type PAC-Bayes.

Le théoreme 4.7.1 permet de borner, en plus du risque de Gibbs, diverses quantités
statistiques reliées a un vote de majorité, telles que la variance du taux d’erreur des
votants (alors que le théoreme PAC-Bayes classique permet seulement de borne le risque
de Gibbs). En particulier, ce théoreme s’applique pour borner une quantité (Cg) plus
représentative du risque d’un classificateur par vote de majorité que ne l'est le risque
de Gibbs (qui ne correspond en fait qu’a la moyenne des risques de votants).

Le théoreme 5.1.1 (comme les théorémes 5.1.2 et 6.3.1) permet de borner le risque
associé a toute fonction de perte s’appliquant & un classificateur par vote de majorité
et possédant un développement en série de Taylor centré en Wy (x,y) = % et défini sur
tout lintervalle [0,1]. En particulier, ce théoréme s’applique pour obtenir des bornes
des risques linéaire (qui coincide avec le risque de Gibbs), quadratique et exponentielle,
ainsi que du risque du classificateur de Gibbs a piges multiples (ce classificateur permet
d’approcher, en augmentant le nombre de piges, le classificateur par vote de majorité).

Pour un ensemble d’entrainement donné, et pour une fonction de perte convenable
donnée (p(x,y), les théoremes 5.1.2 et 6.3.1 permettent de borner les risques (g si-
multanément pour toute distribution Q. A partir de cette observation vient I'idée de
concevoir des algorithmes d’apprentissage basé sur ces théoremes. Ces algorithmes, que
nous présentons dans la deuxieme partie de la these, concoivent des classificateurs par
votes de majorité, By, en choisissant la distribution () de sorte a minimiser le risque
associé & une fonction de perte préalablement choisie. A partir des fonctions de perte
linéaire, quadratique, exponentielle ainsi qu’a partir de la fonction de perte du classifi-
cateur de Gibbs a piges multiples, nous avons con¢u huit algorithmes d’apprentissage
(un algorithme basé sur le théoreme 5.1.2 et un autre sur le théoreme 6.3.1 pour chaque
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fonction de perte). Certains de ces algorithmes se comparent favorablement avec une
implémentation d’AdaBoost.

Questions ouvertes

La différence entre 'algorithme Exp-kl de la section 8.5 et celui de la section 9.4
réside dans le fait que la premiere version de ’algorithme se base sur une borne utilisant
la fonction de pseudo-distance KL(Q||P) pour réguler la distribution @, alors que la se-
conde utilise seulement le fait que la distribution () est contrainte a étre une distribution
quasi-uniforme. Par cette seule modification, nous observons une nette amélioration de
performance des classificateurs produits (voir tableaux 8.5.4 et 9.3). Nous observons
également que les versions des algorithmes basées sur le théoreme 6.3.1 performent
généralement mieux que celles basées sur le théoreme 5.1.2. Ces améliorations s’ex-
pliquent par la présence de I’hyperparametre C' qui permet de modifier I'importance du
régularisateur. Il résulte de ces observations que le régularisateur KL(Q||P) n’est pas
optimal.

De plus, nous observons que la sélection par la borne des hyperparametres mene
généralement a de pietres résultats (que nous n’avons d’ailleurs pas présentés). En fait,
les version des algorithmes permettant d’obtenir les meilleurs classificateurs fournissent
généralement des bornes sur le risque tres laches.

La question naturelle qui se pose alors est la suivante : pouvons-nous concevoir
un meilleur théoreme PAC-Bayes? Pour répondre a cette question, il faut d’abord se
pencher sur le fameux théoreme 5.1.2.

La différence entre le risque empirique associé a une fonction de perte générale et la
valeur de la borne fournie par la théoreme 5.1.2 (ou le théoreme 5.1.1) augmente essen-
tiellement linéairement avec la valeur de la somme des coefficients du développement
en série de Taylor centré en Wo(x,y) = 3 de la fonction de perte (voir I'inégalité 5.5).

Elle augmente donc au moins linéairement avec la valeur de la pente de la fonction de

1

perte évaluée au point Wo(x,y) = 3.

I1 suit que la borne du risque associé a des fonctions de perte a valeurs dans [0, 1]
peut étre arbitrairement grande. Par exemple, la fonction de perte

o) = (14t (2 (2wt - 1))

est a valeurs comprises dans [0, 1] et satisfait les contraintes du théoreme 5.1.1 pour
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toute valeur § > 0. De plus, elle s’approche de la fonction de perte I(Wq(x,y) >
%) lorsque § — oo. Cette fonction est donc la candidate idéale pour approcher le
risque du classificateur par vote de majorité. Malheureusement, pour des valeurs de /3
intéressantes, le théoreme sur les fonctions de perte générales ne permet pas d’obtenir
une borne serrée du risque. Méme que, malgré le fait que le risque soit a valeur dans
[0, 1], pour un ensemble S donné, la borne sur le risque tendra vers U'infini en faisant
tendre (8 vers l'infini.

Un résultat équivalent au théoréme 5.1.2 mais fournissant une borne dont la dégra-
dation serait moins sévere pour des fonctions de perte approchant la perte zéro-un (et
idéalement a valeurs [0, 1] pour une fonction de perte a valeurs [0, 1]) serait un point
de départ intéressant pour la conception de meilleurs algorithmes d’apprentissage basés
sur des bornes de type PAC-Bayes.
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Annexe A

Démonstrations

Lemme A.0.1. Soit Q) une distribution sur un ensemble de classificateurs binaires H.
Soit f:H —[0,1] et g: H — [0,1] deux fonctions. Alors nous avons
EK(fWlg) > K(E {0 E o).

Démonstration : Nous présentons ici une preuve supposant la dénombrabilité de 1’en-
semble H, cependant, de par la convexité de kl(-||-), le lemme tient également dans le
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cas indénombrable. Nous avons

B K MWloh) = B, Fh)log L0 + (1= p(hytog ;=100
:%FWMmggﬂgmwlﬂwmyi$
= % QU stos Gt

+ %Q(h)(l — f(h))log g% = J;EZ;)
(gomm) B3

heH
E f(h) 1- B f(h)
B (hgﬂf(h)> log Zflzg(h) * (1 a h?ﬂf(h)) log 1- Zglzg(h)

K1 (,E ()] E o(0)

Suite a la troisieme égalité, pour faire apparaitre une inégalité, nous avons fait interve-
nir I'inégalité log-somme (voir Cover et Thomas, 1991, chapitre 12, section 1). [ |

Lemme A.0.2. Soit Q) une distribution sur un ensemble de classificateurs binaires H.
Soita: HXxH—=[0,1],a:HxH—=[0,1], B:HxH—[0,1] et :HxH —[0,1]

des fonctions. Alors nous avons

E  ki(an, Bisfas, > K(ag, Bollao, Bo)
ol o K@ Brzllans, Bro) 2 K@, Bellag, o)
ol aqg est une formulation abrégée pour ohq, ha) et ag est une formulation abrégée

pour E a(hy, hy) et similairement pour &, (B et 3.
(hl’hZ)NQ(Q)

Démonstration : Nous présentons ici une preuve supposant la dénombrabilité de 1’en-
semble H, cependant, de par la convexité de kl(-||-), le lemme tient également dans le
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cas indénombrable. Nous avons

E kl &\7/\ 19,
(h1,h2)~Q2) ( 12 612“ 12 612)

arz B _ — 1-ap—fe
= E aqs lo —+ log—=+ (1 —aqs — log —M——=
(h1,h2)~Q(2) l 12708 02 512 s B2 ( 12~ e log 1 — a2 — P2
— Q(Q)(hl, ho) [@ log 12
(h1,h2)eH) Q12
Bz . l-ap— P
log —= 1— — log ———=———=
+@12 0g Buy + ( a1z — Pr2) log [

O(hy, ho)as 1 QP (h, ha)Bra
_ O oyl Q 1, 2) 012 1 1, 12) P12
EATR bQ)PwOngUmhﬁmQ+ﬁuOngUmhﬂ&2

(h1,h2)eH )
_ Q(Q)(hh h2)(1 — Q12 — ﬁ12>]
+ (1 612) lOg Q(2)< )(1 gy — 612)
o (hl, h2)0612
N (hl,hQZ):w ) Q (hh h2)0412 log (h1, h2)0ﬂ2
(2) (hb h2)512
+ Z Q" (h1, h?)/812 log ) (I, 7o) P

(hl,hg)E’H(g)
o Q@ (h1, ho)(1 — arz — Bi2)

@) an—
+ > QW(hy, ho)(1 — arz — Br) log Q@ (hy, hy)(1 — agg — Pra)

(h1,h2)EeH(2)

L’inégalité log-somme (voir Cover et Thomas, 1991, chapitre 12, section 1) appliquée a
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chacune des trois sommations permet alors d’obtenir

E kl &\7/\ 19,
(h1,h2)~Q(2) (12, Przllai2, Br2)

> QW(hy, ho)ars
log (hl,hQ)G'H(z)
Q(Z)(hb h2)a12

> ( > Q) (h1, hy)ars

(2)
(h1,h2)eH (h1,ha)EH®)

> Q@ (hy, hy)bra
) log

(h1,h2)eH(?)

Z Q(2)(h17 h2)512

(h1,h2)eH(?)

+ ( S Q¥(hi,ho)(1 —ars — BB))

(h1,h2)eH®)

+ ( > Q® (hy, h2)31\2

(h1 ,hg)GH(2)

Y Q@ (hy, ho)(1 — ars — bra)

(h1,h2)eH(2)

> Q@ (hy, he)(1 — g — Pi2)

(h1,h2)eH?)

- log

. ag | =, P _  1-a5- o
:anOgaz + 6Qlog5Z + <1_aQ_BQ)10g1—O;2—ﬁz

= kl(ag, Bollag, Bq) -
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