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Résumé 

Les applications de contrôle automatique et d'optimisation doivent utiliser des 
données de qualité afin de prendre des actions ciblées et efficaces. Les imperfections 
des systèmes de mesure font en sorte que les données mesurées brutes ne présentent pas 
un portrait complet et précis des procédés. Les observateurs, en combinant les mesures 
brutes avec des connaissances sur les procédés, permettent, sous certaines conditions 
dont l'observabilité et une modélisation adéquate, de fournir des estimés fiables pour 
les variables non mesurées tout en diminuant les effets du bruit aléatoire de mesure 
sur les variables mesurées. La présente thèse vise particulièrement à explorer et valider 
les possibilités d'observer de manière non biaisée des procédés à partir de sous-modèles 
basés sur des lois de conservation auxquelles des équations empiriques stochastiques 
peuvent être ajoutées. La représentation d'état régulière est d'abord considérée, mais 
elle devient limitée en présence d'équations algébriques ainsi que dans le contexte 
errors-in-variables. Après avoir fait la preuve que ce contexte errors-in-variables est 
parfaitement compatible avec une représentation d'état généralisée même dans un cas 
où certaines entrées ne seraient pas mesurées, la représentation d'état généralisée est 
largement utilisée pour la modélisation dans cette thèse. Des observateurs optimaux 
sont présentés pour cette représentation d'état ainsi que les représentations d'état 
particulières statique, stationnaire et dynamique régulière. La réconciliation dynamique 
non linéaire de données basée sur la programmation non linéaire est privilégiée dans 
les situations où les contraintes sont non linéaires ou lorsque des contraintes d'inégalité 
deviennent actives. Les limites des observateurs statiques pour les applications en ligne 
sont démontrées et les observateurs stationnaires basés sur des structures similaires, 
mais nécessitant le réglage d'une matrice de variance supplémentaire, sont proposés 
en remplacement. Des méthodes pratiques sont proposées et testées pour le réglage 
des paramètres stochastiques. L'observation est appliquée à des procédés de traitement 
de la matière considérés parfaitement mélangés ainsi qu'à un tuyau avec écoulement 
piston à débit volumique variable. Les notions et les outils développés dans cette thèse 
peuvent être utiles et utilisés dans de nombreux secteurs industriels dont le traitement 
du minerai, la pyrométallurgie, la pétrochimie, le ciment, les biotechnologies et la 
transformation alimentaire. 



Abstract 

Automatic process control and optimization applications must use good quality 
data in order to take targeted and effective actions. Raw measurements do not i)rovide 
a complète and précise vision of process opérations because ineasureincnt Systems 
arc not perfect. Observers, by combining raw measurements with knowledge about 
processes, allow, under certain conditions such as sufficient observability and adéquate 
modeling, to provide reliable estimâtes for unmeasured variables while decreasing 
random measurement noise effects on measured variables. The présent thesis aims at 
exploring and validating the possibilities for the unbiaised observation of processes using 
sub-models based on conservation laws to which stochastic empirical équations can be 
added. The regular state space représentation is first considered but it becomes limited 
in the présence of algebraic équations and in the errors-in-variables environment. 
After showing that this errors-in-variables environment fits perfectly in a generalized 
state space représentation even in a case where some imputs would not be measured, 
the generalized state space représentation is then largely used for modeling in this 
thesis. Optimal observers are presented for this state space représentation as well as 
for the particular static, stationary and regular dynamic state space représentation. 
The nonlinear dynamic data reconciliation algorithm based on nonlinear programming 
should be favored in case of nonlinear constraints or when the inequality constraints 
become active. The limitations of static observers for on line applications are shown and 
stationary observers using the saine modeling structure, but requiring the tuning of an 
additional variance matrix, are proposed as an easy improvement. Practical methods 
are proposed and tested for the tuning of the two variance matrices used in state 
space modeling. The différent observers are applied to processing units considered 
perfectly mixed and transportation units like a plug-flow pipe with a variable flowrate. 
The concepts and the tools developed in this thesis can be useful and used in many 
industrial sectors such as minerai processing, pyrometallurgy, petrochemistry, cernent, 
biotechnology and food processing. 
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Chapitre 1. Sur l'observation des procédés 
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FlG. 1.1 - Séries temporelles de récupérations quotidiennes de plomb utilisant des 
valeurs mesurées et réconciliées. Gracieuseté de Algosys. 

Une première analyse des opérations à partir des données brutes de la Figure 1 I 
pourrait laisser croire que la récupération n'est pas bien contrôlée dans cette usine si, 
par exemple, l'optimisation suggérait de la maintenir à 80 %. Il est toutefois encore plus 
problématique que plusieurs estimés basés sur les mesures suggèrent une récupération 
supérieure à 100 % impliquant une création de plomb dans l'usine. Des décisions basées 
sur ces informations incohérentes avec: la conservation de la matière pourraient causer 
des actions d'optimisation inutiles voire orientées dans la mauvaise direction. 

L'utilisation d'une technique de réconciliation de données basée sur la conservation 
de la matière a permis, dans cet exemple, la génération d'estimés considérés plus fiables 
pour la récupération en autant que les données brutes et les modèles utilisés satisfont 
certaines hypothèses présentées et discutées dans cette thèse. 

L'utilisation directe des mesures brutes revient à seulement regarder le procédé 
alors que l'utilisation de ces données conjointement avec des modèles adéquats permet, 
à travers l'utilisation d'un observateur, de voir le procédé à travers un brouillard créé 
par les imperfections des systèmes de mesure permettant ainsi de prendre des actions 
sous un meilleur éclairage. 
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1.2 Défis prat iques pour l 'observation des procédés 

La prise d'actions efficaces dans une usine nécessite une information complète et précise 
en temps réel. La complexité des rhéogrammes ainsi que des opérations à chaque 
unité de même que l'implication de nombreux acteurs pose cependant de réels défis 
à l'implantation d'observateurs. Ceux-ci peuvent être aperçus en prenant l'exemple 
d'un complexe minier adjacent à un complexe minéralurgique (Bouchard, 2001) où les 
propriétés de la roche minée telles la dureté et le contenu en eau du minerai sont très 
variables et influencent directement les performances du circuit de broyage ainsi que 
des autres opérations en aval. Un potentiel d'application réside dans la supervision dite 
mine to mill (Bascur k Yacher, 2005) où un observateur devrait être en mesure de suivre 
fidèlement ces variables dans l'espace à partir de la mine afin d'optimiser les paramètres 
d'opérations comme le contenu en eau, l'ajout de réactifs ainsi que le chargement du 
broyeur h. l'intérieur du complexe minéralurgique. 

L'implantation d'observateurs nécessite la mise en place d'infrastructures comme 
des systèmes de communication, des postes d'accès, des alarmes ainsi que des serveurs 
entreposant les données. Les présents travaux supposent que ces infrastructures sont 
déjà en place et l'attention est portée sur le développement d'algorithmes d'observation 
sans égard aux différentes plateformes technologiques. Sans la présence d'algorithmes 
performants, le potentiel de ces infrastructures matérielles ainsi que des banques de 
données demeure sous-exploité. 

Les observateurs utilisant conjointement des mesures et des connaissances exprimées 
sous forint^ de modèles, les défis théoriques et algorithmiques fondamentaux proviennent 
principalement de ces deux éléments. 

1.2.1 Défis reliés aux mesures 

La réalité industrielle est telle que les données décrivant les opérations sont accessibles 
uniquement à travers un processus de mesure introduisant des erreurs sur les variables 
mesurées et souvent incomplet en ne mesurant pas certaines variables. Les erreurs de 
mesure sont habituellement séparées entre celles non aléatoires telles les biais et les 
dérives et les erreurs aléatoires de mesures considérées à moyenne nulle. Ces erreurs 
aléatoires font en sorte que non seulement les valeurs mesurées sont imprécises, mais 
aussi que les valeurs estimées à partir des mesures le sont également en raison de la 
propagation des erreurs. 
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La quasi-totalité de la littérature sur l'observation des procédés considère que le 
bruit de mesure aléatoire est un processus gaussien à moyenne nulle (Romagnoli & 
Sanchez, 2000; Narasimhan k Jordache, 2000). Cette hypothèse simplifie grandement 
le développement des observateurs, mais l'application avec succès des observateurs 
nécessite que cette hypothèque soit valide en pratique. Ainsi, les biais et les dérives 
doivent être détectés et traités (Bcrton, 2004) avant l'application de la réconciliation 
statique de données (Kuehn fc Davidson, 1961) ou du filtre de Kalman (Kalman, i960). 
Les observateurs présentés dans cette thèse supposent que les erreurs de mesure sont 
uniquement aléatoires, gaussiennes et à moyenne nulle. 

Sous de telles conditions, le système de mesure est caractérisé totalement par le 
positionnement des capteurs et une matrice de varianee pour les erreurs de mesure 
aléatoires. Bien que plusieurs travaux considèrent pour simplification que la matrice de 
varianee du système de mesure est une matrice diagonale constante et connue a priori, 
la pratique peut se révéler différente. La recherche des paramètres constituant cette 
matrice est abordée au chapitre 2 et illustrée au chapitre >. 

1.2.2 Défis reliés aux modèles 

Il est rare en industrie qu'une même variable soit mesurée de manière indépendante 
plus d'une fois en même temps. Une telle redondance permettrait de fournir un estimé 
filtré à un instant donné en faisant une moyenne pondérée des mesures sans connaître 
comment cette variable est reliée aux autres variables du procédé ni même comment 
elle est reliée à elle-même dans le temps. En l'absence de redondance apportée par le 
système de mesure seul, les modèles de procédé doivent fournir l'observabilité nécessaire 
pour estimer les variables non mesurées ainsi que la redondance nécessaire pour réduire 
l'effet du bruit de mesure aléatoire sur les variables mesurées. 

Un modèle idéal serait à la fois performant en reliant de nombreuses variables dans 
l'espace et dans le temps tout en contenant peu de paramètres difficiles à évaluer. En 
pratique des compromis semblent inévitables et des modèles potentiellement moins 
performants en terme de réduction de la varianee d'estimation, mais plus robustes 
avec moins de paramètres à déterminer pourraient combler certaines applications 
tel que montré tout au long de cette thèse et particulièrement dès la section §•'! 
présentant une version enrichie de l'article de Lachance et al. (2006a) Les modèles sont 
donc cruciaux pour l'observation des procédés car ils permettent de transformer les 
données brutes que sont les mesures en estimés validés sous certaines conditions dont 
la présence d'une observabilité suffisante. 
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Les connaissances sur les procédés peuvent s'exprimer de nombreuses manières dont 
les réseaux de neurones, la logique Houe et la modélisation phénoménologique constituée 
principalement d'équations algébriques et différentielles. Bien que l'on retrouve les trois 
types de modélisation à différents niveaux en industrie (Yalcin k Shang, 2006), seule 
la modélisation phénoménologique est considérée dans cette thèse. 

Dans le cas des procédés impliquant de la transformation de matière, des lois de 
conservation de matière et d'énergie peuvent être considérées comme point de départ 
pour la modélisation. Cependant, les réactions ayant lieu dans les réacteurs chimiques, 
minéralurgiques, métallurgiques ou biotechnologiques sont souvent complexes autant 
pour les structures des réactions que pour les paramètres intervenant dans la cinétique. 
Dans ce contexte, les rhéogrammes des procédés ainsi que des lois de conservation 
évitant, par exemple, certains paramètres cinétiques représentent des sous-modèles 
fiables. 

L'approche des sous-modèles pour l'observation est séduisante comme solution à 
certaines difficultés de la modélisation complète, mais les observateurs en découlant 
doivent avoir un réglage adapté à la dynamique du procédé à observer incluant celle 
des perturbations tel que discuté au chapitre 1. La dynamique des procédés ainsi 
que des perturbations est précisée à la Figure l.'J où chacun des quatre graphiques 
représenter l'inventaire normalisé d'un métal donné dans une unité de flottation. Ce 
sont les propriétés mathématiques du taux d'accumulation, défini comme la dérivée 
temporelle de l'inventaire, qui précisent mathématiquement les régimes opératoires. 

Le graphique du haut de la Figure I ' montre un inventaire constant impliquant un 
taux d'accumulation nul en tout temps. Sachant que l'unité de flottation est dynamique, 
un tel inventaire métallique constant implique nécessairement que l'alimentation est à 
quantité et qualité constante. Cependant, de telles conditions ne sont jamais rencontrées 
en pratique en raison de perturbations particulièrement sur les teneurs du minerai 
d'alimentation. 

Le deuxième graphique montre un régime d'opération stationnaire fondé sur l'idée 
que, sur une longue période de temps, l'inventaire fluctue autour d'une valeur moyenne 
avec un taux d'accumulation distribué positivement ou négativement de manière 
aléatoire. Ainsi, la valeur moyenne du taux d'accumulation pour un procédé opérant 
sous ce régime est nulle et les propriétés de variance ne dépendent pas du temps absolu. 
Ce régime opératoire semble déjà une description plus réaliste d'un procédé industriel 
que le régime statique ou permanent. 
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Le troisième graphique montre un régime d'opération transitoire. Sur un procédé 
continu, un régime transitoire arrive, par exemple, lorsque les moyennes des propriétés 
d'alimentation sont modifiées. Dans l'exemple de la Figure 1.2, le contenu métallique de 
l'alimentation, posée déterministe pour la clarté, a augmenté en échelon un peu après 
l'instant 500. Sur une courte fenêtre temporelle, il est difficile de distinguer le régime 
opératoire stationnaire du régime opératoire transitoire. Cependant, sur une fenêtre 
temporelle appropriée, la valeur moyenne du taux d'accumulation est différente de zéro 
pour un régime opératoire transitoire. 

Le quatrième graphique de la Figure 1 :2 montre un régime opératoire combinant les 
régimes stationnaire et transitoire nommé quasi-statiomiaire. Pour définir l'existence 
de ce régime, les intervalles stationnaires doivent être significativement plus longs que 
les intervalles transitoires. Stanley & Mah (1977) affirment de manière non exhaustive 
que certaines usines pétrochimiques fonctionnent sous un tel régime opératoire. 

Cette terminologie fut introduite en considérant un procédé, mais elle s'applique 
aussi aux modèles. Ces idées de régimes opératoires et de sous-modèles sont au coeur 
de la présente thèse et la section suivante approfondit ces concepts en donnant un 
exemple simple considérant un séparateur statique ainsi qu'une revue de littérature 
concernant la modélisation pour l'observation des procédés principalement en génie des 
procédés. 

1.3 Modèles complets et sous-modèles 

Les sous-modèles des procédés offrent un potentiel pour l'observation, mais ne 
permettent pas de prévoir complètement le fonctionnement des procédés de manière 
analogue à ce que connaître le gain d'un système monovariable explique son régime 
permanent, mais ne permet pas d'expliquer son régime transitoire. 

1.3.1 Illustration simple d'un sous-modèle versus un modèle 
complet 

En considérant le séparateur statique de la Figure 11, les deux équations algébriques 
suivantes 
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FlG. 1.3 - Séparateur statique avec un coefficient de partage 0 < a < 1. 

x2 
x3 

= 
a 

1 — a 

constituent un modèle complet décrivant complètement son fonctionnement en donnant 
deux valeurs uniques pour les débits de sortie .x2 et x:i pour un débit d'alimentation x,\ 
donné. 

Les sous-modèles peuvent être abordés, d'un point de vue déductif, comme résultant 
de transformations appliquées sur le modèle complet. La matrice identité, de dimension 
deux dans ce cas-ci, constitue un point de départ pour réaliser les transformations 
nécessaires visant à extraire un sous-modèle valide du modèle complet (I I ) du 
séparateur. 

L'opérateur recherché est alors obtenu suite à deux transformations appliquées à la 
matrice identité 

1 0 
0 1 -

1 1 
0 1 

où la première transformation est l'addition de la deuxième ligne de la matrice 
identité à la première et la deuxième transformation est l'élimination de la deuxième 
ligne afin de réduire les dimensions du sous-modèle par rapport au modèle complet. 
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L'application de cet opérateur ( 1.2) sur le modèle complet (I I) donne 

1 1 

X2 + X3 X] (1.4) 

un sous-modèle ( I I ) où le coefficient de partage a est absent, mais duquel x2 et x:i ne 
peuvent pas être calculés en ne connaissant que X\. 

Cet exemple a montré un sous-modèle statique d'un modèle complet statique, mais 
les possibilités sont plus vastes avec un modèle complet dynamique où il peut exister 
des sous-modèles statiques, stationnaires et dynamiques. Alors que cette section visait 
une illustration simple du concept de sous-modèle, la section suivante § I .'■'>:! justifie leur 
introduction en observation en comparant avec certaines approches classiques dont celle 
basée sur l'utilisation du modèle complet. 

1.3.2 Nécessité de sous-modèles robustes 

En génie des procédés, la réconciliation de données basée sur les bilans de matière 
statiques, proposée pour la première fois par Kuehn & Davidson (1961), est maintenant 
utilisée de manière routinière dans plusieurs industries. Les applications se limitent 
généralement à des bilans statiques sur des périodes quotidiennes pour des relevés de 
production ou des rapports environnementaux. Ce sujet, aussi connu sous le nom de 
réconciliation statique de données, est maintenant considéré comme un sujet mature 
d'un point de vue académique. En conséquence, on retrouve quelques livres portant 
sur le sujet (Romagnoli k. Sanehez, 2000; Narasimhan & Jordachc, 2000) ainsi que des 
articles de synthèse (Crowe, 1996; Hodouin et al., 2001b). 

Ces observateurs statiques que sont les outils de réconciliation statique de données 
sont appropriés pour des régimes opératoires statiques peu présents dans les procédés 
industriels de traitement de la matière ou pour des régimes opératoires stationnaires 
en utilisant des données moyennées sur des fenêtres éliminant du coup les applications 
temps réel. La clé d'une meilleure utilisation des données industrielles, particulièrement 
pour des applications en temps réel, réside dans l'utilisation de modèles plus sophistiqués 
que les modèles statiques. En ce sens, l'idée d'utiliser des modèles dynamiques pour 
construire des observateurs n'est pas nouvelle (Kalman, 1960; Luenberger, 1971) et 
s'est avérée remplie de succès en aéronautique et en aérospatial (Crassidis h .lunkins, 
2001). Les difficultés initiales d'implantation ont permis des améliorations à, plusieurs 
niveaux dont la robustesse aux erreurs numériques (Grewal k, Andrews, 2001). 

X2 1 1 a 
X'i - - 1 - a 

Xi (1.3) 
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Depuis l'article de Kalman (19(i0) sur le filtrage basé sur le modèle temporel exprimé 
en représentation d'état régulière en temps discret, plusieurs tentatives de transfert 
furent réalisées en génie des procédés sans que cette technologie réalise une véritable 
invasion alors que de nombreux articles académiques montrent des bénéfices potentiels. 

Les commentaires sur les expériences en implantation d'observateurs utilisant 
des modèles dynamiques en milieu industriel (Wilson et al., 1998) suggèrent une 
classification, demeurant arbitraire, des difficultés en deux catégories. 

La première catégorie consiste en l'identification et le suivi de paramètres inclus dans 
des modèles déterministes. En génie des procédés, ces modèles sont souvent fondés sur 
des bilans de matière ou d'énergie. Les paramètres reliés à la cinétique chimique ainsi 
que ceux reliés au transfert de la chaleur tels les coefficients de convection peuvent 
varier dans le temps. Il n'est pas nécessairement facile de les suivre en pratique avec 
une identification récursive par exemple si l'excitation n'est pas appropriée (Desbiens, 
2007). L'importance de cette difficulté provient du fait que des valeurs erronées pour 
ces paramètres entraînent des biais d'estimation (Dochain, 200,'}). 

La deuxième catégorie concerne le réglage des deux matrices de variance présentes 
dans le filtre de Kalman. Ces matrices sont souvent présentées comme des paramètres 
de réglage relatifs sur la confiance dans les modèles et les mesures. Cependant, il 
existe des situations où le réglage inadéquat de ces matrices a comme conséquence 
une dégradation de la précision des estimés par rapport aux mesures brutes (Ahnasy, 
1990; Lachance et al., 2006a). Cela montre l'importance de la question des réglages 
bien que la vérification pratique des améliorations apportées n'est parfois pas du tout 
évidente. 

Un des objectifs principaux de la présente thèse est de fournir des solutions ou à 
tout le moins des pistes novatrices pour la résolution des difficultés inclues dans ces 
deux catégories. L'idée des sous-modèles robustes est derrière ces solutions car une 
grande partie du contenu de cette thèse porte sur la construction et le réglage de 
différents sous-modèles de procédés basés sur des lois de conservation. Ces sous-modèles, 
lorsqu'ils sont appliqués à des réacteurs par exemple, ne contiennent pas de paramètres 
reliés à la cinétique ce qui augmente la robustesse face à des biais d'estimation. Ces 
sous-modèles sont parfois complétés d'équations stochastiques empiriques dont les 
paramètres doivent être réglés, mais dont les erreurs de réglage bien qu'augmentant les 
variances d'estimation n'entraînent pas de biais. Le chapitre 2 présente la représentation 
d'état généralisée comme cadre unificateur pour les différents sous-modèles ainsi que 
quelques méthodes pour leur réglage. 
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1.3.3 Nécessité d'une représentation d'état généralisée 

Les livres (Romagnoli & Sanchez, 2000; Narasimhan & Jordache, 2000) traitant de 
la réconciliation dynamique de données en génie des procédés présentent des exemples 
d'observateurs dynamiques utilisant le modèle complet à l'intérieur d'une représentation 
d'état régulière, mais on n'y retrouve aucun exemple de sous-modèles dynamiques ni 
d'allusion à la représentation d'état généralisée. Cependant, une revue de littérature 
soulève au moins deux arguments en faveur de l'utilisation de la représentation d'état 
généralisée en observation des procédés. 

Asymétrie de la représentation d'état régulière 

Le premier article sur les bilans dynamiques en génie des procédés fut publié par Gerl 1er 
Kr Almasy (1973). Leur idée était d'utiliser les relations dynamiques existant entre les 
débits des flux d'entrée et les débits des flux de sortie en partant, par exemple, d'une 
représentation d'état régulière pour arriver à une modélisation entrée-sortie. Cependant, 
les auteurs n'ont pas utilisé le filtre de Kalman régulier (Kalman, 1960) pour solutionner 
leur problème d'observation pour des raisons qui ne sont expliquées clairement que plus 
tard dans l'article de Gertler (1979) dont le fait que les débits d'entrée soient incertains 
et doivent être estimés au même titre que les débits de sortie. 

Plusieurs auteurs (Makui, 1990; Plamondon, 1996; Abu-El-Zeet el al., 2002) 
considèrent l'alimentation de leurs procédés de traitement de la matière comme étant 
manipulable et déterministe en dépit des commentaires des pionniers tel Gertler (1979). 
L'alimentation de procédés réels tels des usines de traitement du minerai, des raffineries 
ou des centres de recyclage n'opère cependant pas dans un tel contexte. Bien que cette 
bypotlièse permette aux auteurs de travailler avec la représentation d'état régulière 
menant à l'observation par le filtre de Kalman régulier, il est difficile de justifier un 
traitement asymétrique des variables d'alimentation. En absence d'introduction de 
modèles empiriques supplémentaires pour modéliser la dynamique de l'alimentation, 
une asymétrie de la représentation d'état standard est observée (Almasy, 1990). La 
symétrie entre les variables d'entrée et de sortie lorsque les deux sont incertaines est 
retrouvée à l'intérieur du contexte errors-in-variabks. Cependant, même si des auteurs 
(Guidorzi et al., 2003; Diversi et al., 2005) proposent de nouveaux observateurs pour ce 
contexte, il est démontré dans le chapitre 2 de la présente thèse que ce contexte s'inscrit 
parfaitement dans une représentation d'état généralisée dont l'observation optimale au 
sens des moindres carrées est réalisée par le filtre de Kalman généralisé. 
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Utilisation de sous-modèles dynamiques 

Darouach &; Zasadzinski (1991) ont considéré l'observation en temps réel de réseaux 
linéaires tel celui illustré à la Figure ■'! I en utilisant seulement l'équation de conservation 
dynamique comme sous-modèle. La représentation d'état généralisée a dû être utilisée 
pour formuler le problème d'observation optimale au sens des moindres carrés car la 
modélisation résultante n'entre pas dans une représentation d'état régulière. La solution 
optimale au sens des moindres carrés, nommée filtre de Kalman généralisé, constitue 
une réponse au problème posé par l'article de Gertler & Almasy (1973). 

Il est souhaitable qu'un algorithme d'observation dynamique soit en mesure de 
faire de l'observation statique particulièrement dans un contexte où la modélisation est 
mixte incluant à la fois des contraintes algébriques et dynamiques. La représentation 
d'état régulière n'est pas adéquate pour traiter les contraintes algébriques alors qu'elles 
s'insèrent naturellement dans la représentation d'état généralisée. La représentation 
d'état généralisée permet de considérer quatre classes de modèles soient les modèles 
statiques, stationnaires, dynamiques réguliers et dynamiques généralisés. 

1.3.4 Modélisation de l'inventaire 

L'idée d'utiliser des sous-modèles basés sur la conservation dynamique simplifie bien 
des problèmes de modélisation, mais une difficulté, peu discutée dans la littérature 
sur l'observation des procédés, persiste au niveau de la modélisation de l'inventaire 
des unités. La quasi-totalité des publications en réconciliation dynamique de données 
en génie des procédés concernent des procédés posés parfaitement mélangés tel le 
réservoir réacteur continuellement mélangé (CSTR). Bien que plusieurs procédés réels 
tels certains réacteurs chimiques ou des cellules de flottatiôn peuvent être modélisés 
de manière satisfaisante par ces modèles simples, l'inventaire de plusieurs procédés 
présents en industrie tel les pipelines et les épaississeurs ne peut pas être modélisé 
comme parfaitement mélangé. 

Alors que cette question n'est pas d'intérêt pour les bilans de matière statiques où 
l'inventaire n'est pas considéré, la modélisation spatiale et temporelle de l'inventaire est 
un enjeu influençant directement les performances des observateurs utilisant le modèle 
dynamique complet ou des sous-modèles basés sur la conservation dynamique. Dans 
le cas des observateurs stationnaires où l'inventaire n'est pas mesuré, la dynamique de 
l'accumulation doit être prise en compte par une variable aléatoire dont la variance doit 
être identifiée à partir des mesures réalisées sur les flux tel que montré au chapitre I. 
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Un modèle de mélange est alors nécessaire pour les observateurs dynamiques 
appliqués au traitement et au transport de la matière. Les modèles simples du mélangeur 
parfait ou dû piston à délai constant ne représentent pas toujours fidèlement les procédés 
réels. L'hypothèse du mélangeur parfait continuellement mélangé permet de décrire une 
qualité donnée de l'inventaire à un instant donné par une seule variable et non par une 
fonction de l'espace comme dans le cas d'un procédé distribué. 

Malgré l'omniprésence des procédés impliquant de la diffusion et du transport dans 
l'industrie des procédés, il est surprenant de voir que le problème de leur observation 
n'est pas traité de manière complète dans la littérature. Ainsi des auteurs tels Winkin 
cl al. (2000) se sont intéressés aux propriétés dynamiques de stabilité et d'observabilité 
des procédés distribués décris par des équations différentielles aux dérivées partielles 
tels les réacteurs tubulaires pistons et les réacteurs à diffusion axiales, mais ils n'ont 
pas considéré de bruit de mesure. Le chapitre (i de cette thèse considère l'observation 
dynamique d'un tuyau dans lequel l'écoulement est considéré piston à débit variable. 
Si ce procédé n'est aucunement réactif et, en cela, plus simple à modéliser que les 
réacteurs tubulaires de Winkin et al. (2000) ou le pipeline dans lequel circule un fluide 
compressible de Aamo et al. (2006), les travaux rapportés dans cette thèse considèrent 
toutefois du bruit de mesures sur les variables ce qui complique la réconciliation 
dynamique de données basée sur la conservation de la matière dans un contexte à 
débit variable. 

1.4 Observation optimale 

La modélisation et l'instrumentation doivent être conçues afin qu'il soit minimalement 
possible d'estimer de manière unique chacune des variables d'un procédé définissant 
ainsi un problème observable. Il arrive souvent fies situations où une variable peut 
être estimée de plus d'une manière en utilisant différentes combinaisons minimales de 
mesures et d'équations créant ainsi de la redondance. En présence de redondance, une 
estimation optimale doit être envisagée afin de faire la meilleure utilisation possible 
au sens d'un critère spécifié de tous les modèles et toutes les mesures disponibles. 
Les deux principaux algorithmes pour l'estimation optimale des variables en génie 
des procédés sont le filtrage Kalman (Kalman, 1000) sous ses différentes formes et 
la réconciliation dynamique non linéaire de données (NDDR) (Liebman et al., 1992) 
basée sur la programmation non linéaire. 
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1.4.1 Filtrage Kalman 

Pour les problèmes d'estimation cherchant à minimiser un critère de moindres carrés 
avec des contraintes dynamiques linéaires exprimées en représentation d'état régulière, 
le filtre de Kalman (Kalman, 1960) est la solution non biaisée minimisant la variance 
des erreurs d'estimation lorsque le modèle est identique au procédé. Cependant, la 
modélisation phénoménologique de la plupart des procédés industriels mène à des 
modèles non linéaires incompatibles avec le filtre de Kalman original. Une version 
étendue du filtre de Kalman (Grewal k Andrews, 2001) consistant à utiliser des versions 
linéarisées des modèles des procédés non linéaires doit alors être utilisée. 

Cependant tel qu'exposé précédemment et tout au long de la thèse, la représentation 
d'état régulière n'est pas appropriée au contexte d'utilisation des sous-modèles ainsi 
qu'au contexte errors-in-variables. Le filtre de Kalman généralisé proposé par Darouach 
& Zasadzinski (1991) est donc largement utilisé dans cette thèse en remplacement du 
filtre de Kalman régulier (Kalman, 1960). Il est démontré au chapitre 2 que celui-ci 
généralise les observateurs linéaires statiques, stationnaires et dynamiques en incluant 
entre autre le filtre de Kalman régulier. De plus, une version étendue du filtre de Kalman 
généralisé est proposée pour une certaine classe de procédés non linéaires. 

L'avantage principal du filtrage Kalman au sens large incluant le filtre généralisé 
est la rapidité d'exécution assurée par la récursivité, mais puisque cette famille 
d'observateurs travaille avec des distributions, les contraintes d'inégalité sur des 
variables particulières ne peuvent pas être considérées à moins d'apporter des 
modifications par rapport à l'algorithme de base (Simon & Simon, 2006). Dans les cas où 
les contraintes sont activées, la réconciliation dynamique non linéaire de données basée 
sur la programmation non linéaire doit être considérée. Cet algorithme d'estimation est 
plus lourd au niveau du calcul, mais permet la prise en compte de contraintes d'inégalité 
ainsi qu'une souplesse accrue au niveau du critère et des modèles non linéaires. 

1.4.2 Réconciliation dynamique non linéaire de données 

L'article de Liebman et al. (1992) est une référence sur la formulation d'un problème de 
réconciliation dynamique non linéaire de données (NDDR) basée sur la programmation 
non linéaire. L'optimisation non linéaire avec contraintes demande significativeinent 
plus de calculs que l'utilisation d'un filtre de Kalman. Ce genre de solution a longtemps 
été écarté des applications temps réel, mais les développements autant du côté matériel 
que logiciel permettent aujourd'hui de considérer son utilisation. 
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Liebman et al. (1992) montrent dans leur article la supériorité de leur méthode 
sur le filtre de Kalman étendu principalement en raison de l'utilisation judicieuse 
des contraintes sur les variables. Néanmoins, une méthode d'observation ne doit pas 
nécessairement en exclure une autre. Lorsque les contraintes ne sont pas actives, le 
filtrage Kalman et ses variantes sont beaucoup plus rapides. De plus, il apparaît tout 
de même nécessaire de formuler les problèmes sous forme matricielle afin d'analyser 
les propriétés d'observabilité et de redondance du moins pour un utilisateur ayant une 
formation classique en contrôle. 

Les estimés obtenus par les méthodes d'estimation optimales ci-dessus sont non 
biaises et à variances des erreurs d'estimation minimales si et seulement si les paramètres 
déterministes sont exacts ainsi que les paramètres stochastiques (Heffes, 1966). Le 
réglage des paramètres est parfois occulté de certaines publications (Almasy, 1990), mais 
il s'agit d'un enjeu majeur pour l'implantation des observateurs en milieu industriel où 
des experts en réglage ne sont pas toujours présents. Le chapitre 2 propose des méthodes 
de réglage pour les paramètres stochastiques inclus dans les observateurs stationnaires 
et dynamiques alors que ces méthodes sont testées et comparées dans un article inclut 
au chapitre ■">. 

1.5 Liens avec le contrôle automatique 

Les usines modernes deviennent de plus en plus difficiles à contrôler en raison de la 
tendance vers des usines plus grandes, plus intégrées en incluant des flux de recyclage 
ainsi que des capacités tampons plus petites entre les unités (Seborg cl al., 2001). De 
telles usines réduisent la facilité avec laquelle les perturbations peuvent être empêchées 
de se propager d'une unité aux autres unités interconnectées. Si une telle intégration 
complique le contrôle dans un premier temps, elle permet toutefois une redondance 
pouvent mener à la construction d'observateurs performants. 

La situation actuelle, en traitement du minerai par exemple (Hodouin et al., 
2001a), est telle que plusieurs variables sont mesurées à une période d'échantillonnage 
signifieativement plus courte que la période de bilan et sont ensuite intégrées pour 
réaliser le bilan de matière statique. Entre-temps, les données brutes non traitées sont 
transmises aux contrôleurs pour du contrôle automatique. L'idéal serait d'utiliser des 
observateurs dynamiques fonctionnant en ligne et en temps réel dans les stratégies de 
contrôle (Abu-El-Zeet et al., 2002) . 
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1.6 Structure de la thèse 

La présente thèse vise à explorer et valider les possibilités d'observer de manière non 
biaisée plusieurs procédés à partir de sous-modèles basés sur des lois de conservation 
auxquelles des équations empiriques stochastiques peuvent être ajoutées. Le document 
comporte huit chapitres en incluant celui-ci ainsi qu'une annexe complémentaire au 
chapitre 2. 

Le chapitre 2 présente les fondements mathématiques du cadre d'observation 
optimale considéré dans cette thèse. La modélisation permettant l'écriture des 
problèmes d'observation est considérée en montrant la polyvalence de la représentation 
d'état généralisée. L'observateur optimal au sens d'un critère de moindres carrés 
pondérés découlant de cette représentation d'état généralisée est présenté et des liens 
avec plusieurs solutions classiques sont effectués dans le chapitre ou dans l'annexe 
complémentaire. Des techniques de réglages sont proposées dont une nécessitant très 
peu d'information a priori. Ce chapitre sert de fondement à tout le reste de la thèse et 
particulièrement pour les chapitres 3,4 et 5. 

Le chapitre 3 constitue un premier chapitre d'applications considérant les réseaux 
linéaires non réactifs ainsi que l'observation d'un réacteur parfaitement mélangé. Le 
traitement des réseaux linéaires porte essentiellement sur l'analyse des conséquences 
résultant de l'absence de mesures pour les variables d'inventaire. Le modèle dynamique 
complet du CSTR est ensuite décortiqué en plusieurs sous-modèles statiques, 
stationnaires et dynamiques généralisés. Les performances de filtrage et de lissage, 
lorsque qu'approprié, sont comparées et discutées pour tous les observateurs utilisant 
les différents sous-modèles. 

Le chapitre 4 contient la version intégrale de l'article de Lachance et al. (2006b) où 
des bilans de matière statiques et stationnaires sont réalisés sur une unité de flottation 
simulée. Les limites du bilan de matière statique en temps réel sont exposées et les 
bilans de matière stationnaires sont proposés pour ces applications en tant que solution 
offrant des performances intéressantes avec un effort de modélisation limité. 

Le chapitre 5 présente un article de conférence constituant une suite logique du 
chapitre 4. Quelques méthodes de réglages pratiques sont présentées et discutées pour 
l'observation stationnaire d'une unité de flottation simulée de structure identique à 
celle considérée au chapitre 4. Une méthode nécessitant très peu d'information a priori 
donne des performances très près des performances maximales sous les conditions de 
simulation considérées. 
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Le chapitre 6 considère l'observation d'un tuyau à écoulement piston à débit 
volumique variable permettant d'étendre certains concepts du chapitre 2 à des procédés 
à inventaire distribué dont l'observation est beaucoup moins discutée dans la littérature 
particulièrement dans les ouvrages généraux. La modélisation continue d'un tuyau 
piston est d'abord abordée afin de montrer la différence fondamentale entre l'inventaire 
de ce type de procédé et l'inventaire d'un procédé considéré parfaitement mélangé. Une 
modélisation en temps discret est mieux appropriée pour l'observation des cas pratiques 
où les mesures de qualité représentent souvent des valeurs moyennes sur des intervalles 
de durée T. Ce contexte amène à voir l'écoulement piston continu dans un tuyau comme 
une propagation de blocs homogènes de volumes intégrés sur des intervalles de durée 
T de différentes tailles en raison du débit volumique variable. Le chapitre propose 
deux modélisations discrètes soit une sans mémoire de l'inventaire et une autre avec 
mémoire de l'inventaire qui est supérieure. La modélisation est ensuite couplée avec des 
mesures pour observer un tuyau piston sous différentes conditions. Ce chapitre est fort 
possiblement le plus exploratoire de la thèse. 

Le chapitre 7 présente l'application de plusieurs outils développés dans la thèse à un 
problème industriel de bilan de matière proposé par un client de Algosys. Le client est 
un producteur de pétrole brut à partir de sables bitumineux. Ce problème permet de 
tester le cadre d'observation développé dans cette thèse sur un rhéogramme un peu plus 
complexe dans lequel plusieurs variables ne sont pas mesurées. L'exemple étudié dans 
cette thèse est une simplification du problème industriel complet, mais l'attention a été 
porté sur les aspects novateurs que les outils actuellement disponibles commercialement 
n'arrivent pas à traiter. L'élément novateur présent dans ce rhéogramme est un pipeline 
dont l'accumulation ne peut pas être négligée pour du bilan de matière quotidien. 
Une solution de bilan de matière sur horizon unitaire considérant les inventaires des 
réservoirs et du pipeline est proposée et validée numériquement. 

Le chapitre 8 présente une conclusion générale dont le but n'est pas de commenter 
tous les résultats de la thèse puisque chaque chapitre contient sa propre conclusion 
jouant ce rôle, mais plutôt de faire un résumé d'ensemble tout en tout en apportant des 
ouvertures pour des travaux futurs. 



Chapitre 2 

Observateurs en temps discret 

2.1 Introduction 

L'objectif principal de ce chapitre est le développement des outils mathématiques 
nécessaires à l'observation des procédés. Ces outils mathématiques incluent différentes 
classes de modèles pour les procédés ainsi que des techniques d'optimisation. Les 
modèles dynamiques linéaires en temps discret sont d'abord brièvement considérés pour 
la modélisation en représentation d'état régulière avant d'introduire la représentation 
d'état généralisée. 

Cette représentation d'état, bien que moins fréquente dans la littérature, possède 
néanmoins plusieurs avantages pour l'observation dont celui d'unifier de manière 
élégante les modèles statiques, stationnaires, dynamiques réguliers et dynamiques 
généralisés. La représentation d'état généralisée permet, de plus, la description des 
procédés par des sous-modèles alors que la représentation d'état régulière nécessite 
un modèle dynamique complet. Ce dernier point constitue la pierre angulaire de la 
réconciliation de données où l'observation des variables est très souvent réalisée à partir 
de sous-modèles de conservation constituant une connaissance incomplète des procédés. 

La représentation d'état généralisée permet également de traiter adéquatement le 
contexte errors-in-variables (Guidorzi cl al., 2003) où les entrées réelles d'un système 
sont inconnues et peuvent être mesurées avec: un bruit de mesure aléatoire ou même ne 
pas être mesurées du tout alors que le traitement de cette situation n'est pas évident 
dans le cadre d'une représentation d'état régulière. 
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L'observation optimale des différentes classes de modèle en temps discret nécessite la 
résolution d'un problème d'optimisation. La solution optimale d'un critère de moindres 
carrés pondérés pour un système modélisé par la représentation d'état généralisée est 
obtenue analytiquement. Elle est ensuite discutée en considérant les solutions associées 
aux différents sous-modèles possibles d'un modèle dynamique régulier. Ainsi, plusieurs 
équivalences avec des solutions particulières connues dans la littérature sont exposées, 
dont les liens entre le filtre de Kalman généralisé (Darouach k Zasadzinski, 1991) et le 
filtre de Kalman régulier (Kalman, 1960). 

Les principaux observateurs proposés dans ce chapitre considèrent un modèle 
linéaire pour le procédé alors que la plupart des procédés chimiques, minéralurgiques, 
métallurgiques et biotechnologiques sont non linéaires. Des versions étendues aux 
modèles non linéaires des observateurs linéaires doivent alors être considérées. Alors 
que le filtre de Kalman étendu (EKF) (Grewal fc Andrews, 2001) appliqué à une 
représentation d'état régulière non linéaire est classique, une version étendue du filtre 
de Kalman généralisé est proposée dans cette thèse pour une certaine catégorie de 
modèles non linéaires. Une discussion de la réconciliation dynamique non linéaire de 
données (NDDR) (Liebman et al., 1992) accompagnée d'une comparaison qualitative 
avec le filtre de Kalman étendu est également présentée. 

Les concepts d'observabilité et de redondance globale des différentes classes de 
modèles ainsi que les principales propriétés des observateurs proposés sont considérés. 
Sachant qu'un mauvais réglage des différents observateurs entraîne une baisse de leurs 
performances d'estimation, des méthodes simples pour le réglage de leurs paramètres 
stochastiques sont proposées dans un contexte réaliste où ces derniers ne sont pas ou 
peu connus a priori. Le chapitre se termine avec quelques commentaires et suggestions 
{jour la mise en oeuvre des différents algorithmes proposés. 

L'essentiel des développements inclus dans ce chapitre se fait avec des systèmes 
génériques sans égard à la nature physique des procédés impliqués en autant qu'ils 
puissent être décrits par la représentation d'état généralisée incluant les différentes 
classes de sous-modèles. Les applications particulières à des procédés reliés au traitement 
et au transport de la matière seront couvertes dans les chapitres suivants. 
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2.2 De la représentation d'état régulière à la 
représentation d'état généralisée 

2.2.1 Rappel sur la représentation d'état régulière 

Une bonne partie de la théorie moderne du contrôle pour les systèmes à entrées multiples 
et sorties multiples (MIMO) est basée sur la représentation d'état régulière en temps 
continu ou en temps discret. Il semble donc: approprié de considérer cette représentation 
des systèmes pour développer des observateurs et c'est d'ailleurs ce qui est généralement 
fait dans la littérature. Ainsi, les travaux de pionniers réalisés sur les observateurs en 
contexte déterministe par Luenberger (1971) et en contexte stochastique par Kalman 
(1960) sont basés sur la représentation d'état régulière. 

L'expression mathématique de la représentation d'état régulière en temps discret 
pour un système linéaire invariant temporellement est 

xk = A xk-1 + B uk-1 + tu*-] (2.1) 
yk = Cxk + Duk + vk (2.2) 
wk ~ Af(0,W) VA: (2.3) 
vk ~ M(0,V) yk (2.4) 

EiuHVj} = 0 Vt . j (2.5) 

où x G M n x i , u G R m x l et y G R r x 1 sont respectivement le vecteur des états, le vecteur 
des entrées et le vecteur des sorties. Les matrices A G R n x n , B G R"x m , C G R r x " et 
D G R r x m représentent respectivement les matrices d'évolution des états, d'application 
de la commande, d'observation et de transmission directe. Les vecteurs w G R"x l et 
v G R r x l sont des processus aléatoires stationnaires gaussiens blancs à moyenne nulle 
représentant respectivement le bruit de procédé et le bruit de mesure auxquels sont 
associées les matrices de variance W et V de dimensions appropriées. 

La grande majorité des travaux rapportés sur le filtrage Kalman (Grewal & Andrews, 
2001) considèrent les vecteurs w et v comme non corrélés entre eux tel que spécifié par 
(2.5), mais considérer le contraire n'entraînerait aucune complication majeure. Il existe 
une littérature abondante sur les propriétés de la représentation d'état régulière et le 
livre de Kailath (1980) propose une excellente introduction. 
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Il est bon de noter que pour le contexte d'observation, la représentation d'état 
régulière admet une asymétrie (Gertler, 1979; Almasy, 1990) entre certaines variables 
alors que les entrées u dans ('_'. I) sont considérées comme étant parfaitement connues, 
telles des entrées manipulées calculées par un ordinateur, alors qu'il arrive des contextes 
où les variables d'entrées d'un procédé sont mesurées au même titre que les variables de 
sortie. Ce contexte définit un problème de nature errors-in-variables correspondant à 
plusieurs applications pratiques et la représentation d'état généralisée permet de traiter 
adéquatement ce contexte. 

2.2.2 Présentation de la représentation d'état généralisée 

La représentation d'état généralisée en temps discret pour un système linéaire invariant 
dans le temps est 

Exk = Axk-i + Wk-i . (2.6) 
yk = Cxk + vk (2.7) 

wk ~ Af(0,W) VA: (2.8) 
vk ~ Af(0,V) VA: (2.9) 

EiwiVj} = 0 Vt,j (2.10) 

où x G R"x l et y G R r x l sont respectivement le vecteur des états généralisés et le 
vecteur des sorties. Les matrices E G R m x n et A G R m x n où il est considéré que m < n 
ne sont pas clairement nommées dans la littérature alors que C G R r x " est toujours la 
matrice d'observation. Les vecteurs w G R m x l et v G R ' x l sont des processus aléatoires 
stationnaires gaussiens blancs à moyenne nulle généralement considérés comme non 
corrélés entre eux tel que spécifié par (2.10). Ils représentent respectivement le bruit de 
procédé et le bruit de mesure auxquels sont associées les matrices de variance W et V 
de dimensions appropriées. 

L'omission des entrées déterministes u dans (2.(i) et (2.7) en comparaison avec (2.1) 
et (2.2) est volontaire et correspond à la forme la plus fréquemment rencontrée dans la 
littérature dans le contexte d'observation bien que l'inclusion explicite d'entrées u ne 
complique pas le problème d'observation tel que montré dans la thèse de Zasad/inski 
(1990). Le lecteur doit prendre garde à ne pas confondre la matrice E utilisée dans 
la représentation d'état généralisée (2.0) et qui est utilisée dans pratiquement toute la 
littérature sur le sujet avec l'opérateur E{-} représentant l'espérance mathématique qui 
est utilisé dans (2. lu) par exemple. 
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Il appert selon les lectures et les travaux réalisés qu'un classement des systèmes 
dynamiques généralisés représentés par l'équation (2.(i) en trois cas peut être fait selon 
les propriétés de la matrice E tel que présenté ci-dessous. 

Cas où la matrice E est carrée à déterminant non nul 

Luenberger (1977) soutient dans son article que des systèmes électriques de puissance 
ainsi que des équations différentielles aux dérivées partielles ont souvent ime 
représentation naturelle sous la forme (2.(i) où la matrice E est non singulière et possède 
souvent une structure simple telle la forme tridiagonale. Il peut alors être pratique de 
conserver la clarté et la simplicité de cette forme en (2.0) au lieu d'aller vers (2.1) en 
multipliant (2.0) par la gauche par E~l. 

Cas où la matrice E est carrée à déterminant nul 

La singularité de E empêche une manipulation algébrique permettant de retrouver 
une représentation d'état régulière à partir de (2.0) comme cela est possible lorsque 
det(E) ^ 0. La matrice E est carrée en raison d'un nombre égal d'équations et de 
variables d'état. Ces systèmes dits singuliers ne sont donc pas la conséquence d'une 
sous-connaissance du procédé, mais résultent du couplage d'équations algébriques et 
différentielles. La figure 2. l montre l'exemple d'un circuit électrique simple dont la 
modélisation phénoménologique résulte en une représentation d'état généralisée avec 
une telle matrice E dont l'équation matricielle de contrainte est 

V," 
v2 

— 
0 1 
1 1 vr 

v2 

+ 0 
- 1 

Ces systèmes se retrouvent sous différentes appellations dans la littérature dont 
systèmes singuliers, systèmes généralisés, systèmes algébro-différentiels et systèmes 
descriptifs. Il s'agit des systèmes singuliers dont les propriétés ont été les plus étudiées 
dans la littérature à notre connaissance. Leur dynamique fut étudiée particulièrement 
par Verghese et al. (1981) et ceux-ci ont montré qu'il était possible que ces systèmes 
montrent des modes impulsifs dans leur réponse libre pour des conditions initiales 
arbitraires alors que cela n'est pas possible pour un système dynamique régulier. 



Chapitre 2. Observateurs en temps discret 23 

U 

Vi 

c1 
c2 R | V; 

FlG. 2.1 - Illustration d'un circuit électrique simple dont la modélisation physique mène 
à une matrice E carrée à déterminant nul. Le circuit contient une source de tension u, 
deux capacités Cj et C2 ainsi qu'une résistance R. 

Cas où la matrice E est rectangulaire 

La matrice E possède ici un nombre de lignes m inférieur à son nombre de colonnes n en 
raison d'une modélisation partielle du procédé. Il est ici démontré que le contexte errors-
in-variables (Guidorzi et al., 2003) mène à une telle représentation d'état à partir de 
la représentation d'état régulière (2. l)-(2.2) lorsque l'on considère les entrées u réelles, 
contenues dans le vecteur u*, comme étant inconnues et que leurs mesures yUyk sont 
introduites. Afin de ne pas créer de confusion avec les variables d'états généralisées, les 
variables d'états régulières sont désignées x* pour cette démonstration. 

La représentation d'état en contexte errors-in-variables est définie par les équations 
suivantes 

x*k = A :4-, + B '<4_i + wk-
VxM = Cy x*k + D Ufc + vXik 

Vu,k = Cu U*k + Vu<k 
wk - Af{i),W) \/k 

n,.,, - M(0,Vx) Vk 
vUyk ~ A f ( 0 , K ) VA: 

(2.12) 
(2.13) 
(2.14) 
(2.15) 
(2.16) 
(2.17) 

Les variables réelles inconnues x* et u* ne sont accessibles que par des mesures 
l imi tées e t potent ie l lement incomplètes tel que mon t r é en (2 13) et (2.1 l). Il est à 
note r que la représenta t ion proposée dans ce t te thèse (2.12)—(2. J I) dépasse celle di te 
extended noise environments de Divers! et al. (2005) en considérant Cu ^ I dans (2.1 I). 
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Un vecteur d'état dit généralisé est donc créé dans l'objectif d'estimer à la fois les 
états réguliers et les variables d'entrée 

■i'k 
Xi 

ii, 
(2.18) 

L'utilisation de (:'.!>) dans ( I ) permet d'obtenir l'équation matricielle de 
contrainte 

In » '4 = A D 
■r* ■lk-\ 

* + Wk-^ (2.19) 

où n est l'ordre de la matrice A alors que l'utilisation de (_ \s) dans (.' I.'i) et ( M) 
donne 

(2.20) Vx,k 
Vu,k 

= 
Cy D 
0 Cu 

'4 
UK 

+ Vx,k 

Vu,k 

Les équations (..' I ' ') et (-'.-'( )) ont respectivement la même structure que les équations 
(2.(i) et (2.7) et sont complétées par les propriétés statistiques suivantes 

vy,k 

Vu,k 

wk ~ Af(0,W) VA: 

- A^(0,V7) VA: 

r vu vux 
vxu v. 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Il a donc été démontré, tel que résumé au tableau 2.1, que le contexte errors-in-
variables (2. ) ( ' ! ' ' ) transforme une représentation d'état que l'on croyait a priori 
régulière en une représentation d'état généralisée (2. l!))-(2.23). 

Cette dernière démonstration explique pourquoi même les entrées déterministes ne 
sont pas explicitement présentes dans la représentation d'état généralisée car un vecteur 
d'entrée u déterministe peut être considéré dans le vecteur d'état généralisé ( i ). Son 
caractère déterministe est alors pris en compte en posant nuls les termes appropriés 
dans la matrice élément Vu incluse dans la matrice bloc de variance V (2. ''■>). Cette 
opération pourrait créer des problèmes si l'observateur utilisant cette représentation 
d'état nécessite une inversion directe de la matrice V (2.23) car celle-ci ne serait plus 
de plein rang. Il sera montré plus loin que ce problème ne se présente pas lorsque C = I 
en (-J.7). 
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Environnement errors-in-variables 

xl = Axl_x + Bul_x + wk-

Vx,k = Cy x*k + D u*k + vtJk 

yu,k — Cu u% + vu,k 

wk~M(Q,W) VA: 

vxJe~tf(0,Vx) VA; 

vu,k~M(0,Vu) VA: 

Représentation d'état généralisée 

_ " 
In 0 = A D «fc-1 

_"I:~I 
+ w 

Vxjk Cy D xl + Vx,k 

Vu,k [ o cu 5 J Vu,k 

wk^Af(0,W) VA: 

-A/"(0,V) VA: 

K, Vtt 

Ku v; 

TAB. 2.1 - L'environnement errors-in-variables et la représentation d'état généralisée 
associée. 

Pour le cas C ^ I, il est toutefois possible d'utiliser, avec une bonne approximation, 
les observateurs développés pour det V ^ 0 même lorsque le vecteur u est totalement ou 
partiellement déterministe en posant de très faibles valeurs pour les variances associées 
aux entrées considérées déterministes dans la matrice V. 

Suite à cette démonstration, une confusion peut naître quant à savoir si le vecteur x 
représente les états réguliers où les états généralisés d'une représentation d'état donnée. 
Pour cette thèse, le vecteur x représentera toujours le vecteur d'état peu importe la 
nature de la représentation d'état et l'usage devrait être clair selon le contexte. 

Le contexte errors-in-variables généralement associé à la réconciliation de données 
a donc amené, à l'intérieur d'une représentation d'état généralisée, l'estimation à la 
fois des états réguliers et des entrées des procédés éliminant ainsi l'asymétrie présente 
dans la représentation d'état régulière. Cela n'a pas été explicitement montré dans 
la littérature à notre connaissance. Diversi et al. (2005) proposent ainsi de nouvelles 
équations pour l'observation optimale en contexte errors-in-variables alors que celles 
pour la représentation généralisée, présentées en §_..'!. I, existent déjà dans la littérature. 

Il est bon de noter que le contexte errors-in-variables n'est pas le seul chemin menant 
à une représentation d'état généralisée où la matrice E est rectangulaire. L'utilisation 
d'une modélisation incomplète mène également à ce résultat comme il sera montré dans 
les chapitres suivants. 
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2.3 Observation optimale 

Soit x un vecteur d'état donné, trois opérations d'estimation, non nécessairement 
optimale, combinant le modèle et les mesures peuvent être envisagées sur celui-ci soient 
le lissage, le filtrage et la prédiction. Le lissage permet l'obtention d'estimés passés Xi/k 
à l'instant i à partir de l'information disponible à l'instant k où i < k. Le filtrage est 
une opération menant à des estimés présents Xk/k à l'instant k à partir de l'information 
disponible à l'instant k. La prédiction mène à des estimés futurs Xi/k à l'instant i à 
partir de l'information disponible à l'instant k où i > k. 

L'opération de prédiction ne sera pas couverte dans ce chapitre car l'équation de 
contrainte de la représentation d'état généralisée (2.(>) ne permet pas d'obtenir xk+i/k 

en fonction de Axk/k car la matrice E est singulière et la prédiction à partir d'une 
représentation d'état régulière (2. l)-(2.">) est très bien couverte dans la littérature. 

2.3.1 Observation généralisée optimale 

La plupart des algorithmes classiques pour l'estimation optimale des états en contexte 
stochastique contiennent un critère de correction des mesures basé sur les moindres 
carrés pondérés par l'inverse de la matrice de variance des erreurs aléatoires de mesure et 
assujetti à différentes contraintes. Cela revient à chercher le maximum de vraisemblance 
lorsque les processus stochastiques impliqués sont gaussiens. Les différents algorithmes 
d'estimation des états rencontrés dans la littérature diffèrent alors principalement par 
la nature ainsi que le traitement des modèles utilisés et la prise en compte ou non des 
contraintes d'inégalité. 

En utilisant aussi un critère de moindres carrés pondérés, le problème d'observation 
des états d'un modèle dynamique linéaire généralisé invariant temporellement décrit 
par (2.(>)-(2. Ki) sur un horizon allant de l'instant initial 1 à l'instant présent k est 

Xi/k 
t=1... .k 

arg min - V(?/ , - Cxi/k)TV ] (y{ - Cxi/k) 
Xi/k »=i--.fc 2, *r^f 

fc-l 

+ - 2J(£zm/fc -Axi/kfW-^Exi+w - Axi/k) (2.24) 
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Il existe une solution optimale analytique au problème posé en ( 21) et celle-ci 
lorsque complète inclut les états filtrés Xk/k ainsi que tous les états lissés Xi/k pour 
i = 1 . . . k — 1. La solution globale au problème ('2.2 I) dont les détails se trouvent en 
annexe \ a pour inconvénient dans un contexte d'observation en ligne d'augmenter en 
taille au fur et à mesure que le temps avance comme le suggère le lissage de tous les 
états passés. Cette augmentation de taille implique l'inversion d'une matrice pouvant 
rapidement atteindre une grande taille et cette opération peut être difficile d'un point 
de vue numérique. Il serait donc: intéressant d'obtenir des solutions récursives séparées 
montrant une équation pour le filtrage Xk/k et une équation générique pour le lissage 
x.i/k qui serait valide pour i = 1 . . . k — 1. L'avantage des solutions séparées est qu'un 
utilisateur ne désirant que le filtrage n'a pas à effectuer les calculs nécessaires au lissage. 

Puisqu'il ne fut pas possible dans le cadre de cette thèse d'obtenir des solutions 
récursives séparées au problème posé en (2:2 i), une solution récursive intégrant le 
filtrage et le lissage à un pas, dont les détails sont inclus dans l'annexe A, est présentée 

CT V-y C + ET W'{ E -ET W ' A 
-Ar H/-1 E P~_J,/fc_j + AT W~' A 

/ fc- i / ib- i »*-i /*-i_ 

Ces solutions non séparées (-■-■">) présentent comme difficulté l'obtention d'une forme 
simple pour la matrice P nécessaire à la démarche itérative. Une recherche dans la 
littérature (Zasadzinski et al., 1992) a permis de trouver une solution récursive séparée 
pour le filtre Xk/k, mais aucune sous forme récursive pour le lissage associé au problème 
(■2.21). 

La solution récursive pour le filtrage des états d'un système dynamique linéaire 
généralisé tel que décrit par les équations (2.(i)-(2. lu) à partir d'une condition initiale 
Xk-\/k-i à laquelle est associée une matrice de variance Pk-\/k--i est 

Pk/k (ET(W + A P , _ , / , _ , AT)-]E + CTV~] C)~] (2.26) 

Xk/k Pk/k (ET(W + A Pk-Mk-i AT)-lAxk-l/k-, + CT V-s
 Vk) (2.27) 

Il a été vérifié numériquement que les états estimés Xk/k donnés par (:.' !■">) pour un 
système dynamique généralisé sont identiques aux estimés xk/k donnés par ( : ) et cela 
peu importe la condition initiale Xk-x/k-i validant ainsi la méthode présentée en annexe 
\ ayant servie pour l'obtention de (2. ). Il est également montré dans l'annexe \ que 

le filtre de Kalman régulier est obtenu lorsque E = I dans (2.2(i) et (2.27) justifiant 
ainsi le nom de filtre de Kalman généralisé. 

Xk/k 

Êfc-l/fc 
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Mesures complètes et directes Mesures arbitraires 

Statique Exk = 0 
Vk = xk + vk 

Exk = Q 
yk = Cxk + Vk 

Stationnaire E xk = wk 

Vk = xk + vk 

Exk = wk 

yk = Cxk + Vk 

Dynamique régulier xk = Axk-] +Buk-i+ wk-i 
Vk = xk + vk 

xk = Axk-i + B « n 4- wk-i 
Vk = Cxk + vk 

Dynamique généralisé Exk = Axk-i +wk-\ 
Vk = xk + vk 

Exk = Axk_{ +wk-i 
yk = C xk + vk 

TAB. 2.2 Différentes classes génériques de modèles pour l'observation des procédés. 

2.3.2 Observation optimale pour différentes classes génériques 
de modèles 

Tel que présenté au tableau 2.2, on distingue quatre classes génériques de modèles soit 
les modèles statiques, stationnaires, dynamiques réguliers et dynamiques généralisés. 
Pour chacune des classes, on distinguera le cas avec mesures complètes et directes 
impliquant C = I dans l'équation d'observation et le cas avec une matrice d'observation 
C arbitraire. 

Les modèles dynamiques sont les seuls à incorporer des liens entre des états à deux 
instants différents permettant ainsi le lissage et la prédiction lorsque la matrice E n'est 
pas singulière. Cette caractéristique confère à ces modèles un potentiel d'application 
supérieur, mais au prix d'un effort de modélisation parfois élevé et d'une robustesse 
parfois limitée. Les modèles statiques et stationnaires nécessitent en général un effort 
de modélisation moindre expliquant leur utilité et utilisation potentielle. 

Il serait très unificateur que les équations (2.2(i) et (2.27) puissent s'appliquer 
directement à toutes les classes génériques de modèles présentées au tableau 2.2, mais 
ces équations ne sont pas appropriées lorsqu'elles sont appliquées à certaines classes 
de modèles. Par exemple, l'application à la classe des modèles statiques, où W =- 0 et 
A = 0, entraîne l'inversion d'une matrice nulle dans (2 2(i) et (2.27). Pour obtenir des 
solutions acceptables pour chacune des classes génériques de modèles, il est nécessaire 
ou parfois simplement avantageux de dériver une nouvelle solution particulière à partir 
du problème général (2.2 I) en posant les simplifications nécessaires. 
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Discussion sur les solutions statiques 

Kuehn & Davidson (1961) sont considérés comme les pionniers de l'application de la 
réconciliation de données aux procédés industriels. La technique qu'ils ont proposé 
dans leur article considère une version simplifiée du problème (2.2 1) appliquée à un 
modèle statique de conservation avec mesures complètes et directes dont la solution est 
présentée au tableau :'.:',. 

Pour un modèle statique où les mesures sont incomplètes, donc C ^ I, deux 
alternatives s'offrent pour la solution du problème d'observation optimale similaire à 
(2.2 1). Les textes généraux (Romagnoli & Sanchez, 2000; Narasimhan & Jordache, 2000) 
préfèrent décomposer le problème en une partie ne contenant que les variables mesurées 
directement et une autre ne contenant que les variables non mesurées. Ainsi, la solution 
optimale pour le modèle statique avec C = I proposée par Kuehn k, Davidson (1961) 
est appliquée à la première partie du problème et les estimés obtenus servent à estimer 
les variables non mesurées qui sont observables tel que défini en §2 I. Il est également 
possible de résoudre le problème d'observation optimale associé à un modèle statique 
avec C ^ I en une seule étape bien que cette démarche soit moins commune dans la 
littérature. La solution résultante contenue dans le tableau 2..'! se retrouve dans la thèse 
de Zasadzinski (1990). 

Discussion sur les solutions stationnaires 

En notant à partir du tableau 2.2 que les modèles dynamiques généralisés deviennent 
des modèles stationnaires lorsque l'on impose A = 0, il est alors possible d'obtenir 
la solution particulière pour l'observateur stationnaire optimal, telle que présentée au 
tableau 2.:'>, en posant A = 0 dans (2.25) pour obtenir 

Xk/k 
Xk-l/k 

Xk/k 
Xk- 1/fc 

CTV-lC + ETW-] E 
0 

0 
p-\ 
1 k~\/k~\ 

CTV~^yk 

'k-i/k-l^k-l/k-1 P,"1 

(CT V^ C + ET W~] E)-] CT V~] yk 

Xk-\/k-\ 

(2.28) 

(2.29) 

Les deux équations contenues dans (2.29) donnent respectivement la solution 
optimale pour le filtre Xk/k et le lisseur à un pas x.k-\/k utilisant le modèle stationnaire 
avec C ± I. 



Classe de modèle Mesures complètes et directes Mesures arbitraires 

Statique xk/k = (I-VET(EVET)-1E)yk G = (CTV-1C + ETE) 

îk/k = G-\I - ET(EG-iET)-ïEG-1) yk 

Stationnaire xk/k = {I- VET(W + EVET)~lE) yk xk/k = (CTV~lC + ETW~1E)-1CTV-] yk 

Dynamique régulier îk/k-i = Axk_i/k_i + B«fc_i 
Pk/k_1 = APk_1/k_1AT + W 

K-k/k-l = Pk/k-l (Pk/k-l + V)~ 

Xk/k = Xk/k-1 + Kk/k-l(yk - Xk/k-l) 

Pk/k = Pk/k-l ~ Kk/k-l Pk/k-1 

Xk/k-i = Axk_i/k_i + 5ufc_i 
Pk/k-i = A Pk_l/k_lAT + W 

Kk/k-x = Pk/k-i CT (CPfc/fc.! CT + F ) " 1 

Xk/k = xk/k-i + Kk/k_i(yk - Cxfc/fc_i) 

Pk/k = Pk/k-i - Kk/k-i C Pk/k-i 

Dynamique généralisé Qk-i = (W + APk_l/k_yAT + EVET)~l 

xk/k = VETnk^Axk_1/k^ + (I- VETnk_1E) yk 

Pk/k = V- VETnk-iEV 

rk-i/k-i = (W + APk_1/k_1AT)-1 

Pk/k = {ETTk_l/k_xE + CFV-'C)-1 

xk/k = Pk/k(ET Tk_l/k_xAxk_l/k_x + CTV~l yk) 

TAB. 2.3 - Algorithmes de filtrage associés aux modèles du tableau 2.2. Les matrices à inverser sont posées non singulières 
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Le résultat pour le filtrage Xk/k peut également être obtenu à partir des équations 
(2.2(>) et ('2.27), mais l'utilisation de (2:2')) permet en plus de démontrer l'idée anticipée 
qu'un modèle statitionnaire n'offre pas la possibilité de lissage puisque l'estimé Xk-i/k 
dans (2.2!)) est identique à l'estimé Xk-i/k-i-

Dans le cas d'un modèle stationnaire où C = I, en utilisant le lemme d'inversion de 
matrices (Henderson fc Scarle, 1981) 

(A + BC-1 DT)~] =A~] -A~]B (C + D^'A^B)'1 DTA-] (2.30) 

sur le filtre inclus dans (2.2!)) où il est supposé dans (2.30) que les matrices ont des 
dimensions compatibles de même que det A ^ 0 et det C ^ 0 , on obtient 

xk,k = (l-VEr(W + EVET)-]E) yk (2.31) 

Il n'est pas possible d'obtenir un observateur statique pour une matrice d'observation 
C arbitraire en posant W = 0 dans (2.20) en raison de l'inversion de la matrice W. Il 
est cependant possible d'obtenir un observateur statique pour le cas particulier C = I 
en posant W — 0 dans (2.3 1) et cela donne évidemment la solution proposée par Kuehn 
k Davidson (1961). 

Le tableau 2.3 montre que les solutions statiques et stationnaires s'inscrivent toutes 
sous une forme générique x^/k — Ly^ que l'on nommera observateur instantané 
désignant le fait qu'à l'instant k l'observateur n'utilise que la mesure y^ du même 
instant et n'a aucune mémoire ni des états passés ni des mesures passées. Les modèles 
statiques peuvent cependant être utilisés pour construire un observateur statique sur 
horizon comme il sera discuté plus loin. 

Lisseur pour le modèle dynamique généralisé dans le cas C = I 

Le tableau 2.3 contient les solutions de filtrage optimal pour les huit classes de modèles 
linéaires présentés au tableau .2. Cependant, tel que discuté ci-dessus, une solution 
complète au problème d'observation optimale généralisée (2 21) à l'instant présent k 
doit inclure le lissage des états passés. Une revue de littérature n'a pas permis de 
trouver une solution séparée pour le lissage d'un modèle dynamique linéaire généralisé 
avec une matrice C arbitraire. Cependant, Darouach fc Zasadzinski (1991) proposent 
une solution pour le cas particulier où C = I. 



Chapitre 2. Observateurs en temps discret :v2 

La solution particulière pour le lisseur i < k d'un modèle dynamique généralisé dans 
le cas où C = / est 

SV, = (W + APk-1/k.1AT + EVET)-' (2.32) 

Xi/k = Xi/k-i + Pi/k-iATQk-1 (E yk - Axk-i/k-i) (2.33) 
Pi/k = Pi/k-iATÇîk-iEV (2.34) 

Ilollins & Devanathan (1993) ont révisé les travaux de Darouach & Zasadzinski 
(1991) afin de proposer un algorithme qu'ils affirment plus simple au niveau du calcul. 
Ils concluent que leur méthode est beaucoup plus rapide, mais moins précise quand les 
variances de mesure sont grandes. 

2.3.3 Satisfaction des modèles déterministes 

L'objectif est ici d'expliquer pourquoi le filtrage seul peut ne pas être suffisant pour 
certaines applications d'observation des procédés et doit alors être complété par 
un algorithme de lissage tel celui présenté en (2.32)-(2.34). La démonstration est 
basée sur le concept de satisfaction ou non des modèles déterministes par différents 
estimés. Le problème de la satisfaction d'un modèle statique par des estimés filtrés est 
d'abord considéré afin d'introduire le problème de satisfaction d'un modèle dynamique 
généralisé. 

Satisfaction d'un modèle statique avec des estimés filtrés 

Dans le cas particulier d'un problème d'observation utilisant un modèle statique avec 
mesures complètes et directes, on cherche à valider l'égalité suivante 

Exk/k = 0 (2.35) 

La vérification est immédiate en utilisant la solution appropriée pour xk/k incluse 
dans le tableau 2.3. 

E xk/k 

Exk/k 

E(I-VE(EVET)-1E)yk 

0 
(2.36) 

(2.37) 
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Satisfaction d'un modèle dynamique généralisé avec des estimés filtrés et 
lissés 

Une subtilité intervient dans la satisfaction du modèle par les estimés pour un modèle 
dynamique généralisé déterministe tel Exk = Axk-i. La démonstration est effectuée 
pour un cas où C = / car c'est le cas pour lequel des solutions séparées sont disponibles 
pour le filtrage au tableau 2 3 et le lissage (2.32)-(2.3 1) rendant ainsi la démonstration 
limpide. 

On cherche donc à valider l'égalité suivante 

Exk/k = Axk-yk (2.38) 

La démonstration se fait en partant de la gauche dans (22\s) avec l'utilisation de la 
solution pour xk/k présentée au tableau 2.3 comme subsitut à xk/k 

E {VÉrnk^Axk_\/k^ + (I- VETQk_,E) yk) Axk_l/k (2.39) 
Eyk + EVETa^1(Axk.1/k.1-Eyk) = Axk-1/k (2.40) 

A( xk-i/k-1 + Pfc-i/fc-,ATQk., (E yk - Azfc_i/fc-i)) = A xk„1/k (2.41) 

où la définition de Cik-i du tableau 2.3 a été utilisée pour le passage de (2. 10) à (2. i I). 

En reconnaissant (2 11) entre les parenthèses dans le terme de gauche de (2. 11), 
on conclut à la véracité de l'égalité proposée en (2.3S). La vérification de la véracité 
de (2. IN) est également applicable aux modèles dynamiques réguliers en posant E = I 
dans toutes les étapes de la démonstration. 

Satisfaction d'un modèle dynamique généralisé uniquement avec des estimés 
filtrés 

La validité de l'égalité 

Exk/k = Axk^ik-X (2.42) 

est testée en utilisant la même démarche que pour tester (2.3S), ce qui donne le même 
côté gauche que (2.11) 

i4(âfc_i/fc_] + Pfc_1/fc_ij4Tfifc_i(£î/fc - Axk-i/k-\)) = Aîk-i/k-i (2.43) 
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où la seule manière d'assurer la véracité de l'égalité (2. 12) tout en conservant le contexte 
du problème, excluant donc la solution A = 0, est de poser Pk-\/k-] = 0 dans (2. \'-\). 
Ainsi, il est possible de satisfaire l'égalité (2. 12) si l'on associe à l'instant k une précision 
parfaite, Pk-i/k_x = 0, aux estimés de l'instant k — 1 bien que cela ne soit pas la réalité. 
Il est immédiat de voir en (2 ! '.) que l'utilisation de cette condition Pk-i/k-i = 0 
résulte en Xk-i/k = Xk-i/k-\ démontrant une absence de lissage. Cela amène toutefois 
une solution sous-optimale dite à horizon unitaire qui peut être intéressante dans les 
applications exigeant la satisfaction d'une contrainte déterministe sur tout l'horizon 
car elle est beaucoup moins lourde en éliminant le besoin de lissage. Cette solution 
sous-optimale sera développée et discutée dans la section §2.3.4. 

Les algorithmes de lissage ne sont pas très présents dans les livres de contrôle 
en raison de l'argument qu'il n'est pas intéressant de contrôler le passé. Par contre, 
dans un contexte d'optimisation ou de bilan de matière où l'intérêt est sur un certain 
horizon passé, le lissage devient potentiellement intéressant. À cet effet, il est surprenant 
qu'un livre sur la réconciliation de données (Romagnoli &; Sanchez, 2000) ne présente 
même pas l'algorithme de lissage en formalisme matriciel alors qu'il montre que la 
programmation non linéaire de la section §'2..'î.7 réalise cette tâche. Par contre, le livre 
de Narasimhan & Jordache (2000, chapitre 6) présente un lisseur à un pas pour un 
modèle dynamique régulier. Cependant, on ne trouve pas dans ce livre une discussion 
sur l'obligation du lissage pour la satisfaction d'un modèle déterministe par les estimés 
sur l'horizon d'observation. 

Une autre application potentielle du lissage consiste à filtrer et lisser des mesures avec 
un sous-modèle simple et robuste et ensuite utiliser les estimés obtenus pour identifier 
un sous-modèle plus détaillé ou un modèle complet. 

2.3.4 Solution sous-optimale sur horizon unitaire 

L'idée derrière la proposition d'une solution sous-optimale sur horizon unitaire est de ne 
travailler qu'avec les estimés filtrés tel que proposé en (2. 12) et ainsi ne pas considérer 
le lissage tout en ayant des estimés satisfaisant strictement un modèle déterministe sur 
tout l'horizon d'observation. La section précédente a donné un indice pour cette voie 
en posant Pk-\/k-\ = 0 à l'instant À:. Le filtre utilisant cette simplification est discuté 
pour un cas avec mesures complètes et directes, C = I, car poser Pk-\/k-\ — 0 et 
W = 0 dans (2.26) et (2.27) causerait des problèmes d'inversion matricielle. 
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L'utilisation de Pk-i/k-\ = 0 à l'instant k dans la solution dynamique généralisée 
exposée au tableau ' > avec C = I et W = 0 donne 

nunit = (EVE?)-* (2.44) 

xffî = VETW^\Ax^/k_{ + {I-VET<^\E)yk (2.45) 

où l'exposant unit sert à spécifier la condition d'horizon unitaire. 

On a donc immédiatement en multipliant (.' 15) par E par la gauche 

Extf = Axr\/k_, (2.46) 

ce qui n'est pas vrai lorsque le concept de l'horizon unitaire n'est pas utilisé. 

Il est possible de démontrer que l'observateur sur horizon unitaire (J. 15) est aussi 
une solution obtenue pour un problème statique de type E xk = c où c = Ax^-i/k-i 
est considéré comme une constante déterministe. La redondance temporelle discutée 
en §2.5.2 n'est donc pas utilisée en observation sur horizon unitaire contrairement à 
l'observation dynamique. En conséquence, le potentiel de réduction de la variance des 
erreurs d'estimation devrait être inférieur aux observateurs dynamiques utilisant un 
horizon total. 

Les algorithmes d'observation présentés jusqu'à maintenant dans cette thèse sont 
tous des variantes du filtre de Kalman appliqué aux différentes classes de modèles du 
tableau '2 2. Il est donc intéressant de voir comment l'algorithme appelé réconciliation 
dynamique de données (DDR) présenté par Bai et al. (2006) comme une alternative au 
filtrage Kalman se distingue des solutions présentées jusqu'à maintenant. 

2.3.5 Filtrage Kalman et filtre DDR 

L'algorithme de Bai et al. (2006) pose l'existence d'un modèle de procédé pouvant 
générer une prédiction Xk/k-i ayant une précision exprimée par la matrice de variance 
Pk/k-i- A la différence du filtre de Kalman pour les systèmes dynamiques réguliers 
présenté au tableau . '., la précision de la prédiction est invariante temporellement, 
Pk/k-i = P Vfc, pour Bai cl al. (2006) laissant ainsi entrevoir un lien avec le filtre de 
Kalman asymptotique. 
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En utilisant la notation de cette thèse, le modèle considéré dans l'article pour 
l'estimation optimale est 

Xk/k-i = xk + ôk (2.47) 
Vk = xk + Vk (2.48) 
8k ~ Af(0,P) VA; (2.49) 
vk ~ M(0,V) VA: (2.50) 

E{6iVj} = 0 Vi , j (2.51) 

et le problème d'estimation défini par Bai et al. (2006) s'exprime ainsi 

xk/k = arg min - [(y, - xk)TV~\yk - xk) + {xk/k., - xk)TP~\xk/k.} - xk)] (2.52) 

La solution (DDR) exprimée sous une forme prédicteur-correcteur est 

KDDR ( \ / - | + p - , ) - V ~ 1 = (I + VP~l)-i (2.53) 
xk/k = xk/k-i+KDDR(yk-xk/k-i) (2.54) 

où l'on observe que, contrairement au filtre de Kalman régulier, le gain KDDR eHt 
invariant dans le temps tout comme la précision des estimés filtrés donnée par 

PDDR^iV-' + P'1)-1 (2.55) 

Liens entre le filtre DDR et le filtre de Kalman asymptotique 

En partant du filtre de Kalman régulier avec C = I énoncé dans le tableau J 3 et en 
choisissant la matrice asymptotique pour l'erreur de prédiction Pk/k-] = P^/k-xi on 
obtient 

K°° = Pfik-iiPk/k-i + V)-1 (2 '56) 
A'°° = ((P^+V)P^rir' (2.57) 
K°° = (J + y ^ r 1 ) - ' (2.58) 

En posant que la précision des prédictions est identique pour les deux algorithmes, 
P = PM^I, les gains des deux filtres, (2.53) et (2.5S) deviennent identiques. 
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Les deux filtres ayant la même structure, la précision des estimés filtrés devrait être 
la même ce que l'on cherche à démontrer ci-dessous. 

En utilisant le gain Kalman asymptotique K°° dans l'équation pour la matrice de 
variance Pk/k pour la précision des estimés filtrés présentée au tableau -' !, on obtient 

P°° = Peîk-i-K°°Pk/i-i (2-59) 
P°° Pëfk-i - Pk/k-i (Pk/k-i + V)~lP^ (2-60) 
P°° (P^-^ + V-1)-' (2.61) 

où l'on reconnaît que ('-'il) est égal à (..' ">">) lorsque l'on pose P = P^fk_l impliquant 
que la précision des prédictions est identique. Alors que Bai et al. (2006) proposent 
leur filtre DDR comme une alternative au filtrage Kalman et le présente même comme 
une généralisation de ce dernier, leur algorithme est identique au filtre de Kalman 
asymptotique. Cette affirmation est soutenue par le fait que sur un procédé invariant 
dans le temps, les auteurs ont obtenu la même performance pour les deux filtres. 

2.3.6 Observateur statique sur horizon glissant 

Jusqu'à maintenant, les problèmes d'observation considérant un modèle statique ou un 
modèle stationnaire ont été définis sur un horizon unitaire et les observateurs particuliers 
proposés au tableau 2 î sont qualifiés d'instantanés en cherchant à évaluer les états à un 
instant précis correspondant ou non avec l'instant de la mesure. Il est cependant possible 
d'utiliser des données moyennées sur un horizon glissant dans un modèle statique 
ou stationnaire et ainsi chercher à évaluer une valeur moyenne sur l'horizon glissant 
considéré. 

L'observation sur horizon glissant débute par la construction d'un vecteur de mesures 
moyennées y sur un horizon glissant de taille iV allant de l'instant présent k à l'instant 
passé k — N + 1 

fc = ^ - y - " " ' (2.62) 

Il est alors possible d'utiliser le vecteur moyenne ('<>') dans les observateurs 
statiques et stationnaires listés au tableau 2 ■> en modifiant par exemple les modèles 
statiques et stationnaires associés du tableau 'J.'J pour qu'ils deviennent respectivement 
Exh = 0 et Exk = wk. 
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Pour un régime opératoire stationnaire, le vecteur moyenne réel x* est déterministe 
et invariant teniporelleinent. Donc, plus ./V sera grand dans (2.(>2), plus yk tendra vers 
x* au sens où l'erreur d'estimation tendra vers zéro. Aussi, plus N sera grand dans 
(2.02), plus une norme appropriée de la matrice de variance W devra être petite pour 
l'estimateur stationnaire Xk-

L'algorithme ici proposé avec horizon glissant (2.(>2) implique l'estimation d'une 
nouvelle moyenne êk à chaque instant k considérant les N derniers instants. Une autre 
possibilité consiste à procéder par paquets en ne calculant une nouvelle moyenne qu'à 
tous les N points. 

2.3.7 Modèles non linéaires 

Chacun des observateurs présentés au tableau ! est la solution analytique d'un 
problème de minimisation similaire à celui exprimé en (2.2 l), mais adapté au modèle 
correspondant du tableau .2. Ces solutions sont exactes, rapides à calculer et il 
existe des méthodes de factorisation afin de rendre ces observateurs plus robustes aux 
problèmes numériques (Kailath et al., 2000). 

Cependant, les classes de modèles du tableau - 1 sont toutes linéaires alors que 
la plupart des modèles phénoménologiques décrivant les procédés industriels sont non 
linéaires et une solution analytique pour les observateurs correspondants ne peut être 
obtenue à partir d'une formulation similaire à celle de (2.2 I). Les deux solutions 
considérées dans cette thèse pour ce problème sont les filtres étendus et la réconciliation 
dynamique non linéaire de données. 

Observateur dynamique généralisé étendu 

La solution classique à l'estimation optimale des états d'un modèle non linéaire utilise 
un observateur linéaire sur un modèle linéarisé par un développement de Taylor de 
premier ordre (Grewal & Andrews, 2001). En s'inspirant de cette méthode, une version 
étendue de l'observateur dynamique généralisé (-.-•">) est proposée pour une certaine 
('lasse de modèles non linéaires. 

Soit un procédé décrit par le modèle dynamique non linéaire suivant 

Exk = f(xk-i) +wk-i (2.G3) 
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La linéarisation du premier terme de droite dans (2.6:5) à l'instant k est effectuée 
autour d'un point d'opération que l'on pose égal à l'estimé initial Xk-i/k-i 

/(Zfc-l) ~ f(xk-i/k-l) + A\&k-i/k-y &k-l - Xk-i/k-l) (2.64) 

On a donc 

Exk A\±k_1/fc_, xk-i + f(xk-i/k-i) - Â\*k-i/k-i xk-\/k-\ 

C f c - l f{Xk-\/k-l) - A\xk-\lk-i :';A'-1A' 

Exk = AkXk-i +c fc_i +wk-

+ wk.j (2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

Ce modèle (2.67) est similaire au modèle dynamique généralisé (2.6) à l'exception 
de Cfc_] qui peut être considéré constant pour l'estimation à l'instant k. À l'aide d'une 
méthode d'empilement telle que celle présentée en annexe A, l'équation de contrainte 
dynamique (2.67) devient analogue à un modèle stationnaire du tableau 1 où la 
moyenne de E xk est Ck-1 au lieu d'être nulle. 

On se limite ici à présenter une solution récursive sous forme couplée en analogie 
avec (2 2">) 

Xk/k 
Xk-l/k 

CT V-1 C + ET W'1 E 
-A'I:W-{ E 

CTV~] 

p-\ 
E1 W-] Ak 

_I + A'I:W-]A, 

x 
Vk ETW-'ck-i 

Pk-l^Xk-r/k-x + AlW-' C f c - l 
(2.68) 

où la matrice de variance Pk/k est la même que lorsque Ck-i = 0 

i T t / - l Pk/k = (EJ (W + Ak Pk-i/k-i Ai )~'E + C V" C) (2.69) 

L'observateur linéaire (2 ) optimal pour un procédé linéaire dynamique; généralisé 
a donc été étendu en (2 6s) et (2.69) à des procédés non linéaires ( ). La qualité 
du modèle approxirné linéaire (2 61) versus le procédé réel non linéaire ( > i) aura un 
impact sur les performances de l'observateur étendu proposé. 
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Réconciliation dynamique non linéaire de données (NDDR) 

Une approche alternative au filtrage étendu pour l'observation utilisant des modèles 
non linéaires consiste à formuler un problème de réconciliation dynamique non linéaire 
de données (NDDR) pouvant être résolu par la programmation non linéaire (PNL). 
L'article publié par Liebman et al. (1992) est souvent cité comme une référence sur 
l'utilisation de cette méthode dans le contexte des procédés industriels. 

Liebman et al. (1992) définissent le problème suivant 

x(t) = arg min <t>[y,x(t),<r] 
x{t) 

0 

0 
0 (2.70) 

où x(t) représente les fonctions estimées, y le vecteur des mesures discrètes, a les 
écarts types des bruits aléatoires de mesure, / les équations différentielles du modèle, 
h les équations algébriques du modèle, g les inégalités incluant les bornes inférieures et 
supérieures sur les estimés. 

Le modèle est posé continu par les auteurs conservant ainsi une souplesse par rapport 
à la méthode classique des filtres étendus. Le critère exprimé par la fonction 0 dans 
(2.7(1) est également général et peut évidemment inclure le critère de moindres carrés 
pondérés que les auteurs expriment 

cj>{y,x(t),a] = é k * ( t j ) - VifV-Hxitj) - Vj)] (2.71) 
j=n 

toujours avec les contraintes définies en (2 70) où to et tc représentent respectivement 
le temps initial et le temps présent alors que V est la matrice de variance où les auteurs 
posent que chaque élément diagonal Vu est égal à rr'f et que Vtj = 0 V?' ̂  j . Les auteurs 
affirment que considérer un horizon total amène un problème d'optimisation dont la 
taille peut poser problème et utilisent alors un horizon glissant avec une stratégie qu'ils 
affirment analogue à la commande prédictive non linéaire. 

assujeti à / ~dx{t) 
dt 

h[x(t)} = 
g[x(t)] > 
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Comparaison entre les filtres é tendus et la N D D R 

Liebman et al. (1992) expriment principalement quatre critiques reliées à l'utilisation 
de filtres étendus tel le filtre de Kalman étendu (EKF) pour la résolution de problèmes 
de réconciliation dynamique non linéaire de données : 

1. La linéarisation simple du modèle non linéaire peut donner de mauvais estimés 
lorsqu'elle est appliquée à des procédés opérant dans des régions hautement non 
linéaires. 

2. Les méthodes similaires au filtre de Kalman ne peuvent pas inclure des inégalités 
fixant des bornes sur les estimés. 

3. Le seul critère permis par les filtres étendus en est un de moindres carrés pondérés. 

4. Les filtres étendus se sont avérés difficiles à régler en pratique. 

S'il est possible d'admettre les trois premières critiques et qu'une méthode qui 
apporterait solution à ces trois problèmes offrirait un cadre de travail plus général 
à partir duquel une estimation plus robuste des états et des paramètres pourrait être 
réalisée, la quatrième critique semble très discutable. Il est difficile de voir en quoi le 
réglage du EKF serait plus difficile que le réglage de la NDDR qui a elle aussi une 
matrice V à régler, mais dont la question du réglage de la matrice W a été éliminée en 
considérant uniquement des équations de contrainte déterministes impliquant W = 0 
dans (2.70) du moins pour la version proposée par Liebman et al. (1992). 

Cette matrice W représente de manière non exhaustive dans le contexte EKF 

1. Le réglage des modèles stochastiques dont les marches aléatoires (Almasy, 1990). 

2. L'incertitude sur les modèles déterministes ainsi qu'un certain bruit de 
linéarisation. 

Liebman et al. (1992) affirment dans leur article, sans donner les détails, que les entrées 
mesurées sont traitées comme des états hypothétiques par le EKF et que le réglage des 
paramètres associés est souvent très difficile. Ils font sûrement référence à l'approche 
proposée par Almasy (1990) où l'ajout d'états à observer nécessite l'ajout d'équations 
indépendantes afin de conserver une matrice A carrée dans le cadre d'une représentation 
d'état régulière. Il sera montré à la section §.'5.2 que Almasy (1990) introduit ces 
équations supplémentaires sous forme de marches aléatoires et c'est fort possiblement 
le réglage du bruit générateur associé que Liebman et al. (1992) qualifient de difficile. 
L'utilisation de la représentation d'état généralisée permet d'éviter ce problème puisque 
cette représentation d'état admet des matrices E et A rectangulaires. 
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Il est alors possible, dans le cadre d'une représentation d'état généralisée, d'ajouter 
des variables à estimer de manière similaire à la NDDR (2.70) sans nécessairement 
ajouter des équations stochastiques empiriques dont le réglage pourrait poser difficulté. 
Evidemment, le fait d'ajouter des inconnues tout en conservant un nombre constant 
d'équations réduit la redondance et l'observabilite doit être vérifiée, mais ces questions 
se posent également pour la méthode NDDR. 

Si les équations utilisées pour le modèle sont parfaitement connues comme celles 
que Liebman et al. (1992) considèrent en (2.70), il est difficile de voir en quoi poser 
W = 0 dans le filtre de Kahnan généralisé exposé au tableau 2..'i constitue un 
problème. Liebman et al. (1992) admettent dans leur article que leur méthode nécessite 
des modèles dynamiques précis alors que la matrice W dans les équations d'états peut 
être associée à l'incertitude sur les modèles. 

Finalement, si Liebman et, al. (1992) montrent dans leur article une meilleure 
robustesse de la NDDR face à EKF dans le cas où un biais est présent sur une des 
mesures, cette robustesse supérieure vient de l'inclusion de contraintes d'inégalité sur 
les variables (2.70) et non de la manière sophistiquée dont les équations non linéaires 
sont traitées ni d'un réglage quelconque supérieur. 

2.4 Observabilité 

Une variable d'état non mesurée sera dite observable ou estimable si il est possible 
d'obtenir un estimé unique pour cette variable d'état en utilisant conjointement le 
modèle et les mesures des autres états. Un système sera dit globalement observable ou 
estimable si il est possible d'obtenir des estimés uniques pour toutes ses variables non 
mesurées. Étant donné que les observateurs présentés au tableau 2 ! considèrent que 
les systèmes correspondant du tableau 2.2 sont observables, il est important d'avoir 
des outils pour vérifier cette propriété. La présente discussion se limite toutefois à 
l'observabilite globale des systèmes. 

2.4.1 Observabilité des systèmes statiques et stationnaires 

L'observabilite de ces systèmes est discutée particulièrement sur les systèmes statiques 
car l'ajout d'un bruit de procédé w caractéristique aux systèmes stationnaires ne 
modifie pas la condition d'observabilité. On utilise le même argument pour considérer 
le bruit de mesure aléatoire v comme nul. 
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L'observabilité du système statique suivant est considérée 

Exk = 0 
Vk = Cxk 

(2.72) 

(2.73) 

Ce système est globalement observable ou estimable si et seulement si la condition 

rang = n (2.74) 

également valide pour les systèmes stationnaires est vérifiée (Romagnoli & Sanchez, 
2000) où n est la dimension du vecteur d'état x. 

2.4.2 Observabilité des systèmes dynamiques réguliers 

L'observabilité des systèmes dynamiques réguliers fut étudiée considérablement et des 
discussions à ce sujet sont présentes de manière abondante dans la littérature (Kailath, 
1980; Kailath et al., 2000). 

L'observabilité du système dynamique régulier suivant est considérée 

xk = Ax^i + Buk-i (2.75) 
Vk = Cxk (2.76) 

Ce système sera globalement observable ou estimable si et seulement si la condition 

rang 

C 
CA 

CA n-\ 

II (2.77) 

est vérifiée où n est la dimension du vecteur d'état x. 
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2.4.3 Observabilité des systèmes dynamiques généralisés 

Si l'observabilité des modèles statiques ainsi que celle des modèles dynamiques réguliers 
est bien documentée, celle des modèles dynamiques généralisés est un peu plus difficile 
à trouver explicitement dans la littérature. Ainsi, Cobb (1984) propose un article de 
synthèse sur la gouvernabilité, l'observabilité et la dualité des systèmes singuliers et 
fait la distinction entre l'observabilité et l'observabilité impulsionnelle. L'article possède 
cependant un contenu mathématique rappelant certains travaux de Kailath et al. (2000) 
rendant la lecture difficile pour un non initié. 

Néanmoins, les deux conditions suivantes issues de la thèse de Zasadzinski (1990) 

= n (2.78) rang 

rang n (2.79) 

doivent être respectées pour assurer le bon fonctionnement de l'observateur dynamique 
généralisé C ^ I présenté dans le tableau 2M. Dans ce cas particulier, il est davantage 
question de conditions minimales que de conditions strictes d'observabilité. 

2.5 Redondance 

La redondance se définie qualitativement comme un excès d'observabilité faisant en 
sorte qu'un système demeure observable même si on lui enlève certaines équations de 
modèle ou certaines mesures. C'est cette condition de redondance, de nature spatiale 
ou temporelle, qui lorsque présente permet de réduire l'effet du bruit de mesure sur les 
variables mesurées. 

2.5.1 Redondance des systèmes statiques et stationnaires 

La redondance se définit très bien pour les modèles statiques et stationnaires car 
seule la redondance spatiale est présente. Une telle redondance peut être causée par 
l'instrumentation faisant en sorte qu'une même variable soit mesurée de deux manières 
indépendantes. 
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La situation la plus fréquente en génie des procédés est cependant celle où la 
redondance provient d'une combinaison de mesures et de modèles reliant les variables 
entre elles. Ainsi, l'ensemble sera qualifié de spatialement redondant de manière globale 
s'il existe plus d'une manière de définir complètement toutes les variables de procédé à 
un instant donné dans le temps. 

Pour un système stationnaire spatialement redondant, la condition d'observabilité 
(2.7 I) est satisfaite de manière surdéterminée de sorte qu'un certain nombre de rangées 
des matrices E et C pourrait être retiré sans que la condition d'observabilité soit 
modifiée. Une discussion plus élaborée de la redondance spatiale pour ces systèmes 
se retrouve dans les livres de Romagnoli h Sanchez (2000) et Narasimhan & Jordache 
(2000). 

La redondance temporelle est absente des modèles statiques et stationnaires en 
raison du fait que, tel qu'illustré au tableau _'.2, ces modèles ne contiennent pas de 
liens entre des variables à différents instants, mais uniquement des liens entre des 
variables à différents endroits dans l'espace au même instant ce qui crée potentiellement 
de la redondance spatiale. Cette absence de redondance temporelle est également ce qui 
empêche le lissage par modèle stationnaire tel que démontré en (2.2!)). 

2.5.2 Redondance des systèmes dynamiques 

Pour un observateur donné utilisant un modèle dynamique, la redondance temporelle 
est ce qui fait en sorte que la précision des estimés ira en s'améliorant au fil du 
temps en autant que les réglages soient adéquats. Une telle évolution se vérifie 
quantitativement par la diminution jusqu'à une asymptote horizontale, dans le cas d'un 
modèle dynamique invariant temporellement, d'une norme donnée soit la trace ou la 
plus haute valeur singulière (Darouach & Zasadzinski, 1991) de la matrice de variance 
des erreurs d'estimation. 

Les mesures sont dites redondantes temporellement si des mesures passées sont 
disponibles et peuvent être utilisées pour l'estimation des états présents. L'utilisation 
des observateurs sous la forme récursive présentée au tableau -.;> laisse croire à première 
vue que pour générer les estimés filtrés Xk/k, seule la mesure yk est employée, mais ce 
n'est pas le cas. L'analyse de la solution optimale sur tout l'horizon telle que présentée 
en annexe A montre que toutes les mesures présentes et passées sont potentiellement 
utilisées pour générer les estimés Xk/k- L'application du concept de redondance spatiale 
n'est pas traitée de manière explicite dans la littérature standard sur la réconciliation 
de données en génie des procédés. 
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2.6 Propriétés des observateurs 

Puisque plusieurs observateurs peuvent être construits pour un même procédé, des 
propriétés sont nécessaires afin de comparer les observateurs proposés entre eux. La 
présence ou l'absence de biais d'estimation ainsi qu'une norme appropriée de la matrice 
de variance des erreurs d'estimation ont été retenues comme propriétés statistiques 
d'intérêt. Une démonstration jugée suffisante pour le biais est d'abord réalisée pour 
ensuite énoncer une forme générique pour la matrice de variance minimisant les erreurs 
d'estimation pour les observateurs statiques et stationnaires. Un tableau fait la synthèse 
des matrices de variance minimales des erreurs d'estimation pour les huit observateurs 
présentés au tableau 2.M. 

Finalement, les matrices de variance non minimales pour les erreurs d'estimation 
sont données dans le cas où un observateur stationnaire est utilisé sur un procédé 
stationnaire et un observateur statique est utilisé sur un procédé stationnaire. 

2.6.1 Biais des observateurs 

Soit un observateur quelconque x, on dira qu'il est non biaisé si l'égalité 

E{x} = x* (2.80) 

est vérifiée confirmant que l'espérance de l'observateur x est le vecteur réel x*. 

Cette condition pourrait être vérifiée pour tous les observateurs linéaires présentés 
au tableau 2..'5, mais certaines formes, particulièrement celles où C ^ J, rendent la 
confirmation analytique de la condition (2.isD) très difficile. Une vérification numérique 
est toujours possible pour tous les observateurs et les expériences réalisées au cours des 
travaux menant à la présente thèse montrent que les observateurs présentés au tableau 
2.'.) ne sont pas biaises lorsque les procédés et les modèles associés sont conformes aux 
hypothèses énoncées au tableau 2.2. Une vérification analytique est toutefois possible 
et immédiate pour les observateurs stationnaires lorsque C — I. 

Le point de départ est l'observateur stationnaire 

xk/k = (/ -VÉ'XW + EVET)-xE)Vk (2.81) 

où l'on applique l'opérateur espérance E{-} de chaque côté de l'équation pour obtenir 
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E{xk/k] = E{yk} ~VËl\W + EVE1)-' E{Eyk} (2.82) 

Le deuxième terme de droite de l'équation (2.N2) s'évalue plus clairement sachant le 
résultant intermédiaire suivant obtenu des équations du modèle stationnaire du tableau 
•_) ■_) 

Eyk = wk + Evk (2.83) 
E{Eyk} = 0 (2.84) 

On obtient finalement E{xk/k} = x*k en utilisant (2 8 I) dans (2 "12) confirmant ainsi 
que l'observateur stationnaire (2.N1) n'est pas biaisé en autant que la matrice E de 
l'observateur soit identique à celle du procédé réel et que le système de mesures ne soit 
pas biaisé de sorte que E{yk} = xk tel qu'utilisé en (2.JS2) pour obtenir E{xk/k} ■= x*k. 

Cette démonstration du non biais de l'observateur stationnaire a été réalisée pour 
le cas particulier C = I, mais on peut penser l'étendre à un cas général en autant que 
la matrice d'observation C soit connue. 

Le non biais de l'observateur stationnaire génère une confiance envers le non 
biais des autres observateurs sachant que les observateurs statiques représentent un 
cas particulier des observateurs stationnaires et que les observateurs dynamiques 
peuvent être obtenus à partir des observateurs stationnaires en utilisant une technique 
d'empilement tel que démontré en annexe \. 

2.6.2 Matrices de variance minimales des erreurs d'estimation 

D'une manière générale, la matrice de variance P pour les erreurs d'estimation de x par 
rapport aux valeurs réelles x* est définie 

P = E{(x* - x) (x* - x)T} (2.85) 

Pour les modèles considérés au tableau ' 2 et dont les observateurs compatibles 
avec le critère (2.2 I) sont présentés au tableau 1, l'estimation à variance minimale est 
assurée par construction lorsque le modèle est identique au procédé sous observation. 
Les matrices P pour la variance des erreurs d'estimation sont présentées au tableau 2. I. 



Classe de modèle Mesures complètes et directes Mesures arbitraires 

Statique 

Lxv=0.c=i = 1- VET{EVET)~lE 
P = Lw=0C=I V LW=0C=J 

G = {CTV~lC + ETE) 

LW=0.CÏI = G~\I - ET(EG-1ET)-1EG-1)yk 

P = Lw=0.c=Éi V Lw=oc^j 

Stationnaire Luyo.c=z = / - VET(W + EVET)-lE 

P = Lw^o,c=i y Lw^o.c=i 

LuVo.c#/ = ~(CTV-lC + ETW-1E)-1CTV~1 

P = £u-#o.c#/ V Lw^c^i 

Dynamique régulier Pk/k^ = APk_1/k.1AT + W 

Kk/k-l = Pk/k-l (Pk/k-1 + V)~ 

Pk/k = Pk/k-1 — Kk/k-l Pk/k-1 

Pk/k^ = AP^1/k.1AT + W 

Kk,k-i = Pk/k-i CT (CPk/k-i CT + F ) " 1 

Pk/k = Pk/k-i — Kk/k-i C Pk/k-i 

Dynamique généralisé fifc_! = (W + APk^/k^AT + EVE7)-1 

Pk/k =V- VETQk-xEV 

rk-i/k-i = (W + APk-l/k-iAT)-1 

Pk/k = (E^Tk-i/k-iE + CTV-lC)~l 

TAB. 2.4 - Matrices de variance minimales. 
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On observe au tableau -.'■'> que les observateurs statiques et stationnaires peuvent 
tous être représentés sous la, forme générique Xk/k = L yk et ainsi leur matrice de variance 
est définie comme étant Pk/k = LV L1 VA; où l'on a utilisé le fait que ces observateurs 
ne sont pas biaises tel que démontré en §2.0.1. 

Les matrices de variance P incluses dans le tableau ! représentent les matrices 
de variance minimales uniquement lorsque les réglages des paramètres déterministes 
et stochastiques sont optimaux. Cela, implique A = A*, B = B*, C = C*, E = E*, 
W = W* et V = V* où les matrices sans astérisque sont celles utilisées dans les modèles 
et les matrices avec un astérisque sont les matrices décrivant le procédé réel. 

Dans les cas où les matrices utilisées pour les modèles ne sont pas identiques à celles 
des procédés réels, les matrices P sont toujours utiles aux algorithmes d'observation 
présentés au tableau .! ', mais elles ne représentent plus les matrices de covariance pour 
les erreurs d'estimation. Ce dernier point a été démontré par Heffes ( 1966) qui a obtenu 
une expression pour la matrice de covariance pour la précision des estimés dans le cas où 
les matrices W et V postulées différaient des matrices réelles W* et V* dans le contexte 
d'un filtre de Kalman régulier. Un tel outil peut permettre l'évaluation de la robustesse 
d'un observateur comme cela sera, fait dans les chapitres suivants à partir des équations 
développées en §'2.(>..i. 

2.6.3 Matrices de variance non minimales des erreurs 
d'estimation 

Lorsque le modèle utilisé par l'observateur diffère du procédé réel, non seulement 
un biais peut être généré, mais l'observation se réalise à variance non minimale tel 
qu'affirmé par Heffes (1900) dès les premiers travaux suivants l'article de Kalman ( i960). 
Cela est illustré par de nombreux exemples sur des observateurs statiques, stationnaires 
et dynamiques généralisés dans les chapitres suivants de cette thèse. L'intérêt spécifique 
de cette section est la conséquence sur les matrices de variance d'estimation des erreurs 
de réglage pour les matrices W et V alors que les autres matrices seront considérées 
identiques au procédé entraînant ainsi aucun biais d'estimation. 

Pour un procédé stationnaire, on considère ci-dessous un observateur stationnaire 
ainsi que son réglage particulier W = 0 résultant en un observateur statique. 
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Procédé Modèle 

Exk = w*k 

Vk = xk + v*k 

w* ~ Af((),W*) 
v* ~ A/"(0, V*) 

E xk = wk 

yk = xk + Vk 
w ~ Af(0, W) 
v ~ JV(0, V) 

TAB. 2.5 Observation stationnaire non optimale d'un procédé stationnaire. 

Observation stationnaire instantanée d'un procédé stationnaire 

Dans le présent contexte, il est supposé que le procédé réel se comporte comme un 
procédé stationnaire tel que décrit dans le tableau .' "> avec les matrices de variance W* 
et V*. Le modèle utilisé pour construire l'observateur postule des matrices de covariance 
W et V. On notera que, dans le présent contexte, l'observateur utilise la même matrice 
E que celle décrivant le procédé réel. Dans le cas du bilan de matière stationnaire, 
cette hypothèse est plausible étant donné que cette matrice contient principalement de 
l'information sur le rhéogramme et sur la stoechiométrie tel que montre à la section § > J. 
Cette dernière hypothèse assure alors que l'observateur n'est pas biaisé. L'intérêt est 
de connaître la variance pour la précision des estimés dans le contexte où l'observateur 
n'est pas parfaitement réglé en accord avec le procédé réel soit W ^ W* et V ^ V*. 

L'observateur stationnaire utilisé est alors 

xk/k = (I-VE' (W + EVE1 yiE)yk. (2.86) 

que l'on résume sous la forme suivante 

xk/k = L yk (2.87) 

avec la matrice de variance pour la précision des estimés maintenant donnée par 

r t f \ -J Pwwytv = LV*L' + V E1 (W + EV E1 )~lW*(W + EV E1 )"' EV (2.88) 

Il est possible de montrer que cette matrice de variance dégénère en la matrice de 
variance minimale contenue dans le tableau 2. I lorsque W = W* et V = V*. 
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Procédé Modèle 

E xk = w*k 

Vk = xk + v*k 

v* -A/"(o,y*) 

Exk = 0 
Vk = xk + vk 

v ~ Af(0, V) 

T A B . 2.6 - Observation statique non optimale d'un procédé stationnaire. 

Observation statique instantanée d'un procédé stationnaire 

Le présent contexte est celui d'un utilisateur disposant d'outils d'observation basés sur 
un moteur d'optimisation statique. Cet utilisateur ne sait pas a priori à quel point le 
procédé sous observation est dynamique. Cette situation est réelle en bilan de matière où 
plusieurs applications commerciales furent développées en considérant une contrainte 
statique pour la conservation de la matière. Etonnement, peu d'auteurs ont étudié 
quantitativement les limites d'application de ces outils se limitant pour la plupart à 
dire que l'utilisation sera appropriée si le procédé n'est pas trop dynamique. Il s'agit 
pourtant d'un aspect pratique crucial et peu couvert dans la littérature à part l'article 
de Almasy (1990) et développé plus en détails par Laehance et al. (2006b). 

Pour un procédé opérant de manière stationnaire et un modèle statique tel que 
représenté au tableau 2.0, l'observateur statique suivant est utilisé 

Xk/k = (I-VET(EVET)-lE)yk (2.89) 

xk/k = Lw=o Vk (2.90) 

où il est posé que la matrice E incluse dans l'observateur correspond à la matrice E* 
du procédé réel. En utilisant W = 0 dans l'observateur (2.N0) alors que la réalité est 
W* ^ 0, on se place donc dès le départ dans une situation où l'observation ne sera pas 
à variance d'estimation minimale. 

La matrice de covariance pour les erreurs d'estimation dans ce contexte est 

PW=Q = LW=Q V* LJ
W=0 + V É'\E V E'1)-1 W*(E V Ér)-XE V (2.91) 

Cette matrice correspond à celle publiée par Almasy (1990) avec l'ajout d'une 
généralisation pour le cas où V ^V*. 



Chapitre 2. Observateurs en temps discret ,r>2 

Le premier terme de droite dans (2.!)1) représente la variance minimale d'estimation 
pour un observateur statique sur un procédé statique tel que montré dans le tableau 
.'. 1 et obtenue lorsque V V*. Le deuxième terme de droite qui est défini positif 
correspond à l'ajout d'une variance d'estimation résultant du fait que W* ^ 0. On 
doit donc conclure que l'observation statique d'un procédé stationnaire ajoute du bruit 
d'estimation et cela d'autant plus que le procédé est fortement dynamique tel que décrit 
par la matrice W* définie positive. 

Il est pertinent de chercher une condition de bascule à partir de laquelle l'observation 
statique instantanée sur un procédé opérant en régime stationnaire génère des estimés 
dont la précision est moindre que celle des mesures brutes. 

En supposant V = V* et en posant W* = E V* ET dans (2 'il), on obtient 

Pw.=EV.gr = V* (2.92) 

Il est tout de même curieux, à la lumière du résultat (2.i)2), que l'utilisaton de; 
W* — EV* EJ dans (2.si)) ne mène pas directement à Xk/k = Vk- L'observateur (2 Si)), 
lorsqu'il est utilisé à la condition de bascule, produit donc des estimés différents des 
mesures, mais dont la variance des erreurs d'estimation est égale à celle des mesures. 

La condition W* > EV*E', lorsque vérifiée, permet d'affirmer rigoureusement 
lorsque W* est scalaire que l'observation statique sur un procédé opérant en régime 
stationnaire n'est pas appropriée. Cependant, pour un cas où W* n'est pas scalaire, une 
dérivation rigoureuse d'une condition de bascule appropriée demeure à faire. 

En supposant qu'une généralisation de W* > EV* EJ soit possible et que cette 
condition s'avère vérifiée, deux options sont à considérer selon les objectifs. La première 
option consiste à augmenter la fenêtre d'observation en utilisant un observateur statique 
sur horizon tel que présenté à la section §2..'Ui et la deuxième consiste à utiliser un 
observateur stationnaire ajoutant ainsi le réglage d'une matrice W tel que discuté à la 
section §2.7. Pour les deux options, un diagnostic est toutefois nécessaire afin d'identifier 
les paramètres V* et W*. 

Des méthodes de réglages pratiques sont exposées à la section suivante et celles-ci 
sont testés sur un simulateur d'une unité de fiottation au chapitre ">. 
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2.7 Réglages pratiques des paramètres des matrices 
W et V 

Peu après les travaux de pionnier de Kalman (i960), des auteurs tels Heff'es (1900) se 
sont penchés sur les conséquences d'un réglage inadéquat des paramètres inclus dans 
un filtre de Kalman régulier montrant que dans ce cas le filtre produisait des estimés 
dont la variance de l'erreur d'estimation n'est pas minimale. 

Dans la présente perspective, il est posé que les matrices E et A postulées pour 
les modèles utilisés dans les observateurs du tableau 2 1 sont exactes. L'intérêt dans 
cette section est donc principalement envers le réglage des matrices de variance W et V 
sachant que ces paramètres ne sont généralement connus que de manière approximative. 
Plusieurs auteurs ont proposés des méthodes de réglage pour ces matrices W et V dans 
le cadre d'un filtre de Kalman régulier (Odelson et al., 2006). Utilisant la propriété 
stipulant que les séquences d'innovations vk = yk — C Xk/k-\ sont des bruits blancs 
gaussiens, Mehra (1970) a obtenu une méthode pour identifier n x r éléments de la 
matrice W où n est la dimension du vecteur x et r la dimension du vecteur y. Sachant 
que r < n et que W est une matrice carrée de dimension n, il est alors nécessaire de 
savoir quels sont les termes inconnus à identifier dans la matrice W. Dans le cas où ce 
genre d'information n'est pas disponible et que les n x n termes de la matrice W sont 
inconnus, Mehra (1970) se limite à identifier le gain Kalman asymptotique optimal sans 
arriver à identifier explicitement le contenu des matrices W et V. 

Dans le cadre de la présente thèse, les travaux pratiques réalisés en collaboration 
avec l'entreprise Algosys ont porté principalement sur le bilan de matière stationnaire 
et c'est donc sur ces observateurs que les efforts de réglage ont été concentrés. Seules les 
techniques de réglage pour une situation idéale de mesures complètes et directes sont 
présentées dans cette thèse. 

2.7.1 Observateurs statiques de procédés statiques 

Plusieurs auteurs considèrent la matrice de variance V* pour les erreurs aléatoires 
de mesure comme étant connue a priori en dépit du fait que cette hypothèse néglige 
quelques réalités. D'abord, la plupart des instruments de mesure ont une précision qui 
dépend du domaine d'opération. Ensuite, même dans un domaine d'opération constant, 
la précision d'un instrument sera modifiée avec le temps. Il est donc nécessaire de valider 
l'information a priori sur la matrice V et ensuite évaluer la précision des mesures de 
manière adaptative. 
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Procédé Modèle 

Exk = Q 
Vk = xk + v*k 

v* ~Af((),V*) 

Exk = 0 
yk = xk + vk 

v~tf(Q,V) 

TAB. 2.7 - Problème de réglage d'un observateur statique sur un procédé statique. 

Le problème considéré ici est illustré au tableau 2.7 et représente le cas de réglage le 
plus simple à discuter. Le procédé étant réellement statique, toute la variance observée 
sur les mesures peut alors être imputée au bruit aléatoire de mesure. La méthode directe 
proposée dans le livre de Romagnoli & Sanchez (2000) et les références incluses dans ce 
livre nécessite la cueillette de données sur une période où le procédé est considéré être 
en régime permanent. 

Sur une fenêtre de longueur r, on évalue d'abord un vecteur de moyennes y 

1 -

servant à obtenir un estimé V* de la matrice réelle V* 

On obtiendra alors des estimés non biaises ayant un maximum de vraisemblance si 
le procédé est réellement en régime permanent et que la matrice de covariance est 
constante sur toute la longueur r. Un problème crucial pour cette approche concerne 
l'assurance que le procédé est en régime permanent. 

2.7.2 Observateurs stationnaires de procédés stationnaires 

Il est posé que le procédé opère en régime stationnaire avec les matrices de variance 
réelles W* et V* inconnues et qu'il est observé avec deux matrices V et W dont le 
réglage est à faire. Avant de chercher une procédure pratique de réglage, il est bon 
d'obtenir une assurance sur les réglages optimaux. 
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L'assurance sur les réglages optimaux part de l'idée intuitive que le réglage 
minimisant la variance de l'erreur d'estimation est W = W* et V = V* et on cherche à 
obtenir une expression pour la matrice de variance de l'erreur d'estimation associée à 
ces réglages. Si cette matrice de variance obtenue est égale à celle présentée au tableau 
2. I, alors la conclusion sera que les réglages proposés sont optimaux. 

La matrice de variance Pw^wy^v e s t 

L = I - VE'\W + EVET)~yE (2.95) 

Pw+w;v*v =LV* Lv + V Él\W + EV E1')'1 W*(W + EV ET)~lE V (2.96) 

En insérant W = W* et V = V* dans (J.n:,) et (2.9(i), on obtient 

P = LV* Lr + V* ET(W* +EV* Él Y] W*(W* +EV* É1')- ' E V* (2.97) 

qui devient en effectuant des mises en évidence 

P = LV* - (V* ET{W* + EV* Ér)-]) 

x (I - {EV* ET)(W* + EV* ET)~] -W*(W* + EV*ET)-])EV* (2.98) 

où la seconde parenthèse est nulle et on obtient alors 

P = LV* = {I-V* ET(W* + E V* ETylE) V* (2.99) 

qui semble au premier regard différent de la forme minimale LV* E1 du tableau 2.1. 
Cependant (2.i)9) est identique à la matrice de variance minimale pour la représentation 
d'état généralisée avec C — I contenue dans ce tableau et démontrée à la section § A I 
lorsque l'on pose A = 0 pour dégénérer sur le présent modèle stationnaire. Il est donc 
confirmé que le réglage optimal de l'observateur stationnaire sur un procédé stationnaire 
est obtenu lorsque W = W* et V = V*. 

De manière heuristique, le principal problème consiste à séparer deux sources à 
partir d'une seule réponse soient les mesures contenant à la fois du bruit de mesure et 
du bruit causé par la dynamique du système. Il est fort probable que de l'information 
supplémentaire soit nécessaire pour séparer les deux processus. 
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Idéalement une démarche de réglage doit inclure des outils de diagnostic afin 
d'indiquer si le réglage est approprié. Par exemple, il est connu qu'un observateur 
statique sur un procédé stationnaire excédant la condition de bascule (2.!)2) génère 
des estimés dont la variance P est supérieure à celle, V, des mesures brutes et cette 
situation doit être détectée. 

Un premier objectif pour un outil de diagnostic serait alors d'être en mesure de 
situer le système par rapport à la condition de bascule et ce faisant, il devrait identifier 
W* et V* et ainsi fournir des estimés pour le réglage de l'observateur stationnaire mieux 
adapté à la situation. 

On considère ci-dessous l'identification de la matrice W* lorsque la matrice V* est 
connue ou inconnue nécessitant alors un algorithme plus sophistiqué. 

Cas où la matrice V* est connue 

En pratique, le seul signal disponible est le signal vectoriel y comprenant les r mesures 
sur un certain horizon temporel. Ce signal sera d'abord traité (2.M) pour obtenir un 
vecteur moyenne y permettant le calcul suivant pour la eovariance 

E{E (y - y) (y - y)T ET} = W* + E V* Er (2.100) 

reliant directement les mesures aux matrices réelle W* et V* à travers la matrice E 
posée parfaitement connue dans le présent contexte. Ainsi, si l'instrumentation n'est 
pas biaisée et que sa précision est parfaitement connue de par la matrice V*, l'accès à 
la matrice W* est direct 

W* = E{E (y - y) (y - y)T ET} - E V* ET (2.101) 

En considérant cette connaissance a priori de V*, le réglage de l'observateur 
stationnaire se fait avec V = V* et W = W* par l'utilisation de (2.101). Le problème 
avec cette approche de réglage est sa dépendance à la connaissance a priori de V*. 
Ainsi, une erreur initiale sur l'estimation de V* ou une variation de cette matrice dans 
le temps peut nuire considérablement au réglage de l'observateur. 
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FlG. 2.2 - Représentation de chacun des signaux iji 

Cas où la matrice V* est inconnue 

Pour ce cas, on dispose d'une seule équation matricielle (2. loi)), reprise ici, et de deux 
inconnues matricielles soient les matrices W* et V* 

E{£ (y - y) (y - yf ET) = w* + E v* ET (2.102) 

L'analyse de cette équation dicte que cette dernière est simplement suffisante pour 
déterminer de manière unique la matrice W* lorsque la matrice V* est considérée 
parfaitement connue. Ainsi, toute ignorance sur le contenu de la matrice V* a pour 
conséquence de rendre le problème d'identification sous-contraint à moins que des 
équations supplémentaires soient ajoutées. 

La technique de réglage proposée suppose que le bruit de mesure est blanc et que 
le bruit de procédé est coloré bien que cela semble un peu en contradiction avec: le 
procédé et le modèle stationnaire défini dans le tableau 2.">. Le contenu de ce tableau 
donne Epk = Evk + w^ blanc alors qu'en réalité Ey^ est coloré même en considérant 
Vk blanc. L'idée derrière cette technique de réglage consiste à modéliser chaque signal 
scalaire (/, constituant le vecteur de mesure y comme étant la somme d'un signal réel 
Xi et d'un bruit blanc gaussien de mesure V{. Le signal réel Xi est le résultat d'un bruit 
blanc: gaussien & entrant dans un système linéaire discret modélisé par une fonction de 
transfert discrète ARMA (Box et al., 1994) tel que montré à la figure 2.2. 
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La démarche d'identification par corrélation est illustrée ci-dessous pour un cas où 
la fonction de transfert discrète G(Z~i) de la Figure 2.2 est autorégressive d'ordre 1. 

On a d'abord pour chaque signal scalaire i à l'instant k 

xt,k = aiXit-i+Çi.k (2.103) 
Vi,k = xUk + viyk (2.104) 

ï/»,fc = (kXitk-i+Çi,k + Vi,k (2.105) 

Les hypothèses usuelles permettent l'utilisation de ces équations pour obtenir 

o 
2 Cf„ . „.Tl _ J2 , 2 £{ViVÎ} = °l+< (2-106) 

Seul le signal iji est connu sur une fenêtre temporelle permettant ainsi le calcul de 
ffy et les paramètres scalaires a2

r. et o\. sont indépendamment inconnus. 

Les résultats suivants sont obtenus pour chaque signal y* 

RyivM = E{Vl'kf'k} = -^— = 1 (2.107) 

« * * ( ! ) = E{y<lfc"2' ^ (2.108) 

p m E{(^i,fc-i + Vi,k-i)(ai Xi,k-i + wiik + Vj,k)} fointi\ 
^, , , , (1) = 5 (2.109) 

/ W D = ^ # (2.iio) 

^ W " ) = ^ 4 ^ n= l . . . oo (2.111) 

À la lumière des équations précédentes, la démarche de réglage suivante impliquant 
trois étapes pour chaque signal y* est proposée 

1. Pour n'importe quel n = 1 . . . oo, on peut obtenir # /*\ = Oi 

2. Sachant a*, pour n'importe quel Ryy(n) n = 1 . . . oo, on peut déterminer a\. en 
considérant a y provenant des mesures ('..'. Il l) 

3. Sachant a\ et ai. , <7̂ . peut alors être déterminé à partir de (2. loi») 
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Il est important de noter que la finalité de cet algorithme de réglage est de produire 
une matrice V diagonale, qui une fois obtenue, permet de déterminer une matrice W en 
utilisant (2. loi) de la même manière que lorsque la matrice V est connue a priori. Il ne 
faut pas utiliser les G\. de l'algorithme pour construire une matrice diagonale X servant 
à calculer la matrice W = EXE1 car la matrice X réelle n'est pas diagonale et que 
seul le calcul (2.101) permet d'en tenir compte dans le cadre de l'algorithme proposé. 

En pratique, puisque les a* peuvent être déterminés par plusieurs ratios, l'étape 1 
de l'algorithme ci-dessus peut être améliorée en utilisant une solutions par moindres 
carrés. 

Supposons que H + 1 coefficients Ryiyi(n) n = 0...H sont calculés à partir des 
mesures y*, il est possible d'écrire une équation matricielle sous la forme Y = $ 0 + e 

Xv<(2)' 
= 

RvmW 

Ryiyi{H-l). 
(h + 

"e(2f 

e(H)_ 

dont la solution optimale est 

ê = ($ ' 7 ' $ )~V'y (2.ii3) 

Réglage conservateur 

Sans algorithme d'identification pour connaître de manière indépendante les matrices 
W* et V*, il est impossible de diviser l'ensemble de la variance observée sur le vecteur 
y (2.100) entre deux causes distinctes. 

Dans ce contexte, le réglage conservateur suivant est proposé 

W = E{E y yT ET} = W* + E V* Er (2.114) 

V = E{yyr} = X* + V* (2.115) 

où par définition 

W* = EX*ET (2.116) 

Ce réglage conservateur surévalue les matrice W et V par rapport aux matrice W* 
et V* réelles. Les conséquences de cela en fonction du sens de l'inégalité entre W* et 
E V* E1 seront analysées et discutées aux chapitres l et 5. 
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2.8 Observation séquentielle 

Un aspect pratique qui n'a pas été considéré de manière exhaustive dans cette thèse, 
mais qui est bien documenté dans la littérature concerne les problèmes numériques 
(Kailath et al., 2000; Grewal & Andrews, 2001). Les matrices de variance Pkfk-\ et Pk/k 
utilisées dans les algorithmes récursifs du tableau 2..'{ sont des matrices définies positives 
par construction et ainsi leurs valeurs propres doivent être non négatives. Narasimhan 
& Jordache (2000) affirment que pour le filtre de Kalman régulier appliqué comme dans 
les livres ou présenté au tableau >, les matrices de variance tendent à perdre leur 
caractère définie positive rendant ainsi les algorithmes instables. 

On propose ici une manière simple de contourner ces problèmes numériques liés à 
l'inversion de matrices en proposant un filtre de Kalman généralisé sans aucune inversion 
matricielle. Cet algorithme est basé sur le traitement séquentiel des contraintes. Ainsi, 
à un instant k donné, on traite m. fois les données où m est le nombre de rangées des 
matrices E et A dans la représentation d'état généralisée présentée au tableau 2 '. Les 
estimés obtenus à une étape donnée sont alors traités comme des mesures par l'étape 
suivante i = 2 . . . m ayant comme matrice de variance, la précision des estimés fournis 
par l'étape précédente i — 1. L'application proposée est toutefois limitée au cas très 
particulier où C = I car la présence d'une matrice C arbitraire ne permet pas d'utiliser 
une telle stratégie pour éviter toute inversion matricielle tel que montré par les équations 
associées du tableau 2.:>. 

A un instant k donné, on initialise l'algorithme à i = 1 en posant y\,k = Vk et 
V\yk = Vk- Ensuite les opérations suivantes sont répétées jusqu'à i = m 

a, f c-i = (Wii + AiPk-1/k.1Aj + EiVi,kET)-] (2.117) 

Xi,k/k = VitkÉfÇlijl-iAiXk-i/k-1 + (I-Vitk&fni,k-1Ei)vi* (2-118) 
Pi,k/k = Vu-ViEffiîijc-iEiVi* (2.119) 

Vi+i,k = Xijkik (2.120) 
Vi+hk = Pitk/k (2.121) 

où Wu représente le terme diagonal de la matrice W du problème global avant la 
considération du traitement séquentiel. Il à noter qu'il s'agit ici d'une proposition 
d'algorithme et que la démonstration de son optimalité reste à faire. 
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2.9 Conclusion 

Ce chapitre a présenté une synthèse des outils généraux de lissage et de filtrage qui seront 
utilisés dans les chapitres suivants pour l'observation de procédés reliés en particulier au 
traitement et au transport de la matière. Les développements ont visés principalement 
les systèmes linéaires invariants dans le temps car l'approche privilégiée est celle de 
sous-modèles basés sur la conservation et que ces sous-modèles peuvent être considérés 
invariants temporellement quoique l'identification des paramètres stochastiques telles 
les matrices de variance W et V pourrait être envisagée sur une base adaptative. 

L'estimation optimale des états associés à une représentation d'état généralisée 
représente l'élément unificateur de tous ces outils et, à notre connaissance, jamais une 
telle synthèse n'a été faite de manière aussi exhaustive. Certains éléments du tableau 
demeurent à compléter notamment au niveau des démonstrations analytiques pour les 
propriétés telles l'observabilité, la redondance, le biais d'estimation et les matrices de 
variance non minimales. La principale lacune des observateurs proposés à l'exception de 
la NDDR demeure la difficulté à prendre compte de contraintes d'inégalités et lorsque 
ces contraintes deviennent actives, il devient préférable d'utiliser les observateurs basés 
sur la programmation non linéaire. La question du traitement des modèles non linéaires 
dans le cadre de la représentation d'état généralisée demeure à être approfondie bien 
qu'une première solution soit fournie dans ce chapitre. 

La question du réglage pratique des observateurs a été abordée en particulier pour les 
observateurs stationnaires et une méthode de réglage nécessitant peu de connaissances 
a priori sur le système a été proposée. Il est intéressant de noter que cet algorithme 
permet la création d'un observateur dynamique par l'identification des coefficients a,i et 
éventuellement er|. par la connaissance de a^. bien qu'il visait initialement à identifier 
le contenu des matrices W et V associées à un observateur stationnaire. 



Chapitre 3 

Applications à des procédés 
parfaitement mélangés 

3.1 Introduction 

Le chapitre '2 a présenté des algorithmes d'observation sans discuter la nature physique 
des procédés sous observation. Bien que ces algorithmes puissent être appliqués à une 
diversité de procédés, la présente thèse considère principalement des procédés reliés au 
traitement et au transport de la matière. 

Les réseaux linéaires sont d'abord abordés dans ce chapitre permettant d'introduire, 
dans un environnement simple, la matrice d'incidence ainsi que différentes hypothèses 
appliquées à l'équation de conservation dynamique. Ces hypothèses permettent de 
définir des sous-modèles statiques, stationnaires ou dynamiques généralisés alors que 
l'ajout d'une modélisation stochastique empirique pour les débits telles les marches 
aléatoires permet l'obtention d'une représentation d'état régulière pour la modélisation 
de ce type de procédés. Les travaux réalisés sur les réseaux linéaires en utilisant le filtre 
de Kalman régulier par Almasy (1990) et le filtre de Kalman généralisé par Darouach 
k Zasadzinski (1 !)!)!) considèrent que toutes les variables d'intérêt, les débits et les 
inventaires, sont mesurées de manière indépendante ce qui n'est pas nécessairement 
une situation réaliste particulièrement pour les inventaires. L'observabilité des bilans 
dynamiques sur des réseaux linéaires lorsque les variables d'inventaire ne sont pas 
mesurées est étudiée d'abord avec l'utilisation du filtre de Kalman généralisé et ensuite 
avec le filtre de Kalman régulier. 
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Les observateurs discrets du chapitre 2 sont ensuite testés sur un procédé réactif 
parfaitement mélangé, dont la modélisation est également linéaire, transformant une 
espèce A en une espèce B. Les limites de certains observateurs comme ceux basés 
sur des sous-modèles statiques instantanés sont analysées et la possibilité d'utiliser 
des observateurs statiques synchronisés est explorée. Il est également montré que 
compléter le sous-modèle de conservation dynamique avec des équations stochastiques 
empiriques pour les débits molaires, dans ce cas particulier, permet d'améliorer 
significativement les performances d'estimation tout en conservant la robustesse car 
les erreurs sur les réglages de ces modèles, bien qu'augmentant la variance des erreurs 
d'estimation, n'entraînent pas de biais d'estimation. Cette section contient le contenu 
significativement augmenté de l'article publié par Lachance et al. (2006a) en présentant 
des détails supplémentaires sur les observateurs présents dans l'article ainsi que de 
nouveaux observateurs. 

Sachant que l'utilisation de sous-modèles dynamiques robustes représente un 
compromis potentiel pour l'implantation industrielle réussie d'observateurs en temps 
réel, il est curieux de voir que peu d'auteurs se sont penchés sur leur étude systématique. 
Aucun auteur, autre que Lachance et al. (2006a), n'a fait à notre connaissance une étude 
de synthèse sur les performances offertes par l'utilisation de différents sous-modèles 
pour l'estimation optimale des états d'un même procédé. Cette idée est considérée 
partiellement dans l'article de revue de Dochain (2003), mais ces travaux traitent 
particulièrement des possibilités de biais résultant des erreurs sur les paramètres des 
modèles phénoménologiques et ne considèrent pas la présence de bruits aléatoires sur 
les mesures. L'alimentation des procédés y est considérée manipulable comme dans la 
majorité des publications sur le sujet alors qu'elle est une perturbation mesurable dans 
cette thèse. Finalement, seule la représentation d'état régulière y est considérée autant 
pour les filtres linéaires que pour leurs versions étendues. 

3.2 Quelques résultats sur les réseaux linéaires 

Plusieurs procédés ou usines de traitement de la matière peuvent être représentés par 
des réseaux similaires à celui de la Figure 3.1 où les noeuds symbolisent des unités de 
traitement et les lignes des fiux de matière. La présente section établit des liens entre 
l'équation de conservation dynamique dans un cas sans réaction et les différentes classes 
de modèles présentées au tableau 2.2. L'équation de bilan dynamique est utilisée comme 
connaissance minimale du procédé sous observation et il est montré que l'utilisation 
seule de la conservation dynamique; sur un réseau linéaire mène à une représentation 
d'état généralisée où la matrice E est rectangulaire tel que discuté en §2.2.2. 
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FlG. 3.1 - Rhéogramme d'un circuit de séparation avec recirculation contenant quatre 
noeuds et huit flux. 

3.2.1 La conservation comme sous-modèle 

Selon les différents auteurs, l'équation de bilan dynamique en temps discret avec une 
période de discrétisation unitaire pour une espèce non réactive est exprimée de deux 
manières différentes 

ik = ik-\ + M qk-\ 

ik = ik-i + Mqk 

(3.1) 
(3.2) 

où i représente le vecteur des inventaires, q un vecteur des débits et M une matrice 
d'incidence contenant l'information sur la directionnalité des flux et leur interaction 
avec les différents noeuds. Le nombre de lignes de cette matrice est égal au nombre de 
noeuds et le nombre de colonnes est égal au nombre de flux. Sur une ligne donnée, on 
met +1 à une colonne donnée lorsque le flux associé entre dans le noeud, -1 lorsque le 
flux sort du noeud et 0 lorsque le flux ne passe pas par le noeud donné. 

La matrice d'incidence du procédé illustré à la Figure i l est 

M 

1 - 1 0 0 1 0 0 1 
0 1 - 1 0 0 - 1 0 0 
0 0 1 - 1 - 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 - 1 - 1 

(3.3) 

où le rang de la matrice M est égal au nombre de noeuds soit 4 dans ce cas particulier. 
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3.2.2 Bilans statiques et stationnaires 

Les bilans statiques ou stationnaires ne mesurent pas les variables d'inventaire i et 
définissent certaines propriétés mathématiques pour le taux d'accumulation ik — ik-] 

ik = ik-i + wk-i 
wk ~ Àf{0,W) VA; 

(3.4) 
(3.5) 

L'utilisation de (3 I) et (3 5) dans (3.1) ou (3.2) mène à l'équation de conservation 
stationnaire 

M qk = wk 

wk ~ M{0,W) VA: 
(3.6) 
(3.7) 

Les bilans statiques (Kuehn & Davidson, 1961) représentent alors un cas particulier 
des bilans stationnaires où W = 0. Il est alors possible pour une instrumentation donnée, 
sous la condition d'observabilité (2.7 1), de réaliser un bilan statique ou stationnaire sur 
des réseaux linéaires en utilisant un observateur approprié du tableau 2.3. Les problèmes 
d'observation de ce type, particulièrement les bilans statiques, sont traités en détails 
dans les livres (Narasinilian & Jordache, 2000; Ftomagnoli & Sanchez, 2000) où les 
concepts présentés peuvent être étendus aux bilans stationnaires. 

3.2.3 Bilans dynamiques purs 

Les bilans dynamiques purs utilisent directement (3.1) ou (3.2) où pour / noeuds et g 
flux, il est possible d'écrire respectivement 

tfxf °/xfl 

( / x / -M /x.9 

ik 

Qk 
= 

ik 

Qk 
= 

h*f MfXg 

7 x / u /x f f 

îfc-1 
/ Qk-1 

ik-] 
qk-] 

(3.8) 

(3.9) 

où les indices des matrices éléments incluses dans les matrices blocs en indiquent les 
dimensions respectives. 



Chapitre 3. Applications à des procédés parfaitement mélangés 66 

La forme (3.9) est celle qui a été retenue par Darouach &; Zasadzinski (1991) dans 
leur article sur les bilans dynamiques constituant une des seules publications sur le 
sujet utilisant la représentation d'état généralisée outre la thèse de Zasadzinski (1990). 
Cet article considère toutefois le cas très favorable où toutes les variables de débit 
et d'inventaire sont mesurées. Les auteurs n'ont cependant donné aucun détail sur 
la dynamique sous-jaeente du simulateur servant à fournir les données réelles pour la 
démonstration de leur algorithme. En d'autres mots, ils n'ont donné aucune information 
sur le modèle dynamique régulier du procédé observé par un sous-modèle dynamique 
basé sur la conservation dynamique (3.9). H n'est donc pas possible de vérifier leur 
algorithme dans les mêmes conditions. 

Observabilité généralisée lorsque aucune variable d'inventaire n'est mesurée 

Le problème est posé par la représentation d'état généralisée suivante construite à partir 
du bilan dynamique pur (:'>')) 

' / x / -Mfx fxfl 

Vq,k = 

Vk ~ 

' / x / Ufxcj 

>!ixf 1gxg 

qk-\ 

ik 
+ vk 

M(Q,Vgxg) VA; 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Le nombre de variables à estimer dans le vecteur [ik qk]T inclus dans (3. lu) et (3.1 I) 
est / + g soit / inventaires et g flux et le nombre de variables mesurées de manière 
indépendante en (3.1 l) est g définissant, rang [C = [09X/ Igxg]} = g- H est considéré que 
la matrice M dans (.1 lu) est de dimensions f x g tout en satisfaisant rang [M] — f. Les 
matrices [E C]T et [A C]T associées à cette représentation d'état sont de dimensions 
(./ +.<y) x (/ + fj) et possèdent un rang de f + g vérifiant les conditions minimales (2.7N) 
et (-,.7'i). 

Puisque les matrices [E C]T et [A C]1 possèdent un nombre de lignes égal au 
nombre d'inconnues / + g, il est permis de présumer qu'aucune redondance spatiale 
n'est présente dans ce système. La preuve analytique de cela à partir de l'observateur 
dynamique généralisé C ^ I du tableau 2.3 n'est pas évidente en raison de l'inversion 
d'une matrice bloc 2 x 2 résultante. 
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De nombreuses simulations numériques utilisant les matrices E et A construites à 
partir (•'!. Kl) en utilisant la matrice M associée à la Figure 3. 1 avec / = 4 et g = 8 ont 
cependant permis d'induire l'observateur suivant à partir du tableau 2 

k;/k 

Qk/k 

pouvant être décomposé en deux résultats explicites 

k/k = h-i/k-i + M Vq* (3.14) 
Qk/k = Vq,k (3.15) 

confirmant que les inventaires non mesurés sont estimés uniquement à partir des mesures 
(3.1 1) et que les débits mesurés ne sont pas filtrés (3. I •">). 

L'évolution de la précision des estimés îk/k en (3.1 1) à partir d'une précision initiale 
exprimée par la matrice de variance Po et des débits mesurées yq%k auxquels une matrice 
de variance V, considérée constante, est associée est 

P, = P0 + MVMT (3.16) 
p2 = P0 + 2MVMT (3.17) 
pn = PQ + nMVMT n = ()...oo (3.18) 

où (3. \s) montre que la précision des variables d'inventaire non mesurées se dégrade à 
chaque itération car la matrice MVM1 est définie strictement positive. 

Bien que vérifiant les conditions minimales (2.7ts) et ('- 7<>) sur [E C}1 et [̂ 4 C}1 pour 
le bon fonctionnement du filtre de Kalman généralisé, ce problème d'observation (3.10)-
(•'). I 2) de / inventaires et g débits avec seulement g débits mesurés produit en pratique 
des estimés pour les / inventaires (3.1 I) dont la variance de l'erreur d'estimation tend 
vers l'infini (■'!. IN). 

On part donc d'un problème qui, d'un point de vue du bilan statique ou stationnaire, 
est hautement redondant avec les g débits mesurés et / équations indépendantes de bilan 
à une situation en bilan dynamique où la redondance spatiale est nulle de même que 
toute redondance temporelle tel que démontré en (3.15). 

' / * / u / x s 

'gxf '<yx<? 

îfc-l/fc-] 

Qk-\/k-\ 

M /X f l 

'flXfl 
Vq,k (3.13) 
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Les études d'observabilité classiques dont celle des systèmes dynamiques réguliers 
(2.77) sont faites dans un contexte déterministe en posant les bruits de procédés et de 
mesures à zéro. Il est supposé que la présence de ces bruits n'altère pas la condition 
d'observabilité. L'expérience particulière des bilans de matière dynamiques montre une 
situation (•'!. IN) où le concept d'observabilité asymptotique pourrait être introduit. 

Le problème du bilan dynamique (.'5. 10)-(3.12) est que la redondance temporelle 
n'est pas présente sur les débits estimés (3.10) en absence des mesures d'inventaire. 
Qualitativement, cela s'explique par le fait que les variables de débits q n'apparaissent 
pas à deux instants différents dans les équations (3.10). Une première proposition à 
cet effet dans le contexte de bilan de matière est venue de Stanley k Mali (1977) et 
ensuite reprise par Almasy (1990). Ces auteurs ont proposé sans trop justifier pourquoi 
une modélisation en marches aléatoires g*. = q^-i + tffc-i , non corrélées entre elles, 
pour toutes les variables de débits. Cette modélisation supplémentaire a permis à 
Almasy (1990) de formuler un bilan dynamique à l'intérieur d'une représentation d'état 
standard. 

Observabilité régulière lorsque aucune variable d'inventaire n'est mesurée 

L'utilisation de (3.1) à laquelle les marches aléatoires qk = qk-i + Wfc-i sont ajoutées 
permet l'obtention de la représentation d'état régulière suivante 

ik 
Qk 

où le rang de la matrice A, dont toutes les valeurs propres sont 1, associée à (3.19) est 
de / + 9 s°it la dimension du vecteur d'état. Almasy (1990) propose une matrice W 
(3.21) diagonale ce qui n'est pas parfait en raison du couplage entre les flux. Alors que 
Stanley k Mali (1977) proposent un réglage qualitatif des matrices W et V, l'article de 
Almasy (1990) demeure muet sur la question du réglage spécialement sur la matrice W 
qu'il introduit. Ainsi, un réglage qualitatif consiste à balancer le ratio TracejW} sur 
Trace{V} de manière à ce qu'un ratio élevé permette de réagir rapidement lors d'une 
transition entre deux régimes stationnaires et à ce qu'un ratio plus faible permette un 
bon filtrage durant les régimes stationnaires. 

',• ~ -

' / x / 
Ogxf 

Ogxf 

VfXO ik-i + 0 
"'flXfl Qk-i_ Wk- 1 

1 ik 
f/Xfl + vk Qk 

b 

b 

Af(0,Wfxf) VA' 
M(0,Vgxg) VA; 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 
(3.22) 
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Une telle proposition de réglage contenu dans Stanley & Mali (1977) apparaît 
cependant incomplète ne serait-ce que parce que la condition de bascule discutée en 
§2.(1.3 doit être considérée pour les régimes stationnaires. 

L'observabilité du système dynamique régulier (S Lf))-(.'i.22) lorsqu'aucune variable 
d'inventaire i n'est mesurée est calculée à partir de la matrice d'observabilité (2.77) 
discutée §2. I. Ainsi, le système (3. l!))-(3.22) sera globalement observable ou estimable 
si et seulement si la condition 

rang 

C 
CA 

CA n-\ 

(3.23) 

est vérifiée où n = / + g est la dimension du vecteur d'état dans (3. l!))-(3 20) . 

Le calcul analytique de (3.23), simplifié en tenant compte des résultats suivants, 

C ' ' e x / *gxg (3.24) 

Ab = Ifxf bMfxg 

Ugx/ Igxg 
b=l...f + g-l (3.25) 

CAb 
",yx/ If/xg b=l...f + g-l (3.26) 

permet finalement obtenir 

rang 

C 
CA 

CAf+°-

" f l X / ■'flXfl 

Uyx/ Igxg 

}'gxf Igxg. 

9<f + 9 V / > 0 (3.27) 

démontrant que le système (3. l())-(:!._'2) n'est pas observable globalement. 

Puisque les inventaires ne sont pas toujours mesurés, le manque d'observabilité pour 
le système régulier (3.1 '•)-(;; ?2) ainsi que la perte d'observabilité asymptotique pour le 
système généralisé (3.1())-(3. 2) causent problème pour certaines applications. Le bilan 
stationnaire étudié en profondeur dans les chapitres I et fi offre une première solution 
à ce problème. L'utilisation d'un modèle de mélange présentée à la prochaine section 
constitue une autre solution en créant des liens entre des variables d'inventaire et des 
variables de flux. 
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q 
C A Î 

q 
CAO 

CBO 

V 
CAI 
CBJ 

FlG. 3.2 Procédé CSTR considéré pour l'observation dans la section 

3.3 Applications à un CSTR isotherme 

3.3.1 Présentation du procédé 

Le procédé à observer dans cette section est un réacteur chimique parfaitement mélangé 
tel celui illustré à la Figure 3.2. Il transforme la matière d'une espèce A en une espèce 
B par une réaction chimique non réversible dont la cinétique est de premier ordre. Il 
s'agit d'une version simplifiée du procédé continu CSTR (Soborg et al., 2004) où les 
effets thermiques ont été négligés pour simplification. 

Équations continues 

Le procédé CSTR, considéré est gouverné par les équations continues suivantes 

^ 1 = -K0CAi(t) + ±CAf(t)-±CAo(t) 
dCm(t) 

dt 
CAo(t) 
CBo(t) 

K0CM(t)-±CBo(t) 
CAi(t) 
Cm(t) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 
(3.31) 

où CAf, CM, CAO sont respectivement les concentrations de A dans le flux 
d'alimentation, l'inventaire et le flux de sortie alors que CBI et CBO représentent les 
concentrations de B dans l'inventaire et le flux de sortie. La variable q représente le 
débit volumique d'alimentation posé constant, K0 représente le taux de réaction posé 
constant et V le volume de fluide dans le réacteur également posé constant. 
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Les deux équations (■; !N) et (3 !9) représentent un bilan dynamique de matière 
utilisant la connaissance du rhéogramme du procédé ainsi que la cinétique de la 
réaction, mais rien n'est affirmé dans ces équations sur le modèle de mélange bien 
qu'il soit supposé que les variables CAÏ et CB% caractérisent adéquatement l'inventaire 
en représentant par exemple la moyenne d'une distribution spatiale complexe. Les deux 
équations (.'i.30) et ( ! ! ! ) introduisent le modèle de mélangeur parfait soit le modèle 
de mélange le plus simple où la diffusion est instantanée et le transport est nul. La 
représentation mathématique standard du CSTR (Seborg et al., 2001) incorpore de 
manière directe les équations (.'. in) et ( 3 -11) aux équations (3.2s) et (3 29) de sorte 
que les variables CM et Cm ne sont pas considérées explicitement. La formulation 
proposée ci-dessus offre un cadre permettant éventuellement d'introduire des modèles 
de mélange autres que le mélangeur parfait. 

Les présents travaux considèrent la concentration de l'alimentation, CA/, comme 
étant une perturbation mesurable au lieu d'être une variable manipulable comme dans 
plusieurs articles sur le sujet (Liebman et al., 1992; Abu-El-Zeet et al., 2002). Le modèle 
stochastique décrivant l'évolution de la concentration de l'alimentation sera présenté 
dans la section sur la représentation discrète du procédé CSTR (3. N)-( > 3 I). 

Régime nominal 

Le procédé simulé opère en régime stationnaire afin que les observateurs basés sur des 
sous-modèles statiques ou stationnaires ne souffrent pas de biais rendant ainsi plus 
faciles les comparaisons avec les observateurs basés sur des sous-modèles dynamiques 
ou le modèle dynamique complet. Le procédé (3.2.x)-(3.31) est linéaire par rapport aux 
variables à observer CA/, CAi, CBi, CAo, CBO en raison du fait que les variables K0, q 
et V sont considérées comme des paramètres constants et ne sont donc pas à observer. 

Un régime d'opération stationnaire est obtenu en utilisant une concentration de 
l'alimentation CAJ gouvernée par un processus aléatoire stationnaire puisque le procédé 
n'est pas intégrateur. Les valeurs nominales moyennes des concentrations de sortie, CAO 
et CBO, «ont obtenues en utilisant les équations continues (3. ) et (.5.2!)) dans lesquelles 
les dérivées sont posées nulles et les résultats CAÏ = CA(> et CBi — C\io sont utilisées 

CA° = (iTVTo)ÛAJ 

CBO = ( CAO 
\ Q ) 

(3.32) 

(3.33) 
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Ce sont ces valeurs que les observateurs statiques ou stationnaires sur horizon 
discutés en §'2.3.(i cherchent à estimer d'autant plus que l'horizon temporel considéré 
est grand. 

Les variables de perturbation en lettres minuscules, cAf, cAi, cBi, CAO et Cg0, sont 
définies en soustrayant les valeurs nominales moyennes des variables physiques en lettres 
majuscules comme par exemple cAf — CAS ~ &AS pour la concentration d'alimentation. 

Il est donc possible de récrire le procédé continu (3.2N)-(3.31) en considérant ces 
variables de perturbation 

^ | ^ = -K0cAi(t) + ±cAf(t)-±CAo(t) (3.34) 

^ ) = KoCM(t)-le»® (3.35) 

cAo(t) = cAi(t) (3.36) 

cBo(t) = cBi(t) (3.37) 

Équations discrètes en variables de perturbations 

La réalisation du procédé consiste en l'intégration des équations (3.2X)-(3.3 1 ) ou (3.3 I)-
(.3.37) en considérant le signal d'entrée CAS OU °AS ainsi que les paramètres inclus dans 
le tableau 3.1. Cette opération est réalisée dans le module Simulink du logiciel Matlab. 
La méthode de discrétisation utilisée est une méthode à pas constant d'ordre 1 nommée 
Euler. Cette méthode de discrétisation est peu performante vu son bas ordre, mais 
sa simplicité permet la manipulation facile des équations du modèle. En utilisant une 
discrétisation identique pour le procédé et le modèle, la comparaison entre les matrices 
de variance expérimentales obtenues par les simulations numériques et celles obtenues 
par la théorie ne sera pas biaisée par un bruit de discrétisation. 

La discrétisation des deux équations (3.31) et (3.35) en considérant un pas 
d'intégration de une seconde utilise la transformation 

dcAi(t) n fQ „Qx 
—y J^A,k = CAi,k — C/u,fc_i [O.ÔO) dt 

dCBijt) 
dt Dn,k = CBi,k — CBi,k-\ (3 .39) 
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Paramètre Valeur Unités 

Q 2 L/s 

Ko 1 s"1 

V 10 L 

a 0.9 — 

var(0 0.1 Mol2/L2 

^Af 5.000 Mol/L 

CAO 0.833 Mol/L 

CBO 4.107 Mol/L 

T A B . 3.1 Paramètres utilisés pour le régime nominal stationnaire. 

L'emploi de (.'! . iv) et (.'i 3!)) dans les équations continues (3.3 !)-(3.31 ) donne 

DA,k = —Ko C-Ai,k~ I + TT C4/,fc- I l ' CAo,k-\ 

DB,k 

CAo,k 

KoCAi,k-l — T7CBo,k-l 

CAi,k 

CBo,k cBi,k 

CAf,k = acAf,k-i+a£k-] 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

où l'équation ajoutée (3. I 1) par rapport à ( ! ! l)-(3.37) représente la dynamique de la 
concentration de d'alimentation. Le signal £ dans ('! ! i) est un bruit blanc gaussien de 
moyenne nulle et dont la variance est 0.1 tel que spécifié dans le tableau 3.1. 

Équation dynamique de conservation molaire 

L'addition des équations (3 11)) et (3. 11) donne une équation dynamique de conservation 
molaire parfaitement synchronisée avec la dynamique réelle du procédé 

n n 1 (1 (1 
L>A,k + rJB^k — 77 CAf,k-l — 77 ('Ao,k-\ — y CBo,k-l 

(3.45) 

où les cinq variables de concentration à estimer sont présentes, mais le paramètre K0 a 
été éliminé. 
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20 40 60 80 100 120 
Temps (S) 

FiG. 3.3 - Évolutions temporelles des concentrations pour un régime stationnaire. Les 
lignes continues représentent les valeurs réelles et les carrés représentent les valeurs 
mesurées. 
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Addit ion d'un bruit aléatoire de mesure 

Les valeurs réelles des cinq variables de concentration sont obtenues, au régime nominal 
près, en utilisant les équations (3.10)-(3 11) avec les paramètres du tableau -M. Les 
valeurs mesurées des variables de concentration sont obtenues en ajoutant aux valeurs 
réelles un bruit blanc: gaussien à moyenne nulle correspondant à un écart-type relatif 
de 5 % sur les valeurs nominales présentées au tableau 3 I. Les cinq séries temporelles 
résultantes sont illustrées à la Figure où le fait que les effets des perturbations 
soient visibles à l'oeil confirme que le contenu fréquentiel de la perturbation sur la 
concentration d'alimentation (3. I I) est bien ajusté à la dynamique du procédé. 

La matrice de variancc V associée au bruit aléatoire de mesure est 

v 

0.0025 0 0 0 0 
0 0.0017 0 0 0 
0 0 0.0434 0 0 
0 0 0 0.0017 0 
0 0 0 0 0.0434 

(3.46) 

et elle est considérée diagonale comme cela est fait dans la majorité des articles sur 
la réconciliation de données. Il est supposé pour la construction des différents sous-
modèles en §3. -' ainsi que pour les résultats d'observation associés en §3 3 que les 
concentrations dans l'inventaire et dans le flux de sortie pour une espèce donnée sont 
mesurées de manière indépendante. Une redondance spatiale est donc: présente sachant, 
que la valeur réelle à un instant donné est identique dans les deux cas de par (3 12) et 
(3.13). 

L'objectif des différents observateurs considérés ci-dessous est de produire des 
estimés en temps réel pour les cinq concentrations, CU/, CM, Cm, CAO et CBO, qui 
soient le plus près possible des valeurs réelles tout en ne s'éloignant pas trop des valeurs 
mesurées. 

3.3.2 Construction des différents sous-modèles 

Cette section construit différents sous-modèles toujours pour le même procédé décrit 
par les équations (3. 10) (3.1 I) en utilisant diverses connaissances sur celui-ci et chaque 
sous-modèle est déterminé par ses matrices E, A et W. L'équation des mesures est 
toujours la même et n'est donc: pas présentée de manière explicite dans cette section. 
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Modèle complet et exact 

L'équation dynamique généralisée du modèle complet et exact (3. M))-(■>. I I) est 

0 1 
0 0 
0 1 
0 0 
1 0 0 

0 
0 

- 1 
0 
0 

0 " 
0 
0 

('Af,k 

CAi,k 

('Bi,k 

- 1 CAo,k 

0 CBo,k_ 

-A'o 0 Q 
V 0 cAf,k-1 0 

A'o 1 0 V CAi,k-] 0 
0 0 0 0 ('Bi,k-l + 0 
0 0 0 0 CAo,k- 1 0 
0 0 0 0 CBo,k-\ Wk-\ 

(3.47) 

où il y a trois équations dynamiques et deux équations algébriques caractérisées par des 
lignes nulles dans la matrice A associée à la représentation généralisée (2.0) en (3. 17). 

La matrice W associée à cette équation d'état généralisée est 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 (3.48) 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0.081 

où le seul élément non nul est calculé à partir de (■>. I 1) et du tableau ■> l. La matrice 
E associée à cette équation d'état généralisée (3. 17) est de rang 5 et peut donc être 
inversée pour obtenir une équation d'état régulière équivalente en multipliant (3. 17) par 
la gauche. 

L'équation d'état régulière équivalente des équations (•'!. Il))-(3.1 I) est 

(3.49) 

cAf,k a 0 0 0 0 c'AJ,k-\ wk 

C<Ai,k 
Q 

V 1-KQ 0 V 0 C'Ai,k~ï 0 
CBi,k = 0 A'0 1 0 '1 

V CBi,k- 1 + 0 
CAo,k 1 - A o 0 V 0 CAo,k~ 1 0 

CBo,k. 0 An 1 0 '1 
V. CBo,k-\_ 0 

"0.081 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

W = 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

(3.50) 
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# Equations E A w 

2.1 (■■i i ) [l 0 0 - 1 - i l [() 0 0 II ol 0 

2.2 ( l !•),(■' L2),(.'i -i:i) 

" 1 0 0 - 1 - 1 " 
0 1 0 - 1 0 

.0 0 1 0 - 1 . 

"0 o o o o" 
0 0 1) 0 0 

.0 0 0 0 0. 

r 0 II 0* 
Cl II II 

L" " H-

2.3 ( ■ ! " ) , ( < H ) 

$ -K0 o - f o 
0 Ko o 0 - f 

ro o o o on 
[o o o o oj [I! !!] 

2.4 ( i m) , ( J u ) , ( : i I2),(:t i:i) 

■f - K 0 n - f o ■ 
0 Ko l> » v-
0 1 0 - 1 0 

. 0 0 1 0 I 

"0 o o o o" 
0 0 0 0 0 
0 0 0 II 0 

.o o o o o_ 

"0 0 0 0" 
0 II II 0 
Il II II 0 

.0 II II 0 . 

TAB. 3.2 - Détails de construction des quatre sous-modèles statiques. Les matrices 
présentées sont compatibles avec le vecteur d'état généralisé contenu en (:i 17). La 
numérotation utilisée fait référence à l'article de Lachance et al. (2006a). 

où l'on voit clairement la redondance spatiale provenant des équations (3. 12)-(3. 13) 
dans la matrice A de (3. 1!)) qui est de rang 3. L'équation d'état régulière (3. 1!)) pourrait 
donc être réduite à une dimension de 3 en ne considérant pas les variables d'inventaire 
CAi et CBÏ dans le vecteur d'état, mais en ajustant l'équation d'observation de manière à 
représenter le fait que CAO et c#0 sont alors mesurées deux fois de manière indépendante. 

Sous-modèles statiques 

La caractéristique fondamentale commune à tous ces sous-modèles est que les taux 
d'accumulation DA et DB dans ( i. 10), (3. 11) et (3. I">) sont considérés nuls. Chacun des 
sous-modèles résultant présenté au tableau 3.2 peut alors être représenté dans la classe 
statique illustrée au tableau -.-. Un exemple de sous-modèle statique est l'utilisation 
seule de la conservation molaire (3. 15) en posant DAM — DB,U — 0 VA: 

1 0 0 - 1 - 1 

CAf,k 
CAiM 

CBi,k 

CAo,k 

CBo,k_ 

(3.51) 

où les variables d'inventaire CA% et cBi ne sont pas considérées par cette modélisation. 
Ces deux variables n'interviennent dans le cadre d'un sous-modèle statique que lorsque 
la connaissance du mélange parfait est ajoutée à la modélisation ce qui n'est pas usuel. 
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Sous-modèles stationnaires 

La caractéristique fondamentale de ces sous-modèles est que les taux d'accumulation 
DA et DB dans ('•'<. 10), (•'■!. Il) et (.'{. 15) sont remplacés par des processus stochastiques 
stationnaires gaussiens à moyenne nulle. Dans cette optique, le processus stochastique 
ne modélise pas une imprécision sur les paramètres des sous-modèles inclus dans les 
matrices E, mais bien l'erreur posée aléatoire sur la conservation statique du fait que 
les taux d'accumulation ne soient pas considérés. Le processus aléatoire utilisé est de 
moyenne nulle puisque le procédé ne crée pas et n'absorbe pas de moles. Chacun des 
cinq sous-modèles présenté au tableau '■>.'■> peut alors être inclu dans la classe de modèles 
stationnaires illustrée au tableau 2.2. Contrairement aux quatre premiers observateurs, 
le cinquième observateur stationnairc proposé au tableau 3.H n'est pas tiré de l'article 
Lachance et al. (2000a). Cet observateur utilise une matrice E de rang 5 contenant la 
partie stationnaire du modèle dynamique complet (•> 10) en utilisant E = I — A. 

Ces sous-modèles amènent le réglage supplémentaire d'une matrice W par rapport 
aux sous-modèles statiques du tableau '4.2 et la question du réglage de cette matrice est 
d'importance pratique (Lachance et al., 2006b). Afin de faciliter la comparaison entre 
les observateurs basés sur les différents sous-modèles, chaque observateur est utilisé avec 
les paramètres de sa matrice W réglés de manière optimale. 

Le réglage optimal pour un observateur stationnaire sur un procédé stationnaire tel 
que présenté à la Figure ■'! i pourrait être déterminé en utilisant les données simulées 
pour les valeurs réelles, x*, ainsi que la matrice E associée au sous-modèle correspondant 

W = E{{Ex*)(Ex*)T} (3-52) 

mais cette manière de faire, bien que valide sur une longue fenêtre, est fonction d'une 
réalisation particulière du procédé. Une manière plus élégante et surtout indépendante 
d'une réalisation particulière consiste à utiliser la représentation d'état régulière du 
procédé (i. 1')) pour calculer la matrice de variance X caractérisant la dynamique réelle 
des états. 

Afin d'obtenir cette matrice X, considérons l'équation d'état régulière 

xk = Axk-i + Wk-i (3.53) 

Le système étant invariant dans le temps, le bruit blanc: stationnaire w finira par donner 
une dynamique stationnaire sur tous les états peu importe la condition initiale sur ces 
états en considérant que le procédé est stable et ne contient aucun intégrateur. 
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Sachant les propriétés du signal w, la matrice de variance X peut être calculée ainsi 

/ ' l AT E{(xk)(xkY} AE{(xk^)(xk^)'}A W 

X AXA1 +W 
(3.54) 

(3.55) 

En itérant cette dernière équation à partir de n'importe quelle condition initiale sur 
X sachant les matrices A et W à partir des équations (.'!. I!)) et (3.5(l) respectivement, 
la matrice X résultante est 

X* 

0.4263 0.0650 0.2090 0.0650 0.2090 
0.0650 0.0123 0.0379 0.0123 0.0379 
0.2090 0.0379 0.2028 0.0379 0.2028 
0.0650 0.0123 0.0379 0.0123 0.0379 
0.2090 0.0379 0.2028 0.0379 0.2028 

(3.56) 

alors qu'une simulation du procédé sur 10 000 points donne la matrice 

0.4272 0.0650 0.2112 0.0650 0.2112' 
0.0650 0.0124 0.0382 0.0124 0.0382 
0.2112 0.0382 0.2042 0.0382 0.2042 
0.0650 0.0124 0.0382 0.0124 0.0382 
0.2112 0.0382 0.2042 0.0382 0.2042 

X, expérimentale (3.57) 

confirmant ainsi la validité de l'équation (3.55). 

Le réglage optimal de chacun des observateurs stationnaires du tableau 3.3 est alors 
W = EX*É'\ 

Sous-modèles dynamiques 

Le concept de sous-modèle dynamique est illustré pour le cas particulier de l'observateur 
#4.1 du tableau 3. I en multipliant le modèle dynamique complet (3. 17) par la gauche 
par une matrice Z de taille 1 x 5 ce qui a comme conséquence de réduire signincativement 
le nombre de lignes des matrices E et A résultantes. 

La matrice Z proposée est 

Z= 1 1 0 0 0 (3.58) 
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dont la multiplication par la gauche du modèle complet 

0 1 0 0 0 'cAf,k <> 
V 

l-K0 0 V 0 " cAf,k-i " 0 " 
0 0 1 0 0 <-Ai,k 0 Ko 1 0 V 

cAi,k-\ 0 
0 1 0 - 1 0 CBi,k = z 0 0 0 0 0 C-Di,k-] + z 0 
0 0 1 0 - 1 CAo,k 0 0 0 0 0 cAo,k-l 0 
1 0 0 0 () .cBo,k. a 0 0 0 0 . .CBo,fe-1. Wk_ 

0 1 1 0 0 

cAf,k 

('Ai,k 

CBi,k 
cAo,k 

C-BoM 

1 1 

('Af,k-l 

('■Ai,k-1 

r' ZR 
V CBi,k-\ 

cAo,k-\ 

CBo,k-l_ 

(3.59) 
donne un sous-modèle dynamique dont la représentation d'état généralisée est 

(3.60) 

Une comparaison entre le sous-modèle dynamique (3.00) et le modèle dynamique 
complet inclut dans (3 ..">!i) confirme que l'opérateur Z a additionné les deux premières 
lignes des matrices E et A du modèle complet et a éliminé les autres lignes. C'est 
d'ailleurs cet objectif qui a guidé la conception de la matrice Z (3 >N). Le sous-modèle 
déterministe résultant (3.(i()) qui est identique à l'équation de conservation molaire 
(•'>. 13) offre des performances de filtrage limitées, bien que toutes les variables soient 
mesurées, en raison de sa faible redondance. L'ajout du modèle de mélangeur parfait à 
la conservation molaire dynamique dans l'observateur #4.2 est une première solution 
pour améliorer les performances de filtrage. 

Une autre façon d'augmenter le rang des matrices E et A dans le cadre des sous-
modèles dynamiques est d'ajouter des modèles empiriques à la conservation molaire 
dynamique. Alors que Stanley Hz M ah (1077) se sont limités à des marches aléatoires, 
les présents travaux ont considérés une modélisation autorégressive de premier ordre 
dont le réglage des paramètres est nécessaire. 

Les sous-modèles #5 .1 , #5.2 et #5 .3 du tableau 3 l sont donc de structure 

DA,k + Ds,k q q q 
('■Af,k-l ~ 77 cAo,k-l ~ 77 cBo,k-\ y-n,*-l y «, ,»- , y 

('AJ\k = PcA},k-\ + 'H'2,k-\ 

('Ao,k + CBo,k = 1 (CAo,k-l + Cj3o,fc-l) + ^3,^-1 

"o o o 
w = o w22 wXi 

o w32 w33 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 
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// Équations E A w 
4.1 < ) [() 1 1 0 ol [# 1 1 - f -£] 0 

4.2 ( ) , ( ),< ) 
'0 1 1 0 0 ' 
0 1 0 - 1 0 

.0 0 1 0 - 1 . 

r* 1 1 - £ - f ] 
0 0 0 0 0 

. 0 0 0 0 0 

"0 0 0" 
0 0 0 

.0 0 l). 

5.1 ( ) . ( ),< ) 
'0 1 1 0 0" 

1 0 0 0 1) 
.0 0 0 1 1_ 

1 0 0 0 0 
. 0 0 0 1 1 

"0 0 0 ' 
0 0.0861 0 

_0 0 0.0074. 

5.2 < ) , ( ) , ( > 
"0 1 1 0 11" 

1 0 l) » 0 
_() 0 0 1 1. 

r A i i - H- — &~ 
V 1 ' V V 
0 0 0 11 0 

. o o o o o 

" o o o ' 
0 0.4263 0.2741 

.0 0.2741 0.2910. 

5.3 ( i ) , ( ) , ( i ) 

"0 1 1 0 0" 
1 0 0 0 0 

_0 0 0 1 1_ 
fi 0 0 11 0 

. 0 0 0 7 7 

"0 0 0 " 
0 0.081 11 

.0 0 Û.0076_ 

T A B . 3.4 Détails de construction des cinq sous-modèles dynamiques. Les matrices 
présentées sont compatibles avec le vecteur d'état généralisé contenu en (3 17). La 
numérotation utilisée fait référence à l'article de Lachance et al. (2006a). 

où les paramètres fi et 7 sont à identifier en plus des éléments de la matrice de variance 
W. L'observateur #5.1 ajoute des marches aléatoires fi = 7 = 1 alors que #5.2 considère 
l'autre extrême en fixant fi = 7 = 0. Dans les deux cas, une fois les paramètres fi et 7 
fixés à l'avance, l'utilisation des données réelles permet de déterminer le contenu de la 
matrice W (•'!.(> I). 

Si on considère le réglage de l'observateur # 5 . 1 contenant deux marches aléatoires, 
la technique suivante est proposée à partir de (.33>2) et (3.(>3) utilisés sur les données 
réelles 

w2,k = c*Afk-c*AfJc_} (3.65) 

™a,k = c*Ao>k + c*Bok - (c\ok_x + c*Bok_x) (3.66) 

où le décalage sur les signaux W2 et w-A n'est pas important car seule la variance de ces 
signaux stationnaires est d'intérêt pour déterminer le contenu de W. Le réglage retenu 
et présenté au tableau 3.1 fait deux approximations. Premièrement, les signaux w2 et 
W3 tels que déterminés par (3.(15) et (3(i(i) ne sont pas rigoureusement blancs comme le 
montrent leurs autocorrelogramm.es sur la Figure 3.1 quoique w-2 s'en approche plus que 
w3 . Deuxièmement, les signaux w2 et W3 sont corrélés entre eux implicant donc que la 
matrice W optimale n'est pas diagonale. Ces deux commentaires sur le réglage de #5.1 
s'appliquent également au réglage de l'observateur #5.2. Cependant, une matrice W 
non diagonale est utilisée pour #5.2 alors que l'on a maintenu une matrice W diagonale 
pour #5 .1 afin de tester l'idée de Ahnasy (1990). 

autocorrelogramm.es
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Le réglage proposé pour la matrice W de l'observateur #5.2 utilise les deux dernières 
lignes de la matrice E de l'observateur avec X* (:>.">(>) pour W = EX*ET. 

Puisque les paramètres (3,7 de l'observateur #5 .3 ne sont pas fixés à l'avance comme 
c'est le cas pour #5 .1 et #5.2, une identification complète des paramètres /?, 7, W22, W33 
est utilisée. Alors que (.'i ii'_') se prête parfaitement à une identification par moindres 
carrés simples donnant 0 = 0.9 et W22 = 0.081, (3.U3) nécessite un traitement différent 
car u>3 n'est pas rigoureusement blanc peu importe le 7 utilisé en raison du fait que la 
dynamique est en réalité d'ordre plus élevé que 1. 

La procédure d'identification considère le signal s*. = (?A0k+c*n0 fc permettant d'écrire 
(.'i.(i.'i) sous la forme 

Sk = AiZ-1) W*'k ^3 '67^ 

où A(Z~L) = 1 — 7 Z - 1 , mais puisque W3 n'est pas blanc, on identifie plutôt le modèle 
suivant 

C(Z~') 
Sk = A<z-\\ w^ ( 3 - 6 8 ) 

avec C[Z~A) d'ordre élevé afin que le produit C{Z~l)w^ soit blanc sans avoir à modifier 
l'ordre de A(Z~l). La connaissance des résidus permet ainsi de déterminer les propriétés 
stochastiques de W3 en connaissant C(Z~l). On obtient finalement (3 = 0.90, 7 == 0.94, 
W22 — 0.081, W33 — 0.0076 et W23 = W32 = 0 comme paramètres de réglage pour 
l'observateur #5 .3 . 

3.3.3 Résultats d'observation instantanée 

Les différents sous-modèles statiques, stationnaires et dynamiques inclus respectivement 
dans les tableaux 3.2, 3 3 et 3 I sont maintenant tous utilisés dans le filtre de Kalman 
généralisé et les performances des observateurs résultants sont comparées avec un 
observateur utilisant un modèle complet et exact ainsi qu'avec l'utilisation directe des 
mesures. Les sous-modèles statiques et stationnaires considérés sont utilisés de manière 
instantanée en considérant les réglages optimaux pour les matrices W et V lorsque 
qu'elles s'appliquent. Afin de faciliter la comparaison entre les observateurs basés sur des 
sous-modèles différents, les mesures sont produites avec une séquence aléatoire identique 
pour chaque réalisation. Le bruit blanc générateur est également le même dans tous les 
cas. 
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Variables Mesures Expérimentales Théoriques 

@Af 5.00 3.87 3.86 

CM 5.00 2.66 2.69 

CBI 5.00 0.88 0.86 

CAO 5.00 2.67 2.69 

CBO 5.00 0.86 0.86 

Somme des 

variances relative» 125.00 30.70 30.85 

TAB. 3.5 - Écarts types relatifs sur les concentrations pour un filtrage avec le modèle 
complet et, exact sur 2000 points. 

Résultats de filtrage avec le modèle complet et exact 

Cet observateur, utilisant le modèle complet et exact (3. 17), donne les écarts 
types relatifs des erreurs d'estimation présentées au tableau 3.5. L'effet filtrant de 
l'observateur est démontré puisqu'elles sont toutes inférieures à celles du système de 
mesure. Le fait que les écarts types relatifs expérimentaux, ceux obtenus à partir des 
données simulées, soient pratiquement égales à ceux calculés par la matrice de variance 
pour la représentation d'état généralisée avec mesures complètes et directes présente 
dans le tableau 2. I confirme la validité du cadre d'observation correspondant construit 
au chapitre 2. La somme des variances relatives, reliée à la trace de la matrice de 
variance des erreurs d'estimation, est obtenue en sommant les carrés des écarts types 
relatifs . Il a aussi été vérifié que les innovations y^ — Xk/k s o n t blanches ce qui confirme 
que le réglage du filtre de Kalman est optimal (Mehra, 1970). 

Résultats de filtrage avec sous-modèles statiques 

Les résultats de filtrage pour les quatre observateurs du tableau 3.2 sont présentés au 
tableau 3.6. De manière générale, à l'exception de l'observateur #2.2, les observateurs 
statiques ont une somme des variances relatives supérieure à celle du système de mesure 
ajoutant ainsi du bruit à l'estimation. 
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Variables Mesures 2.1 2.2 2.3 2.4 

cAf 5.00 5.60 6.30 4.90 5.36 

CA% 5.00 5.09 3.51 5.06 4.45 

CBI 5.00 4.94 3.91 4.85 5.31 

CAO 5.00 4.97 3.52 5.22 4.45 

CBO 5.00 5.45 3.90 5.77 5.34 

Somme des 

variances relatives 125.00 136.15 94.84 133.79 125.08 

TAB. 3.6 Écarts types relatifs sur les concentrations pour un filtrage avec les sous-
modèles statiques du tableau 3.2 sur 2000 points. 

Variables Mesures 2.1 2.2 2.3 2.4 

CAf 5.00 5.77 6.57 5.22 5.67 

CAÏ 5.00 5.00 3.55 5.12 4.55 

CB% 5.00 5.00 3.96 5.00 5.55 

CAO 5.00 5.02 3.55 5.01 4.55 

CBO 5.00 5.55 3.96 6.14 5.55 

Somme des 

variances relatives 125.00 139.29 99.62 141.21 135.06 

T A B . 3.7 Écarts types relatifs théoriques sur les concentrations pour un filtrage avec 
les sous-modèles statiques du tableau 3.2. 
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Puisque le procédé opère en régime stationnaire, il est possible d'utiliser l'analyse 
présentée en §-'<>> pour une observation statique instantanée sur un procédé en régime 
stationnaire. Les matrices de variance X* (.''>.">(i) et E du tableau > ' associée à chaque 
observateur étant connues, la matrice de variance Pw^w*y=v* ( - NS) peut être calculée 
pour chaque observateur statique et les résultats sont présentés au tableau ■'! 7. L'accord 
relatif est bon entre les deux tableaux. Le fait que les variances théoriques semblent 
toutefois légèrement supérieures aux variances expérimentales s'explique par l'utilisation 
de 2000 points pour les simulations du tableau 3.0. Des simulations sur un plus grand 
nombre de points s'approchent significativement des résultats du tableau 3 ", confirmant 
encore une partie du cadre d'observation développé au chapitre 2. 

L'ajout de bruit d'estimation de certains observateurs statiques par rapport au 
système de mesure peut être expliqué en considérant l'idée de condition de bascule 
W* > EV* ET introduite en §2.(i.3. L'observateur #2.1 utilisant une matrice E n'ayant 
qu'une seule ligne, W* est scalaire. L'interprétation est immédiate avec W* = EX*ET = 
0.1692 et EV*ET = 0.1076 ce qui vérifie la condition W* > E V* ET impliquant que 
l'observation ajoute du bruit par rapport aux mesures. 

Pour les observateurs #2.2, #2 .3 et #2.4, la matrice W* n'étant pas scalaire, une 
norme matricielle doit être introduite pour interpréter la condition W* > EV* E1. En 
choisissant la trace comme norme matricielle, il n'est pas possible de bien expliquer les 
résultats observés car si Tr{W*} < Tï{EV* E1'} pour #2.2 et Tr{W*} > 7ï{EV* E'1'} 
pour #2 .3 vont dans le sens voulu, Tr{VK*} < Tr{EV* E1'} pour #2.4 alors qu'on 
aurait attendu le contraire car cet observateur ajoute du bruit d'estimation par rapport 
au système de mesure. Ces résultats supportent l'idée qu'une interprétation juste de la 
condition de bascule W* > EV* E1 dans un cas matriciel demeure à faire tel qu'exprimé 
en §2.(>3. 

L'amélioration apportée par l'observateur 2.2 est due uniquement à la redondance 
spatiale résultant du fait que le modèle de mélange parfait est inclut, mais la 
concentration d'entrée, ne bénéficiant pas de cela, est moins précise; que celle mesurée 
comme pour les trois autres observateurs statiques du tableau 3.7. 

Il est intriguant de voir que le sous-modèle statique #2.4 contenant le plus de lignes 
indépendantes ne fait pas aussi bien que #2.2 . Le sous-modèle #2.4 contient lui aussi 
le modèle de mélange parfait assurant une redondance spatiale, mais l'introduction de 
deux équations non adaptées semble annihiler les avantages potentiels provenant de la 
redondance spatiale. 
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Variables Mesures 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 

CAf 5.00 4.37 4.30 4.00 3.94 3.93 

CAÏ 5.00 5.09 3.49 4.23 3.10 3.10 

CBÏ 5.00 4.94 3.35 4.94 3.26 3.17 

CAO 5.00 4.95 3.49 4.95 3.11 3.10 

CBO 5.00 4.55 3.34 4.35 3.26 3.17 

Somme des 

variances relatives 125.00 114.65 65.17 101.72 56.02 54.78 

T A B . 3.8 - Écarts types relatifs sur les concentrations pour un filtrage avec les sous-
modèles stationnaires du tableau 3.3 sur 2000 points. 

Résultats de filtrage avec sous-modèles stationnaires 

Les résultats de filtrage pour les cinq observateurs du tableau 3.3 sont présentés au 
tableau i>. De manière générale, les observateurs stationnaires ont une somme des 
variances relatives inférieure à celle du système de mesure justifiant ainsi leur utilité. 
De manière similaire aux observateurs statiques, on observe l'influence significative de 
la redondance spatiale offerte par l'inclusion du modèle de mélange parfait sur les 
observateurs #3.2, #3.4 et #3 .5 . Le fait que l'observateur #3 .5 , bénéficiant d'une 
matrice E de rang de 5, donne la somme la plus basse confirme l'idée que l'emploi 
d'équations indépendantes supplémentaires bien adaptées à la dynamique du procédé 
aide l'observation . Contrairement aux observateurs statiques, les matrices de variance 
W des observateurs stationnaires sont réglées de manière optimale. Ainsi, leurs matrices 
de variance peuvent être calculées à l'aide du tableau 2. I et les résultats, non présentés, 
sont en accord avec les valeurs expérimentales du tableau 3.s. 

Résultats de filtrage avec sous-modèles dynamiques 

Les résultats des simulations pour le filtrage avec les cinq observateurs du tableau 
>. I sont présentés au tableau 3.9. L'observateur #4 .1 qui est l'observateur dynamique 

ayant le rang le plus faible pour sa matrice E donne des performances d'estimation 
inférieures à certains observateurs stationnaires alors que l'observateur #4.2 bénéficiant 
de la redondance spatial du modèle de mélange a une somme des variances relatives 
inférieure à celle de tous les observateurs stationnaires: 
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Variables Mesures 4.1 4.2 5.1 5.2 5.3 

CAS 5.00 4.97 4.97 4.05 4.35 4.02 

CAÎ 5.00 5.00 3.42 5.01 4.99 5.01 

CB% 5.00 2.66 1.63 2.58 2.62 2.54 

CAO 5.00 4.98 3.43 4.92 4.95 4.92 

CBO 5.00 4.93 1.62 3.58 4.33 3.69 

Somme des 

variances relatives 125.00 105.85 53.45 85.07 93.90 85.55 

TAB. 3.9 - Écarts types relatifs sur les concentrations pour un filtrage avec les cinq 
sous-modèles dynamiques du tableau i l sur 2000 points. 

Variables Mesures 1.1 4.2 5.1 5.2 5.3 

CAS 5.00 5.00 5.00 4.09 4.37 4.01 

CA% 5.00 4.93 3.48 4.93 4.92 4.92 

CBI 5.00 2.71 1.66 2.59 2.46 2.58 

CAO 5.00 5.00 3.48 4.93 4.98 4.93 

CBO 5.00 5.00 2.94 2.94 4.36 2.84 

Somme des 

variances relatives 125.00 106.62 54.69 80.69 93.23 79.37 

TAB. 3.10 - Écarts types relatifs théoriques sur les concentrations pour un filtrage avec 
des sous-modèles dynamiques du tableau 3. I. 
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Les observateurs #4.1 et #4 .2 ont comme point commun qu'ils n'arrivent pas à 
filtrer signincativement la concentration d'alimentation C^j . Cela n'est possible qu'en 
ajoutant une équation assurant une redondance temporelle sur cette variable comme 
cela est fait pour les observateurs # 5 . 1 , #5.2 et #5 .3 . 

L'ajout d'équations aléatoires empiriques a certes réussi à réduire la variance 
d'estimation sur C^f pour les observateurs # 5 . 1 , #5.2 et #5 .3 , mais cette amélioration 
est compensée par la perte subie par le retrait du modèle de mélange inclus dans #4.2. 
Sachant cela, au moins deux nouveaux observateurs dynamiques intéressants également 
non biaises peuvent être construits en combinant l'observateur #4.2 et les observateurs 
#5.1 ou #5 .3 . Ceux-ci possèdent une somme des variances relatives expérimentales de 
44.91 et 45.67, respectivement, les consacrant les meilleurs observateurs disponibles 
après le modèle complet ayant une somme expérimentale de 30.70. Un potentiel 
d'amélioration demeure disponible en utilisant des termes hors diagonaux appropriés 
dans le réglage de W pour la partie de ces nouveaux observateurs provenant de #5 .1 ou 
de #5 .3 . Les équations empiriques ajoutées en #5.1 ou #5 .3 semblent donc intéressantes 
en réduisant la somme relative tout en ne biaisant pas les observateurs. Ces observateurs 
montrent de plus une robustesse intéressante quant au réglage de leurs paramètres. 

Le tableau 3.10 contient les résultats pour les écarts types relatifs calculées à partir 
de l'équation Pk/k = V — VÉrVik^iEV pour la matrice de variance minimale du tableau 
l. I où Çlk-\ = (W + APk-\/k-\ÂT + EVET)~]. La comparaison de ce tableau avec les 

résultats expérimentaux du tableau 3.9 est intéressante à plusieurs points de vue dont 
celui en relation avec le blanchiment des innovations dans le contexte des sous-modèles. 
Les écarts types relatifs expérimentaux des observateurs #4.1 et #4.2 tendent vers ceux 
théoriques lorsqu'un grand nombre de points sont utilisés pour les simulations. Cela est 
en accord avec le fait que les innovations yk — Xk/k des observateurs #4.1 et #4.2 sont 
blanches pour les cinq variables. Alors que la littérature (Mehra, 1970) stipule que 
les innovations yk — Cxk/k-\ d'un filtre de Kalman régulier prédicteur, par exemple, 
sont blanches lorsque les réglages sont optimaux, ces deux observateurs utilisant le 
filtre de Kalman généralisé montrent aussi que leur innovations yk — xk/k sont blanches. 
Cela démontre qu'on a atteint les meilleurs réglages possibles pour ces sous-modèles. 
Par contre, les innovations des observateurs #5 .1 , #5.2 et #5 .3 ne sont pas blanches 
confirmant que les réglages effectués ne sont pas optimaux et que le contenu des matrices 
particulièrement celui de la matrice A des sous-modèles n'est pas identique au procédé. 
Cela est appuyé par le fait que les écarts types relatifs expérimentaux des observateurs 
# 5 . 1 , #5.2 et #5 .3 ne tendent pas vers ceux dits théoriques lorsqu'un grand nombre 
de points sont utilisés pour les simulations. La matrice P utilisée ne représente alors 
pas la variance des erreurs d'estimation. 
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Variables Mesures 2.1 

CAJ 5.00 4.12 

CM 5.00 5.09 

Cm 5.00 4.94 

CAO 5.00 4.91 

CBO 5.00 4.32 
Somme des 

variances relatives 125.00 110.18 

T A B . 3.11 - Écarts types relatifs expérimentaux sur les concentrations pour un filtrage 
synchronisé avec le sous-modèle statique #2.1 du tableau 3.2. 

3.3.4 Résultats en filtrage statique synchronisé 

La section précédente a présenté, entre autre, des sous-modèles statiques et stationnaires 
dont la modélisation était simple en paramètres. On peut combiner cette simplicité 
phénoménologique avec de l'information empirique fournie par des corrélogrammes 
venant des données expérimentales. L'analyse des corrélogrammes croisés entre les 
différentes concentrations suggère l'emploi des observateurs du tableau I _', mais cette 
fois avec le vecteur d'état suivant 

xk = 

cAf,k-3 

C-Ai,k-2 

CBi,k 

CAo,k-2 
cBo,k 

(3.69) 

Si on considère l'observateur #2.1 du tableau 3.2 par exemple, en observation 
instantanée, celui-ci donnait une somme des variances relatives supérieure à celle du 
système de mesure, ce qui se comprend bien par l'analyse de la condition de bascule 
avec Wo = 0.1692 et EVQET = 0.1076. Le fait de considérer des données synchronisées 
comme dans le vecteur d'état (3.(i!)) a permis de ramener WQ = 0.0464 sous la condition 
de bascule EVQÉ1 — 0.1076 confirmé par une somme relative inférieure à celle du 
système de mesure au tableau 3.1 I. Ce concept peut être étendu aux autres observateurs 
statiques ainsi qu'aux observateurs stationnaires, mais il faut cependant noter que cette 
synchronisation introduit un délai dans l'observation. 
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Variables Mesures Complet 4.1 4.2 5.1 5.2 5.3 

CAf 5.00 2.17 4.74 4.54 3.37 4.15 3.38 

CAI 5.00 2.55 4.99 3.42 4.99 4.98 4.98 

CB% 5.00 0.83 2.08 1.51 1.90 2.09 1.89 

CAO 5.00 2.56 4.96 3.43 4.87 4.93 4.87 

CBO 5.00 0.83 4.72 1.51 2.34 4.10 2.34 

Somme (les 

variances relatives 125.00 19.17 98.56 48.70 68.96 87.57 69.01 

TAB.. 3.12 Écarts types relatifs sur les concentrations pour un lissage avec le modèle 
dynamique complet ainsi que les cinq sous-modèles dynamiques du tableau '■'>. 1 sur 2000 
points. 

3.3.5 Résultats du lissage sur horizon complet 

Il a été montré dans la section (2.3.2) par le résultat (2.29) que les observateurs 
stationnaires ne peuvent pas réaliser du lissage résultant en autre chose que les valeurs 
filtrées passées. Ainsi, seul le modèle complet ainsi que les sous-modèles dynamiques du 
tableau .3. I sont considérés pour le lissage dont les résultats sont présentés au tableau 
3.12. 

De manière générale, les sommes des variances relatives pour le lissage sont plus 
basses (pie celles pour le filtrage de manière respective. Les performances relatives sont 
même conservées. Cependant, la plupart des sous-modèles n'arrivent pas à effectuer un 
lissage significatif sur CA% et CAO à l'exception de #4 .2 qui bénéficie de la redondance 
spatiale supplémentaire apportée par le modèle de mélange. Les observateurs #4.1 et 
#4 .2 présentent un lissage significatif de CAJ alors qu'ils n'effectuaient aucun filtrage 
de cette variable. 

Parmi les observateurs #5 .1 , #5.2 et #5 .3 , l'observateur #5.2 est moins performant 
en lissage car les équations empiriques ajoutées à la conservation molaire dynamique 
sont stationnaires et ne permettent donc pas le lissage. 
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3.4 Conclusion 

Ce chapitre a permis d'illustrer et de valider plusieurs concepts et outils du cadre 
d'observation construit au chapitre 2 autant sur des réseaux linéaires que sur un 
procédé réactif parfaitement mélangé. Les réseaux linéaires, bien que non réactifs, ont 
permis d'illustrer certains résultats sans égard aux dimensions ni à des implantations 
particulières. Le réacteur parfaitement mélangé a un rhéogramme plus simple, mais fait 
intervenir au moins un paramètre potentiellement incertain. 

La section sur les réseaux linéaires a commencé en énonçant la conservation 
dynamique de la matière dans un cadre non réactif. Selon les différentes hypothèses 
posées sur la dynamique de l'accumulation, une sous-modélisation statique, stationnaire 
ou dynamique généralisée a été obtenue. L'analyse systématique du problème 
d'observation optimale, lorsque seule la conservation dynamique est employée et 
qu'aucune des variables d'inventaire n'est mesurée, montre qu'aucun de tous les débits 
mesurés n'est filtré et qu'ainsi toutes les variables d'inventaire ne sont estimées qu'à 
partir des valeurs mesurées pour les débits. Ce résultat montre que les redondances 
spatiale et temporelle sont nulles pour ce problème d'observation. Le fait que les 
variables d'inventaire soient estimées uniquement par des variables mesurées par une 
équation contenant des intégrateurs explique pourquoi la précision d'observation se 
dégrade de manière monotone. L'ajout de marches aléatoires pour les variables de 
débits a permis de formuler le problème dans une représentation d'état régulière, ce 
qui permet l'utilisation de la condition classique d'observabilité, mais n'a cependant 
pas permis d'obtenir une observabilité globale pour ce problème sous les conditions 
données. 

L'introduction d'un modèle de mélange pour le réacteur CSTR permet de 
relier des variables d'inventaire à des variables de flux permettant éventuellement 
une augmentation de la redondance. Le modèle complet discrétisé de ce simple 
procédé a permis la construction de nombreux sous-modèles statiques, stationnaires 
et dynamiques. Le filtrage des valeurs mesurées pour les cinq variables de concentration 
a été considéré en utilisant uniquement le filtre de Kalman généralisé avec les matrices 
E, A, W et V appropriées à chacun des sous-modèles. La somme des variances relatives 
des erreurs d'estimation a été choisie comme indicateur compressé de performance. 

L'observateur utilisant le modèle dynamique complet utilisé avec les paramètres 
exacts a donné la plus faible somme alors qu'en général les observateurs statiques 
instantanés ont donné des sommes supérieures à celles du système de mesure en raison de 
la dynamique du procédé, de l'amplitude ainsi que de la dynamique de la perturbation 
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et du fait que les variables dans le vecteur d'état ne sont pas synchronisées avec les 
variables correspondantes du procédé. Les observateurs stationnaires instantanés ont 
tous obtenus une somme des erreurs relatives inférieure à celle du système de mesure 
en raison d'une structure appropriée au procédé ainsi que d'un réglage optimal pour la 
matrice W. L'utilisation seule de la conservation dynamique ne faisant intervenir aucun 
paramètre, bien que donnant des résultats acceptables, demeure toutefois limitée en 
performance comparativement à l'utilisation du modèle complet et exact. Les sommes 
relatives obtenues par les observateurs #5.1 et #5.3 lorsque le modèle de mélange est 
ajouté montrent que des sommes relatives intéressantes peuvent être obtenues pour des 
observateurs sans biais lorsque des équations stochastiques pour la dynamique des flux 
molaires sont ajoutées à la conservation molaire dynamique. 

Les résultats de filtrage des meilleurs observateurs contenus dans ce chapitre sont 
intéressants pour des applications éventuelles en commande automatique, mais seul le 
lissage permet la satisfaction des modèles déterministes, principalement l'équation de 
conservation dynamique, sur tout l'horizon d'estimation. Les applications de bilans de 
matière telle la comptabilité de production incluant les variations d'inventaires doivent 
donc utiliser du lissage basé sur l'équation de conservation molaire dynamique. 



Chapitre 4 

Applications à une unité de 
flottation : partie I 

4.1 Introduction 

Le présent chapitre contient la version intégrale de l'article de Lachance et al. (2006b) 
présenté oralement à la conférence Minerai Process Modeling, Simulation and Control 
qui a eu lieu à Sudbury, Canada en juin 2006. Cet article, rédigé en collaboration avec 
Algosys, porte sur les effets de la dynamique des procédés et des perturbations sur les 
performances des observateurs statiques et stationnaires instantanés utilisés en temps 
réel. 

L'article teste différents réglages pour des observateurs statiques et stationnaires 
sur des données provenant d'un simulateur macroscopique d'une unité de flottation 
qui peut être soit une cellule, un banc ou un circuit. La fiottation est une méthode 
physicochimique permettant de séparer les minéraux les uns des autres en modifiant les 
surfaces de certains d'entre eux pour les rendre hydrophobes. Ces minéraux deviennent 
donc susceptibles d'être entraînés par des bulles d'air. 

La concentration des minéraux métalliques de base tels le cuivre, le zinc et le plomb 
se fait typiquement par flottation. Les deux objectifs principaux d'une unité de flottation 
sont l'obtention d'un concentré à forte teneur et un rejet à faible teneur soit une forte 
récupération. La présence de particules mixtes fait en sorte qu'il existe un compromis 
entre la teneur et la récupération. 
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Le simulateur utilisé est basé sur les équations présentées dans le mémoire de 
maîtrise de Makni (1990) où l'on retrouve des explications plus approfondies ainsi que 
de nombreuses références sur la modélisation des cellules de fiottation. Makni (1990) 
propose un modèle de fiottation macroscopique considérant trois classes de particules 
solides en plus de l'eau. Cependant, le simulateur utilisé pour l'article de Lachance 
vi al. (2006b) a ajouté deux métaux dans les différentes classes de particules afin de 
produire des variables plus près de la réalité industrielle où les teneurs métalliques sont 
mesurées. L'unité de fiottation est modélisée pratiquement comme le réservoir réacteur 
de la section §:{..'>, mais possède toutefois des contraintes bilinéaires lorsque les variables 
de débits massiques solides et les teneurs sont considérées. 

L'observation présentée dans cet article est bien en accord avec l'observation 
basée sur des sous-modèles de conservation introduite au chapitre I. Le modèle 
présenté capture seulement l'essentiel macroscopique de la fiottation en n'expliquant 
pas comment contrôler le procédé par l'ajout de réactifs, par exemple, pas plus qu'il ne 
crée de bulles pourtant présentes en réalité. De ce modèle de fiottation simplifié, des 
sous-modèles de conservation de la matière sont extraits pour réaliser la réconciliation 
stationnaire de données. 

Cet article est le premier d'une série de deux articles portant sur l'application des 
observateurs stationnaires instantanés à la fiottation. L'objectif du premier article est 
d'explorer et démontrer les concepts d'observation statique et stationnaire présentés au 
chapitre 2, particulièrement ceux de la section 2.0, dans un contexte linéaire et bilinéaire, 
mais sans aborder formellement les réglages pratiques à partir de peu d'information a 
priori. On y présente les différents régimes opératoires associés particulièrement à la 
dynamique de l'inventaire laquelle est importante pour une observation adéquate tel que 
démontré dans cette thèse à plusieurs reprises. Cette dynamique d'inventaire dépend à 
la fois de la dynamique du procédé et de celle des perturbations expliquant le titre de 
l'article. 

Les applications des méthodes de réglage proposées à la section §'2.7 sont explorées 
dans le deuxième article présenté au chapitre >. 
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4.2 Résumé en français 

Les applications d'optimisation et de contrôle des procédés requièrent des données de 
qualité afin de livrer les bénéfices escomptés. La réalité industrielle présente des mesures 
imprécises, incohérentes en raison des erreurs de mesures et les variables stratégiques 
ne sont pas toujours mesurées. La réconciliation de données, une technique largement 
utilisée dans l'industrie du traitement du minerai, permet de générer des estimés fiables 
et plus précis à partir des données brutes. Ses applications actuelles sont principalement 
limitées à des campagnes d'échantillonnage ainsi qu'à des relevés de production. Pour de 
telles applications, il est possible d'utiliser des observateurs lents, telle la réconciliation 
statique de données, qui ne considèrent pas la dynamique du procédé puisque l'intérêt 
est d'obtenir des valeurs moyennes sur des fenêtres temporelles relativement longues 
plutôt que des estimés en temps réel. D'un autre côté, l'utilisation de la réconciliation 
de données pour des applications en ligne comme le contrôle avancé de procédé, 
l'optimisation en temps réel ou la détection de fautes doit considérer la dynamique 
des procédés. Différentes méthodes sont offertes, allant des observateurs statiques 
instantanés aux observateurs dynamiques, chacune ayant un niveau de performance 
et de complexité. D'un point de vue pratique, la sélection d'une méthodes menant au 
meilleur compromis performance-complexité est cruciale pour une implantation réussie. 
Cet article présente l'observation stationnaire comme approche alternative générant des 
résultats intéressants avec un effort de modélisation limité. Les concepts sont illustrés 
en utilisant les données fournies par un simulateur simplifié d'une unité de flottation. 
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Abstract 

Process control and optimization applications require good data quality to deliver expected 
benellts. In practice, low accuracy measurements, coherency problems related Io measurement 
errors and the lack of availabilily of stratégie variables are often encountered. Data reconciliation 
is a technique widely used in the minerai processing industry to overcome thèse difficulties and 
increase the accuracy and the reliability of plant data. Its use is most of the time limiled to survey 
analysis and production accounting. For thèse applications, it is possible to use slow observers that 
do nol consider the process dynamics sinec the interest is to obtain mean values on a relalively 
long time window rather than instantaneous estimâtes. On the other hand, the use of data 
réconciliation for on-line applications such as advanced process control, real-time optimization or 
fault détection has to lake into accounl process dynamics. Différent approachcs, going from 
sleady-slate observers to dynamic observers, are available but each method is associated to certain 
lcvcls of performance and complexity. From a practical point of view, the sélection of a method 
that leads to the best perlbrmance-complexity compromise is crucial for a successful 
implementation. This paper présents the stationary observer technique as an alternative approach 
that provides valuable results with limited modeling efforts. Concepts are illustraled using a 
simplifiée! Simulator of a dotation process. 

INTRODUCTION 

The implementation of process control or optimization stratégies dépends on the 
availability and the quality of process data. Thèse applications should be based on the 
best available process variable estimâtes in order to bring a plant to its maximal 
profitability. Process information is also the basis of key performance indicator 
calculations that lead stratégie décisions of a company. In practice, measurements are 
inevitably corrupted by various types of errors. Some important process variables are not 
measured because of financial considérations or simply not measurable. This greatly 

mailto:cric.poulin@gco.ca
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reduces the possibilities associated to process control or optimization activities and, in the 
worst cases, prevents the development of promising stratégies. 

Steady-state data reconciliation, based on steady-state mass conservation, was first 
proposed several years ago (Kuehn and Davidson, 1961) and is now a proven technique 
to increase the accuracy and the reliability of process data. This method is simple to 
implement since it dépends on a sub-model of the process that can easily be obtained 
through flow diagrams. The fact that steady-state mass conservation équations are 
generally respected by time-averaged data provided by unbiased sensors over an 
appropriate period of time ensures unbiased estimâtes. Steady-state observers are widely 
spread in the minerai processing industry where the main applications are related to 
survey analysis (Hodouin et al., 1988) and production accounting: When the underlying 
hypothesis are respected, satisfactory results are obtained from this technique. However, 
the application of steady-state data reconciliation on a real-time basis has limitations 
when process dynamics become significant and could be worse than using directly the 
measurements as it is illustrated in the literature (Almasy, 1990). 

The optimal approach to cope with thèse applications is dynamic data reconciliation using 
a complète and exact model of the process. In most cases, data reconciliation with a 
complète model implies the use of an extended Kalman filter on a linearized version of 
the process or non linear programming for non linear process models. Unfortunately, a 
complète phenomenological dynamic model is difficult to develop in the minerai 
processing industry and an improper représentation of the process could lead to biased 
estimâtes (Dochain, 2003). Inventory measurements and mixing properties, which are 
involved in modeling procédures, constitute additional difficulties for practical 
implementations of dynamic data reconciliation. However, some attempts hâve been 
made using empirical linear dynamic models (Hodouin et al., 1996a). The technique 
works well but requires calibration of transfer functions. 

For dynamic plants operating under stationary conditions, it is possible to process 
temporary material accumulations (defined also as node imbalances) as random variables, 
and to use mass and/or energy conservation sub-models for on-line data reconciliation 
(Makni et al. 1995 a and b). This type of technique has been proposed for industrial 
flotation plants (Hodouin et al., 1996b; Bazin et al., 1995). Lachance et al. (2006) hâve 
recently evaluated the performance of différent sub-models for data reconciliation using 
stationary observers. They offer an interesting performance-complexity compromise for a 
wide range of applications. 

The objectives of this article are to show the limitations of real-time steady-state 
observers for dynamic applications, to illustrate, using a simulated flotation unit, the 
capacity of real-time stationary observers to adequately handle thèse situations with 
limited modeling and calibration efforts and finally to provide guidelines for the 
implementation of such algorithms. 



Chapitre 4. Applications à une unité de ûottation : partie I 100 

DESCRIPTION OF THE FLOTATION UNIT SIMULATOR 

The proposed data reconciliation technique is illustrated on a dynamically simulated 
flotation unit. The flotation process is used in minerai processing plants to separate 
valuable minerais from the gangue. Detailed modeling of a flotation unit is complex since 
the ore particles hâve distributed physical properties (mainly size, composition and 
hydrophobicity) and undergo reactions involving a three-phase system (air, liquid and 
solid). Since the objective of the paper is to illustrate a data reconciliation technique 
based on mass balance constraints, rather than on a full phenomenological model, a 
simple simulator that captures the essentials of the unit behaviour is used (Makni, 1990). 

A simplified dynamic model 

The particles fed to the simulated unit (Figure 1), which can be a représentation of a cell, 
a bank of cells or even a plant, are assumed to be divided into three différent classes: fast-
floating particles, slow-floating particles, and very-slow-floating particles. Each particle 
class is assigned given amounts of critical metals. For the présent simulation case two 
metals are considered, one which is dominant in the fast floating particles, i.e. the métal 
to be concentrated (copper for instance), and the other one dominant in the very-slow-
floating particles containing the gangue and minerais bearing this métal (for instance 
zinc), possibly to be subsequently concentrated. The flotation rates are assumed to be first 
order, and the slurry phase perfectly mixed. The froth phase volume is neglected, while 
the slurry phase volume is assumed to be constant. The kinetic équations for particle 
flotation are then written as: 

^ L = Aai-^Rv-kiX, i = l,2,3 (1) 

where X, is the mass of particles of class i in the slurry phase of the unit, A the solid mass 
feed rate, a, the mass fraction of particles j in the feed, V the constant slurry volume in the 
process hold-up, Rv the volumetric tail flow rate, and k, the flotation rate constant of the 
particles in class i. The water going to the concentrate is assumed to be entrained by the 
loaded bubbles. Thus its differential mass balance équation is: 

where Xw is the water mass in the slurry phase of the unit, Aw the water feed rate, and a 
the water entrainment coefficient. The volumetric tail flow rate appearing in Equations 
(1) and (2) is given by: 
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*, = A -Z 
3 ' * , k^ 

< i Pi A, 
(3) 

where p, and pw are the spécifie gravities of particles and water, and Av is the volumetric 
feed rate calculated as: 

Pw tfP, 
(4) 

Figure 1 - Schcme of a dotation unit for minerai séparation. A\, R\ and Ct stand for the métal 1 
flow rates 

Flotation process disturbanecs 

To generate dynamic variations of the simulated flotation unit, the ore feed properties are 
disturbed either by random centered variations or deterministic variations, such as step 
functions, or by the superimposition of step changes and random centered variations. Step 
functions and ARMA (Autoregressive Moving Average) transfer functions driven by 
white noises of selected variances are used for this purpose. Thèse variations are applied 
to the ore feed rate as well as to the distribution of the three classes of particles. In the 
simulated examples presented later on, two différent disturbed opérations are simulated. 
In the first one, the feed rate exhibits slow dynamics, or in other words a low frequency 
spectrum, i.e. a slowly vanishing autocorrélation. In the second one, the feed rate is 
varying more quickly. This is obtained through a change of the autoregressive coefficient 
of the feed rate generator, while maintaining the same standard déviation (see Table 1). 

Measurement generator 

The simulator générâtes the simulated measurements that will be subsequently used for 
data reconciliation. It is assumed that the flotation unit is fully instrumented, i.e. that the 
three solid flow rates, A, R and C are measured, as well as the two métal contents in the 
three streams, yAj ,yKj, and yCj, respectively for the métal j in the feed, the tail and the 
concentrate. Thèse nine measurements are generated by adding zero-mean Gaussian 
measurement error to A and the following eight variables generated by the simulator: 
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(5) 

(6) 

(7) 

(S) 

(9) 

where/ï,; is the métal y content in the particle class i. For ail simulations the measurement 
errors for ail the above nine variables are randomly generated from zero-mean Gaussian 
distributions with relative standard déviations equal to 5% of the simulated values. 

Table 1 -Relative standard déviation of true process variables for a stationary mode 
Slow disturbance dynamics Fast disturbance dynamics 
Variable Value Variable Value 

°A 13.7% <*A 13.7% 

<*R 12.6% <*R 8.3% 

°c 17.7% °c 16.5 % 

ov 
y M 

13.1 % CFy 
y M 

13.0% 

ar,n 9.4% 
y m 

10.5 % 

°Yn 1.5 % Oy 
yc\ 

1.7 % 

an> 1.8% Oy 
y M 

1.7% 

<v 0.7 % Oy 
fui 

0.7% 

°n , 13.4% Oy 
Il • 

15.2% 

PLANT OPERATING MODES 

The main feature of observers based on steady-state mass conservation is that they 
consider that the accumulation rate, defined as the time-derivative of the inventory, is 
null. Depending on the application, this hypothesis may or may not be reasonable. Thus, 
it is conceivable that hypothèses about the accumulation rate hâve an impact on the 
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quality of data reconciliation in real applications. This section aims at defining différent 
operating modes based on the mathematical properties of the accumulation rate. 

Figure 2 depicts four operating régimes. The top graph shows a constant inventory that 
implies a zéro accumulation rate at ail time. This steady-state mode of opération also 
implies that the feed of the flotation unit is constant. However, in practice, disturbances 
continuously occur and a true steady-state is never met. For a flotation unit, the feed 
grade is a typical major disturbance. 

The stationary operating condition (second graph) is based on the intuitive idea that, over 
a long period of time, the inventory fluctuâtes around a constant mean with accumulation 
rate randomly positive and négative. Therefore, the expected value of accumulation rate 
for a process operating in this condition is zéro and the covariance properties do not 
dépend on time. This opération condition seems to be a more realistic description of 
industrial processes than the steady-state régime. 

0.5 
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Figure 2 - Illustration of différent operating modes using the normalized true inventory of métal 
in the flotation unit as function of lime 

On a continuously fed process, a transient operating condition arises, for instance, when 
the mean of the feed properties changes. On a short time window, it is hard to distinguish 
between a stationary operating condition and a transient operating condition. 
Nevertheless, on an appropriate time window, the expected value of the accumulation rate 
is différent from zéro for a transient operating condition. 
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A fourth operating condition, quasi-stationary, is a combination of stationary (second 
graph) and transient (third graph) operating modes. A practical condition for this type of 
opération is that the stationary intervais be significantly longer than the transient ones. As 
shown in Figure 2, the process goes from one stationary condition to another. 

LINEAR MODEL-BASED OBSERVERS 

Process models provide information about the process behaviour and therefore allow 
usefui data processing such as data reconciliation. Différent observers can be designed for 
a given process depending on the complexity of the available model. As described by 
Lachance et al. (2006), it is possible to perform adéquate data reconciliation using only 
partial information about the process, i.e. using a sub-model of the process. Différent sub-
models lead to différent observers. 

Observers based on the generalized state-space model 

Most sub-models (including steady-state mass conservation) used for observer design are 
particular cases of the following generalized state-space model: 

Ex(k) = Ax(k-l) + w(k) (10) 
y(k)=x(k) + v(k) (11) 

where xe 9Î"X| is the generalized state vector, Ee 3imxn and As 9T'X". w(k) and v(k) are 
uncorrelated zero-mean Gaussian stochastic processes with covariance matrices W and £, 
respectively. This generalized state-space représentation has the advantage over standard 
state-space représentation of allowing fewer independent équations than states. 

Darouach and Zasadzinski (1991) hâve developed an observer for the above generalized 
state-space model when w(k) = 0. The observer optimally estimâtes the states in a 
weighted least-square sensé over the whole available time window (i.e. from time 0 to the 
présent instant). Their observer is modified to take into account the présence of a state 
noise w(k), leading to the following smoothing and filtering algorithms. Using 

Q(k ) = {w + ELË1 + AP(k/k)A')' (12) 

the filtering algorithm for ail k is given by 

x(k/k) = I.ElQ.(k-\)Ax(k-\/k-\) 
+ [I -ZE'a(k-\) E)y(k) 
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P(k/k) = L-LET£l(k-l)EL (14) 

where initial conditions x(0/0)and an initial covariance matrix P(0/0) are assumed. The 
smoothing algorithm is given by 

x(j/k) = x(j/k-\) 
s (15) + P(j/k-\)A'n(k-\)(Ey(k)-Ax(k-\/k-\)) 

P(j/k) = P(j/k-\)ArQ.(k-])EL (16) 

where initial conditions Â-(0/0)and/,(0/0)are also assumed and x(jlk) is the estimate of 
the vector x at time j based on the knowledge of measurements up to time k (j<k). 
Equations (14) and (16) give the estimation error variances respectively for the estimâtes 
provided by ( 13) and ( 15), when perfect tuning of S and W is assumed. 

It should be emphasized that using a dynamic model (i.e. A ï 0) not only allows filtering 
of présent measurements ( 13) but also smoothing of past estimâtes ( 15). This explains the 
potential power of dynamic data reconciliation since temporal redundancy is used in 
addition to spatial redundancy. 

Stationary observera based on process sub-models 

Using a dynamic process model for optimal estimation, either as described above or with 
other algorithms such as non linear programming, is described in several papers 
(Narasimhan and al., 2000; Liebman and al., 1992). Thèse algorithms are powerful but 
they require a complète and exact model of the plant, which is a complex and time-
consuming task. To facilitate the observer design, it would therefore be interesting to use 
only partial information about the plant. Such sub-models are generally more reliable and 
contain less parameter than a complète model. In the minerai processing industry, the 
most used sub-model is the équation of mass conservation. 

The sub-models considered in this paper are the stationary part of the process model: 

Ex(k) = w(k) (17) 
y{k)=x(k) + v{k) (18) 

Thèse équations are typical of linear mass balance constraints that are used for complex 
plant units. x(k) is the vector of stream flow rates, E the plant incidence matrix, and w the 
accumulation rate (Hodouin et al., 1998). This point will be illustrated later on for the 
simulated flotation unit. 

The explicit équation for the filter in this case is : 
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{klk) = [l-ZEr(W + £ £ £ ' ) " ' E]y(k) 
(19) 

= By(k) 

This équation shows that using a stationary sub-model leads to what is defined as an 
instantaneous observer since the matrix B opérâtes only on the présent measurements. 
Data is not time-averaged as it is the case for horizon-based stationary observers. The 
covariance matrix of the estimation errors provided by this observer could be evaluated 
using ( 14) by setting A = 0. This gives : 

P = B-L (20) 

However, when writing (14), it was assumed that the observer tuning is perfect, i.e. the 
covariance matrices I and W are supposed to be equal to the true process covariance 
matrices Z0 and W0. In most applications, S0 is relatively easy to obtain since it 
corresponds to the précision of the sensors. Thus, in this paper, it will therefore be 
assumed that £ = £0- Since the covariance matrix WQ is difficult to evaluate, the 
covariance matrix of the estimation errors must be defined for the case where W might be 
différent from W0. The expression of P as a function of W is then given by : 

P(W,W0) = B(W)L0B(W)r 

-i , . x - i , ( 2 1 ) 
'0 + L0ET (W + EZ0 Er )"' W0 (W + EZQ ET )"' £ I 0 

When W is set to W0, the state variable estimation errors are minimal, and always lower 
than the measurement errors, in the case of redundant data. When W déviâtes from WQ, 
the estimation errors increase and may even become larger than the measurement errors, 
as will be illustrated for the flotation unit in the next section. 

Steady-state observer 

An instantaneous steady-state observer is obtained by setting W=0 in (19) which leads to 
the standard steady-state observer found in the literature (Romagnoli and Sanchez, 2000): 

x(k/k) = (l-LET(ELET)~l EJy(k) ( 2 2 ) 

= B(0)y(k) 

This leads to the following covariance of the estimation errors, necessarily lower than the 
measurement variance when the process is really operating in steady-state conditions: 
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P(0,0) = fl(0)Z0 B(0)T = fl(0)£0 (23) 

A question naturally arises: what would be the performance of that steady-state observer 
applied to a process operating in stationary conditions? The answer is provided by setting 
W = 0 in the covariance Equation (21): 

P(0,WQ) = P(0,0) 

+ LaEr(EL()ETyW0(EJ:aETyl EL0 

The term added to P(0,0) is defined positive. Thus the estimation errors increase as the 
plant déviations from steady-state, measured by the covariance matrix WQ, increase. 
Beyond a critical value for W0, the estimâtes even become less précise than the noisy 
measurements. This critical value is ELQÉ' for which: 

P(0,EL0ET)=L0 (25) 

showing that the précision of the estimâtes is identical to the précision of the 
measurements. Therefore, a static observer should not be used when the process 
variations around the steady-state operating conditions are larger than some critical value 
related to the instrumentation accuracy. 

APPLICATION OF STEADY-STATE AND STATIONARY LINEAR 
OBSERVERS TO THE SIMULATED FLOTATION UNIT 

The flotation Simulator is now used for illustrating the limitations associated to the use of 
steady-state observers for plants operating in stationary conditions. The example is 
limited to the model of linear mass balance constraints, thus the valuable métal flow rates 
are selected as state variables. 

For the stationary sub-model given by Equation (17), the incidence matrix is given by 

£ = [1 -1 -1] (26) 

and the generalized state vector is defined as 

x = [A RI C,]7 ' (27) 

where A\, R\, C] stand for the métal 1 flow rate in the feed, tail and concentrate streams 
respectively. Since ail three variables are measured and one constraint is imposed by the 
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sub-model, spatial redundancy is ensured. This allows estimâtes to be statistically closer 
to the true values if the observer is well tuned. 

Two différent operating modes, previously described in Table 1, are considered for 
illustration purposes: 

• Case 1 : Slow disturbance dynamics where W0 = 80 and ELQÉ' = 87 
• Case 2: Fast disturbance dynamics where W0 = 131 and ELQE = 87 

A stationary observer with £ = E0 and différent adjustments for W going from W/W0 = 0 
to W/WQ = 4 is used to estimate Ai, R\, C\. The steady-state observer corresponds to the 
particular setting W = 0. 

The standard déviation of the estimation errors for the différent state variables is 
presented by Figure 3 for both cases. In order to facilitate the performance évaluation, the 
relative standard déviation of measurement errors is indicated as a référence. Knowing 
that each state variable in (27) is obtained as a product of two variables and that each one 
is measured with a relative précision of 5%, it was calculated that the state variables are 
measured with a relative précision of approximately 7.1 % of their nominal value. 

Relative standard déviation of the estimation error on A1 Relative standard déviation of the estimation error on A1 
8.5 8.5. 

1 

81 8 
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Figure 3 - Standard déviation of estimation errors (-) and standard déviation of measurement 
errors (- -) for ease 1 (left) and case 2 (right) 
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For case 1, Wo is slightly lower than EL0É' and the steady-state observer improves the 
measurements by providing estimâtes with standard déviations lower than the 
measurement précision. The stationary observer, with the optimal tuning W/W0 = 1, 
lightly reduces the standard déviation of estimation errors compared to the steady-state 
observer. 

As illustrated by case 2 (fast disturbance dynamics), W0 becomes much larger than EL0Ér 

and the critical value defined by Equation (25) is exceeded. The steady-state observer 
provides estimâtes with a standard déviation larger than the measurement précision. For 
such operating conditions, a stationary observer should be preferred to obtain more 
accurate estimâtes. It is also important to note that, for stationary observers, estimâtes 
with lower standard déviation than the measurement précision are obtained for a wide 
range of ratio W/W0. As discussed in the next section, this could simplify the tuning of 
observers. 

TUNING OF STATIONARY OBSERVERS 

From a practical point of view, observer tuning is a key élément of a successful 
implementation. As presented in Figure 3, an improper tuning could lead to estimâtes less 
précise than the measurements. For a stationary observer, two matrices hâve to be 
adjusted: W and E. In practice, it is not obvious to find the value of thèse matrix 
parameters since the real state variables are unknown and only accessible through 
measurements. This section suggests three approaches that could be used to tune 
instantaneous stationary observers. 

Multiplying Equation (18) by matrix E and taking the covariance on a time window of 
length N results in: 

Cov{Ey(k)} = W0+EL0ET k = l...N (28) 

where it is assumed that no measurement biases are présent and that the process is 
operating in a stationary condition over the time window. Equation (28) shows that the 
variance is composed of Wo arising from accumulation rates and a term from 
measurements errors EL0ET. 

A first approach is to use a priori information on the précision of measurements (e.g. 
from instrument manufacturers) to détermine £0 and then, isolate W0 from Equation (28). 
The drawback of this approach is its a priori character since in most applications the 
précision will evolve over time, resulting in possible dégradation of the observer's 
performances. 
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A second alternative consists in obtaining information about measurement errors through 
signal processing. Procédures could be developed to separate the measurement noise, 
which is assumed to be a zero-mean white Gaussian process, from coloured process 
disturbances. Having an estimation of E0. Wo is obtained from Equation (28). 

Finally, a conservative approach is to neglect EL0É' in Equation (28), resulting in: 

Wocons=Cov{ Ey(k)} (29) 

which overestimates W compared to W0. The conséquence is that the observer will no 
more be optimal in view of the true W0 but the resulting estimâtes will be more accurate 
than the measurements since W/WQ > 1 (see Figure 3). The price to pay for this approach 
is that, in a case where the process is slightly dynamic, the observer will give estimâtes 
less précise than those provided by a steady-state observer. 

AN ILLUSTRATION OF THE STATIONARY OBSERVER FOR BILINEAR 
MASS BALANCE CONSTRAINTS 

The previous analysis was limited to only one node resulting from one métal analysis and 
was considered from a linear point of view. In this section, a more real situation is studied 
by considering two métal analyses and a bilinear sub-model: 

A-R-C = wi (30) 
AïM-RYm-Cycx=w2 (31) 

ArA2-RrR2-crc2 = w3 <32) 
It is assumed that w, are Gaussian stochastic signais, although w2 and w3 are the products 
of mass flowrates and métal contents disturbances. Nevertheless, this approach generally 
provides good results. The above équations hâve to be linearized around their nominal 
values considering that the plant is in a stationary operating mode. Two stationary 
reconciliation tunings are tested for both the slow and fast dynamic disturbance cases, 
using Equation (19) and Equation (33) given below. The first tuning corresponds to a 
steady-state observer: W=0. The second tuning is optimal, with W= W0. 

Table 2 clearly shows that for slow disturbance dynamics, i.e. when W0< ELET, steady-
state reconciled data are better than raw measurements. An optimally tuned stationary 
observer, in this case, gives significant gains only on the mass flowrates. For fast 
disturbance dynamics (again same remark), table 2 clearly shows the advantages of using 
a stationary observer for performing data reconciliation. 
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Table 2 - Results of a data réconciliation as function of the process dynamics and tuning 
Variable Measurement 

précision 
Slow disturbance 

dynamics 
Fast disturbance 

dynamics 
Variable Measurement 

précision 
W = 0 IV VV„ W=0 W=W0 

"A 5.00 -1.31 3.95 6.40 4.50 

<ru 5.00 4.65 4.15 6.43 4.57 
(T(. 5.00 5.07 4.70 5.30 4.76 

ÏA\ 
5.00 5.13 4.55 5.47 4.62 

ar* 5.00 5.00 4.99 5.00 4.99 

arn 5.00 5.09 4.66 5.35 4.72 

ar*2 
5.00 3.57 3.56 3.57 3.57 

ar„2 
5.00 3.62 3.61 3.63 3.62 

an. 5.00 5.01 5.00 4.99 5.01 

CONCLUSION 

Using a simplified Dotation Simulator, it was shown that steady-state observers, such as 
those used for metallurgical accounting, présent limitations for real-time data 
reconciliation purposes. Thèses limitations are explained by the présence of dynamic 
disturbances (amplitude and frequency content), process dynamics, and sensor noise. 

The proposed stationary observer models accumulation rates as zero-mean stochastic 
processes of variance W. Although it is not easy to estimate the optimal value for W in an 
industrial situation, it is shown that the observer is relatively robust to the tuning of this 
parameter. Stationary observers are thus preferred to steady-state observers since the 
modeling task remains the same. Future work will aim at developing practical and robust 
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methods for tuning the matrix parameter W. Also, including partial measurements for 
multilinear cases will be investigated. 
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4.3 Conclusion 

L'article avait pour principal objectif, non seulement la promotion de l'observation 
stationnaire pour des applications temps réel, mais également la rectification de 
certaines perceptions au sujet de certains produits commerciaux offrant du bilan de 
matière en temps réel, mais basés sur des moteurs de réconciliation de données statiques. 
Bien que ces outils statiques soient disponibles dès maintenant, ils doivent être utilisés 
pour ce qu'ils ont été conçus. Leur application sur des procédés industriels réels, donc 
subissant des perturbations, devrait être limitée à des mesures moyennées sur une 
fenêtre temporelle relativement longue. Cette longueur de fenêtre peut être définie 
qualitativement comme étant assez longue pour que la matière totale ayant transitée 
par l'unité soit beaucoup plus grande que la variation de l'inventaire sur la fenêtre. 
Les observateurs stationnaires ou dynamiques doivent alors être considérés pour la 
réalisation de bilans de matière en temps réel. 

L'application bilinéaire présentée à la fin de l'article montre la possibilité d'étendre 
avec succès les observateurs linéaires à certains problèmes non linéaires en accord 
avec les idées exposées en §-.-1.7. Bien que non présentée dans cet article, une version 
stationnaire de la NDDR basée sur la programmation non linéaire présentée en § ' 
a également été utilisée pour cette section avec des résultats identiques à ceux des 
observateurs stationnaires étendus. 

Ces travaux pourraient et devraient éventuellement être revisités pour un contexte 
d'instrumentation plus réaliste où tous les flux ne sont pas instrumentés en considérant 
également plusieurs unités sur un rhéogramme pouvant ressembler à celui de la Figure 

Le chapitre suivant présente un article, accepté pour la conférence IFAC Symposium 
on Automation in Mining, Minerai and Métal Processing (IFAC MMM'07) se déroulant 
à Québec en août 2007, portant sur des méthodes pratiques de réglage des observateurs 
stationnaires sur le même procédé de flottation. 



Chapitre 5 

Applications à une unité de 
flottation : partie II 

5.1 Introduction 

Ce chapitre présente un article, accepté pour la conférence IFAC MMM'07 se déroulant à 
Québec en août 2007, qui est la suite de l'article de Lachance et al. (200Gb). Son aspect 
novateur porte sur des méthodes pratiques de réglage des observateurs stationnaires 
discutées en §2.7 appliquées au même procédé de flottation. 

5.2 Résumé en français 

Les applications d'optimisation et de contrôle des procédés requièrent des données de 
qualité afin de livrer les bénéfices escomptés. La réalité industrielle présente des mesures 
imprécises, incohérentes en raison des erreurs de mesures et les variables stratégiques 
ne sont pas toujours mesurées. La réconciliation de données par bilan de matière est 
un observateur fréquemment utilisé dans l'industrie des procédés afin d'améliorer la 
précision et la fiabilité des données brutes. Cependant, le réglage des matrices de 
variance associées aux modèles des procédés ainsi qu'aux systèmes de mesure demeure 
un défi pour l'implantation. Cet article présente différentes solutions à ce problème 
en les appliquant à des données fournies par un simulateur simplifié d'une unité de 
flottation. 
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1. INTRODUCTION 

The implementation of process control or 
oplimization stratégies dépends on the availability 
and the qualily of process data. Thèse applications 
should be based on the best available process variable 
estimâtes in order to bring a plant to its maximal 
profitability. Process information is also the basis of 
key performance indicator calculations that lead 
stratégie décisions of a company. In praclice, 
measurements are inevitably corrupted by various 
types of error. Some important process variables are 
not measured because of financial considérations or 
simply not measurable. This grcatly reduces the 
possibilities associaled to process conlrol or 
optimization and, in the worst cases, prevents the 
developmenl of promising slralegies. 

Steady-state observers, based on mass conservation, 
were firsl proposed several years ago for data 
reconciliation (Kuehn and Davidson, 1961). This 
method is now a proven technique to increase the 
accuracy and the reliability of process data. It is 
simple to implemcnt since it dépends on a sub-model 
of the process that can easily be obtained through 

flow diagrams. Steady-state observers are widely 
spread in Ihe minerai and métal processing industries 
where the main applications are related to survey 
analysis and production accounling (Hodouin et al., 
1988). When the underlying hypothèses are 
respected, satisfactory resulls are obtained from Ihis 
technique. However, the application of steady-state 
data reconciliation on a real-time basis has limitations 
when process dynamics become significant and could 
be worse than using direclly the measurements 
(Almasy, 1990). 

The optimal approach to cope with thèse applications 
is dynamic data reconciliation using a complète and 
exact model of the process. In most cases, dala 
reconciliation with a complète model implies the use 
of an extended Kalman fi 1 ter on a linearized version 
of the process or non-linear programming for non-
linear process models. Unfortunately, a complète 
phenomenological dynamic model is difficult to 
develop in Ihe metallurgical processing industry and 
an improper représentation of the process could lead 
to biased estimâtes (Dochain, 2003). Inventory 
measurements, kinetic and mixing properties 
modeling conslitute addilional difficulties for 
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practical implemenlations of dynamic data 
reconciliation. However, some altempts hâve been 
made using empirical linear dynamic models 
(Hodouin and Makni, 1996). 

For dynamic plants operating under stationary 
conditions, it is possible to process temporary 
material accumulations as random variables and to 
use mass and/or energy conservation sub-models for 
real-time data reconciliation (Makni et al. 1995 a and 
b). This type of technique has been proposed for 
industrial flotation plants (Hodouin et al., 1997; 
Bazin et al., 1995). Lachance et al. (2006a) hâve 
recently evaluated the performance of différent sub-
models for data reconciliation using stationary 
observers. An interesting performance-complexity 
compromise has been obtained for a wide range of 
applications. However, the estimation of the variance 
matrices of a process, which are required for tuning 
the reconciliation method, is a difficult task. 

The objective of this article is to propose différent 
approaehes to estimate variance matrices. Thèse 
melhods are respectively based on a priori 
information on measurement précisions, 
autocorrélation analysis and simplificative 
assumptions leading to a conservative tuning. The 
impact of the resulting tunings on observation 
performances are illustrated using a simulated 
llolation unit. 

2. FLOTATION UNIT SIMULATOR 

The flotation process is used in minerai processing 
plants to separate valuable minerais from the gangue. 
Detailed modeling of a flotation unit is complex since 
ore parlieles hâve distributed physical properlies 
(mainly size, composition and hydrophobicity) and 
undergo reactions involving a three-phase syslem 
(air, liquid and solid). Since the main objective of the 
paper is to discuss the adjuslment of variance 
matrices of stationary observers rather than the 
development of a full phenomcnological model, a 
simple Simulator that captures the essentials of the 
unit behavior is used (Makni, 1990). 

dominant in the fast floating particles, i.e. the métal 
to be concentrated (copper for instance), and the 
other one, dominant in the very-slow-floating 
particles, containing gangue and minerais bearing this 
métal (for instance zinc). 

Flotation rates are assumed to be first order and the 
slurry phase perfectly mixed. The frolh phase volume 
is neglected while the slurry phase volume is 
assumed to be constant. Kinetic équations for parlicle 
flotation are then wrilten as 

dm 
dt 

L = Ff, i = 1, 2, 3 ( I ) 

where m, is the mass of particles of class i in the 
slurry phase of the unit, F the solid mass feed r a t e , / 
the mass fraction of particles i in the feed, Vs the 
constant slurry volume in the process hold-up, 7',, the 
volumetric tail flow rate, and K, the flotation rate 
constant of the particles in class /'. The water going to 
the concentrate is assumed to be entrained by loaded 
bubbles. Its differential mass balance équation is 

dm 
di 

- = F„, ~7'„ ïp, *",'"/ (2) 

where m„ is the water mass in the slurry phase of the 
unit, Fw the water feed rate, and a the water 
entrainment coefficient. The volumetric tail flow rate 
appearing in Fquations (1) and (2) is given by 

T., = F (3) 

where /J, and p„. are the spécifie gravities of particles 
and water and Fv is the volumetric feed rate 
calculated as 

p» tt p, 

2.1 Disturbances and measureinents 

( I ) 

Feed: F Tail : T 
Concentrate : C 

Fig. 1. Scheme of a flotation unit 

The particles fed to the simulated unit (Figure 1), 
which can be a représentation of a cell, a bank of 
cells or even a plant, are assumed to be divided inlo 
three différent classes: fast-floating, slow-floaling 
and very-slow-floating particles. Kach particle class 
is assigned given amounts of crilical metals. In the 
présent case, two metals are considered. One which is 

To generate dynamic variations, the ore feed 
properlies are disturbed by random centered 
variations. ARMA (Autoregressive Moving Average) 
transfer functions driven by while noises of selected 
variances are used for this purpose. Thèse variations 
are applied to the ore feed rate as well as to the 
distribution of the three classes of particles. The 
disturbance dynamics are selected to be similar to the 
ones of the flotation unit in order to produce 
significant déviations around the operating point. 

Il is assumed thaï the flotation unit is fully 
instrumented, i.e. that the three solid flow rates, F, T 
and C are measured, as well as the two métal contents 
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in the three slreams yfy, yvj and Jfv respectively for the 
métal j in the feed, the tail and the concentrate. Thèse 
nine measuremenls are generated by adding zero-
mean Ciaussian measurement errors to F and to the 
following eighl variables generated by the Simulator: 

C = £ K,mt (6) 
/ = ] 

rFi=ifA< ./=!, 2 (7) 
/ 1 

where p,/ is the métal j content in the particle class i. 
The différent métal contents and dotation rates used 
for the simulation are given in Table I. 

Table 1. Métal contents (%) and notation rates (s ') 

Class/ Pn A A; 
1 : Fast 
2: Slow 
3:Very-slow 

32.87 
17.30 

1.73 

0.34 
3.36 
6.37 

0.500 
0.100 
0.005 

Table 2 présents the relative standard déviation of the 
true process variables (TPV), measurement errors 
(ME) and measured variables (MV) for the disturbed 
operating mode used in subséquent examples. 

Table 2. Relative std dev. for the disturbed operating 
mode used in subséquent examples (%) 

Variable TPV MU MV 
F 15.41 5.00 16.2?. 
1 8.60 5.00 9.96 
C 1 1.71 5.00 12.72 

n-\ 9.11 8.00 12.11 
Yn 2.25 10.00 10.24 
Yc\ 9.43 5.00 10.67 
Yn 1.27 8.00 8.12 
Yn. 0.15 5.00 4.99 
Yci 6.52 10.00 1 1.92 

3. STATION ARY OBSHRVERS 

Process models provide information about the 
process behavior and therefore allow useful data 
processing such as data reconciliation. Différent 
observers can be designed for a given process 
depending on the complexity of the available model. 

al., 1992; Narasimhan and .lordache, 2000). Thèse 
algorithme are powerful but they require a complète 
and exact model of the plant. The main issue 
associated to this approach is that accurate, well 
calibratcd and well validated models are difficull to 
create and maintain in practice. As mentioned 
previously, improper models could Icad to biased 
estimâtes. 

It would therefore be interesting to use only partial 
information about the plant. Such sub-models are 
generally more reliable and contain less parameter 
lhan a complète model (Eachance et al., 2006a). 
Stationary observers only involve the adjustment of 
variance parameters which are less crilical. In fact, an 
improper adjustment of the variance matrices reduces 
the précision of the estimâtes but does not lead to a 
biased estimation. 

The sub-model considered in this paper consists in 
the stationary part of the process model: 

Ex(/t) = w(A:) (H)) 
y(*) = x(*) + v(*) (11) 

Where E e 9î""", x e 9?'" ' , w and v are uncorrelated 
zero-mcan Gaussian stochastic processes with 
covariance matrices W and V respectively. Thèse 
équations are typical of linear mass balance 
conslraints that are used for complex plant units: x is 
the veclor of stream flow rates, E the plant incidence 
matrix, w the accumulation rate and v the 
measurement error (Hodouin and Makni, 1998). 

In this case, the explicit équation for the filler is 
(Eachance et al., 2006b) 

x ( i U ) = ( l - V E ' ( w + EVE' ) _ l E)y«: ) = Ly(A:) (12) 

This équation shows that the selected sub-model 
leads to an instantaneous observer since the matrix L 
opérâtes only on the présent measuremenls. Data is 
not time-averaged as it is the case for horizon-based 
stationary observers. The covariance matrix of the 
estimation errors provided by this observer is 

P = (i - V E ' ( w + E V E ' ) ' E j V = LV (13) 

However, when writing Equation (13), it was 
assumed that the observer tuning is perfecl, i.e. the 
variance matrices V and W are supposed to be equal 
to the true process variance matrices V0 and W0 . The 
expression of P when V * V0 and W =f= W„ is 

Pv*Vll,W*W(1 ~ ^V,,!.. + 

V E ' (W + E V E ' J W„(W + E V E ' j EV 

Using a dynamic process model for optimal 
estimation is described in several papers (Liebman et 
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4. IMPACT O F VARIANCE MATRICHS TUN1NG 

The flotation Simulator is now used for illustrating 
the impact of variance matrices tuning on the 
performance of stalionary observers for plants 
operating in stationary conditions. For simplicity, this 
first example is limited to the model of linear mass 
balance constraints and only the valuable métal flow 
rates are selected as state variables. A more complète 
example is presented later. 

For the stationary sub-model given by F.quations (10) 
and ( I I ) , the incidence matrix and the state vector are 

E = [l - 1 il (15) 

< = |/ 'Ï '/; c , ] ' (16) 

where F\, T\, C, stand for the métal I flow rates in 
the feed, tail and concentrate streams respeclively. 

Considcring the operating mode described in Table 2 
with EV„E = 210.6 and W 0 = 234.4, the impact of V 
and W are illustrated for the following cases: 

. V = Vn and tr(W)/tr(W„) varies from 0 to 4 
« W = W» and tr(V)/tr(V„) varies from 0 to 4 

2 2.5 3 3.5 
tr(V)/tr(V„) 

Fig. 3. Relative std dev. of estimation (-) and 
measurement errors (- -) when W = W() (%) 

The relative standard déviation when W = W 0 is 
presented in Figure 3 for différent adjustments of V. 
In that case, the standard déviation of the estimâtes is 
always equal to or smallcr than the précision of the 
mcasuremenls. Selting V = 0 prevents the adjustment 
of the measured variables. As told by Equation (12), 
the estimâtes become equal to the measuremenls and 
no réduction on the standard déviation is oblained. 

Figure 2 présents the relative standard déviation of 
the estimation errors for différent values of W. The 
standard déviation of the measurement errors is 
indicated as a référence. It is worlh noting that the 
luning W = 0, which correspond to a steady-stale 
observer, provides estimâtes slightly less précise than 
the measured values. The précision of steady-state 
observers reduces as W n becomes larger than KV(1E' 
(Fachance et al., 2006b). For such operating 
conditions, a stationary observer should be preferred 
to obtain more accurate estimâtes. It is also 
interesting to note that estimâtes with lower standard 
déviation than the précision of measured values are 
obtained for a wide range of ratios tr(W)/tr(W„). 
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Fig. 2. Relative std dev. of estimation (-) and 
measurement errors (- -) in when V = V() (%) 

5. TUNING STATIONARY O B S F R V F R S 

From a practical point of view, observer tuning is an 
important élément of a successful implementalion. 
Romagnoli and Sanchez (2000) propose différent 
methods to estimate error variances from process data 
for steady-state observers. In the case of stationary 
observers, two matrices hâve to be adjusted: W and 
V. It is not obvious to find the value of thèse matrix 
parameters since the real state variables are unknown 
and only accessible through measuremenls. 

An important relation is obtained by multiplying 
Hqualion (1 1) by matrix E and taking the covariance: 

cov(Ey ) = Eifcyy ' F / }= W„ + EV ( ) E r ( 17) 

It is assumed that no measurement bias is présent and 
that the process is operating in a stationary condition 
over the lime window used to estimate the 
covariance. This équation shows that the variance is 
composed of W(> arising from accumulation rates and 
a term from measurement errors EV„E7 '. Based on 
Fquation (17), this section suggesls three approaches 
to tune instantaneous stationary observers. 

5. / a priori information 

A first approach is to use a priori information on the 
précision of measurements to détermine V() and then, 
obtain W() from Equation (17). This information 
could be obtained, for example, from instrument 
manufacturées. 
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5.2 Autocorrélation analysis 5.4 Application to a linear mciss balance 

When it is nol possible to obtain a satisfactory 
estimation of V(l, Fquation (17) is not sufficient to 
détermine bolh variance matriees and alternative 
approaches hâve to be explored. The idea behind the 
autocorrélation method is to represent each signal y, 
of the measurement vector y as the sum of a signal x, 
and a zero-mean Gaussian white noise v, as shown in 
Figure 4. The signal x, is assumed to be generated by 
a zero-mean Gaussian white noise <J filtered by an 
ARMA transfer function O(z'). It is also assumed 
that v, and 5 are uncorrelated. 

G ( z - ' ) 

Fig. 4. Génération of the scalar signais yi 

In that contexl, the addition of a white noise v, only 
affects the first term of the autocorrélation 
function Ryy ( 0 ) . By choosing appropriate lags to 

avoid the use of Ry (0) , it is possible to estimate 
the parameters of G(z"') using standard identification 
techniques (Box et al., 1994) and obtain an 
estimation of a\.. The variances <x,? can then be 
extracted from 

K„„(0) = = 1 (18) 

The variance matrix V is given by 

V = diag(o-v
2
| al •■■ al) (19) 

and W is obtained using Equation (17). 

5.3 Conservative tuning 

Without an appropriate method to independently 
estimate V(> and W(), it is not possible to separate 
contributions from process dynamics and 
measurement errors to thc variance of y. In that 
contexl, the following adjuslments are proposed: 

W = A'JEyy'E' }= W„ + EV„E' (20) 

V = / ?{yy ' }=X ( ) +V 0 (21) 

Thèse adjuslments consisl in the overestimation of 
both matrices V(l and W(). The impact of such settings 
is illustraled in examples presented subsequenlly. 

The three tuning methods are used to détermine thc 
variance matrices for the example presented in 
section 4. For the autocorrélation method, first order 
auloregressive models were selected. Table 3 
présents the relative standard déviations of the 
estimation error on F\, Tt and C\ for the différent 
tuning methods: a priori information (API), 
autocorrélation analysis (AA) and conservative 
tuning (CT). As a référence, the standard déviation of 
the measurement errors (ME) is given. 

Table 3. Relative std dev. of the estimation error in 
the case of a linear mass balance (%) 

Variable MF API AA CT 

C, 

9.58 7.82 7.82 7.94 
11.22 10.76 10.76 10.85 
7.07 6.85 6.86 6.87 

For the method based on a priori information on 
measurement errors, V has been assumed perfectly 
known, leading to the optimal instantaneous 
stationary observer. The différent observers hâve 
permitted lo reduce the variances compared to the 
measurement error ones. 

6. BILINFAR MASS BAFANCF 

In this section, a more realistic situation is studied by 
considering two métal analyses and a bilinear sub-
model: 

F-T-C = w, 
FrFI-TrTl-crcl = w2 
FyF2-TyT2-Cyc2 = w3 

(22) 

It is assumed that w, are Gaussian stochastic signais, 
although w2 and w-< are the products of mass flow 
rates and métal contents dislurbances. Nevertheless, 
this approach generally provides good results. The 
above équation has to be linearized around ils 
nominal values considering that the plant is in a 
stationary operating mode, which gives the following 
incidence matrix and state vector: 

(23) 
1 1 1 0 11 0 0 (1 0 

)',, -Y,, -?a / ■ / c 0 (1 0 

YFI -Yri -Yci 0 (1 0 /' -T r 

x = [AF AT AC 
Ayrl Ayn Aycl Ayr2 Ayr. A/vJ 

,. (24) 

Table 4 présents the results obtained with the 
différent tuning approaches. First order 
autoregressive models were used for the 
autocorrélation method. According to thèse results, 
both a priori and autocorrélation methods provide 
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estimâtes that are more précise than the 
measuremenls. The resulls of the a priori method are 
optimal for the selected sub-model since V was 
assumed perfectly known. It is important to note that 
the standard déviations of the estimâtes given by the 
autocorrélation method are almost equal to the 
optimal ones. The conservative tuning method does 
not lead to significant improvements. The standard 
déviations of /•', C and y(\ are greater than the 
measurement ones while the précision of the other 
estimâtes is improved. 

Table 4. Relative std dev. of the estimation error in 
the case of a bilinear mass balance (%) 

Variable M H API A A CT 
/•' 5.00 4.65 4.65 6.66 
T 5.00 4.75 4.75 4.85 
C 5.00 4.90 4.90 5.01 
ni 8.00 6.01 6.01 6.23 
Yn 10.00 9.35 9.36 9.48 
Yc\ 5.00 4.85 4.86 5.01 
ni 8.00 4.02 4.02 5.30 
Yn 5.00 4.39 4.39 4.54 
Yci 10.00 9.92 9.92 9.99 

7. CONCLUSION 

The article discussed the impact of the tuning of 
variance matrices for stationary observers. Thèse 
observers, based on the stationary part of the process 
model, considered temporary ma ter i al accumulations 
as random variables and used mass conservation for 
real-time data reconciliation. Three methods were 
proposed to tune the variance matrices and thcir 
performance were compared using a dotation unit 
Simulator. 

The a priori method is a simple way to tune the 
variance matrices when prior information on the 
ineasurement précision is available. The tuning 
method based on autocorrélation functions provided 
promising results. Il should be validated on larger 
scale material balance applications and with real 
process data. Finally, despite the conservative tuning 
method provided acceptable results for the simple 
linear material balance, it did not lead to significant 
improvements for the bilinear case. The conservative 
method is thus not recommended. 
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5.3 Conclusion 

Il est sous-entendu tout au long de l'article, sans toutefois être démontré explicitement, 
que le réglage optimal lorsque la matrice E du modèle correspond à celle du procédé, 
ce qui est le cas dans l'article, survient lorsque W = W* et V = V* où W0 = W* et 
Vo = V* selon la notation de l'article. Ce résultat est démontré dans cette thèse en §2.7. 

La méthode dite conservatrice de réglage s'est avérée décevante particulièrement 
dans le cas du bilan bilineaire. L'idée derrière cette méthode est venue en observant les 
graphiques de la Figure 3 de l'article de Lachance et al. (2006b) présenté au chapitre I 
où l'on peut voir que surrestimer W par rapport à W* donne toujours des estimés dont 
la précision est en-dessous de celle du système de mesure. Cependant, ces graphiques 
où le ratio ^ varie furent obtenus en considérant V = V*. Cette idée ne tient plus 
lorsque l'on considère simultanément les réglages conservateurs, W = W* + E V* E1 

et V — X* + V*, où les termes ajoutés à chaque réglage sont définis positifs, tel que 
démontré au tableau 4 de l'article inclus dans le présent chapitre. 

Ce chapitre conclut une séquence de trois chapitres sur l'observation de procédés où 
l'inventaire est considéré regroupé. Les deux chapitres suivants considèrent l'observation 
de procédés à inventaire distribué. 



Chapitre 6 

Applications à un écoulement 
piston à débit variable 

6.1 Introduction 

Les chapitres précédents ont montré plusieurs applications d'observation sur des 
procédés réacteurs où la matière est considérée parfaitement mélangée et le transport 
instantané. Une telle modélisation convient à plusieurs procédés, mais certains procédés 
réels tels les pipelines et les réseaux d'aqueduc contiennent des temps de séjour variables 
nécessitant une approche plus élaborée pour une observation adéquate. L'étude de ce 
type de procédé a comme origine; une collaboration avec Algosys sur un problème de 
bilan de matière, présenté au chapitre 7, pour un client dont le rhéogramme de l'usine 
contient un pipeline à débit volumique variable. 

Dans le cas d'un tuyau dans lequel un écoulement piston est présent, des variations 
sur le débit volumique de l'alimentation entraînent des variations du temps de séjour 
permettant un ajustement des opérations en aval en réponse à différentes perturbations. 
Dans le traitement des sables bitumineux, par exemple, la mine est souvent éloignée de 
l'usine d'extraction du bitume et le transport des sables est alors réalisé par un pipeline. 
Une usine de prétraitement, située près de la mine, se charge d'abord d'enlever les roches 
et d'ajouter de l'eau pour rendre le minerai plus fluide afin de faciliter le transport. La 
qualité du minerai arrivant dans l'usine d'extraction du bitume influence la durée du 
traitement dans cette usine et le débit est soit accéléré ou ralenti en fonction de cette 
qualité. Il apparaît alors important d'avoir la meilleure estimation possible de la qualité 
du minerai venant par le pipeline afin d'agir par anticipation dans l'usine d'extraction. 
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D(0,t) / \ \ D(L,t) 
x(0,t) 1 ) ) x(L,t) 

z=0 z=L 

F i e . 6.1 - Tuyau de longueur L et de volume libre Vp. 

La modélisation continue d'un tuyau piston tel celui de la Figure (>. I est d'abord 
abordée dans ce chapitre afin d'obtenir une équation aux dérivées partielles (EDP) 
gouvernant le procédé pour un débit volumique variable. La présence d'un modèle EDP 
pour ce procédé au lieu d'une équation aux dérivées ordinaires (EDO) comme pour les 
réacteurs parfaitement mélangés souligne une différence au niveau de la modélisation 
de l'inventaire. Alors qu'une qualité donnée x de l'inventaire à un instant donné t 
d'un procédé considéré parfaitement mélangé peut être décrite par une seule variable 
regroupée x(t), un procédé décrit par une EDP implique un inventaire distribué dont 
une qualité donnée x à l'instant t doit être décrite par une fonction de l'espace x(z,t) 
où z balaie, dans ce cas particulier, un espace unidimensionnel. 

Une modélisation en temps discret est mieux appropriée pour l'observation des cas 
pratiques où les mesures de qualité représentent souvent des valeurs moyennes sur des 
intervalles de durée T. Ce contexte amène à voir l'écoulement piston continu dans 
un tuyau comme une propagation de blocs homogènes de volumes intégrés sur des 
intervalles de durée T de différentes tailles en raison du débit variable. Une première 
modélisation discrète tirée d'une discrétisation minimale, sans mémoire de l'inventaire, 
du modèle continu est proposée afin d'introduire les concepts, mais ses limites sont 
rapidement exposées menant à une deuxième modélisation discrète considérant une 
mémoire de l'inventaire. Cette deuxième modélisation a mené à deux algorithmes de 
propagation de blocs dont le premier nécessite la présence d'un nombre minimal de 
trois blocs dans l'inventaire et l'autre considère toujours un seul bloc de la taille du 
tuyau dans l'inventaire. Une modification de l'algorithme de propagation nécessitant 
un nombre minimal de trois blocs est finalement proposée afin de diminuer le nombre 
minimal à deux. 

La combinaison des modèles d'écoulement piston à temps discret avec des mesures 
permet la construction d'observateurs qui sont testés pour trois régimes d'opérations 
différents soit le débit volumique constant, le débit volumique variable sur une période 
d'observation plus courte que le temps de séjour minimal d'opération et le débit 
volumique variable sur une période d'observation plus longue que le temps de séjour 
maximal d'une opération donnée. 
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6.2 Modélisation continue d'un tuyau piston 

6.2.1 Modélisation continue par une EDP 

On s'intéresse aux liens dynamiques entre les variables présentées à la Figure (i.l où 
un tuyau de longueur L et de volume libre Vp présente un écoulement ayant un débit 
volumique d'entrée D(0, t) d'une qualité x(0, t) et un débit volumique de sortie D(L, t) 
d'une qualité x(L, t). La variable de qualité x peut représenter une masse volumique ou 
une teneur par exemple. Bien que la présente analyse se limite à une seule variable de 
qualité par écoulement, la présence simultanée de plusieurs variables de qualité n'altère 
aucunement la validité de la discussion suivante. 

Puisque les applications à l'origine de ces travaux concernent des fluides tels des 
sables bitumineux, l'hypothèse d'incompressibilité menant à un écoulement piston est 
posée. Cette condition d'écoulement piston combinée au fait que le tuyau est toujours 
plein implique un lien instantané entre les débits volumiques d'entrée et de sortie 

D(0,t) = D(L,t) = D(t) \ft (6.1) 

Cette hypothèse simplifie la modélisation du procédé, mais la modélisation en 
découlant ne serait pas valide pour une application concernant le transport d'un fluide 
compressible tel du gaz naturel. Dans un tel cas, l'évolution de la pression doit également 
être considérée tel que fait par Aamo el al. (2006). 

Une équation différentielle aux dérivées partielles gouvernant l'écoulement piston 
dans un tuyau tel celui de la Figure (>. I peut être obtenue en considérant un transport 
non réactif de matière incompressible sur une section du tuyau de longueur infinitésimale 
Az . 

Un bilan dynamique sur un volume infinitésimal AVP du tuyau, décrit dans un repère 
cylindrique (r, 0, z), en considérant un écoulement piston ((i. I ) ainsi qu'une distribution 
de qualité uniforme sur une section donnée impliquant x(r, 8, z, t) = x(z, t) s'écrit 

j t (AVP x(z, t)) D(t) (x(z, t) - x(z + Az, t)) (6.2) 

SAz—(x{z,t)) = D(t)(x(z,t)-x(z + Az,t)) (6.3) 

cdx(z,t) x(z + Az,t)-x(z,t) 
S ~ û - = -D(t)— - ^ - (6.4) 
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où le paramètre S représente l'aire de la section transversale du tuyau. L'équation aux 
dérivées partielles s'obtient en prenant la limite vers zéro sur l'élément de longueur Az 
dans ((i. I) 

cdx(z,t) dx(z,t) 
5 - â T " = -£>(*)-â7" (6'5) 

6.2.2 Solution pour un débit volumique constant 

Une relation entre les transformées de Laplaee de la qualité à l'entrée x(0, s) et à la 
sortie x(L, s) est obtenue pour un débit volumique constant D(t) = D \/t en utilisant la 
transformée de Laplaee de ((i..r>) tel que montré par Ogunnaike & Harmon Ray (1994) 

x(L,s) = e~TSx(Q,s) (6.6) 
T = Vp/D (6.7) 

où le gain unitaire de la fonction de transfert e~rs dans (6.6) respecte le fait que la 
matière ne subit pas de réaction lors de l'écoulement. La transformée de Laplaee inverse 
de (6.6) donne la solution temporelle 

x(L, t) = x(0, t - T) (6.8) 

6.2.3 Solution proposée pour un débit volumique variable 

La solution pour un débit volumique constant (6.s) est obtenue facilement grâce à la 
transformée de Laplaee appliquée à (6.-~>), mais l'utilisation de la même technique avec 
un débit volumique variable D(t) n'a pas permis l'obtention d'une solution analytique 
obligeant donc le recours à une solution proposée sans être toutefois démontrée. 

La solution proposée pour un débit volumique variable est 

x(L,t) = x(0,t-r(t)) (6.9) 

qui est jugée plausible en incluant la solution ((>>) lorsque r(t) — T \/t et en ayant un 
gain unitaire. 
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D(t') 

t-x(t) t t' 

FlG. 6.2 - Illustration de l'intégrale (6. lu) nécessaire pour calculer r(t). 

Le temps de séjour de la matière sortant à l'instant t, r(t) dans (<>.!)), n'est pas 
évalué par (6.1 ), mais par l'intégrale 

t 

f D(t')dt' = Vp (6.10) 
t-T(t) 

dont la résolution pour r(t) n'est pas explicite. La Figure 6.2 illustre cette intégrale 
et suggère une manière de calculer r(t) en sommant l'aire sous la courbe du débit 
volumique, ce qui correspond à sommer des volumes infinitésimaux, à partir de l'instant 
t en allant vers le passé jusqu'à ce que la somme soit égale à Vp le volume libre du tuyau. 
La durée de la sommation correspond alors à r(t). 

La modélisation continue de cette section constitue une base pour les sections qui 
suivent où l'on propose des modèles à temps discret adaptés à des mesures de qualité 
disponibles uniquement à une période T. La section §6.;> propose une modélisation 
sans inventaire débouchant sur une implantation algorithmique plus simple, mais moins 
précise que la modélisation avec inventaire de la section §h. I utilisant parfaitement toute 
l'information disponible, mais dont l'implantation algorithmique est plus lourde. 

V, 
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Bloc entrant Tuyau Bloc sortant 

Vo,k VL,k 

Xo,k
 Z = 0 Z = L XL,k 

F i e . 6.3 - Modélisation discrète sans mémoire de l'inventaire d'un tuyau à écoulement 
piston. 

6.3 Modélisation discrète sans mémoire de 
l'inventaire d'un tuyau piston 

Dans un contexte industriel, certaines mesures de qualité telles les teneurs dans les 
usines minéralurgiques ne sont pas disponibles de manière continue contrairement 
aux mesures de débit qui sont pratiquement continues. La résolution temporelle des 
observateurs étant limitée par la période d'échantillonnage la plus longue, celle des 
mesures de qualité, une modélisation discrète sur cette période d'échantillonnage semble 
appropriée. 

Au lieu des variables continues D(0, t), D(L,t), x(0, t) et x(L, t) de la Figure (>. I, 
la modélisation discrète sans inventaire considère les variables Vo^, VL<K, -xo,fc et xi^ 
de la Figure (>..'>. La modélisation discrète avec inventaire présentée à la section §d I 
considère des variables supplémentaires décrivant l'inventaire du tuyau. Ces variables 
supplémentaires, servant, de mémoire, améliorent la modélisation du procédé. L'optique 
de la discrétisation choisie pour les signaux d'entrée du tuyau est illustrée à la Figure 
(i.-'i où les variables continues d'entrée D(0, t) et x(0,t) sur un intervalle de temps 
t G [(k — l)T,kT] sont regroupées en un bloc de volume Vb,/b de qualité homogène XQ^ 
par les transformations suivantes 

kT 

(fc-l)T 

Kl 

I D(0,t)dt (6.11) 

kT 

x0,k = f J x(0,t)dt (6.12) 
(fc-l)T 
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L'entrée d'un bloc de matière de volume Vo.fc de qualité homogène £0,fc dans le tuyau 
illustré à la Figure 0.:5 durant l'intervalle t E [(k — 1)T, kT] cause la sortie d'un bloc de 
volume Vi,,k de qualité x^k potentiellement composée en raison du volume variable des 
blocs entrant dans le tuyau. Ainsi, le bloc sortant de volume Vi,k de qualité x^ peut 
être constitué d'une partie du bloc de volume VQ^-N de qualité XQ^-N entré dans le passé 
ainsi que d'une partie du bloc de volume VQ^-N+I de qualité XQ^-N+I également entré 
dans le passé. Il apparaît déjà que le fonctionnement complet et exact du tuyau piston 
devrait prendre en compte un inventaire, mais l'idée de cette section est d'explorer une 
modélisation plus légère tout en introduisant le lecteur à la section suivante. 

Le problème de modélisation discrète sans inventaire consiste à exprimer de manière 
synchrone les variables de sortie VL et x^ d'un tuyau piston tel celui illustré à la Figure 
(>.:; en fonction des variables d'entrée Vo et XQ en ne considérant pas de mémoire autre 
que les variables d'entrée passées. Sachant que la condition d'écoulement piston ((i.l) 
donne directement V^ = Vo.fe Vfc, il ne reste plus qu'à relier la qualité de sortie présente 
Xx,,fc avec une seule et unique qualité d'entrée passée £o,fe-dfc <4 G N|e4 > 1, excluant 
donc la transmission directe, Xi$ — f(xo,k)i pour fermer le problème de modélisation 
discrète sans inventaire. L'absence de mémoire provenant de l'inventaire empêche de 
relier la qualité de sortie présente xLfc avec plus d'une qualité d'entrée passée. 

Une discrétisation sans inventaire des équations continues (0. 1), (0.!)) et ((i. 10) donne 

VL,k = VQ,k (6.13) 

xL,k = Xo,k-dk (6.14) 

! I J2Vo,k-j <VP\ + 1 (6.15) 
j=o J 

6.3.1 Validation de la modél i sat ion sans inventaire 

La validation de la modélisation sans inventaire ((i. 1.'{)-((>. 15) se fait en considérant 
trois exemples de fonctionnement réel avec inventaire ce qui permet de comparer les 
valeurs de sortie, Vj, et XL, du modèle sans inventaire avec celles données par le procédé 
réel. Le premier exemple considère un débit volumique constant choisi de sorte que Vo, 
le volume constant des blocs entrants, soit un facteur entier du volume libre Vp. Le 
deuxième exemple est celui où un bloc plus gros que celui entrant est situé à l'extrémité 
sortie de l'inventaire. Le troisième exemple est celui où un bloc plus petit que celui 
entrant est situé à l'extrémité sortie de l'inventaire entraînant la sortie d'un bloc dont la 
qualité est composée. Ces trois exemples servent particulièrement à vérifier l'exactitude 
de ((i. 15). 
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Bloc entrant Inventaire initial du tuyau 

X0,k I I X0,k-1 I X0,k-2 I Xo,k-3 I X0,k-4 

Vo,k Vo,k-1-Vo,k Vo,k-2-Vo,k Vo,k-3-Vo,k Vo,k-4-Vo,k 

Inventaire final du tuyau Bloc sortant 

Xo,k ) Xo.k-1 ) Xo,k-2 I Xo,k-3 

Vo,k Vo,k-i=V0,k V0|k.2-Vo,k Vo,k.3=Vo,k
 V L k = V ° * 

XL,k-Xo,k-4 
i 

FlG. 6.4 - Validation # 1 pour un débit constant illustrant que le bloc sortant a une 
qualité homogène xitk = Xo^-i 

6.3.2 Validation # 1 

La Figure (i. I illustre l'inventaire initial à l'instant k où le terme initial signifie que 
l'entrée du bloc de volume Vo,fc de qualité homogène XQ^ n'est pas encore considérée. Cet 
inventaire initial est constitué, dans ce cas particulier, de quatre blocs de volumes égaux, 
mais ayant chacun une qualité différente. L'application du bloc entrant à cet inventaire 
initial résulte en un inventaire final à l'instant A:, tenant maintenant compte de l'entrée 
du bloc de volume Vo,fc de qualité homogène Xo,k, ainsi qu'un bloc sortant de volume VL,k 
de qualité x^,^ homogène dans ces conditions particulières. Ce simple fonctionnement 
piston analogue à une gestion de file premier entré, premier sorti permet de trouver 
les propriétés réelles du bloc sortant soit Vi,k — Vo.fc et XL,k — #o,fc-4- L e s t souhaitable 
que la modélisation sans inventaire donne les mêmes résultats pour ce cas très simple 
à débit constant. 

La modélisation discrète sans inventaire ((i. I 0^0 ' ' !) donne les sorties suivantes où 
le calcul pour ((i. T>) s'effectue dans l'historique des volumes entrés 

VLtk = V0,k (6.16) 

XLM = xQ<k-dk (6.17) 
dk = 3 + 1 = 4 (6.18) 
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Bloc entrant Inventaire initial du tuyau 

Xo,k Xo.k-1 I Xo,k-2 I X(U-3 1 X ° . M 

V0|k=20 V0|k.i=25 Vo,k.2=25 V0,k.3=25 V „ . M = 2 5 

Inventaire final du tuyau B I O C sortant 

xÛ,k I Xo,k-1 I Xo,k-2 ) Xo,k-3 I x°, 

Vo,k=20 V0ik.1=25 V0ik.2=25 V0,k.3=25 V „ , M * = 5 VL,k=V0,k=20 
XL,k-Xû,k-4 

F I G . 6.5 Validation # 2 pour un cas où le bloc entrant est plus petit que le bloc situé 
à l'extrémité sortie de l'inventaire initial. Un bloc résiduel de volume mis à jour par 
rapport à son volume entrant apparaît dans l'inventaire final. 

Ces derniers résultats confirment que la modélisation sans inventaire ((i. I■'>)-((>. '"') 
est exacte pour le cas simple où le débit volumique est constant et qu'il est choisi tel 
que le volume des blocs entrants V0 soit un facteur entier du volume libre du tuyau Vp. 

Un algorithme proposé pour le calcul du délai discret 4 ((>. I >) 

Début 
4 = 0 
tant que Ylf=o vo,k-j < VP 

dk = 4 + 1 
fin 

donne lui aussi 4 = 4 ce qui permet de le considérer pour l'implantation. Il y a toutefois 
une différence car cet algorithme donne 4 = 0 lorsque VQ^ > Vp alors que (i ! <) donne 
4 = 1 dans ces conditions. 
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6 . 3 . 3 V a l i d a t i o n # 2 

La deuxième validation considère une situation illustrée à la Figure (i.-r> où le bloc entrant 
de volume Vo.fc est plus petit que le bloc de volume Vo,fc_4 situé à l'extrémité sortie de 
l'inventaire initial. Un tel exemple est plus facile à suivre avec l'introduction d'unités 
arbitraires pour la taille des blocs entrants et sortants ainsi que ceux des inventaires 
initial et final. Le fonctionnement piston montre que l'application du bloc entrant 
à l'inventaire initial constitué de quatre blocs de volume total égal à 100 en unités 
arbitraires résulte en un inventaire final comprenant cinq blocs toujours de volume 100. 
L'inventaire final contient un bloc de volume Vo^-4/k où la notation signifie le volume 
du bloc dont l'entrée fut complétée à l'instant k — 4 modifié par l'entrée du bloc dont 
l'entrée fut complétée à l'instant k. 

Les propriétés réelles du bloc sortant sont donc V^k = ô,fc = 20 et x^k = 
:r0,/t-4- alors que la modélisation discrète sans inventaire ((i. I.'i)-((i. I •">) donne les sorties 
suivantes 

VL,k = I V = 20 (6.19) 

XL,k = %o,k-dk (6.20) 
dk = 3 + 1 = 4 (6.21) 

ce qui confirme que cette modélisation sans inventaire peut donner des résultats exacts 
dans cette situation. 

L'algorithme proposé pour le calcul du délai discret dk ((> l-r>) 

Début 
4 = 0 
tant que YJJLQ vo,k-j < Vp 

dk = dk + 1 
fin 

donne quant à lui dk = 4 ce qui permet encore de le considérer pour l'implantation. 
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Bloc entrant Inventaire initial du tuyau 

XQ k+1 x0,k Xo.k-1 X ° ' k - 2 X°>k-3 X ° ' w l 

V„,w=25 V0,k=20 V0 ,k-r25 V0,k.2=25 V0,k.3=25 V 0 , M * = 5 

Inventaire final du tuyau Bloc sortant 

T 
Xrj,k+1 | Xrj.k Xo.k-1 Xo,k-2 Jxo.k-3l I xo.w I *w\ 

V0,kt1=25 V0,k=20 V„,k,=25 V0|k.2=25 W i = 5 ^f^^a 
\ w -U . ^Xo,k-4+u. oXo,k-3 

FlG. 6.6 - Validation # 3 pour un cas où le bloc entrant est plus gros que le bloc situé 
à l'extrémité sortie de l'inventaire initial. Cette figure est subséquente à la Figure (i.ô 

6.3.4 Validation # 3 

La troisième validation considère une situation, illustrée à la Figure (i.(i, subséquente à 
la situation finale de la validation # 2 illustrée à la Figure (i.-r>. Le bloc entrant de volume 
Vo,fc+i est maintenant plus gros que le bloc de volume Vo^-A/k situé à l'extrémité sortie 
de l'inventaire initial. Le fonctionnement piston montre que l'application du bloc entrant 
à l'inventaire initial résulte en la sortie d'un bloc de volume égal dont la qualité provient 
cette fois-ci de deux blocs dont la qualité a été mesurée distinctement à l'entrée dans 
le passé. 

Les propriétés réelles du bloc sortant sont donc V/^+i = Vo,fc+i = 25 et XL,/C+I = 
0.2z0,fc-4 + 0.8.ïo,fc-3 alors que la modélisation discrète sans inventaire ((i. 1 :>)-((i. |.r>) 
donne les sorties suivantes 

V W i = V0Ml = 25 (6.22) 

XL,k+\ ~ £0,fc+l-dfc+1 (6.23) 

4 + i = 3 + 1 = 4 (6.24) 

confirmant que cette modélisation sans inventaire ne peut pas donner des résultats 
exacts dans cette situation. L'absence de mémoire de l'inventaire ne permet pas à cette 
modélisation de déterminer les pondérations dans xj^k+\ = 0.2xo,jfe-4 +0.8xo,fc-3-
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L'algorithme proposé pour le calcul du délai discret dk+\ ((>. I ">) 

Début 
4+i = 0 
tant que Yl'jLV Vojt-j < VP 

dk+i = dk+i + 1 
fin 

donne <4+1 = 4 ce qui lui permet d'aller chercher une partie de la qualité de sortie 
xL,k+\ = 0.2zo,fc-4 + 0.8xo,fc-3- Sachant que cet algorithme en pseudo-code donne un 
résultat identique à d^ = max < n G N| X2?=o Vo,k-j < Vp> + l pour les trois validations 
différentes précédentes, le pseudo-code proposé peut alors être considéré avec confiance 
pour l'implantation si nécessaire. 

L'avantage éventuel de la modélisation sans mémoire de l'inventaire est sa légèreté 
algorithmique. Il y a cependant un problème fondamental avec cette modélisation car 
elle considère de par xi^ = %o,k-dk que toute la matière sortant du tuyau durant 
l'intervalle de temps [(k — 1)T, kT] a la même qualité que la matière mesurée à l'entrée 
durant l'intervalle [(A—d* —1)T, (k—dk)T], Il arrive cependant, tel qu'illustré à la Figure 
(i.(i, que le bloc sortant soit composé de plusieurs blocs dont la qualité fut mesurée à 
l'entrée de manière indépendante. Dans ces situations, la modélisation sans mémoire de 
l'inventaire n'utilise pas toute l'information disponible. Une modélisation avec mémoire 
de l'inventaire, permettant d'utiliser toute l'information disponible, est alors proposée 
à la section suivante 

6.4 Modélisation à temps discret avec mémoire de 
l'inventaire d'un tuyau piston 

Le problème de modélisation discrète avec mémoire de l'inventaire consiste à déterminer, 
pour un tuyau piston tel celui illustré à la Figure (i.7, les propriétés V^k et XL,k d'un 
bloc sortant ainsi qu'un inventaire final à A; à partir des propriétés Vo,fc et x0,fc d'un 
bloc entrant ainsi que d'un inventaire initial à k représentant l'inventaire final à k — 1. 
L'inventaire initial à k est encodé tel qu'illustré à la Figure (i.7 où la notation associée 
à chaque bloc comporte deux indices dont le premier représente l'ordre de position du 
bloc à partir de la sortie et le deuxième représente un temps discret. Ce temps discret 
est l'instant final de l'intervalle de temps passé t G [(k — 2)T, (k — 1)T] dans le cas de 
l'inventaire initial de la Figure (i.7. 
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Bloc entrant Inventaire initial du tuyau 

Xfj.k X 5 > - 1 I x4,k-1 *3,k-1 I X2,k-1 I X I M i 

A),k v5,k-1 V^k-1 V3,k-i V2„k-1 Vi,k-1 

Inventaire final du tuyau 

X4,k I X3]k I X2,k Xi,k 

V4,k ^3M V2,k Vl,k VL.k 

X| ,k 

F i e 6.7 Modélisation à temps discret avec mémoire de l'inventaire d'un tuyau piston. 
L'inventaire initial à l'instant k est constitué de l'inventaire final à l'instant k — 1. 

Il faut noter sur cette Figure u. ' un changement de notation dès qu'un bloc entrant 
se joint à l'inventaire final. Chacun des blocs présents dans l'inventaire initial est aussi 
renommé lors de son transfert dans l'inventaire final autant au niveau de la position, 
lorsque nécessaire, que de l'indexation temporelle. Cette notation, rendue nécessaire en 
raison de la mémoire de l'inventaire, est un choix parmi plusieurs, mais c'est celle qui 
est utilisée pour les algorithmes de propagation des blocs présentés plus loin dans cette 
section. 

Une représentation d'état régulière dans un contexte déterministe est d'abord 
considérée pour la modélisation avec mémoire de l'inventaire où les états jouent le 
rôle de mémoire. Cette représentation d'état est appropriée pour un cas simple à débit 
volumique constant, mais s'avère inappropriée, en étant trop rigide, lorsque le débit 
volumique devient variable. 

La modélisation discrète avec mémoire de l'inventaire retenue est sous la forme 
d'algorithmes de propagation de blocs de taille variable en considérant des intervalles de 
temps constants. Des obstacles se sont dressés en vue de la construction d'un algorithme 
universel valide pour n'importe quel nombre de blocs dans les inventaires initial et final. 
En conséquence, deux algorithmes sont présentés soit un pour un nombre de blocs dans 
l'inventaire toujours supérieur ou égal à trois, avec une proposition visant à diminuer 
ce nombre à deux, et un autre pour toujours un seul bloc dans l'inventaire. 
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6.4.1 Utilisation de la représentation d'état 

La représentation d'état est d'abord considérée pour un cas à débit volumique constant 
faisant en sorte que le volume Vo des blocs entrants corresponde à un quart du volume 
total Vp du tuyau. Ainsi, il y a toujours quatre blocs de taille égale dans l'inventaire 
initial et final. Le volume n'a pas à être considéré explicitement car il est déterministe 
et ne sert dans ce cas-ci qu'à fixer le nombre constant d'états. Cet exemple est similaire1 

de par son comportement à celui de la validation # 1 illustrée à la Figure li. I, mais la 
notation est celle de la Figure (i.T qui elle est totalement adaptée pour la propagation 
de blocs de la section suivante. 

La représentation d'état déterministe adaptée à ce procédé est 

Xl,k "() 1 0 0* 
X2,k 0 0 1 0 
X3,k 0 0 0 1 

/A,k_ 0 0 0 0 

Xl,k-1 

xLJk = [o 0 0 l ] '''2'fe~' 

■T4,fc-I 

où l'indexation temporelle est modifiée pour l'entrée x0,fc et la sortie xi^ par rapport à 
une représentation d'état régulière afin d'être en accord avec la notation de la Figure 
li.7, mais cela ne change rien aux concepts qui sont démontrés. La matrice A associée à 
cette représentation incluse dans ((>.-•">) a toutes ses valeurs propres égales à zéro et a 
la propriété que A" = 0 Vn > 4 de sorte que ce système est à réponse en temps fini en 
accord avec la physique du procédé. 

La représentation d'état (d J ">)-((>_'( >) semble tout à fait appropriée à cette situation. 
Cependant, des problèmes apparaissent dès que le débit volumique devient variable. Le 
choix d'une discrétisation spatiale fixe inspirée de l'exemple ci-dessus en découpant 
le tuyau en de multiples parties égales entraîne un problème de gestion de l'horloge. 
En effet, les matrices A et C d'une telle modélisation ne font avancer l'inventaire que 
d'un seul bloc à la fois et ne font sortir qu'un seul bloc par coup d'horloge. Dans un 
cas où deux blocs de l'inventaire initial se retrouvent en sortie, il faut alors soit faire 
rouler ce modèle deux fois alors que le temps véritable n'a avancé que d'un intervalle 
ou soit modifier les matrices A et C en conséquence. Dans les deux cas, un superviseur 
algorithmique dont la première tâche est de déterminer le nombre de blocs de l'inventaire 
initial impliqué dans le bloc sortant doit chapeauter la représentation d'état. 

I %0,k (G.25) 

(6.26) 
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Le choix d'une discrétisation temporelle fixe règle les problèmes d'horloge car le 
temps du modèle devient synchrone avec le temps réel. Cependant, la variabilité du 
débit volumique fait que le nombre de blocs présents dans les inventaires varie dans le 
temps tel qu'illustré à la Figure (i.7. Les vecteurs d'état de la représentation (('>._'■">)-
((i ._'<>) ont alors des dimensions variant dans le temps et les matrices A, D et C doivent 
être adaptées en conséquence. 

Étant donné ces complications, deux algorithmes de propagation de blocs avec 
mémoire de l'inventaire utilisant une discrétisation temporelle fixe sont proposés pour 
modéliser avec mémoire de l'inventaire le tuyau piston. 

6.4.2 Algori thme de propagat ion des blocs pour Nk > 3 Vfc 

La première difficulté pour déterminer la qualité xitk du bloc sortant est le fait que le 
nombre; variant dans le temps de blocs appartenant à l'inventaire initial qui composent 
le bloc sortant est inconnu a priori. La première étape de l'algorithme vise alors à 
trouver le nombre maximal de blocs de l'inventaire initial qui sortiront complètement 
du tuyau. Sachant qu'il n'entre qu'un seul bloc par étape, le nombre de blocs dans 
l'inventaire final se calcule directement à l'étape 2. La notation utilisée pour toutes les 
étapes est celle de la Figure <>.?. 

1. Détermination du nombre ak de blocs sortant complètement à l'instant k en raison 
de l'arrivée d'un bloc Vo>k. 

Début 
ak = 0 
tant que J2%V viM~\ < vo,k 
ak = ak + 1 
fin 

Une formulation plus mathématique équivalente est 

ak = 0 Si Vl,fc_i > K),A: 
n+l 

â . ah = max { n G N X X f c - i ^ V V f autrement (6.27) 

2. Mise à jour du nombre Nk de blocs dans l'inventaire final à l'instant k. 

Nk = Nk-i - ofc + 1 (6.28) 
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3. Détermination des propriétés Viik et Xitk du bloc sortant 

De par l'écoulement incompressible, 

VLM = Vo,k (6.29) 

La détermination de la qualité de la sortie dépendra du nombre ak 

Si <ik = 0, alors xL,k = .x1)fc_j 

Si ak > 0, alors xL,k = E ^ V*»- « M - . + ^ - E ; » , v,.»-.)».»*.,»-. 

Si V0,k = 0, alors xL<k = 0 

4. Mise à jour des volumes Vj<k j = 1 . . . Nk des blocs constituant l'inventaire final 

Un nombre entier ak de blocs sont entièrement sortis et un autre bloc a 
probablement vu son volume diminuer par rapport à ce qu'il était à k — 1. Le 
volume du bloc entrant est Vo,fc-

Le bloc entrant se place en premier 

VNkJk = V0,k (6.30) 

où il est supposé que VQ^k < Vp. Le volume d'un nombre Nk — 2 de blocs de 
l'inventaire initial est inchangé tel qu'indiqué par 

rç,* = rç+«*.fc-] j = 2...Nk-l (G.31) 

où il est supposé que Nk > 3. 

Il reste le nouveau bloc j = 1 soit celui qui est le plus près de la sortie 
dans l'inventaire final. Son volume est obtenu par 

Si ak = 0, alors Vhk = Vu._i - VLik 

Si ak > 0, alors Vuk = K^+i,*., - (VL,fc - EJ=i ^ f c - i ) = £ £ ? VJtk-i ~ VL,k 
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5. Mise à jour des qualités des blocs constituant l'inventaire final 

Les qualités des Nk blocs composant l'inventaire final sont 

%Nk,k = Xo,k (6.32) 

Xj,k = Xj+ak,k-i 3 = 1 • • • Nk - 1 (6.33) 

où il est supposé que Vo,jt < Vp de sorte que Nk > 2. 

Cet algorithme pour la propagation des blocs est limité à un nombre minimal de 
trois blocs dans l'inventaire. La situation appropriée pour son utilisation est celle où la 
période d'échantillonnage T est beaucoup plus petite que le temps de séjour minimal. 
Un autre algorithme adapté à la situation contraire est proposé après la validation du 
présent algorithme. 

6.4.3 Validation par simulation de l 'algori thme de propagat ion 
des blocs pour Nk > 3 VA; 

Il est nécessaire de tester l'algorithme de propagation des blocs pour Nk > 3 V/c présenté 
ci-dessus sur de nombreux essais incluant des situations où a^ = 0 découlant de l'étape 
1 car il existe au moins deux cas différents selon la valeur de a^ dans les étapes 3 et 4 
par exemple. Il faut prendre soin pour cette validation de choisir une distribution des 
volumes des blocs entrants qui fasse en sorte qu'un nombre minimal de 3 blocs soient 
toujours présents dans l'inventaire. 

La simulation utilise un tuyau d'un volume de 100 en unités arbitraires. Les volumes 
de l'inventaire initial et des blocs entrants sont générés à partir d'une distribution 
uniforme U(0, 25) dans les mêmes unités arbitraires assurant ainsi un minimum de 4 
blocs dans l'inventaire. Les qualités initiales de même que celles des blocs entrants sont 
déterminées à partir d'une distribution uniforme [7(1,2). La simulation représente une 
propagation de l'instant k = 1 à l'instant k = 4 faisant donc intervenir 3 transitions. 
Les résultats sont présentés dans les tableaux (i. I, (>._', (i.3 et 0. I. 

Le tableau (i. I montre les volumes des blocs constituant l'inventaire final à chaque 
instant. Il est d'abord vérifié que chaque rangée du tableau (i. I donne 100.000 ± 0.001 
en raison des arrondis. L'étape 1 de l'algorithme donne a2 = 1, 0,$ = 2 et a4 — 0 ce qui 
vérifie les calculs de l'étape 2 sachant les observations réalisées sur le tableau (i. I. 
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Instant v9,k V8,k v7,k v6,k v5<k v*,k V3,k v2,k V\,k 

k= 1 11.717 21.318 14.739 4.171 8.778 17.519 7.288 <).,r>()7 4.963 

A: = 2 10.635 11.717 21.318 14.739 4.171 8.778 17.519 7.288 3.835 

A: = 3 0 23.769 10.635 11.717 21.318 14.739 4.171 8.778 4.872 

k = 4 0.271 23.769 10.635 11.717 21.318 14.739 4.171 8.778 4.601 

TAB. 6.1 Résultats pour les volumes de l'inventaire final Vj>k à l'instant k après un 
fonctionnement continu sur l'intervalle t G [(A: — 1)T, kT]. Le symbole 0 indique que le 
bloc n'existe pas à cet instant. 

Instant %9,k Xg,k #7,fc X6,k xb,k X4,k x3,k x2,k X\,k 

k=l 1.860 1.619 1.210 1.882 1.564 1.683 1.663 1.125 1.235 

A; = 2 1.979 1.860 1.619 1.210 1.882 1.564 1.683 1.663 1.125 

A: = 3 0 1.963 1.979 1.856 1.619 1.210 1.882 1.564 1.683 

A; = 4 1.033 1.963 1.979 1.860 1.619 1.210 1.882 1.564 1.683 

TAB. 6.2 - Résultats pour les qualités de l'inventaire final xhk à l'instant k après un 
fonctionnement continu sur l'intervalle t G [(k — 1)T, kT]. Le symbole 0 indique que le 
bloc n'existe pas à cet instant. 

Instant v0tk vL,k xo,k XL,k 

1 - - -
2 10.635 10.635 1.979 1.176 

3 23.769 23.769 1.963 1.587 

4 0.271 0.271 1.033 1.683 

TAB. 6.3 Résultats pour les entrées et les sorties 

Instant («; . ; - , ) 

1 -
2 8.8818e-015 

3 -1.5987e-014 

4 1.9235e-014 

TAB. 6.4 Résultats pour les bilans dynamiques de matière 
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Sachant a^ pour k = 2 . . . 4, l'évolution des volumes entre les différents instants peut 
être vérifiée en utilisant conjointement les tableaux li.l et (i.3 ce qui permet de vérifier 
l'application de l'étape 4. L'application de l'étape 5 peut être vérifiée avec le tableau li.'J 
sachant ak pour k = 2... 4. La vérification de l'étape 3 est immédiate lorsque a^ — 0 et 
elle peut être vérifiée, lorsque «& > 0, en faisant un calcul direct à partir des données. 

Il est donc relativement facile de vérifier que l'application présentée de l'algorithme 
de propagation des blocs pour N^ > 3 \/k est conforme aux cinq étapes ci-dessus. 
Une vérification supplémentaire consiste à vérifier la conservation dynamique à chaque 
période 

Nk Nk-i 

^ Vj,k Xj,k = Yl Vi<k~ ' xJ'k~ ' + Vllk x°'h ~ Vl'k XL'k (6 '34) 
i i i=\ 

En pratique, l'égalité suivante est testée 

Nk N f c _] 

5 ^ vi,k Xj,k - 5 Z ^'fc-' •xJ>fc-1 ~ ^°- fc x'°-fc + Vh'k XL<k = ° ^6-35) 

L(!s variables d'entrée, d'inventaire initial, d'inventaire final et de sortie respectent 
la loi de conservation dynamique ((> '>'>) tel que montré au tableau (i. i car elles sont 
déterministes. Cet algorithme peut cependant être utilisé de manière indépendante 
comme capteur virtuel fournissant des estimés des variables non mesurées des blocs 
sortants en dépit du fait que les mesures à l'entrée soient bruitées. Les estimés alors 
fournis par l'algorithme ne satisfont pas l'équation de conservation ((i..Ti). 

Un cas critique arrivant en pratique est le traitement de la situation Vo,fc = 0 arrivant 
lorsque l'écoulement dans le tuyau est totalement arrêté. L'ajout d'une vérification 
explicite à l'étape 3 fait en sorte que la qualité de sortie sera nulle dans cette situation. 
Cependant, l'étape 2 continue d'ajouter des blocs dans l'inventaire car elle ne considère 
pas que a^ = 0 de l'étape 1 puisse signifier un volume entrant nul. Néanmoins ces blocs 
sont affectés d'une qualité nulle à l'étape 5 de sorte que les calculs de l'étape 3 ne 
sont pas affectés en définitive. L'algorithme ne peut pas simplement être rendu moins 
vorace en modifiant l'étape 2 pour ne pas qu'elle compte avec un ajout du genre Nk = 
Nic-i si Vo,fe = 0 en raison de l'écrasement résultant en ((1.3(1) et (('••'>'-) respectivement 
dans les étapes 4 et 5. Il serait possible de corriger cela en ajoutant des structures 
conditionnelles aux étapes 4 et 5, mais une formulation plus simple a été retenue au 
détriment de la voracité potentielle. 
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6.4.4 Modification proposée à l 'a lgori thme de propagat ion des 
blocs pour Nk > 3 VA; afin de p e r m e t t r e Nk > 2 VA; 

L'algorithme de propagation des blocs en cinq étapes présenté en §(i I ! pour la 
modélisation discrète avec mémoire de l'inventaire ne donne pas des estimés valides 
si le nombre Nk de blocs dans l'inventaire est inférieur à trois. L'étude des cinq étapes 
de cet algorithme montre que la limite pour trois blocs est causée par l'étape 4 alors que 
les trois étapes précédentes ainsi que la cinquième étape peuvent très bien s'accommoder 
de Nk = 2. 

L'étape 4 suivante est alors proposée en remplacement de l'étape 4 de l'algorithme 
pour Nk > 3 VA: présenté en §i> l.'J : 

4. Mise à jour des volumes Vjik j = l... Nk des blocs constituant l'inventaire final 

Le bloc entrant se place en premier 

VNktk = V0ik (6.36) 

où il est supposé que Vo,/c < Vp. 

Si Nk = 2, alors V\^ = Vp — V̂ fc et on passe ensuite directement à l'étape 5 

Si Nk > 3, alors le volume d'un nombre Nk — 2 de blocs de l'inventaire 
initial est inchangé tel qu'indiqué par 

Vjtk = Vr
j+afcifc_] j = 2...Nk-l (6.37) 

Il reste le nouveau bloc j = 1 soit celui qui est le plus près de la sortie dans 
l'inventaire final. Son volume est obtenu par 

Si (ik = 0, alors Vi,* = Vi,fe_i - VL,k 

Si ak > 0, alors VlJt = ^ot+i,fc-i " (VL,* " E J i i ^ , f e - i ) = Y^lV VSJe-i - VL,k 

L'algorithme de propagation des blocs pour Nk > 2 VA; en cinq étapes construit à 
l'aide de la modification proposée ci-dessus n'a pas été testé durant la présente thèse, 
mais une bonne confiance en son fonctionnement peut être dégagée en raison du fait que 
l'étape 4 pour Nk > 3 VA; n'est finalement que très légèrement modifiée pour l'amener 
à Nk > 2 VA;. 
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6.4.5 Algori thme de propagat ion des blocs pour Nk = lV/c 

Dans le cas particulier où le volume des blocs entrants est toujours supérieur au volume 
libre du tuyau, Vo,fc > Vv VA:, une simplification algorithmique considérable par rapport 
à §(i. I.'J peut être obtenue en considérant les inventaires initial et final comme étant 
constitués d'un seul bloc homogène de volume Vp. 

Dans ce contexte Vo,fc > Vp, les variables du bloc sortant à k sont données par 

VLtk = V0,k (6.38) 

XL,k = — 77 (6.39) 

où l 'on remarque en ((>..'>!)) que la mat iè re sor tan t d u r a n t l ' intervalle t G [(k — 1)T, kT] 
est composée de la mat iè re de qua l i té Xo,fe-i qui é ta i t d ' abo rd en inventaire en débu t 
d'intervalle ainsi que d'une partie de matière de qualité xQ^ qui est entrée durant 
l'intervalle constituant ainsi une transmission directe. 

Cette modélisation, en ayant un inventaire transitoire entre l'inventaire initial et 
l'inventaire final constitué de deux et seulement deux blocs, rend la détermination 
de la qualité de sortie très simple tel que montré par ((i.3!l). Une telle modélisation 
(d.:is)-(ii..'!!)) est compatible avec une représentation d'état puisque le nombre de blocs 
impliqués est constant. 

Les deux algorithmes précédents pour la modélisation discrète avec mémoire de 
l'inventaire permettent donc éventuellement de couvrir toutes les possibilités pour le 
nombre de blocs dans l'inventaire. 

La section suivante considère l'utilisation de ces algorithmes pour l'observation en 
temps réel d'un tuyau piston. 



Chapitre 6. Applications à un écoulement piston à débit variable 143 

6.5 Observation en temps réel d'un tuyau piston 

L'intérêt pour l'observation d'un tuyau piston des modélisations discrètes avec ou sans 
mémoire de l'inventaire proposées respectivement aux sections §(>. I et §(>.'! est leur 
capacité à fournir, de manière synchrone avec les mesures réalisées à la sortie, des estimés 
pour les variables des blocs sortants. L'ajout des mesures indépendantes yyL et yXL aux 
variables de sortie Vi et X\J calculées par les modèles génère la redondance spatiale 
nécessaire à la formulation d'un problème d'observation permettant éventuellement le 
filtrage des valeurs mesurées. 

Plusieurs problèmes d'observation sont considérés dans cette section. Le premier 
problème concerne une opération à débit volumique constant faisant en sorte que le 
nombre de blocs dans l'inventaire soit un nombre constant facteur entier du volume 
total du tuyau. La solution optimale à ce problème d'observation ne nécessite pas une 
approche élaborée et un observateur statique synchronisé est tout à fait approprié. 
Cette approche est équivalente à la modélisation sans mémoire de l'inventaire. Ce 
problème simple sert à fixer la méthodologie utilisée pour la formulation du problème 
d'optimisation autant que pour l'analyse des résultats. 

Le deuxième problème concerne l'observation d'une opération à débit volumique 
variable ajusté de tel sorte que le nombre de blocs en inventaire soit toujours égal 
ou supérieur à trois. Ces conditions permettent l'utilisation de la modélisation avec 
mémoire de l'inventaire Nk > 3\fk développée en §(>. l._\ Le troisième problème concerne 
l'observation sur horizon unitaire d'une opération à débit volumique variable sous la 
condition TV*. = 1 VA; servant à jeter les bases pour l'application industrielle présentée 
au chapitre suivant. 

6.5.1 Observation pour un débit volumique constant Nk >3Vfc 

Le régime d'opération considéré pour ce problème d'observation est le même que celui 
illustré à la Figure (i. 1 où le débit volumique constant est choisi de telle sorte qu'il 
y ait toujours quatre blocs dans l'inventaire. Les volumes de tous les blocs impliqués 
sont déterministes puisque le débit volumique est posé constant. Ceux-ci n'ont donc 
pas à être considérés explicitement dans l'observation qui ne s'intéresse alors qu'aux 
variables de qualité. Ces conditions particulières sont illustrées à la Figure i i v où l'on 
utilise à la fois la notation pour la modélisation sans mémoire de l'inventaire et celle de 
la modélisation avec mémoire de l'inventaire même si celle-ci est superflue pour cette 
situation simple. 
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Bloc entrant Inventaire initial du tuyau 

yxo.k 
X4,k-1 \ *3,k-1 1 X2,k-1 1 Xi,k-1 

YxO.k-1 / Yx0,k-2 1 Yx0,k-3 / YxO.k-4 

Inventaire final du tuyau Bloc sortant 

yxL.k 

F i e . 6.8 - Observation d'un tuyau piston à débit volumique constant. La redondance 
permettant le filtrage de la qualité mesurée à l'entrée yXo,k-4 ne se produit que lorsque 
le bloc associé sort du tuyau. Il est alors possible de confronter la mesure passée yXo,k-4 
à la mesure présente yXL,k-

Cette figure illustre une idée fondamentale à l'observation de ce type de procédé qui 
est également valide lorsque le débit volumique est variable. Les valeurs des mesures 
de qualité réalisées à l'entrée du tuyau se propagent à l'intérieur de l'inventaire sans 
être modifiées faute de redondance. Cette redondance ne se présente que lorsqu'un bloc 
donné passe de l'inventaire à la sortie. Cela permet, dans le cas particulier de la Figure 
<i.N, de confronter la mesure présente yXL,k à la mesure passée yXOik-4 pour la qualité 
de la même matière. Il est donc normal dans ce contexte de ne pas pouvoir générer un 
estimé filtré Xrj,fc//c 7̂  yx0,k à moins que le bloc entrant soit de taille supérieure à celle 
du tuyau. 

R e p r é s e n t a t i o n d ' é t a t sans inven ta i re 

Une représentation d'état où les états sont les variables d'inventaire telle celle présentée 
en §<>. 1.1 pourrait être considérée pour l'observation de ce cas simple. Cependant, il 
n'apparaît pas nécessaire de construire un observateur sur cette représentation d'état 
complète puisque seule la qualité de sortie xi,,k possède deux mesures distinctes yXo,k-4 
et ]JxL,k à un instant donné. Une formulation plus parcimonieuse peut être réalisée en 
adoptant une perspective entrée-sortie résultant en une approche statique synchronisée. 
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La représentation d'état généralisée statique synchronisée adaptée à ce problème 
avec' un retard d général est 

1 -1 
xQ,k-d = 0 

xl,k 

Vxu^k—d 

tJxi,k 
= 

x0,k-d 
xL,k 

Vk 

V 

+ vk 

Af(0,V) Vfc 
0 o ro 

0 al 

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

(6.43) 

Cette représentation d'état généralisée ne possède pas de matrice A ni de matrice W 
d'où son caractère statique. Son application au cas particulier de la Figure (>.> implique 
d = 4. Les propriétés d'observabilite et de redondance peuvent être analysées facilement 
avec une telle représentation ((i. |il)-((i l.'i). 

Analyse de l'observabilité et de la redondance 

La condition d'observabilite des systèmes statiques ('2.1 l) appliquée au système statique 
synchronisé ((i. In) ((i. l.'i) donne 

rang 

r - "] - l " 
E 

= rang 1 0 C 
0 1 

= 2 (6.44) 

assurant ainsi l'observabilité globale du système car la taille du vecteur d'état généralisé 
[xo,fc-d xL,k]T e s t n — 2. Cela confirme l'intuition que l'observabilité de ce système est 
assurée car les deux états généralisés Xo,k-d et xL,k s o n t mesurés directement. 

La structure de (6. I 1) montre cependant une redondance de degré 1 permettant 
de satisfaire la condition d'observabilite avec n'importe quelle combinaison de deux 
équations parmi les trois équations de la matrice [E C]T tel que démontré ci-dessous 

rang 
1 - 1 = rang 1 - 1 = rang 1 0 

1 0 0 1 0 1 
(6.45) 
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Observation optimale 

Sachant les signaux xk = [x0tk-d xLtk\T et ?yfc = [ y ^ - d yXL)fc] ainsi que les matrices 
E = [1 - 1] et V définies en ((i lo)-(0. il) une première façon d'obtenir l'observateur 
optimal consiste à minimiser à chaque instant k le critère suivant 

xk/k = arg min (yk - xk) V (yk - xk 
■>-k 

(6.46) 

assujeti à Exk = 0 

La solution du problème ((i. Ki) se trouve par l'utilisation de l'observateur statique 
pour mesures complètes et directes contenu dans le tableau '_'.•'> ce qui donne 

'■>:k/k — 
%0,k-d/k 

&L,k/k 

axL yx0,k-d+<7J0 VxL,k~d 

axL Vx0,k-d+oX0VxL,k-d (6.47) 

Dans un cas plausible oii a\0 = a\ , on obtient le résultat suivant 

■i'k/k 
X0,k-d/k 

%L,k/k 

2 
Vo.k-d+VL.k 

2 

(6.48) 

L'application des résultats du tableau ' I à ce cas particulier o* — a2
x donne la 

matrice de covariance des erreurs d'estimation suivante 

Pi k,k 
1 < < 
2 < < 

(6.49) 

La matrice ((i. I!)) montre que l'application de l'observateur ((>. iv) a diminué de 
moitié l'effet du bruit aléatoire de mesure sur chacune des variables de qualité mesurées 
et qu'une symétrie dans la précision de l'instrumentation, a^o = o^.l, se reflète en une 
symétrie sur la précision des estimés. 

La manière d'écrire ((i. I(i) permet d'insérer le présent problème dans le cadre 
d'observation optimale présenté au chapitre _'. On remarque cependant une redondance 
dans les solutions ((i. 17) et ((i. I.N) puisque deux solutions identiques sont calculées. Il est 
possible d'obtenir une seule solution en insérant directement la contrainte ((i. 10) dans 
le critère ((i. Id) pour obtenir la solution x^k/k P a r moindre carrées pondérés. Cette 
approche sera utilisée pour l'observation à débit volumique variable. 
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Distribution de l'erreur d'estimation 

::: 

-0.2 -0.1 0 0.1 
Erreur d'estimation 

0.2 0.3 

F i e 6.9 Distribution de l'erreur d'estimation xLtk/k — x*Lk. 

Validation numérique de l'observation pour un débit constant 

La validation numérique de l'observation pour un régime d'opération à débit constant se 
fait en utilisant la solution (<i ! ) où une symétrie sur la précision de l'instrumentation 
est présente. Les données simulées sont obtenues en utilisant l'algorithme de propagation 
de blocs pour Nk > 3 VA; de la section §(i. \:2 en utilisant un tuyau d'un volume de 
100 en unités arbitraires. Les volumes de l'inventaire initial et des blocs entrants sont 
constants à 25 dans les mêmes unités arbitraires assurant ainsi toujours 4 blocs dans 
l'inventaire. Les qualités initiales de même que celles des blocs entrants sont déterminées 
à partir d'une distribution uniforme [7(1, 2). Les valeurs mesurées ((>. 11) sont obtenues 
en ajoutant un bruit de mesure aléatoire d'écart type relatif 10 % aux variables de 
qualité réelles. 

L'erreur d'estimation, définie par Xk/k bki est calculée sur 10 000 points 
d'observation et la distribution statistique obtenue pour le signal Xj^k/k ~ xl k es* 
illustrée à la Figure <>.(). Les conclusions sont que l'observateur n'est pas biaisé et que 
la distribution de l'erreur d'estimation est gaussienne. 

La comparaison des matrices de variance des mesures V, des erreurs d'estimation 
théorique Ptheo ('' I") et des erreurs d'estimation obtenue numériquement avec les 
données simulées Pexpe donne 
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V = 

theo 

P = 
1 expe — 

0.0225 0 
0 0.0225 

0.0113 0.0113 
0.0113 0.0113 

0.0111 0.0111 
0.0111 0.0111 

(6.50) 

(0.51) 

(6.52) 

confirmant que l'observateur se comporte en simulation de la manière prévue en théorie 
puisque l'on a la bonne distribution pour les erreurs d'estimation, la bonne moyenne 
ainsi que la bonne matrice de variance. 

La vérification de la conservation dynamique par les estimés xk/k produits par 
l'observateur ((>. I>) se fait en utilisant une version modifiée de la condition (ti .'15) afin 
de prendre en compte le lissage 

4 4 

2 J V3,k Xj,k - 2^ VJ<k~] %*-V* ~~ Vi)<k XM + VL,k î-L,k/k = 0 (6.53) 
3=1 3=1 

où l'inventaire initial doit maintenant être lissé pour satisfaire la conservation 
dynamique comme en témoigne l'apparition de Xj^-i/k dans le deuxième terme en 
remplacement de Xjtk-i présent dans ((i i <). Les variables d'inventaires présentes dans 
les deux premiers termes de ((i r>'->) sont encodées conformément avec la modélisation 
avec mémoire de l'inventaire illustrée à la Figure (i> par exemple. Dans le cas présent 
où un et seulement un bloc présent dans l'inventaire initial sort à chaque instant, seule 
la qualité Xitk-i est lissée à l'instant k résultant en x^k-i/k = xL,k/k- Pour la variable de 
qualité d'entrée XQ^ et les variables de qualité îj^-x/k J' — 2 . . . 4 dans l'inventaire qui 
ne sont pas encore réconciliées, on utilise les valeurs mesurées yXa,k et yXo,k-j J = 3 . . . 1 
pour faire le bilan ((>."> i). 

Une démonstration de ce lissage de l'inventaire se fait à partir du tableau i .5 en 
posant une qualité entrante mesurée yXOik = 1.21 et une qualité sortante mesurée 
VxL,k — 1.13. L'application de l'observateur ((i. iv) avec x\^-\ = Vo,k-A dans l'inventaire 
initial non lissé donne Xo,fc-4/fc = %L,k/k = LU- Cette dernière observation a comme 
conséquence de modifier l'inventaire initial tel que montré à la deuxième ligne. Dans 
le cas présent, en raison des débits volumiques constants, la conservation dynamique 
(<>.~i.'l) peut être vérifié en utilisant uniquement yo,fe = 1.21, x^k/k = 1.11, l'inventaire 
lissé ainsi que l'inventaire final du tableau <> >. 
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Position 4 3 2 1 

Inventaire initial non lissé 1.10 1.20 1.31 1.09 

Inventaire initial lissé 1.10 1.20 1.31 1.11 

Inventaire final 1.21 1.10 1.20 1.31 

TAB. 6.5 - Exemple d'un bilan de matière avec quatre blocs en inventaire impliquant 
un lissage où la qualité entrante mesurée est yXOtk = 1-21 et la qualité sortante mesurée 
est yXLtk = 1.13. 

6.5.2 Observation pour un débit vo lumique variable Nk >'3Vk 

L'observation d'un tuyau piston pour une opération à débit volumique variable sous 
la condition Nk > 3 Vfc procède de manière similaire à celle de la section précédente 
§6.5.1 au sens où la redondance spatiale nécessaire au filtrage des valeurs de qualité 
mesurées ne se présente toujours que lorsque les blocs associés sortent de l'inventaire, 
mais avec quelques différences puisque le nombre de blocs présents dans l'inventaire 
initial composant le bloc sortant n'est plus connu a priori. 

Le débit volumique constant facteur entier du volume du tuyau permettait de relier 
d'une manière simple la mesure de qualité de sortie présente yXl ^ à une mesure de 
qualité passée yXo,k-4 sans même avoir à introduire une mémoire de l'inventaire dans le 
cas particulier de la Figure 6.N. Dans cet exemple, yXo,k-4 peut être vu comme la qualité 
de sortie calculée par le modèle du tuyau piston opéré à débit volumique constant. Le 
présent contexte fait maintenant en sorte que la qualité de sortie est calculée par l'étape 
3 de l'algorithme de propagation des blocs présenté à la section §(>. 1.2. 

La valeur pour la qualité de sortie calculée par l'algorithme de propagation de blocs 
sous la condition Nk > 3 VA;, y™°A

k, est 

VTL% = *i.*-i s ia* = 0 

mod E J i Yijt-i xj<le-i + (vLtk - E"ii Yjtk~i) xttk+i,k-i . ..... 
VxL% = ~^~ —r, — : S1 ak > 0 (6.54) 

VL,k 

où le paramètre ak est inconnu à priori, mais peut être estimé en utilisant l'étape 1 de 
l'algorithme de propagation de blocs avec les données appropriées. La question à savoir 
quelles valeurs, mesurées ou filtrées, utiliser dans (('<.-> I) est déterminée ci-dessous par 
la solution proposée pour le problème d'observation optimale. 
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En utilisant y^\ pour la valeur de la qualité de sortie calculée par le modèle 
d'un tuyau piston opérant à débit volumique variable, l'écriture du critère pour 
l'observation optimale apparaît aussi simple que celle pour l'observation d'un régime 
à débit volumique constant. Cependant, la solution du problème d'observation devient 
plus subtile puisque non seulement les qualités des blocs composants le bloc sortant 
sont imprécises, mais les volumes de ces blocs sont imprécis. 

Ecriture du problème d'observation optimale 

L'observation s'intéresse particulièrement, dans un contexte temps réel, à générer à 
l'instant k des estimés filtrés des propriétés du bloc sortant, V^k/k et î;L,k/k, par l a 

minimisation de 

T> . . (Vv0,k - Vi,k)2 , (yvL,k - VLMY VL,k/k,XL,k/k = arg min — + ^ 
vL,xL ovi a ̂  

VxL,k ~ XL,k) , VJxL,k ~ XW 
2 + ~^2~ ^ - D Û J (T G . 
XL 'Emod 

Il serait bien d'ajouter une contrainte d'inégalité [Vi Xi] > 0 dans le cadre 
d'une réconciliation dynamique non linéaire de données utilisant un algorithme de 
programmation non linéaire pour minimiser ce critère. Cependant, l'observateur proposé 
ci-dessous est obtenu sous forme analytique de sorte qu'il n'est pas possible de fixer 
cette contrainte d'inégalité a priori. Cependant, aucun estimé négatif n'est sorti des 
expériences numériques. 

Si y™2% était connu a priori ou disponible de manière indépendante des variables à 
estimer telles que le sont les mesures yv0,k,yvL,k et yXL^,, un tel problème pourrait être 
résolu directement en une seule étape par l'emploi des moindres carrés en supposant 
que cr"im, est également connu. La réalité présente est cependant que Vb,fe nécessaire 
au calcul de y™°\ par le calcul de l'algorithme de propagation des blocs est relié à Vi,^ 
de par la contrainte VL^ = Vo.fc et qu'éventuellement Vi,k/k = Vo,k/k- H semble donc 
profitable de faire un filtrage des volumes mesurés, yva,k et yvL,k, avant de faire le calcul 
de y™°djt comme il sera fait ci-dessous dans une solution séquentielle. Ensuite, l'utilisation 
de Vo,fc/fc ainsi que des volumes filtrés passés dans l'algorithme de propagation des blocs 
avec les valeurs mesurées pour les qualité permettra d'estimer cr? . L a variance a^ 

* A x ■' tnixl x m o d 

inclut donc le fait que y™°̂  est calculé à partir de volumes filtrés au moment où les blocs 
correspondants sont entrés dans l'inventaire ainsi que des valeurs de qualité mesurées à 
l'entrée dans le passé. 
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Solution séquentielle proposée au problème d'observation optimale 

Le problème d'observation ((i.."i.r>) est solutionné en trois étapes 

1. Les volumes mesurés, yv0,k e t VvL,k, KOnt filtrés 

VM/* = 2 2 (6-56) 

2. Sachant Vo,*./*, = Vz,,fc/*, Vo,fc/fc ainsi que la qualité d'entrée mesurée y^fc sont uti
lisés dans l'algorithme de propagation des blocs JV̂  > 3 Vfc pour obtenir £/̂ "'fc. Un 
estimé de ai doit être obtenu d'une manière où d'une autre. L'estimé pour ai 

•'-mod J -mou 

est obtenu par simulation numérique dans cette thèse en utilisant la différence 
entre y™°\ et x*L k la valeur réelle pour la qualité du bloc sortant. 

3. La qualité de sortie filtrée est alors obtenue par 

- °xmod 1hL,k + G
Xt VxZk (f. _-v 

XL,k/k — ô ; 5 (O.Ot) 
a + a 

•' 'mod •*■£, 

Validation numérique de la solution proposée 

Le tuyau considéré a un volume fixe de 100 en unités arbitraires. Les valeurs réelles 
des volumes et des qualités des blocs entrants sont respectivement générées à partir des 
distributions uniformes [7(100, 200) et [7(1, 2) toujours en unités arbitraires. Les valeurs 
réelles des volumes et des qualités des blocs sortants sont générées par l'utilisation 
de (ii.:IN) et (0.3!)) à partir des valeurs réelles des blocs entrants. Les bruits de 
mesures aléatoires de moyennes nulles pour les volumes et les qualités correspondent 
respectivement à des écarts types relatifs de 1 % et 10 %. 

1. Filtrage des volumes 

Une symétrie est considérée entre les précisions des capteurs de débit d'entrée et de 
sortie de sorte que ayo = a\ = 0.0156. Le filtrage sur 100 000 points donne des 
estimés Vô /fc = Vi,k/k dont la variance d'estimation est 0.0078 soit la moitié de celle 
des capteurs en accord avec la théorie. 
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Distribution de l'erreur d'estimation expérimentale Distribution simulée d'une N(0,0.0162) 

Erreur absolue Erreur absolue 

F i e . 6.10 Distribution de l'erreur absolue expérimentale et distribution A/"(0,0.0162) 
sur 100 000 points. 

2. Évaluation de ai 
x m o d 

Les volumes filtrés de l'étape précédente sont utilisés avec la mesure présente de la 
qualité du bloc entrant yXOtk dans l'algorithme de propagation des blocs N^ > 3 V/V 
afin de générer des statistiques sur l'erreur de calcul pour la qualité de sortie associée 
à ce modèle. La simulation sur 100 000 instants a permis les résultats suivants sur les 
statistiques de l'erreur de calcul du modèle 

t-xVxlt xL,kS 

^■{(y'x^k x*L,k)\Vxl,k~XL,k) / 

-0.0002 

0.0162 

(6.58) 

(6.59) 

Ces résultats montrent que la valeur y™*k calculée par l'algorithme de propagation 
des blocs n'est pas biaisée et que la variance de l'erreur d'estimation ai , du modèle 
est inférieure à celle, a\ = 0.0225, du capteur physique pour la qualité de sortie. Ce 

i > ai, aurait semblé plus intuitif étant donné 
2 _ 

résultat est très surprenant alors que a 
l'implication des variables de volumes imprécises sachant que a\{ -= a*a. Une explication 
possible à ce résultat est que la distribution correspondante ne soit pas gaussienne, mais 
d'une forme symétrique plus mince qu'une gaussienne. Cette hypothèse se confirme en 
traçant la distribution d'une gaussienne J V ( 0 , 0.0162) sur 100 000 points tel qu'observée 
sur la Figure (i. 10. 
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3. Filtrage de la qualité de so r t i e 

L'utilisation de ((>.57) avec le résultat o% A de l'étape précédente donne des estimés 
filtrés xitk/k dont les statistiques de l'erreur d'estimation sur 100 000 points sont 

E{xL,k/k - x*L<k} = -0.0004 (6.60) 

E{(xL,k/k-xh)(ÏL,k/k-xl,k)T} = 0.0094 (6.61) 

Ces résultats montrent que le filtrage de la qualité de sortie est non biaisé et qu'il 
produit des estimés plus près des valeurs réelles que ne le sont les mesures brutes yXL,k 
et les valeurs calculées y™"\ a partir du modèle de propagation des blocs en utilisant 
les volumes filtrés ainsi que les valeurs de qualité mesurées à l'entrée. 

La variance d'estimation erj obtenue pour le filtrage peut être obtenue 
théoriquement par l'utilisation de (0.-r>7) sachant cr% = 0.0162 et <J\ = 0.0255 ce 
qui donne 

o\h = ( ^ y _ \ a2
XL+(2

 0il
+(j2 \ aimnA (6.62) 

^ 2-mod -Xi, / \ 3?mod ^L ' 

o\L = 0.0094 (6.63) 

correspondant exactement à ce qui a été obtenu par les simulations numériques ((> i>l). 

6.5.3 Observation sur horizon uni ta i re pour un débit variable 
sous la condition Nk = 1 VA; 

L'observation d'un tuyau piston réalisée ci-dessus dans les sections §().•"> ! et §(i.5.2 
nécessite un lissage de l'inventaire initial afin de satisfaire la conservation dynamique 
tel que montré, par exemple, par la condition (6.53) et illustré au tableau (i 5. Des 
contraintes industrielles peuvent faire en sorte qu'il n'est pas toujours désiré de modifier 
les comptes rendus passés de production. Un tel contexte est alors propice à l'utilisation 
du concept d'horizon unitaire introduit en §2.3. 1. La modélisation avec mémoire de 
l'inventaire Nk = 1 V/c de la section §(i. 1.5 combinée à l'horizon unitaire permet de 
générer des estimés satisfaisant la conservation dynamique sans avoir à lisser les données 
passées. Un des objectifs de cette section est d'introduire certains concepts utilisés dans 
l'application industrielle présentée au chapitre 7. 
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La conservation dynamique sur horizon unitaire obtenue à partir de (ii..'!!)) est 

Vp x0,k/k — Vp ^o.fc-l/fe-] — Vo,fc Xotk/k + VL,k/k &L,k/k — 0 (6.64) 

Conditions de simulation 

Le tuyau considéré a un volume fixe de 100 en unités arbitraires. Les valeurs réelles 
des volumes et des qualités des blocs entrants sont respectivement générées à partir des 
distributions uniformes £7(100, 200) et £7(1, 2) toujours en unités arbitraires. Les valeurs 
réelles des volumes et des qualités des blocs sortants sont générées par l'utilisation 
de (6.:{N) et ((1 .'!'•) à partir des valeurs réelles des blocs entrants. Les bruits de 
mesures aléatoires de moyennes nulles pour les volumes et les qualités correspondent 
respectivement à des écarts types relatifs de 1 % et 10 %. 

Réconcil iation dynamique non linéaire de données ( N D D R ) 

Un problème de réconciliation dynamique non linéaire de données sur horizon unitaire 
est écrit en définissant les vecteurs Xk, Vk et la matrice V ci-dessous 

■a-

Vk = 

V = 

V0ffc" 
vL,k 
x0,k 

_xL,k_ 

W0,k 

wL,k 
Vxo,k 

VxL,k_ 

2.2500 0 0 0 
0 2.2500 0 0 
0 0 0.0225 0. 
0 0 0 0.0225 

(6.65) 

(6.66) 

(6.67) 
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Instant Vo,k/k Vz,,fc/fe £o,fc/fc ^OJb-l/fc-l %L,k/k ((,.(,1) 

1 - - 1.3467 -

2 133.7536 133.7536 1.8691 1.3467 1.4785 0.0000 

3 131.8893 131.8893 1.6679 1.8691 1.8204 0.0000 

1 137.0021 137.0021 1.9101 1.6679 1.7333 0.0000 

T A B . 6.6 - Historique des estimés et évaluation de la conservation dynamique. 

r T / - i xk/k = arg min (yk - xk) V (yk - xk) 
%k 

assujeti à V0<k = VL)k 

Vh,k'xL,k Vp:îo,k-\/k-l + (M),fc — Vp) Xo.fc 

xk > 0 (6.68) 

Des estimés xk/k ont été générés par cet observateur à partir des valeurs mesurées 
yk pour 10 000 instants. L'histogramme des erreurs d'estimation xk/k — x*k confirme une 
distribution gaussienne de manière similaire à la Figure (i.!) et les propriétés statiques 
obtenues sont 

E{xk/k-x*k} 

E{(xk/k - x*k) (xk/k - x*k)T} 

0.0180 
0.0180 
-0.0009 
-0.0009 

1.1426 1.1426 0.0006 -0.0003 
1.1426 1.1426 0.0006 -0.0003 
0.0006 0.0006 0.0211 0.0038 
-0.0003 -0.0003 0.0038 0.0112 

(6.69) 

(6.70) 

La moyenne des erreurs d'estimation ((>.(>!)) montre que l'observateur produit des 
estimés non biaises. La matrice de variance (6.70) montre que l'observateur a diminué 
la variance d'estimation sur les quatre variables par rapport à la matrice des erreurs 
de mesure ((i.<>7). Cependant, la réduction de variance sur la qualité de sortie xL est 
beaucoup plus élevée que celle sur la qualité d'entrée XQ. Il s'agit d'une asymétrie de 
filtrage causée par l'observation ainsi que les conditions d'opération puisque les capteurs 
physiques à l'entrée et à la sortie sont de précision égale donc symétriques au niveau 
de la précision. 
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FlG. 6.11 - Illustration d'une observation sur horizon unitaire pour un débit variable 
sous la condition JV*. = 1 V/c. Les lignes continues représentent les valeurs réelles alors 
que les croix et les cercles représentent respectivement les valeurs mesurées et estimées. 

La Figure (i. I I illustre les quatre séries temporelles associées aux quatre variables 
concernées par l'observateur. Le filtrage sur les volumes des blocs entrants et sortants 
est négligeable, mais la précision sur ces variables fournie par le système de mesure 
est déjà très bonne. La qualité des blocs entrants n'est pratiquement pas filtrée bien 
que la précision du système de mesure permette de l'amélioration. La qualité des blocs 
sortants est cependant beaucoup mieux filtrée que celle des blocs entrants confirmant 
une asymétrie de filtrage. 

Le tableau (>.(> démontre finalement que les estimés filtrés satisfont la conservation 
dynamique(<).(i l), sans avoir à utiliser le lissage, alors que les mesures ne le feraient pas. 
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6.6 Conclusion 

Le chapitre a commencé par une modélisation continue d'un tuyau piston résultant 
en une équation différentielle aux dérivées partielles. La solution analytique pour un 
débit constant de l 'EDP a permis de retrouver une forme connue x(L,t) = x(0,t — r) 
avec un temps de séjour r constant pour l'évolution de la qualité de sortie x(L) ayant 
servi de point de départ pour proposer une solution analytique pour l'évolution de 
la qualité de sortie dans un cas où le débit est variable. Cette solution analytique 
x(L, t) = :r(0, t — r(t)) contient toutefois un paramètre variable, le temps de séjour r(t), 
dont le calcul requiert ultimement une démarche algorithmique. 

La modélisation discrète, nécessaire à l'implantation pratique d'observateurs, a 
d'abord été considérée sans mémoire de l'inventaire. Cependant, l'absence de mémoire 
sur l'inventaire entraîne une perte d'exactitude du modèle par rapport aux valeurs 
réelles car il n'est pas possible de relier la qualité de sortie présente x^^ avec plusieurs 
qualités d'entrée passées. Une modélisation discrète avec mémoire de l'inventaire a donc 
été proposée afin de garantir l'exactitude de la modélisation ainsi qu'une utilisation 
maximale de toute l'information disponible. Il n'a pas été possible cependant d'obtenir 
un algorithme universel clair et simple valide pour n'importe quel nombre de blocs en 
inventaire allant de un à l'infini. 

L'observation d'un tuyau piston à débit constant a généré des résultats parfaitement 
conformes au cadre d'observation développé au chapitre 2 appliqué à un procédé à retard 
pur tout en servant à introduire l'observation d'un tuyau piston à débit variable. Le 
filtrage temps réel de la qualité de sortie d'un tuyau piston à débit volumique variable 
a ensuite été proposé et solutionné de manière séquentielle. Les volumes sont d'abord 
filtrés et ensuite utilisés pour calculer une qualité de sortie à l'aide de l'algorithme de 
propagation des blocs. Cette valeur calculée par le modèle est redondante avec celle 
obtenue par le capteur physique ce qui permet finalement le filtrage. Les résultats 
obtenus ont montré que la qualité de sortie filtrée n'est pas biaisée et qu'elle est plus 
précise que celle indiquée uniquement par le capteur physique. L'observation sur horizon 
unitaire pour un débit variable sous la condition TV*. = 1 VA; a ensuite été considérée 
en utilisant une solution NDDR en raison de la présence d'une contrainte bilinéaire. 
L'objectif de cette dernière simulation était de fixer la méthodologie qui sera utilisée 
au chapitre suivant. 



Chapitre 7 

Application industrielle 

7.1 Introduction 

La collaboration avec Algosys a permis de bénéficier de quelques problèmes industriels 
provenant de clients réguliers ou de propositions venant de clients éventuels. Ces 
problèmes ont souvent l'avantage d'être différents de ceux présents dans les livres 
usuels (Narasimhan & Jordache, 2000; Romagnoli & Sanchez, 2000), mais ont parfois 
le désavantage d'être moins bien définis. Ce chapitre analyse un problème industriel de 
bilan de matière et présente1 une validation numérique de la solution proposée. 

Le client est un producteur de pétrole brut à partir des sables bitumineux utilisant 
déjà de manière séparée des outils de bilan de matière statique dans deux usines reliées 
de telle sorte qu'une usine traite la matière prétraitée par l'autre. La présence de 
réservoirs et d'un pipeline à débit variable entre les deux usines dont les capacités 
d'accumulation sont significatives par rapport à la quantité de matière traitée par les 
usines sur la période quotidienne de bilan rend difficile l'interprétation intégrée des 
bilans de matière réalisés de manière séparée. 

La littérature concernant ce type particulier de problème est pratiquement 
inexistante. Il y a beaucoup de travaux rapportant des applications de supervision sur 
des pipelines transportant du gaz naturel (Aanio et al., 2006), mais pratiquement rien 
sur la supervision ou l'observation des pipelines transportant des sables bitumineux. 
Les enjeux sont certainement différents alors que le gaz naturel est compressible, mais 
considéré homogène en composition, les sables bitumineux peuvent être considérés 
incompressibles, mais sont hétérogènes en composition. 
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Cette application permet d'illustrer et de valider certains concepts énoncés dans 
les chapitres précédents sur un rheogramme un peu plus complexe dans un cadre 
multilinéaire avec contraintes d'inégalité où de nombreuses variables ne sont pas 
mesurées. Le rheogramme réel complet du client étant cependant de très grande taille, 
il a été simplifié pour la présente étude en ne conservant que les éléments présents entre 
les deux usines tel qu'illustré à la Figure 7. !. Cette approche est justifiée par le fait que 
sur une période de bilan quotidienne les autres éléments, inclus dans les usines A et B 
par exemple, peuvent être considérés statiques et peuvent donc être observés avec les 
outils déjà disponibles. 

En accord avec les attentes du client, toutes les données autant les mesures que 
les estimés sont intégrées sur une période quotidienne permettant alors de modéliser 
les réservoirs et le pipeline illustrés à la Figure 7.1 en n'utilisant que la modélisation 
avec mémoire de l'inventaire pour N^ = 1 VA; de la section §(i. l.-~>. Cela est possible 
car l'intégration quotidienne fait en sorte que la période de bilan dépasse le temps de 
séjour maximal. La solution optimale au problème d'observation défini plus loin dans 
ce chapitre est obtenue par la réconciliation dynamique non linéaire de données (-.70) 
présentée à la section §2.. S. 7 en considérant un horizon unitaire tel que défini en §2..'i. I. 

Ce problème industriel est assujetti à des clauses de confidentialité stipulant que 
certains détails comme les récupérations de bitume ne peuvent pas être dévoilés. Ce 
contexte, auquel s'ajoute la distance des installations qui n'ont jamais été visitées par 
l'auteur de cette thèse, peut expliquer que des données ou des explications concernant 
les opérations soient manquantes ou apparaissent floues et que l'analyse des résultats ne 
soit pas complète d'un point de vue académique. Les données utilisées pour la validation 
de la solution proposées ne sont pas des données réelles provenant du client, mais les 
valeurs nominales sont néanmoins inspirées des valeurs réelles. 

La section suivante commence par une analyse qualitative du procédé afin de clarifier 
l'application de certains concepts. Ensuite, la modélisation du procédé par contraintes 
de bilan de matière est abordée. Une brève discussion du système de mesure est ensuite 
présentée avant d'énumérer les variables mesurées. La section suivante considère le 
problème d'observation optimale sur horizon unitaire en définissant d'abord des critères 
pour l'analyse des résultats pour ensuite poser le problème d'observation optimale ainsi 
que discuter certains détails reliés à son implantation. Les résultats numériques obtenus 
pour des bilans dynamiques de matière totale et de sable démontrent la validité du 
concept. 
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Débit volumique 
Analyse chimique 
Hauteur dans le réservoir 

Aucune 
mesure 

Débit 
volumique 

Débit volumique 
Masse volumique 

1 2 4 5 
Usine A Réservoirs Ajout Pipeline 

d'eau 

Aucune 
mesure 

Usine B 

FiG. 7.1 - Schéma montrant les éléments du problème de bilan de matière étudié soient 
les deux usines, les trois réservoirs regroupés en un seul, l'ajout d'eau et le pipeline. Les 
points où des mesures sont réalisées sont également indiqués ainsi que l'objectif de ces 
mesures. 
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Unité Dimension Valeur 
Gros réservoir Diamètre 

Hauteur 
Volume 

32,0 m 
19,5 m 
15 700 m3 

Petits réservoirs Diamètre 
Hauteur 
Volume 

22,0 m 
19,5 m 
7410 m3 

Pipeline Longueur 
Diamètre interne 
Volume interne 
Engorgement nominal 

35 450 m 
0,88 m 
21 560 mA 

%l> = 0.25 

TAB. 7.1 Dimensions des unités dynamiques de la figure i. 

7.2 Problème de bilan de matière 

Le problème considère la tâche de bilan de matière sur un grand ensemble de deux 
usines illustrées sur la figure 7. I pouvant abriter de plus petites usines. L'usine A sert à 
préparer l'alimentation de l'usine B qui elle reçoit de l'alimentation de plusieurs usines 
en plus de celle fournie par l'usine A. Le transport de la matière entre l'usine A et l'usine 
B se fait par un pipeline dont les dimensions sont présentées au tableau 7.1. Pour des 
raisons liées aux opérations telle la variabilité de la qualité de l'alimentation, le débit 
volumique d'opération du pipeline est variable. De plus, afin de pouvoir découpler un 
peu l'opération des deux usines, des réservoirs sont situés entre l'usine A et l'entrée du 
pipeline. Il y a en réalité trois réservoirs décrits au tableau 7 I ainsi qu'un aiguillage 
entre le gros réservoir et les deux petits. Ces détails d'opération n'ayant pas d'incidence 
sur la présente démonstration de concept, le regroupement des trois réservoirs en un 
seul réservoir dont les dimensions sont ajustées en conséquence est considéré dans cette 
thèse et l'ensemble est désigné unité réservoirs. L'unité réservoirs est ici modélisée 
comme un tuyau piston puisque le fluide est très visqueux et n'est donc pas mélangé 
dans les réservoirs. Cette viscosité explique l'ajout d'eau à la sortie des réservoirs avant 
l'entrée dans le pipeline. L'inclusion des réservoirs et du pipeline dans le bilan de matière 
en tant qu'éléments dynamiques fait en sorte que des paramètres supplémentaires de 
nature géométrique tels ceux présentés au tableau 7.1 sont nécessaires pour l'écriture 
de certaines contraintes de conservation particulièrement pour les termes décrivant les 
inventaires. 
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Bell Curve and Cumulative Frequency 
Time Lag (Jan - October 2004) 

-BelICurve (Prirnary Axis) 
-Cumulative Frequency (SBCondary Axis) 

l 

TlmeDelay (houra) 

FlG. 7.2 Distribution de la probabilité et probabilité cumulative du temps de séjour 
entre l'usine A et l'usine B. 

Il est posé que le pipeline est de longueur et de diamètre fixe de sorte que le pipeline 
ne subisse pas de dilatation ou de compression ou qu'un mécanisme de compensation est 
supposé être en place. Le pipeline est toujours considéré plein, mais en réalité un certain 
volume ne bouge pas. Ce phénomène est nommé fouliny par le client ou engorgement 
dans cette thèse. Le client considère un facteur d'engorgement de 0.25 de sorte qu'un 
quart du volume interne du pipeline est constitué d'un lit de sable considéré immobile. 
L'écoulement dans le pipeline est supposé incompressible et il n'est pas considéré que 
la matière se mélange longitudinalement. 

En raison de l'absence de réactions chimiques complexes dans la partie étudiée du 
procédé, l'ensemble des opérations concernées par le problème de bilan de matière ne 
contient que trois espèces distinctes soit l'eau, le bitume et le sable. Le naphta utilisé 
dans l'usine B n'est pas considéré par le présent problème de bilan de matière. La 
distribution statistique sur la Figure 7.2 du temps de séjour entre l'entrée des réservoirs 
et la sortie du pipeline montre que l'événement {temps de séjour supérieur à 24 heures} 
arrive très rarement, mais la résolution empêche une conclusion franche. L'analyse des 
données utilisées pour préparer ce graphique montre cependant que cet événement ne 
s'est jamais produit sur plusieurs mois d'opération. Le fait que le délai ne soit jamais 
plus élevé qu'une période de bilan quotidien permet l'emploi unique de la modélisation 
avec mémoire de l'inventaire pour un inventaire toujours constitué de un et un seul bloc 
présentée à la section §(>. 1.5 
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Dans chacune des usines, l'ensemble des mesures et des équations de conservation 
statique assure l'observabilité nécessaire à un bilan de matière statique ainsi qu'une 
certaine redondance. La redondance isolée de l'usine B est toutefois moins élevée que 
celle de l'usine A car la sortie du pipeline n'est pas instrumentée tel que confirmé 
à la Figure 7.1. La réalisation séparée de ces bilans de matière statiques donne des 
résultats satisfaisants pour chacune des usines, mais des conflits apparaissent lorsque 
les deux bilans séparés sont confrontés pour une supervision globale des opérations. 
Une importante source de conflit est le fait qu'il existe réellement un lien entre une des 
sorties de l'usine A et une des entrées de l'usine B puisqu'il s'agit, en prenant compte 
de l'ajout d'eau, de la même matière, mais retardée. Ce lien amenant la confrontation 
des deux bilans séparés doit être inclut dans la stratégie de bilan de matière. 

7.2.1 Equations de conservation de la matière 

Une réflexion sur les besoins globaux du client amène à penser que la réalisation de deux 
bilans de matière séparés pour deux usines non indépendantes induit des pertes ou des 
gains fictifs de matière entre les deux usines. La solution à ce problème passe par la 
considération d'un bilan de matière global tenant compte des deux usines ainsi que des 
variations des inventaires dans les réservoirs et le pipeline. Cette section vise l'écriture 
des équations de conservation de la matière pour le rhéogramme d'intérêt présenté à la 
Figure 7.1 possédant trois noeuds et cinq flux. 

Le premier noeud représente l'unité réservoirs qui est traitée comme un élément 
dynamique. Le deuxième noeud représente un ajout d'eau qui est considéré comme un 
élément statique donc à accumulation nulle. Le troisième noeud représente un pipeline 
qui est considéré comme un élément mixte comportant à la fois des contraintes statiques 
et des contraintes dynamiques. 

La modélisation utilisée pour les équations de conservation considère que toutes 
les variables de débit volumique et de qualité sont transformées respectivement selon 
les transformations (<> II) et (<> 12) sur une période quotidienne. Il est cependant 
nécessaire de faire explicitement la réconciliation des volumes résultants alors qu'un 
bilan de matière statique sur un procédé compatible peut se faire avec uniquement des 
débits massiques ainsi que des analyses chimiques en fraction massique. Il s'agit d'une 
différence fondamentale entre un bilan de matière statique et un bilan dynamique sur 
des procédés de type piston dont la dynamique contient un temps de séjour variable. Il 
faut cependant faire attention à ne pas imposer la conservation des volumes là où elle 
n'est pas valide. 
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Espèce Numéro Masse Vol. 

Eau 1 1.000 
Bitume 2 1.012 
Sable 3 2.650 

TAB. 7.2 Les masses volumiques des trois espèces utilisées dans les équations 7.1 -7.1 S. 

N o e u d I : réservoirs 

En se référant aux chiffres associés aux points de mesure sur la Figure 7.1, la 
conservation de volume impose 

AHk = AHk.1 + V1,k-V2,k (7.1) 

où A représente la section posée constante de l'unité réservoirs et H la hauteur du fluide 
dans le réservoir prise en fin de journée. 

La conservation dynamique des trois espèces impose 

AHkPi,kXn,k = A Hk pi,k-i %n,k-i + Vi,k Pi,k xu,k — V2,k P2,k xii,k (7-2) 
A Hk pitk xu,k = AHk phk_] x12,fc-i + Vïtk pitk x]2,k ~ V2,k P2,k £22,fc (7.3) 
AHk phk xi3,fc = AHkpiifc_1 .xi3,fc-i + Vhkphk ,x13ifc - V%k pxk x2-i,k (7.4) 

3 

Y^xij,k = 1 Vi = 1...2,VA; (7.5) 
3 

où le symbole Xijtk représente la fraction massique moyenne de l'espèce j selon le tableau 
7.2 dans le flux i pour le bilan de matière réalisé à l'instant k. Le fait que les analyses 
chimiques soient réalisées en fractions massiques entraîne la nécessité d'introduire piik 

soit la masse volumique moyenne sur le flux i. Dans les équations (7.2)-(7. l), le terme 
de gauche représente l'inventaire final alors que le premier terme de droite, représente 
l'inventaire initial, le second terme de droite, l'entrée de matière et le troisième terme 
de droite, la sortie de matière. Il est à noter que, contrairement à la modélisation d'un 
réacteur parfaitement mélangé, le fait de modéliser les réservoirs comme des pistons 
fait en sorte que les qualités finales dans l'inventaire sont déterminées par les variables 
mesurées à l'entrée et non par celles mesurées à la sortie. L'ajout de la contrainte 
d'analyse complète (7.■")) pour les flux 1 et 2 aux équations (7.2)-(7. I) ne semble pas 
superflue car la somme de (1 :') -(7. l) résulte en la conservation dynamique de la masse 
qui n'est pas considérée explicitement par (7. l)-(7.5). 



Chapitre 7. Application industrielle 165 

N o e u d II : ajout d'eau 

Ce noeud est statique et conserve les volumes en raison de l'incompressibilité du fluide 

V2,k + V3tk = V4,k (7.6) 

La conservation statique des trois espèces donne 

V2,k P2,k x2\,k + V-A,k p3,k #31,k V\fr pA,k x4\,k (7.7) 

V2,k P%k x22,k = V^k PAM x42,k (7.8) 

V2)k P2,k x23,k = V^k P4,k x43,k (7.9) 
x31,k = IV A: (7.10) 

3 

X>*fc = l VA: (7-n) 
Ce noeud est particulièrement intéressant pour le bilan de matière car il est connu 

a priori que le flux 3 ne contient que de l'eau (7. Kl). 

N o e u d III : pipeline 

Ce noeud ressemble au noeud I sauf que le fait que le volume de son inventaire demeure 
constant fait en sorte que la conservation de volume (7.1) dégénère en une contrainte 
statique. 

V4,k = V5,k (7.12) 

La conservation de la matière impose en relation avec la modélisation avec mémoire 
de l'inventaire présentée à la section §(i. 1.7) 

V&fl P5,fc 5̂X,fc Vpp4tk-\ ■'-'41,k-1 + (̂ 4,fc — Vp) P4,kx41,k (7-13) 

V&,k P5,k x52,k = Vp P4tk-1 X42,k-1 + (Vi,k — Vp) P4tk x42,k (7714) 

Va,k P5,k XB3,k = Vp p4ikrl x43,k-l + (V4,* -Vp) p4,kx43,k (7.15) 
3 

X> 5 ^ = 1 yk (7-1 ( j) 
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Les masses volumiques p\ présentes dans les équations (7.1) -(7.16) ne sont pas 
indépendantes des fractions massiques Xij pour un flux i donné puisque que les analyses 
chimiques sont complètes. Les masses volumiques des flux sont donc exprimées en 
fonction des fractions massiques et des masses volumiques des espèces exposées au 
tableau 7.2 dans l'objectif de prendre en compte ce lien. 

Partant de la définition de la masse volumique, on obtient 

Pi = T wnr. w—r * = 1 . . . 5 (7.17) 
Peau Pbit Psab 

En considérant que les masses volumiques pour l'eau, le bitume et le sable sont 
connues avec une certaine fiabilité, il est alors possible d'obtenir par (7 I ' ) une équation 
supplémentaire pour chaque flux. 

Le volume du pipeline disponible pour le transport de matière, Vp utilisé dans (7.1 ) -
(7 17), est défini comme étant le volume physique V* moins le volume occupé par 
l'engorgement caractérisé par un facteur d'engorgement 0 < xjj < 1 

Vp = V; (l -'»!>) (7.18) 

On retrouve donc les équations (7 I )-(7.1 ^) décrivant la conservation de la matière 
dans ce système composé de trois noeuds et cinq flux. Il y a cinq variables V*, pt, x^i, 
%i,2 et Xjs pour chacun des cinq flux i = 1 . . . 5 ainsi qu'une variable supplémentaire 
qui est la hauteur H de matière dans le réservoir. Ces variables ne sont pas toutes 
indépendantes et il apparaît possible d'éliminer les masses volumiques p des équations 
ci-dessus en les remplaçant par (7.1 7), mais cette simplification n'a pas été retenue car 
la masse volumique du flux 4 est mesurée. 

Cela fait au total 26 variables à estimer à chaque instant en utilisant les paramètres 
A, V*, tp du tableau 7.1 ainsi que peau, put et pNa>> du tableau 7:2. jugés exacts et 
précis pour les simulations de bilans de matière incluses dans ce chapitre. Les équations 
(7.l)-(7 r ) dont un maximum de 21 semblent indépendantes, bien que l'analyse soit 
plus compliquée en raison des non linéarités, combinées à l'instrumentation en place 
permettent de poser un problème de bilan de matière. 
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Variable Dév. std. rel. 

H 5 % 
V, 5 % 

■ni 10% 

3^12 10 % 

Z l 3 10% 
V3 5 % 

VA 5 % 

P4 10% 

T A H. 7.3 - Huit variables mesurées et leurs écarts types relatifs. 

7.2.2 Instrumentation et mesures 

Les huit variables mesurées directement ainsi que leurs écarts types relatifs utilisés pour 
le simulateur ainsi que pour le bilan de matière subséquent sont présentées au tableau 
7 1. Les écarts types relatifs sont inspirés de la documentation fournies par le client, 
mais n'y correspondent pas exactement. Cela ne change rien à la démonstration de 
validité de la stratégie de bilan de matière proposée dans ce chapitre. 

Plusieurs méthodes différentes sont utilisées selon le point de mesure et le temps 
pour les mesures de teneur en eau, bitume et sable sur l'ensemble des installations. 
Il semble néanmoins clair que jamais toutes les mesures des teneurs sur un flux donné 
soient réalisées de manière indépendante. Par exemple, le contenu en bitume est mesuré 
de manière indépendante, on utilise une corrélation pour déterminer le contenu en 
eau à partir de celui du bitume et finalement on calcule le contenu en sable par 
complémentarité. Cette pratique est concevable dans une perspective industrielle car 
c'est le bitume qui a de la valeur économique, mais elle ne produit pas de redondance au 
niveau des analyses chimiques seules. La matrice de variance V des erreurs aléatoires de 
mesure est néanmoins considérée diagonale bien que les résultats des analyses chimiques 
ne semblent pas s'y prêter de manière rigoureuse, mais il s'agit d'une des hypothèses 
simplificatrices communément réalisées en implantation industrielle. 
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Espèce Fraction massique avant Fraction massique après 

Eau 26% 35% 
Bitume 60% 55% 
Sable 13% 10% 

T A B . 7.4 - Fractions massiques typiques avant et après l'ajout d'eau. 

7.3 Présentation de la solution de bilan de matière 

La solution de bilan de matière proposée est une solution sur une période quotidienne 
intégrant l'ensemble des deux usines avec prise en compte de l'inventaire des réservoirs 
et du pipeline. L'exigence du client de ne pas modifier les valeurs réconciliées dans le 
passé impose un horizon d'observation unitaire. Cela permet de respecter les contraintes 
dynamiques de conservation de la matière en n'utilisant que des estimés filtrés donc en 
n'utilisant aucun lissage. 

La solution de bilan de matière proposée est composée d'une partie modélisation 
et d'une partie optimisation. La partie modélisation présentée à la section §7.2.1 est 
composée des équations (',' l)-(T !v) ainsi que des paramètres des tableaux 7.1 et 7.1 
auxquels s'ajoutent des contraintes d'inégalité stipulant que toutes les variables sont 
positives. La partie optimisation consiste à la minimisation d'un critère de moindres 
carrées pondérés par l'inverse de la matrice de variance V définie diagonale dont les 
termes sont en accord avec le contenu du tableau 7..'!. La considération d'un horizon 
unitaire fait en sorte que ce problème d'optimisation est similaire à un problème statique 
à l'instant k où les valeurs filtrées passées Xk-i/k-i apparaissent comme des constantes 
dans les contraintes. 

La validation de cette solution proposée passe d'abord par 1a définition de critères 
pour l'analyse des résultats. L'algorithme est ensuite utilisé sur des données simulées à 
partir de (7. l)-(" IN) ainsi que des paramètres des tableaux 7.1 et 7:2. Ces équations 
sont alimentées avec des données pour le flux d'entrée 1 et les valeurs des variables pour 
les autres flux sont obtenues à partir des équations tout en ajustant l'ajout d'eau de 
manière à satisfaire les paramètres inclus dans le tableau 7 I. Les valeurs mesurées sont 
obtenues en ajoutant du bruit de mesure aléatoire en accord avec le contenu du tableau 
7.."> aux valeurs réelles produites par le simulateur. 
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7.3.1 Définition des critères pour l'analyse des résultats 

Les performances du bilan de matière seront évaluées en fonction des critères suivants 

1. Capacité à fournir des estimés cohérents avec la conservation de la matière 

2. Capacité à diminuer le bruit de mesure sur les valeurs mesurées 

3. Robustesse du bilan de matière par rapport aux paramètres et à l'instrumentation 

Capacité à fournir des est imés cohérents avec la conservation de la matière 

L'objectif principal du bilan de matière proposé est de fournir des estimés cohérents 
avec la conservation de la matière sur l'ensemble du rhéogramme. Cet objectif pourrait 
être atteint de manière simple en calculant les valeurs non mesurées à partir des valeurs 
mesurées en utilisant les équations de la conservation de la matière (7. l)-(7. IN). Dans 
une situation de redondance zéro où les variables non mesurées sont à la limite de 
l'observabilité, il s'agit de la seule façon de procéder car chaque variable non mesurée ne 
peut être déterminée que d'une seule façon. Cependant, lorsqu'une certaine redondance 
est présente, il est bon de l'exploiter pour satisfaire ce critère tout en tentant de diminuer 
la variance des erreurs d'estimation sur les variables mesurées. 

Capacité à diminuer le bruit de mesure sur les valeurs mesurées 

L'analyse visuelle de la Figure 7 1 avec l'instrumentation en place montre une légère 
redondance au niveau des débits volumiques entre les flux 1, 3 et 4 sachant que la 
hauteur de fluide est mesurée dans les réservoirs. Une telle redondance offre un potentiel 
pour le filtrage des valeurs mesurées. La manière d'écrire le critère à minimiser dans la 
section suivante est très versatile permettant de modifier facilement l'instrumentation 
selon différents scénarios et ainsi voir l'impact de ces changements sur les variances des 
erreurs d'estimation. 
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Robustesse du bilan de matière par rapport aux paramètres et à 
l'instrumentation 

Les équations de conservation (7. ! )-(7.1 N) considérées pour la modélisation constituent 
un sous-modèle au sens qu'il faut certainement plus de paramètres pour modéliser 
complètement un pipeline par exemple. L'utilisation de ce sous-modèle a comme 
avantage une certaine robustesse en raison du petit nombre de paramètres à postuler ou 
à identifier. L'ensemble de la modélisation contient les paramètres A, V*, ip du tableau 
7.i ainsi que peau, p^t et psab du tableau 7:2. Le coefficient d'engorgement ip est le 
paramètre sur lequel il faut demeurer le plus prudent. 

La robustesse de certains aspects de l'instrumentation est également à vérifier. 
Les pannes ainsi que le placement optimal des capteurs sont évidemment importants 
pour une implantation réussie, mais ne sont pas considérés dans cette thèse. L'aspect 
considéré est relié au fait que certaines variables caractérisant l'inventaire du pipeline, 
X41, X42 et X43 ne sont pas mesurées. Il a en effet été montré pour des réseaux linéaires 
à la section §:>._' que la précision d'estimation des variables d'inventaires non mesurées 
tend asymptotiquement vers l'infini. L'évolution temporelle à long terme des variables 
non mesurées doit donc être vérifiée bien qu'il ne soit pas certain que les conclusions 
précédentes s'étendent au présent contexte multilinéaire. 

7.3.2 Optimisation 

L'estimation à l'instant k des 26 variables contenues dans (7 l)-(7. :--) est réalisée par 
une minimisation d'un critère de moindres carrés pondérés par l'inverse de la matrice 
de variance V des erreurs aléatoires de mesure 

xk/k arg min (yk - Cxk)T V^1 (yk - Cxk) 

assujeti à (7. !) - (7. >) avec Xk-i/k = ^fc-i/fc-i 
xk > 0 (7.19) 

où le vecteur xk contient les 26 variables à estimer à l'instant A:, yk contient les huit 
variables mesurées du tableau 7 ., xk/k les 26 estimés optimaux à l'instant k et la matrice 
C G M8x26 est la matrice d'observation. L'utilisation de l'horizon unitaire se retrouve 
dans la manière de traiter les contraintes dynamiques incluses dans (7.1 )-(7. ! *-). Ainsi, 
à l'instant k toutes les variables de l'instant k — 1 contenues dans ces équations sont 
considérées constantes selon Xfc-i/fc = Xk-i/k-i- Les variables concernées par cela sont 
celles caractérisant les deux inventaires soit H,pi, xu, .x'i2, ^13, P<i, ^41, £42 et x43. 
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Description Symbole Unités 

Section du réservoir A 800 m2 

Volume physique du pipeline vP 20 000 m3 

Coefficient d'ensablement tl> 0.25 

Masse volumique eau Peau 1000 t / m 3 

Masse volumique bitume Pbit 1012 t / m 3 

Masse volumique sable Psab 2.650 t / m 3 

T A B . 7.5 Paramètres utilisés pour la simulation. 

Les éléments dynamiques que sont le réservoir et le pipeline nécessitent pour le 
début du bilan dynamique de matière des estimés initiaux pour les variables H, p\, Xn, 
2'i2, -̂13) PA, 'J:4\ et £42 et x4A. Alors que l'utilisation des masses volumiques des espèces 
particulières permet le calcul de la masse volumique pour chacun des flux sachant 
les fractions massiques (7.17), il ne faut pas faire l'erreur de postuler deux masses 
volumiques initiales p] et p^ indépendantes des fractions massiques initiales. Cela ferait 
en sorte que le bilan de matière estimé pour la première journée ne conserverait pas la 
matière en accord avec le concept de l'horizon unitaire faisant en sorte que les valeurs 
passées ne sont pas retouchées. La manière d'éviter ce problème est de postuler des 
fractions massiques et ensuite, utiliser celles-ci avec les masses volumiques particulières 
pour déterminer les masses volumiques. 

7.4 Résultats et analyse des résultats de simulation 

En accord avec les attentes du client et la modélisation choisie, le simulateur considère 
une seule valeur par jour par variable. On considère une simulation où les mesures 
ne sont pas biaisées, où les paramètres des tableaux 7..'! et 7.5 postulés correspondent 
aux paramètres réels et le modèle de mesure postulé, caractérisé par la matrice de 
variance V, correspond au modèle de mesure réel. Il s'agit en fait d'un cas idéal qui, 
bien que fort possiblement non représentatif de la réalité, permet de fixer un repère 
pour les performances maximales. Il est à remarquer que les paramètres géométriques 
du tableau 7.5 utilisés en simulation sont plus petits que ceux des tableaux 7.1 et 7 2. 
Les simulations suivantes ne considèrent finalement qu'un seul réservoir soit le gros du 
tableau 7.1 et sa hauteur est réglée pour être en moyenne à 10 m. Les résultats sont 
présentés et analysés en fonction des trois critères définis à la section §7.5 I 
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Jour Entrée Sortie Différence Inv. rés. Inv. pip. Inv. total Différence 

1 0 0 0 6159 16692 22850 0 
2 64235 60283 3952 10483 16319 26802 3952 
3 57384 60660 -3277 7150 16375 23525 -3277 
4 67688 65487 2202 9291 16436 25727 2202 
5 69953 73387 -3434 5777 16516 22293 -3434 

T A B . 7.6 Bilan réel quotidien de matière totale en tonnes sur cinq jours. On observe 
que la différence entre la masse totale entrante et sortante dans une journée est égale à 
la différence entre l'inventaire de la journée et celui de la veille. 

Jour Entrée Sortie Différence Inv. rés. Inv. pip. Inv. total Différence 

1 0 0 0 8894 16108 25002 0 
2 62983 61796 1187 9830 16359 26189 1187 
3 58231 61331 -3100 6712 16377 23089 -3100 
4 66426 64407 2019 8829 16279 25108 2019 
5 69386 71203 -1817 6784 16507 23291 -1817 

T A B . 7.7 - Bilan estimé quotidien de matière totale en tonnes sur cinq jours. On observe 
que la différence entre la masse totale entrante et sortante dans une journée est égale à 
la différence entre l'inventaire de la journée et celui de la veille. 

Estimés cohérents avec la conservation de la matière sur horizon unitaire 

L'intérêt du client étant pour la masse intégrée quotidiennement, les résultats sont 
présentés de cette manière. Étant donné les restrictions, seuls les bilans de matière 
totale et de sable sont présentés. 

Les tableaux 7.6 et 7.7 montrent respectivement les bilans quotidiens réel et estimé 
de matière totale sur cinq jours où le jour 1 sert d'inventaire initial. La conservation 
dynamique sur horizon unitaire est respectée sur les deux bilans de matière car la 
différence algébrique entre la masse entrante et celle sortante se retrouve exactement 
dans les variations de l'inventaire. La comparaison entre les deux bilans de matières 
réels et les deux bilans de matières estimés montre donc que l'objectif de fournir des 
données en accord avec la conservation dynamique de la matière est atteint. 
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Jour Entrée Sortie Différence Inv. rés. Inv. pip. Inv. total Différence 

1 0 0 0 912 2526 3437 0 

2 7828 7773 55 1527 1965 3492 55 

3 7176 7526 -350 1088 2054 3142 -350 

4 8909 8471 439 1433 2147 3580 439 

5 9473 9943 -470 849 2261 3110 -470 

T A B . 7.8 - Bilan réel quotidien de sable en tonnes sur cinq jours. On observe que la 
différence entre la masse totale entrante et sortante dans une journée; est égale à la 
différence entre l'inventaire de la journée et celui de la veille. 

Jour Entrée Sortie Différence Inv. rés. Inv. pip. Inv. total Différence 

1 0 0 0 1334 1611 2945 0 

2 7817 7278 539 1455 2029 3484 539 

3 7278 7685 -407 1017 2060 3076 -407 

4 7665 7652 13 1194 1895 3090 13 

5 9562 9380 182 1023 2249 3272 182 

T A B . 7.9 - Bilan estimé quotidien de sable en tonnes sur cinq jours. On observe que 
la différence entre la masse totale entrante et sortante dans une journée est égale à la 
différence entre l'inventaire de la journée et celui de la veille. 
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Capacité à diminuer le bruit de mesure sur les valeurs mesurées 

La capacité à diminuer le bruit de mesure peut être jugée en observant d'abord la 
différence entre les tableaux 7.0 et 7.7 et les tableaux 7.> et 7.!). Si les deux tableaux 
satisfont certes la conservation de la matière, il arrive des différences quotidiennes de 
1000 tonnes de matière entre les tableaux 7.0 et 7.7. Cette différence représente un 
budget d'incertitude qui pourrait être réduit en ajoutant des capteurs par exemple. 
Cette analyse est toutefois limitée par le fait qu'il ne soit pas possible de faire des bilans 
utilisant uniquement des valeurs mesurées car toutes les variables ne sont pas mesurées. 
Une façon de contourner cela serait de réaliser un bilan en utilisant directement le 
nombre minimal observable de mesures dans les équations (7.1 )-(" . ! N), mais cela n'a 
pas été fait. 

Une façon d'apprécier cette capacité est de regarder les séries temporelles de quelques 
variables mesurées sur les Figures 7.;! et 7. I. On n'observe pratiquement aucun filtrage 
au niveau des variables de volume sur la Figure 7..'! alors que la plupart des valeurs 
estimées se superposent aux valeurs mesurées. Pour ce qui est des variables de qualités 
de la Figure 7. 1, il n'y a pas vraiment de filtrage significatif à l'exception de la masse 
volumique qui est variable malgré les apparences du graphique. 

Ce faible filtrage s'explique par le peu de redondance spatiale offerte par 
l'instrumentation principalement causée par le peu de capteurs et ensuite l'emploi de 
l'observation sur horizon unitaire qui est sous-optimale par rapport à une observation 
sur horizon complet, mais la faible redondance spatiale est la cause dominante dans ce 
cas-ci. 

Robustesse du bilan de matière par rapport aux paramètres et à 
l ' instrumentation 

La robustesse aux erreurs d'estimation initiale ou aux variations temporelles des 
paramètres inclus dans le bilan de matière proposé tel le facteur d'engorgement n'a 
pas été testée au cours de la présente thèse. 

Les estimés de toutes les 26 variables mêmes celles non mesurées collent aux 
tendances des valeurs réelles même celles qui sont des variables d'inventaire non 
mesurées comme les teneurs x41, X42 et £43 du flux 4. Il s'agit d'une différence par 
rapport aux variables d'inventaire des réseaux linéaires qui ne sont plus observables 
asymptotiquement lorsque non mesurées. 
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FiG. 7.3 - Illustration de quatre séries temporelles pour quatre variables mesurées. La 
courbe continue représente les valeurs réelles, les croix représentent les valeurs mesurées 
alors que les estimés sont représentés par des cercles. 
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F i e . 7.4 Illustration de quatre séries temporelles pour quatre variables mesurées. La 
courbe continue représente les valeurs réelles, les croix représentent les valeurs mesurées 
alors que les estimés sont représentés par des cercles. 
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7.5 Conclusion 

Sans détailler la stratégie courante de bilan de matière du client, on peut affirmer 
qu'elle inclut une démarche similaire à la modélisation sans mémoire de l'inventaire 
proposée en §(i.M tout en réalisant en définitive deux bilans de matière séparés faute 
d'outils disponibles pouvant considérer une mémoire des inventaires des réservoirs et 
du pipeline tout en assurant une conservation de la matière sur l'ensemble. L'approche 
de modélisation avec mémoire des inventaires considérée dans ce chapitre permet de 
s'affranchir du calcul explicite du délai en offrant des performances supérieures tout en 
demeurant très intéressante et accessible au niveau des concepts pour les ingénieurs de 
procédés. L'utilisation d'une modélisation dynamique entraîne toutefois des exigences 
de lissage afin de satisfaire les contraintes déterministes, mais l'utilisation du concept 
d'horizon unitaire permet de solutionner cette difficulté au prix d'un filtrage sous-
optimal sur un horizon supérieur à l'unité. 

Les résultats obtenus en simulation sur des valeurs similaires à celles du client en 
considérant une instrumentation identique à celle indiquée montrent que la solution de 
bilan dynamique de matière proposée produit des estimés satisfaisant la conservation 
dynamique sur horizon unitaire pour l'ensemble des installations situées entre les deux 
usines. Les exigences du client ne comportaient pas explicitement le filtrage des données 
mesurées, mais la comparaison des bilans de matières réels et estimés pour la matière 
totale et le sable montre que le client n'a pas nécessairement une image nette de sa 
production quotidienne. En maintenant la contrainte d'absence de lissage obligeant 
l'utilisation de l'observation sous-optimale sous horizon unitaire, la précision des estimés 
ne peut être améliorée qu'en utilisant des capteurs plus précis ou en ajoutant des 
capteurs supplémentaires. Cette recommandation implique un coût supplémentaire dont 
la justification doit être considérée versus les coûts entraînés par le flou sur les bilans 
de production. 

L'étude de la robustesse aux paramètres et à l'instrumentation s'est limitée à 
vérifier que les estimés des variables non mesurées, particulièrement celles reliées à des 
inventaires, possèdent une variance d'estimation finie sur une observation à long terme. 
L'utilisation de deux éléments dynamiques, les réservoirs et le pipeline, au lieu d'un 
seul permet l'ajout d'une certaine robustesse face à la distribution de la durée du délai 
car la modélisation avec mémoire de l'inventaire Nk = 1 VA; peut tolérer au maximum 
un retard d'une période de bilan par élément soit 24 heures. Cela donne une tolérance 
totale de 48 heures alors que le retard maximal observé fut de 24 heures durant 8 mois 
d'opération. 
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Au même titre qu'une observation basée sur un bilan de matière statique n'est pas 
appropriée pour des applications de contrôle automatique, la présente modélisation 
des unités dynamiques n'est pas appropriée pour une observation en vue de faire du 
contrôle automatique. En effet, une des conditions de validité de la modélisation avec 
mémoire de l'inventaire Nk = 1 VA: est que la période d'observation soit supérieure au 
délai maximal de transport. En d'autres mots, le bilan de matière, au moment où il est 
réalisé, concerne en bonne partie de la matière qui est sortie des unités. Il est donc trop 
tard pour de l'anticipation car la matière est partiellement arrivée dans les unités en 
aval soit l'usine B dans cette application particulière. Une telle application requiert une 
période d'observation inférieure au délai de transport moyen afin d'avoir une meilleure 
résolution temporelle et spatiale des inventaires. 



Chapitre 8 

Conclusion 

Le chapitre 1 a rappelé brièvement l'objectif principal de l'observation des procédés 
industriels continus soit d'avoir une image nette de la production ainsi que des 
inventaires lorsque cela est possible. Cette image est obscurcie, entre autres, par des 
imperfections des systèmes de mesure et les observateurs sont proposés comme solution 
apportant un meilleur éclairage. Les deux enjeux fondamentaux de l'observation des 
procédés sont les systèmes de mesure et la modélisation. Il est évident que des enjeux 
supplémentaires reliés à l'implantation, que ce soit du côté matériel ou du côté de la 
formation du personnel, se présentent, mais ceux-ci n'ont pas été considérés dans cette 
thèse. 

Le chapitre 2 a présenté plusieurs observateurs linéaires discrets tous synthétisés 
à l'intérieur du filtre de Kalman généralisé constituant la solution optimale au sens 
des moindres carrés pondérés pour l'estimation des états d'une représentation d'état 
généralisée. Cette représentation d'état généralisée a été introduite dans la thèse pour 
prendre en compte le contexte errors-in-variables étendu au fait que des entrées peuvent 
ne pas être mesurées ainsi que pour le traitement des sous-modèles. Cette polyvalence 
de la représentation d'état généralisée n'a jamais été présentée de cette manière dans 
la littérature à notre connaissance. La représentation d'état généralisée a ensuite été 
appliquée à une classe de modèles non linéaires résultant en un filtre de Kalman 
généralisé étendu non retrouvé dans la littérature à notre connaissance. L'observabilité 
et la redondance sont discutées, mais il n 'a pas été possible de clarifier leur définition 
particulièrement pour la redondance dans le contexte dynamique très peu discutée 
dans la littérature. Les conséquences d'un mauvais réglage, principalement pour les 
paramètres stochastiques, ont été exposées et discutées et des méthodes de réglage 
sont proposées. Des travaux futurs pourraient étendre la synthèse de tous les concepts 
discutés dans ce chapitre à des modèles multilinéaires. 



Chapitre 8. Conclusion 180 

Le chapitre 3 a d'abord considéré l'observation des réseaux linéaires en utilisant 
uniquement l'équation de conservation dynamique. Cette seule équation ne peut pas 
assurer l'observabilité asymptotique des variables d'inventaire lorsque celles-ci ne sont 
pas mesurées. L'addition de marches aléatoires pour la modélisation des variables de 
débit n'a pas permis d'assurer l'observabilité globale de la représentation d'état régulière; 
résultante dans ces conditions. Des travaux supplémentaires pourraient considérer 
des situations partielles où certaines variables de débit et d'inventaire ne sont pas 
mesurées. Les outils d'observabilité et de redondance appropriés pourraient permettre 
le positionnement optimal des capteurs dans ces situations. 

Le reste du chapitre 3 contient une version considérablement enrichie de l'article de 
Lachance el al. (2006a) où de nouveaux observateurs sont proposés pour l'observation 
d'un réacteur CSTR et les réglages des observateurs sont beaucoup plus détaillés. Il ne 
s'agit évidemment pas de la première publication sur le sujet, mais les travaux rapportés 
se distinguent d'abord en considérant la qualité du flux d'alimentation comme étant une 
perturbation mesurable. Ensuite, aucun autre auteur n'a considéré de manière aussi 
systématique l'analyse des performances des différents observateurs basés sur différents 
sous-modèles pour un même procédé. Ces études pourraient être étendues en considérant 
des rhéogrammes plus complexes ainsi qu'un contexte de mesures partielles. Ce contexte 
couplé à une analyse de redondance et d'observabilité pourrait déterminer si l'utilisation 
de certains sous-modèles rehausse les exigences quant au nombre de capteurs nécessaires 
ainsi qu'à leur précision. 

Le chapitre 4 a montré les limites de l'observation statique instantanée pour les 
applications en temps réel de bilan de matière en utilisant un simulateur simplifié d'une 
unité de flottation. Le bilan stationnaire instantané a été proposé comme solution à ce 
problème et fut utilisé avec succès pour des bilans de matière linéaires et bilinéaires. 
Les conséquences éventuelles d'un mauvais réglage de la matrice de variance W sont 
illustrées montrant une certaine robustesse intéressante pour l'implantation. 

Le chapitre 5 complète le chapitre 4 en proposant des réglages pratiques pour les 
bilans de matière stationnaires sur une unité de flottation simulée. La méthode de 
réglage la plus intéressante est certes l'analyse par corrélation car elle a permis, sous les 
conditions de simulation de l'article, d'obtenir des variances d'estimation pratiquement 
identiques à celles minimales. Cette méthode pourrait éventuellement être considérée 
pour synchroniser le vecteur d'état tel que proposé à la fin du chapitre 3. L'algorithme 
proposé est limité à une matrice V diagonale et n'a été testé qu'avec une perturbation à 
l'alimentation caractérisée par un modèle ARMA d'ordre 1. Des études supplémentaires 
pourraient s'intéresser à des perturbations d'ordre plus élevée sur des rhéogrammes 
complexes dans une situation où toutes les variables ne sont pas mesurées. 
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Le chapitre 6 a considéré la modélisation discrète nécessaire à l'observation d'un 
tuyau piston à débit volumique variable. Les modélisations sans et avec mémoire 
de l'inventaire ont respectivement été présentées. L'analyse de la modélisation sans 
mémoire de l'inventaire a montré que celle-ci n'est pas toujours exacte justifiant ainsi 
l'utilisation de la modélisation avec inventaire dont l'implantation est plus lourde. Il n'a 
pas été possible d'obtenir un algorithme simple de propagation des blocs adapté à tous 
les nombres de blocs Nk présents dans l'inventaire. Deux algorithmes de propagation 
ont été proposés et testés soit un pour Nk > 3 VA: et un autre Nk = 1 VA; servant 
principalement pour l'application industrielle du chapitre 7. Une modification simple 
de l'algorithme pour Nk > 3 VA; afin de considérer Nk > 2 VA; a été proposée et 
devrait être validée à l'aide de la même méthodologie que celle utilisée pour valider 
l'algorithme pour Nk > 3 VA;. L'unification afin de considérer Nk = 1 . . . oo V/c en un 
seul algorithme semble possible, mais nécessitera des embranchements supplémentaires 
afin de considérer les cas de transmission directe qui n'est pas permise par l'algorithme 
Nk > 3 VA:. La considération de la théorie des files d'attentes pourrait peut-être jeter 
un nouveau regard sur ce type de problème et vice versa. 

Le chapitre 7 a considéré une application industrielle de bilan de matière réalisée 
en collaboration avec Algosys pour un client producteur de pétrole brut à partir de 
sables bitumineux. La solution de bilan de matière qui a été proposée est une solution 
sur une période quotidienne intégrant l'ensemble des deux usines avec prise en compte 
de l'inventaire des réservoirs et du pipeline. L'exigence du client de ne pas modifier 
les valeurs réconciliées dans le passé a imposé un horizon d'observation unitaire. Cela 
a permis de respecter les contraintes dynamiques de conservation de la matière en 
n'utilisant que des estimés filtrés donc en n'utilisant aucun lissage. Les résultats simulés 
présentés dans ce chapitre ont démontré la capacité de la solution proposée à fournir 
des estimés satisfaisant sur horizon unitaire un bilan de matière avec deux inventaires, 
mais, les valeurs mesurées ne furent pratiquement pas filtrées en raison principalement 
de la faible redondance offerte par l'instrumentation en place. 

Le chapitre 7 offre de nombreuses avenues pour des études supplémentaires. La 
robustesse du bilan de matière proposé face à différentes perturbations, très importante 
pour une implantation réussie, pourrait être considérée particulièrement au niveau du 
facteur d'engorgement tj) qui semble le plus susceptible de varier ainsi que le plus difficile 
à estimer. Une possibilité à cet égard serait de considérer l'estimation de ce paramètre 
au même titre que les autres variables. Selon la fréquence des mesures disponibles, une 
proposition plus agressive de bilan de matière sur une période plus courte que le délai 
minimal permettrait une bien meilleure résolution spatiale et temporelle du contenu 
des inventaires et ainsi ouvrir la voie à des applications d'anticipation. 
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Les applications d'observation étudiées dans cette thèse devraient en définitive 
être couplées avec des applications de contrôle et d'optimisation des procédés car, 
si l'observation est importante, elle ne constitue pas la finalité de la production 
industrielle. 
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Annexe A 

Compléments sur le chapitre 2 

L'objectif de ce complément est de commenter certains détails mathématiques associés 
au chapitre 2 qui furent omis dans le but d'en faciliter la lecture en mettant l'emphase 
sur l'interprétation des résultats finaux. 

A. l Solution globale au problème énoncé en (2.24) 

Une solution globale au problème énoncé en ( ) est développée à partir de la solution 
pour le problème d'observation optimale stationnaire instantanée. On dérive d'abord 
l'observateur stationnaire instantané pour ensuite l'utiliser en combinaison avec une 
technique d'empilement des données afin de traiter un problème dynamique défini sur 
un horizon complet à partir de l'instant initial. 

A. 1.1 Solution stationnaire instantanée 

Les équations du modèle stationnaire et des mesures associées sont 

Exk = wk 

Vk = C xk + vk 

wk ~ Jf(0,W) VA; 

Vk ~ Af{Q,V) VA: 

E{uhv:j} - 0 V«,j 

(A.l) 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 



Annexe A. Compléments sur le chapitre 2 188 

Le critère de moindres carrés pondérés à minimiser est défini sur un horizon de taille 
unitaire étant donné que le modèle utilisé ( A l ) est sans mémoire et qu'ainsi seules les 
mesures obtenues à l'instant k sont considérées pour obtenir les estimés à l'instant k. 

Le critère à minimiser en fonction de xk est donc 

J = \ (Vk ~ Cxk)TV-\yk -Cxk) + \ (Exk)TW-l(Exk) (A.6) 

et sa dérivée par rapport à xk donne 

dJ 
dxk 

= -C V'1 (y -Cxk) + E1 W~l Exk (A.7) 

En posant qu'il existe un minimum lorsque la dérivée (A.7) est nulle, la solution 
minimisant ( \.(i) est 

xk/k = {Cx V^C+E1 W'lE)-lC V~lyk (A.8) 

On vérifie que cette solution (A s ) correspond bien à un minimum en s'assurant que 
la deuxième dérivée est positive 

'12 7 

^ 4 = CT Y'1 C + ET W~ ' E (A.9) 

puisque les matrices V et W sont, par définition, des matrices définies strictement 
positives et que cette propriété est invariante sous l'opération d'inversion. 

A. 1.2 Solution globale sur horizon 

L'idée consiste à solutionner le problème (- '!) en utilisant la solution ( A N ) . Pour 
cela, des vecteurs de données empilées exprimés par des tildes sur les lettres régulières 
associées au chapitre 2 seront utilisés. Ces vecteurs sont de taille croissante à mesure 
que le temps avance et contiennent toutes les données de l'instant 1 jusqu'à l'instant 
k. Ces nouvelles définitions pour les vecteurs entraîneront de nouvelles définitions pour 
les matrices afin de conserver la compatibilité des dimensions. 
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On a donc' les définitions suivantes 

x 
Xk-1 

y = 

X = 

w 

Vk 
Vk-i 

. 2/1 J 

Xk/k 

■ik-l/k 

. Xl/k . 

' Wk 

Wk-l 

Vk-] 

(A.10) 

(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

E = 

E -A " 
. . . E - A ■■■ 

E -A 

C = 

'C 
c 

c 
c 

(A.15) 

(A.16) 
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W = 

W 
W 

W 
II 

(A.17) 

V = 

V 
V 

V 
V 

(A.18) 

Ces définitions permettent de récrire le problème (2.21) sous la forme 

l = argmin - (y - CS-)rV~\y - C x) + - (Éx)TW'\Éx) (A.19) 
x 2 2 

dont la solution est immédiate en analogie avec (A.s) 

î = (CT V-* C + ËT W~^ É)-1 CT V~l y (A.20) 

Cette solution est optimale sur tout l'horizon considéré soit de 1 à A;. Elle a par contre 
le désavantage de nécessiter l'inversion d'une matrice CTV~1 C + ETW~l E dont la 
taille va en augmentant à mesure que le temps avance car l'horizon croît depuis l'instant 
initial. Une première solution à ce problème est évidemment l'utilisation d'un horizon 
glissant de dimension constante, mais l'optimalité de la solution sur tout l'horizon est 
alors perdue. Une solution optimale sous forme recursive est présentée à la section 
suivante. 

A.2 Solution recursive couplée au problème énoncé 
en (2.24) 

Le concept des vecteurs empilés de données ayant servi à la section précédente est 
utilisé, mais cette fois-ci seulement sur un horizon binaire allant de k — 1 à k où l'on 
remplace les mesures brutes à l'instant passé k — 1 par les estimés filtrés Xk-x/k-i-
Cette manière de faire est inspirée du livre de Narasimhan k. Jordache (2000, chapitre 
6) où le filtre de Kalman régulier est obtenu similairement pour un système sans 
bruit de procédé et à mesures complètes et directes à partir d'un observateur statique 
compatible. 
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On cherche avec les définitions appropriées à formuler le problème ('2:2 l) sous la 
forme suivante 

Ex = w 

y = C x + v 

w ~ Af(0,W) 

f; - M(0,V) 

E{wv} = 0 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

qui est similaire à celle présentée en (A. l)-( \.">). Les définitions nécessaires sont 

x = 

x = 

E = 

xk-\ 

Vk 
Xk-l/k-l 

Xk/k 

Xk-l/k 

E -A 

C = C 
0 

0 
In 

N = W 

V = 'v 
0 

0 
Pk-l/k-ï 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

(A.30) 

(A.31) 

(A.32) 

La structure étant identique au problème stationnaire instantané (A l)-(\ .), la 
solution suivante est toujours valide 

x = (C1 V~l C + E1 W~l E)~{ C V~ly (A.33) 
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En insérant les diverses définitions dans (A >.'!), on obtient 

Xk/k 

Xk-l/k 
= 

( 

CT 0 
0 In 

V 
0 F 

0 c 
0 

0 
/n 

+ i y - ' E - 4 

X 
CTV~' yk 

*k-\/k-\ xk-l/k-l^ 

Xk/ le 'CTV~1C + ETW-1E - ^ - M - î 

Xk-1 /*_ -ATW~]E ^ V i + ^ ~ M 

X 
l'i 

CTV 
-1 
-1/fc-l ^fc-i/fc- î 

(A.34) 

(A.35) 

L'idéal serait d'obtenir deux équations découplées à partir de (A..'!">) soit une pour 
Xk/k et une autre pour xk-\/k. Cela nécessite la forme adéquate pour l'inverse de la 
matrice bloc présente dans le côté droit de (A.3-rt). Quelques pistes ont été tentées dont 
l'utilisation du lemme d'inversion Probenius-Schur (Kailath et al., 2000), mais aucune 
n'a permis d'obtenir le résultat désiré avec la concision de la solution présentée dans le 
chapitre 2. 

A.3 Liens entre les filtres de Kalman généralisé et 
régulier 

11 est visé de poser E = I dans les deux équations suivantes du filtre de Kalman 
généralisé 

T\-X ï ' i ' T / - i r<\-i Pk/k {E1 (W + APk.1/k.} A'Y'E + C1 V~l C) 
Xk/k 

(A.36) 
Pk/k(ETm [■APk.1/k.1ÂIY1Axk.1/k.1 + arV-1yk) (A.37) 

afin d'obtenir les mêmes estimés xk/k que ceux donnés par le filtre de Kalman régulier 

fi 

'k/k 

Xk/k-\ = v l î t - l / t - 1 + Buk-\ 

5b/fc_] = APk.1/k^AT + W 
Kk = Pk/k^CT(CPk/k^CT + V)-1 

Xk/k = Xk/k-l + Kk (Vk — Cxk/k~\) 

Pk/k = Pk/k~\ — KkC Pk/k-l 

(A.38) 
(A.39) 
(A.40) 
(A.41) 
(A.42) 
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La démonstration se fait en deux vérifications soit une pour l'équation des estimés 
•î'fc/fc et une autre pour l'équation des matrices de variance pour la précision des estimés 
Pk/k- Si ces deux vérifications sont positives, on pourra conclure que le filtre de Kalman 
généralisé devient identique au filtre de Kalman régulier lorsque E = I. 

A.3.1 Vérification pour Pk/k 

La démonstration se fait à partir de la solution régulière (A. 12) que l'on transformera 
pour arriver à celle généralisée (A.3(>) dans laquelle on pose E = / 

Pk/k = Pk/k-l — Kk/k-l C Pk/k-ï (A.43) 

Pk/k = Pk/k-: ~ Pk/k-i CT (CPk/k-, CT + V)~] Cifyfc-i (A.44) 

Le lecteur reconnaîtra ici une utilisation possible du lemme d'inversion matricielle 
suivant 

(A + BC~] DT)~l =A~l -A~XB (C + DTA-lB)~] DTA^ (A.45) 

où A = Pk~L_v B = C', C — V et Dr = C. L'utilisation de ce lemme d'inversion de 
matrice permet l'écriture de (A 1 I) sous la forme suivante 

Pk/k=(Pk/1k-i + CTV-1Cy1 (A.46) 

L'utilisation de (A.3!i) pour P ^ _ ] dans (A l(i) permet d'obtenir 

Pk/k = {{A Pk-i/k-i AT + W)~[ + CT V-1 Cyl (A.47) 

et cette dernière équation est identique à ( \.3(i) lorsque E — I. On peut alors conclure 
que la matrice de variance pour les estimés en représentation d'état généralisée se 
ramène à celle en représentation d'état régulière lorsque E = I. 



Annexe A. Compléments sur le chapitre 2 194 

A.3.2 Vérification pour Xk/k 

Pour cette vérification, on part de la solution généralisée (A ,:I7) en imposant E = / et, 
en utilisant des définitions obtenues précédemment, on cherche à obtenir (A. 11). 

La solution généralisée s'exprime 

xk/k = Pk/k (ET(W + APk-l/k^AT)-lAxk-llk-, + CTV~l yk) (A.48) 

où l'utilisation de E = I et de (A .'!'>) donne 

Xk/k = Pk/kPk/k-1AXk-i/k-1 + Pk/kCTV~] yk (A.49) 

L'utilisation de (A. !_') et de (A.:>s) dans (A. !'•) donne 

■J-k/k = îk/k-i + Pk/k CT V~' yk - Kk C xk/k_! (A.50) 

L'analogie avec (A I l) devient évidente si l'égalité suivante est vérifiée 

Pk/kCTV-l = Kk (A.51) 

On cherche à valider cette expression par l'utilisation des équations (A Id) et (A. L'). 
En multipliant (A. 12) par CT par la droite, on obtient 

Pk/k CT = Pk/k-, CT - Kk C Pk/k-i CT (A.52) 

L'utilisation de (A lo) dans cette dernière équation donne 

Pk/k CT = Kk (CPk/k-i CT + V)-KkCPk,k-{ CT (A.53) 

où l'on obtient la vérification 

Pk/kCTV-] =Kk (A.54) 

démontrant finalement que le filtre de Kalman généralisé dégénère sur le filtre de 
Kalman régulier lorsque E = I dans la représentation d'état généralisée. 
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A.4 Matr ice de variance généralisée P^/k 

On cherche à faire la démonstration pour la matrice de variance Pk/k 

Qfe_, = (APk-i/k-iAT + EVET)-i (A.55) 

Pk/k = V-VETÇlk-iEV (A.56) 

contenue dans le tableau '_'. 1 et associée au système suivant 

Exk = Axk-i (A.57) 

Vk = Xk + vk (A.58) 

wk ~ Àf(0,W) VA; (A.59) 

vk ~ Àf(0,V) \/k (A.60) 

E{viWj} = 0 \/i,j (A.61) 

La démonstration se fait à partir du filtre associé à ce système 

xk/k = VETÇîk-1Axk-i/k-i +(I- VETQk-iE)yk (A.62) 

Sachant que Xk-\/k-\ n'est pas corrélé avec yk, on obtient 

Pk/k = VETÇlk-iAPk-i/k-iATQk-iEV (A.63) 

+ (/ - V ETtik-iE){V - V ETÙk-iE V) 

Pk/k V £Tft fe_i (APk-i/k-i Ar + EV ET) ftfc_i E V (A.64) 
+ V -2VETttk_1EV (A.65) 

Pk/k = V- VETi\^EV (A.66) 

où la dernière équation correspond au résultat désiré. 
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