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Résumé

Lorsque fortement focalisées, les impulsions laser de haute puissance génèrent des champs électroma-

gnétiques d’amplitude gigantesque. Ces derniers peuvent être mis à profit pour accélérer des électrons

à une grande énergie sur une très courte distance. Les progrès récents dans le domaine des lasers de

haute puissance laissent ainsi entrevoir des perspectives excitantes dans le développement d’une nou-

velle génération d’accélérateurs laser qui seraient beaucoup plus compacts et moins dispendieux que

les accélérateurs d’électrons conventionnels.

Parmi les différents schémas d’accélération laser proposés, l’utilisation d’impulsions laser de polari-

sation radiale s’avère prometteuse. Cette méthode tire profit de la composante longitudinale du champ

électrique au centre d’un faisceau laser de type TM01 afin d’accélérer des électrons le long de l’axe op-

tique. L’objectif spécifique du projet de doctorat présenté dans cette thèse est d’étudier l’accélération

d’électrons par impulsions TM01 dans le régime des impulsions ultrabrèves et fortement focalisées.

Dans ces conditions extrêmes, les impulsions laser doivent impérativement être modélisées à l’aide de

solutions exactes aux équations de Maxwell.

Nous présentons d’abord une technique permettant d’obtenir une solution exacte sous forme fermée

aux équations de Maxwell pour décrire le champ électromagnétique de l’impulsion TM01. Cette so-

lution exacte nous permet de modéliser rigoureusement la dynamique en régime d’impulsions ultra-

brèves et fortement focalisées et d’en faire ressortir les caractéristiques intéressantes. Il est également

mis en évidence qu’une solution exacte pour le champ électromagnétique n’est pas seulement utile en

régime non paraxial, mais qu’elle est également nécessaire pour modéliser correctement la dynamique

dans des conditions de faible focalisation.

Une partie de cette thèse s’intéresse finalement à une application intéressante de l’accélération par im-

pulsions TM01 ultrabrèves et fortement focalisées, soit la production d’impulsions ultrabrèves d’élec-

trons sous-relativistes. À l’aide de simulations particle-in-cell, nous démontrons la possibilité d’ac-

célérer des impulsions d’électrons d’une durée de l’ordre de la femtoseconde à quelques centaines

de keV d’énergie lorsqu’une impulsion TM01 de quelques centaines de gigawatts est focalisée dans

un gaz de faible densité. Étant situées dans la fenêtre énergétique adéquate, ces impulsions d’élec-

trons pourraient permettre d’améliorer significativement la résolution temporelle dans les expériences

d’imagerie atomique et moléculaire par diffraction électronique ultrarapide.
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Abstract

When focused on a tiny spot, high-power laser pulses generate gigantic electromagnetic fields. Un-

der these strong field conditions, charged particles can be accelerated up to high energies over short

distances. Recent advances in high-power laser technology hint at exciting new possibilities in the de-

velopment of a new generation of laser-driven electron accelerators that are expected to offer a robust,

compact, and low-cost alternative to conventional linear accelerators.

Among the many proposed laser-driven acceleration schemes, the use of radially polarized laser pulses

is very promising. In this method, the electrons are accelerated along the optical axis by the strong

longitudinal electric field component at the center of a TM01 beam. The main objective of this thesis

is to investigate electron acceleration driven by TM01 pulses under ultrashort pulse and strong focus-

ing conditions. In this nonparaxial and ultrashort pulse regime, the laser pulses must be rigorously

modeled as exact solutions to Maxwell’s equations.

We first present the tools that are used to obtain an exact closed-form solution to Maxwell’s equations

for a TM01 pulse. This exact solution allows us to accurately model the acceleration process and to

highlight several interesting properties of the dynamics in the nonparaxial and ultrashort pulse regime.

It is also shown that an exact solution is not only useful to investigate electron acceleration under

nonparaxial conditions, but also necessary to correctly describe the dynamics in the weak focusing

limit.

A part of this thesis is also concerned with an interesting property of the acceleration driven by ul-

trashort and tightly focused TM01 pulses, namely the generation of ultrashort bunches of subrela-

tivistic electrons. Using particle-in-cell simulations, we demonstrate the possibility of generating

one-femtosecond electron pulses at few-hundred-keV energies when a few-hundred-GW TM01 pulse

is tightly focused in a low-density gas. Since they are located in the appropriate energy window, these

electron pulses could potentially lead to a significant improvement in the time resolution of atomic

and molecular imaging experiments based on ultrafast electron diffraction.
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Notation et abréviations

La théorie présentée dans cette thèse utilise le Système International d’unités (unités SI), sauf lorsque

cela est explicitement mentionné. L’intensité laser est exprimée en watt par centimètre carré (W/cm2)

étant donné l’universalité de cette convention dans la littérature.

Les tableaux suivants offrent une liste des symboles et des abréviations les plus fréquemment utilisés

dans la thèse. On remarquera qu’exceptionnellement, certains symboles sont utilisés pour représenter

deux quantités différentes 1. Pour ces quelques cas, le texte est rédigé de façon à ce qu’il n’y ait aucune

confusion possible.

Symbole Valeur Signification

c 2.998 × 108 m/s Vitesse de la lumière dans le vide

ǫ0 8.854 × 10−12 F/m Permittivité du vide

µ0 4π × 10−7 N/A2 Perméabilité du vide

η0 3.767 × 102 Ω Impédance du vide

e 1.602 × 10−19 C Charge élémentaire

me 9.109 × 10−31 kg Masse de l’électron

mp 1.673 × 10−27 kg Masse du proton

kB 1.381 × 10−23 J/K Constante de Boltzmann

~ 1.055 × 10−34 J·s Constante de Planck

Tableau 1 – Constantes physiques (à trois décimales de précision).

1. Par exemple, le symbole ρ est utilisé pour représenter la densité de charge ainsi que la coordonnée radiale normalisée.
Ces deux quantités sont cependant utilisées dans des contextes très différents, ce qui prévient toute confusion possible.
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Symbole Signification

δ(x) Fonction delta de Dirac

Γ(x) Fonction gamma

H(x) Fonction de Heaviside

jn(x) Fonction de Bessel sphérique de première espèce d’ordre n

Pn(x) Polynôme de Legendre d’ordre n

Tableau 2 – Fonctions spéciales.

Symbole Signification

x, y, z Coordonnées cartésiennes

r, φ, z Coordonnées cylindriques

ρ, ζ Coordonnées radiale et axiale sans dimension

êx, êy, êz Vecteurs unitaires cartésiens

t Temps

τ Temps sans dimension

Tableau 3 – Notation pour les coordonnées.

Symbole Signification

r Vecteur position

v Vecteur vitesse

β Vecteur vitesse normalisé par c

p Vecteur impulsion

γ Facteur relativiste gamma

FL Force de Lorentz

f (r, p, t) Fonction de distribution à une particule

n Densité

T Température

W Énergie

∆W Gain en énergie

ǫn Émittance normalisée

LT Longueur de cohérence transverse

Lz Longueur de cohérence longitudinale

Ip Énergie d’ionisation

Tableau 4 – Notation pour les particules.
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Symbole Signification

i Unité imaginaire (
√
−1)

E(r, t) Champ électrique

B(r, t) Champ magnétique

J(r, t) Densité de courant

ρ(r, t) Densité de charge

A(r, t) Potentiel vecteur magnétique

Πe(r, t) Vecteur de Hertz électrique

Πm(r, t) Vecteur de Hertz magnétique

Sav(r, t) Vecteur de Poynting moyenné dans le temps

we(r, t) Densité d’énergie électrique

a0 Paramètre d’intensité électromagnétique

az Paramètre d’intensité longitudinale

P Puissance

λ Longueur d’onde de la composante spectrale

k Nombre d’onde de la composante spectrale

ω Fréquence angulaire de la composante spectrale

a Paramètre confocal

s Paramètre de largeur spectrale

φ0 Constante de phase

w0 Taille à l’étranglement

zR Distance de Rayleigh

Ψ0 Paramètre d’amplitude

F(ω) Spectre en fréquences

f (t) Forme temporelle de l’impulsion

t̃±(r, t) Temps complexe retardé

R̃(r), θ̃(r) Rayon et angle complexes

vph(z) Vitesse de phase axiale

ΦG(z) Déphasage de Gouy

ξ(z, t) Phase spatiotemporelle

T Paramètre de durée de l’impulsion gaussienne

ξ0 Paramètre de durée de l’impulsion en sécante hyperbolique

T1/e Durée 1/e

Tfwhm Durée largeur totale à mi-hauteur

∆t,∆x,∆y,∆z Discrétisation spatiotemporelle

Tableau 5 – Notation pour le champ électromagnétique.
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Abréviation Signification (français) Signification (anglais)

ADK Ammosov-Delone-Krainov Ammosov-Delone-Krainov

cw Signal continu Continuous wave

dc De fréquence nulle Direct current

DLA Accélérateur laser diélectrique Dielectric laser accelerator

FDTD Différences finies dans le domaine temporel Finite-difference time-domain

FWHM Largeur totale à mi-hauteur Full width at half maximum

PIC Particle-in-cell Particle-in-cell

PML Couche parfaitement adaptée Perfectly matched layer

rf Fréquence radio Radio-frequency

SFF Formulation par champ diffusé Scattered-field formulation

TE Transverse électrique Transverse electric

TM Transverse magnétique Transverse magnetic

UED Diffraction électronique ultrarapide Ultrafast electron diffraction

Tableau 6 – Abréviations utilisées. Dans tous les cas, l’acronyme provient de l’anglais.
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“The longer and farther I ran, the

more I realized that what I was often

chasing was a state of mind – a place

where worries that seemed

monumental melted away, where the

beauty and timelessness of the

universe, of the present moment,

came into sharp focus.”

– Scott Jurek

Eat and Run : My Unlikely Journey

to Ultramarathon Greatness.
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Chapitre 1

Introduction

Avec la découverte de l’amplification par glissement en fréquence (chirped pulse amplification) en

1985 [158], les trente dernières années ont été témoins d’une série de progrès dans le développement

des lasers de haute puissance. Il existe aujourd’hui des lasers capables de générer des impulsions d’une

durée de quelques cycles optiques dont la puissance atteint des valeurs records de l’ordre de 3 × 1014

W [190]. Lorsque fortement focalisées, de telles impulsions produisent une intensité avoisinant 1022

W/cm2 au point focal, ce qui correspond à un champ électrique de l’ordre de 1014 V/m, une valeur près

de trois ordres de grandeur au-delà de l’unité atomique de champ électrique (5 × 1011 V/m). Soumise

à de telles intensités laser, la matière est ainsi rapidement ionisée et les particules chargées résultantes

subissent des forces accélératrices énormes.

Les champs électromagnétiques gigantesques générés par les lasers de haute puissance laissent entre-

voir une application intéressante de cette technologie dans le domaine de la physique des accélérateurs

de particules. En effet, les accélérateurs conventionnels basés sur des cavités à radiofréquences sont

capables de soutenir des champs électriques dont l’amplitude est limitée à environ 108 V/m [32] ; au-

delà de cette limite, il se produit un phénomène de claquage et il y a apparition d’arcs électriques au

niveau des structures métalliques. En raison des champs beaucoup plus forts qu’ils peuvent produire,

les lasers de haute puissance pourraient ainsi permettre le développement d’accélérateurs de parti-

cules plus compacts que les accélérateurs conventionnels en fonction aujourd’hui [73]. Ces dispositifs

trouveraient une multitude d’applications, allant de la production de sources compactes et cohérentes

de rayons X [119, 141] jusqu’à leur utilisation dans le traitement du cancer [50], en passant par leur

emploi dans des expériences d’imagerie atomique et moléculaire [145, 193].

Pour arriver à la réalisation d’un accélérateur de particules fonctionnant à partir d’un laser de haute

puissance, il est nécessaire de trouver une manière efficace d’appliquer le champ électromagnétique

sur une ou plusieurs particules. En raison de la très grande différence entre la masse de l’électron et

celle du proton (rappelons que me/mp ≈ 1/1836), les méthodes proposées pour accélérer des électrons

et des ions à l’aide du laser sont en général très différentes.

Dans cette thèse, nous abordons la problématique de l’accélération d’électrons par laser. Plus spéci-
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fiquement, nous nous intéressons à la modélisation d’un schéma d’accélération d’électrons basé sur

l’utilisation d’impulsions laser de polarisation radiale. Cette méthode exploite une symétrie particu-

lière des faisceaux de polarisation radiale qui favorise l’émergence d’une composante longitudinale de

champ électrique dans des conditions de forte focalisation. Sous l’action du champ électrique longitu-

dinal, un électron situé près du plan focal peut être violemment accéléré parallèlement à l’axe optique,

dans la même direction que se propage l’impulsion laser.

L’objectif de ce premier chapitre est de fournir une mise en contexte et une introduction à la pro-

blématique de recherche abordée dans cette thèse. La section §1.1 dresse d’abord un bref survol des

différentes techniques d’accélération d’électrons par laser. Le schéma d’accélération particulier auquel

nous nous intéressons est ensuite présenté à la section §1.2. Enfin, la section §1.3 présente concrète-

ment les objectifs et l’organisation de cet ouvrage.

1.1 Accélération d’électrons par laser : un survol

L’idée d’utiliser le laser pour accélérer des électrons remonte aussi loin que le début des années

1960 [148]. Les progrès effectués dans cette direction au cours des cinquante dernières années ont

démontré que le développement d’un schéma d’accélération laser efficace n’est toutefois pas une

tâche si simple. En effet, il est connu depuis longtemps qu’une particule chargée ne peut être accé-

lérée par une onde plane dans le vide [42]. Afin de maximiser le transfert d’énergie d’une impulsion

laser à une particule, des schémas plus complexes doivent être employés. Dans le cadre de l’accélé-

ration d’électrons, les méthodes les plus fréquemment citées sont l’accélération par effet Cherenkov

inverse, l’accélération par structure diélectrique, l’accélération par onde de sillage dans un plasma et

l’accélération dans le vide.

L’accélération par effet Cherenkov inverse est basée sur le ralentissement de la vitesse de phase d’une

onde électromagnétique lorsqu’elle se propage dans un gas de densité atmosphérique [46, 155]. Des

électrons injectés dans le dispositif peuvent alors se propager en restant en phase sur une certaine dis-

tance avec l’impulsion laser dont la vitesse de phase a été réduite. L’accélération par effet Cherenkov

inverse a été démontrée en laboratoire au cours de années 1990 [80]. Ce concept semble toutefois

avoir été progressivement abandonné en raison des problèmes potentiels causés par l’ionisation à très

haute puissance et de son manque d’intérêt par rapport aux schémas d’accélération alternatifs.

L’accélération par structure diélectrique procède de manière similaire à celle par effet Cherenkov in-

verse. Dans ce cas, on utilise une structure diélectrique périodique illuminée par un laser à incidence

normale pour créer sur mesure un mode longitudinal dont la vitesse de phase est adaptée à celle des

électrons injectés le long de la structure. Aussi connue sous le nom d’accélération par effet Smith-

Purcell inverse, l’idée originale de cette technique remonte à la fin des années 1960 [162]. Le seuil de

dommage des structures diélectriques étant beaucoup plus élevé que celui des structures métalliques,

ce schéma d’accélération laisse entrevoir la possibilité de créer des gradients d’accélération significa-

tivement plus importants que ceux des accélérateurs linéaires conventionnels [27]. L’accélération par
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structure diélectrique a récemment attiré beaucoup d’attention suite à sa démonstration expérimentale

en 2013 par deux groupes indépendants [27, 127]. Le faible coût de production et la très petite taille

des structures diélectriques utilisées laissent entrevoir l’émergence du concept d’accélérateur sur une

puce (accelerator on a chip), et la possibilité de combiner ces dispositifs en série est prometteuse. Il y

a fort à parier que les prochaines années seront le théâtre de plusieurs progrès intéressants dans cette

lignée de recherche.

L’accélération d’électrons par onde de sillage dans un plasma (plasma wakefield acceleration) est

la technique qui a récolté le plus d’attention et de succès jusqu’à maintenant. Ce schéma, proposé

initialement en 1979 par Tajima et Dawson [161], consiste à exciter une onde de plasma à l’aide

d’une impulsion laser de haute puissance et à tirer profit du champ électrique longitudinal du plasma

pour accélérer les électrons. Les électrons injectés peuvent provenir d’une source externe ou bien

du plasma lui-même. En théorie, une onde de plasma peut soutenir un champ électrique de plus de

1011 V/m, ce qui est largement supérieur à ce qui peut être soutenu dans un accélérateur linéaire

conventionnel [43]. La première réalisation expérimentale de l’accélération d’électrons par battement

d’ondes dans un plasma, réalisée par Clayton et al. en 1993 [34], constitue la première démonstration

convaincante de l’accélération d’électrons par laser. De cette première expérience jusqu’à la première

moitié des années 2000, les accélérateurs plasmas sont parvenus à accélérer des électrons jusqu’à

des énergies de l’ordre de 100 MeV (e.g., [51, 101, 117]). La paquets d’électrons générés dans ces

expériences présentaient des propriétés qui laissaient à désirer, notamment une distribution en énergie

exponentielle très large.

Un point tournant dans la technologie de l’accélération par onde de plasma s’est toutefois produit

en 2004. Motivés par la découverte en 2002 du soi-disant bubble regime ou blow-out regime par

le biais de simulations particle-in-cell réalisées par Pukhov et Meyer-ter-Vehn [132], trois groupes

sont indépendamment parvenus à produire des paquets d’électrons quasi-monoénergétiques et bien

collimés à des énergies de l’ordre de 100 MeV [45, 56, 102]. Ces trois expériences d’importance

capitale ont été publiées simultanément dans l’édition du 30 septembre 2004 de la revue Nature qui

porte le titre évocateur de Dream Beam. Suite à ces développements, les expériences d’accélération

par onde de plasma parviennent aujourd’hui à accélérer des paquets d’électrons de bonne qualité à

des énergies supérieures au GeV [184]. Ceci laisse entrevoir des applications intéressantes à moyen

terme pour le développement de sources de rayons X et à long terme pour le développement d’une

nouvelle génération de collisionneurs [71]. Étant donné la courte longueur d’onde de l’onde de plasma,

les accélérateurs plasma offrent intrinsèquement la possibilité de générer des impulsions d’électrons

très brèves, d’une durée femtoseconde [93] et potentiellement attoseconde [90], mais à des énergies

relativistes.

Un défi de taille dans la réalisation expérimentale d’un accélérateur plasma est l’existence d’instabi-

lités de plasma qui en dégradent les performances [43]. Afin de remédier à ces difficultés, certains

scientifiques ont cherché à développer des approches plus simples comme l’accélération dans le vide.
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Dans un schéma d’accélération dans le vide, l’électron est accéléré directement par le champ élec-

tromagnétique du laser. Plusieurs approches sont basées sur l’utilisation d’un faisceau gaussien, où

l’électron interagit principalement avec les composantes transverses du champ électromagnétique.

Cette interaction est souvent décrite en terme de la force pondéromotrice. Celle-ci stipule que la tra-

jectoire d’un électron, moyennée dans le temps sur les oscillations rapides du champ, le mènera vers

les régions de faible intensité [78, 79]. Aux énergies relativistes, l’accélération procède par un mé-

canisme généralement appelé diffusion pondéromotrice relativiste [66, 67, 133]. Dans ce dernier, un

électron initialement situé près du plan focal est rapidement accéléré hors de la région de haute in-

tensité par la composante transverse du champ électrique, puis sa trajectoire est ensuite déviée dans

la direction de propagation du faisceau sous l’effet du terme v × B de la force de Lorentz [175]. Ce

schéma d’accélération a été démontré expérimentalement à la fin des années 1990 [98]. En injectant

avec un certain angle des électrons initialement relativistes dans un faisceau gaussien focalisé, il est

également possible de synchroniser leur mouvement avec un front de phase afin de maximiser leur

gain en énergie [123, 183]. Dans les approches basées sur la force exercée par les composantes trans-

verses du champ électromagnétique, les électrons sont poussés en périphérie du faisceau et quittent la

région focale avec une grande vitesse transversale. Afin de limiter l’excursion dans la direction trans-

verse et d’obtenir des paquets d’électrons mieux collimés, il a entre autres été proposé de combiner

un faisceau gaussien avec un mode d’ordre supérieur afin de créer un potentiel pondéromoteur qui

confine les électrons près de l’axe optique [159].

En guise d’alternative aux schémas d’accélération dans le vide basés sur les composantes transverses

du champ électromagnétique, il est également possible de tirer profit de la composante longitudinale

du champ électrique pour accélérer les électrons. C’est le cas du schéma d’accélération dont traite cet

ouvrage et qui est décrit à la section suivante.

1.2 Accélération d’électrons par impulsions laser de polarisation

radiale

Dans cette thèse, on s’intéresse à la modélisation d’un schéma d’accélération d’électrons dans le

vide basé sur l’utilisation d’impulsions laser de polarisation radiale. Les premières traces de cette

idée d’utiliser un mode laser exotique pour l’accélération d’électrons dans le vide remontent aux

années 1990 avec les articles de Bochove et al. [22], Esarey et al. [44] et Hellwarth et Nouchi [70].

L’utilisation du mode TM01 pour l’accélération d’électrons fut ensuite formulée plus précisément par

Charles Varin et Michel Piché en 2002 [177].

Le schéma d’accélération en question est de prime abord très simple. L’idée de base est d’utiliser

un faisceau laser pulsé de haute puissance de type TM01, où TM signifie transverse magnétique et

l’indice 01 indique qu’il s’agit du mode TM fondamental. Tel qu’illustré à la figure 1.1, ce mode laser

présente un patron de polarisation radiale. En raison de la symétrie angulaire de la composante radiale

de son champ électrique, le faisceau TM01 a la particularité de présenter, sous forte focalisation,
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Figure 1.1 – Représentation schématique de l’accélération d’un électron par une impulsion TM01 ul-
trabrève. Lors de la focalisation d’une impulsion TM01, une forte composante longitudinale de champ
électrique (Ez) est générée près du point focal par l’interférence constructive du champ électrique ra-
dial (Er). Si son amplitude est suffisamment élevée, le champ électrique longitudinal peut accélérer
l’électron rapidement jusqu’à une vitesse comparable à celle de la lumière. L’électron peut ainsi de-
meurer en phase sur une certaine distance avec le même demi-cycle de champ et gagner une énergie
considérable.

une importante composante de champ électrique orientée selon l’axe optique, c’est-à-dire selon la

direction de propagation du faisceau. Sous l’influence de ce champ longitudinal, un électron peut

être violemment accéléré le long de l’axe optique et subir, lorsque son mouvement est correctement

synchronisé avec l’oscillation du champ électrique, un gain en énergie considérable. On parle alors

d’un mécanisme d’accélération sous-cycle : à l’image d’un surfeur qui gagne de la vitesse en étant

emporté par une vague, l’électron est accéléré en restant en phase avec un même demi-cycle du champ

électrique longitudinal sur une certaine distance. La figure 1.1 illustre de manière schématique le

fonctionnement du schéma d’accélération.

Les travaux publiés en 2002 par Varin et Piché ont initié chez plusieurs groupes de recherche un

effort de modélisation de l’accélération d’électrons à l’aide du mode laser TM01 (voir par exemple

[21, 35, 47, 48, 75, 97, 138, 139, 150, 174, 178, 179, 186, 187, 188]). Ces travaux ont mis en évidence

plusieurs propriétés intéressantes du schéma d’accélération. Outre le fait que cette méthode est carac-

térisée par de faibles pertes radiatives en raison d’une accélération linéaire [179] et qu’elle n’impose

pas de contraintes sur l’intensité laser [186], un des résultats les plus étonnants mis de l’avant par

les travaux de modélisation est la possibilité de générer des impulsions d’électrons relativistes bien

collimées d’une durée attoseconde à l’aide d’impulsions TM01 de haute puissance [75, 178]. En effet,

par la nature même du mécanisme d’accélération sous-cycle, les électrons peuvent être comprimés à

l’intérieur d’un même demi-cycle de champ électrique et ainsi former une impulsion très courte.

Bien que les travaux théoriques précédents ont pu jusqu’à maintenant nous en apprendre beaucoup

sur les propriétés de l’accélération d’électrons par impulsions TM01, il n’en demeure pas moins qu’ils

présentent certaines limites. En effet, la grande majorité des travaux de modélisation sur l’accéléra-
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tion par impulsions TM01 ont basé leurs calculs sur l’utilisation de l’approximation paraxiale et/ou

de l’approximation de l’enveloppe lente. Ces deux approximations, qui interviennent au niveau de

la description mathématique de l’impulsion TM01, consistent respectivement à considérer que l’im-

pulsion n’est pas trop fortement focalisée et que sa durée est longue en comparaison avec celle d’un

cycle optique. Bien qu’ils facilitent l’obtention de solutions aux équations de Maxwell, ces deux ou-

tils sont inadéquats pour décrire correctement le champ électromagnétique d’une impulsion dans des

conditions de durée très courte et de forte focalisation. Ils limitent ainsi le domaine d’applicabilité des

travaux qui en font l’utilisation.

Mentionnons également qu’en marge des travaux de modélisation mentionnés précédemment, des ef-

forts expérimentaux importants déployés dans les dernières années ont récemment mené à la première

réalisation de l’accélération d’électrons par impulsions de polarisation radiale en laboratoire [126].

Le défi principal associé à la réalisation expérimentale de ce schéma d’accélération est la production

d’impulsions de polarisation radiale de très haute puissance. Dans l’expérience réalisée et publiée

en 2012 par les groupes des Profs. Jean-Claude Kieffer et François Légaré du laboratoire ALLS de

l’INRS (Varennes), l’utilisation d’un convertisseur de polarisation composé d’une mosaïque circulaire

de lames demi-onde a permis la génération d’impulsions TM01 d’une durée de 15 fs à 1.8 µm et d’une

puissance de l’ordre de 50 GW. Focalisées très fortement dans un gaz de faible densité par un miroir

parabolique de grande ouverture numérique, le champ électrique longitudinal de ces impulsions laser

a permis d’accélérer des électrons jusqu’à une énergie de l’ordre de 25 keV. Bien que la puissance

n’ait pas été suffisante pour atteindre des énergies relativistes, cette expérience pionnière a démontré

que l’accélération d’électrons par impulsions laser de polarisation radiale est bel et bien à la por-

tée de la technologie actuelle. Des expériences similaires sont déjà prévues dans d’autres groupes de

recherche [29], ce qui laisse entrevoir un avenir excitant pour cette technique d’accélération.

1.3 À propos de cette thèse

La découverte du laser à synchronisation modale au cours des années 1960 est généralement consi-

dérée comme la genèse de l’optique ultrabrève [25]. Dans un laser à synchronisation modale, un très

grand nombre de modes londitudinaux oscillent simultanément en phase, résultant en un champ nul la

majorité du temps à l’exception d’intervalles de temps extrêmement courts pendant lesquels l’énergie

électromagnétique est concentrée. Une révolution majeure dans le domaine des lasers à impulsions ul-

trabrèves a été marquée par la découverte de l’autosynchronisation modale dans les laser titane-saphir

(Ti:saphir) en 1991 [153]. Le laser Ti:saphir a la particularité de présenter un milieu de gain à bande

amplificatrice très large, permettant en principe de soutenir des impulsions aussi courtes que 3 fs. Les

systèmes laser Ti:saphir de pointe permettent aujourd’hui de produire des impulsions laser stabilisées

en phase dont la durée est de l’ordre de 5 fs, soit environ deux cycles optiques à 800 nm, et dont

l’énergie atteint le millijoule [3, 33, 110].

Parallèlement aux efforts visant à produire des impulsions dont l’extension temporelle est la plus pe-
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tite possible, plusieurs chercheurs se sont intéressés de manière analogue à la réduction maximale de

l’extension spatiale d’un faisceau laser au point focal. À l’aide d’optiques de focalisation à grande

ouverture numérique de très haute qualité (par exemple un miroir parabolique), il est aujourd’hui pos-

sible de focaliser un faisceau laser sur une tache focale dont la dimension est inférieure à la longueur

d’onde. À titre d’exemple, Dorn et al. ont réussi en 2003 à focaliser un faisceau de polarisation radiale

sur une tache focale dont la dimension est de 0.45λ [40]. Quelques années plus tard, Stadler et al. sont

similairement parvenus à générer une tache focale encore plus petite, soit 0.41λ [156]. Ces résultats

s’approchent énormément de la valeur de 0.36λ, établie comme étant la limite de focalisation ultime

en lumière monochromatique [59, 89].

Lorsque la durée de l’impulsion s’approche de la limite d’un cycle optique et que sa taille dans le

plan focal est de l’ordre de la longueur d’onde, une description rigoureuse du champ électromagné-

tique est indispensable. Dans ces conditions extrêmes d’impulsions ultrabrèves et fortement focalisées,

l’approximation paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente perdent leur validité et échouent à

décrire correctement le comportement spatiotemporel du champ électromagnétique. En d’autres mots,

les impulsions dites ultrabrèves et non paraxiales doivent être modélisées comme étant des solutions

exactes aux équations de Maxwell.

L’accélération d’électrons par impulsions TM01 est basée sur la force accélératrice générée directe-

ment par le champ électrique longitudinal. Par conséquent, ce schéma d’accélération est intimement

lié à la production d’impulsions laser ultrabrèves et fortement focalisées. À titre d’exemple, la dé-

monstration expérimentale de l’accélération d’électrons par impulsions TM01 réalisée à l’INRS a été

rendue possible grâce à des impulsions laser qui vont au-delà des limites d’applicabilité généralement

établies pour l’approximation paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente [126]. La production

de ces impulsions étant maintenant accessible dans un nombre croissant de laboratoires, il est impor-

tant de s’intéresser à leur effet dans le cadre de l’accélération de particules.

Dans la littérature, on retrouve peu d’articles qui s’intéressent à l’étude de l’accélération d’élec-

trons par des impulsions laser ultrabrèves et non paraxiales de polarisation radiale. En 2005, Varin

et al. [179] ont étudié la dynamique lorsque des impulsions ultrabrèves mais paraxiales sont utilisées.

Salamin [139] ainsi que Dai et al. [35] ont ensuite considéré des faisceaux TM01 non paraxiaux en

régime continu, c’est-à-dire des faisceaux monochromatiques de durée infinie. Bochkarev et al. [21]

ont considéré des impulsions TM01 non paraxiales, mais dont la durée est assez longue pour satisfaire

à l’approximation de l’enveloppe lente. Au moment de débuter les travaux de doctorat présentés dans

cette thèse, seulement deux publications avaient considéré des impulsions à la fois ultrabrèves et non

paraxiales [75, 92]. Les travaux de Karmakar et Pukhov [75] sont toutefois limités à l’étude d’un seul

ensemble de paramètres, tandis que ceux de Liu et al. [92] sont basés sur une théorie dont la validité

devient discutable dans la limite des impulsions très courtes. Bien que ces contributions aient abordé

une partie du problème, une étude exhaustive de la dynamique dans le régime ultrabref et non paraxial

demeure manquante.
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L’objectif principal de cette thèse de doctorat est d’investiguer l’accélération d’électrons par impul-

sions laser de polarisation radiale en régime d’impulsions ultrabrèves et fortement focalisées. Le but

de cette recherche est évidemment de faire ressortir les caractéristiques intéressantes de la dynamique

dans ce régime de conditions extrêmes. Afin de rendre cette étude possible, il est nécessaire de trouver

une méthode simple et efficace permettant de modéliser de manière exacte les impulsions laser de po-

larisation radiale. Nous verrons que la solution à ce problème est apportée par une méthode originale

développée par Alexandre April durant ses études doctorales sous la direction du Prof. Michel Piché.

En ce sens, les travaux présentés dans cette thèse se veulent l’unification et la continuité des travaux

de doctorat de Charles Varin et d’Alexandre April.

Cette thèse est organisée de la manière suivante :

Chapitre 2 – Notions préliminaires, partie I : théorie. Ce chapitre présente les notions théoriques

nécessaires à la modélisation de l’accélération d’électrons par laser. On y trouve d’abord une présenta-

tion des ingrédients d’électrodynamique classique relativiste impliqués dans l’interaction de particules

chargées avec un champ électromagnétique. Ensuite, les différents outils qui permettent de modéliser

une impulsion laser de mode TM01 sont présentés. Une première solution est d’abord obtenue à l’aide

de l’approximation paraxiale et de l’approximation de l’enveloppe lente. Dans un deuxième temps,

une méthode systématique permettant d’obtenir une solution exacte sous forme fermée pour l’im-

pulsion TM01 est introduite. Finalement, un bref aperçu des différentes propriétés de l’accélération

directe d’électrons par champ longitudinal est offert.

Chapitre 3 – Notions préliminaires, partie II : simulations numériques. Ce chapitre contient une

présentation des différentes techniques de simulation numérique qui ont été utilisées lors de ces tra-

vaux de recherche. Une première partie est consacrée à la description des simulations de type particule

test, qui sont utilisées dans les chapitres 4 à 7. La deuxième et majeure partie du chapitre est ensuite

consacrée à la description des simulations de type particle-in-cell (PIC), qui sont utilisées dans les

chapitres 6 et 7.

Chapitre 4 – Accélération d’un électron sur l’axe optique. Ce chapitre est articulé autour d’une

première contribution à la littérature, soit un article publié en 2012 dans la revue Optics Letters. Dans

cette publication, nous présentons une analyse exhaustive de la dynamique d’accélération dans des

conditions de forte focalisation et d’impulsions ultrabrèves pour le cas d’un électron initialement au

repos sur l’axe optique, cas limite où le problème se réduit à une dimension spatiale. Les résultats

obtenus dans ce chapitre démontrent deux caractéristiques intéressantes de l’accélération en régime

d’impulsions ultrabrèves et non paraxiales, soit la possibilité de réduire significativement le seuil

d’accélération et l’amélioration de l’efficacité d’extraction d’énergie à haute puissance.

Chapitre 5 – Validité de l’approximation paraxiale. Ce chapitre contient la reproduction d’une se-

conde contribution à la littérature, soit un article publié en 2013 dans la revue Optics Letters. Dans

cette contribution, nous n’étudions pas à proprement parler l’accélération par des impulsions ultra-

brèves et fortement focalisées ; nous nous concentrons plutôt sur des conditions de focalisation modé-
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rées, correspondant à un régime habituellement considéré comme paraxial. En comparant les résultats

obtenus à l’aide de la solution exacte du faisceau TM01 et sa solution paraxiale correspondante lors

de l’accélération d’un nuage d’électrons en deux dimensions, nous montrons que contre toute attente,

l’approximation paraxiale échoue à capturer correctement la dynamique. Nous démontrons que cet

échec de l’approximation paraxiale est dû à la présence d’une symétrie artificielle dans l’expression

du champ électromagnétique. La leçon à tirer de ce chapitre est que pour modéliser correctement l’ac-

célération d’électrons par impulsions TM01, des solutions aussi précises que possible aux équations

de Maxwell doivent être utilisées.

Chapitre 6 – Génération d’impulsions d’électrons ultrabrèves, partie I : preuve de concept. Ce

chapitre est articulé autour d’une troisième contribution à la littérature, soit un article publié en 2013

dans la revue Physical Review Letters. Nous y étudions l’accélération d’électrons résultant de l’inter-

action d’une impulsion TM01 ultrabrève et fortement focalisée avec un gaz de faible densité. Pour des

paramètres laser réalistes dans le cadre de la technologie laser millijoule actuelle, nous démontrons la

possibilité de produire des impulsions d’électrons quasi-monoénergétiques avec une énergie de 240

keV et une durée initiale de l’ordre de la femtoseconde. Ces résultats sont appuyés par la réalisation

de simulations de type PIC en trois dimensions qui prennent en compte la dynamique d’ionisation

atomique. La production d’impulsions d’électrons dans la fenêtre énergétique de 100 à 300 keV revêt

un intérêt particulier pour les expériences d’imagerie atomique et moléculaire par diffraction électro-

nique ultrarapide. Considérant la durée sans précédent de nos impulsions d’électrons à ces énergies,

nos résultats ouvrent une avenue intéressante vers l’amélioration de la résolution temporelle de ces

expériences.

Chapitre 7 – Génération d’impulsions d’électrons ultrabrèves, partie II : accordabilité. Ce cha-

pitre constitue une extension logique des résultats présentés au chapitre précédent. Il est constitué

d’une quatrième contribution à la littérature, soit un article publié en 2015 dans la revue Journal of

Physics B. Dans cet article, nous étudions l’effet des différents paramètres laser, soit la puissance, la

phase, la focalisation et la durée d’impulsion, sur la production d’impulsions d’électrons ultrabrèves.

Cette étude paramétrique nous permet de mettre en évidence la versatilité appréciable du schéma d’ac-

célération proposé. Nous analysons aussi les propriétés des impulsions d’électrons produites dans une

perspective d’application future dans des expériences de diffraction électronique ultrarapide.

Chapitre 8 – Conclusion. Ce chapitre résume les contributions principales issues de cette thèse et

offre quelques pistes de recherche pour la suite de ces travaux.

9





Chapitre 2

Notions préliminaires, partie I : théorie

Bien que l’interaction d’une particule chargée avec un champ électromagnétique soit décrite par des

lois assez simples, il s’agit d’un phénomène d’une très grande richesse lorsqu’on le soumet aux dif-

férents types de solutions qu’admettent les équations de Maxwell. Ce premier chapitre est consacré à

la présentation des outils théoriques qui sont utilisés lors de la modélisation de l’accélération d’élec-

trons par laser. On y présente la théorie de l’interaction laser-électron ainsi que certaines techniques

de résolution des équations de Maxwell pour la description d’impulsions laser.

Ce chapitre est structuré de la manière suivante. Les notions d’électrodynamique classique néces-

saires sont d’abord introduites à la section §2.1. Quelques résultats généraux concernant l’accélération

d’électrons dans le vide y sont également présentés. Le formalisme permettant de décrire mathéma-

tiquement des impulsions laser de type TM01 est ensuite introduit. En guise de mise en contexte,

on présente dans un premier temps à la section §2.2 une solution pour l’impulsion TM01 basée sur

l’approximation paraxiale et de l’approximation de l’enveloppe lente. Une solution exacte pour l’im-

pulsion TM01 est ensuite obtenue à la section §2.3. Finalement, la section §2.4 décrit brièvement le

mécanisme permettant d’accélérer des électrons à l’aide d’impulsions laser de polarisation radiale.

2.1 Électrodynamique classique relativiste

La physique des accélérateurs de particules est décrite par les lois et principes de l’électrodynamique

classique relativiste. Cette section en présente les ingrédients de base, soit les équations de Maxwell

et la force de Lorentz, ainsi que quelques résultats généraux concernant l’accélération de particules.

2.1.1 Équations de Maxwell

La variation spatiotemporelle d’un champ électromagnétique dans un milieu donné est décrite par les

équations de Maxwell. Sous leur forme différentielle et microscopique pour le vide, ces équations
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s’expriment de la manière suivante [72] :

∇ × E = −∂B
∂t

, (2.1)

∇ × B = µ0J +
1
c2

∂E
∂t

, (2.2)

∇ · E = ρ

ǫ0
, (2.3)

∇ · B = 0 , (2.4)

Ici E(r, t) et B(r, t) représentent respectivement les champs électrique et magnétique, et ρ(r, t) et J(r, t)

sont les densités de charge et de courant. Les constantes ǫ0 et µ0 correspondent à la permittivité et la

perméabilité du vide, tandis que c = (µ0ǫ0)−1/2 est la vitesse de la lumière dans le vide.

Lors de la modélisation d’impulsions laser, on suppose généralement que le champ électromagnétique

se propage dans le vide. Dans ce cas particulier, les termes de sources sont nuls (ρ = 0, J = 0). Il

est alors possible de démontrer à l’aide des équations (2.1)–(2.4) que les champs E et B satisfont

l’équation d’onde homogène,

∇2E − 1
c2

∂2E
∂t2
= 0 , ∇2B − 1

c2

∂2B
∂t2
= 0 . (2.5)

Chaque composante cartésienne des champs électrique et magnétique satisfait ainsi l’équation d’onde

scalaire.

Le champ électromagnétique peut également être analysé dans le domaine spectral en prenant la trans-

formée de Fourier temporelle de l’équation (2.5). En dénotant Ẽ et B̃ les transformées de Fourier

temporelles des champs E et B, on obtient alors l’équation de Helmholtz,

∇2Ẽ + k2Ẽ = 0 , ∇2B̃ + k2B̃ = 0 , (2.6)

où k = ω/c relie le vecteur d’onde k à la fréquence angulaire ω de la composante spectrale.

2.1.2 Force de Lorentz

Soit une particule de masse m et de charge q plongée dans un champ électromagnétique décrit par

les vecteurs E et B. Considérons sans perte de généralité qu’il s’agit d’un électron, tel que q = −e

et m = me. Selon les lois de l’électrodynamique classique relativiste, la trajectoire de l’électron est

décrite par les équations de Newton-Lorentz [72] :

dr
dt
= v , (2.7)

dp
dt
= −e(E + v × B) = FL , (2.8)

où r représente le vecteur position de l’électron, v son vecteur vitesse, p = γmev son vecteur impulsion

avec γ = (1−|v|2/c2)−1/2. Sous l’action de la force de Lorentz, notée FL, l’énergie de l’électron, définie
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par W = γmec2, est soumise à la variation suivante :

dW
dt
=

dr
dt
· FL = −e(v · E) . (2.9)

L’absence du champ magnétique B dans cette expression provient du fait que la force qu’il engendre

est orientée perpendiculairement à la vitesse v, opérant ainsi un travail nul sur la particule. En com-

binant les équations (2.8) et (2.9), il est possible d’obtenir une équation différentielle pour la vitesse,

soit :

dv
dt
= − e

γme

[
E + v × B − v

c2
(v · E)

]
. (2.10)

La procédure générale utilisée pour modéliser l’accélération d’un électron par une impulsion laser

est ainsi la suivante. Une description de l’impulsion laser est obtenue en solutionnant les équations

de Maxwell pour les champs E et B. Ces derniers sont ensuite insérés dans les équations de Newton-

Lorentz, qui sont intégrées afin d’obtenir la trajectoire suivie par un électron sous l’influence du champ

électromagnétique.

2.1.3 Émission de radiation et validité du cadre théorique

Le lecteur aura probablement remarqué que la procédure décrite au paragraphe précédent constitue

une description approximative de la réalité. En effet, il est bien connu qu’une charge accélérée perd

une certaine quantité de son énergie sous forme de radiation. L’émission de cette radiation entraîne un

amortissement instantané de la particule chargée en mouvement. Il est toutefois possible de montrer

que cet effet est négligeable aux intensités laser qui nous intéressent.

La puissance instantanée totale rayonnée par un électron en mouvement est donnée par la généralisa-

tion relativiste de la formule de Larmor [72],

Prayon. =
γ2τe

me


(
dp
dt

)2

− 1
c2

(
dW
dt

)2 , (2.11)

où la constante τe vaut

τe ≡
1

4πǫ0

2e2

3mec3
≈ 6.26 × 10−24 s . (2.12)

Pour qu’il y ait conservation de l’énergie, l’équation (2.8) doit être modifiée en considérant l’amortis-

sement causé par l’émission de radiation. Cela se traduit par l’ajout d’une force de réaction radiative

Frad :

dp
dt
= FL + Frad . (2.13)
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L’expression la plus couramment utilisée 1 pour modéliser la force Frad est l’équation de Landau-

Lifshitz [85],

Frad =γeτe

[(
∂

∂t
+ v · ∇

)
E + v ×

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
B

]
+

e2τe

mec

[
(E + v × B) × B +

1
c2

E (v · E)
]

− γ
2e2τe

mec2
v
[
(E + v × B)2 − 1

c2
(E · v)2

]
.

(2.14)

Pour le cas particulier de l’interaction d’un électron initialement au repos avec une onde plane, il

est possible d’obtenir une solution analytique à l’équation (2.13) dans laquelle Frad est donnée par

l’équation (2.14) [61]. À l’aide de cette solution, on peut montrer que les effets de la force de réaction

radiative Frad sont négligeables lorsque [28, 61, 82]

(
eE0

mecω

)2

≪ 1
ωτe

, (2.15)

où E0 est l’amplitude du champ électrique de l’onde plane et ω sa fréquence. En supposant une onde

plane de longueur d’onde λ = 800 nm (ω ≈ 2.36 × 1015 rad/s), on obtient la condition E0 ≪ 3.3 ×
1016 V/m sur l’amplitude du champ électrique, ce qui correspond à la contrainte I0 ≪ 1.4×1026 W/cm2

en terme d’intensité 2. Dans cet ouvrage, nous nous limiterons, dans les cas les plus extrêmes, à des

intensités maximales de l’ordre de 1023–1024 W/cm2. L’effet de la force de réaction radiative peut

ainsi à toutes fins pratiques être négligé.

Malgré tout, l’émission de radiation peut devenir une contrainte pour le fonctionnement de certains

accélérateurs de particules. Les pertes radiatives peuvent en effet limiter le maximum d’énergie nor-

malement accessible. Dans le cas d’un schéma d’accélération linéaire comme celui examiné dans cette

thèse, on peut toutefois démontrer, par un argument exposé à la section §14.2 de Jackson [72], que

les pertes d’énergie par rayonnement sont minimes. Pour un électron accéléré dans la direction z par

un champ électrique Ez d’amplitude E0 (B = 0 pour une accélération linéaire), la puissance rayonnée

vaut, d’après l’équation (2.11) :

Prayon. =
γ2τe

me


(
dpz

dt

)2

−
v2

z

c2

(
dpz

dt

)2 =
τe

me

(
dp
dt

)2

=
τe

mevz

∣∣∣∣∣
dW
dz

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
dW
dt

∣∣∣∣∣ , (2.16)

où on a utilisé le fait que dp/dt = dW/dz = v−1
z dW/dt. Le ratio de la puissance rayonnée sur la

puissance fournie par le champ électromagnétique (Pfournie = dW/dt) vaut alors, pour un électron

1. En électrodynamique classique, la force d’amortissement causée par l’émission de radiation par une charge ponctuelle
est donnée par l’équation de Lorentz-Abraham-Dirac [72],

Frad = τe


d2p
dt′2
− p

m2
ec2


(

dp
dt′

)2

− 1
c2

(
dW
dt′

)2
 ,

où γdt′ = dt. Cette expression pour Frad occasionne toutefois certains paradoxes, tels que l’existence de solutions auto-
accélérées et une violation du principe de causalité sur un temps de l’ordre de τe [135]. L’équation de Landau-Lifshitz
correspond au premier ordre du développement perturbatif de l’équation de Lorentz-Abraham-Dirac et est exempte de
comportements non physiques [154].

2. Pour une onde plane, la relation entre l’intensité et l’amplitude du champ électrique est I0 = E2
0/2η0, où η0 = (µ0/ǫ0)1/2

est l’impédance du vide.
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relativiste (vz ≈ c) :
∣∣∣∣∣
Prayon.

Pfournie

∣∣∣∣∣ =
τe

mevz

∣∣∣∣∣
dW
dz

∣∣∣∣∣ =
eτeE0

mec
. (2.17)

Cette quantité, qui doit toujours être inférieure à un, possède une amplitude négligeable en autant que

E0 ≪ 2.7 × 1020 V/m (I0 ≪ 1034 W/cm2) 3. Une configuration d’accélération linéaire est donc peu

sensible à la perte d’énergie par rayonnement.

À titre comparatif, la situation est considérablement différente dans les accélérateurs circulaires,

comme les cyclotrons et les synchrotrons. Dans une telle configuration, l’orientation de l’impulsion

p change rapidement sur long de la trajectoire de la particule, mais l’augmentation d’énergie sur une

seule révolution est généralement faible. On a alors :
∣∣∣∣∣
dp
dt

∣∣∣∣∣ ≈
vφ

rorb
|p| ≫ 1

c
dW
dt

, (2.18)

où rorb est le rayon de l’orbite et vφ la vitesse tangentielle de l’électron. En insérant ce résultat dans

l’équation (2.11), on obtient

Prayon. ≈
τe

me

γ2v2
φ

r2
orb

|p|2 . (2.19)

En effectuant l’intégrale de cette quantité sur une orbite circulaire, on obtient l’énergie δW perdue par

rayonnement à chaque tour :

δW =
2πrorb

vφ
Prayon. =

e2

3ǫ0rorb

v3
φ
γ4

c3
. (2.20)

Pour un électron relativiste (vφ ≈ c), on a :

δW [MeV] ≈ 8.85 × 10−2 (W [GeV])4

rorb [m]
. (2.21)

La présence de l’énergie à la puissance quatre dans le côté droit de cette dernière équation fait en sorte

que pour les accélérateurs fonctionnant à très haute énergie, la perte d’énergie par rayonnement de-

vient une préoccupation importante. Par exemple, à l’ancienne infrastructure du LEP (Large Electron-

Positron Collider) à Genève, des électrons ont pu être accélérés jusqu’à une énergie de 100 GeV sur

une orbite circulaire de 4.3 km de rayon 4. À ces énergies, les pertes radiatives sont énormes : elles

s’élèvent à environ 2 GeV par tour. Bien qu’il soit possible de diminuer les pertes en augmentant

le rayon des accélérateurs, il est évident que des contraintes de niveau économique et géogaphique

entrent rapidement en jeu.

3. Il est pertinent de noter que cette valeur correspond environ à 200 fois le champ critique de Schwinger en électrody-
namique quantique, soit Ecr = m2

ec3/e~ ≈ 1.3× 1018 V/m (Icr ≈ 2.2× 1029 W/cm2), qui représente le champ nécessaire pour
produire une paire électron-positron à partir du vide quantique [65]. À une telle intensité, l’interaction lumière-matière n’est
plus adéquatement décrite par l’électrodynamique classique étant donné l’importance des effets quantiques.

4. Données tirées du site web officiel du CERN :
http://home.web.cern.ch/about/accelerators/large-electron-positron-collider.
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En somme, pour un électron initialement au repos, l’effet d’amortissement instantané causé par l’émis-

sion de radiation peut être négligé pour des intensités laser de l’ordre de 1024 W/cm2 ou moins. Par

ailleurs, dans le cas d’un schéma d’accélération linéaire tel que celui examiné dans cette thèse, les

pertes par rayonnement sont négligeables en comparaison avec la puissance fournie par le champ

électromagnétique.

2.1.4 Le théorème de Lawson-Woodward

Avant d’aller plus loin dans la modélisation de l’accélération d’électrons par laser, il convient de

présenter un théorème fréquemment cité dans la littérature, soit le théorème (ou principe) de Lawson-

Woodward [44]. Ce dernier stipule que sous certaines conditions générales, une particule relativiste ne

peut être accélérée par un champ électromagnétique. L’application correcte du théorème de Lawson-

Woodward ayant déjà été matière à débat dans la communauté scientifique [169, 182], nous en effec-

tuons ici la présentation et en esquissons la preuve. Différentes preuves existent (voir [44] et [122] par

exemple) ; celle qui suit est tirée de [44].

Théorème de Lawson-Woodward. Soit un électron se déplaçant à vitesse v dans un champ électro-

magnétique. Si les conditions suivantes sont respectées :

1. le champ électromagnétique se propage dans le vide en absence de tout obstacle

2. l’électron est ultra-relativiste, c’est-à-dire v ≈ c, sur toute sa trajectoire ;

3. il n’y a aucun champ statique (électrique ou magnétique) ;

4. la région d’interaction entre l’électron et le champ électromagnétique est infinie ;

5. toute force non linéaire (force v × B, force de réaction radiative) peut être négligée ;

alors le gain en énergie de l’électron intégré sur toute sa trajectoire est nul.

Preuve (Esarey et al., 1995 [44]). On considère sans perte de généralité que l’électron se déplace à

vitesse relativiste le long de l’axe z, soit l’axe défini par x = y = 0. Par conséquent, l’accélération est

due à la composante Ez du champ électrique :

∆W = −
∫ ∞

−∞
eE · dr = −e

∫ ∞

−∞
Ez dz . (2.22)

Sachant que toute solution à l’équation de Helmholtz (2.6) peut s’écrire sous la forme d’une somme

continue d’ondes planes transverses [72], la composante Ez du champ électrique peut être exprimée

sous la forme suivante, pour un signal de fréquence ω :

Ez =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky Êz(kx, ky) ei(ωt−kx x−kyy−kzz) , (2.23)

où Êz(kx, ky) est la transformée de Fourier spatiale de la composante Ez et k2
x + k2

y + k2
z = ω2/c2.

Puisque les composantes Ex et Ey du champ électrique peuvent elles aussi être exprimées sous une
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forme similaire à (2.23), l’équation de la divergence ∇·E = 0 nous permer de relier les trois amplitudes

de Fourier Êx, Êy et Êz selon

kzÊz = −kxÊx − kyÊy . (2.24)

On peut supposer sans perte de généralité que Êy = 0. Pour un électron se déplaçant à la vitesse vz ≈ c

sur l’axe z, on a t = z/c et le gain en énergie s’exprime alors sous la forme

∆W =
e

(2π)2

∫ ∞

−∞
dz

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

kx

kz
Êx(kx, ky) ei(ωz/c−kzz) ,

=
e

2π

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

kx

kz
Êx(kx, ky) δ(kz − ω/c) , (2.25)

où la transformée de Fourier de la fonction delta a été utilisée pour obtenir la seconde égalité. En

effectuant le changement de variable kx = k⊥ cos φ, ky = k⊥ sin φ et en utilisant la propriété δ[g(x)] =
∑

j δ(x − x j)/|g′(x j)| où g(x j) = 0 pour obtenir δ(kz − ω/c) = (kz/k⊥)δ(k⊥), il devient évident que le

gain en énergie de l’électron intégré sur toute sa trajectoire sera nul :

∆W =
e

2π

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

0
dk⊥ k⊥ cos φ Êx(k⊥ cos φ, k⊥ sin φ) δ(k⊥) = 0 , (2.26)

où il a été supposé que le champ respecte kxÊx → 0 quand kx → 0. Il est facile de se convaincre que

le résultat (2.26) demeure valide pour tout champ électrique constitué d’une somme de composantes

spectrales de différentes fréquences. �

Ainsi, afin d’arriver à accélérer un électron à l’aide d’une impulsion laser, il faut violer au moins

une des cinq conditions du théorème de Lawson-Woodward. Il convient en premier lieu d’examiner

la configuration la plus simple qu’il est possible d’imaginer, soit l’accélération d’un électron par une

onde plane pulsée.

2.1.5 Le cas particulier de l’onde plane de durée finie

La solution la mieux connue et la plus simple aux équations de Maxwell est l’onde plane transverse.

Il s’agit également d’un des uniques cas pour lesquels les équations de Newton-Lorentz peuvent être

solutionnées analytiquement (voir par exemple [66, 130]). On présente ici une partie de cette solution

analytique.

Afin de décrire le champ électromagnétique d’une onde plane, il est utile d’avoir recours à un potentiel

vecteur magnétique A. Dans la jauge de Coulomb et en absence de charges et de sources de courant,

le potentiel vecteur magnétique détermine entièrement les champs E et B [72] :

B = ∇ × A , E = −∂A
∂t

. (2.27)

Il satisfait également à l’équation d’onde homogène :

∇2A − 1
c2

∂2A
∂t2
= 0 . (2.28)
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La solution générale de cette équation pour un potentiel vecteur se propageant selon l’axe z positif et

produisant un champ électrique linéairement polarisé selon l’axe x est

A = êxAx(t − z/c) . (2.29)

En convenant que les champs physiques correspondent à la partie réelle des grandeurs complexes, on

suppose généralement, pour une onde plane électromagnétique, que le potentiel vecteur possède la

forme suivante :

A = êxAx0(ω0t − k0z)ei(ω0 t−k0z) , (2.30)

où k0 et ω0 sont reliés par la relation de dispersion dans le vide ω0/k0 = c et Ax0 est une fonction

d’amplitude qui varie en fonction de la phase ω0t − k0z.

À l’aide des relations (2.27), on peut exprimer les équations (2.8) et (2.9) en fonction du potentiel

vecteur :

d(γmev)
dt

= −e

(
−∂A
∂t
+ v × ∇ × A

)
, (2.31)

d(γmec2)
dt

= ev · ∂A
∂t

. (2.32)

En définissant les quantités sans dimension β = v/c et a = eA/mec, on peut réécrire les deux équations

précédentes sous forme scalaire et adimensionnelle :

d(γβx)
dt

=
∂ax

∂t
+ cβz

∂ax

∂z
=

dax

dt
, (2.33)

d(γβy)

dt
= 0 , (2.34)

d(γβz)
dt

= −cβx
∂ax

∂z
= βx

∂ax

∂t
, (2.35)

dγ
dt
= βx

∂ax

∂t
. (2.36)

Ces quatre équations nous permettent d’identifier rapidement les trois intégrales du mouvement 5,

données respectivement par l’équation (2.33), l’équation (2.34) et la différence entre les équations

(2.35) et (2.36) :

d
dt

(γβx − ax) = 0 ,
d
dt

(γβy) = 0 ,
d
dt

(γ − γβz) = 0 . (2.37)

Si on considère un électron se déplaçant initialement à la vitesse βi à t → −∞ à l’extérieur d’une

onde plane de durée finie (ax,i → 0, où ax,i est la valeur du potentiel vecteur à la position initiale de

l’électron), l’intégration des équations (2.37) permet d’obtenir les relations suivantes :

γβx = ax + γi βx,i , γβy = γi βy,i , γ(1 − βz) = γi(1 − βz,i) . (2.38)

5. Comme ce système à trois degrés de liberté possède trois intégrales du mouvement indépendantes, on peut dire qu’il
s’agit d’un système intégrable [121].
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Avec la définition du facteur gamma, γ−2 = 1 − β2
x − β2

y − β2
z , et un peu d’algèbre, on peut exprimer

la solution complète pour les moments et l’énergie de l’électron en fonction des conditions initiales et

du potentiel vecteur :

γβx = ax + γi βx,i , γβy = γi βy,i , (2.39)

γβz = γi βz,i +
a2

x + 2axγi βx,i

2γi(1 − βz,i)
, γ = γi +

a2
x + 2axγi βx,i

2γi(1 − βz,i)
. (2.40)

À la lumière de cette solution analytique, le constat suivant s’impose : un électron ne peut être accé-

léré par une onde plane de durée finie. En effet, puisque l’électron se déplace toujours à une vitesse

inférieure à celle de l’onde plane, qui elle se déplace à la vitesse c, le potentiel vecteur à la position de

l’électron tend inévitablement vers ax → 0 lorsque t → ∞. Bien que l’énergie de l’électron soit sou-

mise à une variation temporelle lors de son interaction avec l’onde plane, on obtient γ → γi lorsque

t → ∞.

Le résultat obtenu dans cette section est en accord avec le théorème de Lawson-Woodward. En effet,

même s’il vaut également pour un électron initialement non relativiste (ce qui viole la condition 2) ou

pour une onde plane avec ax ≫ 1 (ce qui viole la condition 5), cela n’entre pas en contradiction avec

le théorème. En effet, ce dernier stipule que le gain en énergie sera nul si les conditions 1 à 5 sont

respectées ; dans le cas contraire, rien n’est garanti. Le fait qu’un électron soit incapable d’extraire de

l’énergie d’une onde plane de durée finie, peu importe son énergie initiale et l’amplitude de l’onde,

provient des propriétés de la dynamique telle que dictée par les intégrales du mouvement données à

l’équation (2.37).

Afin d’arriver à accélérer un électron dans le vide à l’aide d’une impulsion laser, il apparaît néces-

saire, en plus de violer au moins une des conditions du théorème de Lawson-Woodward, d’utiliser

un faisceau qui diffère d’une onde plane transverse. Comme nous le verrons bientôt, l’utilisation d’un

faisceau TM01 est une des solutions possibles à ce problème.

2.2 L’impulsion TM01 paraxiale

Une des méthodes permettant de briser la symétrie du mouvement d’une charge dans une onde plane

consiste à utiliser un faisceau focalisé, c’est-à-dire un faisceau dont le champ électromagnétique pos-

sède un certain degré de confinement spatial. C’est le cas du faisceau de type TM01 qui fait figure

d’élément central dans cette thèse.

Cette section et la suivante ont pour but d’introduire le formalisme qui permet de modéliser une impul-

sion laser TM01. Dans cette première section, on obtient une solution approximative pour l’impulsion

TM01 en solutionnant les équations de Maxwell sous l’approximation paraxiale et l’approximation

de l’enveloppe lente. Une technique permettant de solutionner de manière rigoureuse les équations

de Maxwell et ainsi d’obtenir une solution exacte pour l’impulsion TM01 est présentée à la section
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suivante. Bien que les travaux présentés dans cette thèse soient basés en très grande majorité sur l’uti-

lisation de la solution exacte pour l’impulsion TM01, nous croyons qu’il est pertinent de présenter en

premier lieu la solution paraxiale. En plus du caractère historique que revêt la solution paraxiale dans

le cadre de la modélisation de l’accélération d’électrons, elle permet également de faire ressortir plus

facilement différentes propriétés importantes du mode TM01.

Dans la littérature, on répertorie deux techniques différentes permettant d’obtenir l’expression du

champ électromagnétique de l’impulsion TM01 paraxiale. La première consiste à solutionner directe-

ment les équations de Maxwell via une inversion formelle de l’équation de la divergence [179, 180]. La

seconde est basée sur l’utilisation du potentiel vecteur magnétique dans la jauge de Lorenz [111, 138].

Dans cette thèse, nous avons choisi d’employer une troisième technique, soit la méthode des vecteurs

de Hertz. Bien que différente des deux méthodes susmentionnées, elle s’apparente à la méthode du

potentiel vecteur magnétique puisqu’elle fait intervenir des fonctions potentielles électromagnétiques.

L’utilisation de la méthode des vecteurs de Hertz pour obtenir les champs de l’impulsion TM01 pa-

raxiale assurera une transition plus harmonieuse avec la théorie présentée dans la section §2.3, et

permettra de faire ressortir davantage la cohérence de la démarche.

2.2.1 La méthode des vecteurs de Hertz

Afin de modéliser une impulsion laser, les équations de Maxwell (2.1)–(2.4) doivent être solutionnées

pour le champ électrique et le champ magnétique. Dans la plupart des cas, il est extrêmement difficile

d’obtenir une solution en travaillant directement avec les champs physiques E et B. Une technique cou-

ramment utilisée consiste à introduire des fonctions potentielles électromagnétiques pour lesquelles

une solution simple existe. Les fonctions potentielles permettent ensuite, via quelques opérations al-

gébriques, d’obtenir les champs physiques. Un exemple de fonction potentielle est le potentiel vecteur

magnétique introduit à la section §2.1.5.

Les vecteurs de Hertz, aussi appelés potentiels de Hertz ou potentiels de polarisation, sont des fonc-

tions potentielles électromagnétiques qui s’avèrent utiles pour générer des solutions de type transverse

magnétique 6 (TM) et transverse électrique 7 (TE) aux équations de Maxwell. Les vecteurs de Hertz,

notés Πe(r, t) (vecteur de Hertz électrique) et Πm(r, t) (vecteur de Hertz magnétique), sont reliés aux

champs E et B par les relations suivantes [24] :

E = ∇ × ∇ ×Πe −
∂

∂t
∇ ×Πm , B = ∇ × ∇ ×Πm +

1
c2

∂

∂t
∇ ×Πe . (2.41)

À l’aide de ces expressions, on peut montrer qu’ils satisfont tous les deux à l’équation d’onde homo-

gène,

∇2
Πe −

1
c2

∂2
Πe

∂t2
= 0 , ∇2

Πm −
1
c2

∂2
Πm

∂t2
= 0 . (2.42)

6. Un faisceau TM est un faisceau pour lequel le champ magnétique est confiné dans le plan perpendiculaire à l’axe de
propagation.

7. Un faisceau TE est un faisceau pour lequel le champ électrique est confiné dans le plan perpendiculaire à l’axe de
propagation.
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La méthode des vecteurs de Hertz consiste à considérer que les vecteurs de Hertz sont linéairement

polarisés [7]. De cette manière, il suffit d’obtenir une solution à l’équation d’onde scalaire pour la

composante non nulle de chaque potentiel. Cette étape s’avère généralement beaucoup plus facile que

de solutionner directement les équations de Maxwell pour les champs E et B qui possèdent, eux, sou-

vent plus d’une composante non nulle. Comme le montrent les équations (2.41), quelques opérations

algébriques simples permettent ensuite d’obtenir les champs physiques à partir des potentiels.

Le choix de la polarisation des vecteurs de Hertz dépend de l’état de polarisation physique que l’on

souhaite générer [7]. Pour un faisceau de type TE se propageant selon l’axe z, le vecteur Πe est nul

et le vecteur Πm est orienté selon l’axe z. Pour un faisceau de type TM se propageant selon l’axe

z, il s’agit du contraire : le vecteur Πe est orienté selon z et le vecteur Πm est nul. Il est également

possible de générer un faisceau de polarisation linéaire se propageant selon l’axe z lorsque Πe et Πm

sont d’amplitude équivalente et sont orientés orthogonalement dans le plan (x, y).

2.2.2 L’approximation paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente

Pour générer un faisceau de type TM, on doit utiliser un vecteur de Hertz électrique orienté selon l’axe

z, soit Πe = êzΨ(r, t). La fonction Ψ(r, t) doit ainsi satisfaire à l’équation d’onde scalaire :

∇2Ψ − 1
c2

∂2Ψ

∂t2
= 0 . (2.43)

En utilisant les coordonnées cylindriques (r, φ, z), on pose une solution de la forme

Ψ(r, t) = ψ(r, φ, z)g(ξ)ei(ξ−φ0) , (2.44)

où ξ = ω0t − k0z est la phase spatiotemporelle, ω0 = ck0 est la fréquence centrale, φ0 est une phase

constante, ψ(r, φ, z) représente un profil spatial et g(ξ) une enveloppe temporelle. En insérant cette

solution dans l’équation (2.43), on obtient après quelques manipulations algébriques

∇2
⊥ψ +

∂2ψ

∂z2
− 2ik0

∂ψ

∂z

(
1 − i

g
dg
dξ

)
= 0 , ∇2

⊥ =
1
r
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂φ2
. (2.45)

À partir de cette équation, nous allons effectuer deux approximations. La première, dite approximation

de l’enveloppe lente, consiste à considérer que l’enveloppe temporelle g(ξ) varie lentement en fonction

de la phase ξ. Mathématiquement, cette approximation se traduit par
∣∣∣∣∣
1
g

dg
dξ

∣∣∣∣∣ ≪ 1 . (2.46)

La seconde approximation, dite approximation paraxiale, consiste à considérer que la variation axiale

du profil spatial ψ(r, φ, z) est faible sur une distance de l’ordre de la longueur d’onde, et qu’elle est

également faible en comparaison à sa variation transverse, qui provient du confinement du faisceau

près de l’axe optique. Cette hypothèse permet d’effectuer l’approximation suivante :
∣∣∣∣∣∣
∂2ψ

∂z2

∣∣∣∣∣∣ ≪
∣∣∣∣∣∣2k0

∂ψ

∂z

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1
r
∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
1
r2

∂2ψ

∂φ2

∣∣∣∣∣∣ . (2.47)
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Ces deux approximations permettent d’obtenir, à partir de l’équation (2.45), l’équation d’onde pa-

raxiale

∇2
⊥ψ − 2ik0

∂ψ

∂z
= 0 . (2.48)

En géométrie cylindrique, la solution générale de l’équation d’onde paraxiale correspond aux modes

Laguerre-Gauss élégants paraxiaux [5] :

ue
p,m(r, φ, z) = Kp,m

(izR)p+m+1

(z + izR)p+m+1

rm

wm
0

Lm
p

[
ik0r2

2(z + izR)

]
exp

[
− ik0r2

2(z + izR)

]
cos(mφ) , (2.49)

où p = 0, 1, 2, . . . est le numéro radial du mode, m = 0, 1, 2, . . . est son numéro azimutal, Kp,m est une

constante d’amplitude, zR = k0w2
0/2 est la distance de Rayleigh, w0 est la taille du faisceau dans le

plan de l’étranglement (z = 0) et Lm
p (·) est le polynôme associé de Laguerre [10]. L’exposant e, pour

even, indique qu’il s’agit du mode pair ; le mode impair, uo
p,m(r, φ, z), s’obtient en remplaçant cos(mφ)

par sin(mφ).

2.2.3 Champ électromagnétique de l’impulsion TM01 paraxiale

De manière générale, on définit le faisceau TMp,m+1 paraxial comme étant le faisceau généré par le

mode Laguerre-Gauss élégant paraxial d’ordre (p,m). Le faisceau TM01 paraxial correspond au mode

transverse magnétique fondamental et est généré par le mode u0,0, communément dit faisceau gaussien

paraxial [149] :

ψ(r, φ, t) = u0,0(r, φ, z) =
Ψ0

z + izR
exp

[
− ik0r2

2(z + izR)

]
, (2.50)

où Ψ0 est une constante d’amplitude. Avec un peu d’algèbre, on peut montrer que le faisceau gaussien

satisfait l’approximation paraxiale si les conditions suivantes sont respectées :

k0zR ≫ 1 et r2 ≪ 4(z2 + z2
R) . (2.51)

Physiquement, la première condition implique une faible focalisation, tandis que la seconde indique

que la solution n’est valide que près de l’axe optique. Dans la littérature sur l’accélération d’élec-

trons, il est généralement accepté que l’approximation paraxiale est valide lorsque w0 ≥ 2.5λ0, ce qui

correspond environ à k0zR ≥ 120 [48, 180, 186, 188].

Afin d’obtenir un faisceau TM01 pulsé, la fonction ψ(r, φ, t) doit être multipliée par une enveloppe

temporelle. Deux cas seront considérés à un point ou à un autre dans cette thèse. Le premier est celui

de l’enveloppe gaussienne [48, 179] :

g(ξ) = exp

−
(ω0t − k0z)2

ω2
0T 2

 . (2.52)

La constante T détermine la durée de l’impulsion ; l’enveloppe gaussienne décroît d’un facteur 1/e

après un temps T1/e = T et sa pleine largeur à mi-hauteur vaut Tfwhm = 2T (ln 2)1/2. Afin que l’enve-
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loppe gaussienne respecte l’approximation de l’enveloppe lente, la condition suivante doit être satis-

faite :
∣∣∣∣∣∣
1
g

dg
dξ

∣∣∣∣∣∣ =
2|ω0t − k0z|
ω2

0T 2
≪ 1 . (2.53)

L’approximation de l’enveloppe lente sera ainsi valide pour des valeurs suffisamment grandes de ω0T ,

et de surcroît pour une faible valeur de la phase |ω0t− k0z|, c’est-à-dire près de la crête de l’impulsion.

Le fait que l’enveloppe gaussienne ne respecte l’approximation de l’enveloppe lente que lorsque le

point d’observation est près de la crête de l’impulsion peut être considéré comme un désavantage par

certains [111]. Afin de remédier à cette situation, une enveloppe de forme sécante hyperbolique peut

être utilisée [111, 186] :

g(ξ) = sech
(
ω0t − k0z

ξ0

)
. (2.54)

La constante ξ0 détermine la durée de l’impulsion ; l’enveloppe en sécante hyperbolique décroît d’un

facteur 1/e après un temps T1/e = (ξ0/ω0) sech−1(1/e) et sa pleine largeur à mi-hauteur vaut Tfwhm =

2(ξ0/ω0) sech−1(1/2). On peut montrer que l’enveloppe en sécante hyperbolique satisfait à la condition

de validité de l’approximation de l’enveloppe lente pour toute valeur de la phase, pourvu que ξ0 ≫ 1.

Mentionnons qu’en ce qui concerne l’accélération d’électrons, il a été démontré que les enveloppes

gausienne et sécante hyperbolique mènent à des résultats essentiellement similaires [97].

En considérant une enveloppe gaussienne, le vecteur de Hertz électrique Πe permettant de générer une

impulsion TM01 paraxiale peut ainsi s’écrire Πe(r, t) = êzΨ(r, z, t) avec

Ψ(r, z, t) =
Ψ0

z + izR
exp

[
− ik0r2

2(z + izR)

]
exp

−
(ω0t − k0z)2

ω2
0T 2

 ei(ω0t−k0z−φ0) . (2.55)

D’après les définitions (2.41), les trois composantes non nulles du champ électromagnétique de l’im-

pulsion TM01 peuvent s’obtenir à partir des dérivées suivantes :

Er =
∂2Ψ

∂z∂r
, Ez =

∂2Ψ

∂z2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
, Bφ = −

1
c2

∂2Ψ

∂t∂r
. (2.56)

En ne conservant que le terme dominant de chaque composante du champ, on obtient :

Er(r, z, t) = −
k2

0Ψ0

(z + izR)2
r exp

[
− ik0r2

2(z + izR)

]
exp

−
(ω0t − k0z)2

ω2
0T 2

 ei(ω0t−k0z−φ0) = cBφ(r, z, t) , (2.57)

Ez(r, z, t) =
2ik0Ψ0

(z + izR)2

[
1 − ik0r2

2(z + izR)

]
exp

[
− ik0r2

2(z + izR)

]
exp

−
(ω0t − k0z)2

ω2
0T 2

 ei(ω0t−k0z−φ0) . (2.58)

Ces expressions sont identiques à celles qui peuvent être obtenues par les deux méthodes alternatives

mentionnées au début de la section §2.2 (comparer par exemple avec [138] et [179]). Notons que les

champs physiques correspondent à la partie réelle des quantités complexes.
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Figure 2.1 – Impulsion TM01 paraxiale avec k0zR = 150. (a) Profil de la densité d’énergie électrique
we dans le plan de l’étranglement à t = 0. (b) Amplitude normalisée du champ électrique radial et
du champ électrique longitudinal dans le plan de l’étranglement à t = 0. (c) Déphasage de Gouy
(axe de gauche) et vitesse de phase (axe de droite) sur l’axe optique en fonction de la coordonnée
longitudinale.

La puissance moyenne P de l’impulsion TM01 peut être calculée en intégrant la norme de la com-

posante z du vecteur de Poynting moyen, Sav = (2µ0)−1E × B∗, dans le plan transverse à z = 0 et

t = 0 :

P =
"

Sav · êzdS =
1

2µ0

∫ ∞

0

∫ 2π

0
Re

{
Er(r, 0, 0)B∗φ(r, 0, 0)

}
rdφdr =

πk2
0 |Ψ0|2

2η0z2
R

, (2.59)

où l’étoile dénote le complexe conjugué et η0 =
√
µ0/ǫ0 est l’impédance du vide. La puissance

moyenne correspond à la moitié de la puissance crête de l’impulsion.

La densité d’énergie électrique, définie comme we = ǫ0|E|2/2, de l’impulsion TM01 paraxiale présente

un profil en forme de beigne dans le plan transverse [voir figure 2.1(a)]. La composante radiale du

champ électrique possède un maximum à r = w0/
√

2, tandis que la composante longitudinale pos-

sède un maximum à r = 0 [voir figure 2.1(b)]. Le rapport entre l’amplitude maximale du champ

longitudinal et du champ radial vaut

|Ez|max

|Er|max
=

2 exp(1/2)
√

k0zR
, (2.60)

une valeur qui demeure inférieure à l’unité dans les limites de validité de l’approximation paraxiale

(k0zR ≫ 1).

Une autre caractéristique importante de l’impulsion TM01 est la présence d’un déphasage de Gouy [149].

Pour mettre ce dernier en évidence, on peut exprimer le champ longitudinal Ez sous forme polaire,

Ez(r, z, t) = A(r, z, t) exp[iΦ(r, z, t)]. La phase totale vaut alors :

Φ(r, z, t) = ω0t − k0z + 2 arctan
(

z
zR

)
− arctan


k0r2z

2(z2 + z2
R) − k0r2zR

 −
k0r2z

2(z2 + z2
R)
− φ0 −

π

2
. (2.61)

Sur l’axe optique, à r = 0, la phase vaut :

Φ(r = 0, z, t) = ω0t − k0z + 2 arctan
(

z
zR

)
− φ0 −

π

2
. (2.62)
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Le terme ΦG ≡ 2 arctan(z/zR) correspond au déphasage de Gouy et fait en sorte que le champ accu-

mule, sur l’axe de propagation, un déphasage égal à 2π entre ζ → −∞ et ζ → +∞. L’existence du

déphasage de Gouy implique que l’impulsion possède une vitesse de phase axiale supralumineuse au

voisinage de l’étranglement 8 :

vph = c

1 −
2

k0zR(1 + z2/z2
R)


−1

. (2.63)

Le déphasage de Gouy et la vitesse de phase du faisceau TM01 sont illustrés à la figure 2.1(c). Comme

nous le verrons bientôt, ces deux éléments jouent un rôle important lors de l’accélération d’électrons.

2.2.4 Génération expérimentale d’un faisceau TM01

Différentes techniques peuvent être utilisées pour générer des faisceaux laser de polarisation radiale

en laboratoire. On peut diviser ces approches en deux catégories [194] : les approches actives, pour

lesquelles on force la cavité laser à osciller dans un mode de polarisation radiale ou azimutale 9, et

les approches passives, qui sont basées sur une conversion de l’état de polarisation à l’extérieur de la

cavité laser.

Un faisceau de polarisation radiale peut être généré à l’intérieur d’une cavité laser en y insérant des

éléments optiques qui possèdent une symétrie axiale et qui éliminent le mode fondamental gaussien.

En général, la symétrie axiale de la polarisation permet toutefois aux modes TM01 et TE01 de survivre

simultanément. Pour discriminer en faveur d’un seul d’entre eux, il est possible d’utiliser des com-

posantes spéciales tel qu’un cristal présentant une biréfringence axiale [95, 129, 191], un réflecteur à

angle de Brewster [83] ou un élément diffractif spécial [120]. Par ailleurs, la génération active d’im-

pulsions brèves de polarisation radiale est également possible à l’aide d’une cavité munie d’un cristal

de Ti:saphir possédant une coupe particulière [76].

Il est également possible de générer des faisceaux de polarisation radiale en espace libre à l’exté-

rieur de la cavité laser. Cette approche, qui permet de travailler avec des systèmes laser commerciaux,

consiste à convertir la polarisation du mode fondamental linéairement polarisé qu’émettent la majorité

des cavités laser. La méthode qui s’avère conceptuellement la plus simple est de combiner de manière

cohérente deux modes Laguerre-Gausse d’ordre (0,1) de parité différente et de polarisation croisée à

l’aide d’un interféromètre de Mach-Zehnder [166]. Il est également possible d’utiliser des fenêtres à

base de cristaux liquides qui permettent de convertir une polarisation linéaire en polarisation radiale en

effectuant une rotation continue de la polarisation autour de l’axe optique [112, 157]. Bien que ces élé-

ments permettent d’atteindre une très grande pureté modale, ils ne fonctionnent qu’à basse puissance

laser. Pour la production d’impulsions ultrabrèves de polarisation radiale à partir de systèmes laser de

haute puissance, on utilise généralement un convertisseur de polarisation constitué d’un arrangement

8. Pour calculer la vitesse de phase axiale, on pose d’abord Φ(r = 0, z, t) = cte. On prend ensuite la dérivée par rapport
au temps de chaque côté et on isole dz/dt, qui correspond à la quantité recherchée.

9. Un mode transverse électrique TE01 (polarisation azimutale) peut être converti en mode TM01 par une rotation de π/2
de la polarisation locale.
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Figure 2.2 – Principe de fonctionnement d’un convertisseur de polarisation à lames demi-onde. (a)
Schéma d’un convertisseur à quatre lames demi-onde qui permet de convertir un faisceau de polari-
sation linéaire en faisceau de polarisation radiale. Les lignes pointillées sur le convertisseur indiquent
l’orientation de l’axe cristallin de chaque lame. (b) Convertisseur de polarisation à huit lames demi-
onde (photo tirée de [94]).

de lames demi-onde (voir figure 2.2) [40, 94]. C’est d’ailleurs ce type de convertisseur de polarisa-

tion qui a été utilisé lors de la première démonstration expérimentale de l’accélération d’électrons par

impulsions TM01 [126].

2.3 L’impulsion TM01 exacte

Les systèmes laser de haute puissance permettent aujourd’hui de générer des impulsions dont la du-

rée n’est que de quelques cycles optiques. À l’aide d’optiques de focalisation à grande ouverture

numérique, il est possible de focaliser ces impulsions sur une tache dont la taille est comparable à

la longueur d’onde. Pour décrire ces impulsions ultrabrèves et fortement focalisées, l’approximation

paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente sont inadéquates ; il devient nécessaire d’obtenir des

solutions exactes aux équations de Maxwell.

La modélisation d’impulsions ultrabrèves et fortement focalisées est un domaine de recherche en

soi, et différentes méthodes ont été proposées pour obtenir des solutions rigoureuses caractérisant

leur champ électromagnétique. Les articles mentionnés à la section §1.3 ayant analysé l’accélération

d’électrons en régime d’impulsions ultrabrèves ou non paraxiales peuvent être divisés en trois catégo-

ries selon la méthode employée pour décrire le champ électromagnétique de l’impulsion. La première

de ces catégories utilise une approche perturbative qui consiste à obtenir une solution à l’équation

d’onde sous la forme d’une série de puissances dont le terme d’ordre zéro est la solution à l’équation

d’onde paraxiale [35, 139, 179]. Cette approche, aussi connue sous le nom de méthode de Lax [88],

ne garantit toutefois pas toujours une bonne convergence des séries (voir par exemple [35]). La se-

conde catégorie est basée sur l’utilisation d’une représentation intégrale du champ électromagnétique,

comme les intégrales de Stratton-Chu [21] ou la méthode du spectre d’ondes planes [92]. Finale-

ment, la troisième catégorie correspond aux simulations de type particle-in-cell, qui font intervenir,

comme nous le verrons au chapitre 3, une résolution des équations de Maxwell par une méthode aux
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différences finies.

Ces trois catégories d’approches ont en commun qu’elles nécessitent des ressources numériques im-

portantes étant donné que le calcul du champ électromagnétique à chaque point de l’espace et à chaque

instant requiert plusieurs opérations arithmétiques. Elles rendent ainsi très coûteuse l’analyse de l’effet

des multiples paramètres laser sur la dynamique d’accélération.

Dans le cadre de ses travaux de doctorat sous la direction du Prof. Michel Piché, Alexandre April

a développé une stratégie simple et complète permettant d’obtenir des solutions exactes sous forme

fermée aux équations de Maxwell [8]. Cette approche consiste en trois ingrédients principaux, soit

la méthode des vecteurs de Hertz, le modèle des source/puits ponctuels complexes et le spectre de

Poisson. L’utilisation d’une solution exacte sous forme fermée laisse entrevoir un avantage énorme

du point de vue numérique : une fois que cette solution est obtenue analytiquement, l’évaluation du

champ électromagnétique ne requiert guère plus de temps que ce qui est requis par la solution pa-

raxiale. Pour cette raison, la méthode d’April sera utilisée dans cette thèse pour modéliser de manière

exacte les impulsions TM01.

Dans cette section, nous présentons l’essentiel de la méthode d’April et retraçons brièvement les

étapes menant à l’obtention d’une solution sous forme fermée pour le champ électromagnétique d’une

impulsion TM01 ultrabrève et non paraxiale.

2.3.1 Modèle des source/puits ponctuels complexes

À la section §2.2.1, nous avons expliqué comment il est possible, à l’aide de la méthode des vecteurs

de Hertz, de modéliser un faisceau laser de type transverse magnétique (TM) se propageant selon

l’axe z. La procédure consiste à utiliser un vecteur de Hertz électrique polarisé dans la direction z, soit

Πe(r, t) = êzΨ(r, t), qui est solution à l’équation d’onde (2.43). Précédemment, nous avons solutionné

cette équation en effectuant l’approximation paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente ; cette

fois, nous souhaitons en obtenir une solution exacte.

En premier lieu, il convient de travailler dans le domaine spectral. En prenant la transformée de Fourier

temporelle de l’équation (2.43), on obtient l’équation de Helmholtz pour la composante de fréquence

ω, dénotée Ψ̃(r, ω) :

∇2Ψ̃ + k2Ψ̃ = 0 . (2.64)

La solution la plus simple à l’équation de Helmholtz est l’onde sphérique 10, e±ikR/R, où R = [r2 +

(z − zs)2]1/2 représente le rayon de courbure sphérique et zs correspond à la position du point source

sur l’axe z. L’onde sphérique est toutefois un piètre modèle de faisceau optique étant donné qu’elle ne

représente pas une solution qui possède un confinement transversal autour d’un axe de propagation.

10. Plus exactement, l’onde sphérique correspond à la fonction de Green de l’équation de Helmholtz en trois dimensions.
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Une méthode simple permettant d’obtenir une solution de l’équation de Helmholtz avec un confine-

ment transversal consiste à déplacer le point source sur l’axe imaginaire 11, c’est-à-dire à zs = −ia [39].

À partir de l’onde sphérique, on obtient un faisceau convergent, noté Ψ̃+(r, ω) = eikR̃/R̃, et un faisceau

divergent, noté Ψ̃− = e−ikR̃/R̃, où R̃ = [r2+ (z+ ia)2]1/2 représente le rayon de courbure complexe. Les

solutions Ψ̃± prises seules présentent cependant deux difficultés mathématiques, soit une singularité

annulaire à r = a dans le plan z = 0 et une discontinuité axiale à z = 0 [146] ; elles ne représentent

donc pas des faisceaux optiques physiquement réalisables.

Le modèle des source/puits ponctuels complexes est une manière simple permettant de remédier à

ces difficultés [171]. Il consiste à superposer une onde divergente (source) et une onde convergente

(puits) dont la source est localisée à zs = −ia, ce qui permet d’obtenir un faisceau ne possédant aucune

singularité ni discontinuité :

Ψ̃(r, ω) = Ψ0e−ka


e−ikR̃

R̃
− eikR̃

R̃

 = −2ikΨ0e−ka sin(kR̃)

kR̃
, (2.65)

où Ψ0 est une constante d’amplitude et e−ka est un facteur permettant d’assurer la continuité avec le

régime paraxial. Le faisceau décrit à l’équation (2.65) est dit faisceau gaussien non paraxial.

L’analyse du faisceau gaussien non paraxial se fait plus naturellement dans un système de coordonnées

sphéroïdales aplaties [86]. Le paramètre a apparaissant dans l’équation (2.65) peut, dans ce système

de coordonnées, être associé au paramètre confocal. Physiquement, la quantité ka, dite paramètre

confocal normalisé, détermine le degré de focalisation du faisceau optique et peut être associée aux

paramètres physiques w0 et zR à fréquence ω par la relation suivante [134] :

kzR =
k2w2

0

2
=

[
1 + (ka)2

]1/2 − 1 . (2.66)

Dans la limite paraxiale, c’est-à-dire lorsque ka ≫ 1, on peut démontrer que le faisceau gaussien non

paraxial tend vers le faisceau gaussien paraxial 12 :

lim
ka≫1
Ψ̃(r, ω) ≈ Ψ0

z + ia
exp

[
− ikr2

2(z + ia)

]
e−ikz . (2.67)

On voit dans ces deux dernières expressions que zR ≈ a lorsque ka ≫ 1. En quelque sorte, le paramètre

a peut ainsi être considéré comme une généralisation non paraxiale de la distance de Rayleigh.

Il existe également des solutions exactes à l’équation de Helmholtz pour les modes d’ordres supé-

rieurs, comme par exemple les modes Laguerre-Gauss élégants non paraxiaux [4] dont l’expression

paraxiale a été donnée à la section §2.2.2. Cependant, comme nous nous intéressons au mode trans-

verse magnétique fondamental (le mode TM01), seul le faisceau gaussien non paraxial sera nécessaire

dans notre démarche.

11. Bien que nous ayons passé ce fait sous silence à la section §2.2.3, cette technique permet également d’obtenir le fais-
ceau gaussien paraxial à partir de l’onde parabolique, qui est la solution fondamentale de l’équation d’onde paraxiale [149]

12. Pour ce faire, on utilise l’approximation R̃ ≈ (z + ia) + r2/2(z + ia). Le second terme n’est conservé que dans
l’exponentielle ; au dénominateur, on utilise plutôt l’approximation R̃ ≈ z + ia [149]
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Figure 2.3 – (a) Spectre de Poisson F(ω) et (b) profil temporel Re{ f (t)} pour différentes valeurs du
paramètre s.

2.3.2 Le spectre de Poisson

Dans la section précédente, nous avons obtenu l’expression du faisceau gaussien non paraxial pour

une composante spectrale de fréquence ω. Comme un faisceau pulsé est constitué d’une somme de

composantes spectrales de différentes fréquences, il convient de réécrire l’expression (2.65) sous la

forme

Ψ̃(r, ω) = Ψ0F(ω)e−ka


e−ikR̃

R̃
− eikR̃

R̃

 , (2.68)

où nous avons ajouté le spectre F(ω) qui détermine l’amplitude de chaque composante spectrale en

fonction de leur fréquence ω.

Un spectre approprié pour modéliser des impulsions ultrabrèves est le spectre de Poisson [31] :

F(ω) = 2πe−iφ0

(
s
ω0

)s+1
ωse−sω/ω0

Γ(s + 1)
H(ω) , (2.69)

où φ0 est la phase de l’impulsion, ω0 est la fréquence d’amplitude maximale, s est un paramètre réel

et positif, Γ(·) est la fonction gamma et H(·) est la fonction de Heaviside qui assure l’absence de

toute composante de fréquence négative. De plus, puisque F(0) = 0, le spectre ne contient aucune

composante dc. La largeur du spectre F(ω) et par conséquent la durée de l’impulsion laser qui lui est

associée sont contrôlés par le paramètre s 13 ; plus s diminue, plus le spectre s’élargit et plus la durée

de l’impulsion diminue. La transformée de Fourier inverse du spectre de Poisson est donnée par la

fonction suivante :

f (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F(ω)eiωtdω = e−iφ0

(
1 − iω0t

s

)−(s+1)

. (2.70)

La figure 2.3 illustre les fonctions F(ω) et f (t) pour différentes valeurs de s.

13. Le paramètre s peut être interprété physiquement comme un paramètre de durée sans dimension. Cette interprétation
deviendra plus claire dans les deux prochaines sections, où il sera montré que dans la limite s ≫ 1, l’enveloppe temporelle
obtenue avec le spectre de Poisson tend vers une gaussienne. Dans ce cas, le paramètre s est relié au paramètre de durée T
de la gaussienne par l’expression s ≈ ω2

0T 2/2.

29



Dans le cas d’une impulsion dite isodiffractante, toutes les composantes spectrales possèdent le même

rayon de courbure. Cela implique que le paramètre confocal a est constant et indépendant de la fré-

quence [7] ; en régime paraxial, la condition d’isodiffraction implique que chaque composante spec-

trale possède la même distance de Rayleigh zR. Pour une impulsion isodiffractante caractérisée par un

spectre en fréquences de Poisson, des solutions analytiques sous forme fermée relativement simples

peuvent être obtenues. En effet, en prenant la transformée de Fourier inverse de l’équation (2.68),

on obtient une expression spatiotemporelle pour la composante z du vecteur de Hertz qui va nous

permettre de générer l’impulsion TM01 ultrabrève et non paraxiale :

Ψ(r, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ψ0F(ω)e−ka


e−ikR̃

R̃
− eikR̃

R̃

 eiωtdω =
Ψ0

R̃

[
f (t̃−) − f (t̃+)

]
, (2.71)

où t̃± = t ± R̃/c + ia/c. On remarque que Ψ(r, t) est composée d’une superposition de deux quantités

distinctes, soit un signal qui se propage vers l’axe z positif, f (t̃−), et un signal qui se propage vers l’axe

z négatif, f (t̃+). Nous reviendrons sur cette caractéristique particulière dans la prochaine section.

2.3.3 Champ électromagnétique de l’impulsion TM01 exacte

Nous avons maintenant en main tous les outils nécessaires pour obtenir l’expression spatiotemporelle

exacte du champ électromagnétique de l’impulsion TM01. En effet, à partir du vecteur de Hertz 14

Πe(r, t) = êzΨ(r, t), où la fonction Ψ(r, t) est donnée à l’équation (2.71), on peut calculer les champs

E et B via les relations (2.41). En effectuant les calculs appropriés, on obtient [7, 103] :

Er(r, t) =
3Ψ0 sin θ̃ cos θ̃

R̃

(G(0)
−

R̃2
+

G(1)
+

cR̃
+

G(2)
−

3c2

)
, (2.72)

Ez(r, t) =
Ψ0

R̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+

G(1)
+

c

)
− sin2 θ̃

c2
G(2)
−

]
, (2.73)

Bφ(r, t) =
Ψ0 sin θ̃

cR̃

(G(1)
−

cR̃
+

G(2)
+

c2

)
, (2.74)

où cos θ̃ = (z + ia)/R̃, sin θ̃ = r/R̃, G(n)
± = f (n)(t̃−) ± f (n)(t̃+) avec :

f (n)(t) =
dn

dtn f (t) = e−iφ0
Γ(s + n + 1)
Γ(s + 1)

( iω0

s

)n (
1 − iω0t

s

)−(s+n+1)

. (2.75)

Encore une fois, l’instant t = 0 correspond au moment où l’impulsion traverse le plan de l’étrangle-

ment z = 0.

Le degré de focalisation de l’impulsion TM01 exacte est déterminé par le paramètre k0a, où k0 =

ω0/c est le nombre d’onde associé à la fréquence dominante du spectre de Poisson. Sa durée est

quant à elle contrôlée par le paramètre de largeur spectrale s. Contrairement au cas paraxial, il est

cependant plus difficile de caractériser l’impulsion TM01 exacte car il n’est pas possible d’obtenir une

14. Notons qu’en utilisant un vecteur de Hertz magnétique plutôt qu’électrique, c’est-à-dire Πm(r, t) = êzΨ(r, t), il est
possible d’obtenir le mode TE01. On trouve alors la même structure de champ que pour le mode TM01, mais dans laquelle
les composantes de E et B sont interchangées par la transformation E→ cB et B→ −E/c [5].
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Figure 2.4 – Densité d’énergie électrique dans le plan focal d’une impulsion TM01 non paraxiale
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expression analytique qui relie la taille à l’étranglement et la durée de l’impulsion aux paramètres

s et k0a. Toutefois, il existe des relations asymptotiquement exactes qui peuvent s’avérer très utiles.

Premièrement, il est possible d’estimer la taille du faisceau 15 par l’expression suivante [189] :

k0w0 ≈
[
2k0a

(
s

s + 3/2

)]1/2

, (2.76)

qui devient exacte dans la limite k0a ≫ 1. De plus, lorsque k0a ≫ 1 et s ≫ 1, il est possible de

démontrer que les champs donnés aux équations (2.72)–(2.74) tendent vers les champs de l’impulsion

TM01 paraxiale avec enveloppe gaussienne, donnés aux équations (2.57)–(2.58) (une démonstration

explicite est offerte à la section §4.8). Dans ce cas, il est possible de relier le paramètre s au paramètre

de durée T de l’enveloppe gaussienne par l’expression

T ≈
√

2s
ω0

. (2.77)

Finalement, aucune expression analytique n’existe pour la puissance transportée par l’impulsion TM01 ;

elle doit être calculée en solutionnant numériquement l’intégrale donnée à l’équation (2.59).

Dans des conditions de focalisation modérée, c’est-à-dire lorsque k0a ≫ 1, l’impulsion TM01 non

paraxiale possède un profil de densité d’énergie électrique en forme d’anneau [voir figure 2.4(a)]. Ce-

pendant, au fur et à mesure que k0a diminue, l’amplitude du champ électrique longitudinal devient de

plus en plus importante par rapport à celle du champ électrique radial. Cela transforme significative-

ment le profil de la densité d’énergie électrique ; la région centrale passe progressivement de sombre

à lumineuse [voir figure 2.4(b)-(d)]. Cette propriété étonnante de l’impulsion TM01 a déjà été vérifiée

en laboratoire [40].

Par ailleurs, comme nous pouvons le remarquer sur les figures 2.5(a)–(c), l’impulsion TM01 non pa-

raxiale est constituée de deux composantes contre-propageantes : une composante principale se pro-

pageant vers +z et une composante de plus faible amplitude se propageant vers −z. Cette particularité,

15. Il est important de noter que l’équation (2.66) n’est valide que pour la composante de fréquence ω. Notons que
l’équation (2.66) et l’équation (2.76) tendent vers la même expression lorsque k0a ≫ 1 et s ≫ 1.
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Figure 2.5 – Champ électrique longitudinal Ez d’une impulsion TM01 ultrabrève et non paraxiale avec
k0a = 1 et s = 10 lorsque (a) t < 0 ; (b) t = 0 ; (c) t > 0. Notons qu’à plus grande valeur de s, les deux
impulsions contre-propageantes obtenues seraient plus longues. (d) Représentation schématique de la
génération de composantes contre-propageantes lors de la focalisation d’un faisceau incident par un
miroir parabolique de focale f qui sous-tend un angle solide supérieur à 2π.

qui provient de la superposition d’une source et d’un puits dans la solution à l’équation de Helmholtz,

peut être interprétée physiquement à l’aide d’un modèle de focalisation par un miroir parabolique.

En effet, il est possible de démontrer mathématiquement que le faisceau TM01 non paraxial peut être

produit par la focalisation d’un faisceau radialement polarisé incident sur un miroir parabolique de

dimension infinie [9]. Comme la focalisation se fait sur un angle solide de 4π, cela donne naissance à

deux composantes contre-propageantes [voir figure 2.5(d)]. Notons que l’amplitude de la composante

qui se propage vers −z n’est appréciable que pour k0a < 3 ; elle diminue très rapidement au fur et à

mesure que k0a augmente.

2.3.4 Limite monochromatique

À la section précédente, nous avons vu que la durée de l’impulsion TM01 est directement reliée au

paramètre s apparaissant dans le spectre de Poisson ; plus s est grand, plus le spectre est étroit et

plus l’impulsion est longue. En faisant tendre le paramètre s vers l’infini, il est possible d’obtenir

une description du faisceau TM01 de fréquence ω0 en régime continu (régime cw). Comme cette

description nous sera utile un peu plus loin dans cette thèse, nous en présentons ici la démonstration.

Afin d’étudier la limite des grandes valeurs de s, réécrivons d’abord le spectre de Poisson [équation

(2.69)] sous la forme suivante :

F(ω) =
2πe−iφ0 ss+1

ω0Γ(s + 1)
exp

{
−s

[
1 +

ω − ω0

ω0
− ln

(
1 +

ω − ω0

ω0

)]}
H(ω) . (2.78)

Lorsque s est très grand, le spectre est très étroit et on peut approximer que |ω − ω0| ≪ ω0. En

utilisant le développement en série de Taylor du logarithme, ln(1 + x) ≈ x − x2/2 (x ≪ 1), ainsi que
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l’approximation de Stirling, Γ(s + 1) ≈
√

2πs sse−s (s ≫ 1), on obtient :

F(ω) ≈ 1
ω0

(2πs)1/2e−iφ0 e
− s(ω−ω0)2

2ω2
0 (s≫ 1) . (2.79)

Notons que la fonction de Heaviside H(ω) peut être omise considérant que pour un spectre très étroit,

la contribution des fréquences négatives est négligeable. Lorsque s est grand, le spectre de Poisson

prend donc une forme gaussienne, dans le domaine spectral comme dans le domaine temporel 16.

Dans la limite monochromatique, c’est-à-dire en prenant la limite s → ∞ de l’équation (2.79), le

spectre de Poisson se réduit à une fonction delta de Dirac :

lim
s→∞

1
ω0

(2πs)1/2e−iφ0 e
− s(ω−ω0)2

2ω2
0 = 2πe−iφ0δ(ω − ω0) . (2.80)

Dans le domaine temporel, nous avons donc :

f (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
2πe−iφ0δ(ω − ω0)eiωtdω = ei(ω0t−φ0) . (2.81)

Afin d’obtenir le faisceau TM01 monochromatique de fréquence ω0, il suffit d’insérer la fonction f (t)

donnée à l’équation précédente dans les expression (2.72)–(2.74). On a d’abord :

G(n)
+ = 2(iω0)ne−k0a cos(k0R̃)ei(ω0t−φ0) , (2.82)

G(n)
− = 2i(iω0)ne−k0a sin(k0R̃)ei(ω0t−φ0) . (2.83)

Après quelques manipulations algébriques, on obtient alors [5, 107] :

Er(r, t) = −2ik3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ cos θ̃ j2(k0R̃) ei(ω0t−φ0) , (2.84)

Ez(r, t) = −
4
3

ik3
0Ψ0e−k0a

[
j0(kR̃) + P2(cos θ̃) j2(k0R̃)

]
ei(ω0t−φ0) , (2.85)

Bφ(r, t) =
2
c

k3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ j1(k0R̃) ei(ω0t−φ0) , (2.86)

où les fonctions de Bessel sphériques de première espèce, dénotées jn(x), valent

j0(x) =
sin x

x
, j1(x) =

sin x

x2
− cos x

x
, j2(x) =

3 sin x

x3
− 3 cos x

x2
− sin x

x
, (2.87)

et P2(x) = (3 cos2 x − 1)/2 est le polynôme de Legendre de degré 2.

Dans le cas monochromatique, la puissance transportée dans la direction z par le faisceau TM01 peut

être calculée analytiquement [6] :

P =
πk0e−2k0a|Ψ0|2

2η0a3

[
2k0a sinh(2k0a) − cosh(2k0a) + 1 − 2k2

0a2
]

(2.88)

Comme le terme entre crochets tend vers k0a e2k0a lorsque k0a ≫ 1, on retrouve le résultat donné à

l’équation (2.59) dans la limite paraxiale.

16. La transformée de Fourier inverse d’une gaussienne dans le domaine spectral correspond à une gaussienne dans le
domaine temporel.
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Figure 2.6 – Déphasage de Gouy du faisceau TM01 non paraxial pour différentes valeurs de k0a.

Par ailleurs, bien que cela n’ait jamais été relevé dans la littérature, il est possible d’obtenir une

expression analytique pour le déphasage de Gouy du faisceau TM01 non paraxial. En exprimant le

champ Ez sous forme polaire, on trouve que le déphasage supplémentaire accumulé sur l’axe optique

(r = 0) vaut :

ΦG = 3 arctan
( z
a

)
− arctan

{
k0z + e−2k0a[k0z cos(2k0z) − (k0a + 1) sin(2k0z)]

(k0a − 1) + e−2k0a[k0z sin(2k0z) + (k0a + 1) cos(2k0z)]

}
(2.89)

Notons que les termes multipliés par e−2k0a, qui sont dûs à la composante contre-propageante du

faisceau et causent des oscillations dans la phase de Gouy (voir figure 2.6), peuvent être négligés dès

que k0a & 3 :

ΦG ≈ 3 arctan
( z
a

)
− arctan

[
z
a

(
1

1 − 1/k0a

)]
. (2.90)

On voit que cette dernière expression tend correctement vers le résultat paraxial ΦG = 2 arctan(z/a)

lorsque k0a ≫ 1. Finalement, dans le cas où la contribution de l’onde contre-propageante peut être

négligée, la vitesse de phase axiale du faisceau TM01 non paraxial peut être calculée aisément 17 :

vph = c

1 − 3
k0a[1 + (z/a)2]

+
k0a − 1

(k0a − 1)2 + k2
0z2



−1

. (2.91)

En résumé, à l’aide des outils présentés à la section §2.3, nous avons vu qu’il est possible d’obtenir

des solutions rigoureuses sous forme fermée aux équations de Maxwell pour une impulsion laser de

mode TM01. Nous sommes maintenant en mesure d’étudier l’accélération d’électrons par impulsions

TM01 dans le régime des impulsions ultrabrèves et fortement focalisées.

2.4 Théorie de l’accélération d’électrons par impulsions TM01

Avant d’aborder l’analyse de l’accélération d’électrons par impulsions TM01 de manière quantitative,

il est intéressant de se pencher sur la dynamique d’un point de vue un peu plus qualitatif. Cela assurera

une bonne compréhension du mécanisme d’accélération.

17. Dans le cas général, le résultat est beaucoup plus compliqué, quoique direct à obtenir.
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2.4.1 Équations du mouvement

Pour un électron libre soumis au champ électromagnétique d’une impulsion TM01, les équations du

mouvement peuvent s’écrire de la manière suivante, en coordonnées cylindriques (r, φ, z) :

dr
dt
= vr ,

dφ
dt
=

vφ
r

,
dz
dt
= vz , (2.92)

dvr

dt
= − e

γme

[(
1 − v2

r

c2

)
Er −

vrvz

c2
Ez − vzBφ

]
, (2.93)

dvφ
dt
=

e
γme

(vrvφ
c2

Er +
vzvφ
c2

Ez

)
, (2.94)

dvz

dt
= − e

γme


1 −

v2
z

c2

 Ez −
vrvz

c2
Er + vrBφ

 . (2.95)

D’après ces équations, on peut voir que la trajectoire d’un électron initialement au repos dans le plan

défini par φ = φini demeurera confinée dans ce même plan à tout moment ultérieur. De plus, pour un

électron initialement au repos et localisé sur l’axe optique (r = 0), la dynamique d’accélération se

réduit à une dimension spatiale et est gouvernée par les équations suivantes :

dz
dt
= vz ,

dvz

dt
= − eEz

γ3me
. (2.96)

D’après l’équation (2.96), un électron initialement au repos sur l’axe optique qui est soumis à un faible

champ électrique harmonique oscillera à la vitesse :

|vz|
c
≈ e|Ez|

mecω0
, (2.97)

où ω0 et |Ez| sont respectivement est la fréquence et l’amplitude du champ électrique. La forme de

cette dernière équation suggère la définition d’un paramètre sans dimension qui permet de caractériser

l’intensité du champ électromagnétique et ainsi que les différents régimes dynamiques de l’interaction

d’une impulsion TM01 avec un électron [65] :

a2
z ≡

(
e

mecω0

)2

|Ez|2max . (2.98)

En fonction de la valeur de az par rapport à 1, on distingue généralement trois régimes 18 :

Régime non relativiste : a2
z ≪ 1

Régime relativiste : a2
z ∼ 1

Régime ultra-relativiste : a2
z ≫ 1 .

Considérons un électron initialement au repos sur l’axe optique à l’extérieur de l’impulsion laser. Au

fur et à mesure que l’impulsion s’en approche, l’électron commence à osciller parallèlement à l’axe z,

sous l’influence des premiers cycles du champ électrique longitudinal. En fonction de la puissance de

l’impulsion, différents scénarios peuvent se produire (voir figure 2.7).

18. Quelques détails supplémentaires sur les trois régimes d’accélération seront donnés à la section §4.11
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Figure 2.7 – Illustration des trois différents régimes d’accélération. (a) Dans le régime non relativiste
(a2

z = 0.01, P = 2.1×1011 W), l’électron glisse d’un cycle à l’autre dans l’impulsion et ne subit aucun
gain net en énergie. (b) Dans le régime relativiste (a2

z = 1, P = 2.1 × 1013 W), l’accélération sous-
cycle commence à se produire. L’électron passe davantage de temps dans les demi-cycles de polarité
négative mais le gain en énergie demeure assez modeste au final. (c) Dans le régime ultra-relativiste
(a2

z = 100, P = 2.1 × 1015 W), l’électron parvient à rester synchronisé avec le champ sur une grande
distance, ce qui mène à un gain en énergie appréciable. Les trajectoires ont été calculées avec le champ
paraxial avec enveloppe gaussienne pour λ0 = 800 nm, w0 = 3 µm, T = 10 fs, φ0 =0 (ligne continue)
et π (ligne pointillée).

En régime non relativiste, la vitesse d’oscillation de l’électron est très faible en comparaison avec la

vitesse de la lumière tout au long de l’interaction. Dans ce régime, la dynamique de l’électron peut

généralement être décrite par la force pondéromotrice 19. L’électron glissera simplement d’un cycle

optique à l’autre dans le champ électrique longitudinal [voir figure 2.7(a)]. À sa sortie de l’impulsion,

l’électron n’aura gagné en moyenne qu’une énergie négligeable.

Pour une valeur de la puissance de plus en plus grande, l’électron atteint des vitesses de plus en

plus élevées lors de ses oscillations [voir figure 2.7(b)]. Éventuellement, si l’amplitude du champ

électrique longitudinal devient suffisamment grande, l’électron peut être rapidement accéléré à une

vitesse comparable à celle de la lumière. Dans ce cas, il peut demeurer en phase avec le même cycle de

champ électrique sur une distance appréciable, et ainsi acquérir une grande énergie [voir figure 2.7(c)].

On appelle ce mécanisme accélération sous-cycle.

2.4.2 Accélération sous-cycle

Lorsque l’électron atteint dans sa trajectoire un endroit où le champ électrique longitudinal est ca-

pable de l’accélérer à une vitesse relativiste à l’intérieur d’un demi-cycle optique, il se produit une

accélération sous-cycle. Ce phénomène se produit généralement près du plan de l’étranglement étant

19. La force pondéromotrice permet de décrire le mouvement moyen d’une particule chargée dans un champ électroma-
gnétique oscillant à la fréquence ω0 [78, 79] :

d〈v〉
dt
= − e2

4m2
eω

2
0

∇|E|2 ,

où 〈· · · 〉 indique une moyenne temporelle sur les oscillations à fréquence ω0. Notons que la force pondéromotrice est
indépendante de la phase et de la polarisation du laser.
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donné que Ez y atteint son amplitude maximale. On définit habituellement la puissance seuil pour

l’accélération sous-cycle comme étant la puissance pour laquelle a2
z = 1 [175, 180, 186]. Dans le cas

paraxial, on obtient :

Pseuil =
πm2

ec4

8η0e2
(k0zR)2 . (2.99)

Selon cette expression, plus la focalisation est forte, plus la puissance seuil pour l’accélération sous-

cycle est faible.

Même si l’électron est accéléré rapidement jusqu’à une vitesse relativiste, il n’est pas garanti qu’il

puisse rester en phase indéfiniment avec le même demi-cycle de champ électrique. En effet, la vitesse

de phase d’un faisceau laser qui se propage dans le vide est supérieure à la vitesse de la lumière –

une conséquence du déphasage de Gouy. Ceci peut donc faire en sorte que l’électron glisse dans le

demi-cycle suivant (de polarité opposée) et perde par le fait même l’énergie acquise.

Dans le cas d’un faisceau TM01 paraxial, la distance sur laquelle un électron relativiste (vz ≈ c) glisse

d’un demi-cycle dans le champ électrique axial peut être estimée par :

∆zdph =
λ0

2

(
c

vph − c

)
=
λ0

2


k0zR

2

1 +
z2

z2
R

 − 1

 , (2.100)

où l’équation (2.63) a été utilisée pour la vitesse de phase du faisceau TM01 paraxial. Cette distance

est minimale près de l’étranglement, là où la phase du faisceau évolue le plus rapidement ; dans ce cas,

on a ∆zdph ≈ πzR/2. Par conséquent, un électron accéléré à une vitesse relativiste au voisinage du plan

focal ne peut rester synchronisé avec l’impulsion laser que sur une distance de l’ordre de la distance

de Rayleigh, après quoi il glisse d’un demi-cycle optique dans le champ et est décéléré. Toutefois, une

fois expulsé de la région de l’étranglement (z > zR), il peut entrer dans un autre demi-cycle accéléra-

teur. Comme le déphasage de Gouy évolue beaucoup plus lentement de z = zR à z → ∞, l’électron

peut demeurer synchronisé avec le même demi-cycle de champ et subir une accélération soutenue

sur une grande distance (on a ∆zdph ≈ πz2/2zR lorsque z ≫ zR), pourvu bien sûr que l’amplitude du

champ soit encore suffisante pour l’accélérer rapidement à une vitesse relativiste. Loin du plan focal,

l’amplitude du champ décroît comme 1/z2, et l’électron peut ainsi retrouver sa liberté sans avoir perdu

l’énergie extraite de l’impulsion.

Lorsqu’il y a accélération sous-cycle, le gain en énergie net ∆W de l’électron dépend fortement de

sa position initiale sur l’axe et de la phase φ0 de l’impulsion laser. En effet, ces deux paramètres

déterminent à quelle position l’électron peut entrer dans son dernier demi-cycle accélérateur et par

conséquent la quantité d’énergie qu’il peut extraire du champ électrique. En supposant le cas idéal

d’un électron qui serait injecté à la vitesse de la lumière au sommet de l’impulsion et serait synchronisé

avec celui-ci de z = 0 à z → ∞, on peut calculer une limite supérieure au gain en énergie dans une

impulsion TM01 [48, 186] :

∆Wlim =

∫ ∞

0
FL · êzdz = Re

{
e
∫ ∞

0

2ik0Ψ0

(z + izR)2
dz

}
= e

(
8η0P
π

)1/2

. (2.101)
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On remarquera que cette quantité ne dépend que de la puissance de l’impulsion.

En résumé, nous avons présenté dans cette section une description assez qualitative du mécanisme

physique gouvernant l’accélération d’électrons par impulsions TM01. Afin d’étudier le phénomène de

manière plus quantitative, il est nécessaire de simuler numériquement la dynamique d’accélération.

C’est à la description de ces simulations qu’est consacré le chapitre suivant.

38



Chapitre 3

Notions préliminaires, partie II :

simulations numériques

Au chapitre précédent, nous avons présenté les outils théoriques nécessaires à la modélisation de

l’accélération d’électrons par impulsions TM01 ultrabrèves et fortement focalisées. Afin d’effectuer

l’analyse du schéma d’accélération, il convient maintenant de solutionner numériquement les équa-

tions qui en régissent le fonctionnement. Ce chapitre est consacré à la présentation des deux types de

simulations numériques qui ont été réalisées dans nos travaux.

La section §3.1 décrit d’abord brièvement les simulations à un électron, dites simulations de type

particule test. Par la suite, la section §3.2, qui constitue la majeure partie de ce chapitre, présente de

manière détaillée le fonctionnement des simulations de type particle-in-cell qui ont été réalisées avec

le logiciel libre Epoch.

3.1 Simulations à un électron

L’approche la plus simple pour analyser l’accélération d’électrons par impulsions TM01 est la réali-

sation de simulations de type particule test [21]. Plus précisément, cela consiste à analyser l’effet de

l’impulsion laser sur un électron isolé, appelé charge test, via la force de Lorentz. De manière im-

plicite, cela revient à approximer que tous les autres processus qui pourraient influencer le schéma

d’accélération (par exemple l’ionisation, les effets de plasma et de charge d’espace, etc. ) sont négli-

geables. Nous reviendrons sur ces effets à la section suivante.

Pour solutionner la dynamique d’une charge test dans le champ électromagnétique de l’impulsion

TM01, le système d’équations différentielles ordinaires (2.92)–(2.95) est intégré numériquement. Pour

des électrons initialement au repos, il est suffisant, comme nous l’avons vu à la section §2.4.1, de

simuler la dynamique avec un maximum de deux dimensions spatiales, soit z et r. Afin de s’assurer

que l’électron est initialement à l’extérieur de l’impulsion laser, un délai temporel est ajouté dans
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l’expression mathématique de l’impulsion 1. Par convention, le temps t = 0 correspond à l’instant où

le sommet de l’impulsion laser atteint le plan de l’étranglement situé à z = 0. L’intégration numérique

est poursuivie jusqu’à la fin de l’interaction entre l’impulsion laser et l’électron, c’est-à-dire jusqu’à

ce que le mouvement de la particule devienne uniforme et que son énergie se stabilise.

D’un point de vue technique, un intégrateur numérique de type Runge-Kutta-Fehlberg est utilisé pour

solutionner les équations du mouvement [131]. La méthode Runge-Kutta-Fehlberg est un algorithme

de la famille des méthodes Runge-Kutta qui utilise six évaluations de fonction afin de calculer la so-

lution du système d’équations différentielles ordinaires à l’ordre O(∆5) et à l’ordre O(∆6), où ∆ est le

pas d’intégration. La différence entre ces deux solutions est interprétée comme l’erreur locale 2 com-

mise sur la solution à l’ordre O(∆5), et la grandeur de cette erreur est contrôlée via l’utilisation d’un

pas d’intégration adaptatif. La méthode Runge-Kutta-Fehlberg permet par conséquent d’obtenir une

solution numérique avec une erreur globale à l’ordre O(∆4). Pour obtenir les résultats présentés dans

cette thèse, l’implémentation C++ de l’intégrateur Runge-Kutta-Fehlberg appartenant à la librairie de

calcul scientifique GSL a été utilisée [52].

3.2 Simulations particle-in-cell

Tel que mentionné à la section précédente, l’approche par particule test consiste à modéliser l’accé-

lération d’électrons sous l’hypothèse que chaque électron est isolé et n’interagit qu’avec l’impulsion

laser. Cette hypothèse, qui simplifie considérablement les simulations numériques, revient à négliger

tout autre processus physique susceptible d’affecter l’interaction : mécanismes d’ionisation, effets de

plasma, répulsion électrostatique entre les électrons, etc. En réalité, ces processus peuvent influencer

la dynamique d’accélération. L’ionisation détermine à quel moment l’électron est libéré dans le champ

électromagnétique de l’impulsion laser, une séparation de charges dans le plasma peut créer un champ

accélérateur appréciable, la répulsion électrostatique entre les électrons peut entraîner un étalement

spatial de l’impulsion d’électrons, etc.

L’approche particle-in-cell (PIC) est une méthode numérique à la fine pointe qui permet de modé-

liser la propagation d’ondes électromagnétiques en présence de charges libres. Elle permet ainsi de

modéliser un schéma d’accélération par laser en tenant compte des effets collectifs qui naissent de

l’interaction laser-plasma. Afin d’amener nos travaux à un niveau de réalisme supérieur, nous avons

réalisé pour cette thèse des simulations PIC à trois dimensions de la dynamique d’accélération. Ces

simulations ont été effectuées à l’aide du code PIC relativiste Epoch, dont la source est publique.

Cette thèse marque la première fois où des simulations PIC ont été réalisées au sein du groupe du

Prof. Michel Piché à l’Université Laval. Par conséquent, un soin particulier a été apporté à effectuer

une description détaillée de leur fonctionnement dans un souci de pérennité. Ce choix est également

1. Un délai correspondant à environ 5 fois la durée de l’impulsion est habituellement suffisant.
2. L’erreur locale est l’erreur commise à chaque pas d’intégration par l’intégrateur numérique, tandis que l’erreur glo-

bale est l’erreur totale commise sur une trajectoire numérique [125].
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Figure 3.1 – Illustration des trois régimes de la physique des plasmas dans le plan (Te, ne). La droite
Θ = 1 marque la séparation entre le régime quantique et le régime classique, tandis que la droite
ND = 1 sépare le cas classique en régime fortement couplé et régime faiblement couplé. Figure
inspirée de [176].

motivé par le fait que nous avons été confrontés à un certain manque de documentation claire et

complète à propos de la méthode PIC dans la littérature. Bien que cette section puisse paraître un peu

lourde aux premiers abords, elle devrait permettre au lecteur de développer une bonne compréhension

du fonctionnement interne du code Epoch et incidemment des codes PIC en général.

3.2.1 Mise en contexte : théorie de l’interaction rayonnement-matière

Un plasma est un état ionisé de la matière constitué d’un ensemble de charges négatives (électrons),

de charges positives (ions) et d’éléments neutres. Bien que les charges ne soient pas liées, elles s’in-

fluencent mutuellement par le biais du champ électromagnétique qu’elles génèrent. Ces interactions

complexes peuvent donner naissance à des phénomènes collectifs d’une grande richesse. C’est à ces

phénomènes que s’intéresse la physique des plasmas.

Afin de mettre la méthode PIC en contexte, il convient de passer brièvement en revue les différents

régimes rencontrés en physique des plasmas : les plasmas à faible couplage, les plasmas à fort cou-

plage, et les plasmas quantiques [176] (voir figure 3.1). Afin de caractériser le degré de couplage d’un

plasma, on doit évaluer le paramètre de dégénérescence

Θ =
kBTe

EF
=

2mekBTe

~2(3π2ne)2/3
, (3.1)

ainsi que le nombre de Debye

ND =
4π
3

neλ
3
D =

4π
3

(ǫ0kBTe)3/2

n1/2
e e3

, (3.2)

où EF = ~
2(3π2ne)2/3/2me est l’énergie de Fermi, λD = (ǫ0kBTe/nee2)1/2 est la longueur de Debye,

ne est la densité électronique, Te est la température électronique (qui est une mesure de l’énergie des

électrons), ~ est la constante de Planck et kB est la constante de Boltzmann.
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Du point de vue physique, le paramètre Θ quantifie l’influence de la pression interne du plasma due au

principe d’exclusion de Pauli. Dans un plasma froid et dense où Θ . 1, les électrons tendent à occuper

les niveaux de plus faible énergie. Par conséquent, la dynamique du plasma peut être significative-

ment influencée par les effets de blocage et d’écran quantiques résultant du fait que deux fermions ne

peuvent occuper le même état. On est alors en régime quantique.

À l’opposé, lorsque Θ ≫ 1, les effets dus au principe d’exclusion de Pauli deviennent négligeables et

le plasma peut être décrit classiquement. Dans le cas classique, la longueur de Debye λD joue le rôle

de paramètre d’écran ; elle représente physiquement la distance sur laquelle les électrons écrantent le

champ électrique. Le paramètre ND, qui correspond au nombre d’électrons dans la sphère de Debye,

permet de distinguer deux régimes de couplage. Lorsque ND ≫ 1, le plasma est très chaud et peu

dense ; les microfluctuations du champ électromagnétique ainsi que les collisions jouent un rôle né-

gligeable et le plasma peut être représenté en champ moyen par une fonction de densité. Il s’agit du

régime faiblement couplé. À l’inverse, lorsque ND . 1, le plasma est chaud et dense ; les collisions et

les fluctuations du champ jouent un rôle important dans la dynamique et le plasma doit idéalement être

décrit au niveau microscopique comme un système à N corps. Il s’agit du régime fortement couplé.

Une description semi-classique exacte de l’interaction rayonnement-matière peut être obtenue en so-

lutionnant de manière consistante l’équation de von Neumann [143] [figure 3.2(a)],

∂ρ̂(N)

∂t
= − i
~

[
Ĥ, ρ̂(N)

]
, (3.3)

couplée aux équations classiques de Maxwell pour le champ électromagnétique. L’équation de von

Neumann décrit l’évolution temporelle de la matrice de densité, notée ρ̂(N), d’un système quantique

à N particules caractérisé par l’Hamiltonien Ĥ. Solutionner les équations de von Neumann-Maxwell

représente toutefois une tâche colossale. Par conséquent, on utilise généralement divers niveaux d’ap-

proximation. La hiérarchie de ces approximations est schématisée à la figure 3.2.

Dans la limite classique, lorsque Θ ≫ 1, la dynamique du plasma peut être décrite par l’équation de

Liouville [figure 3.2(b)], qui est l’équivalent classique de l’équation de von Neumann [143] :

∂ρ(N)

∂t
=

{
H, ρ(N)

}
, (3.4)

où ρ(N) = ρ(N)(r1, . . . , rN , p1, . . . , pN , t) est la densité de probabilité à N particules du système clas-

sique gouverné par l’Hamiltonien H. La solution de l’équation de Liouville revient à solutionner les

6N équations du mouvement couplées du système de N particules.

Au prix de perdre les caractéristiques microscopiques du système, une description plus simple de la

dynamique du plasma peut être obtenue en intégrant ρ(N) sur 6(N − 1) dimensions. Le système est

alors décrit par la fonction de densité à une particule f (r, p, t), qui correspond à l’ordre le plus bas de

la hiérarchie Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) [143]. Sous cette approximation,

on passe de l’équation de Liouville à l’équation de Boltzmann [figure 3.2(c)], qui s’exprime en 6 + 1
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Figure 3.2 – Illustration schématique des différents niveaux d’approximation intervenant dans la des-
cription de la dynamique laser-plasma. La méthode particle-in-cell (PIC) vise à solutionner numéri-
quement les équations de Vlasov-Maxwell. Notons que certains codes PIC, dits codes PIC collision-
nels, permettent également de modéliser les collisions entre les particules, ce qui permet de solutionner
les équations de Boltzmann-Maxwell (3.5). Figure inspirée de [176].

dimensions :

∂ f
∂t
+

p
m
· ∂ f
∂r
+ F · ∂ f

∂p
=

(
∂ f
∂t

)

c
, (3.5)

où le terme de droite tient compte des collisions à deux corps. Lorsque les collisions peuvent être

négligées,

∂ f
∂t
+

p
m
· ∂ f
∂r
+ F · ∂ f

∂p
= 0 . (3.6)

Cette dernière équation est dite équation de Vlasov [figure 3.2(d)], et c’est à ce niveau que s’insèrent

les simulations PIC.

Les équations de Boltzmann-Maxwell peuvent être simplifiées davantage en intégrant sur la variable

p et en obtenant les équations pour les moments. Le système est alors décrit par la densité n(r, t) et

le champ de vitesse u(r, t), dont l’évolution temporelle est gouvernée par les équations de Navier-

Stokes en 3+1 dimensions [figure 3.2(e)]. Dans cette limite hydrodynamique de la description du

plasma, la distribution en vitesse à tout point de l’espace est remplacée par une vitesse moyenne locale.

Les collisions peuvent être prises en compte dans le modèle en introduisant un taux de collisions

phénoménologique γcoll.
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Finalement, on peut obtenir un dernier niveau d’approximation en supposant que le fluide est homo-

gène (∇n = 0) et incompressible (∇×u = 0 et ∇·u = 0). Sous l’action d’un faible champ électrique de

fréquence ω et en supposant que toutes les quantitées physiques oscillent également à cette fréquence

(linéarisation du système), on obtient l’expression suivante de la permittivité du milieu [figure 3.2(f)] :

ǫ(ω) = 1 −
ω2

p

ω2 + iωγcoll
, (3.7)

où ω2
p = nee2/ǫ0me est la fréquence de plasma. Cette expression correspond à celle issue du célèbre

modèle de Drude qui vise à expliquer la conductivité dans les matériaux.

3.2.2 La méthode particle-in-cell

La dynamique d’un plasma est déterminée par la relation d’auto-cohérence qui existe entre le champ

électromagnétique et les charges en mouvement. En principe, on peut voir l’évolution d’un plasma de

la manière suivante :

1. la présence de charges libres en mouvement génère un champ électromagnétique, qui peut être

calculé en solutionnant les équations de Maxwell ;

2. le champ électromagnétique exerce une force sur les charges libres et influence leur mouvement

via la loi de force de Lorentz.

Cette vision circulaire de la dynamique d’un plasma est au coeur de la méthode PIC.

Nous avons vu à la section précédente que sous certaines approximations, la dynamique d’un plasma

peut être décrite par l’équation de Vlasov (3.6). Cette dernière peut être réécrite de la manière sui-

vante :

d fα
dt
= 0 , (3.8)

où l’indice α a été ajouté pour dénoter l’espèce de particule que décrit la fonction de distribution (élec-

trons, protons, différents types d’ions). Il est ainsi clair qu’une section infinitésimale de la fonction de

distribution fα(r, p, t) demeure constante le long d’une trajectoire (r(t),p(t)) dans l’espace des phases.

Cette trajectoire est dite une caractéristique de l’équation (3.8). La famille formée par toutes ces ca-

ractéristiques définit une hypersurface dans l’espace (r, p, t) sur laquelle la fonction de distribution fα
est solution à l’équation de Vlasov.

La méthode PIC consiste en une procédure algorithmique qui permet d’obtenir un certain nombre de

caractéristiques à l’équation (3.8). Le code simule la trajectoire d’un nombre fini de marqueurs, où

chaque marqueur est associé à une partie de la fonction de distribution fα. Physiquement, un marqueur

peut représenter une ou plusieurs particules, et possède ainsi une masse et une charge. Puisque le

rapport charge sur masse demeure identique pour 1 ou N particules de même espèce α, les marqueurs

se déplacent dans le champ électromagnétique comme le feraient des particules de l’espèce qu’ils

représentent.
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Possédant généralement une charge nette différente de zéro, les marqueurs en mouvement génèrent

des courants, qui à leur tour contribuent à l’établissement d’un champ électromagnétique susceptible

d’affecter les autres marqueurs. Afin de bien résoudre cette dynamique, les codes de type PIC doivent

solutionner cette relation d’auto-cohérence. Tandis que les trajectoires sont déterminées par l’équa-

tion de Vlasov, le champ électromagnétique est quant à lui déterminé par les équations de Maxwell

microscopiques (2.1)–(2.4). Le terme de courant J assure le couplage entre les marqueurs et le champ

électromagnétique :

J =
∑

α

qα

∫
fαv d3p . (3.9)

Dans un code PIC, le champ électromagnétique est évalué sur une grille qui discrétise l’espace, tan-

dis que les marqueurs se déplacent dans un espace continu. Lorsque vient le temps de calculer la

force exercée sur les marqueurs, les champs sont interpolés à la position de ces derniers. Inversement,

lorsque les courants doivent être calculés pour solutionner les équations de Maxwell, une procédure

spéciale s’occupe de projeter les marqueurs sur la grille. Ces courants sont responsables de l’établisse-

ment des interactions à longue portée entre les charges. Finalement, l’évolution temporelle s’effectue

par une discrétisation du temps en petits intervalles de durée ∆t,

3.2.3 Le code Epoch

Le code Epoch (Extendable PIC Open Collaboration Project 3) est un code PIC relativiste disponible

sous licence publique générale GNU (GPL). En d’autres mots, il s’agit d’un logiciel libre dont l’accès

à la source est public. Le code est développé par le Collaborative Computational Plasma Physics

Consortium 4, un consortium supporté par une trentaine de chercheurs de renommée mondiale 5.

Le code Epoch, écrit en Fortran 95 standard, permet d’effectuer des simulations PIC en une, deux et

trois dimensions cartésiennes. L’intégration numérique des équations de Maxwell et des équations du

mouvement pour les marqueurs constituant le plasma est assurée par des algorithmes de type FDTD

(voir section §3.3.1) et leap-frog (voir section §3.4.1), qui sont tous deux précis au deuxième ordre

(espace et temps). Le code Epoch est entièrement parallélisé à l’aide de MPI 1.2 (Message Passing

Interface) en utilisant une stratégie de décomposition en sous-domaines spatiaux. Par ailleurs, Epoch

possède son propre type de fichier de sauvegarde binaire et compressé, et possède sa propre routine

interne de redémarrage à partir d’une sauvegarde (checkpointing).

Pour les travaux présentés dans cette thèse, la version 3D du code Epoch a été utilisée. Bien que le pro-

blème auquel nous nous intéressons présente a priori une symétrie de révolution, la décision d’utiliser

la version 3D a été motivée par les raisons suivantes : (i) afin de faire des simulations en deux dimen-

sions, il aurait fallu coder entièrement une version 2D-cylindrique du programme ; (ii) initialement, il

3. http://ccpforge.cse.rl.ac.uk/gf/project/epoch/
4. http://www.ccpp.ac.uk/projects/index.html
5. http://www.ccpp.ac.uk/members/index.html
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Figure 3.3 – Évolution et dépendances des quantités dans le code Epoch. La notation rn correspond à
r(t = n∆t). Figure reproduite d’après [19].

était possible que des problèmes sans symétrie de révolution (avec d’autres types d’impulsions laser)

puissent être considérés ; (iii) les ressources numériques à notre disposition étaient suffisantes pour la

réalisation de simulations 3D.

Finalement, notons que nous avons dû coder et ajouter un module supplémentaire à la version 3D

standard du code Epoch afin de tenir compte de l’impulsion TM01 incidente. La technique numérique

utilisée pour cet ajout est décrite un peu plus loin, à la section §3.3.3.

3.2.4 Une itération typique dans Epoch

Tel que mentionné à la section §3.2.2, le noyau d’un code PIC consiste une procédure algorithmique

cyclique. Ce cycle, auquel est associé une durée correspondant au pas de temps ∆t, consiste générale-

ment en quatre étapes :

1. Solution des champs électromagnétiques E et B sur la grille à l’aide des équations de Maxwell ;

2. Interpolation des champs électromagnétiques à la position des marqueurs dans l’espace et calcul

de la force de Lorentz ;

3. Évolution de la position et de l’impulsion des particules selon la force de Lorentz ;

4. Projection des particules sur la grille et calcul de la densité de courant J.

En pratique, afin d’améliorer la précision sur le calcul des différentes quantités, l’étape 1 (calcul des

champs électromagnétiques) est séparée en deux parties. À partir des champs connus à t = n∆t, on

évalue les champs à t = (n + 1/2)∆t. Les étapes 2, 3 et 4 sont ensuite réalisées. Le terme de courant

J, calculé à l’étape 4, est ensuite utilisé pour faire évoluer les champs E et B de t = (n + 1/2)∆t à

t = (n + 1)∆t. L’évolution des différentes quantités suivies par Epoch est illustrée à la figure 3.3.

Dans les sections qui suivent, les deux blocs algorithmiques les plus importants du code Epoch sont

passés en revue. Les algorithmes assurant l’évolution du champ électromagnétique sont d’abord pré-

sentés à la section §3.3. Par la suite, la section §3.4 introduit les algorithmes responsables du déplace-

ment des marqueurs dans l’espace.
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Figure 3.4 – Disposition des composantes du champ électromagnétique dans le cube de Yee. Chaque
composante du champ électrique E est décalée d’un demi pas de réseau dans la direction où elle
pointe, tandis que chaque composante du champ magnétique B est décalée d’un demi pas de réseau
dans toutes les directions sauf celle où elle pointe.

3.3 Fonctionnement d’Epoch, partie I : champ électromagnétique

Le premier bloc algorithmique d’importance d’Epoch est constitué des procédures visant à modéliser

l’évolution du champ électromagnétique. La résolution des équations de Maxwell est assurée par une

variation de l’algorithme de Yee, tandis que les conditions frontières sont implémentées en utilisant

la technique perfectly matched layers (PML) afin d’approximer un milieu infini. Afin de modéliser un

faisceau laser incident, la méthode scattered-field formulation a été utilisée.

3.3.1 Algorithme de Yee

L’algorithme de Yee est une méthode aux différences finies dans le domaine temporel (méthode

FDTD) qui permet de modéliser l’évolution d’un champ électromagnétique en trois dimensions en

solutionnant les deux équation rotationnelles de Maxwell [160]. Dans l’algorithme de Yee, on dis-

crétise l’espace à l’aide d’une grille régulière dont les mailles sont de dimension (∆x,∆y,∆z). Les

composantes des champs E et B ne sont pas disposées exactement sur les noeuds de la grille, mais

plutôt de la manière illustrée à la figure 3.4. De cette manière, on remarquera que chaque composante

du champ électrique est entourée de quatre composantes du champ magnétique, et vice-versa ; l’es-

pace est ainsi rempli d’un enchaînement de boucles de Faraday et d’Ampère. C’est ce qui confère à

l’algorithme de Yee une précision dite de second ordre 6.

Dans ce qui suit, nous utiliserons la notation suivante pour les composantes du champ électromagné-

tique :

A(x = i∆x, y = j∆y, z = k∆z, t = n∆t) ≡ An
i, j,k . (3.10)

Ainsi, les champs associés au noeud (i, j, k) de la grille au temps t = n∆t sont, d’après la figure 3.4,

6. Le lecteur peut consulter la section 2.4 du livre de Taflove [160] pour une explication de ce qu’est une méthode aux
différences finies de second ordre.
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Ex

∣∣∣n
i+1/2, j,k Ey

∣∣∣n
i, j+1/2,k Ez

∣∣∣n
i, j,k+1/2 ,

Bx

∣∣∣n
i, j+1/2,k+1/2 By

∣∣∣n
i+1/2, j,k+1/2 Bz

∣∣∣n
i+1/2, j+1/2,k .

Notons par ailleurs que les courants, qui ne sont pas illustrés sur la figure 3.4, sont logiquement définis

aux mêmes endroits que les composantes du champ électrique :

Jx

∣∣∣n
i+1/2, j,k Jy

∣∣∣n
i, j+1/2,k Jz

∣∣∣n
i, j,k+1/2 .

Dans l’algorithme de Yee original, le champ électrique et le champ magnétique sont calculés à des

temps différents séparés par ∆t/2 [160]. Par exemple, E est évalué à t = 0,∆t, 2∆t, . . . , tandis que B

est évalué à t = 0.5∆t, 1.5∆t, 2.5∆t, . . . . Dans le code Epoch, de même que dans la plupart des codes

PIC, il est nécessaire de connaître E et B simultanément à chaque t = (n + 1/2)∆t. On utilise alors

une version modifiée de l’algorithme de Yee qui permet de passer de (En,Bn) à (En+1,Bn+1) en deux

étapes.

En premier lieu, à partir de la connaissance de (En,Bn), on obtient (En+1/2,Bn+1/2) à l’aide des équa-
tions aux différences finies suivantes [136] :

Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k
− Ex

∣∣∣n
i+1/2, j,k

c2∆t/2
=

Bz

∣∣∣n
i+1/2, j+1/2,k

− Bz

∣∣∣n
i+1/2, j−1/2,k

∆y
−

By

∣∣∣n
i+1/2, j,k+1/2

− By

∣∣∣n
i+1/2, j,k−1/2

∆z
− Jx

∣∣∣n
i+1/2, j,k

, (3.11)

Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k
− Ey

∣∣∣n
i, j+1/2,k

c2∆t/2
=

Bx

∣∣∣n
i, j+1/2,k+1/2

− Bx

∣∣∣n
i, j+1/2,k−1/2

∆z
−

Bz

∣∣∣n
i+1/2, j+1/2,k

− Bz

∣∣∣n
i−1/2, j+1/2,k

∆x
− Jy

∣∣∣n
i, j+1/2,k

, (3.12)

Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2
− Ez

∣∣∣n
i, j,k+1/2

c2∆t/2
=

By

∣∣∣n
i+1/2, j,k+1/2

− By

∣∣∣n
i−1/2, j,k+1/2

∆x
−

Bx

∣∣∣n
i, j+1/2,k+1/2

− Bx

∣∣∣n
i, j−1/2,k+1/2

∆y
− Jz

∣∣∣n
i, j,k+1/2

, (3.13)

Bx

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k+1/2
− Bx

∣∣∣n
i, j+1/2,k+1/2

∆t/2
=

Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k+1
− Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k

∆z
−

Ez

∣∣∣n+1/2

i, j+1,k+1/2
− Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2

∆y
, (3.14)

By

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k+1/2
− By

∣∣∣n
i+1/2, j,k+1/2

∆t/2
=

Ez

∣∣∣n+1/2

i+1, j,k+1/2
− Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2

∆x
−

Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k+1
− Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k

∆z
, (3.15)

Bz

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j+1/2,k
− Bz

∣∣∣n
i+1/2, j+1/2,k

∆t/2
=

Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j+1,k
− Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k

∆y
−

Ey

∣∣∣n+1/2

i+1, j+1/2,k
− Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k

∆x
. (3.16)

Après cette première étape, Epoch fait intervenir les routines d’évolution des particules, qui, essen-
tiellement, déplacent les marqueurs et calculent le courant Jn+1 associé aux charges en mouvement.
Une fois que cela est fait, les quantités (En+1,Bn+1) sont calculées à partir de (En+1/2,Bn+1/2) de la
manière suivante :

Bx

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k+1/2
− Bx

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k+1/2

∆t/2
=

Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k+1
− Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k

∆z
−

Ez

∣∣∣n+1/2

i, j+1,k+1/2
− Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2

∆y
, (3.17)

By

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k+1/2
− By

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k+1/2

∆t/2
=

Ez

∣∣∣n+1/2

i+1, j,k+1/2
− Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2

∆x
−

Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k+1
− Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k

∆z
, (3.18)

Bz

∣∣∣n+1

i+1/2, j+1/2,k
− Bz

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j+1/2,k

∆t/2
=

Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j+1,k
− Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k

∆y
−

Ey

∣∣∣n+1/2

i+1, j+1/2,k
− Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k

∆x
, (3.19)
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Ex

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k
− Ex

∣∣∣n+1/2

i+1/2, j,k

c2∆t/2
=

Bz

∣∣∣n+1

i+1/2, j+1/2,k
− Bz

∣∣∣n+1

i+1/2, j−1/2,k

∆y
−

By

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k+1/2
− By

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k−1/2

∆z
− Jx

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k
, (3.20)

Ey

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k
− Ey

∣∣∣n+1/2

i, j+1/2,k

c2∆t/2
=

Bx

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k+1/2
− Bx

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k−1/2

∆z
−

Bz

∣∣∣n+1

i+1/2, j+1/2,k
− Bz

∣∣∣n+1

i−1/2, j+1/2,k

∆x
− Jy

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k
, (3.21)

Ez

∣∣∣n+1

i, j,k+1/2
− Ez

∣∣∣n+1/2

i, j,k+1/2

c2∆t/2
=

By

∣∣∣n+1

i+1/2, j,k+1/2
− By

∣∣∣n+1

i−1/2, j,k+1/2

∆x
−

Bx

∣∣∣n+1

i, j+1/2,k+1/2
− Bx

∣∣∣n+1

i, j−1/2,k+1/2

∆y
− Jz

∣∣∣n+1

i, j,k+1/2
. (3.22)

Il peut être démontré que l’algorithme de Yee est stable si [160]

∆t ≤ 1

c
√

1
∆x2 +

1
∆y2 +

1
∆z2

≡ ∆tlim . (3.23)

Cette inégalité est connue sous le nom de condition de Courant ; si elle n’est pas respectée, le signal

qui se propage sur la grille peut être amplifié de manière non physique. Dans le code Epoch, la valeur

∆t = 0.95∆tlim est utilisée par défaut.

Afin de spécifier complètement le champ électromagnétique dans le domaine de simulation, les condi-

tions frontières et le champ du faisceau incident doivent être spécifiés. Ces deux éléments font l’objet

des prochaines sections.

3.3.2 Conditions aux frontières absorbantes

Afin de spécifier complètement le champ électromagnétique, tout domaine de simulation FDTD doit

être borné par des conditions aux frontières appropriées. Ces conditions peuvent être de différente

nature. Par exemple, pour simuler la propagation dans un guide d’onde métallique, on pourrait spé-

cifier que certaines frontières du domaine de simulation sont des surfaces métalliques parfaitement

conductrices.

Dans plusieurs problèmes d’intérêt, on cherche à modéliser l’évolution du champ électromagnétique

dans une région qui n’est pas bornée dans une ou plusieurs directions. Étant donné que le domaine de

simulation possède nécessairement une taille finie en raison des ressources numériques disponibles,

il est nécessaire d’avoir recours à une stratégie numérique qui permet de modéliser l’extension du

domaine de simulation vers l’infini. Cette stratégie est connue sous le nom de conditions aux frontières

absorbantes, et plusieurs implémentations différentes existent [160].

Une manière couramment utilisée pour implémenter des conditions aux frontières absorbantes est la

technique des couches perfectly matched layers (PML). C’est cette technique qui est utilisée dans

Epoch pour simuler l’extension du domaine de simulation vers l’infini. Une description complète

de l’implémentation des couches PML dans un code FDTD, quoiqu’assez simple conceptuellement,

nécessiterait un espace beaucoup trop grand pour les besoins de ce document. Le lecteur intéressé

pourra trouver une description complète de la technique au chapitre 7 du livre de Taflove [160]. Nous

nous contenterons ici de décrire les grandes lignes du fonctionnement de la méthode.

49



Figure 3.5 – Représentation schématique du domaine de simulation lors de la modélisation d’un es-
pace infini en deux dimensions. Chaque frontière est terminée par une couche PML de d cellules.
La grille complète (domaine physique + PML) est bordée par des conditions aux frontières de type
conducteur électrique parfait.

La technique des couches PML consiste à terminer le domaine physique de simulation par un milieu

artificiel absorbant (voir figure 3.5 pour une illustration en deux dimensions). Idéalement, ce milieu

devrait n’avoir qu’une épaisseur de quelques couches sur la grille, ne générer aucune réflexion pour

toute onde incidente, peu importe sa fréquence et son angle d’incidence, être fortement absorbant,

et être efficace autant en champ proche qu’en champ lointain [160]. Bien qu’un tel milieu idéal soit

probablement impossible à obtenir, une méthode qui s’avère efficace consiste à utiliser un milieu

anisotrope artificiel qui possède des paramètres dont la valeur doit être adéquatement choisie.

Dans la couche PML en question, le champ électromagnétique peut être décrit dans le domaine spec-

tral par les équations de Maxwell rotationnelles suivantes 7 :

∇ × Ẽ = −iωµ0sH̃ , (3.24)

∇ × H̃ = iωǫ0sẼ , (3.25)

où s est un tenseur diagonal défini par

s =



s−1
x 0 0

0 sx 0

0 0 sx





sy 0 0

0 s−1
y 0

0 0 sy





sz 0 0

0 sz 0

0 0 s−1
z


=



syszs−1
x 0 0

0 sxszs−1
y 0

0 0 sxsys−1
z


. (3.26)

La forme du tenseur s fait en sorte qu’il n’y a, en théorie, aucune réflexion entre le domaine physique

(de permittivité ǫ = ǫ0 et perméabilité µ = µ0) et la PML pour toute onde incidente de fréquence ω,

et ce peu importe la valeur de sx, sy et sz. De manière générale, on permet à sx, sy et sz de prendre la

forme suivante :

sx = κx +
σx

ax + iωǫ0
, sy = κy +

σy

ay + iωǫ0
, sz = κz +

σz

az + iωǫ0
. (3.27)

7. Comme la couche PML représente l’extension du domaine vers l’infini, on extrait généralement de la simulation les
particules qui traversent l’interface entre la couche PML et la région physique. De cette manière, le terme J est nul dans la
couche PML.
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Les paramètres κx,y,z, σx,y,z et ax,y,z vont déterminer à quel point l’onde transmise à travers la PML

sera atténuée. En effet, comme la PML ne possède qu’une épaisseur de quelques couches (d = 6 par

défaut dans Epoch) et que la grille est généralement terminée par des conditions de type conducteur

électrique parfait (tel qu’illustré sur la figure 3.5), il est important que l’atténuation dans la PML soit

importante afin d’éviter qu’une fraction importante de la puissance soit réfléchie dans le domaine

physique. Par ailleurs, bien que la forme du tenseur s fait en sorte que le coefficient de réflexion à

l’interface entre le domaine physique et la PML est théoriquement nul, une réflexion numérique peut

survenir si le changement de paramètres du domaine physique vers la PML est trop brusque. Afin de

diminuer cette réflexion numérique indésirable, une gradation polynomiale des paramètres κx,y,z, σx,y,z

et ax,y,z est mise en place pour assurer une transition plus douce entre les milieux [160].

Finalement, comme la méthode FDTD opère dans le domaine temporel, on doit prendre la transfor-

mée de Fourier des équations (3.24)–(3.25). Cependant, dans la couche PML, les éléments du ten-

seur s dépendent de la fréquence ω, ce qui implique que la transformée de Fourier n’est pas directe.

L’approche utilisée dans Epoch, dite convolutional perfectly matched layers (CPML), consiste à so-

lutionner la convolution résultante dans le domaine temporel à l’aide de la méthode de convolution

récursive. Encore une fois, le lecteur intéressé est invité à consulter la section 7.9 de Taflove [160], où

les expressions aux différences finies résultantes peuvent être obtenues.

3.3.3 Champ incident

Maintenant que les conditions aux frontières du domaine de simulation sont spécifiées de manière à

émuler un espace infini, il reste à implémenter le champ laser incident. Pour tenir compte du champ

électromagnétique d’une impulsion TM01 ultrabrève et fortement focalisée, nous avons implémenté

la méthode scattered-field formulation (SFF) dans Epoch (voir section 5.10 de Taflove [160]).

La méthode SFF tire profit de la linéarité des équations de Maxwell. Plus spécifiquement, on considère

que le champ électrique et le champ magnétique peuvent être décomposés comme la somme d’un

champ incident et d’un champ diffusé, c’est-à-dire E = Einc+Escat et B = Binc+Bscat. Par conséquent,

en vertu de la linéarité, on a :

∂Binc

∂t
+
∂Bscat

∂t
= −∇ × Einc − ∇ × Escat (3.28)

1
c2

∂Einc

∂t
+

1
c2

∂Escat

∂t
= ∇ × Binc + ∇ × Bscat − µ0J . (3.29)

Puisque les champs incidents satisfont rigoureusement les équations de Maxwell dans le vide, les

champs diffusés doivent être solutions aux équations

∂Bscat

∂t
= −∇ × Escat (3.30)

1
c2

∂Escat

∂t
= ∇ × Bscat − µ0J . (3.31)

Dans la méthode SFF, seul le champ diffusé est solutionné via la routine FDTD. Lorsque le champ

incident est requis, par exemple pour calculer la force qui s’applique sur un marqueur, il est calculé
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à partir de la solution analytique connue pour Einc et Binc. Le désavantage principal de la méthode

SFF est qu’elle requiert un temps de calcul considérable 8. À titre comparatif, d’autres méthodes ne

fonctionnent qu’avec une implémentation du champ incident au niveau des frontières du domaine

physique, ce qui s’avère généralement moins coûteux. Toutefois, en plus de sa grande facilité d’im-

plémentation, la méthode SFF possède l’avantage de faire en sorte que le champ incident est calculé de

manière exacte aux points d’intérêts. En d’autres mots, le champ incident de l’impulsion TM01 n’est

pas propagé numériquement sur la grille, et ne souffre donc pas des erreurs numériques inhérentes à ce

processus [160]. Ceci est particulièrement important pour des impulsions ultrabrèves et fortement fo-

calisées, pour lesquelles une propagation sur la grille nécessiterait une très grande résolution spatiale

et temporelle afin d’éviter une erreur numérique importante.

3.4 Fonctionnement d’Epoch, partie II : particules

Le second bloc algorithmique principal d’Epoch consiste en une collection de procédures visant à

assurer l’évolution des marqueurs dans l’espace. On présente ici les trois parties principales de ce

bloc, soit la résolution des équations du mouvement, le calcul des courants, et la modélisation des

processus d’ionisation.

3.4.1 Résolution des équations du mouvement

Dans Epoch, les marqueurs se déplacent dans un espace continu. En d’autres mots, leur mouvement

n’est pas restreint à la grille sur laquelle est calculé le champ électromagnétique.

Selon la théorie de l’électrodynamique classique, le mouvement d’une particule de charge qα et de

masse mα soumise à un champ électromagnétique est décrit par la loi de force de Lorentz, donnée aux

équations (2.7)–(2.8). Afin d’intégrer ces équations avec une précision au deuxième ordre, on procède

de la manière suivante [136]. À partir de rn et pn, on fait d’abord avancer les marqueurs d’un demi

pas de temps :

rn+1/2 = rn +
∆t
2

vn . (3.32)

Afin de calculer pn+1 avec une précision du second ordre, il faudrait utiliser l’équation suivante :

pn+1 = pn + qα∆t
(
En+1/2 + vn+1/2 × Bn+1/2

)
. (3.33)

où En+1/2 et Bn+1/2 sont les champs électrique et magnétique interpolés 9 à la position rn+1/2. Un

problème apparaît tout de suite : la vitesse au temps (n + 1/2)∆t n’est pas connue. Afin contourner

cette difficulté, on fait appel à une méthode dite rotation de Boris [20, 23]. Cette dernière consiste à

passer de pn à pn+1 en trois étapes : (i) accélération par le champ électrique, (ii) rotation par le champ

8. Le temps de calcul augmente linéairement avec le nombre de marqueurs.
9. La procédure permettant d’interpoler le champ électromagnétique à la position des particules est présentée un peu

plus loin dans cette section.
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magnétique et (iii) accélération par le champ électrique. Soit p− l’impulsion de la particule avant la

rotation et p+ son impulsion après la rotation. On a d’abord :

p− = pn +
∆t
2

qαEn+1/2 . (3.34)

On fait ensuite subir la rotation au vecteur impulsion :

p+ = p− + ∆t qαvn+1/2 × Bn+1/2 , (3.35)

où pour la vitesse vn+1/2 on utilise l’approximation suivante :

vn+1/2 =
p− + p+

2mα

(
1 + p−· p−

m2
αc2

)1/2
. (3.36)

Notons que le facteur gamma, qui peut théoriquement s’exprimer comme γ = (1 + |p|2/mαc2)1/2, est

calculé en utilisant p− étant donné que la rotation ne change pas l’énergie du marqueur. En insérant

cette expression pour vn+1/2 dans l’expression pour p+, on obtient le système d’équations suivant :

p+ = p− +
(
p+ + p−

) × τ , (3.37)

où

τ =
∆t qαBn+1/2

2mα

(
1 + p−· p−

m2
αc2

)1/2
. (3.38)

Ce système d’équations possède la solution suivante :

p+ = Ap− , (3.39)

où la matrice A est donnée par :

A = 1
1 + τ · τ



1 + τ2
x − τ2

y − τ2
z 2τxτy + 2τz 2τxτz − 2τy

2τxτy − 2τz 1 − τ2
x + τ

2
y − τ2

z 2τyτz + 2τx

2τxτz + 2τy 2τyτz − 2τx 1 − τ2
x − τ2

y + τ
2
z


. (3.40)

On obtient l’impulsion au temps (n+1)∆t en appliquant la deuxième étape d’accélération par le champ

électrique :

pn+1 = p+ +
∆t
2

qαEn+1/2 . (3.41)

Finalement, le marqueur est déplacé de rn+1/2 à rn+1 :

rn+1 = rn+1/2 +
∆t
2

vn+1 . (3.42)

Les équations du mouvement pour les marqueurs font intervenir les quantités En+1/2 et Bn+1/2 inter-

polés à la position rn+1/2. Pour ce faire, la procédure la plus simple serait de considérer les marqueurs
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Figure 3.6 – Exemple en une dimension de la fonction de poids utilisé pour l’interpolation des champs
dans Epoch.

comme des particules ponctuelles et ainsi interpoler linéairement les champs à la position rn+1/2. Tou-

tefois, tel que mentionné à la section §3.2.2, les marqueurs correspondent à une certaine portion de

la fonction de distribution du système, qui peut représenter plus d’une particule physique. Par consé-

quent, on leur donne généralement un certaine dimension, ce qui permet de réduire le niveau de bruit

dans les régions où peu d’entre eux se trouvent.

À des fins de simplicité, considérons le cas unidimensionnel. Dans Epoch, les marqueurs possèdent

par défaut une forme triangulaire. La fonction de poids S (ζ) associée à un marqueur situé à la position

xi est donc (voir figure 3.6)

S (ζ) =
S 0

∆x


1 − |xi−ζ |

∆x |xi − ζ | ≤ ∆x

0 |xi − ζ | > ∆x
. (3.43)

où S 0 (que nous supposerons pour la suite égal à 1) est le poids du marqueur et ζ la variable repré-

sentant le point d’observation. Supposons maintenant un champ F (qui peut être n’importe quelle des

trois composantes de E ou B) défini aux points (. . . , x j−i, x j, x j+1, . . . ), tel qu’illustré sur la figure 3.6.

Notons que dépendant de la composante de champ considérée, la grille formée par les x j peut être

décalée de ∆x/2 (c’est le cas pour Ex par exemple). Dans Epoch, on considère que le champ possède

une valeur constante dans chaque intervalle de largeur ∆x centré à x j :

F(ζ) =



. . . . . .

F j−1 x j−1 − ∆x/2 ≤ ζ < x j−1 + ∆x/2

F j x j − ∆x/2 ≤ ζ < x j + ∆x/2

F j+1 x j+1 − ∆x/2 ≤ ζ < x j+1 + ∆x/2

. . . . . .

. (3.44)

Ainsi, le champ F appliqué sur un marqueur localisé à la position xi tel qu’illustré à la figure 3.6 se

calcule de la manière suivante :

F =
1
∆x

[ ∫ x j−1+∆x/2

xi−∆x
F j−1

(
1 − xi − ζ

∆x

)
dζ +

∫ xi

x j−∆x/2
F j

(
1 − xi − ζ

∆x

)
dζ

+

∫ x j+∆x/2

xi

F j

(
1 − ζ − xi

∆x

)
dζ +

∫ xi+∆x

x j+1−∆x/2
F j+1

(
1 − ζ − xi

∆x

)
dζ

]
,

(3.45)

F =
1
2

F j−1

(
1
2
+

x j − xi

∆x

)2

+ F j


3
4
−

(x j − xi)2

∆x

 +
1
2

F j+1

(
1
2
+

xi − x j

∆x

)2

. (3.46)
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Mentionnons finalement que cette méthode se généralise très facilement à deux et trois dimensions.

3.4.2 Densité de charges et courant

Pour calculer le courant J généré par le mouvement des marqueurs à chaque pas de temps, Epoch

utilise l’algorithme de Villasenor et Buneman [181]. Ce dernier est basé sur la résolution de l’équation

de continuité :

∂ρ

∂t
= −∇ · J . (3.47)

L’avantage de cet algorithme est qu’il assure la conservation de la charge sur la grille.

Afin d’expliquer l’algorithme de Villasenor et Buneman, considérons le cas unidimensionnel encore

une fois. Premièrement, à la position rn+1/2 qui avait été calculée lors de l’étape de l’évolution des

particules, on projette la densité de charge ρn+1/2 sur la grille. Pour ce faire, on utilise encore une fois

la fonction de poids S (ζ) donnée à l’équation (3.43). Si on reprend l’exemple illustré à la figure 3.6,

la densité de charge projetée sur la grille due au marqueur situé à la position xi est, d’après le résultat

obtenu à l’équation (3.46)

ρ
n+1/2
j−2 = 0 (3.48)

ρ
n+1/2
j−1 =

qα
2∆x

(
1
2
+

x j − xi

∆x

)2

(3.49)

ρ
n+1/2
j =

qα
∆x


3
4
−

(x j − xi)2

∆x

 (3.50)

ρ
n+1/2
j+1 =

qα
2∆x

(
1
2
+

xi − x j

∆x

)2

(3.51)

ρ
n+1/2
j+2 = 0 . (3.52)

Notons encore une fois que dépendant de la composante de courant considérée, la grille formée par

les x j peut être décalée de ∆x/2 (c’est le cas pour Jx par exemple).

Deuxièmement, à partir de la position rn+1, les marqueurs sont avancés d’un demi pas de temps en

utilisant l’impulsion pn+1 qui a été calculée lors de l’évolution des particules :

rn+3/2 = rn+1 +
∆t
2

vn+1 . (3.53)

Une fois la nouvelle position calculée, la densité de charge est projetée à nouveau sur la grille pour

obtenir ρn+3/2.

Avec les quantités ρn+1/2 et ρn+3/2, il est devient donc possible d’évaluer Jn+1 avec une précision du

deuxième ordre. En convertissant l’équation de continuité en expression aux différences finies, on

obtient ainsi, pour la composante Jx générée par le marqueur considéré :

Jx

∣∣∣n+1
j
= Jx

∣∣∣n+1
j−1 −

∆x
∆t

(
ρ

n+3/2
j − ρn+1/2

j

)
. (3.54)
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Figure 3.7 – Illustration schématique de l’ionisation (a) multiphotonique ; (b) tunnel ; (c) par suppres-
sion de barrière.

Il est important de noter que le courant généré par chaque marqueur est calculé indépendamment, et

que toutes les contributions sont additionnées à la fin de la boucle d’itération sur les marqueurs pour

obtenir le courant total.

3.4.3 Ionisation

Dans la réalité expérimentale du schéma d’accélération qui nous intéressera aux chapitres 6 et 7, les

électrons que l’on souhaite accélérer sont générés lors de l’ionisation d’un gaz initialement neutre.

Le code Epoch possède un module qui permet de modéliser l’ionisation des atomes lorsqu’ils sont

soumis à un champ électromagnétique intense.

Lorsqu’un atome est soumis à un champ intense, l’ionisation peut se produire via trois mécanismes

distincts. Ces trois mécanismes sont illustrés à la figure 3.7. Le premier est dit ionisation multiphoto-

nique, et correspond à la situation où l’électron absorbe N photons d’énergie ~ω, où N~ω est supérieur

à l’énergie de liaison Ip de l’électron. Le second mécanisme est dit ionisation tunnel. Il correspond à

la situation où le champ électrique du laser est suffisamment grand pour déformer significativement le

puits de potentiel dans lequel se trouve l’électron. Il existe alors une probabilité non négligeable que

l’électron s’échappe de son état lié par effet tunnel au travers de la barrière coulombienne. Dans le

cas où l’amplitude du champ électrique est très élevée, la déformation de la barrière de Coulomb peut

être suffisamment grande pour l’amener sous l’énergie de liaison de l’électron. On dit qu’il y a alors

ionisation par suppression de barrière.

Afin de connaître quel mécanisme d’ionisation domine, on calcule généralement une quantité qui

porte le nom de paramètre de Keldysh [77] :

γk =
ω

√
2meIp

eE
, (3.55)

où ω est la fréquence du champ électrique, Ip l’énergie de liaison de l’électron considéré et E l’am-

plitude du champ électrique. Physiquement, le paramètre de Keldysh correspond au ratio du potentiel

d’ionisation sur l’énergie pondéromotrice de l’électron, ou alternativement, au ratio de la fréquence

de la radiation sur la fréquence de l’effet tunnel. Lorsque γ2
k ≫ 1, on se trouve dans un régime où
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l’ionisation multiphotonique domine sur l’ionisation tunnel. Inversement, lorsque γ2
k ≪ 1, c’est l’io-

nisation tunnel qui domine. Avec un laser qui possède une longueur d’onde de l’ordre du micron, on

entre dans le régime dominé par l’ionisation tunnel dès que l’intensité est de l’ordre de 1016 W/cm2.

Toutefois, même pour une impulsion laser dont l’intensité est très élevée dans le plan focal, le proces-

sus d’ionisation multiphotonique peut quand même se produire au pied de l’impulsion ou bien loin du

plan focal, là où l’amplitude du champ électromagnétique n’est pas maximale. Dans nos simulations

PIC, les trois mécanismes d’ionisation sont pris en compte.

À ce jour, il n’existe aucun modèle général convaincant qui permet de décrire simultanément l’ioni-

sation atomique dans les trois régimes mentionnés ci-haut. Afin de modéliser numériquement l’io-

nisation, on doit ainsi utiliser de concert plusieurs modèles différents. Une description détaillée de

l’implémentation numérique des mécanismes d’ionisation dans Epoch peut être trouvée dans la ré-

férence [87]. Dans les paragraphes qui suivent, une brève description de chaque modèle d’ionisation

est présentée. Pour cette présentation, une brève dérogation à l’utilisation des unités SI est effectuée ;

nous utilisons exceptionnellement les unités atomiques en raison de leur ubiquité dans la littérature

sur les modèles d’ionisation.

Afin de décrire l’ionisation en régime multiphotonique, Epoch utilise un modèle basé sur l’utilisation

d’une section efficace d’absorption de plusieurs photons [38]. Le taux d’ionisation est alors donné, en

unités atomiques, par

WM = σ
(K)
n

(
cE2

8πω

)K

, (3.56)

où K = ⌊Ip/~ω + 1⌋ est le nombre de photons requis afin de libérer l’électron (⌊x⌋ dénote la partie

entière de x) et l’indice n dénote le nombre quantique principal. La section efficace d’absorption σ(K)
n

est quant à elle donnée, en unités atomiques, par [38] :

σ
(K)
n =

4.8(1.3)2K E2(K−1)

c(K!)2n5ω(10K−1)/3K1/2(2K − 1)
. (3.57)

De son côté, l’ionisation tunnel est généralement décrite sur le plan théorique à l’aide de la théorie

d’Ammosov-Delone-Krainov, dite théorie ADK [2]. C’est sur cette théorie qu’est basée l’implémen-

tation de l’ionisation tunnel dans Epoch 10. Dans la théorie ADK, le taux d’ionisation par effet tunnel

est donné, en unités atomiques, par

W =
Ip22n∗

n∗Γ(n∗ + l∗ + 1)Γ(n∗ − l∗)

[
3E

π(2Ip)3/2

]1/2 (2l + 1)(l + |m|)!
2|m|(|m|)!(l − |m|)!

×

(2Ip)3/2

E


2n∗−|m|−1

exp

−
2(2Ip)3/2

3E

 . (3.58)

10. Notons que dans la littérature scientifique, il est parfois fait mention d’un modèle d’ionisation tunnel alternatif, soit la
théorie de Perelomov-Popov-Terent’ev, dite théorie PPT [128]. La théorie PPT est un peu plus générale que la théorie ADK ;
la théorie ADK correspond à la limite quasi-statique de la théorie PPT. Comme les deux modèles deviennent équivalents
lorsque le paramètre de Keldysh γk ≪ 1, nous croyons que les deux auraient donnés des résultats très similaires en ce qui
concerne les simulations réalisées dans cette thèse.
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Dans cette équation, n∗ = Z/(2Ip)1/2 est le nombre quantique principal effectif (avec n = n∗0 pour

l’état fondamental), Z est la charge de l’ion après ionisation (par exemple Z = 1 pour l’ionisation

d’un atome neutre), l∗ = n∗0 − 1 est le nombre quantique angulaire effectif, l et m sont les nombres

quantiques angulaire et magnétique.

Dans Epoch comme dans la plupart des codes PIC, le nombre quantique magnétique m n’est pas

pris en compte. Dans la plupart des codes PIC, on suppose généralement que m = 0 pour tous les

électrons. Or, le taux d’ionisation est significativement plus élevé pour m = 0 que pour m , 0 [2].

Ainsi, considérer m = 0 dans tous les cas peut mener à une surestimation du taux d’ionisation lorsque

m peut prendre plusieurs valeurs. Afin de remédier à ce problème, Epoch utilise le taux d’ionisation

de la théorie ADK moyenné sur toutes les valeurs possibles de m [87] :

WADK =

√
6
π

Ip22n∗

n∗Γ(2n∗)


2(2Ip)3/2

E


2n∗−3/2

exp

−
2(2Ip)3/2

3E



×



√
16(2Ip)3/2

πE
exp


2(2Ip)3/2

E

 Kl+1/2


2(2Ip)3/2

E

 − 1


, (3.59)

où Kl+1/2(x) est la fonction de Bessel modifiée de deuxième type d’ordre l + 1/2.

À intensité laser très élevée, l’ionisation peut procéder par suppression de barrière. La théorie ADK

échoue à approximer le taux d’ionisation dans ce régime : à très haute intensité, le taux d’ionisation

se met à diminuer au lieu d’augmenter, ce qui n’est pas physique [87]. Afin de modéliser l’ionisation

à haute intensité, le code Epoch utilise le modèle classique de Posthumus et al. [13], dans lequel le

taux d’ionisation par suppression de barrière (BSI) est donné, en unités atomiques, par :

WBS I =
(2Ip)3/2

4πZ

1 −
I2

p

4ZE

 +WADK(ET ) , (3.60)

où ET = Z3/16n∗4 correspond au champ électrique atomique.

Afin d’assurer une transition monotone et continue entre les trois régimes d’ionisation, Epoch applique

les restrictions suivantes sur le taux d’ionisation en fonction de l’amplitude du champ électrique [87] :

W(E) =



min(WM(E),WADK(EM)) E ≤ EM

WADK(E) EM < E ≤ ET

min(WADK(E),WBS I(E)) ET < E ≤ EB

WBS I(E) E > EB

(3.61)

où γk(EM) = 0.5 est le point utilisé pour marquer transition entre les régimes d’ionisation multiphoto-

nique et tunnel, et dWADK(EB)/dE = 0 correspond au point à partir duquel le taux d’ionisation se met

à diminuer dans le modèle ADK.

Les taux d’ionisation mentionnés ci-haut sont instantanés et sont calculés à chaque t = (n + 1)∆t, soit

après la seconde étape d’évolution du champ électromagnétique (voir section §3.3.1). Afin d’implé-

menter temporellement l’ionisation dans Epoch, une dynamique de type désintégration radioactive est
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utilisée :

dN
dt
= −WN . (3.62)

Ainsi, la probabilité d’avoir un événement d’ionisation dans un intervalle de durée ∆t est P = 1−e−W∆t.

Afin d’implémenter cette dynamique dans Epoch, un temps d’ionisation est calculé selon une distri-

bution exponentielle 11 à l’aide de l’expression tion = − 1
W log(1 − u), où u est un nombre aléatoire

distribué uniformément entre 0 et 1. Il y a ensuite ionisation si tion < ∆t. Notons que plusieurs évé-

nements d’ionisation consécutifs peuvent avoir lieu pendant le même pas de temps en autant que

tion,1 + tion,2 + · · · < ∆t.

Finalement, après un événement d’ionisation, l’électron est relâché dans le domaine physique à la

vitesse de l’ion parent et est pris en charge par la force de Lorentz à l’itération suivante. Une correction

est appliquée à l’ion parent afin de respecter la conservation de l’impulsion. Afin de tenir compte du

travail fait par le champ électrique pour ioniser une particule, Epoch utilise la méthode de Mulser

et al. [118], dans laquelle une correction en accord avec le théorème de Poynting est appliquée à

la densité de courant sur la grille. Plus spécifiquement, lors de l’absorption d’une énergie Uion =

Ip,1 + Ip,2 + . . . , où Ip,i est l’énergie d’ionisation du i-ème événement d’ionisation consécutif, par un

marqueur de poids S 0, un courant correspondant de valeur

Jion =
S 0Uion

∆t
E
|E|2

(3.63)

est généré et est distribué sur la grille selon la fonction de poids du marqueur correspondant.

11. Ceci correspond à la méthode de la transformation inverse [131].
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4.1 Avant-propos

Ayant en main les outils théoriques et numériques nécessaires à la modélisation de l’accélération

d’électrons par impulsions TM01, nous présentons dans un premier temps une étude du cas le plus

simple, soit la dynamique à une dimension d’un électron initialement au repos sur l’axe optique.

Afin de mettre en contexte les résultats présentés dans les sections suivantes, il est pertinent de rap-

peler brièvement quelques résultats publiés par Wong et Kärtner en 2010 [186]. Ces deux chercheurs

se sont intéressés à la modélisation de l’accélération d’un électron sur l’axe optique par une impul-

sion TM01 paraxiale. Plus spécifiquement, ils ont cherché à déterminer le gain en énergie maximal

de l’électron en fonction de la puissance laser pour différentes combinaisons de taille de faisceau

et de durée d’impulsion. Les résultats qu’ils ont obtenus sont reproduits à la figure 4.1, où le gain

en énergie maximal est normalisé par sa limite théorique [voir équation (2.101)]. Deux observations

importantes peuvent être effectuées. Premièrement, la puissance seuil requise pour avoir une accélé-

ration importante diminue lorsque la taille du faisceau diminue. Deuxièmement, à haute puissance,

l’accélération est plus efficace lorsqu’une impulsion courte est utilisée. Les résultats de Wong et Kärt-

ner laissent ainsi entrevoir l’intérêt potentiel des impulsions ultrabrèves et fortement focalisées pour

l’accélération d’électrons. Toutefois, leur cadre théorique est limité par l’approximation paraxiale et

l’approximation de l’enveloppe lente, ce qui les empêche d’étudier la dynamique dans ce régime.

Motivés par ces résultats et armés de la solution exacte pour l’impulsion TM01 qui a été obtenue

au chapitre 2, nous avons donc entrepris d’effectuer une étude systématique de l’accélération d’élec-

trons sur l’axe optique en régime d’impulsions ultrabrèves et non paraxiales. Il est important de noter

que cette analyse est rendue possible grâce à l’efficacité numérique de la solution exacte. En effet,

comme nous le verrons bientôt, il est nécessaire pour obtenir la valeur maximale du gain en énergie

d’optimiser deux paramètres. Ce travail d’optimisation peut devenir assez lourd numériquement, d’où

l’importance d’avoir une solution efficace pour le calcul du champ électromagnétique.

Ce chapitre est divisé en deux parties. La première partie (sections §4.2 à §4.7) correspond à un article

qui a été publié dans la revue Optics Letters en juin 2012 [103]. Elle est par conséquent rédigée en

anglais, à l’exception d’une version française du résumé. La seconde partie (sections §4.8 à §4.12)

consiste en une série de compléments qui viennent apporter quelques précisions et résultats supplé-

mentaires.

4.2 Résumé

À l’aide d’une solution exacte aux équations de Maxwell, on analyse l’accélération d’électrons par

impulsions laser de polarisation radiale dans le régime des impulsions ultrabrèves et non paraxiales.

Nous démontrons que la puissance seuil requise pour observer une accélération importante est si-

gnificativement réduite lorsque l’impulsion laser est très fortement focalisée. Par ailleurs, avec une

impulsion dont la durée est de l’ordre d’un cycle optique, il est possible d’accélérer un électron jus-
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Figure 4.1 – Gain en énergie maximal d’un électron initialement au repos sur l’axe optique en fonc-
tion de la puissance laser pour différentes combinaisons de la taille du faisceau et de la durée de
l’impulsion. Les résultats sont obtenus sous l’approximation paraxiale et l’approximation de l’enve-
loppe lente, ce qui impose une limite à la taille du faisceau et à la durée d’impulsion qui peuvent être
utilisées. Figure tirée de [186].

qu’à 80% de la limite théorique du gain en énergie, ce qui correspond à près du double de ce qui peut

être atteint avec des impulsions laser paraxiales de quelques cycles optiques. Nos résultats démontrent

que l’accélération d’électrons par champ direct dans le vide est à la portée de la technologie laser

actuelle.

4.3 Abstract

Exact closed-form solutions to Maxwell’s equations are used to investigate the acceleration of elec-

trons in vacuum driven by ultrashort and nonparaxial radially polarized laser pulses. We show that the

threshold power above which significant acceleration takes place is greatly reduced by using a tighter

focus. Moreover, electrons accelerated by tightly focused single-cycle laser pulses may reach around

80% of the theoretical energy gain limit, about twice the value previously reported with few-cycle

paraxial pulses. Our results demonstrate that the direct acceleration of electrons in vacuum is well

within reach of the current laser technology.

4.4 Introduction

The advent of ultra-intense laser facilities has triggered a growing interest in laser-driven electron

acceleration, opening new possibilities for the development of compact electron accelerators [99].

Among the proposed laser acceleration schemes, the use of ultra-intense radially polarized laser beams

in vacuum is very promising [21, 48, 75, 138, 139, 178, 186]. This scheme, also termed direct accel-

eration, takes advantage of the strong longitudinal electric field at beam center to accelerate electrons

to relativistic velocities along the optical axis. According to numerical simulations, clouds of elec-

trons accelerated by radially polarized laser beams could form well collimated attosecond electron

bunches [75, 178]. However, the main drawback of direct acceleration is that substantial acceleration
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only occurs above a high threshold power [187]; for electrons initially at rest to reach MeV energies,

laser power of at least a few terawatts would be required [186].

Extensive numerical studies of electron acceleration by radially polarized laser beams have shown

that reducing the pulse duration and the beam waist size generally increases the maximum energy

gain [186, 188]. However, these analyses were limited by the paraxial and slowly varying envelope

approximations. When the beam waist size is of the order of the laser wavelength and the pulse

duration approaches the single-cycle limit, these approximations lose their validity.

In this Letter, we provide a simple method to study the direct acceleration of electrons in the nonparax-

ial and ultrashort pulse regime. Under tight focusing conditions, we show that an electron initially at

rest on the optical axis may be accelerated to MeV energies with a laser power as low as a few gi-

gawatts. At high laser power, we demonstrate that the use of nonparaxial single-cycle pulses allows for

a more efficient acceleration, reaching about 80% of the theoretical energy gain limit, in comparison

to 40% for pulses limited by the paraxial and slowly varying envelope approximations [186].

4.5 Ultrashort and tightly focused TM01 pulses

In order to be accurately described, ultrashort and tightly focused pulsed beams must be modeled as

exact solutions to Maxwell’s equations. Recently, April [7] presented a simple and complete strategy

to obtain exact closed-form solutions for the electromagnetic fields of such beams. Following his

approach, an isodiffracting TM01 pulsed beam propagating in vacuum along the z axis (beam waist at

z=0) is described by the following field components in cylindrical coordinates (r, φ, z) [7]:

Er(r, t) =
3Ψ0 sin θ̃ cos θ̃

R̃

(G(0)
−

R̃2
+

G(1)
+

cR̃
+

G(2)
−

3c2

)
, (4.1)

Ez(r, t) =
Ψ0

R̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+

G(1)
+

c

)
− sin2 θ̃

c2
G(2)
−

]
, (4.2)

Bφ(r, t) =
Ψ0 sin θ̃

cR̃

(G(1)
−

cR̃
+

G(2)
+

c2

)
. (4.3)

The physical electric and magnetic fields are obtained by taking the real part of (4.1)–(4.3); c is the

speed of light in free space, η0 is the impedance of free space, Ψ0 is a constant amplitude, a is a

real positive constant called the confocal parameter (identical for all frequency components in an

isodiffracting pulsed beam), R̃ = [r2 + (z + ia)2]1/2, sin θ̃ = r/R̃, cos θ̃ = (z + ia)/R̃, and G(n)
± =

∂n
t [ f (t̃−) ± f (t̃+)] with f (t) = e−iφ0 (1 − iω0t/s)−(s+1) and t̃± = t ± R̃/c + ia/c. The function f (t) is the

inverse Fourier transform of the Poisson-like frequency spectrum of the pulse, given by [31]

F(ω) = 2πe−iφ0

(
s
ω0

)s+1
ωse−sω/ω0

Γ(s + 1)
H(ω) , (4.4)

where s is a real positive parameter, φ0 is the constant pulse phase, ω0 = ck0 is the frequency of

maximum amplitude, and H(ω) is the Heaviside step function. The fields given by Eqs. (4.1)–(4.3)
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Figure 4.2 – Maximum (a) normalized and (b) absolute energy gain of an electron initially at rest on
the optical axis versus the laser pulse power for different values of k0a and s. The values of s used
represent single-cycle (s = 1), two-cycle (s = 10), and five-cycle (s = 60) pulses. The gray dashed
curve (k0a = 124, s = 155) corresponds to the limit of the paraxial regime investigated in [186]. The
energy gain is evaluated 20 ps after the passage of the pulse at z = 0.

may be produced by focusing a collimated radially polarized input beam with a parabolic mirror of

large aperture [9].

The degree of paraxiality of the beam can be characterized by k0a, which is monotonically related to

the beam waist size w0 and Rayleigh range zR at wavelength λ0 by zR = k0w2
0/2 = [

√
1 + (k0a)2 −

1]/k0 [134]. Therefore, k0a ∼ 1 for tight focusing conditions, while k0a ≫ 1 for paraxial beams, in

which case zR ≈ a. The pulse duration T1/e, which may be defined as the single-sided exp(−1) duration

of |Ez|, increases monotonically with s. The power P carried along the z axis by the pulse is found by

numerically integrating the z component of the time-averaged Poynting vector, Sav = (2µ0)−1E × B∗,

in the transverse plane at z = t = 0. Finally, in the limit k0a ≫ 1 and s ≫ 1, Eqs. (4.1)–(4.3) reduce

to the fields of the paraxial TM01 Gaussian pulse used in [48] (see Complement I in Sec. §4.8).

4.6 Electron acceleration in the ultrashort and nonparaxial regime

To simulate the laser-driven electron acceleration, the conventional Lorentz force equation [48] was

integrated numerically for an electron initially at rest on the optical axis outside the laser pulse at
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Figure 4.3 – Longitudinal on-axis electric field at pulse peak t = z/c (computed for λ0 = 800 nm)
versus distance from beam waist for different values of k0a. The other parameters are φ0 = π, s = 10,
and P = 5 × 1011 W.

position z0. Under an appropriate change of coordinates, namely ζ = z/a, ρ = r/a, and τ = ω0t,

it is possible to show that the dynamics is totally independent of the wavelength of maximum field

amplitude λ0 = 2π/k0 and only depends on the parameters k0a, s, and P (see Complement II in

Sec. §4.9). For various values of k0a and s, the electron initial position z0 and the pulse phase φ0 were

optimized to obtain the maximum energy gain ∆Wmax at different laser powers P (for more details

about the optimization procedure, see Complement III in Sec. §4.10). The variation of ∆Wmax with

P is illustrated in Fig. 4.2. In Fig. 4.2(a), the energy gain is normalized by the theoretical energy

gain limit, ∆Wlim = −e
∫ ∞

0
Ez(r = 0, t = z/c)dz with φ0 = 0, which is equal to the energy gain of an

electron that hypothetically remains at pulse peak from z = 0 to infinity [48, 186]. For comparison,

the case w0 = 2 µm and T1/e = 7.5 fs at λ0 = 800 nm (which gives k0a ≈ 124 and s ≈ 155) is also

shown in Fig. 4.2. This case was previously studied in [186] as the limit imposed by the paraxial and

slowly varying envelope approximations.

At constant pulse duration, Fig. 4.2(a) shows that the threshold laser power above which significant ac-

celeration takes place is dramatically reduced as the beam focus is made tighter, i.e., as k0a decreases.

This can be attributed to the fact that the amplitude of the longitudinal on-axis electric field compo-

nent increases as k0a decreases (see Fig. 4.3). Figure 4.2 also shows that longer pulses have a lower

acceleration threshold and allow for higher energy gains at low laser power. This agrees with [186],

where the same phenomenon was reported to a weaker extent. This could be explained by the fact that

the first cycles of the pulse preaccelerate the electron before it reaches the pulse peak, thus lowering

the required threshold power. According to Fig. 4.2(b), MeV energies may be reached at laser power

as low as 10 GW with tightly focused few-cycle pulses. In comparison, a power of about 10 TW is

required to reach the same energy gain with paraxial pulses. From a practical standpoint, it is however

important to notice that while decreasing the acceleration threshold power, the use of tightly focused

pulsed beams may reduce the number of fast electrons that are produced. The influence of k0a and s

on the total accelerated charge in three-dimensional simulations is the object of ongoing research.

At higher laser power, the use of shorter laser pulses yields a more efficient acceleration. Indeed,
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Figure 4.4 – (a) Energy gain versus distance from beam waist for an electron accelerated by pulses
of various durations with k0a = 5, P = 2.5 × 1015 W. For each pulse, a snapshot of the longitudinal
electric field Ez (computed for λ0 = 800 nm) was taken at the position indicated by the dotted vertical
line and is shown in (b)–(d). The filled circle in (b)–(d) indicates the position of the electron on the
optical axis. The z0 and φ0 parameters are chosen to obtain the maximum energy gain with each pulse.

Fig. 4.2(a) shows that electrons accelerated by a tightly focused single-cycle (s = 1) pulse may reach

80% of the theoretical energy gain limit, compared to 40% with a paraxial few-cycle pulse. Shorter

pulses lead to higher maximum energy gains for two reasons. First, we see in Fig. 4.4(a) that with a

shorter pulse, the electron enters its final accelerating cycle closer (in terms of a) to the focus, thus

increasing the energy it is able to extract from the electric field. Second, as it is shown in Figs. 4.4(b)–

(d), a pulse of shorter duration allows the electron to move closer to the pulse peak during its final

accelerating cycle; with longer durations, the electron is instead accelerated by the front edge of the

pulse. Figure 4.2(b) also shows that reducing the pulse duration and using a tighter focus increase the

absolute value (in MeVs) of the maximum energy gain at high laser power. In the high power regime,

∆Wmax scales as P1/2, in agreement with results obtained under paraxial conditions [48, 138, 186].

4.7 Conclusion

In summary, our results highlight the importance of going beyond the paraxial and slowly varying

envelope approximations in the analysis of electron acceleration in vacuum by radially polarized laser

beams. We have provided a simple method to investigate the acceleration dynamics in the nonparax-

ial and ultrashort pulse regime by using exact closed-form solutions to Maxwell’s equations. With

tightly focused single-cycle laser pulses, electrons may reach around 80% of the theoretical energy

gain limit, twice the value obtained with paraxial few-cycle pulses. We have also demonstrated the

possibility of significantly reducing the acceleration threshold power by using a tighter focus. Ac-
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cording to our results, it would be possible, under tight focusing conditions such as those obtained

with a high-aperture parabolic mirror, to reach MeV energy gains with laser power of a few gigawatts.

This is about 103 times lower than the power required to reach the same energy gain in the limit of

the paraxial approximation. Besides being much more common in laboratories, gigawatt lasers can be

operated at higher repetition rates than terawatt lasers and allow for easier pulse compression. Direct

acceleration of electrons in vacuum by radially polarized laser beams is therefore much more accessi-

ble to the current laser technology than previously expected; its experimental realization is currently

under investigation [126].

4.8 Complément I : Champ électromagnétique de l’impulsion TM01

dans la limite k0a≫ 1 et s ≫ 1

Comme cela a été introduit dans l’avant-propos, les résultats présentés dans l’article qui fait l’objet de

ce chapitre se veulent en quelque sorte une extension des résultats de Wong et Kärtner [186] au régime

des impulsions ultrabrèves et non paraxiales. Tel que mentionné à la section §4.5, la solution exacte

pour le champ électromagnétique de l’impulsion TM01 permet d’assurer la continuité avec le régime

des impulsions gaussiennes et paraxiales dans la limite k0a ≫ 1 et s ≫ 1. Dans ce complément, nous

en effectuons la démonstration explicite.

Nous allons effectuer le calcul pour la composante Ez du champ. La démarche est essentiellement

similaire pour les composantes Er et Bφ et ne sera pas reproduite ici. Tout d’abord, la solution exacte

pour Ez est donnée par l’expression :

Ez(r, t) =
Ψ0

R̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+

G(1)
+

c

)
− sin2 θ̃

c2
G(2)
−

]
. (4.5)

On considère en régime paraxial que le point d’observation est situé près de l’axe optique et que

k0a ≫ 1. On peut ainsi développer en série de Taylor le rayon complexe R̃ de la manière suivante :

R̃ = [r2 + (z + ia)2]1/2 ≈ z + ia +
r2

2(z + ia)
. (4.6)

Tournons nous maintenant vers les fonctions f (n)(t̃±) qui entrent dans la définition des facteurs G(n)
± :

f (n)(t) = e−iφ0
Γ(s + n + 1)
Γ(s + 1)

( iω0

s

)n (
1 − iω0t

s

)−(s+n+1)

. (4.7)

Dans la limite s≫ 1, on peut d’abord approximer :

Γ(s + n + 1)
snΓ(s + 1)

=
(s + n)(s + n − 1) · · · (s + 1)

sn ≈ 1 . (4.8)

Par ailleurs, dans la limite paraxiale, on a :

t̃+ ≈ t +
z
c
+

r2

2c(z + ia)
+

2ia
c
, (4.9)
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t̃− ≈ t − z
c
− r2

2c(z + ia)
. (4.10)

Les fonctions G(n)
± sont constituées d’une composante propageante, f (n)(t̃−), et d’une composante

contre-propageante, f (n)(t̃+). Considérons cette dernière en premier :

f (n)(t̃+) ≈ (iω0)ne−iφ0

[
1 +

2k0a
s
− iω0

s

(
t +

z
c
+

r2

2c(z + ia)

)]−(s+n+1)

. (4.11)

Près du sommet de la composante contre-propageante, on a s ≫ ω0[t + z/c + r2/2c(z + ia)]. Le

troisième terme entre crochets dans l’expression ci-haut est donc beaucoup plus petit que l’unité. Tout

dépendant de la grandeur du deuxième terme entre crochets, soit 2k0a/s, deux analyses différentes

doivent être effectuées.

Dans le cas où k0a ≪ s, la quantité 2k0a/s est également beaucoup plus petite que l’unité. On peut

d’abord écrire

f (n)(t̃+) ≈ (iω0)ne−iφ0 exp

{
−(s + n + 1)

[
1 +

2k0a
s
− iω0

s

(
t +

z
c
+

r2

2c(z + ia)

)]}
. (4.12)

En utilisant le développement en série de Taylor du logarithme, ln(1 + x) ≈ x − x2/2 pour |x| ≪ 1, on

obtient :

f (n)(t̃+) ≈ (iω0)ne−iφ0 exp

−(s + n + 1)


(
2k0a

s
− iω0c+

s

)
− 1

2

(
2k0a

s
− iω0c+

s

)2

 , (4.13)

où on a défini c+ ≡ t + z/c+ r2/2c(z + ia) pour simplifier la notation. On voit alors que l’amplitude de

f (n)(t̃+) décroît comme

f (n)(t̃+) ∼ exp
[
−2k0a

(
1 − k0a

s

)]
. (4.14)

Puisque k0a ≫ 1 et que nous avons supposé que k0a ≪ s, on voit que la composante contre-

propageante tend vers zéro comme f (n)(t̃+) ∼ e−2k0a. Sa contribution peut donc être négligée.

Dans le cas où la condition k0a ≪ s n’est pas vérifiée, la quantité 2k0a/s est alors de l’ordre de l’unité

ou plus. Dans ce cas, l’équation (4.11) nous indique que l’amplitude de f (n)(t̃+) décroît comme

f (n)(t̃+) ∼
(
1 +

2k0a
s

)−(s+n+1)

. (4.15)

Puisque s ≫ 1, on retrouve à nouveau f (n)(t̃+) ≈ 0. En somme, lorsque k0a ≫ 1 et s ≫ 1, la

composante contre-propageante décrite par f (n)(t̃+) peut être négligée.

Tournons nous maintenant vers la composante propageante f (n)(t̃−) :

f (n)(t̃−) ≈ (iω0)ne−iφ0

[
1 − iω0

s

(
t − z

c
− r2

2c(z + ia)

)]−(s+n+1)

. (4.16)
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En effectuant la même approximation que celle qui nous a mené à l’équation (4.13), on obtient :

f (n)(t̃−) ≈ (iω0)ne−iφ0 exp

iω0

(
t − z

c
− r2

2c(z + ia)

)
−
ω2

0

2s

(
t − z

c
− r2

2c(z + ia)

)2 . (4.17)

En ne conservant que le terme dominant de la parenthèse au carré, on obtient finalement :

f (n)(t̃−) ≈ (iω0)n exp

[
i(ω0t − k0z − φ0) − ik0r2

2(z + ia)
− (ω0t − k0z)2

2s

]
. (4.18)

Revenons maintenant à l’expression pour Ez. Comme on vient de le voir, on peut approximer que

G(n)
± ≈ f (n)(t̃−), où l’expression (4.18) est utilisée pour approximer f (n)(t̃−). En utilisant les approxi-

mations R̃ ≈ z + ia, cos θ̃ ≈ 1, sin θ̃ ≈ r/(z + ia) et après avoir effectué quelques manipulations

algébriques simples, on peut écrire Ez sous la forme

Ez(r, t) ≈
k0Ψ0

(z + ia)2

[
2i +

2
k0a(z/a + i)

+
k0r2

(z + ia)

]
e−ik0r2/2(z+ia)e−(ω0t−k0z)2/2sei(ω0t−k0z−φ0) . (4.19)

Puisque k0a ≫ 1, on peut négliger second terme entre crochets, et on obtient finalement

Ez(r, t) ≈
2ik0Ψ0

(z + ia)2

[
1 − ik0r2

2(z + ia)

]
e−ik0r2/2(z+ia)e−(ω0t−k0z)2/2sei(ω0t−k0z−φ0) . (4.20)

Lorsque k0a ≫ 1 et s ≫ 1, on retrouve ainsi la forme de la composante z de l’impulsion TM01

paraxiale avec enveloppe gaussienne [voir équation (2.58)], pour laquelle

zR → a et T →
√

2s
ω0

. (4.21)

En utilisant la même procédure, il est possible de démontrer la même correspondance pour les com-

posantes Er et Bφ. La figure 4.5 illustre le champ Ez issu de la solution exacte ainsi que celui issu de

la solution paraxiale avec enveloppe gaussienne pour différentes combinaisons des paramètres k0a et

s.

En somme, la solution exacte du champ électromagnétique de l’impulsion TM01 issue du modèle

des sources/puits ponctuels complexes permet d’assurer la continuité entre le régime des impulsions

ultrabrèves et non paraxiales et le régime paraxial à impulsions gaussiennes précédemment étudié

dans la littérature. À la section §5.8, cette analyse est poussée un peu plus loin ; on y effectue un

développement en série de perturbations afin d’obtenir une expression des premières corrections non

paraxiales à l’ordre paraxial fondamental. Cette analyse est toutefois limitée au cas monochromatique

s → ∞. La réalisation d’une analyse perturbative en régime pulsé s’avère beaucoup plus compliquée

sur le plan algébrique [179].

4.9 Complément II : Indépendance sur la longueur d’onde

Dans ce complément, on démontre que dans le cas paraxial comme dans le cas exact, la dynamique

d’une charge test dans le champ électromagnétique de l’impulsion TM01 est indépendante de la lon-

gueur d’onde λ0.
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Figure 4.5 – Comparaison entre le champ électromagnétique de l’impulsion TM01 issu de la solution
exacte et celui issu de la solution paraxiale avec enveloppe gaussienne. La composante longitudinale
Ez est illustrée pour (a)–(b) k0a = 10 et s = 10, et (c)–(d) k0a = 150 et s = 150. Les figures (a) et (c)
ont été obtenues à r = 0 et t = 0 (sur l’axe), tandis que les figures (b) et (d) ont été obtenues à r = a/3
et t = 0 (hors axe). Les paramètres zR = a et T =

√
2s/ω0 ont été utilisés dans les deux cas lors du

calcul du champ paraxial.

On s’intéresse en premier lieu au cas paraxial avec enveloppe gaussienne. On définit les coordonnées

et quantités sans dimension suivantes :

ρ ≡ r
zR

, ζ ≡ z
zR

, β =
v
c

, τ ≡ ω0t , κR ≡ k0zR , ξT ≡ ω0T . (4.22)

À l’aide de ces définitions, on peut adimensionaliser les équations du mouvement (2.92)–(2.95) :

dρ
dτ
=
βr

κR
,

dφ
dτ
=

βφ

κRρ
,

dζ
dτ
=
βz

κR
, (4.23)

dβr

dτ
=
−e

γmec2

[(
1 − β2

r

) Er

k0
− βrβz

Ez

k0
− cβz

Bφ
k0

]
, (4.24)

dβφ
dτ
=

e

γmec2

[
βrβφ

Er

k0
+ βzβφ

Ez

k0

]
, (4.25)

dβz

dτ
=
−e

γmec2

[(
1 − β2

z

) Ez

k0
− βrβz

Er

k0
+ cβr

Bφ
k0

]
. (4.26)

Par ailleurs, en utilisant les définitions (4.22), les trois composantes non nulles du champ électroma-

gnétique s’écrivent :

Er(ρ, ζ, τ) = −
√
η0P
π

k0

(ζ + i)2
ρ exp

[
− iκRρ

2

2(ζ + i)

]
exp

−
(τ − κRζ)2

ξ2
T

 ei(τ−κRζ−φ0) = cBφ(ρ, ζ, τ) , (4.27)
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Ez(ρ, ζ, τ) =

√
η0P
π

2ik0

κR(ζ + i)2

[
1 − iκRρ

2

2(ζ + i)

]
exp

[
− iκRρ

2

2(ζ + i)

]
exp

−
(τ − κRζ)2

ξ2
T

 ei(τ−κRζ−φ0) , (4.28)

où nous avons utilisé l’expression de la puissance P = πk4
0Ψ

2
0/2η0κ

2
R pour substituer le facteur d’am-

plitude Ψ0. On peut ainsi voir que les composantes du champ ne dépendent que des coordonnées sans

dimension (ρ, ζ, τ) et des paramètres (P, κR, ξT , φ0) à l’exception d’un facteur k0 au numérateur, qui

assure une dépendance explicite à la longueur d’onde. Toutefois, les composantes du champ n’appa-

raissent que sous la forme Er/k0, Ez/k0 et Bφ/k0 dans les équations du mouvement (4.23)–(4.26). Par

conséquent, pour une même valeur des paramètres (P, κR, ξT , φ0), la dynamique en coordonnées sans

dimension est totalement indépendante de la longueur d’onde λ0.

La même chose peut être démontrée avec la solution exacte de l’impulsion TM01. Dans ce cas, nous

utilisons les coordonnées et paramètres sans dimension suivants :

ρ ≡ r
a

, ζ ≡ z
a

, β =
v
c

, R̃ ≡ [ρ2 + (ζ + i)2]1/2 , τ ≡ ω0t , κR ≡ k0a , (4.29)

en plus du paramètre s qui apparaît déjà dans la solution. Le champ électromagnétique s’écrit alors

Er(r, t) =
3k3

0Ψ0 sin θ̃ cos θ̃

κ3
RR̃

(G(0)
−
R̃2
+
G(1)
+

R̃
+
G(2)
−
3

)
, (4.30)

Ez(r, t) =
k3

0Ψ0

κ3
RR̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+ G(1)

+

)
− sin2 θ̃G(2)

−

]
, (4.31)

Bφ(r, t) =
k3

0Ψ0 sin θ̃

cκ3
RR̃

(G(1)
−
R̃
+ G(2)

+

)
, (4.32)

g(n)(τ) = e−iφ0
Γ(s + n + 1)
Γ(s + 1)

( iκR

s

)n (
1 − iτ

s

)−(s+n+1)

, (4.33)

où cos θ̃ = (ζ + i)/R̃, sin θ̃ = ρ/R̃, G(n)
± = g(n)(τ̃−) ± g(n)(τ̃+) avec τ̃± = τ ± κRR̃ + iκR. Bien qu’il

n’existe pas de solution analytique pour la puissance de l’impulsion TM01 exacte, il peut être facile-

ment démontré que celle-ci s’exprime comme P = k4
0Ψ

2
0C(κR, s), où C(κR, s) est une quantité qui ne

dépend que des paramètres κR et s. Par conséquent, on peut remplacer k2
0Ψ0 par [P/C(κR, s)]1/2 dans

les expressions (4.30)–(4.32). De manière similaire au cas paraxial, les champs électrique et magné-

tique peuvent alors s’exprimer sous la forme E = k0E et B = k0B, où E et B sont des quantités qui

ne dépendent que des paramètres (P, κR, s, φ0) ainsi que des coordonnées sans dimension. Ainsi, la

dynamique en coordonnées sans dimension est encore une fois indépendante de la longueur d’onde.

En somme, dans le cas exact comme dans le cas paraxial, la dynamique d’un électron dans le champ de

l’impulsion TM01 est déterminée par quatre paramètres : un paramètre de phase (φ0), un paramètre de

durée (T ou s), un paramètre de focalisation (k0zR ou k0a) et la puissance P. Notons que cette analyse

n’est valide que pour une charge test. Dans une situation où il y a plusieurs particules chargées qui

s’influencent mutuellement, les dimensions physiques réelles jouent un rôle important ; la dynamique

dépend dans ce cas de la longueur d’onde. Par ailleurs, comme nous l’avons vu au chapitre 3, la

longueur d’onde a également une influence lors du calcul des probabilités d’ionisation.
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Figure 4.6 – Optimisation du gain en énergie de l’électron en fonction de sa position initiale sur l’axe
optique zi et de la phase de l’impulsion laser φ0. (a) Gain en énergie en fonction de zi et φ0 pour
k0a = 50, s = 60 et P = 1015 W. (b) Gain en énergie en fonction de zi et φ0 pour k0a = 50, s = 10
et P = 1015 W. Sur les figures (a) et (b), la configuration menant au gain en énergie maximal est
indiquée par une étoile. (c) Position optimale de l’électron sur l’axe optique et (d) phase optimale de
l’impulsion en fonction de la puissance laser pour différentes combinaisons des paramètres k0a et s.
(e) Gain en énergie en fonction de zi et φ0 pour k0a = 50, s = 60 et P = 1010 W. (f) Gain en énergie
en fonction de zi et φ0 pour k0a = 50, s = 10 et P = 1010 W.

4.10 Complément III : Optimisation du gain en énergie

En régime ultra-relativiste, le gain en énergie d’un électron dépend fortement de sa position initiale

sur l’axe optique, dénotée zi, ainsi que de la phase de l’impulsion laser φ0. En effet, ces deux para-

mètres déterminent ultimement à quel endroit et avec quelle configuration l’électron entrera dans son

cycle d’accélération final. Afin d’obtenir le gain en énergie maximal pour une même combinaison des

paramètres P, k0a et s, il est ainsi nécessaire d’optimiser le gain dans l’espace (zi, φ0).

Les figures 4.6(a)–(b) illustrent le gain en énergie d’un électron en régime ultra-relativiste dans le plan

(zi, φ0). On pourrait intuitivement croire que la position optimale de l’électron sur l’axe optique devrait

se situer près du plan focal, étant donné que l’impulsion laser y atteint son amplitude maximale (voir

par exemple [48]). Les simulations numériques montrent toutefois qu’il est plutôt avantageux pour
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l’électron, en régime ultra-relativiste, d’être initialement positionné derrière le plan focal [voir figure

4.6(c)]. De cette manière, les premiers cycles d’accélération et de décélération amènent l’électron

à proximité du plan focal, et il peut ainsi entrer dans son cycle d’accélération ultime plus près du

foyer. Pour cette raison, il peut être observé que plus la puissance laser est élevée, plus la position

initiale optimale de l’électron est loin derrière le plan de l’étranglement. Également, plus l’impulsion

est longue, plus la position initiale optimale est éloignée du foyer.

La dépendance du gain en énergie sur la phase est assez complexe, et il est difficile de prédire la

valeur de φ0 qui maximise la valeur de ∆W [voir figure 4.6(d)]. Notons qu’à plus faible puissance,

c’est-à-dire lorsque l’accélération sous-cycle est négligeable, le gain en énergie de l’électron devient

indépendant de la phase [voir figure 4.6(e)]. Cette observation, qui est en accord avec l’interprétation

de la dynamique en terme de la force pondéromotrice (indépendante de φ0), n’est cependant pas tout

à fait reproduite pour les impulsions ultrabrèves ; une petite variation de ∆W en fonction de la phase

peut être observée à la figure 4.6(f).

Afin d’optimiser numériquement le gain en énergie dans l’espace (zi, φ0), une approche par force

brute a été utilisée. On obtient en premier lieu une cartographie à moyens grains du gain en énergie

dans l’espace (zi, φ0). Une fois la position approximative du maximum déterminée, une procédure de

raffinage est appliquée afin d’augmenter la précision sur la position et la valeur de ∆Wmax. Notons

qu’une méthode d’optimisation continue plus efficace, comme la méthode du recuit simulé [131],

aurait pu être utilisée afin d’améliorer l’efficacité de la recherche de ∆Wmax. Pour les besoins de la

présente étude, la méthode brute s’est avérée toutefois suffisante.

Mentionnons finalement que c’est dans cette étape d’optimisation du gain en énergie que l’efficacité

numérique de la solution exacte issue de la méthode d’April peut être appréciée. En effet, optimiser le

gain en énergie dans l’espace (zi, φ0) et ce pour différentes combinaisons des paramètres P, k0a et s né-

cessite le calcul d’un nombre considérable de trajectoires. Avoir une solution numériquement efficace

pour le champ électromagnétique facilite ainsi l’exploration de cet espace de paramètres extrêmement

vaste.

4.11 Complément IV : Régimes d’accélération

Comme nous l’avons vu à la section §2.4.1, on distingue généralement trois régimes d’accélération :

le régime non relativiste, le régime relativiste, et le régime ultra-relativiste. Il est intéressant d’utiliser

les résultats obtenus à la figure 4.2(b) afin d’illustrer la transition entre ces trois régimes. Une partie

de cette petite analyse a été présentée pour la première fois dans un article de revue que nous avons

publié en 2013 dans la revue Applied Sciences [175].

À la figure 4.7, nous avons reproduit les courbes présentées à la figure 4.2(b) pour les combinaisons

de paramètres k0a = 124, s = 155 et k0a = 50, s = 1. La figure 4.2(a), qui correspond au régime

des impulsions paraxiales de quelques cycles optiques, permet très bien de distinguer les trois régimes
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Figure 4.7 – Illustration de la transition entre les régimes non relativiste, relativiste et ultra-relativiste
à l’aide des données présentées à la figure 4.2(b). Les courbes correspondent aux cas (a) k0a = 124,
s = 155 et (b) k0a = 50, s = 1. La ligne verticale continue sur la figure (a) correspond à la puissance
Pseuil, pour laquelle a2

z (z = 0) = 1. La ligne verticale pointillée correspond à la puissance Pultra, pour
laquelle a2

z (z = ∆zdph) = 1.

distincts d’accélération.

En régime non relativiste, le gain en énergie de l’électron est très faible. Il peut être observé que celui-

ci croît avec le carré de la puissance de l’impulsion laser, ∆Wmax ∼ P2. Ceci peut s’expliquer par

l’effet de la force pondéromotrice. Comme nous l’avons vu à la section 2.4.1, la dynamique moyennée

dans le temps d’une charge libre dans un champ électrique de faible intensité peut être décrite par la

force pondéromotrice,

d〈v〉
dt
= − e2

4m2
eω

2
0

∇|E|2 . (4.34)

On voit ainsi que la vitesse, significativement inférieure à c en régime non relativiste, devrait être pro-

portionnelle à la puissance. Ainsi le gain en énergie est proportionnel à la puissance au carré. Notons

que cet argument n’est valide que pour des impulsions dont la durée est d’au moins quelques cycles

optiques. En effet, pour des impulsions très courtes, l’analyse en terme de la force pondéromotrice,

qui correspond à un moyenne temporelle sur plusieurs cycles optiques, perd tout son sens. C’est pro-

bablement pour cette raison que la relation ∆Wmax ∼ P2 ne peut être observée sur la figure 4.7(b), qui

correspond au cas d’une impulsion ultrabrève.

Au fur et à mesure que la puissance augmente, l’accélération sous-cycle débute et le gain en énergie

subit une augmentation rapide. On est alors en régime relativiste. À puissance encore plus élevée, le

gain en énergie subit un effet de saturation et sa croissance tend vers la loi d’échelle ∆Wmax ∼ P1/2.

On entre alors en régime ultra-relativiste. Dans ce régime, l’électron se déplace à la vitesse c, en phase

avec l’impulsion laser. Son gain en énergie est alors directement proportionnel à l’amplitude du champ

électrique, et par conséquent à la racine carrée de la puissance :

∆W ∼
∫

Ez(r = 0, t = z/c)dz ∼ P1/2 . (4.35)
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En d’autres mots, le gain en énergie maximal tend vers une fraction constante de la limite théorique

du gain en énergie (2.101). Ceci est valide peu importe la durée de l’impulsion laser. C’est d’ailleurs

ce qui est observé à la figure 4.2(a). La fraction maximale du gain en énergie limite que l’électron peut

atteindre dépend de la position à partir de laquelle il parvient à entrer dans son cycle d’accélération

final et de la proximité du maximum de l’enveloppe du champ électrique qu’il atteint.

Dans le cas paraxial, il est possible d’obtenir analytiquement une estimation de la position des tran-

sitions entre les trois régimes. Il est généralement reconnu que la transition entre le régime non rela-

tiviste et le régime relativiste correspond à la puissance pour laquelle le paramètre a2
z (z = 0) = 1, où

az est défini à l’équation (2.98) [175, 180, 186]. Ceci correspond à la valeur Pseuil donnée à l’équation

(2.99). Dans la littérature, on ne retrouve toutefois pas d’estimation de la puissance requise pour entrer

en régime ultra-relativiste. Afin d’estimer la position de la transition, on peut supposer que la dyna-

mique opère en régime ultra-relativiste lorsque l’amplitude de l’impulsion laser est encore suffisante

pour accélérer l’électron à la vitesse de la lumière après un cycle d’accélération et décélération, qui

se produit sur une distance ∆zdph près de l’origine. La puissance Pultra requise pour entrer en régime

ultra-relativiste correspond alors à la puissance pour laquelle a2
z (z = ∆zdph) = 1. En supposant que

∆zdph = πzR/2 [voir équation (2.100)], on trouve alors, dans le cas paraxial :

Pultra =

(
1 +

π2

4

)2

Pseuil . (4.36)

Les puissances Pseuil et Pultra sont illustrées à la figure 4.7(a), qui correspond au régime paraxial.

4.12 Complément V : Accélération contra-directionnelle

Dans le dernier complément de ce chapitre, nous abordons un aspect assez curieux de l’accélération

d’électrons en régime d’impulsions ultrabrèves et non paraxiales.

Tel que décrit dans la section §2.3.3, l’impulsion TM01 est constituée de deux composantes princi-

pales qui se propagent dans des directions opposées. Il s’agit d’une propriété héritée du modèle des

source/puits ponctuels complexes qui peut être interprétée physiquement par un schéma de focalisa-

tion sur un angle solide supérieur à 2π stéradians. Dans le contexte de l’accélération d’électrons, on

peut ainsi légitimement se demander si l’amplitude de la composante contrepropageante est suffisante

pour accélérer des électrons vers l’arrière.

Dans le régime des impulsions hautement non paraxiales (k0a ∼ 1), une analyse attentive de la dyna-

mique en fonction des paramètres zi et φ0 révèle l’existence de deux types d’accélération [voir figure

4.8(a)]. Dans le premier type, que nous connaissons bien maintenant, l’électron est accéléré vers l’axe

z positif (accélération avant) et peut atteindre une énergie élevée si les paramètres sont tels que sa

trajectoire est synchronisée avec un demi-cycle négatif de la composante Ez de l’impulsion qui se

propage vers +z. Dans le second type, l’électron est accéléré vers l’axe z négatif (accélération arrière).

Dans ce cas, il peut subir de manière similaire une accélération sous-cycle par la composante de l’im-

pulsion qui se propage vers −z. Le gain en énergie maximal ∆Wmax obtenu après optimisation sur zi et
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Figure 4.8 – Accélération d’électrons contra-directionnelle. (a) Gain en énergie d’un électron en fonc-
tion de sa position initiale zi et de la phase φ0 d’une impulsion avec k0a = 1, s = 1 et P = 1015 W. La
ligne pointillée délimite les régions où l’électron est accéléré vers l’avant ou vers l’arrière. (b) Gain
en énergie maximal d’un électron accéléré vers l’avant et vers l’arrière en fonction du paramètre k0a
pour une impulsion avec s = 1 et P = 1015 W. La figure (a) est reproduite d’après un acte de colloque
que nous avons publié en 2013 [104].

φ0 est illustré à la figure 4.8(b) en fonction du paramètre k0a. Notons qu’une accélération vers l’arrière

non négligeable n’a lieu que dans des conditions de très forte focalisation. Cela s’explique par le fait

que l’amplitude de la composante de l’impulsion qui se propage vers −z diminue très rapidement avec

une augmentation de k0a.

En utilisant un système de focalisation à grande ouverture et un nuage d’électrons initalement po-

sitionné de part et d’autre de la frontière entre les deux types d’accélération, il serait ainsi théori-

quement possible de produire des impulsions d’électrons contre-propageantes et synchronisées. Bien

qu’il s’agisse à première vue d’une simple curiosité, la possibilité de générer des impulsions d’élec-

trons relativistes synchronisées pourrait peut-être un jour trouver une application dans le contexte

d’expériences pompe-sonde. En effet, comme il n’existe pas de manière simple de séparer un faisceau

d’électrons en deux (il n’existe pas d’electron beam splitter), cette méthode pourrait peut-être s’avérer

d’une certaine utilité pour la production de faisceaux d’électrons synchronisés.
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5.1 Avant-propos

Au chapitre précédent, nous avons examiné la dynamique à une dimension d’un électron soumis au

champ électromagnétique d’une impulsion TM01. Nous passons maintenant à un cas légèrement plus

complexe, soit celui d’un électron initialement hors axe. Puisque qu’un électron initialement au re-

pos n’acquiert aucune vitesse azimutale lorsqu’il interagit avec une impulsion TM01, il s’agit d’une

dynamique à deux dimensions.

Contrairement au chapitre précédent, nous nous concentrons dans ce chapitre sur des conditions de

focalisation plus modérée. Plus spécifiquement, nous questionnons la validité de l’approximation pa-

raxiale lors de la modélisation de l’accélération d’électrons dans des conditions soi-disant paraxiales.

Nous verrons que la solution exacte n’est pas seulement utile pour étudier l’accélération en régime

d’impulsions ultrabrèves et non paraxiales, mais qu’elle est également nécessaire pour modéliser cor-

rectement la dynamique ultra-relativiste à plus faible focalisation.

Ce chapitre est encore une fois divisé en deux parties. La première partie (sections §5.2 à §5.7) cor-

respond à un article qui a été publié dans la revue Optics Letters en mars 2013 [107]. Elle est par

conséquent rédigée en anglais, à l’exception d’une version française du résumé. Les sections §5.8 à

§5.10 viennent ensuite complémenter les résultats publiés dans l’article.

5.2 Résumé

Lors de la modélisation de l’accélération d’électrons par laser, il est coutume de travailler sous l’ap-

proximation paraxiale. Dans cette étude, nous questionnons la validité de cette approximation en simu-

lant numériquement l’accélération d’électrons par impulsions laser de type TM01 à l’aide d’une solu-

tion exacte à l’équation de Helmholtz de même qu’avec sa contrepartie paraxiale. Sous des conditions

de focalisation pour lesquelles l’approximation paraxiale est généralement considérée valide, nous

démontrons l’existence de différences importantes entre les résultats obtenus avec le champ exact et

ceux obtenus avec le champ paraxial. Nos résultats indiquent que prudence est de mise lorsque l’accé-

lération d’électrons par impulsions laser de polarisation radiale est étudiée à l’aide de l’approximation

paraxiale.

5.3 Abstract

In the study of laser-driven electron acceleration, it has become customary to work within the frame-

work of paraxial wave optics. Using an exact solution to the Helmholtz equation as well as its parax-

ial counterpart, we perform numerical simulations of electron acceleration with a high-power TM01

beam. For beam waist sizes at which the paraxial approximation was previously recognized valid,

we highlight significant differences in the angular divergence and energy distribution of the electron

bunches produced by the exact and the paraxial solutions. Our results demonstrate that extra care has
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to be taken when working under the paraxial approximation in the context of electron acceleration

with radially polarized laser beams.

5.4 Introduction

Electron acceleration driven by high-power lasers has attracted much effort, since it could lead to the

development of compact electron accelerators. Such devices are expected to be useful in many ap-

plications, ranging from coherent x-ray generation [119, 141] to electron diffraction imaging [16]. In

laser-driven particle acceleration, the challenge is to find an efficient way to apply the electromagnetic

field. Among the many proposed methods, the use of radially polarized laser beams for electron accel-

eration in vacuum has been the object of many investigations [48, 103, 138, 139, 150, 178, 179, 186].

In this scheme, which was recently demonstrated experimentally [126], electrons experience sub-

cycle acceleration from the longitudinal electric field component at the center of an ultra-intense TM01

beam. This mechanism induces a strong longitudinal compression effect that could theoretically lead

to the production of attosecond electron bunches [75, 178].

Many studies that have investigated on-axis [48, 138, 179, 186] and off-axis [150, 178] electron accel-

eration in radially polarized laser beams are based on the usual paraxial approximation. In these

analyses, it is generally assumed that the paraxial approximation is valid whenever k0zR & 125

(or w0/λ0 & 2.5), where zR and w0 are respectively the Rayleigh range and beam waist size, and

λ0 = 2π/k0 is the dominant wavelength of the laser.

In this Letter, we question the validity of the paraxial approximation in the above-mentioned parameter

regime. Using a rigorous solution to Helmholtz equation for a TM01 beam as well as its paraxial

counterpart, we highlight significant differences in the electron acceleration dynamics predicted by

the exact and the paraxial fields. The exact fields are used to investigate the origin of these differences.

5.5 From exact to paraxial TM01 beams

A nonparaxial cw TM01 beam propagating along the positive z axis with its beam waist at z = 0 is

described in complex notation (i.e., E = Re{Ẽei(ω0t−φ0)}, where ω0 = ck0 and φ0 are respectively

the beam frequency and phase constant) by the following field components in cylindrical coordinates

(r, φ, z) [5, 147]:

Ẽr = −2ik3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ cos θ̃ j2(k0R̃) , (5.1)

Ẽz = −
4
3

ik3
0Ψ0e−k0a

[
j0(kR̃) + P2(cos θ̃) j2(k0R̃)

]
, (5.2)

B̃φ =
2
c

k3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ j1(k0R̃) . (5.3)

Here Ψ0 is an amplitude parameter, k0 is the beam wavenumber, R̃ = [r2 + (z+ ia)2]1/2 is the complex

radius, cos θ̃ = (z + ia)/R̃ defines the complex angle θ̃, jn(·) is the n-th order spherical Bessel function
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of the first kind, and P2(·) is the Legendre polynomial of degree 2. The parameter a is a real and

positive constant called the confocal parameter. The latter may be used to characterize the degree of

paraxiality of the beam since it is monotonically related to the Rayleigh range and beam waist size by

the relation zR = k0w2
0/2 = [

√
1 + (k0a)2 − 1]/k0. The power carried along the z axis by a nonparaxial

TM01 beam is [6]

P =
πk0e−2k0a|Ψ0|2

2η0a3

[
2k0a sinh(2k0a) − cosh(2k0a) + 1 − 2k2

0a2
]
. (5.4)

Note that the fields described in Eqs. (5.1)–(5.3) represent a rigorous solution to Helmholtz equation.

We will thus refer to them as the exact TM01 fields.

In the paraxial limit, namely when k0a ≫ 1, the fields (5.1)–(5.3) can be expanded as power series

of the parameter δ = 1/k0a. Using the normalized coordinates ρ ≡ r(2a/k0)−1/2 and ζ ≡ z/a (since

zR = k0w2
0/2 ≈ a), we find, up to terms of order δ3:

Ẽr = −
√

2 k3
0Ψ0

[
ρ f 2δ3/2 −

(
3iρ f 3 + 3ρ3 f 4 − i

2
ρ5 f 5

)
δ5/2 + O(δ7/2)

]
exp(iϕ) , (5.5)

Ẽz = 2ik3
0Ψ0

[(
f 2 − iρ2 f 3

)
δ2 −

(
i f 3 + 5ρ2 f 4 − 7i

2
ρ4 f 5 − 1

2
ρ6 f 6

)
δ3 + O(δ4)

]
exp(iϕ) , (5.6)

B̃φ = −
√

2
c

k3
0Ψ0

[
ρ f 2δ3/2 −

(
iρ f 3 + 2ρ3 f 4 − i

2
ρ5 f 5

)
δ5/2 + O(δ7/2)

]
exp(iϕ) , (5.7)

where we have defined f ≡ 1/(ζ + i) and ϕ ≡ −(ζ/δ + ρ2 f ). See Complement I in Sec. §5.8 for

all the mathematical details leading to Eqs. (5.5)–(5.7). The lowest-order terms of Eqs. (5.5)–(5.7)

correspond to the well-known paraxial TM01 fields, which are commonly used to analyze electron

acceleration in radially polarized laser beams [48, 138, 150, 178, 179, 186],

Ẽ(0)
r = −

√
2 k3

0Ψ0ρ f 2δ3/2 exp(iϕ) = cB̃(0)
φ
, (5.8)

Ẽ(0)
z = 2ik3

0Ψ0

(
f 2 − iρ2 f 3

)
δ2 exp(iϕ) . (5.9)

5.6 An ultrarelativistic case study

To simulate electron acceleration in radially polarized laser beams, we numerically integrate the

Newton-Lorentz equations:

dr
dt
= v ,

dv
dt
= − e

γme

[
E + v × B − v

c2
(v · E)

]
, (5.10)

where e, me, r, v are the electron’s charge, mass, position, velocity, respectively, and γ = (1 −
|v|2/c2)−1/2. We also suppose that the laser beam is pulsed, which we model by multiplying E and B

by sech(ξ/ξ0), where ξ = ω0t − k0z. This is to ensure that the fields satisfy Maxwell’s equation in the

limit ξ0 ≫ 1 for any value of the phase ξ [186]. Furthermore, we use λ0 = 800 nm, although it can be

readily shown that the results are scalable to any value of λ0 [103, 186].
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Figure 5.1 – Snapshot of the initial electron bunch. The electrons are initially at rest, and their position
is drawn randomly from a two-dimensional gaussian distribution centered at the origin with standard
deviation equal to σr = σz = λ0/10 (which corresponds to σρ = 2π/100

√
10 and σζ = 2π/5000 in

normalized coordinates).

We consider a cloud of electrons initially at rest in the (r, z) plane outside the laser pulse. The initial

position of the electrons are drawn randomly from a two-dimensional Gaussian distribution centered

at the origin with standard deviation σr = σz = λ0/10 (see Fig. 5.1). The electrons are accelerated

by a pulsed TM01 beam with k0a = 500 (which corresponds to w0 ≈ 5λ0), a value generally consid-

ered well inside the paraxial regime. Space-charge effects are neglected; each trajectory is computed

independently. The relativistic electron bunch produced after performing the numerical simulation

with the exact and the paraxial TM01 fields from the same initial conditions are shown in Fig. 5.2. A

comparison of the data sets in Fig. 5.2(a)–(c) immediately shows an enormous difference in the bunch

transverse extent; the angular divergence of the bunch accelerated by the exact fields is about 100

times larger than the bunch accelerated by the paraxial fields. Moreover, the electron bunch energy

gain distribution is very different from one case to the other, as shown in Fig. 5.2(d). The average

energy gain obtained with the paraxial fields is however close to the energy gain near the optical axis

with the exact fields, as shown in Fig. 5.2(e) (see Complement II in Sec. §5.9). This agrees with pre-

vious results reported in [103] for on-axis acceleration. Since the near-axis electrodynamics is similar

in both cases, the strong longitudinal compression predicted by the paraxial fields is also observed

with the exact fields.

To understand why such important discrepancies between the exact and the paraxial cases arise for

off-axis electrons, it is instructive to look at the equations of motion. When electrons close to the

optical axis interact with the laser beam, they are primarily accelerated in the positive z direction by

the longitudinal electric field. For an electron with vr ≪ vz, the equation governing the radial velocity

is approximately

dvr

dt
≈ −e
γme

(
Er − vzBφ

)
. (5.11)

From Eq. (5.8), we see that the paraxial Ẽr and B̃φ field components are perfectly symmetric, i.e.,
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Figure 5.2 – Electron bunch accelerated by a TM01 pulsed beam with P = 1015 W, k0a = 500,
ξ0 = 14.21, φ0 = π. The simulation was performed with: (i) the exact fields [Eqs. (5.1)–(5.3)], (ii) the
paraxial fields [Eqs. (5.8)–(5.9)], and (iii) the corrected paraxial fields [Eqs. (5.5)–(5.7) up to O(δ3)].
(a) Bunch snapshot and (b)–(c) close-up view of the front end; (d) energy gain distribution; (e) average
energy gain versus final radial coordinate. The electrons are initially at rest outside the laser pulse in
the (r, z) plane and distributed randomly according to a Gaussian distribution centered at the origin
with σr = σz = λ0/10. The results are computed 15 ps after the passage of the beam at z = 0. Only
N = 200 electrons are shown in (a)–(c), while N = 50000 different initial conditions were used to
obtain the results in (d) and (e). The on-axis bunch duration in all cases is approximately 5 as.
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Figure 5.3 – Normalized amplitude of (a) −eEz and (b) −e(Er − cBφ) at t = 0 (exact fields). During
sub-cycle acceleration, electrons will spend most of their time between a maximum of −eEz and
the minimum located behind [an example is shown by the rectangle in (a) and (b)]. In this phase
configuration, electrons travel at vz ≈ c and feel, according to (b), a radial force directed outward.
Beam parameters are the same as in Fig. 5.2.

Ẽ(0)
r = cB̃(0)

φ
. Therefore, according to Eq. (5.11), an electron travelling primarily along the optical

axis at a relativistic velocity will feel a quasi-null force in the radial direction. This explains the

observation of electron bunches with very narrow transverse extent when performing the simulations

with the paraxial fields.

However, this argument does not hold in the exact case. According to Eqs. (5.1) and (5.3), the exact

Ẽr and B̃φ field components are not perfectly symmetric. The perturbative series (5.5) and (5.7)

show that the symmetry between Ẽr and B̃φ is broken as soon as the first nonparaxial correction is

introduced. Since Er and Bφ reach their maximum value at ρ ≈ [(1 + ζ2)/2]1/2, the ratio of the

maximum value of the radial field term in Eq. (5.11), |Er − cBφ|, and the accelerating field, |Ez|, scales

as δ1/2(1 + ζ2)1/2. The radial force component may therefore not be neglected when k0a & 100,

and its relative importance becomes greater as ζ increases. Moreover, Fig. 5.3 demonstrates that

the phase configuration in which electrons spend most of their time during sub-cycle acceleration is

associated with a radial force directed outward. This explains why the angular divergence of the bunch

accelerated by the exact solution is larger instead of smaller.

To verify explicitly if the discrepancy between the electron bunches in Fig. 5.2 originates from the

articifial symmetry between the paraxial Ẽ(0)
r and B̃(0)

φ
field components, we have performed the same

numerical simulation with the corrected paraxial fields, i.e., the paraxial fields with the first non-

paraxial correction to each component [Eqs. (5.5)–(5.7) up to O(δ3)]. The results obtained are shown

in Fig. 5.2. We immediately see a much better agreement with the exact case. While the final positions

of the electrons do not match perfectly, the spatial configuration of the bunches and their energy gain

distribution are much more similar. Note that the small differences in the energy gain distribution can

be understood from Fig. 5.2(e). Indeed, we see that the corrected paraxial results get less accurate as

ρ increases. This is a consequence of the fact that the magnitude of the nonparaxial corrections in-

creases as we move further from the optical axis. Taking into account the first nonparaxial correction

to Ẽr and B̃φ thus only offers a limited solution for electrons far from the optical axis.
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Despite the fact that the validity of the paraxial approximation was never fully adressed in the literature

for k0zR values well above 100, an order of magnitude comparison may be performed with existing

results. In [75], an radially polarized laser beam with w0 = 3λ0 and second-order FDTD field accuracy

was used to accelerate electrons from a target of size comparable to the initial conditions used here.

The resulting electron bunch angular divergence was reported to be approximately ∆θ ≈ 3◦. With the

parameters used in this Letter, we obtain ∆θ ≈ 5◦ with the exact fields, which is of the same order of

magnitude as in [75], compared to ∆θ < 0.1◦ for the paraxial fields.

5.7 Conclusion

In conclusion, in a parameter regime where the paraxial approximation was previously considered

valid, we have highlighted significant differences between the properties of electron bunches acceler-

ated by paraxial and exact TM01 beams. These differences originate from the symmetry between the

paraxial Ẽ(0)
r and B̃(0)

φ
fields. This artificial symmetry is broken as soon as the first nonparaxial correc-

tions to the electromagnetic field are taken into account, which allows to obtain more accurate results.

The considerations presented in this Letter are also believed to apply to ultrashort pulses, since the re-

lation Ẽr = cB̃φ always holds for the paraxial TM01 fields, regardless of the pulse duration [179]. Our

study thus advocates that special care has to be taken when working under the paraxial approximation

in the context of electron acceleration in radially polarized laser beams. It should be reminded that

under relativistic conditions, nonparaxial field corrections may always yield major differences in the

trajectories of off-axis electrons, even for very large values of k0a (see Complement II in Sec. §5.9).

Solutions as accurate as possible, ideally exact, should thus be used.

5.8 Complément I : Développement en série de perturbations

Dans ce complément, nous détaillons la réalisation du développement en série de perturbations du

champ monochromatique exact du faisceau TM01 donné aux équations (5.5)–(5.7). Ce développement

a pour but d’obtenir l’expression de la première correction non paraxiale de chaque composante du

champ.

Comme on s’intéresse à la limite du régime paraxial, qui correspond à la condition k0a≫ 1, l’analyse

perturbative s’effectue naturellement en fonction d’un paramètre δ défini comme δ ≡ 1/k0a. Les

coordonnées sans dimension suivantes nous seront utiles :

ρ ≡ r

√
k0

2a
et ζ ≡ z

a
. (5.12)

Ces définitions proviennent du fait qu’en régime paraxial, on a zR ≈ a (distance de Rayleigh) et

w2
0 ≈ 2a/k0 (taille à l’étranglement). Ainsi, ρ et ζ sont, dans le cas qui nous intéresse, d’ordre O(1) ou

moins. Si on inverse les définitions (5.12) et qu’on les exprime en fonction de δ, on a

r =

√
2

k0
δ−1/2ρ et z =

1
k0
δ−1ζ . (5.13)
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Analysons maintenant une à une chaque composante du champ électromagnétique.

5.8.1 Champ électrique radial Ẽr

En utilisant les définitions des fonctions de Bessel sphériques données à la section §2.3.4, le champ

électrique radial Ẽr, donné à l’équation (5.1), peut s’écrire sous la forme suivante :

Ẽr = −2ik3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ cos θ̃ j2(k0R̃)

= −2ik3
0Ψ0e−k0a r(z + ia)

R̃2




3

k3
0R̃3
− 1

k0R̃


eik0 R̃ − e−ik0R̃

2i
− 3

k2
0R̃2

eik0R̃ + e−ik0 R̃

2



= −2ik3
0Ψ0e−k0ar(z + ia)




3

k3
0R̃5
− 1

k0R̃3


eik0R̃ − e−ik0 R̃

2i
− 3

k2
0R̃4

eik0R̃ + e−ik0 R̃

2

 . (5.14)

Intéressons nous d’abord aux exponentielles. On a :

exp
[
±ik0R̃

]
= exp

[
±ik0

√
r2 + (z + ia)2

]
= exp

[
±ik0(z + ia)

√
1 + r2/(z + ia)2

]
. (5.15)

Supposons maintenant que |r2/(z + ia)2| ≪ 1. On peut alors développer la racine carrée en série de

Taylor :

exp
[
±ik0R̃

]
= exp

[
±ik0(z + ia)

(
1 +

r2

2(z + ia)2
− r4

8(z + ia)4
+ . . .

)]

≈ exp [∓k0a] exp [±ik0z] exp
[
± ik0r2

2(z + ia)

]
exp

[
∓ ik0r4

8(z + ia)3

]
. (5.16)

On voit tout de suite que l’exponentielle positive exp(ik0R̃) va diminuer exponentiellement comme

exp(−k0a). Elle peut donc être négligée. Physiquement, ce terme correspond à la composante du fais-

ceau qui se propage selon l’axe z négatif. Cela peut se voir par la présence du facteur exp(ik0z).

L’exponentielle négative exp(−ik0R̃) est quant à elle non négligeable et est approximée dans ce qui

suit par l’expression suivante :

exp
[
−ik0R̃

]
≈ exp [k0a] exp [−ik0z] exp

[
− ik0r2

2(z + ia)

] (
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
, (5.17)

où le développement en série de Taylor ex ≈ 1 + x, valide pour |x| ≪ 1, a été utilisé pour la dernière

exponentielle. En utilisant ces résultats, on obtient

Ẽr ≈ −2ik3
0Ψ0r(z + ia)

−
1
2i


3

k3
0R̃5
− 1

k0R̃3

 −
3

2k2
0R̃4

 e−k0ae−ik0 R̃ (5.18)

≈ −2ik3
0Ψ0r(z + ia)


i
2


3

k3
0R̃5
− 1

k0R̃3

 −
3

2k2
0R̃4


(
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
.

On peut maintenant approximer R̃−n à l’aide de son développement en série de Taylor :

R̃−n =
[
r2 + (z + ia)2

]−n/2 ≈ (z + ia)−n
[
1 − n

2
r2

(z + ia)2

]
. (5.19)
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On obtient alors :

Ẽr ≈ −2ik3
0Ψ0r(z + ia)

[
3i

2k3
0(z + ia)5

(
1 − 5r2

2(z + ia)2

)
− i

2k0(z + ia)3

(
1 − 3r2

2(z + ia)2

)
(5.20)

− 3

2k2
0(z + ia)4

(
1 − 2r2

(z + ia)2

) ] (
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
.

Il est maintenant utile d’avoir recours aux coordonnées sans dimension afin de connaître l’ordre en δ

de chaque terme :

Ẽr ≈ −2ik3
0Ψ0

√
2 ρ(ζ + i)

k2
0δ

3/2

[
3ik2

0δ
5

2(ζ + i)5

(
1 − 5δρ2

(ζ + i)2

)
−

ik2
0δ

3

2(ζ + i)3

(
1 − 3δρ2

(ζ + i)2

)

−
3k2

0δ
4

2(ζ + i)4

(
1 − 4δρ2

(ζ + i)2

) ] (
1 +

iδρ4

2(ζ + i)3

)
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
,

Ẽr ≈ −
√

2 k3
0Ψ0

[
− 3ρδ7/2

(ζ + i)4

(
1 − 5δρ2

(ζ + i)2

)
+

ρδ3/2

(ζ + i)2

(
1 − 3δρ2

(ζ + i)2

)

− 3iρδ5/2

(ζ + i)3

(
1 − 4δρ2

(ζ + i)2

) ] (
1 +

iδρ4

2(ζ + i)3

)
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
.

(5.21)

En ne conservant que les termes des deux ordres inférieurs en δ, soit O(δ3/2) et O(δ5/2), on obtient :

Ẽr = −
√

2 k3
0Ψ0

[
ρδ3/2

(ζ + i)2
−

(
3iρ

(ζ + i)3
+

3ρ3

(ζ + i)4
− iρ5

2(ζ + i)5

)
δ5/2

]
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.22)

Le premier terme, d’ordre O(δ3/2), correspond au terme paraxial, tandis que les trois autres termes,

d’ordre O(δ5/2), constituent la première correction non paraxiale.

5.8.2 Champ électrique longitudinal Ẽz

La composante longitudinale du champ électrique du faisceau TM01 s’écrit :

Ẽz = −
4
3

ik3
0Ψ0e−k0a

[
j0(kR̃) + P2(cos θ̃) j2(k0R̃)

]

= −4
3

ik3
0Ψ0e−k0a


sin(k0R̃)

k0R̃
+

(
1 − 3

2
sin2 θ̃

) 
3 sin(k0R̃)

k3
0R̃3

− sin(k0R̃)

k0R̃
− 3 cos(k0R̃)

k2
0R̃2




= −4
3

ik3
0Ψ0e−k0a


3 sin(k0R̃)

k3
0R̃3

− 3 cos(k0R̃)

k2
0R̃2

− 3
2

r2


3 sin(k0R̃)

k3
0R̃5

− sin(k0R̃)

k0R̃3
− 3 cos(k0R̃)

k2
0R̃4


 . (5.23)

En utilisant les résultats obtenus précédemment pour le champ électrique radial, on peut approximer

les fonctions sin(k0R̃) et cos(k0R̃) par

sin(k0R̃) ≈ i
2

e−ik0 R̃ ≈ i
2

exp [k0a] exp [−ik0z] exp
[
− ik0r2

2(z + ia)

] (
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
, (5.24)

cos(k0R̃) ≈ 1
2

e−ik0 R̃ ≈ i
2

exp [k0a] exp [−ik0z] exp
[
− ik0r2

2(z + ia)

] (
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
. (5.25)
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On obtient alors :

Ẽz ≈ −2ik3
0Ψ0


i

k3
0R̃3
− 1

k2
0R̃2
− r2

2


3i

k3
0R̃5
− i

k0R̃3
− 3

k2
0R̃4



(
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
.

(5.26)

En utilisant l’approximation (5.19) et les coordonnées sans dimension (5.13), on trouve ensuite :

Ẽz ≈ −2ik3
0Ψ0


i

k3
0(z + ia)3

(
1 − 3r2

2(z + ia)2

)
− 1

k2
0(z + ia)2

(
1 − r2

(z + ia)2

)

−r2

2


3i

k3
0(z + ia)5

(
1 − 5r2

2(z + ia)2

)
− i

k0(z + ia)3

(
1 − 3r2

2(z + ia)2

)
− 3

k2
0(z + ia)4

(
1 − 2r2

(z + ia)2

)



×
(
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
,

Ẽz = −2ik3
0Ψ0

{
iδ3

(ζ + i)3

(
1 − 3δρ2

(ζ + i)2

)
− δ2

(ζ + i)2

(
1 − 2δρ2

(ζ + i)2

)

−ρ2
[

3iδ4

(ζ + i)5

(
1 − 5δρ2

(ζ + i)2

)
− iδ2

(ζ + i)3

(
1 − 3δρ2

(ζ + i)2

)
− 3δ3

(ζ + i)4

(
1 − 4δρ2

(ζ + i)2

)]}
(5.27)

×
(
1 +

iδρ4

2(ζ + i)3

)
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
.

En ne conservant que les termes des deux ordres inférieurs en δ, soit O(δ2) et O(δ3), on obtient :

Ẽz = −2ik3
0Ψ0

[
iδ3

(ζ + i)3
− δ2

(ζ + i)2
+

2δ3ρ2

(ζ + i)4
− iδ3ρ4

2(ζ + i)5
+

iδ2ρ2

(ζ + i)3
− 3iδ3ρ4

(ζ + i)5
− δ3ρ6

2(ζ + i)6
+

3δ3ρ2

(ζ + i)4

]

× exp
[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.28)

Si on combine les termes similaires, on trouve finalement :

Ẽz = 2ik3
0Ψ0

[(
1

(ζ + i)2
− iρ2

(ζ + i)3

)
δ2 −

(
i

(ζ + i)3
+

5ρ2

(ζ + i)4
− 7iρ4

2(ζ + i)5
− ρ6

2(ζ + i)6

)
δ3

]

× exp
[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.29)

Encore une fois, le premier terme, d’ordre O(δ2), correspond au terme paraxial, tandis que les quatre

autres termes, d’ordre O(δ3), constituent la première correction non paraxiale. Notons que le terme

dominant du champ électrique longitudinal Ẽz est inférieur à celui du champ électrique radial Ẽr d’un

facteur δ1/2.

Puisque nous avons maintenant un développement perturbatif pour les deux composantes du champ

électrique, on peut se demander si ce dernier satisfait correctement à l’équation de la divergence

∇ · Ẽ = 0. En coordonnées cylindriques sans dimension, l’équation de la divergence s’écrit :

1
ρ

∂(ρẼr)
∂ρ

+
√

2δ
∂Ẽz

∂ζ
= 0 . (5.30)
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Lorsqu’on insère les champs (5.22) et (5.29) dans cette équation, on obtient, après un long calcul,

1
ρ

∂(ρẼr)
∂ρ

+
√

2δ
∂Ẽz

∂ζ
= 0 + O(δ7/2) . (5.31)

C’est le résultat auquel on pouvait s’attendre compte tenu de la précision sur le champ électrique.

5.8.3 Champ magnétique azimutal B̃φ

Terminons maintenant avec la composante azimutale du champ magnétique, qui s’écrit :

B̃φ =
2
c

k3
0Ψ0e−k0a sin θ̃ j1(k0R̃)

=
2
c

k3
0Ψ0e−k0a r

R̃


sin(k0R̃)

k2
0R̃2

− cos(k0R̃)

k0R̃

 . (5.32)

En utilisant les approximations (5.24) et (5.25) ainsi que le développement en série de Taylor (5.19),

on obtient

B̃φ ≈
k3

0Ψ0r

c


i

k2
0R̃3
− 1

k0R̃2


(
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
,

B̃φ ≈
k3

0Ψ0r

c


i

k2
0(z + ia)3

(
1 − 3r2

2(z + ia)2

)
− 1

k0(z + ia)2

(
1 − r2

(z + ia)2

)

×
(
1 +

ik0r4

8(z + ia)3

)
exp

[
−ik0z − ik0r2

2(z + ia)

]
. (5.33)

On passe maintenant aux coordonnées sans dimension (ρ, ζ) :

B̃φ ≈
√

2 k3
0Ψ0ρ

c

[
iδ5/2

(ζ + i)3

(
1 − 3δρ2

(ζ + i)2

)
− δ3/2

(ζ + i)2

(
1 − 2δρ2

(ζ + i)2

)]

×
(
1 +

iδρ4

2(ζ + i)3

)
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.34)

En ne conservant que les termes des deux ordres inférieurs en δ, soit O(δ3/2) et O(δ5/2), on obtient :

B̃φ = −
√

2 k3
0Ψ0

c

[
ρδ3/2

(ζ + i)2
−

(
iρ

(ζ + i)3
+

2ρ3

(ζ + i)4
− iρ5

2(ζ + i)5

)
δ5/2

]
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.35)

Le premier terme, d’ordre O(δ3/2), correspond au terme paraxial, tandis que les trois autres termes,

d’ordre O(δ5/2), constituent la première correction non paraxiale. On voit que chaque terme possède

la même forme fonctionnelle que ceux qu’on retrouve dans l’expression du champ électrique radial

(5.22). Le terme paraxial est identique dans les deux cas, tandis que deux des trois termes formant la

première correction non paraxiale diffèrent par un facteur multiplicatif. C’est à cet ordre qu’apparaît

l’asymétrie entre les composantes transverses du champ électromagnétique.

Notons que puisque B̃φ est indépendant de l’angle φ, le champ magnétique satisfait trivialement à

l’équation de la divergence ∇ · B̃ = 0.
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5.8.4 Connexion avec les travaux de Salamin

Dans un article paru en 2006 dans la revue New Journal of Physics [137], Salamin obtient un dévelop-

pement perturbatif pour le champ électromagnétique d’un faisceau TM01. Il est pertinent de comparer

ses résultats à ceux que nous avons obtenu dans ce complément.

La procédure suivie par Salamin diffère complètement de celle que nous avons suivie dans cet ouvrage.

En effet, au lieu de partir de la solution exacte (qui n’est pas connue dans son cas), son développe-

ment perturbatif est bâti itérativement à partir de la solution paraxiale en suivant la méthode dite de

Lax [88]. Bien que sa notation soit légèrement différente (par exemple, son développement perturbatif

est effectué à l’aide du paramètre ǫ = w0/zR), il est assez simple de convertir ses résultats dans notre

notation. On obtient alors les composantes de champ suivantes :

Ẽr = −
√

2 k3
0Ψ0

[
ρδ3/2

(ζ + i)2
−

(
iρ

(ζ + i)3
+

2ρ3

(ζ + i)4
− iρ5

2(ζ + i)5

)
δ5/2

]
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
, (5.36)

Ẽz = 2ik3
0Ψ0

[(
1

(ζ + i)2
− iρ2

(ζ + i)3

)
δ2 +

(
i

(ζ + i)3
− ρ2

(ζ + i)4
+

5iρ4

2(ζ + i)5
+

ρ6

2(ζ + i)6

)
δ3

]

× exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
, (5.37)

B̃φ = −
√

2 k3
0Ψ0

c

[
ρδ3/2

(ζ + i)2
+

(
iρ

(ζ + i)3
− ρ3

(ζ + i)4
+

iρ5

2(ζ + i)5

)
δ5/2

]
exp

[
−iζ/δ − iρ2

(ζ + i)

]
. (5.38)

Comme on peut voir, ces expressions ne sont pas parfaitement identiques à celles obtenues précédem-

ment dans ce complément à partir de la solution exacte du faisceau TM01. On voit toutefois que le

terme paraxial est identique pour chaque composante. Également, tous les termes constituant la pre-

mière correction non paraxiale de chaque composante possèdent la même forme fonctionnelle et ne

diffèrent des nôtres, lorsque c’est le cas, que par une constante multiplicative réelle.

La raison pour laquelle les termes de la première correction paraxiale tels que calculés par Salamin

sont différents de ceux calculés ici peut être attribuée à la méthode menant au développement perturba-

tif. Tel qu’expliqué récemment par Martens et al. [109], la réalisation d’un développement perturbatif

via la méthode de Lax fait naturellement apparaître une série de constantes d’intégration. Notre solu-

tion et celle de Salamin diffèrent ainsi simplement dans le choix de la valeur de ces constantes [109].

Notons que dans le contexte de la méthode de Lax, il est possible de fixer les constantes d’intégration

telles que le développement perturbatif obtenu corresponde à celui que nous avons obtenu à partir de

la méthode des sources/puits ponctuels complexes [109].

5.9 Complément II : Remarques supplémentaires sur l’approximation

paraxiale

Dans l’article présenté dans ce chapitre, nous avons vu que l’approximation paraxiale échoue à modé-

liser correctement la dynamique hors axe des électrons lorsqu’ils subissent une accélération sous-cycle
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Figure 5.4 – Accélération d’un nuage linéaire d’électrons confinés à l’axe optique. Encore une fois, la
simulation est réalisée trois fois, soit (i) avec le champ exact, (ii) avec le champ paraxial et (iii) avec
le champ paraxial corrigé jusqu’à l’ordre O(δ3). (a) Gain en énergie en fonction de la position initiale
de l’électron. (b) Distribution du gain en énergie. Les résultats sont obtenus 15 ps après le passage de
l’impulsion à z = 0. Seulement N = 200 électrons sont illustrés en (a), tandis que N = 5000 électrons
ont été utilisés pour obtenir la distribution en (b). Les paramètres laser sont identiques à ceux utilisés
à la figure 5.2.

dans une impulsion TM01. Toutefois, il existe certains cas particuliers pour lesquels l’approximation

paraxiale arrive à capturer correctement la dynamique d’accélération.

5.9.1 L’approximation paraxiale sur l’axe optique

Sur l’axe optique, le champ électrique radial ainsi que le champ magnétique azimutal sont tous les

deux identiquement nuls. Puisque son point faible réside principalement dans la modélisation des

forces transversales qui agissent sur l’électron, l’approximation paraxiale devrait arriver à bien modé-

liser la trajectoire des électrons qui sont confinés à l’axe optique.

Afin de s’en assurer explicitement, nous avons simulé l’accélération d’un nuage linéaire d’électrons

confinés à l’axe optique. La position initiale de chaque électron sur l’axe est tirée aléatoirement d’une

distribution gaussienne centrée à l’origine dont la déviation standard est σz = λ0/10. Autrement, tous

les paramètres sont identiques à ceux utilisés pour produire la figure 5.2. Quelques propriétés du nuage

obtenu sont illustrées à la figure 5.4. Un écart d’un peu moins de 1% est observé au niveau du gain en

énergie de chaque électron. Ces résultats confirment qu’il est justifié de travailler sous l’approximation

paraxiale en régime de faible focalisation lorsqu’on s’intéresse au cas unidimensionnel de l’électron

sur l’axe optique. On voit néanmoins que l’ajout de la première correction non paraxiale permet d’aller

chercher un niveau de précision supplémentaire.

5.9.2 L’approximation paraxiale en régime non relativiste

Il existe un second cas particulier pour lequel l’approximation paraxiale se révèle justifiée. Il s’agit de

l’accélération en régime non relativiste.
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Figure 5.5 – Reprise du scénario présenté à la figure 5.2 à de plus faibles puissances laser : (a)–(c)
P = 1014 W et (d)–(f) P = 1013 W . À l’exception de la puissance, tous les autres paramètres sont iden-
tiques ; il en va de même pour la signification de chaque sous-figure. À P = 1014 W , la dynamique est
encore relativiste et par conséquent l’approximation paraxiale n’arrive pas à modéliser correctement
l’accélération. Par contre, à P = 1013 W , la dynamique n’est pas relativiste ; l’approximation paraxiale
reproduit correctement la trajectoire des électrons.
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Selon l’hypothèse présentée dans ce chapitre, l’approximation paraxiale pose problème lorsque la

force exercée par le champ électrique radial est parfaitement compensée par celle exercée par le champ

magnétique azimutal. Cela ne peut se produire que lorsque l’électron atteint une vitesse très proche

de la vitesse de la lumière, étant donné que Ẽ(0)
r = cB̃(0)

φ
. En régime non relativiste, l’électron n’atteint

jamais une vitesse longitudinale considérable, et par conséquent Ẽ(0)
r ≫ vzB̃(0)

φ
. En d’autres mots, la

dynamique transversale est dominée par le champ électrique radial. Dans cette situation, l’approxima-

tion paraxiale devrait ainsi arriver à modéliser correctement la trajectoire des électrons.

Pour le cas étudié dans l’article inséré dans ce chapitre, soit k0a = 500, la puissance seuil vaut environ

Pseuil ≈ 6.8×1013 W. Par conséquent, pour des valeurs de puissance situées sous cet ordre de grandeur,

l’approximation paraxiale devrait être valide. À la figure 5.5, nous avons reproduit l’étude de cas

présenté à la figure 5.2, mais pour des puissances laser plus faibles, soit P = 1014 W (P > Pseuil) et P =

1013 W (P < Pseuil). À P = 1014 W, on voit que même si les électrons atteignent une énergie au final

beaucoup plus modeste que ceux de la figure 5.2, l’approximation paraxiale échoue complètement

à capturer la dynamique d’accélération. Toutefois, pour P = 1013 W, qui correspond au régime non

relativiste, on observe qu’elle donne des prédictions tout à fait similaires à celles offertes par la solution

exacte. Notons par ailleurs que dans la simulation à P = 1014 W, la différence entre les résultats

paraxiaux et exacts pour ρ ≈ 0 n’implique pas que l’approximation paraxiale n’arrive pas à capturer

la dynamique sur l’axe optique [voir figure 5.5(c)]. Il s’agit plutôt d’une conséquence du fait que dans

la simulation avec les champs exacts, certains électrons dont la position initiale est initialement en

dehors de la région centrale du nuage reviennent vers l’axe optique, ce qui influence le moyennage

effectué pour produire la figure 5.5(c).

En somme, on voit que l’utilisation de l’approximation paraxiale pour modéliser l’interaction d’un

électron avec une impulsion TM01 est également justifiée à des puissances laser non relativistes. Cela

renforce l’hypothèse que le problème de l’approximation paraxiale n’est au niveau de l’imprécision

qu’elle entraîne dans le calcul de chaque composante du champ, mais bien au niveau de la symétrie

artificielle qu’elle introduit entre les composantes Er et Bφ.

5.9.3 À quelle valeur de k0a l’approximation paraxiale devient-elle valide ?

Étant donné que l’amplitude de la première correction non paraxiale diminue lorsque k0a augmente,

on peut légitimement se demander s’il existe une valeur de k0a à partir de laquelle l’approximation

paraxiale devient valide.

Afin d’offrir une réponse simple à cette question, considérons un cas encore plus extrême que celui

présenté précédemment, soit k0a = 104. Ceci correspond à un faisceau dont la taille est de w0 ≈
22.5λ0. Notons que dans des conditions de focalisation aussi faible, la puissance seuil requise pour

atteindre le régime relativiste est énorme, soit Pseuil ≈ 2.7 × 1016 W, une valeur très loin de la portée

de la technologie laser actuelle. À l’exception de la puissance laser, qui est maintenant fixée à P = 5×
1016 W afin d’être en régime relativiste, tous les autres paramètres de la simulation sont les mêmes que
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Figure 5.6 – Reprise du scénario présenté à la figure 5.2 à k0a = 104. La puissance laser a été fixée à
P = 5×1016 W afin d’être au-delà du seuil du régime relativiste. Les autres paramètres de la simulation
sont identiques à ceux utilisés à la figure 5.2 ; il en va de même pour la signification de chaque sous-
figure. Même à une très grande valeur de k0a, on voit que l’approximation paraxiale échoue à bien
décrire la dynamique.
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ceux utilisés à la figure 5.2. Mentionnons au passage que l’étalement transversal du nuage d’électrons,

qui est de l’ordre de σr = λ0/10, est significativement inférieur à la taille w0 du faisceau ; en d’autres

mots, les électrons sont concentrés dans la région où les champs Er et Bφ sont relativement très faibles.

On pourrait donc penser que dans ces conditions, l’approximation paraxiale pourrait parvenir à faire

des prédictions acceptables. Or, comme le montrent les résultats présentés à la figure 5.6, il n’en

est rien. Des différences très importantes demeurent observables entre les résultats obtenus avec la

solution exacte et ceux produits par la solution paraxiale.

En conclusion, même à d’énormes valeurs de k0a, l’approximation paraxiale échoue à capturer cor-

rectement la dynamique d’accélération en régime ultra-relativiste. Il serait bien sûr possible d’étendre

cette analyse à des valeurs de k0a encore plus grandes. Toutefois, ces faisceaux de très faible focalisa-

tion ont très peu d’intérêt pratique en ce qui concerne l’accélération d’électrons par champ longitudinal

– on rappelle que la puissance seuil augmente comme (k0a)2. Par conséquent, pour les cas d’intérêt

pratique, la leçon à retenir est qu’il est toujours avisé de travailler avec une solution aussi précise que

possible.

5.10 Complément III : L’approximation de l’enveloppe lente

Dans l’article inséré dans ce chapitre, l’analyse du champ électromagnétique a été entièrement effec-

tuée sous l’approximation de l’enveloppe lente. En d’autres mots, pour les champs paraxiaux comme

pour les champs exacts, un faisceau pulsé a été modélisé en multipliant la solution (exacte ou pa-

raxiale) pour la composante de fréquence ω0 à l’équation de Helmholtz par une enveloppe temporelle

de forme sécante hyperbolique. Le choix de travailler sous l’approximation de l’enveloppe lente a été

fait afin de simplifier significativement les développement mathématiques présentés dans l’article et

ainsi d’isoler les conséquences de l’approximation paraxiale. En effet, l’analyse perturbative du champ

dans la limite k0a ≫ 1 est beaucoup plus complexe avec une impulsion exacte, pour laquelle il y a

existence d’un couplage spatiotemporel.

Dans ce dernier complément, nous présentons quelques résultats qui montrent que l’approximation de

l’enveloppe lente a certes un certain effet sur la dynamique d’accélération, mais que l’erreur engendrée

est beaucoup moins importante que dans le cas de l’approximation paraxiale.

Afin d’isoler l’effet de l’approximation de l’enveloppe lente, nous avons effectué quelques simula-

tions pour lesquelles les résultats obtenus avec (i) l’impulsion TM01 exacte avec spectre de Poisson

[équations (2.72)–(2.74)] ont été comparés avec (ii) ceux obtenus avec la solution exacte à l’équation

de Helmholtz pour le faisceau TM01 [équations (5.1)–(5.3)] multipliée par une enveloppe temporelle

gaussienne [équation (2.52)]. La forme gaussienne a été choisie étant donné que le spectre de Poisson

tend vers un spectre gaussien dans la limite s ≫ 1. Le paramètre de durée de l’impulsion gaussienne

a été fixé à T = 7.5 fs, tandis que le paramètre s = 155 a été utilisé dans la solution exacte (rappelons

que T ≈
√

2s/ω0 dans la limite s ≫ 1). Autrement, tous les autres paramètres (phase φ0, paramètres

k0a et conditions initiales) sont identiques au cas considéré à la figure 5.2. Les résultats sont illustrés
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Figure 5.7 – Analyse de l’effet de l’approximation de l’enveloppe lente sur l’accélération d’un nuage
d’électrons par une impulsion TM01. La simulation est réalisé à deux reprises, soit (i) avec l’impulsion
TM01 exacte [équations (2.72)–(2.74)] et (ii) avec le faisceau TM01 monochromatique [équations
(5.1)–(5.3)] multiplié par une enveloppe temporelle gaussienne (AEL : approximation de l’enveloppe
lente). Le paramètre de durée de l’impulsion gaussienne est fixé à T = 7.5 fs (s = 155). La puissance
laser vaut (a)–(b) P = 1013 W, (c)–(d) P = 1014 W, (e)–(f) P = 1015 W et (g)–(h) P = 1016 W. Les
autres paramètres de la simulation sont identiques à ceux utilisés à la figure 5.2 ; il en va de même
pour la signification des sous-figures.
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Figure 5.8 – Comparaison entre l’amplitude du champ électrique longitudinal issu de l’impulsion
TM01 exacte avec spectre de Poisson et celui issu de l’approximation de l’enveloppe lente avec enve-
loppe gaussienne. L’amplitude du champ diminue plus rapidement lorsqu’on s’éloigne du centre de
l’impulsion dans le cas de l’impulsion gaussienne. Les paramètres utilisés sont T = 7.5 fs (s = 155)
et k0a = 500.

à la figure 5.7 pour quatre valeurs différentes de la puissance laser.

En régime non relativiste [figure 5.7(a)–(b)], la formulation du champ faisant intervenir l’approxima-

tion de l’enveloppe lente arrive à reproduire avec une très bonne précision les résultats de la simu-

lation réalisée avec l’impulsion exacte. Comme c’était le cas avec l’approximation paraxiale à basse

puissance, ceci est dû au fait que l’électron glisse à travers l’impulsion laser au complet. Comme

il n’acquiert jamais une vitesse importante, une petite différence au niveau de la valeur du champ

électromagnétique n’a pas une grande influence sur l’aspect global de sa trajectoire.

Des différences commencent à apparaître lorsqu’on entre en régime relativiste et ultra-relativiste [fi-

gures 5.7(c)–(h)]. Bien que les résultats obtenus avec l’approximation de l’enveloppe lente ne repro-

duisent pas parfaitement ceux obtenus avec le champ exact, on voit que les propriétés générales des

impulsions d’électrons obtenues (configuration spatiale et profil énergétique) demeurent similaires, ce

qui n’était pas le cas sous l’approximation paraxiale. Les différences obtenues peuvent être attribuées

au fait qu’à haute puissance, l’électron peut subir une accélération importante dans un demi-cycle situé

loin du centre de l’impulsion, où le champ issu de l’approximation de l’enveloppe lente ne reproduit

pas parfaitement bien le champ exact (voir figure 5.8). La légère différence au niveau de l’amplitude

du champ longitudinal est alors susceptible de causer une erreur appréciable sur la trajectoire globale

de l’électron.

Afin d’illustrer ce dernier argument, considérons un électron initialement au repos à l’origine dans

le cas ultra-relativiste où P = 1016 W, cas qui a précédemment été illustré aux figures 5.7(g)–(h).

Un exemple de trajectoire calculée avec l’impulsion exacte et avec l’approximation de l’enveloppe

lente est illustré à la figure 5.9. À la figure 5.9(a), on voit que l’électron accéléré par le champ sous

l’approximation de l’enveloppe lente atteint une énergie finale plus importante. Afin de comprendre

pourquoi, il est utile de regarder les premiers cycles d’accélération et de décélération. Comme le

montrent les figures 5.9(c)–(d), l’électron atteint, sous l’approximation de l’enveloppe lente, des éner-

98



0 10 20 30 40
ζ

0

50

100

150

200

250

∆
W

(M
e
V

)

(a)

Exact

AEL

0 2 4 6 8 10
ζ

0

−2π

−4π

−6π

−8π

−10π

−12π

ω
0
t
−

k
0
z
+
Φ

G

(b)

−25 −20 −15 −10
t (fs)

0

10

20

30

40

50

∆
W

(k
e
V

)

(c)

−20 −10 0 10 20
t (fs)

0

1

2

3

∆
W

(M
e
V

)

(d)

Figure 5.9 – Trajectoire d’un électron initialement au repos à l’origine pour le cas à P = 1016 W
considéré à la figure 5.7. La simulation est réalisée à deux reprises, soit (i) avec l’impulsion TM01

exacte [équations (2.72)–(2.74)] et (ii) avec le faisceau TM01 monochromatique [équations (5.1)–
(5.3)] multiplié par une enveloppe temporelle gaussienne (AEL : approximation de l’enveloppe lente).
(a) Énergie de l’électron en fonction de sa position sur l’axe optique lors de sa trajectoire. (b) Phase
du champ laser, ω0t − k0z − 2 arctan(z/a), en fonction de la position de l’électron. On voit que dans le
cas de l’approximation de l’enveloppe lente, l’électron entre dans son demi-cycle d’accélération final
plus près du foyer. (c)–(d) Agrandissement des premiers cycles d’oscillation de l’électron.

gies plus faibles lors ses premières oscillations dans le champ longitudinal. Ceci est dû au fait que loin

du centre de l’impulsion, l’amplitude du champ est plus faible lorsqu’on travaille avec une enveloppe

gaussienne qu’avec l’impulsion issue du spectre de Poisson (voir figure 5.8). Puisque l’électron est

moins énergétique, il faut par conséquent une moins grande distance pour le décélérer dans le cycle

qui précède son demi-cycle d’accélération final. Il peut ainsi entrer dans ce dernier cycle d’accéléra-

tion plus près du foyer, bénéficiant ainsi de la poussée ultime du champ électrique longitudinal sur

une plus grande distance.

En conclusion, on voit que l’approximation de l’enveloppe lente a un effet moins dramatique que

l’approximation paraxiale en ce qui concerne l’accélération d’électrons par impulsions TM01. Cela

appuie son utilisation dans le cadre de l’article présenté dans ce chapitre. Néanmoins, nous avons vu

que les différences qu’elle engendre peuvent devenir dans certains cas appréciables, particulièrement

dans des conditions ultra-relativistes. Afin d’avoir des résultats les plus rigoureux possible, il demeure

donc conseillé d’utiliser une solution exacte aux équations de Maxwell.
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6.1 Avant-propos

De manière similaire aux photons, les électrons peuvent être utilisés pour sonder la matière. Combi-

nant une longueur d’onde de de Broglie très courte (de l’ordre de λdB ≈ 4 pm à W = 100 keV) et

une section efficace d’interaction élevée (de l’ordre de 105 − 106 fois plus grande que celle des rayons

x), ils s’avèrent particulièrement utiles dans les expériences d’imagerie atomique et moléculaire. La

diffraction électronique ultrarapide 1 est une technique qui consiste à envoyer des impulsions brèves

d’électrons dont l’énergie est de l’ordre de 50 à 300 keV sur un échantillon afin d’obtenir de l’infor-

mation sur sa structure via une figure de diffraction. Dans ces expériences, la durée de l’impulsion

d’électrons joue le rôle de temps d’exposition ; plus les impulsions sont brèves, plus la résolution

temporelle est élevée.

Au chapitre précédent, nous avons entrevu le potentiel des impulsions TM01 pour la production d’im-

pulsions d’électrons ultrabrèves (par exemple, la forme du paquet d’électrons obtenu à la figure 5.2

témoigne d’une forte compression longitudinale). L’utilisation d’impulsions TM01 à cette fin parti-

culière a déjà été étudiée dans quelques publications [75, 178]. Dans ces dernières, on démontre la

génération d’impulsions attosecondes d’électrons à partir de cibles de taille nanométrique illuminées

par une impulsion TM01 dont la puissance est de l’ordre de 100 TW ou plus. L’énergie des électrons,

allant de quelques dizaines de MeV à quelques GeV, est toutefois beaucoup trop élevée pour envisager

une application à la diffraction électronique ultrarapide.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la possibilité de générer des impulsions d’électrons ul-

trabrèves à des énergies de l’ordre de la centaine de keV avec des impulsions TM01 ultrabrèves et

fortement focalisées. Ayant comme motivation principale une application potentielle à la diffraction

électronique, un souci particulier est apporté dans le choix des paramètres physiques du système, qui

se veulent réalistes dans le contexte technologique actuel.

En lien étroit avec les simulations de type particule test, nous présentons pour la première fois dans

ce chapitre des simulations de type particle-in-cell (PIC). Tandis que l’utilisation de charges tests

nous permet d’en apprendre plus sur le fonctionnement du mécanisme d’accélération, les simulations

PIC permettent de vérifier l’impact des effets d’ionisation et de charge d’espace sur la génération des

impulsions d’électrons. Cette démarche a pour effet d’amener nos résultats à un niveau supérieur de

réalisme.

Ce chapitre est constitué de deux parties. La première partie (sections §6.2 à §6.7) correspond à un

article qui a été publié dans la revue Physical Review Letters en novembre 2013 [106]. Elle est par

conséquent rédigée en anglais, à l’exception d’une version française du résumé. Les sections §6.8 et

§6.9 offrent ensuite quelques précisions sur différents aspects abordés dans l’article.

1. Une introduction à la diffraction électronique ultrarapide est présentée à la section §6.9 de ce chapitre.
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6.2 Résumé

Nous proposons un schéma d’accélération laser permettant de produire des impulsions femtosecondes

d’électrons avec une énergie de l’ordre de quelques centaines de keV. Notre méthode est basée sur

l’utilisation d’impulsions laser ultrabrèves et fortement focalisées de polarisation radiale. Sous l’in-

fluence du champ électrique longitudinal, les électrons situés dans le volume focal sont accélérés

dans la direction de propagation de l’impulsion laser. Grâce à des simulations tridimensionelles de

type particule test et particle-in-cell, nous démontrons qu’il est possible de produire des impulsions

d’électrons bien collimées avec un étalement en énergie de 5% et une durée temporelle de l’ordre de

la femtoseconde. Ces résultats ouvrent une avenue intéressante vers l’amélioration de la résolution

temporelle dans les expériences de diffraction électronique ultrarapide.

6.3 Abstract

We propose a simple laser-driven electron acceleration scheme based on tightly focused radially po-

larized laser pulses for the production of femtosecond electron bunches with energies in the few-

hundreds-of-keV range. In this method, the electrons are accelerated forward in the focal volume

by the longitudinal electric field component of the laser pulse. Three-dimensional test-particle and

particle-in-cell simulations reveal the feasibility of generating well-collimated electron bunches with

an energy spread of 5% and a temporal duration of the order of 1 fs. These results offer a route towards

unprecedented time resolution in ultrafast electron diffraction experiments.

6.4 Introduction

The development of high-power laser facilities all around the world has paved the way to the design of

a new generation of laser-based electron accelerators. Recent experimental successes have shown that

electrons may be accelerated to hundreds-of-MeV energies from high-intensity laser-plasma interac-

tions [12, 11, 184]. Laser-driven electron accelerators are thus expected to offer a robust, compact,

and low-cost alternative to conventional radio-frequency (rf) accelerators [100].

While most studies have been concerned with the laser acceleration of electron bunches to energies

ranging from several MeV to the GeV level [43], comparatively little work has been done at lower

energies (e.g., [27, 68, 126, 168, 170]).

In fact, due to their large scattering cross section in comparison to x-rays, subrelativistic electrons

find important applications in atomic and molecular imaging experiments [145]. In the last few years,

electrons at subrelativistic energies have been successfully used in time-resolved ultrafast electron

diffraction (UED) experiments to study dynamical processes on the subpicosecond time scale [55, 64,

144]. In the latter experiments, the electrons are generated from the illumination of a photocathode by

a femtosecond laser pulse and are subsequently accelerated in a static electric field. Using this method,

electron bunches with a duration between 200 and 350 fs and energy in the 50–100 keV range can
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be produced [145]. In addition, using state-of-the-art rf cavities to invert the linear velocity chirp, the

electron bunches can be compressed down to about 70 fs at the sample [173], while the timing jitter

between the laser and the rf electronics can be reduced to 30 fs with the time stamping method [54].

Bunches of shorter durations (∼10 fs) have been predicted by replacing the static accelerator with

a rf gun that accelerates the electrons at energies of a few MeV [63]. However, due to the reduced

scattering cross section of relativistic electrons and other practical considerations, the 100–300 keV

energy window is generally preferred for UED [172].

Recently, laser-driven electron acceleration has been proposed as an alternative to static accelerator

technology for UED experiments [69, 167, 168]. In principle, laser acceleration has several advan-

tages [69]: (i) the short wavelength of the accelerating field may lead to electron bunches with duration

of the order of 10 fs or less; (ii) there is an intrinsic synchronization between the electron probe and

the laser pump; (iii) using a gas medium, the electron source is self-regenerating and can thus be used

for experiments at high repetition rates. In [167], 350-keV electron bunches were produced from a

high-intensity laser-solid interaction and compressed down to 500 fs, while in [69], 100-keV bunches

with a duration possibly under 100 fs, although not measured, were generated with a laser-wakefield

accelerator. Subfemtosecond electron pulses are predicted in plasmas with ramp-up density profiles,

but at relativistic energies [90].

In this Letter, we propose a simple direct acceleration scheme based on the use of tightly focused

radially polarized laser pulses for the generation of electron bunches with unprecedentedly short dura-

tion in an energy range appropriate for UED applications. This method takes advantage of the strong

longitudinal electric field at the beam center to accelerate the electrons from the focal region along the

optical axis [175]. We demonstrate the feasibility of generating 240-keV, one-femtosecond electron

pulses when the laser pulse is tightly focused in a low-density gas. The acceleration mechanism is first

analyzed using a three-dimensional test-particle approach. We then investigate the limits of validity of

these results using three-dimensional particle-in-cell (3DPIC) simulations with full ionization dynam-

ics. We finally discuss how the proposed acceleration scheme could find applications in time-resolved

UED experiments.

6.5 Numerical model

Ultrashort and tightly focused laser pulses must be modeled as exact solutions to Maxwell’s equations.

We consider the lowest-order radially polarized laser field, namely a TM01 pulse, for which an exact

closed-form solution is known [7, 103]. In vacuum, the nonzero field components of a TM01 pulse

traveling in the forward z direction with its beam waist plane located at z = 0 are given, in cylindrical

coordinates (r, θ, z), by the following expressions:

Er(r, t) = Re


3Ψ0 sin θ̃ cos θ̃

R̃

(G(0)
−

R̃2
+

G(1)
+

cR̃
+

G(2)
−

3c2

) , (6.1)

104



Ez(r, t) = Re


Ψ0

R̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+

G(1)
+

c

)
− sin2 θ̃

c2
G(2)
−

] , (6.2)

Bφ(r, t) = Re


Ψ0 sin θ̃

cR̃

(G(1)
−

cR̃
+

G(2)
+

c2

) , (6.3)

where Re{· · · } denotes the real part, Ψ0 is a constant amplitude, c is the speed of light in vacuum,

R̃ = [r2 + (z + ja)2]1/2, cos θ̃ = (z + ja)/R̃, and G(n)
± = ∂n

t [ f (t̃−) ± f (t̃+)] with t̃± = t ± R̃/c + ja/c.

The confocal parameter a can be used to characterize the degree of paraxiality of the beam since it

is related to the Rayleigh range zR at wavelength λ0 by k0zR =
√

1 + (k0a)2 − 1 [134]. The function

f (t) is the inverse Fourier transform of the frequency spectrum of the pulse, which we assume to be

Poisson-like [31]:

F(ω) = 2πe− jφ0

(
s
ω0

)s+1
ωse−sω/ω0

Γ(s + 1)
H(ω) , (6.4)

where s is a positive parameter related to the pulse duration, φ0 is the constant pulse phase, ω0 = ck0

is the frequency of maximum amplitude, Γ(x) is the gamma function, and H(x) is the Heaviside step

function. The fields given by Eqs. (6.1)–(6.3) may be produced by focusing a collimated radially

polarized input beam with a parabolic mirror of large aperture [9].

Conceptually, our accelerator design simply consists of an ultrashort TM01 pulse that is strongly fo-

cused in a low-density gas target of uniform density n0. This configuration is very similar to the

experimental setup recently used by Payeur et al. [126]. To simulate the laser-driven electron acceler-

ation, we perform three-dimensional simulations using the Epoch PIC code [26] (see Complement I in

Sec. §6.8 for additional details about the numerical simulations). The fields given in Eqs. (6.1)–(6.3)

are implemented in the code using the scattered-field formulation [160].

We consider a TM01 pulse characterized by k0a = 20 and s = 70 with an average power of P =

300 GW and a dominant wavelength of λ0 = 800 nm. This gives a pulse with a full width at half

maximum (FWHM) duration of 8.3 fs. The center of the pulse is set to reach the beam waist plane at

t0 = 80 fs. The spatiotemporal properties of the pulse in vacuum at the beam waist are illustrated in

Fig. 6.1. The chosen laser parameters correspond to a regime accessible by current millijoule lasers

that can operate at kHz repetition rate with carrier-envelope phase stabilization [33, 110].

In analogy to the standard normalized vector potential parameter a0 = e|E|/mecω0 [65], it is useful to

introduce a normalized longitudinal field parameter az = e|Ez|peak/mecω0 [175]. At az & 1, the motion

of a free electron in the longitudinal electric field becomes relativistic. Consequently, subcycle accel-

eration, i.e., the process in which the electron is accelerated by staying in phase with the laser field

over a certain distance, starts to take place [179]. On the one hand, subcycle acceleration induces a

strong longitudinal compression over a cloud of electrons, which promotes the formation of ultrashort

electron bunches [75, 178]. On the other hand, if the value of az is too high, the electrons will acquire

an energy that will be too great for any use in electron diffraction experiments. For the chosen laser
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Figure 6.1 – Electric field of a TM01 pulse with k0a = 20, s = 70, P = 300 GW, and λ0 = 800 nm. (a)
Electric energy density at the beam waist. (b) Temporal variation of Ez at the origin.

pulse parameters, we have az ≈ 1.6, a good tradeoff between the longitudinal compression induced by

subcycle acceleration and the final kinetic energy of the electrons.

6.6 Generation of ultrashort electron pulses

6.6.1 Test-particle simulations

To investigate the acceleration dynamics, we adopt in the first place a three-dimensional test-particle

approach in which all electrons are initially assumed to be free and space-charge effects are neglected.

The electrons are initially distributed randomly in space according to a uniform distribution. As the

laser pulse approaches the focal region, two main electron jets are formed: an annular electron jet is

accelerated away from the optical axis under the influence of the radial electric field component, and

a well-collimated electron bunch is accelerated in the forward z direction by the longitudinal electric

field component. Figure 6.2 illustrates the main properties of this on-axis electron bunch. At the

instant the snapshots shown in Fig. 6.2 are taken, the interaction of the electron bunch with the laser

pulse is already terminated. The divergence of the bunch is estimated to be 6 mrad, while its duration,

given by the longitudinal extent of the bunch divided by the average velocity of the electrons, is of

the order of 730 as. The energy distribution of the electron bunch, shown in Fig. 6.2(d), displays a

well-defined maximum at ∆W = 237 keV with a small absolute energy spread of fwhm(∆W) = 6 keV.

Accelerating subfemtosecond electron pulses with radially polarized laser pulses using an infinite

target is noteworthy, as previous techniques had to rely on nanometric targets and ultrarelativistic

laser intensities (a2
z ≫ 1) [75, 178].

To get a better understanding of the formation of the ultrashort electron pulse reported in Fig. 6.2,

it is instructive to identify the origin of the electrons of which it is made. Figure 6.3(a) maps the

initial coordinates of a free electron in the (x, z) plane to its final transverse coordinate. The most

remarkable feature is the presence of a thin vertical band at z0 ≈ 2.15λ0 extending from x0 = 0 to

x0 ≈ 0.5λ0 that corresponds to electrons that remain within a distance of λ0/2 from the optical axis.

Moreover, as shown in Fig. 6.3(b), this set of initial conditions is correlated with a region where the

106



33 34 35 36 37
z/λ0

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x
/λ

0

(a) ne (a.u.)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

33 34 35 36 37
z/λ0

0

1

n
e

(a
.u

.)

(b)

730 as

−2 −1 0 1 2
x/λ0

0

1

n
e

(a
.u

.)

(c)

0.19λ0

150 200 250 300 350
∆W (keV)

0

1

d
is

tr
ib

u
ti

o
n (d)

6 keV

Figure 6.2 – Characterization of an ultrashort electron bunch produced after the interaction of a k0a =
20, s = 70, P = 300 GW, φ0 = π laser pulse with a target of free and noninteracting electrons. (a)
Electron number density ne in the (x, z) plane. The solid and dashed white lines indicate the locations
of the z and x cuts shown in (b) and (c), respectively. The arrows in (b) and (c) indicate the full
width at half maximum duration and width. (d) Kinetic energy distribution. The snapshot is taken at
t − t0 = 120 fs. Only the electrons with ∆W > 50 keV located in the (x,z) region shown in (a) and
within a slice of thickness λ0 centered at y = 0 are considered to obtain the distribution functions.
The simulation is performed using 109 markers randomly distributed in the region x, y ∈ [−5λ0, 5λ0],
z ∈ [−14λ0, 50λ0].

final kinetic energy of the electrons is extremely similar. Therefore, the formation of an ultrashort

electron pulse originates from the acceleration of a thin disk of electrons located in a very restricted

region of the infinite gas target. Electrons outside this thin disk region are either deflected away from

the optical axis [see Fig. 6.3(c)] or gain little energy from the laser field. We emphasize that the

acceleration process is sensitive to the carrier-envelope phase, a clear signature of direct acceleration

that distinguishes our scheme from ponderomotive acceleration, which is a process independent of the

laser pulse phase [159]. Here, substantial energy gains are possible because an asymmetry between

consecutive positive and negative half field cycles is introduced by nonlinear relativistic effects, the

ultrashort (few-cycle) pulse duration, and the strong field divergence (zR ∼ 3λ0).
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Figure 6.3 – (a) Final x coordinate [log10(|x f |/λ0 + 1)] and (b) final kinetic energy at time t − t0 = 120
fs for a free electron initially at rest at the position (x0, z0) in the (x, z) plane. The three markers in (a)
correspond to three initial conditions for which the trajectory is illustrated in (c). The white curve in
(b) corresponds to the |x f | = 0.5λ0 contour. All laser parameters are identical to those used in Fig. 6.2.

6.6.2 Three-dimensional particle-in-cell simulations

Having studied the acceleration mechanism in the single particle limit, we now proceed with a much

more realistic 3DPIC approach. We assume that the initial target consists of a neutral hydrogen gas

of uniform atomic density n0 at room temperature. Multiphoton, tunnel, and barrier-suppression ion-

ization are taken into account [87]. Figure 6.4(a)–(d) show the results of a simulation performed at an

initial density of n0 = 3 × 1022 m−3 with the same laser parameters as in Fig. 6.2. The electron pulse

produced from the hydrogen target possesses features very similar to those reported in Fig. 6.2. Its

duration is slightly above one femtosecond, with a peak areal density and a total charge of 2 × 10−3

C·m−2 and 1.1 fC, respectively. The charge was obtained by counting up the electrons located within

a cylinder of radius λ0 extending from z = 33λ0 to z = 37λ0 [see Fig. 6.4(a)]. We calculate the frac-

tion of the electrons within the FWHM of the longitudinal and radial density distribution to be 2.4%.

We emphasize that due to the ionization dynamics, other elements than hydrogen might not be used

to generate monoenergetic electron pulses. In fact, we have observed that 3DPIC simulations with

helium yield an energy distribution with two distinct peaks (see chapter 7).

In Fig. 6.4(e), we illustrate the variation of the main features of the electron pulse as a function of

the initial density n0. Well-collimated, monoenergetic one-femtosecond pulses are observed up to

densities of about n0 = 3 × 1022 m−3. Up to this density, the bunch charge increases linearly. As

n0 is raised above 3 × 1022 m−3, the electron pulse duration and its energy spread increase under the
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Figure 6.4 – (a)–(d) Three-dimensional particle-in-cell simulation corresponding to the case shown
in Fig. 6.2. The target consists of neutral hydrogen with a uniform density of n0 = 3 × 1022 m−3.
(e) Variation of the peak energy and energy spread (square markers with error bars, left scale), and
duration (circle markers, right scale) of the electron pulse as a function of the initial atomic density
n0. In each case, the simulation is performed using 5×108 hydrogen markers randomly distributed on
a 200 × 200 × 1000 grid with Nλ = 20 points per wavelength resolution, corresponding to the region
x, y ∈ [−5λ0, 5λ0], z ∈ [−10λ0, 40λ0]. The statistics are obtained at t − t0 = 120 fs. Increasing the grid
resolution to Nλ = 30 does not significantly alter the results.

influence of electrostatic repulsion. At initial atomic densities of n0 = 3 × 1023 m−3 and above, the

electron pulse is rapidly broadened by space-charge forces.

6.7 Discussion

The possibility of generating femtosecond monoenergetic electron bunches suggests that the proposed

acceleration scheme could offer an interesting avenue towards unprecedented time resolution in UED

experiments (see Complement II in Sec. §6.9 for an introductory discussion about UED). In this
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perspective, the transverse normalized emittance and the transverse coherence length are important

parameters. The normalized emittance, which estimates the volume occupied by the electron beam in

phase space, is given, in the x direction, by ǫn,x = (1/mec)
√
〈x2〉〈p2

x〉 − 〈xpx〉2, where 〈· · · 〉 denotes

an average over the electrons in the bunch [172]. With the electrons from the same region that was

used to calculate the bunch charge in Fig. 5(a) we get ǫn,x = ǫn,y = 3.6 × 10−3 mm·mrad, which

compares favorably to state-of-the-art UED setups (ǫn,x ≈ 2×10−2 mm·mrad [69, 172]). The transverse

coherence length is calculated with LT ≃ λ/2πσθ, where λ is the de Broglie wavelength and σθ

is the root-mean-square angular spread [172]. Here we obtain LT = 0.03 nm, which is too small

for UED. Nevertheless, we estimate that filtering the electron pulses with a pinhole would remove

the most divergent electrons and increase the transverse coherence length beyond 1 nm. With the

remaining electrons per pulse (102–103), an electron flux sufficient for time-resolved crystallography

experiments would be possible at a kHz repetition rate (see, e.g., [15]). Finally, we recall that for the

proposed scheme —which is a subcycle laser process— the energy spread is intrinsically low (about

5%). Energy filtering as done in [167] might be beneficial, but is probably not necessary.

Still in connection with UED, we stress that free-space propagation is needed for the electron pulse

to reach the sample, which causes spatiotemporal broadening. Nevertheless, the use of a strongly

focused, rapidly diverging, laser pulse (zR ∼ 3λ0) could allow having the sample very close to the

focus. With the available computational resources, we were able to simulate the propagation of the

electron pulse for 1.1 ps. Whereas the radius of the electron pulse did not change significantly, the

pulse duration, after an initial transient behavior, increased linearly at the rate of 0.027 fs/µm. This

asymptotic linear behavior is in agreement with existing theoretical models [151]. It thus appears that

pulse compression will be needed to keep the duration at the sample below 30 fs for a focus-sample

distance larger than 1 mm. For state-of-the-art compression techniques see [167, 173].

Finally, we emphasize that besides UED, the proposed acceleration scheme might also be of inter-

est for electron injection into x-ray free electron lasers and staged (channel-guided) laser wakefield

accelerators, as well as for the development of tabletop radiation sources. For those applications, rela-

tivistic energies are needed. Preliminary results for the actual acceleration scheme show that it would

be possible to double the electron energy only by tuning the laser power, while preserving a good

beam quality [fwhm(∆W)/∆W ∼ 10% or less]. The laser pulse parameters were not submitted to an

intensive optimization process. Reaching the few-MeV range is the object of ongoing research.

6.8 Complément I : Remarques supplémentaires sur les simulations

numériques

Les simulations PIC réalisées pour l’article présenté dans les sections précédentes ont été effectuées

avec N = 5 × 108 marqueurs sur une grille numérique de taille 200 × 200 × 1000 correspondant à la

région x, y ∈ [−5λ0, 5λ0] et z ∈ [−10λ0, 40λ0]. Ceci correspond à un maillage de taille ∆x,∆y,∆z =

λ0/20, ou, en d’autres mots, à une résolution de Nλ = 20 mailles par longueur d’onde. L’impact
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Figure 6.5 – Impact de la résolution de la grille numérique sur les résultats de la simulation PIC
présentée à la figure 6.4(a)–(d). La figure illustre la distribution en énergie, précédemment illustrée à la
figure 6.4(d), telle qu’obtenue lorsque Nλ = 10, 20 et 30. Dans tous les cas, la simulation a été réalisée
en utilisant le domaine physique x, y ∈ [−5λ0, 5λ0] et z ∈ [−10λ0, 40λ0] avec N = 5× 108 marqueurs ;
la taille de la grille numérique est déterminée par la valeur de Nλ. Les ressources numériques requises
pour simuler l’intervalle de temps t ∈ [0, 200 fs] sont approximativement (i) 8h de calcul sur 128
coeurs pour Nλ = 10, (ii) 18h de calcul sur 128 coeurs pour Nλ = 20 et (iii) 18h de calcul sur 512
coeurs pour Nλ = 30.

de la résolution de la grille sur les résultats est illustré sur la figure 6.5 ; les ressources numériques

nécessaires à chaque cas étudié sont indiquées dans la légende. La valeur Nλ = 20 a été choisie comme

étant le meilleur compromis entre la qualité des résultats et les ressources numériques nécessaires.

Les simulations PIC réalisées dans ce chapitre et dans le reste de cette thèse négligent les effets colli-

sionnels. Quelques calculs simples peuvent nous permettre de vérifier que cette approche est justifiée.

Le type de plasma qui nous intéresse possède 2 une densité de l’ordre de ne ∼ 1023 m−3 et une tempéra-

ture qui est au minimum de l’ordre de Te ∼ 1 keV. D’après la figure 3.1, ces paramètres correspondent

à un plasma très faiblement couplé. Effectuons néanmoins quelques estimations numériques.

Tout d’abord, le paramètre de dégénérescence, donné à l’équation (3.1), vaut ici

Θ =
2mekBTe

~2(3π2ne)2/3
≈ 1.27 × 106 . (6.5)

Nous sommes donc en régime classique, caractérisé par Θ ≫ 1. La longueur d’onde de Debye du

plasma et le nombre de Debye lui étant associé valent, selon l’équation (3.2) :

λD =

(
ǫ0kBTe

e2ne

)1/2

≈ 7.43 × 10−7 m (6.6)

ND =
4π
3

neλ
3
D ≈ 1.72 × 105 . (6.7)

Le plasma, caractérisé par ND ≫ 1, est donc faiblement couplé. Par ailleurs, on voit que le maillage de

la grille utilisé dans les simulations PIC, soit λ0/20, est suffisamment petit pour résoudre la longueur

d’onde de Debye, une condition nécessaire pour bien modéliser les phénomènes collectifs qui se

produisent dans le plasma. Notons également qu’à λ0 = 800 nm, les plasmas considérés ont une

2. Il s’agit ici d’ordres de grandeur approximatifs. Le lecteur pourra toutefois facilement se convaincre que les résultats
de cette analyse demeurent valides pour les ordres de grandeur adjacents aux valeurs choisies.
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densité beaucoup plus faible que la densité critique nc, densité à partir de laquelle le plasma écrante le

champ électromagnétique de l’impulsion laser [57] :

nc =
4π2c2ǫ0me

e2λ2
0

≈ 1.74 × 1027 m−3 ≫ ne . (6.8)

Finalement, le temps caractéristique associé aux collisions électrons-électrons dans le plasma peut

être estimé par [18] :

τee =


ne

2π

(
e2

3ǫ0kBTe

)2 (
3kBTe

me

)1/2

lnΛ


−1

≈ 5.54 × 10−9 s , (6.9)

où lnΛ = ln(6πneλ
3
D) est le logarithme de Coulomb. Le temps caractéristique τei associé aux colli-

sions électrons-ions est du même ordre de grandeur que τee [18]. On peut donc affirmer que dans nos

simulations, qui se déroulent sur une échelle temporelle inférieure à la picoseconde, il est raisonnable

de négliger les effets collisionnels, dont le rôle devient important sur l’échelle de la nanoseconde.

6.9 Complément II : Diffraction électronique ultrarapide

Au cours des dernières décennies, le développement de techniques expérimentales pompe-sonde ré-

solues dans le temps a permis d’approfondir notre connaissance des processus fondamentaux en phy-

sique, en chimie et en biologie. Très utiles à beaucoup d’égards, les techniques spectroscopiques stan-

dards en optique ne peuvent toutefois pas fournir une description purement atomique des phénomènes

physiques et chimiques ultrarapides. Bien que la résolution temporelle nécessaire soit accessible, la

résolution spatiale de ces techniques est limitée par la longueur d’onde de la radiation utilisée. À

titre d’exemple, la longueur d’onde nominale des systèmes laser femtosecondes commerciaux est de

l’ordre du micron, tandis que les techniques de génération d’impulsions attosecondes opèrent dans

ultraviolet extrême, à des longueurs d’onde de l’ordre d’une centaine de nanomètres.

Afin d’observer la matière à l’échelle de l’atome, il est nécessaire d’utiliser une sonde dont la longueur

d’onde est de l’ordre de la distance interatomique, soit de l’ordre de 1 Å. Il est possible d’atteindre

cette résolution spatiale en utilisant des rayons X durs avec une énergie de l’ordre de 10 keV ou bien

des électrons (rappelons que λdB ≈ 4 pm à W = 100 keV). L’utilisation de ces particules, photons

ou électrons, pour sonder la matière peut se faire via le phénomène de diffraction. Dans de tels cas,

une figure de diffraction est obtenue dans l’espace réciproque, et est ensuite inversée pour obtenir la

structure dans l’espace réel.

Ce complément se veut une brève introduction à la technique de la diffraction électronique ultrarapide.

En plus de mettre nos travaux en contexte, le but de cette section est de fournir au lecteur une pers-

pective générale sur ce domaine scientifique qui, nous croyons, se veut une application intéressante de

notre schéma d’accélération laser.
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6.9.1 Électrons et rayons X

Suite à leur découverte en 1895 par Röntgen (prix Nobel de physique, 1901), l’utilisation de la dif-

fraction par rayons X en cristallographie remonte aux années 1912-1913 avec les travaux de von Laue

(prix Nobel de physique, 1914) et de Bragg, père et fils (prix Nobel de physique, 1915). Dans les

décennies suivantes, la diffraction par rayons X a permis la détermination de la structure tridimen-

sionnelle moyennée dans le temps d’une grande diversité de matériaux, allant des sels diatomiques

(NaCl) aux protéines, en passant par des composés biologiques complexes comme les virus [193].

Parmis les grands succès rendus possibles grâce à la diffraction par rayons X, mentionnons en parti-

culier la découverte de la structure hélicoïdale de l’ADN en 1953 par Watson et Crick [185], ce qui

leur a valu le prix Nobel de médecine en 1962.

L’histoire de la diffraction électronique s’écrit presque en parallèle à celle de la diffraction par rayons

X au 20e siècle. Ses fondements consistent en la découverte de l’électron en 1897 par J. J. Thomson

(prix Nobel de physique, 1906) et le postulat de sa nature ondulatoire en 1924 par de Broglie (prix

Nobel de physique, 1929). La découverte de la diffraction des électrons par des cristaux remonte

aux travaux de Davisson, Werner, G. P. Thomson et Reid en 1927 [36, 165], pour lesquels Davisson

et G. P. Thomson se sont mérités conjointement le prix Nobel de physique en 1937. Trois ans plus

tard, Mark et Wierl effectuent la première expérience de diffraction électronique avec un échantillon

gazeux [108]. Dans les décennies suivantes, les techniques et applications de la diffraction électronique

se sont grandement améliorées, culminant avec la détermination d’une grande variété de structures

cristallines, biologiques, d’échantillons gazeux, etc. [58].

Dans les techniques traditionnelles de diffraction électronique ou de diffraction par rayons X, on ob-

tient une information spatiale en trois dimensions moyennée dans le temps. La dimension temporelle

est rendue inaccessible par le fait que les faisceaux d’électrons ou de rayons X interagissent avec

l’échantillon sur une échelle temporelle beaucoup plus longue que celle sur laquelle les atomes et les

molécules se déplacent. Afin de visualiser les structures transitoires, il est ainsi nécessaire de pro-

duire des impulsions d’électrons ou de rayons X dont la durée est de l’ordre de l’échelle de temps du

phénomène à l’étude.

Dans le développement des sources visant à faire de la diffraction ultrarapide résolue dans le temps,

les électrons présentent plusieurs caractéristiques uniques par rapport aux rayons X :

— Une plus grande section efficace d’interaction. À énergie identique, la section efficace d’inter-

action des électrons est de 5 à 6 ordres de grandeur supérieure à celle des rayons X [41]. À

cause de leur forte interaction avec la matière, les électrons permettent entre autres l’étude de

surfaces, de cristaux très minces et d’échantillons gazeux [193]. Il s’agit toutefois d’un couteau

à double tranchant. La forte interaction des électrons avec la matière, qui vient du fait que ce

sont des particules chargées qui interagissent via la force de Coulomb, fait également en sorte

qu’il est difficile de produire des impulsions d’électrons à la fois très denses et très brèves.

— Moins dommageables pour l’échantillon. L’énergie déposée par collision élastique utile est
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environ trois ordres de grandeur plus faible pour les électrons que pour les rayons X [151].

Par conséquent, les électrons ont tendance à causer moins de dommage à l’échantillon que les

rayons X.

— Des expériences à l’échelle du laboratoire. Les expériences de diffraction électronique ultra-

rapide nécessitent l’utilisation de sources laser femtosecondes commerciales et sont ainsi réa-

lisables à l’intérieur d’un laboratoire standard. À l’opposé, les sources de rayons X possédant

l’intensité nécessaire pour être utilisées à des fins de diffraction ultrarapide sont de taille colos-

sale, plus précisément de l’ordre de plusieurs kilomètres. À titre d’exemple, le projet European

XFEL à Hambourg, en Allemagne, et le projet LCLS à Stanford, aux États-Unis, nécessitent

tous les deux une infrastructure de plus de trois kilomètres de long.

Toutes ces raisons ont fait en sorte que plusieurs groupes de recherche se sont intéressés au développe-

ment de sources d’électrons ultrabrèves et à leur utilisation dans le cadre d’expériences de diffraction

électronique ultrarapide. Le principe et l’appareillage typiquement utilisé dans ces expériences sont

décrits dans la section qui suit.

6.9.2 Diffraction électronique ultrarapide : principe et instrumentation

Le principe de fonctionnement d’une expérience de diffraction électronique ultrarapide est concep-

tuellement assez simple. De manière semblable à la photographie, il s’agit de prendre une « photo »

d’un échantillon avec un temps d’exposition suffisamment court pour capturer sa structure instantanée

durant un processus où celle-ci change rapidement. Si le temps d’exposition est trop long par rapport

aux changements, l’image obtenue sera floue et la photo obtenue contiendra en quelque sorte une

information moyennée dans le temps.

Dans une expérience de diffraction électronique ultrarapide, la source d’électrons est synchronisée

avec une source laser femtoseconde qui agit à titre de pompe et initie un processus (transition de

phase, réaction chimique, etc.) dans l’échantillon. Une fois le processus initié par une impulsion laser,

l’impulsion d’électrons vient sonder l’échantillon et produit une figure de diffraction. Pour résoudre

temporellement la structure de l’échantillon, on répète la séquence pompe-sonde pour différentes va-

leurs du délai temporel entre les deux événements. On obtient alors une série de figures de diffraction

qui, une fois inversées, permettent de visualiser l’évolution temporelle de la structure de l’échantillon.

L’appareillage typique utilisé dans une expérience de diffraction électronique ultrarapide est illustré à

la figure 6.6. Tel que décrit dans l’introduction de l’article présenté dans ce chapitre, la quasi-totalité

des montages expérimentaux sont basés sur l’utilisation d’un accélérateur dc comme source d’élec-

trons. L’accélérateur dc consiste simplement en une photocathode et une anode entre lesquels il existe

une différence de potentiel constante. Les électrons sont émis par effet photoélectrique lorsqu’une

impulsion laser femtoseconde est envoyée sur la cathode, et ils sont ensuite accélérés par le champ

dc jusqu’à l’anode trouée, qui joue en même temps un rôle d’iris dans le montage. À la sortie de

l’accélérateur, l’impulsion d’électrons est ensuite manipulée spatialement à l’aide de lentilles magné-

tiques et compressée temporellement à l’aide d’une cavité rf qui compense la dispersion en vitesse.
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Figure 6.6 – Représentation schématique d’un montage de diffraction électronique ultrarapide avec
un accélérateur dc. Une impulsion d’électrons, issue d’un processus de photoémission, est accélérée
par une différence de tension constante, puis est ensuite collimée et compressée avant son arrivée à
l’échantillon. Figure inspirée de [145].

Les paramètres du montage sont choisis afin que l’impulsion d’électrons atteigne l’échantillon à un

délai précis après l’impulsion laser pompe.

Afin de mener avec succès une expérience de diffraction électronique ultrarapide, il est désirable que

les impulsions d’électrons satisfassent certains critères. Voici les principaux :

— La durée. Afin d’avoir la résolution temporelle nécessaire pour monitorer l’évolution de phé-

nomènes ultrarapides, les impulsions d’électrons doivent être aussi brèves que possible. Par

exemple, pour résoudre les modes normaux de vibrations moléculaires, on parle d’une résolu-

tion de l’ordre de 10 fs. Dans les accélérateurs dc actuels, le champ électrique d’extraction est

limité à environ 107 V/m, ce qui limite la durée initiale de l’impulsion d’électrons à sa sortie de

l’accélérateur [145]. Produisant des champs accélérateurs beaucoup plus élevés et nécessitant

ainsi une distance et un temps d’accélération beaucoup plus courts, les techniques d’accélération

laser ont le potentiel d’atteindre des durées initiales beaucoup plus courtes que les accélérateurs

dc conventionnels.

— La cohérence. Afin de générer une figure d’interférence après leur interaction avec l’échantillon,

les électrons doivent posséder la cohérence spatiale nécessaire. Sur le plan conceptuel, cela re-

présente un défi car les électrons sont des fermions et ne peuvent exister dans le même état ; en

d’autres mots, contrairement aux photons, il n’est pas possible de produire un dispositif à émis-

sion stimulée (un « laser ») qui générerait un faisceau d’électrons. Les limites imposées par

la cohérence spatiale deviennent un enjeu principalement dans la direction transverse, puisque

pour la plupart des impulsions d’électrons, la longueur de cohérence longitudinale est beaucoup

plus grande que l’épaisseur de l’échantillon. Une règle de pouce veut que la longueur de cohé-

rence transverse soit de l’ordre de 3 fois la taille de la structure qui doit être observée [145].

Pour des mailles cristallines et des molécules simples dont la taille est de quelques Angstroms,

une longueur de cohérence transverse de l’ordre du nanomètre est généralement suffisante. Plus
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de détails sur le calcul de la longueur de cohérence seront donnés au chapitre suivant.

— La monoénergéticité. Idéalement, les électrons doivent posséder une énergie aussi similaire

que possible. Ce critère est en lien avec les deux précédents. En effet, plus la distribution en

énergie de l’impulsion d’électrons est étroite, moins l’impulsion va avoir tendance à s’étirer en

se propageant en raison de la dispersion en vitesse. Par ailleurs, plus les électrons ont une énergie

similaire, plus ceux-ci auront tendance à avoir une grande cohérence. Afin de fournir un ordre

de grandeur, mentionnons que des expériences de diffraction électronique ultrarapide basées sur

des schémas d’accélération laser ont déjà été réalisées avec des impulsions d’électrons dont la

distribution en énergie présentait une pleine largeur à mi-hauteur (FWHM) allant de 1% [168]

à 8% [69].

— La charge. Afin d’obtenir une figure de diffraction claire avec une seule impulsion d’électrons

(régime single-shot), il est généralement admis que les impulsions doivent minimalement conte-

nir 105 − 106 électrons (de 16 fC à 160 fC) [145, 172]. Des expériences récentes ont toutefois

rapporté des figures de diffraction obtenues avec un seul tir à l’aide d’impulsions contenant

4 × 104 électrons (6 fC) [167]. Lorsque la charge par impulsion est trop faible pour obtenir une

figure de diffraction avec un ratio signal-sur-bruit suffisamment élevé, il est nécessaire d’accu-

muler les données sur plusieurs tirs, d’où l’intérêt des systèmes laser avec un taux de répétition

élevé. Si le phénomène étudié est irréversible, cela peut impliquer de déplacer mécaniquement

l’échantillon entre chaque tir.

Enfin, bien que conceptuellement assez simples, les expériences de diffraction électronique ultrarapide

présentent énormément de défis expérimentaux qui ne peuvent être énumérés dans ce complément à

caractère introductif. Le lecteur intéressé à obtenir plus d’informations techniques sur la diffraction

électronique ultrarapide est invité à consulter, entre autres, les articles de revue [145] et [193].

6.9.3 Un exemple : la fusion de l’aluminium

La fusion, soit le passage de la matière de l’état solide à l’état liquide, est un phénomène que nous

côtoyons sur une base quotidienne. Sa description apparaît dans tout bon livre de référence en ther-

modynamique. Bien qu’on pourrait croire que tout est connu depuis longtemps sur cette transition de

phase, il s’avère qu’elle peut encore receler quelques mystères.

À titre d’exemple et en guise de conclusion à ce complément, nous résumons brièvement une expé-

rience de diffraction électronique ultrarapide résolue dans le temps qui a été menée par Siwick et al.

dans les laboratoires du groupe de R. J. Dwayne Miller à l’Université de Toronto. Cette expérience,

dont les résultats ont été publiés en 2003 dans la revue Science, s’intéresse à la fusion de l’aluminium

induite par impulsions laser ultrabrèves [152].

Lors de la fusion d’un matériau, les fluctuations responsables des changements de densité menant

collectivement à la transition de phase se produisent sur des échelles spatiale et temporelle suffisam-

ment longues pour effacer tous les détails de niveau atomique. Avec l’aide d’un laser femtoseconde,
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Figure 6.7 – Vision à l’échelle atomique de la fusion de l’aluminium polycristallin induite par une im-
pulsion laser femtoseconde. (a) Structure cubique à faces centrées (fcc) de l’aluminium à l’état solide.
(b) Évolution de la fonction de corrélation par paires, G(r), telle que mesurée par diffraction élec-
tronique ultrarapide (voir texte). Physiquement, la fonction G(r) représente la déviation de la densité
atomique par rapport à sa valeur moyenne. Après 3.5 ps, l’ordre à longue distance caractéristique de
la phase solide est perdu ; l’échantillon présente seulement des corrélations à courte distance, ce qui
est typique de la phase liquide. Les couleurs identifiant les différents pics de G(r) font référence à la
sous-figure (a). Figure tirée de [145].

il est toutefois possible de chauffer localement la matière au-delà du point de fusion plus rapidement

que son taux de relaxation thermique, qui est généralement de l’ordre de quelques picosecondes. On

obtient alors un volume de matière dans un état extrême, qui s’avère un échantillon intéressant pour

l’étude du phénomène de fusion.

Dans un article publié dans Physical Review Letters au début des années 2000, Guo et al. ont étudié

la fusion de l’aluminium induite par impulsions femtosecondes [60]. Plus spécifiquement, à l’aide

d’impulsions laser d’une durée de 130 fs à 800 nm, ils ont induit la fusion d’un échantillon très mince

d’aluminium (Al) polycristallin et en ont monitoré l’évolution temporelle en mesurant, à différents

intervalles dans la transition, la constante diélectrique de l’échantillon. À l’aide de cette mesure op-

tique, ils ont observé l’apparition de propriétés diélectriques s’apparentant à celles d’un liquide sur

une échelle de temps de l’ordre de 500 fs. Il a alors été conjecturé que la fusion se produisait sur cette

échelle temporelle, qui est plus courte que le temps de relaxation thermique des électrons par diffusion

phononique (de l’ordre de quelques picosecondes). Guo et al. ont proposé que contrairement à ce qui

était généralement admis, la transition de phase était plutôt de nature non thermique, et qu’elle était

causée par un affaiblissement de la structure du réseau cristallin dû à une forte excitation électronique.

La méthode d’analyse de Guo et al. est basée sur une mesure optique. Par conséquent, elle n’a pas la

résolution nécessaire pour sonder ce qui se produit dans l’échantillon à l’échelle atomique. Afin de

proposer un nouveau point de vue sur le phénomène, Siwick et al. ont conduit quelques années plus

tard une expérience de diffraction électronique ultrarapide résolue dans le temps visant à observer la

fusion induite par laser dans l’aluminium polycristallin [152]. En utilisant des conditions d’excitation
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très similaires à celles utilisées précédemment par Guo et al., ils ont monitoré la fusion du volume

excité en obtenant une série de figures de diffraction à l’aide d’impulsions d’électrons d’une durée de

600 fs contenant 6000 charges par impulsion. Cette technique leur a permis de caractériser l’évolution

temporelle de la fonction de corrélation par paires dans l’échantillon (voir figure 6.7). Les résultats

obtenus montrent que la perte d’ordre à longue distance et l’émergence d’une structure liquide se

produisent sur un temps de l’ordre de 3.5 ps, qui est caractéristique du couplage électron-phonon dans

l’aluminium. Contrairement à l’explication proposée par Guo et al., l’expérience de Siwick et al. a

démontré que même dans la limite de forte excitation laser, la fusion de l’aluminium est bel et bien de

nature thermique.

En conclusion, cet exemple illustre bien l’importance de l’information que peut fournir l’étude d’un

phénomène physique via la technique de la diffraction électronique ultrarapide. En comparaison avec

les méthodes optiques, qui sondent la réponse électronique de la matière, la diffraction électronique

permet d’aller chercher de l’information quantitative détaillée sur la position des noyaux, offrant ainsi

un portrait du phénomène à l’échelle de l’atome.
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7.1 Avant-propos

Au chapitre précédent, nous avons vu que des impulsions laser de polarisation radiale avec quelques

centaines de gigawatts de puissance peuvent être utilisées pour produire des impulsions d’électrons

ultrabrèves dans la fenêtre énergétique adéquate pour les expériences d’imagerie atomique et molécu-

laire. L’objectif du présent chapitre est de pousser un peu plus loin la preuve de concept avancée au

chapitre précédent. Plus particulièrement, nous étudions la versatilité du schéma d’accélération directe

par champ longitudinal pour la production d’impulsions d’électrons femtosecondes, de même que son

applicabilité dans le cadre d’expériences de diffraction électronique ultrarapide.

À nouveau, ce chapitre est constitué de deux parties. La première partie (sections §7.2 à §7.8) corres-

pond à un article qui a été publié dans la revue Journal of Physics B en janvier 2015 [105]. Elle est par

conséquent rédigée en anglais, à l’exception d’une version française du résumé. Quelques résultats

supplémentaires sont ensuite présentés à la section §7.9, qui agit à titre de complément.

7.2 Résumé

À l’aide de simulations de type particle-in-cell, nous démontrons la possibilité de générer des impul-

sions d’électrons femtosecondes à quelques centaines de keV d’énergie en focalisant des impulsions

laser millijoules de polarisation radiale dans un gaz de faible densité. En optimisant les paramètres

du système, nous montrons que la fenêtre d’énergie allant de 100 à 300 keV, caractéristique des ex-

périences de diffraction électronique ultrarapide, est entièrement accessible. De concert avec le déve-

loppement récent de sources laser à haute puissance opérant à des taux de répétition de 1 kHz et plus,

la technique proposée a le potentiel d’amener les expériences de diffraction électronique ultrarapide

actuelles jusqu’à une résolution temporelle de l’ordre de la femtoseconde.

7.3 Abstract

Using three-dimensional particle-in-cell simulations, we demonstrate that femtosecond few-hundred-

keV electron pulses can be produced at a high repetition rate by tightly focusing few-mJ few-cycle

radially polarized laser pulses in a low density gas. In particular, we show that the laser pulse param-

eters and gas density can be optimized to cover the full 100–300 keV energy window that character-

izes ultrafast electron diffraction imaging experiments. The active development of high-power laser

sources promises routine operation at 1 kHz and above, allowing time-resolved electron diffraction on

the femtosecond time scale.

7.4 Introduction

The advent of ultrafast science has allowed scientists to observe physical processes in matter on the

molecular, atomic, and electronic time scales. For example, femtosecond lasers have made possible
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the study of molecular structure changes and chemical bond dynamics that happen during chemical

reactions [192]. In the last decade, the successful generation of XUV attosecond pulses has pushed

the boundaries of ultrafast science into the attosecond domain, allowing the real-time observation of

atomic-scale electronic processes for the first time [84].

Besides ultrashort light sources, ultrashort pulses of electrons occupy an important place in ultrafast

science. At relativistic energies, they can be used to drive ultrashort bursts of x rays [49] or seed staged

laser-driven plasma accelerator setups [74, 113]. At subrelativistic energies, their large scattering cross

section in comparison to that of x rays makes them efficient probes in atomic and molecular imaging

techniques [145]. Electron pulses with energies of the order of 100 keV have been successfully used

in time-resolved ultrafast electron diffraction (UED) experiments to investigate physical processes on

a sub-picosecond time scale with sub-nanometer spatial resolution [55, 64, 144].

In conventional UED experiments, the electrons are generated from a photocathode illuminated by a

femtosecond laser pulse and are subsequently accelerated by a static voltage ramp [145]. After this

initial acceleration stage, a rapid spatiotemporal expansion of the electron pulse occurs under the ef-

fect of the velocity spread and repulsive Coulomb force. To achieve a high temporal resolution at the

sample while maintaining a high brightness, the electron pulse has to be longitudinally recompressed

down to its initial length [164]. With the current photocathode and static accelerator technology, the

initial duration of the electron pulse is intrinsically limited to approximately 70 fs by the photoemis-

sion process [1]. Temporal durations close to this value at the sample have been achieved using a

radio-frequency (rf) cavity to invert the linear velocity chirp and recompress the electron bunch [173].

However, to reach a temporal resolution of the order of a femtosecond or even less, alternative electron

sources that allow for shorter intrinsic initial durations have to be developed. Techniques based on the

use of rf electron guns instead of static accelerators have been proposed to reduce the pulse duration

to 10 fs, yet at the cost of increasing the electron energy to a few MeV [63]. Due to the reduced scat-

tering cross-section of relativistic electrons and other experimental considerations, electron energies

in the 100–300 keV window are generally preferred [172].

In the last few years, laser-driven electron accelerators have been proposed as an alternative electron

source in UED experiments [69, 167, 168]. Using a laser-based acceleration mechanism has several

potential advantages for UED applications [69]: (i) the short wavelength of the accelerating field may

lead to electron bunches with initial durations of the order of 10 fs or less; (ii) there is an intrinsic

synchronization between the electron probe and the laser pump; (iii) using a gas medium, the electron

source is self-regenerating and can thus be used for experiments at high repetition rates. In [167],

350-keV electron bunches were produced from high-intensity laser-solid interaction and compressed

down to 500 fs at the sample. Laser wakefield accelerators, which have been very successful in

generating electrons at energies above 100 MeV [43], can also be scaled down to lower energies. In

[69], 100-keV bunches with a duration possibly under 100 fs, although not measured, were generated

at 0.5 kHz repetition rate from laser wakefield acceleration in plasmas with a density downramp.

Bunches with a duration as short as 15 fs have been reported from subrelativistic wakefields in a
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dispersion-dominated regime, but in the 5–10 MeV energy range [17]. Similarly, sub-femtosecond

electron pulses are predicted from sharp wave breaking in plasmas with upramp density profiles, but

at energies above 10 MeV [90].

In this paper, we propose the design of a tunable laser-driven femtosecond electron source that oper-

ates in the few-hundred-keV energy range. This work is based on a recent contribution, in which we

highlighted the possibility of generating femtosecond electron pulses by tightly focusing few-mJ few-

cycle radially polarized laser pulses in a low density gas [106]. Using three-dimensional test-particle

and particle-in-cell (PIC) simulations, we investigate in detail the tunability and applicability of this

approach. In particular, we show that the laser pulse parameters and gas density can be optimized to

cover the full 100–300 keV energy window, ideal for UED imaging experiments. Since this accelera-

tion scheme is based on the use of few-millijoule-class laser systems, operation at high repetition rates

of the order of 1 kHz is conceivable with the actual laser technology.

This paper is divided as follows. In Sec. §7.5, the numerical model is first thoroughly described. In

the first part of Sec. §7.6, an extensive series of test-particle simulations is performed to analyze the

effects of the driving laser parameters on the generation of ultrashort electron pulses. We show that the

laser power, pulse duration, and beam waist size can be used as tuning knobs to control the electron

bunch properties. Optimized case studies with hydrogen and heavier species are then presented in

the second part of Sec. §7.6 using a three-dimensional PIC framework that includes the complete

ionization dynamics from a neutral gas. Ultimately in Sec. §7.7, we show that with an appropriate

filtering technique, electron pulses produced at a kHz repetition rate with the method we propose

would have a coherence length and a flux both sufficient to perform time-resolved electron diffraction.

Spatiotemporal broadening due to propagation to a distant target is also analyzed. Our conclusions

are summarized in Sec. §7.8.

7.5 Numerical simulations

We consider a simple configuration in which an ultrashort radially polarized laser pulse is tightly

focused in a dilute gas of uniform density n0 (see Fig. 7.1). Upon its arrival at the focal plane,

electrons are released by ionization and are subsequently accelerated by the longitudinal electric field

component of the laser pulse. A similar accelerator design was recently used experimentally by Payeur

et al. [126]. In their setup, a collimated radially polarized input beam was produced from a polarization

state converter and then focused in a gas chamber by a high-aperture parabola.

We analyze the acceleration dynamics using three-dimensional test-particle and particle-in-cell sim-

ulations. All numerical simulations incorporate an exact mathematical model of a radially polarized

laser pulse. We describe these elements in the following sections.
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Figure 7.1 – Schematic illustration of the acceleration scheme.

7.5.1 Exact solution of a radially polarized TM01 pulse

Ultrashort and tightly focused laser pulses require a mathematical description that extends beyond the

conventional paraxial and slowly-varying-envelope approximations. Moreover, in the specific context

of electron acceleration by radially polarized laser beams, it was recently shown that even under

moderate focusing conditions, the paraxial approximation fails at describing correctly the dynamics

of electrons that are slightly off the optical axis [107, 109]. For our simulations to be as accurate as

possible, we therefore use an exact solution to Maxwell’s equations for the driving laser pulse.

We consider the lowest-order radially polarized laser field, namely the transverse magnetic TM01

pulse. Among the different methods proposed to obtain an exact mathematical description of its

electromagnetic field (e.g., Lax series expansion [137, 180], Stratton-Chu integrals [21], etc.), one

of the most convenient comes from combining the complex source/sink model with the Hertz vector

potentials. This strategy, presented in detail by April in [7], yields a simple yet rigorous closed-

form solution for a TM01 pulsed beam. Following his approach, the nonzero field components of an

isodiffracting TM01 pulse travelling in the forward z direction (beam waist at z = 0) are given by

Er(r, t) =
3Ψ0 sin θ̃ cos θ̃

R̃

(G(0)
−

R̃2
+

G(1)
+

cR̃
+

G(2)
−

3c2

)
, (7.1)

Ez(r, t) =
Ψ0

R̃

[ (3 cos2 θ̃ − 1)

R̃

(G(0)
−
R̃
+

G(1)
+

c

)
− sin2 θ̃

c2
G(2)
−

]
, (7.2)

Bφ(r, t) =
Ψ0 sin θ̃

cR̃

(G(1)
−

cR̃
+

G(2)
+

c2

)
, (7.3)

The physical E and B fields are obtained by taking the real part of these expressions. Equations

(7.1)–(7.3) are expressed in cylindrical coordinates (r, θ, z); E0 is a constant amplitude, c is the speed

of light in vacuum, R̃ = [r2 + (z + ia)2]1/2, cos θ̃ = (z + ia)/R̃, and G(n)
± = ∂n

t [ f (t̃−) ± f (t̃+)] with

t̃± = t ± R̃/c + ia/c. The parameter a is a real and positive constant called the confocal parameter; it

is identical for all frequency components in an isodiffracting beam. The function f (t) is the inverse

Fourier transform of the frequency spectrum of the pulse, which we assume to be Poisson-like [31]:

F(ω) = 2πe−iφ0

(
s
ω0

)s+1
ωse−sω/ω0

Γ(s + 1)
H(ω) , (7.4)

where s is a real and positive constant related to the pulse duration, φ0 is the constant carrier-envelope

pulse phase, ω0 = ck0 is the frequency of maximum amplitude, Γ(x) is the gamma function, and H(x)

123



is the Heaviside step function. In the temporal domain, this gives

∂n
t f (t) = e−iφ0

Γ(s + n + 1)
Γ(s + 1)

( iω0

s

)n (
1 − iω0t

s

)−(s+n+1)

. (7.5)

From an experimental viewpoint, it has been shown that the fields given by Eqs. (7.1)–(7.3) may

be produced by focusing a collimated radially polarized input beam with a parabolic mirror of large

aperture [9].

To characterize the TM01 pulse described above, we rely on four parameters, namely the normalized

confocal parameter k0a, the spectral parameter s, the phase φ0, and the average power P. The param-

eter k0a can be used to characterize the focusing strength of the beam. It is monotonically related to

the beam waist size w0, which can be estimated by

k0w0 ≈
[
2k0a

(
s

s + 3/2

)]1/2

, (7.6)

a relation that becomes asymptotically exact when k0a ≫ 1 [189]. The full-width-at-half-maximum

(FWHM) pulse duration increases monotonically with the parameter s. Since Eqs. (7.1)–(7.3) reduce

to the fields of a paraxial TM01 Gaussian pulse [48] in the limit s ≫ 1 and k0a ≫ 1, we can use the

asymptotically exact relation

Tfwhm ≈
2
√

2s ln 2
ω0

(7.7)

to estimate the FWHM pulse duration. We calculate the power carried by the pulse by performing the

surface integral of the average Poynting vector over the beam waist plane at t = 0 [175]:

P =
∫

S
Sav · êz dS =

1
2µ0

∫

S
Re{ErB∗φ} dS , (7.8)

where Re{· · · } denotes the real part and µ0 is the vacuum permeability. The dominant wavelength

λ0 = 800 nm is used in the cases studied in this work. Figure 7.2 illustrates the temporal and spatial

profile of some pulses resulting from various combinations of k0a and s that are used in Sec. §7.6.

7.5.2 Three-dimensional particle-in-cell simulations

All simulations of the acceleration dynamics are performed using the open-source relativistic PIC code

Epoch [26]. Test-particle simulations with noninteracting and initially free electrons, which are much

less computationally expensive, are realized by running the code with all space-charge effects turned

off. For regular interacting-electrons PIC simulations, multiphoton, tunnel, and barrier-suppression

ionization are taken into account [87], as well as the motion of the ions and its effect on the electron

trajectories. At the densities we consider, which are many orders of magnitude below the critical

density, collisional effects are expected to be negligible and are not included in the model.

We implement the fields of the incident TM01 pulse in Epoch using the scattered-field formula-

tion [160]. This technique is based on the linearity of Maxwell’s equations and involves a decom-

position of the total E and B fields into known incident fields and unknown scattered fields. The
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Figure 7.2 – (a) Temporal profile of Ez at the origin for k0a = 20 and three different values of s.
The scale bars correspond to Tfwhm calculated from (7.7). (b) Spatial profile of Ez (solid curves) and
Er (dashed curves) in the beam waist plane at t − t0 = 0 for s = 70 and three different values of
k0a. The scale bars correspond to 2w0 calculated from (7.6). The laser dominant wavelength is set to
λ0 = 800 nm.

FDTD scheme in the code only tracks the scattered fields, which result from charged particles in

motion; the incident TM01 fields are computed at the position of each marker using Eqs. (7.1)–(7.3).

The numerical simulations are carried on a cartesian mesh of size 200× 200× 1400 with Nλ = 20 grid

points per wavelength, spanning the region x, y ∈ [−5λ0, 5λ0] and z ∈ [−10λ0, 60λ0] (see figure 7.1).

Each run starts with 5 × 108 markers randomly distributed in the simulation domain. The laser pulse

is initially outside the simulation domain; a delay is added for it to reach the beam waist plane (z = 0)

at t0 = 80 fs. We have observed that increasing the grid resolution to Nλ = 30 does not significantly

alter the results.

The interaction of the TM01 pulse with the particles located in the focal region typically results in

the acceleration of two principal electron jets. A first annular jet is formed by electrons that are

accelerated radially away from the optical axis by the radial electric field component. These electrons

rapidly leave the simulation domain; their properties are not analyzed. The second jet, which is the

object of our analysis in the next sections, is accelerated forward along the optical axis, principally

under the direct action of the longitudinal electric field component. More specifically, the electrons are

accelerated by staying in phase with the laser field over a certain distance. This mechanism, termed

direct longitudinal electron acceleration in radially polarized laser beams, is discussed in detail in

[106, 175].

7.6 Influence of the laser parameters on the electron bunch properties

In [106], the formation of ultrashort electron pulses was presented for the single set of parameters

P = 300 GW, k0a = 20, s = 70, and φ0 = π. For these specific values, a 1.1 fs electron pulse at
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Figure 7.3 – Electron bunches produced after the interaction of a P = 300 GW, k0a = 20, and
s = 70 laser pulse with a target of free and noninteracting electrons (test-particle simulations). (a)–
(d) Electron number density ne in the (x, z) plane for four different values of φ0; the dashed curve
indicates the optical axis. (e) Electron number density along the optical axis and (f) kinetic energy
distribution for the cases shown in (a)–(d). The snapshots are taken at t − t0 = 120 fs. Only the
electrons with kinetic energy ∆W > 50 keV located in the (x, z) region shown in (a)–(d) and within a
slice of thickness λ0 centered at y = 0 are considered to obtain the distribution functions.

∆W = 240 keV with fwhm(∆W)/∆W ≈ 5% was obtained from PIC simulations with hydrogen at

density n0 = 3× 1022 m−3. In this section, we investigate the influence of the driving laser parameters

(phase, power, focusing strength, and pulse duration) on the properties of the accelerated electron

pulses. In the first place, we perform an extensive series of test-particle simulations in order to gain

some insights on the effect of each parameter. Some optimized scenarios are then studied in the full

PIC framework with hydrogen and heavier species.

7.6.1 Test-particle simulations

Since they are less computationally expensive than particle-in-cell simulations, test-particle simula-

tions are a valuable tool to undertake an extensive study of the parameter space. Moreover, as shown

in [106], their results are very representative of those to be expected with an hydrogen target at low

density.

In the first place, we investigate the effect of the carrier-envelope phase φ0. In Fig. 7.3, the number

density profile and energy distribution are illustrated for electron pulses produced with four different

values of φ0 at P = 300 GW, k0a = 20, and s = 70. The snapshots are taken at t − t0 = 120 fs, shortly

after the acceleration process is terminated. As shown in Fig. 7.3, the acceleration dynamics are rather

sensitive to the laser phase. Quasi-monoenergetic and isolated electron bunches are only observed at
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Figure 7.4 – Variation of (a) the position of the main peak of the kinetic energy distribution (circles,
left axis) and its FWHM width (triangles, right axis) and (b) the estimated bunch charge as a function
of the laser pulse phase φ0. The shaded region identifies the phases with which quasi-monoenergetic
and isolated femtosecond bunches are observed. The laser parameters are P = 300 GW, k0a = 20,
and s = 70. The charge is obtained by counting up the electrons with ∆W > 50 keV located within
a cylinder of radius λ0 extending over the z ∈ [32λ0, 38λ0] interval. The results are obtained at
t − t0 = 120 fs.

specific values of φ0 (see for example case c in Fig. 7.3). In Fig. 7.4, the position of the main peak

of the energy distribution and its FWHM width, as well as the estimated charge of the electron bunch

(assuming n0 = 1023 m−3) are shown for 40 integer multiples of π/20. The sudden jump observed

in ∆Wpeak around φ0 = 15π/20 is caused by a second maximum that progressively develops in the

energy distribution as the phase is increased (see case b in Fig. 7.3).

From these results, it appears that phase optimization is required to produce isolated electron bunches

with a narrow energy spread. For the case shown in Fig. 7.4, the optimal phase range is indicated by

the shaded region. This observed phase sensitivity is a consequence of direct longitudinal acceleration

and distinguishes the dynamics from phase-independent ponderomotive acceleration [159]. From

an experimental perspective, the carrier-envelope phase of the laser therefore has to be tuned and

stabilized. Current state-of-the-art phase-stabilized millijoule lasers are now able to function with a

precision of 0.25 rad [33]. This stability should be enough to guarantee a high-repetition-rate operation

in the optimal phase window shown in Fig. 7.4.

Secondly, Fig. 7.5 shows the properties of the electron bunch as the power of the laser pulse is in-

creased, keeping k0a = 20 and s = 70 constant. For each value of the laser power, we optimized the

phase φ0 over 40 different values; the optimal case, which we determined to be the best compromise

in terms of energy and spatial dispersion of the electron pulse, is shown in Fig. 7.5.

Figure 7.5 shows that by tuning the laser power between 150 and 400 GW, it is possible to obtain

femtosecond electron pulses with fwhm(∆W)/∆Wpeak < 6% within the 100–300 keV energy window,

which is favored for UED experiments [172]. The estimated bunch charge also increases with the

laser power, as a consequence of the fact that the high laser intensity zone in the focal region gets

larger. While the energy spread gets fairly large at high laser power, we give evidence in Sec. §7.6.2

that it may be reduced by slightly increasing the beam waist size.

127



100 200 300 400 500 600 700
Laser power P (GW)

0

100

200

300

400

500

∆
W

p
ea

k
(k

eV
)

(a)

0

5

10

15

20

fw
h

m
(∆

W
)/
∆

W
p

ea
k

(%
)

100 200 300 400 500 600 700
Laser power P (GW)

0

1

2

3

4

5

C
h

ar
g

e
(×

1
0

4
e
− ) (b)

0.0

0.5

1.0

1.5

D
u

ra
ti

o
n

(f
s)

Figure 7.5 – Variation of (a) the position of the main peak of the kinetic energy distribution (circles,
left axis) and its FWHM width (triangles, right axis) as well as (b) the estimated bunch charge (circles,
left axis) and FWHM pulse duration (triangles, right axis) as a function of laser power. Each data point
represents the optimal case among 40 different values of φ0. The laser parameters are k0a = 20 and
s = 70. The charge is obtained by counting up the electrons with ∆W > 50 keV located within a
cylinder of radius λ0 and length 6λ0 approximately centered on the electron pulse. The results are
obtained at t − t0 = 120 fs.
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Figure 7.6 – Variation of (a) the position of the main peak of the kinetic energy distribution (circles,
left axis) and its FWHM width (triangles, right axis) as well as (b) the estimated bunch charge (circles,
left axis) and FWHM pulse duration (triangles, right axis) as a function of the spectral width parameter
s. The other laser parameters are P = 300 GW and k0a = 20. Data analysis is performed as in Fig. 7.5.

Thirdly, we look at the influence of the pulse duration. Figure 7.6 shows the phase-optimized bunch

properties as the spectral parameter s is tuned. The energy of the electrons is seen to increase with

the laser pulse duration. This result is in agreement with previous one-dimensional studies and can be

attributed to the pre-acceleration caused by the first optical cycles in the sub-relativistic regime [103,

186]. However, note that the electron bunch duration is not shown for s > 110. Under these conditions,

the electrons form two separated bunches. Using ultrashort laser pulses therefore appears mandatory

for the generation of isolated electron pulses.

Finally, the influence of the focusing strength on the phase-optimized bunch properties is shown in

Fig. 7.7, where k0a is varied while holding P = 300 GW and s = 70 constant. The peak of the energy

distribution moves toward lower energies as k0a is increased. This is a consequence of the fact that

the amplitude of the longitudinal electric field component, which drives the acceleration, decreases.
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Figure 7.7 – Variation of (a) the position of the main peak of the kinetic energy distribution (circles,
left axis) and its FWHM width (triangles, right axis) as well as (b) the estimated bunch charge (circles,
left axis) and FWHM pulse duration (triangles, right axis) as a function of the normalized confocal
parameter k0a. The other laser parameters are P = 300 GW and s = 70. Data analysis is performed
as in Fig. 7.5.

On the other hand, weaker focusing conditions imply a larger beam waist size. This explains why

the accelerated charge first increases with k0a, but eventually diminishes as the longitudinal electric

field weakens. According to Fig. 7.7, the best results in terms of energy spread and pulse duration are

obtained around k0a = 20. It should be stressed that this optimal value of k0a depends on the P and s

parameters.

7.6.2 Optimized case studies with hydrogen and heavier species

Now that test-particle simulations have provided us a good overview of the dynamics in parameter

space, we turn to more realistic three-dimensional PIC simulations with full ionization dynamics. To

illustrate the versatility and tunability of the proposed acceleration mechanism, we have optimized the

electron bunch properties for three different values of the laser power, namely P = 150 GW, 300 GW

and 600 GW, for a given pulse duration (s = 70). We first use an hydrogen target of initial density

n0 = 3 × 1022 m−3.
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Figure 7.8 – Optimized case studies with hydrogen: characterization of an ultrashort electron bunch produced after the interaction of a (a)–(d)
P = 150 GW, k0a = 20, s = 70, φ0 = 17π/20 laser pulse; (e)–(h) P = 300 GW, k0a = 20, s = 70, φ0 = 22π/20 laser pulse; (i)–(l) P = 600 GW,
k0a = 26, s = 70, φ0 = 23π/20 laser pulse with an hydrogen target of density n0 = 3 × 1022 m−3. Top left panels show the electron number density
in the (x, z) plane. The solid and dashed white lines indicate the location of the z and x cuts shown in the top and middle right panels, respectively.
Bottom panels show the kinetic energy distribution. The data analysis is performed as described in Fig. 7.3.
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electron bunch obtained at P = 300 GW and shown in figure 7.8(e)–(h).

The results of these three optimized case studies with hydrogen are shown in figure 7.8. The analy-

sis reveals, in the three cases, the formation of ultrashort and quasi-monoenergetic electron bunches

centered at 102 keV, 239 keV, and 358 keV, respectively. In all cases, the FWHM energy spread is

inferior to 4%. At laser power of 150 GW and 300 GW, the on-axis number density profile shows a

sub-femtosecond initial pulse duration. Counting up all the electrons with ∆W > 50 keV located in

a cylinder of radius λ0 centered on the optical axis and extending over the z interval shown in figure

7.8(a), (e), and (i), we obtain a bunch charge estimate of 0.52 fC, 1.2 fC, and 2.7 fC, respectively. The

percentage of those electrons that are located within the FWHM of the axial density profile is 15%,

14%, and 20%, respectively. We can also calculate the bunch normalized transverse and longitudinal

emittance, given by

ǫn,ξ = (1/mec)
√
〈ξ2〉〈p2

ξ
〉 − 〈ξpξ〉2 , (7.9)

where ξ = x for the transverse direction and ξ = z for the longitudinal direction [172]. These quantities

estimate the volume occupied by the electrons in phase space. Performing the computation with all

the electrons that were included in the charge calculation, we obtain ǫn,x = 1.3 × 10−3 mm·mrad and

ǫn,z = 1.8 × 10−1 mm·mrad (P = 150 GW), ǫn,x = 3.7 × 10−3 mm·mrad and ǫn,z = 1.4 mm·mrad

(P = 300 GW), ǫn,x = 5.7 × 10−3 mm·mrad and ǫn,z = 6.1 mm·mrad (P = 600 GW). The six-

dimensional phase space figure of merit, given by Ne/ǫn,xǫn,yǫn,z where Ne is the number of electrons

in the bunch [159], is respectively 1.1×1028 m−3, 3.8×1026 m−3, and 8.3×1025 m−3. The longitudinal

and transverse phase space density profiles are illustrated in figure 7.9 for the bunch corresponding to

P = 300 GW.

To investigate the influence of the target density, we have simulated the optimized case at P = 300 GW

with increasing initial densities. The results are shown in Fig. 7.10. For initial densities lower than

3 × 1022 m−3, the dynamics are dominated by direct acceleration and the results are very similar to

those obtained in test-particle simulations. The bunch charge increases linearly, and the initial pulse

duration remains slightly below 1 fs. Electrostatic Coulomb repulsion starts to play a noticeable role
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Figure 7.10 – Variation of (a) the position of the main peak of the kinetic energy distribution (circles,
left axis) and its FWHM width (triangles, right axis) as well as (b) the estimated bunch charge (cir-
cles, left axis) and FWHM pulse duration (triangles, right axis) as a function of the initial hydrogen
density n0. The dotted black curve indicates a linear trend. The laser parameters are the same as in
Figs. 7.8(e)–(h). Data analysis is performed as in Fig. 7.5.

36 38 40 42
z/λ0

−2

−1

0

1

2

x
/λ

0

(a)

ne (×1022 m−3)
0

2

4

6

36 38 40 42
z/λ0

0

2

4

6

n
e

(×
1

0
2
2

m
−3

)

(b)

−2 −1 0 1 2
x/λ0

0

2

4

6

n
e

(×
1

0
2
2

m
−3

)

(c)

250 350 450 550
∆W (keV)

0

1

d
is

tr
ib

u
ti

o
n (d) e1

e2

tot.

32 36 40 44
z/λ0

−2

−1

0

1

2
x
/λ

0
(e)

ne (×1022 m−3)
0

1

2

3

4

5

32 36 40 44
z/λ0

0

3

6

n
e

(×
1

0
2
2

m
−3

)

(f)

−2 −1 0 1 2
x/λ0

0

3

6

n
e

(×
1

0
2
2

m
−3

)

(g)

150 250 350 450 550 650
∆W (keV)

0

1

d
is

tr
ib

u
ti

o
n (h) e1

e2

e3

e4

e5

e6

tot.

Figure 7.11 – Optimized case studies with (a)–(d) helium and (e)–(h) oxygen targets of density n0 =

3 × 1022 m−3 at laser power P = 600 GW. See Fig. 7.8 for the signification of each panel. The laser
parameters are identical to those used in Figs. 7.8(i)–(l). Curves labeled ek correspond to the electron
with the k-th lowest ionization energy.

at densities above 3×1022 m−3; an increase can be observed in the energy spread of the electron pulse.

At densities above 3 × 1023 m−3, the dynamics are dominated by space-charge forces, which inhibit

the direct acceleration of an electron pulse.

Finally, we investigate the possibility of using a gas target that consists of elements heavier than

hydrogen. Figure 7.11 shows the results obtained with helium and oxygen at a laser power of 600 GW.

The ionization energies are taken from [30]. From these results, it appears that elements with more

than one electron might not be used to produce isolated and monoenergetic electron pulses. This is a
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consequence of the ionization dynamics and a signature of the direct acceleration mechanism. Indeed,

electrons with different ionization energies are released in the laser pulse at slightly different times.

Their initial position in the electric field determines their kinetic energy gain, which manifests itself

by several peaks in the energy distribution.

7.7 Application to ultrafast electron diffraction experiments

With the results obtained in Sec. §7.6, we have seen that the direct-field acceleration scheme appears

to be appreciably versatile in the few-hundred-keV energy range. In this section, we take a second

look at these results from the perspective of an application to UED experiments. More specifically,

the issues of coherence, charge, and spatiotemporal broadening will be discussed.

A key property regarding UED experiments is the spatial coherence of the electron bunches. This is

usually quantified by the transverse and longitudinal coherence lengths, denoted respectively LT and

Lz, which are the length scales over which pairs of atoms in the sample contribute coherently to the

diffraction signal. They are defined by [115]:

LT =
~

∆ploc
x

, (7.10)

Lz =
〈p〉~

∆ploc
x (∆px + ∆ploc

x )
. (7.11)

The observables (∆px)2 and (∆ploc
x )2 are respectively the total and local variance of the transverse

electron momentum, and 〈p〉 is the average momentum amplitude. These quantities can be computed

from the N-electron phase-space distribution fe(x, p) of the bunch [115]:

〈p〉 = 1
N

∫
d3x d3p p fe(x, p) , (7.12)

(∆px)2 =
1
N

∫
d3x d3p fe(x, p)(px − 〈px〉)2 , (7.13)

(∆ploc
x )2 =

1
N

∫
d3x d3p fe(x, p)(px − 〈ploc

x (x)〉)2 , (7.14)

where

N =
∫

d3x d3p fe(x, p) =
∫

d3x n(x) , (7.15)

〈px〉 =
1
N

∫
d3x d3p px fe(x, p) , (7.16)

〈ploc
x 〉 =

1
n(x)

∫
d3p px fe(x, p) . (7.17)

Note that while we have chosen the x cartesian coordinate as the transverse direction, the y coordinate

could also have been used due to the cylindrical symmetry of the bunch.

For the three electron bunches obtained with hydrogen and shown in Fig. 7.8, we obtain LT = 0.1 nm

and Lz = 5.5 nm (150 GW), LT = 0.04 nm and Lz = 1.9 nm (300 GW), LT = 0.02 nm and Lz = 1.0 nm
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Figure 7.12 – (a)–(b) Coherence lengths and (c) number of electrons in the three bunches shown in
figure 7.8 after being filtered by a pinhole, placed in the far field. An aperture with a small acceptance
angle filters the most divergent electrons and, in turn, can increase the coherence length beyond the
lower limit for UED (∼ 1 nm).

(600 GW). These numbers are too low for UED; experiments usually require LT > 1 nm and Lz > w,

where w ≈ 20 − 40 nm is the typical sample thickness [115, 145].

A simple approach that might be used to increase the transverse coherence length of the electron

bunch is to filter it with a pinhole. To test the impact of filtering, we consider a linear projection

of the electron trajectories from the distribution given in Fig. 7.8 onto a circular aperture located

in the path of the electrons, in the far field. The coherence length is then calculated according to

Eqs. (7.10)–(7.11) with the electrons that would go through the aperture, namely those for which

tan−1[(p2
x + p2

y)1/2/p2
z ] < θp where θp is the pinhole half-angle of acceptance. Electrons that would

miss the pinhole, essentially those whose transverse velocity is too large, are rejected. This approach

neglects space-charge effects. Nevertheless, from the results obtained in Fig. 7.10, we believe that this

first-order approach gives fair estimates for the initial gas density used in this analysis. Results are

shown in Fig. 7.12.

From this simple calculation, we conclude that pinhole filtering can increase the transverse coherence

length above 1 nm, achieving at the same time a longitudinal coherence length of the order of 1 µm.

However, this is at the cost of losing many electrons; the filtered bunches typically contain 300-500

electrons. Nevertheless, if the driving laser is operated at a kHz repetition rate, the number of remain-

ing electrons per pulse would still provide a sufficient electron flux for time-resolved crystallography

experiments (see, e.g., [15]). Note that other commonly used bunch manipulation techniques, such as

beam focusing and magnification with a magnetic lens, might allow to increase the spatial coherence

while preserving most of the electrons [145]. Since the bunch diameter is typically of the order of
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λ0/2 or less (figure 7.8), the ratio of the unfiltered bunch transverse coherence length over its diameter

is of the order of 10−4, a value considered large enough for UED applications with electron beam

magnification optics [14]. Note that this represents the worst case scenario where the bunch is not pri-

orly filtered with a finite aperture. Using pinhole filtering, which increases LT and reduces the bunch

diameter, higher value of the coherence over diameter ratio could be obtained if needed. It is however

unclear if magnetic lenses would preserve the femtosecond pulse duration; further numerical simula-

tions on this issue are required. Finally, working with longer laser wavelengths would also provide a

way to increase the charge per bunch (see Complement I in Sec. §7.9).

Another issue concerning UED applications is the propagation of the electron pulse to the sample.

During the free-space propagation phase, spatiotemporal broadening of the electron pulse occurs due

to the velocity dispersion and the repulsive Coulomb interaction. In this perspective, the use of a

strongly focused, rapidly diverging, laser pulse (here zR ∼ 3λ0) might be an advantage, as it possibly

allows placing the sample very close to the focal plane.

To study the spatiotemporal broadening of the electron bunch, we simulated the free-space propagation

of the electron bunches shown in Fig. 7.8 for 1 ps using the moving window capability of Epoch.

At intervals of 10 fs, we measured the FWHM of the longitudinal and transverse number density

distribution, defined respectively by nz(z) =
∫

n(x) dxdy and nx(x) =
∫

n(x)dydz, where the integral

is performed over all the electrons located within a distance λ0 of the optical axis. The longitudinal

extent was then converted to pulse duration by dividing by the mean axial velocity of the electrons

included in it. Note that this analysis is slightly different from the spatial measurements performed

in Fig. 7.8, which only correspond to cuts in the number density profile along the z and x axis. The

results are shown in Fig. 7.13.

In all cases, the duration of the electron bunch is found to reach an asymptotic regime where it in-

creases linearly, while its transverse FWHM width remains fairly constant. According to existing

theoretical models, a linear increase of the longitudinal extent is predicted when the Coulomb re-

pulsion becomes negligible [114]. Hence, for the electron bunches studied here, it appears that the

longitudinal spreading is asymptotically dominated by the velocity dispersion. Pulse compression

techniques that work by inverting the velocity chirp of the electron bunch would be useful to reach a

minimal pulse duration at the sample [167, 173].

It is also worth mentioning that for the P = 300 GW case, the pulse duration increase rate during

free-space propagation is higher than the case previously reported in [106], which was obtained with

the same laser parameters except for φ0. This is at first glance counterintuitive, since the case shown

here features a narrower energy distribution than the case studied in [106]. However, careful data

analysis reveals that the local variance of the axial momentum, (∆ploc
z )2 [obtained by replacing x by z

in Eq. (7.17)], is smaller in [106]. According to the theory developed in Refs. [114, 116], the quantity

(∆ploc
z )2 governs the temporal elongation of the pulse in the linear regime of negligible Coulomb

interaction.
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Figure 7.13 – Time evolution of the (a) pulse duration and (b) transverse FWHM width for the three
bunches shown in figure 7.8 as they propagate freely for 1 ps. After an initial transient behavior, the
pulse duration increases linearly; the rate of increase, obtained by linear fitting, is indicated in (a).

In summary, the electron pulses generated by the direct-field acceleration scheme would fill the re-

quirements for UED applications provided a high enough repetition rate and a simple pinhole filtering.

More sophisticated bunch manipulation devices used in state-of-the-art UED setups, such as bunch fo-

cusing and compression optics, could be useful in complementing our accelerator design.

7.8 Conclusion

We have investigated laser-driven electron acceleration by few-cycle radially-polarized laser pulses

tightly focused in a low density gas. The all-optical direct-field acceleration mechanism allows con-

trolling the quality of the electron bunches by tuning the optical driver parameters, while keeping

the target form-free, conventional, and simple. More specifically, we have shown that by tweaking

the laser power, pulse duration, and beam waist size, electron pulses of femtosecond (and even at-

tosecond) initial duration can be accelerated and tuned over the 100–300 keV energy window with

a percent-level energy spread. Combined with conventional electron optics, the proposed scheme—

that can be operated at the highest repetition rate offered by current few-mJ laser sources—would be

suitable for time-resolved UED, offering an avenue towards femtosecond time resolution.

From an experimental viewpoint, it should be noted that the parameters used in our analysis are within

reach of the actual laser technology. Femtosecond Ti:sapphire laser systems with hollow core fiber

compression schemes are currently able to produce sub-two-cycle laser pulses with mJ energy per

pulse [3, 33, 110]. Beside being of table-top dimension, these lasers can be phase-stabilized with

an rms precision of 250 mrad or less [3, 33] and operated at repetition rates up to 1 kHz [3, 110].
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Recent developments in coherent combining with high-power fiber lasers are also promising [62]; in

a near future, these sources might reach the required peak power and pulse duration at repetition rates

above 100 kHz. Concerning the temporal characterization of few-femtosecond electron bunches, the

recently demonstrated technique of optical-field-driven streaking, that potentially offers attosecond

time resolution, is extremely promising [81]. Finally, while our numerical simulations were carried at

800 nm, using laser sources with longer wavelengths (e.g., 1.8 µm [142]) would produce higher bunch

charges, however at the cost of increasing the electron pulse duration.

Along atomic and molecular imaging, the proposed acceleration scheme is potentially a candidate for

other applications. An example is electron injection in dielectric laser accelerators (DLAs), for which

ultrashort electron pulses of nanometer-scale spot size are required [27, 127]. While single-grating

DLAs are suited to nonrelativistic electrons [27], double-grating DLAs require relativistic injection

energies [127]. Provided our acceleration scheme could be scaled to relativistic energies and pC

charges, other applications would be possible, including table-top radiation sources [49, 163] as well

as electron injection in plasma-wakefield accelerators [74, 113].

7.9 Complément I : Résultats à plus grande longueur d’onde

Dans l’article inséré dans ce chapitre, il est fait mention qu’il pourrait être possible d’augmenter la

charge par impulsion en augmentant la longueur d’onde du laser. Dans ce complément, nous présen-

tons quelques résultats préliminaires à propos de cette question.

Comme nous l’avons vu précédemment à la section §4.9, la dynamique d’une charge test dans le

champ électromagnétique d’une impulsion TM01 dépend seulement des paramètres P, k0a, s et φ0.

Par conséquent, les résultats des simulations de type particule test présentés à la section §7.6.1 de ce

chapitre peuvent être facilement généralisés à plus grande longueur d’onde. Dans le paradigme de la

charge test, si la longueur d’onde du laser est augmentée de λ0 à λ′0 à densité constante, la charge par

paquet d’électrons devrait augmenter comme (λ′0/λ0)3, tandis que sa durée devrait augmenter d’un

facteur λ′0/λ0. Dans la réalité, cela peut toutefois être différent étant donné que certains phénomènes

dépendent de la longueur d’onde. Par exemple, on sait que le taux d’ionisation dépend de la valeur ab-

solue du champ électrique, qui varie en fonction de la longueur d’onde lorsqu’on travaille à puissance

constante.

Afin de vérifier l’effet de l’augmentation de la longueur d’onde, nous avons réalisé une simulation

PIC avec les paramètres laser utilisés aux figures 7.8(e)–(h) en augmentant la longueur d’onde à

λ′0 = 1.5 µm. Pour réaliser cette simulation, toutes les grandeurs spatiales et temporelles dans le

code PIC ont été ajustées par un facteur λ′0/λ0 en gardant le nombre de cellules de la grille et le

nombre de marqueurs constants. Les résultats sont illustrés à la figure 7.14 pour une cible de densité

n0 = 2 × 1022 m−3.

On observe d’abord qu’à λ′0 = 1.5 µm, il est encore possible d’obtenir une impulsion d’électrons
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Figure 7.14 – Impulsion d’électrons produite par l’interaction d’une impulsion TM01 caractérisée
par λ0 = 1.5 µm, P = 300 GW, k0a = 20, s = 70 et φ0 = 22π/20 avec une cible de densité
n0 = 2 × 1022 m−3. (a) Densité d’électrons dans le plan (x, z). La ligne continue et la ligne pointillée
indiquent respectivement la position des coupes en z et en x illustrées en (b) et (c). (d) Distribution
du gain en énergie des électrons. Les données sont prises à t − t0 = 225 fs. Autrement, l’analyse des
données est réalisée de la même manière qu’à la figure 7.3.

ultrabrève bien isolée. En utilisant la même procédure qu’à la figure 7.10 pour calculer la charge,

on obtient une valeur de 4.9 fC. Par rapport à la valeur de 0.9 fC obtenue à même densité avec

λ0 = 800 nm, cela correspond à une augmentation d’un facteur (λ′0/λ0)2.7. Au niveau de la durée

d’impulsion, on note une augmentation d’un facteur de l’ordre de 3, ce qui est supérieur au ratio λ′0/λ0.

Ceci est vraisemblablement dû à l’élargissement observé au niveau de la distribution en énergie ;

la pleine largeur à mi-hauteur a triplé par rapport aux résultats obtenus à λ0 = 800 nm. On voit

également que le pic de la distribution en énergie s’est significativement déplacé par rapport aux

résultats rapportés la figure 7.10. La cause de ces différences importantes par rapport au cas à λ0 =

800 nm se situe très probablement au niveau de la dynamique d’ionisation. Nous avons pu valider

cette hypothèse en répétant la simulation à une densité beaucoup plus faible où les effets de charge

d’espace sont négligeables.

En somme, ces résultats préliminaires montrent qu’il est possible d’augmenter de manière significative

la charge des impulsions d’électrons en augmentant la longueur d’onde de la source laser. Toutefois,

cela se fait au détriment de la qualité de l’impulsion : sa distribution en énergie est plus large et sa

durée est également plus longue. Une procédure d’optimisation sera ainsi vraisemblablement requise

afin de trouver la longueur d’onde optimale en vue d’une application particulière.
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Chapitre 8

Conclusion

Depuis l’opération du premier prototype fonctionnel en 1960 par Maiman, le laser a été à l’origine

d’une multitude d’innovations et de révolutions scientifiques. Le domaine de l’accélération de parti-

cules n’est pas étranger à ce phénomène. Au cours des deux dernières décennies, le développement

de systèmes laser de haute puissance dans plusieurs laboratoires dans le monde a engendré un in-

térêt croissant envers l’accélération d’électrons par laser. Les multiples schémas d’accélération qui

ont été proposés laissent entrevoir des possibilités excitantes dans le développement d’accélérateurs

d’électrons compacts à faible coût. De plus, les faisceaux d’électrons accélérés par laser possèdent des

propriétés remarquables qui en font des candidats de choix pour plusieurs applications.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la modélisation d’un schéma d’accélération d’élec-

trons basé sur l’utilisation d’impulsions laser de polarisation radiale. Cette méthode tire profit de la

forte composante longitudinale du champ électrique qui apparaît au centre d’un faisceau TM01 lors-

qu’il est focalisé. À puissance laser suffisamment élevée, un électron situé près du plan focal de l’im-

pulsion laser peut être capturé et accéléré parallèlement à l’axe optique en demeurant en phase avec

un demi-cycle optique du champ électrique longitudinal. Spécifiquement, l’objectif général de cet ou-

vrage était de modéliser la dynamique d’accélération dans le régime des impulsions TM01 ultrabrèves

et non paraxiales.

Ce dernier chapitre est divisé en deux volets. La section §8.1 résume les contributions issues des

travaux de doctorat présentés dans cette thèse, tandis que la section §8.2 offre quelques pistes de

recherche pour les travaux futurs.

8.1 Contributions

Les ingrédients théoriques nécessaires à la modélisation de l’accélération d’électrons par impulsions

TM01 ont été présentés au chapitre 2. Après un bref rappel de quelques notions d’électrodynamique

classique relativiste, nous avons obtenu en premier lieu une expression pour le champ électroma-

gnétique de l’impulsion TM01 dans le cadre de l’approximation paraxiale et de l’approximation de

139



l’enveloppe lente, deux outils fréquemment utilisés dans les travaux précédents sur la modélisation de

l’accélération par impulsions TM01. Toutefois, afin d’analyser l’accélération en régime d’impulsions

ultrabrèves et fortement focalisées, il est nécessaire de modéliser l’impulsion TM01 comme une so-

lution exacte aux équations de Maxwell. Pour ce faire, nous avons choisi de présenter une approche

simple et systématique développée par Alexandre April dans ses travaux de doctorat. Cette dernière

permet d’obtenir une solution exacte sous forme fermée pour le champ électromagnétique de l’impul-

sion TM01. Cette solution présente un avantage important du point de vue de la complexité numérique ;

avec la méthode d’April, l’utilisation d’une solution exacte ne requiert guère plus de temps de calcul

que l’utilisation d’une solution approximative. Mentionnons également que grâce à la méthode des

vecteurs de Hertz, nous avons pu présenter la modélisation de l’impulsion TM01 paraxiale ainsi que

celle de l’impulsion TM01 exacte dans un cadre de travail cohérent et unifié. Cette contribution origi-

nale revêt une importance particulière étant donné qu’elle permet d’assurer un lien entre nos travaux

et les travaux précédents basés sur l’approximation paraxiale et l’approximation de l’enveloppe lente.

Au chapitre 3, nous avons décrit les techniques de simulation numérique utilisées dans cet ouvrage

pour modéliser l’accélération d’électrons. Une grande partie de ce chapitre a été consacrée à la des-

cription de la méthode particle-in-cell (PIC). Cette technique de simulation à la fine pointe permet de

simuler de manière extrêmement rigoureuse et réaliste l’interaction d’une impulsion laser avec un mi-

lieu gazeux de faible densité. Son implémentation dans notre groupe de recherche constitue, à l’avis de

l’auteur de ces lignes, une contribution importante. Comme implémentation de la méthode PIC, nous

avons choisi d’utiliser le projet libre et collaboratif Epoch, auquel nous avons codé et ajouté notre

propre module permettant de tenir compte d’une impulsion TM01 ultrabrève et fortement focalisée

incidente sur le milieu. Le chapitre 3 peut peut-être paraître un peu lourd pour le lecteur. Toutefois,

comme il n’a pas été possible de trouver dans la littérature une documentation claire et satisfaisante

du fonctionnement interne d’un code PIC et comme il s’agit de la première fois que cette méthode

est implémentée dans notre groupe de recherche, nous avons choisi d’en effectuer une description

détaillée dans un souci de pérennité.

Le chapitre 4 est articulé autour d’une publication qui s’intéresse à l’accélération d’un électron initia-

lement au repos sur l’axe optique. Ce cas particulier, pour lequel la dynamique se réduit à une dimen-

sion spatiale, permet de bien mettre en évidence les propriétés du schéma d’accélération. Dans cette

publication, nous avons présenté pour la première fois à la communauté scientifique l’utilisation de la

méthode d’April comme outil pour l’exploration de la dynamique dans des conditions de forte foca-

lisation et d’impulsions ultrabrèves. Cette contribution représente, au meilleur de notre connaissance,

la première étude systématique de l’accélération d’électrons par impulsions TM01 dans ce régime de

conditions extrêmes. Les résultats obtenus dans ce chapitre nous ont permis de mettre en évidence

deux propriétés intéressantes des impulsions TM01 ultrabrèves et non paraxiales pour l’accélération

d’électrons. Premièrement, à haute puissance, la réduction de la durée de l’impulsion laser permet

d’augmenter significativement l’efficacité du processus d’accélération. Deuxièmement, la réduction

de la taille du faisceau permet d’atteindre le seuil d’accélération à des puissances laser beaucoup
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moins élevées. À la lumière de ces résultats, il apparaît que l’accélération d’électrons par impulsions

laser de polarisation radiale est beaucoup plus accessible en laboratoire que ce que prédisaient jusqu’à

maintenant les études basées sur une théorie paraxiale.

Bien qu’une solution exacte pour l’impulsion TM01 permet l’analyse de la dynamique en régime

non paraxial, il est généralement accepté dans la littérature scientifique que l’approximation pa-

raxiale est adéquate pour la modélisation de l’accélération dans des conditions de focalisation mo-

dérée (k0zR & 125). Le chapitre 5 est constitué d’une publication qui vise à montrer que ce n’est pas

le cas. En comparant des résultats obtenus avec la solution exacte de l’impulsion TM01 et sa contre-

partie paraxiale pour l’accélération d’un nuage d’électrons dans des conditions de faible focalisation

(k0zR = 500), nous avons mis en évidence l’existence de différences très importantes. Grâce à une

analyse perturbative effectuée à partir de la solution exacte, nous avons montré que l’échec de l’ap-

proximation paraxiale en régime ultrarelativiste provient d’une symétrie artificielle qui est introduite

au niveau des composantes transverses du champ électromagnétique au premier ordre. À haute puis-

sance, la dynamique de l’électron dans le plan transverse est dominée par l’effet des premières cor-

rections non paraxiales aux composantes du champ. La contribution principale de l’article inséré au

chapitre 5 est d’envoyer à la communauté scientifique une recommandation importante : pour modé-

liser correctement l’accélération d’électrons par impulsions TM01, il est avisé d’utiliser des solutions

aussi précises que possible, idéalement exactes.

Une des propriétés intéressantes d’un schéma accélération d’électrons par impulsions TM01 est la forte

compression longitudinale induite lors de l’accélération sous-cycle par le champ électrique longitudi-

nal. Ceci favorise la production d’impulsions d’électrons extrêmement courtes qui pourraient s’avérer

très utiles dans le cadre d’expériences d’imagerie atomique et moléculaire. Dans le passé, certains tra-

vaux de modélisation ont prédit la possibilité, à l’aide d’impulsions TM01 et de cibles nanométriques,

de produire des impulsions d’électrons attosecondes à des énergies relativistes de 20 MeV et plus.

À ces énergies, les électrons accélérés s’avèrent toutefois de peu d’intérêt pour les expériences de

diffraction électronique ultrarapide, qui opèrent généralement à des énergies inférieures au MeV.

Dans la publication insérée au chapitre 6, nous avons démontré la possibilité de générer des impulsions

d’électrons ultrabrèves et quasi-monoénergétiques à une énergie de 240 keV lorsqu’une impulsion

TM01 de quelques cycles est fortement focalisée dans un gaz de faible densité. La durée initiale de

ces impulsions d’électrons est de l’ordre de la femtoseconde. Les résultats présentés dans ce chapitre

sont appuyés par la réalisation de simulations PIC en trois dimensions avec des paramètres laser à

la portée de la technologie actuelle. Dans l’état actuel des choses, la technologie d’accélérateur dc

utilisée dans les expériences de diffraction électronique ultrarapide permet, au mieux, de produire

des impulsions d’électrons dont la durée initiale est de l’ordre de 70 fs. Notre contribution ouvre

ainsi une avenue intéressante vers une amélioration significative de la résolution temporelle dans ces

expériences. Notons finalement que les paramètres laser utilisés dans cette étude correspondent au

régime des impulsions ultrabrèves et non paraxiales, pour lesquelles une description exacte du champ

électromagnétique est requise. Cela renforce une fois de plus l’intérêt que présente ce régime pour
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l’accélération d’électrons.

Le chapitre 7 s’insère dans cette thèse comme la suite logique des travaux présentés au chapitre 6. La

publication qui en constitue le noyau a pour but principal de complémenter l’étude de la production

d’impulsions d’électrons ultrabrèves dans le régime énergétique compatible avec les expériences de

diffraction électronique ultrarapide. Dans un premier temps, nous avons effectué une étude des diffé-

rents paramètres des impulsions laser (puissance, durée, focalisation et phase) sur les propriétés des

impulsions d’électrons produites. D’un point de vue expérimental, la technique d’accélération propo-

sée étant tout-optique, elle présente l’avantage que les propriétés des impulsions d’électrons peuvent

être contrôlées en ajustant les paramètres de la source laser, tout en gardant la cible conventionnelle

et techniquement simple. Parmi les résultats obtenus, un des plus intéressants est la possibilité de syn-

toniser l’énergie des impulsions d’électrons sur l’intervalle de 100 à 300 keV, qui est généralement

préconisé pour la diffraction électronique. En marge de l’étude paramétrique, nous avons effectué

dans un second temps une analyse des propriétés des impulsions d’électrons dans la perspective d’une

application dans des expériences de diffraction électronique ultrarapide. Il apparaît qu’avec les sys-

tèmes laser actuels et les optiques électroniques couramment utilisées dans le domaine, les impulsions

d’électrons produites auraient les caractéristiques requises pour la diffraction électronique ultrarapide.

D’un point de vue global, cette thèse a permis d’unifier et de donner une suite aux travaux pionniers

de Charles Varin et d’Alexandre April dans le cadre de l’axe de recherche piloté par le Prof. Michel

Piché sur l’accélération d’électrons par impulsions laser de polarisation radiale. Aux yeux de l’auteur

de ces lignes, ce travail d’unification et de continuité représente une contribution et une source de

fierté importantes.

8.2 Perspectives

Les articles insérés dans cette thèse font mention de quelques pistes pour la suite de nos travaux. Dans

cette section, nous revenons sur certains de ces éléments et présentons également quelques nouvelles

perspectives.

Dans la seconde moitié de ce projet de doctorat, le domaine de la diffraction électronique ultrarapide

s’est imposé comme une application éventuelle intéressante de notre schéma d’accélération. En effet,

la démonstration de la possibilité de générer des impulsions d’électrons femtosecondes dans la fenêtre

énergétique de 100 à 300 keV laisse entrevoir que notre schéma d’accélération pourrait potentielle-

ment remplacer avantageusement les sources d’électrons dc utilisées dans les expériences actuelles.

Bien que les travaux présentés dans cet ouvrage constituent une première étape dans cette direction,

plusieurs points restent encore à éclaircir. Tel que mentionné au chapitre précédent, les impulsions

d’électrons produites par notre méthode devront très probablement, une fois générées, être manipu-

lées par des optiques électroniques avant d’atteindre l’échantillon. La modélisation de l’effet de ces

dispositifs, qui implique de propager les électrons sur une distance de l’ordre de plusieurs millimètres,

est hors de la portée des codes PIC. Des logiciels de modélisation de lignes de transport de faisceaux
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de particules, tel que GPT 1, peuvent toutefois s’acquitter très bien de ce travail [172]. Finalement,

bien que la technologie laser nécessaire existe actuellement, il ne fait aucun doute que la réalisation

d’un montage de diffraction électronique ultrarapide en laboratoire constitue un grand défi. À elle

seule, la mesure de la durée d’impulsions d’électrons aussi courtes constitue un effort de recherche

important [81].

Une autre perspective intéressante est la réalisation de simulations PIC avec Epoch pour investiguer

la dynamique d’accélération dans un régime de puissance laser plus élevée, plus spécifiquement entre

10 et 100 TW. En effet, de plus en plus de systèmes laser sont aujourd’hui capable d’atteindre ces

puissances crêtes. Il serait entre autres intéressant de regarder s’il est possible de produire des im-

pulsions d’électrons ultrabrèves et isolées à partir d’un milieu gazeux diffus, comme c’est le cas aux

puissances plus modérées. Des impulsions d’électrons ultrabrèves et relativistes pourraient s’avérer

intéressantes pour l’injection dans un dispositif d’accélération secondaire, comme un accélérateur

diélectrique [127] ou un accélérateur plasma [74, 113]. Les propriétés requises pour ces applications

sont, pour la première, une durée attoseconde et un profil transverse nanométrique, et, pour la seconde,

une durée femtoseconde et une charge supérieure à 1 pC. Ces avenues de recherche sont présentement

sous investigation par mon collègue Charles Varin à l’Université d’Ottawa.

Sur un plan plus conceptuel, l’étude de différentes variations de notre schéma d’accélération pour-

raient s’avérer intéressantes. Un premier exemple est l’utilisation d’impulsions TM01 présentant un

glissement en fréquence (frequency chirp). Des travaux récents ont en effet suggéré que la présence

d’un glissement en fréquence pourrait s’avérer avantageuse pour l’accélération de particules (voir par

exemple [53, 91, 140]). Toutefois, il n’est pas clair que la théorie derrière la modélisation des impul-

sions laser utilisées dans ces travaux n’entraîne pas l’apparition d’une composante de fréquence nulle

dans leur spectre, une propriété qui est non physique [96]. Avec la méthode développée par Alexandre

April, il s’avère qu’une impulsion glissée en fréquence peut être modélisée de manière exacte en choi-

sissant un paramètre s complexe dans l’expression du spectre de Poisson. L’effet de cette modification

sur la dynamique d’accélération est présentement sous investigation par mon collègue Pascal Hogan-

Lamarre. Une seconde variation intéressante du schéma d’accélération est l’utilisation d’aiguilles de

lumière pour accélérer des électrons. Les aiguilles de lumière sont des faisceaux présentant une tache

focale axiale étendue et un patron de polarisation presque purement longitudinal [37]. Il est souvent

mentionné que le problème principal associé à cette approche réside dans la faisabilité de générer des

aiguilles de lumière de haute puissance. Une solution à ce défi pourrait toutefois être apportée par les

travaux récents et astucieux de mes collègues Denis Panneton et Guillaume St-Onge [124].

1. General Particle Tracer, http://www.pulsar.nl/gpt/
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