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Résumé 

Le modèle de Ruijsenaars-Schneider trigonométrique (tRS) quantique est un pro
blème à N corps relativiste intégrable qui généralise le modèle de Calogero-Moser-
Sutherland trigonométrique ( tCMS) . Les fonctions propres du modèle tRS sont les po
lynômes de Macdonald. La limite non relativiste qui relie les modèles tRS et tCMS est 
la même qui lie les polynômes de Macdonald et de Jack, les fonctions propres du modèle 
tCMS. Le but de ce mémoire est d'explorer la possibilité d'étendre le succès obtenu avec 
l'extension supersymétrique du modèle tCMS au modèle tRS. Le cas échéant, les super
polynômes de Macdonald pourraient être définis. Dans l 'approche considérée, obtenir 
un coproduit diagonal de l'algèbre de Hecke est essentiel, mais n'a pas été possible pour 
TV > 2. On présente donc les résultats partiels connus pour le cas supersymétrique à 
deux et trois variables ainsi que la nature des obstacles qui, jusqu'à maintenant, ont 
empêché d'obtenir la généralisation voulue. 



Abstract 

The trigonométrie Ruijsenaars-Schneider model (tRS) is a relativistic N-body inte-
grable System generalizing the trigonométrie Calogero-Moser-Sutherland ( tCMS) . The 
eigenfunctions of the tRS model are the Macdonald polynomials. The tRS model is re-
lated to the tCMS model in the non-relativistic limit. This limit is also the one between 
the Macdonald and Jack polynomials, the eigenfunctions of the tCMS model. The goal 
of this work is to extend the success obtained with the supersymmetric tCMS model to 
the RS model. If this was achieved, the Macdonald superpolynoinials could be defined. 
In the approach we have considered, finding the diagonal coproduct of the Hecke algebra 
is essential, but could not be done with TV > 2. Hence, we présent the partial results 
obtained for the supersymmetric RS model in two and three variables along with the 
obstacles that prevented us from getting the complète generalization that was to be 
found initially. 
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Introduction 

Pour un physicien, résoudre exactement un problème est généralement un accom
plissement hors du commun. Au cours du siècle dernier, de nombreux chercheurs en 
sont venus à la conclusion que les systèmes dynamiques exactement résolubles sont 
très rares, même lorsqu'ils sont en apparence simples. On peut penser, par exemple, au 
célèbre attracteur de Lorenz [30] en théorie du chaos classique, où même une modéli
sation simplifiée de la convection donne lieu à une évolution imprévisible. Dans cette 
perspective, on comprend pourquoi la découverte de systèmes dynamiques intégrables 
comprenant N particules interagissant via un potentiel à longue portée a eu un aussi 
grand impact. En effet, il est clair qu'on ne s'attend pas à pouvoir connaître parfai
tement l'évolution d'un tel système. Ces systèmes exceptionnels ont été découverts à 
la fin des années 1960, suivant une période où les méthodes perturbatives ont pris de 
plus en plus d'importance en physique. Des théories comme l 'électrodynamique quan
tique, dont le succès est en grande partie attribuable aux méthodes d'approximation, 
permettent d'atteindre des résultats d'une grande précision. Malgré cela, la découverte 
des systèmes intégrables a suscité un grand intérêt en physique mathématique. 

On considère généralement que c'est en 1967 que l'histoire des systèmes intégrables 
a débutée. En effet, à ce moment, certains systèmes intégrables étaient connus, par 
exemple, TV oscillateurs harmoniques découplés et N particules interagissant ponctuel
lement par paire [35]. Par contre, on ne connaissait pas de système intégrable avec 
une interaction à longue portée. En 1967, Gardner et al. [22] découvrent une méthode 
d'intégration des équations différentielles. Cette découverte est faite dans le cadre de la 
résolution de l'équation de Korteweg-de Vries ( K d V ) . L'année suivante, Lax reformule 
la méthode sous forme algébrique [29]. C'est cette formulation qui est très largement 
utilisée pour prouver l'intégrabilité des problèmes à N corps. On nomme cette méthode 
méthode de déformation isospectrale ou simplement méthode de Lax. 

En 1969, Calogero résout un problème à trois corps sur la ligne [6]. Il s'agit de trois 
particules identiques interagissant par paires via un potentiel en 1 /r 2 . Peu après, il 
prouve que le modèle correspondant, mais cette fois à A^ particules, est également inté-



grable. Il n'utilise pas la méthode de Lax pour prouver l'intégrabilité ; il trouve plutôt 
une base complète de solutions à l'équation de Schrôdinger. Puis, en 1971, Sutherland 
étudie un problème semblable, mais où les particules interagissent sur un cercle [50]. 
Toutes ces découvertes sont d'abord faites dans un formalisme quantique. Les versions 
classiques viennent plus tard, en 1975, avec les travaux de Moser [36]. C'est également 
lui qui établit clairement le parallèle entre la solubilité de l'équation de K d V et l'in
tégrabilité des systèmes hamiltoniens à TV corps. Conséquemment, il est le premier à 
appliquer la méthode de Lax à la preuve de l'intégrabilité d'un système intégrable. 

Les travaux de ces trois pionniers des systèmes intégrables ont été très influents 
en physique comme en mathématiques. Désormais, une famille complète de systèmes 
intégrables est nommée modèles Calogero-Moser-Sutherland (CMS) . De nombreux phy
siciens se sont également penchés sur les applications des modèles CMS. On retrouve 
des applications en théorie du chaos quantique, en physique de l'état solide et même 
dans l'étude des trous noirs. On pourra consulter les références [11] et [54] pour en 
connaître davantage sur les applications des modèles CMS. On y trouvera également 
une liste d'articles pertinents. 

Depuis ces découvertes, les modèles CMS ont suscité un grand engouement pour le 
domaine des systèmes intégrables et de cela ont découlé d'importantes généralisations. 
D'abord, au début des années 1980, Olshanetsky et Perelomov montrent que tant les 
versions classiques que quantiques de ces modèles sont associées aux réseaux des racines 
des algèbres de Lie et que, par conséquent, ils font partie d'une classe encore plus 
grande de systèmes intégrables [39, 40]. En ce qui concerne ce travail, la découverte du 
modèle de Ruijsenaars-Schneider (RS) [43, 44, 45] revêt une importance particulière. Il 
s'agit d'une généralisation relativiste des modèles CMS. L'invariance relativiste étant un 
incontournable des lois de la nature, cela en fait un modèle particulièrement intéressant. 

Au tournant des années 1990, Stanley a publié un article important sur les propriétés 
des polynômes de Jack [48]. Peu de temps après, en 1992, Forrester découvre que ces 
polynômes sont les fonctions propres du modèle de Sutherland [20]. Toutefois, à ce 
moment, on ne connaît pas de formule explicite pour les polynômes de Jack. La recherche 
de l'expression explicite de ces polynômes a mené à l'élaboration du formalisme des 
opérateurs de création des polynômes de Jack par Lapointe et Vinet [28]. On s'aperçoit 
également que les fonctions propres du modèle RS sont les polynômes de Macdonald 
[31, 33] grâce à un rapprochement entre l'hamiltonien de ce système et les opérateurs de 
Macdonald [26]. Ces découvertes ont mis davantage en lumière le lien important entre 
la théorie des fonctions symétriques et les systèmes intégrables. 

Le succès grandissant de la recherche sur les systèmes intégrables accompagné de 



l'effervescence entourant la supersymétrie a stimulé l'intérêt entourant les généralisa
tions supersymétriques de ces modèles. En effet, découverte au milieu des années 1970, 
la supersymétrie s'est rapidement imposée en physique théorique et particulièrement 
en théorie des cordes. Les premiers à proposer l'étude d'une version supersymétrique 
des modèles CMS sont Freedman et Mende [21]. Dès lors, beaucoup de travaux ont été 
faits en ce sens, mais c'est en 2001, avec les travaux de Desrosiers, Lapointe et Ma
thieu [11], qu'une étude exhaustive de cette extension supersymétrique a été complétée. 
Ces travaux ont donné lieu à la découverte des superpolynômes de Jack [12, 13, 16], 
des généralisations des polynômes de Jack contenant des variables grassmanniennes. 
Dans la foulée de ces succès, la théorie des superfonctions symétriques a également été 
développée [15]. 

C'est une telle généralisation que ce travail se propose de reproduire, mais cette fois, 
avec le modèle de Ruijsenaars-Schneider. L'atteinte de cet objectif pourrait permettre 
de définir les superpolynômes de Macdonald, des généralisations des solutions du mo
dèle RS, les polynômes de Macdonald. L'approche utilisée sera cependant différente de 
celle de Desrosiers et al. [11]. On utilisera ici des notions de la théorie des polynômes 
non symétriques afin de construire les solutions attendues du modèle RS supersymé
trique. Cela nécessite l 'obtention d'une représentation spéciale de l'algèbre de Hecke, 
une représentation sous forme de coproduit. 

Ce mémoire se veut donc une synthèse de la théorie sous-jacente à la recherche d'une 
version supersymétrique du modèle Ruijsenaars-Schneider ainsi qu'un compte-rendu des 
obstacles rencontrés dans les diverses avenues qui ont été explorées. D'abord, le pre
mier chapitre présente une brève introduction des modèles CMS et de leurs solutions en 
portant une attention particulière au cas dit trigonométrique. Un survol de la théorie 
des fonctions symétriques et des partitions d'entiers accompagne cette introduction. Le 
deuxième chapitre s'attarde au modèle CMS trigonométrique supersymétrique. On y 
présente la méthode de supersymétrisation utilisée ainsi que les généralisations respec
tives des divers concepts présentés au premier chapitre. Au chapitre suivant, on amorce 
l'étude du modèle de Ruijsenaars-Schneider dans ses versions classique et quantique. 
On porte une attention particulière à ses limites classique et non relativiste, ainsi qu'au 
lien qui existe avec les modèles CMS. De plus, on y introduit brièvement les polynômes 
de Macdonald, les solutions du modèle tRS. Enfin, au dernier chapitre, on présente 
les approches considérées dans le but d'obtenir la version supersymétrique du modèle 
RS. On concentre notre attention sur le cas à deux et trois variables.et on discute des 
difficultés rencontrées. 



Chapitre 1 

Les modèles 
Calogero-Moser-Sutherland 
quantiques (CMS) 

Les modèles Calogero-Moser-Sutherland sont des systèmes unidimensionnels 
de N particules sans spin interagissant par paires qui sont dits complètement 
intégrables. Ils existent à la fois dans leur formulation classique et quan
tique. Ce sont des systèmes hamiltoniens pour lesquels il existe quantités 
conservées fonctionnellement indépendantes qui commutent entre elles. On 
dira donc que ces systèmes sont intégrables au sens de Liouville. Dans ce 
chapitre, les diverses formes des modèles Calogero-Moser-Sutherland seront 
présentées, sans toutefois être toutes étudiées en détail. La discussion por
tera exclusivement sur les modèles quantiques et plus particulièrement sur le 
cas dit trigonométrique. L'accent sera mis sur la notion d'intégrabilité et sur 
les fonctions propres associées à l'hamiltonien, les polynômes de Jack. Pour 
une étude détaillée de la contrepartie classique des modèles traités dans ce 
chapitre, on pourra se référer à [39]. 

1.1 Notions préliminaires 

Puisque les systèmes hamiltoniens quantiques sont généralement définis à partir des 
quantités de la théorie classique, il convient d'amorcer ce chapitre par un bref survol de 
notions élémentaires de mécanique hamiltoniennc classique. 



Tout d'abord, on définit un système hamiltonien à TV corps général en une dimension 
par les N positions X{ et les N moments canoniquement conjugués pz. En général, l'ha-
miltonien s'écrira comme la somme des énergies cinétiques des particules individuelles 
et de leurs énergies potentielles 

A' 

" = E â +
 u { X i ) ) + E v f a - *>)> ( L 1 ) 

i= l ^ ' i<j 
où U est un potentiel externe, qu'en général on prendra égal à zéro, et V un potentiel 
d'interaction par paires. L'évolution du système est donnée par cet hamiltonien via les 
équations du mouvement 

dH r r r l OH r r r l 

Pi = - - ^ = {Pi,H} , Xi = — = {xhH}. (1.2) 

Ici, {xi,Pj} = Sij et { , } est le crochet de Poisson que l'on définit comme 

On entend par intégrale du mouvement une quantité telle que {A(t), H} — 4̂p. Bien 
sûr, si A ne dépend pas explicitement du temps, son crochet de Poisson avec l'hamil-
tonien est nul. Ainsi, tel que mentionné précédemment, un système hamiltonien sera 
dit complètement intégrable s'il existe Â  intégrales du mouvement fonctionnellement 
indépendantes telles que 

{Hn,Hm}=0, l<n,m<N, (1.4) 

l'hamiltonien faisant bien sûr partie de l'ensemble des Hn. 

Maintenant, pour faire le passage d'un système hamiltonien classique à un système 
quantique, il faut remplacer le crochet de Poisson par le commutateur de la façon usuelle 

{A,B}-+±[A,B}, (1.5) 

où A et B deviennent, dans la représentation de Heisenberg, des opérateurs dépendants 
du temps. Cette identification étant équivalente kpi —-> —ih-J^r, l 'hamiltonien est égale
ment un opérateur dans cette représentation où la dynamique est décrite par l'équation 
de Schrôdinger : 

/ M M . ' . / ; où i / = - | f x + V > ( r r y ) , (1.6) 

1=0 i<j 

où xlj = Xi — Xj et dXi = $(xyt) est une fonction d'onde telle que YI4L1 

est la probabilité que le système se trouve dans le volume f l i= i dxi de l'espace de 



configuration au temps t. De façon comparable au cas unidimensionnel, l 'hypothèse de la 
séparation des variables transforme l'équation différentielle en un problème aux valeurs 
propres. Les états stationnaires du système sont les fonctions propres de H auxquelles 
correspondent les valeurs propres, l'énergie des différents états. Toutefois, l'intégrabilité 
d'un tel système repose sur la possibilité de trouver N intégrales du mouvement et non 
pas sur la solubilité de l'équation différentielle définie par (1.6). Il s'avère tout de même 
que le fait qu'un système soit intégrable est tout à fait exceptionnel. Parmi ces cas hors 
du commun, il existe une classe de systèmes qui sont typiques des systèmes intégrables 
connus, ce sont les modèles Calogero-Moser-Sutherland [7, 36, 51, 54]. 

1.2 Les modèles Calogero-Moser-Sutherland 

On considère généralement que les modèles Calogero-Moser-Sutherland regroupent 
cinq modèles qui se distinguent par le potentiel d'interaction de leur hamiltonien (1.1). 
Les systèmes hamiltoniens résultants sont tous intégrables. Ce sont des potentiels d'in
teraction par paires V(x) qui dépendent de l'inverse de la distance séparant les parti
cules. 

V(x 

I 

II 
III 

IV 

V 

IL 
x 2 

9a2 

sinh 2 ax 
9a2 

sin 2 ax 
,2 

(1.7) 

ga p{x\wuw2, 

%+g2x2 

où g, pi, g2 et a sont des constantes. p(x\u\,u)2) est la fonction de Weierstrass, une 
fonction elliptique doublement périodique (de périodes uj\ et UJ2) à partir de laquelle on 
peut retrouver, pour des limites particulières, les cas I, II et III. On peut la définir en 
faisant intervenir les autres fonctions elliptiques de Weierstrass, les fonctions Ç et a : 

a(x) = x Y[ M I ( I X P 

p(x\wi,u2) = -C(x) 

X 

+ 
1 X 

cm 
a'{x) 

2 \Umn) J 
ma>i + nu>2 in, ». G N (1.8) 

À noter, les potentiels I, II, III et IV sont dits respectivement rationnel, hyperbolique, 
trigonométrique et elliptique. Le cas V est dit rationnel avec confinement harmonique. Il 
ne peut pas être obtenu comme une limite du cas IV, mais on le mentionne tout de même, 
le cas V étant le premier à avoir été considéré historiquement [7]. On note également 
qu'à partir du cas trigonométrique on obtient le cas hyperbolique en posant a —> ia et 
le cas rationnel en posant a —> 0. Ces modèles intégrables peuvent être reformulés en 



termes des réseaux des racines d'algèbres de Lie, ils font donc partie d'une famille de 
modèles plus généraux. Cette connexion ne sera pas abordée dans ce texte, cependant, 
une discussion détaillée en est faite dans [40]. Dorénavant, la discussion ne portera que 
sur le cas trigonométrique. 

1.2.1 Le modèle Calogero-Moser-Sutherland trigonométrique 
(tCMS) 

Le cas trigonométrique des modèles CMS ou modèle de Sutherland [52] est défini 
par l'hamiltonien 

.Y 

H trier 
1 ^ / d V qn2 s-y 1 

ï ^ W J + 1 z ^ S m 2 ( f x y ) ' ( - 9 ) 

où la notation Xij = Xi — x3 a été utilisée. Le système est constitué de TV particules qui 
interagissent sur un cercle de circonférence L via un potentiel en 1 /r 2 , où r est mesuré 
le long du cercle. On obtient le potentiel effectif total entre la particule i et la particule 
j en tenant compte de la distance r%3 dans le sens horaire et anti-horaire, et ce, après 
avoir effectué un, deux ou plusieurs tours complets 1 . La relation 

(xij+nL)* = L W ( * * y ) ( L 1 0 ) 

permet donc d'obtenir l'expression simple du potentiel dans (1.9). A noter, dorénavant 
on choisira les unités telles que h = 1. Afin de s'assurer que le système soit stable et n'ait 
pas d'état lié, on écrira g — (3{j3 — 1), i.e. g > — \. Ainsi, les particules se repoussent 
et la dynamique du système n'est pas triviale [6, 7, 28]. On peut également réécrire 
l'hamiltonien sous une forme semi-positive [11] : 

II 
2 

n 

1 N 

-J^AlA + Eo (1.11a; 

^^-fe+^iE^lH ( L l l b ) 

« = 1(1)2P2N(N>-1). (1.11c; 

Par analogie avec le problème de l'oscillateur harmonique en mécanique quantique, on 
nomme A3 l 'opérateur d'annihilation et on trouve une expression pour la fonction d'onde 

1On peut ob ten i r le m ô m e résultat en incluant le cerc le clans un p lan et en mesurant la distance 
entre la part i cule i et j en l igne dro i te de la façon habituel le . 



de l'état fondamental en imposant la condition Ajiù0 = 0. On obtient ainsi [51] : 

Il est intéressant de remarquer que pour f3 = 1 on retrouve l'état fondamental pour TV 
particules fermioniques et que pour (3 = 0 on retrouve celui de TV particules bosoniques 
[11, 51]. Ainsi, la statistique est en lien avec la constante de couplage et peut donc être 
fractionnaire [28]. 

1.2.2 L'intégrabilité dans le cas trigonométrique 

On sait que pour qu'un système soit intégrable on doit pouvoir trouver N intégrales 
du mouvement. Evidemment, il est essentiel d'avoir une procédure systématique pour 
générer ces quantités. Il est possible, par exemple, d'employer l 'approche qu'on utilise 
généralement dans le cas classique, la méthode de Lax [29], et de l'adapter au cas 
quantique. Cependant, ce ne sera pas la méthode présentée ici. L'approche préconisée 
sera plutôt celle des opérateurs de Dunkl. Cette procédure pour trouver les intégrales 
du mouvement dans le modèle Calogero-Moser-Sutherland trigonométrique fait appel à 
des opérateurs différentiels contenant des opérateurs d'échange. Il s'agit d'une version 
modifiée de la méthode de Polychronakos [42] présentée par Lapointe et Vinet [28]. 

Reprenant les résultats de la dernière section, on écrit la fonction d'onde du système 
comme ^(x) — IJ)Q(X)(J){X), où (j){x) est symétrique afin que les états excités aient la même 
statistique que l'état fondamental. Cette observation est cruciale. Plus généralement, 
le fait que la factorisation de l'état fondamental assure que <p(x) appartient à l'espace 
des fonctions symétriques permettra éventuellement de connaître la forme exacte des 
solutions en termes de fonctions symétriques connues. On réécrit donc l'équation de 
Schrôdinger pour (j)(x) : 

m*)=n 
7T 

sm — Xi, (1.12) 
i<j 

H'(j){x) = E'(j){x) 

où les nouvelles quantités sont données par [11] : 

(1.13) 

2 •2 

(1.14) 

e~~Ë~ on peut réécrire H 



On remarque que H' est invariant sous l'échange de zl et de zy En fait, de façon plus 
générale, il est invariant sous l'action du groupe symétrique le groupe des permu
tations d'un ensemble. L'action du groupe symétrique sur un ensemble de variables 
{ x i , X 2 , . . . , X T V } est générée par les opérateurs d'échange KVJ. Les différents opérateurs 
d'échange génèrent par action successive l'ensemble des éléments du groupe symétrique. 
L'action de Klj sur une fonction est simplement d'échanger Z\ et Zj 

Kijf(zh Zj) = f(zj, Zi)Kij. (1.16) 

Voici quelques-unes de leurs propriétés : 

K% = 1 (1.17a) 

Kij = Kji (1.17b) 

4 = ^ - (1.17c) 

KijKjk = KikKij = KkjKik. (1.17d) 

Dans le but de prouver l'intégrabilité de ce modèle, il est crucial de s'apercevoir que H' 
peut être réécrit en termes d'opérateurs de Dunkl. Les opérateurs de Dunkl sont des 
opérateurs différentiels contenant des opérateurs d'échange. On utilisera les opérateurs 
de Dunkl covariants [19, 28] qu'on définit par 

1 N 

Di = zi-^ + pY/—(l-Kv). ( i - 1 8 ) 
OZi . = i Zij 

Ces opérateurs ne commutent pas entre eux [28] : 

[Di,Dj] = (3(Dj — DijKij (non-commutativité) (1.19a) 

KijDi = DjKij (covariance). (1.19b) 

En termes des opérateurs de Dunkl, l'hamiltonien (1.15) s'écrira comme la somme des 
carrés des opérateurs D% [28] : 

H' = UK(^D^j (1.20) 

où Ue(G) signifie que l'opérateur O est projeté sur un espace invariant sous l 'action de 
e. Cela revient, dans le cas présent, à contraindre les opérateurs de Dunkl à n'agir que 
sur des fonctions symétriques, e.g. 

WKU^J) = 1- (1-21) 

Ayant maintenant écrit l'hamiltonien H' sous une forme plus facilement utilisable, il 
suffira, pour prouver l'intégrabilité du modèle Calogero-Moser-Sutherland, d'une part 



d'introduire l'ensemble des quantités H, i/o 

H(k) = N/, E Df (1.22) 

où / f ( 2 ) = Par la suite, on devra prouver que 

A" 

[H(u), Hm] = [n,, £>f . nK ]T Dj 1 = o 1 < k,l < N. 
(1.23) 

2=1 

Tout d'abord, utilisant la covariance des D% ainsi que la propriété des projections [10] 

[ïlK(Â),nK(B)} = UK([A, B]) si [Kti,A] = [K-j, B] = 0. (1.24) 

on pourra factoriser l'opérateur de projection dans (1.23) pour obtenir 

' N N 

,i=i j=i 
= 0 l<kJ<N. (1.25) 

On peut montrer que cette propriété est satisfaite en s'inspirant d'une preuve semblable 
présentée dans [42]. D'abord, on a 

n - l 

k=0 
n - l 

= YJDk
t(MDJ^Di)Kl,i)Drk-1 

fc=0 
/ n - l 

= P \ D 1 + E Z ' ' 7 ' ' ' " / R " E D?DJ~m I A' 

n - l 

\ fc=l 
= 3(D] - D » ) / f y , 

m=l 
(1.26) 

et donc. 

m—1 

[#(„>, = nK ( E ^ DF] J = N* ( E E DJLD"> W 
m-k-1 

i,j k=0 
m - 1 

h a E E - D^Ki^R"-1 

V i , j fc=0 / 
/ m - 1 

C /m—1 m+n—1\ 

E E E p l ' ^ J 

i j \ f c =0 fc=m / 

,m+n—fc— 1 (1.27) 



Etant donné qu'un commutateur est antisymétrique par rapport à ses deux arguments, 
on doit pouvoir écrire 

Ainsi, on obtient 

/3 l (m~l 

[H{nhH{rn)] = - UK I 2 ^ I 
i,j \k=0 

E -E + E ) " : i ^ n r 
k=n J 

,m-f n—k— 1 ) 
(1.29) 

ce qui prouve que les quantités conservées sont en involution. Enfin, puisque les H(n\ 
sont de la forme 

les quantités conservées sont clairement fonctionnellement indépendantes. On a donc 
montré qu'il existe N quantités conservées, incluant l'hamiltonien, qui commutent entre 
elles et sont fonctionnellement indépendantes, ce qui prouve l'intégrabilité du modèle 
Calogero-Moser-Sutherland trigonométrique. 

Si le modèle Calogero-Moser-Sutherland trigonométrique est intégrable, c'est qu'on 
peut résoudre les équations du mouvement et connaître l'évolution du système, i.e. on 
peut, en principe, connaître les solutions. Par contre, en général, un système intégrable 
peut avoir des solutions très difficiles à trouver, si bien que souvent on ne les connaît 
pas. Dans la prochaine section, on cherchera les solutions, ou états excités du système, 
dans le cas du modèle tCMS. 

1.3 Les fonctions propres du modèle t C M S 

Les résultats de la section précédente permettent de prouver que le modèle Calogero-
Moser-Sutherland trigonométrique est intégrable. On s'intéressera maintenant aux fonc
tions propres de l'hamiltonien, les états excités du système. Ces fonctions sont des po 
lynômes en Zi qui ont la propriété d'être invariants sous l'action du groupe symétrique, 
i.e. ce sont des fonctions symétriques. Il s'agit là d'une conséquence directe de la facto
risation de l'état fondamental dans la construction de l'hamiltonien modifié H' (1.15). 
En fait, l 'étude de la base de la théorie des fonctions symétriques permet de voir le lien 
qui existe entre le modèle tCMS et les polynômes de Jack, des polynômes symétriques 
dépendant rationnellement d'un paramètre. 

v 

H(n) — ^^(zdZj)n + termes d'ordre inférieur en dérivées, 
%=i 

(1.30) 



1.3.1 Les partitions 

Le concept de partition est omniprésent dans la théorie des fonctions symétriques. 
Ainsi, il est pertinent de débuter par un bref survol de la terminologie et des quantités 
qui sont rattachées aux partitions. Cette section et la suivante s'inspirent principalement 
du livre de I. G. Macdonald [33]. 

Une partition est une séquence d'entiers non négatifs ordonnés 

A = ( A i , A 2 , A 3 r . . . , A n ) tels que Xi+l < X2 Vi > 0. (1.31) 

On ne distingue pas les partitions qui ne diffèrent que par le nombre de zéros. La 
longueur de À, / (À) , est le nombre de parties qu'elle contient, i.e. le nombre de \ non 
nuls. La somme des parties est nommée poids de À et est notée |A|. On parle souvent 
des partitions d'un entier n, i.e. l'ensemble des partitions telles que |A| = n. On note 
le nombre d'éléments de cet ensemble p(n) et on aura, par exemple, pour n = 4 cinq 
partitions 

(4) (3 ,1) (2 ,2) ( 2 ,1 ,1 ) ( 1 , 1 , 1 , 1 ) . (1.32) 

On peut connaître le nombre de partitions d'un entier n quelconque à l'aide de la 
fonction génératrice du nombre de partitions 

oo oo 1 

n=0 m=l 

On représente fréquemment les partitions par leur diagramme. Le diagramme de À est 
un ensemble de boîtes tel que la première rangée contient A] boîtes, la deuxième À 2 

boîtes, etc. Par exemple, la figure 1.1 présente le diagramme de la partition ( 5 , 3 , 3 , 1 ) . 
On définit également la partition conjuguée A' dont le diagramme est obtenu en faisant 
une réflexion le long de la diagonale principale du diagramme de A. 

FlG. 1.1 Diagramme de la partition ( 5 , 3 , 3 , 1 ) et de sa partition conjuguée 

A = ( 5 , 3 , 3 , 1 ) A' = ( 4 , 3 , 3 , 1 , 1 ) 

De nombreuses quantités de nature combinatoire peuvent être définies à partir des 



partitions et de leurs diagrammes, parmi celles-là, deux seront utiles 

n(X) = £ ( i - l)Xi = E ( 2 ) ( L 3 4 a ) 
i> l i>\ ^ ' 

2 A = n r , m - (L34b) 
i>\ 

où est la multiplicité de i dans À. Egalement, il s'avérera souvent essentiel d'ordonner 
les partitions entre elles. Pour ce faire, il existe différentes définitions. L'ordre de domi-
nance est l'ordre qu'on considérera ici. On dira que À > fi dans l'ordre de dominance 
si 

A i + A 2 + . . . + A, > //j + fi,2 + ... + fa V i . (1.35) 

L'ordre de dominance est partiel, c'est-à-dire que certaines partitions sont incomparables 
selon cet ordre, par exemple : ( 4 ,3 ,1 ) et ( 5 , 1 , 1 , 1 ) . Cependant, l'ordre de dominance 
est total pour toute partition de poids inférieur ou égal à cinq. 

1.3.2 Les fonctions symétriques 

Les fonctions symétriques sont des polynômes en n variables qui demeurent inva
riants lorsqu'on permute n'importe quelles de leurs variables. On note l'espace de tous 
les polynômes avec coefficients entiers en TV variables Z [ z i , . . . , z^\. Le sous-espace des 
polynômes invariants sous l'action du groupe symétrique, i.e. invariant sous permuta
tion de ses variables, est noté luN = Z [ z i , . . . , zn]Sn • Evidemment, si on note l'espace 
des fonctions symétriques homogènes de degré k E^, on aura : 

£ N = 0 E ^ (1.36a) 
fc>0 

£ ^ £ ^ = £ ^ \ (1.36b) 

Ê v étant un espace vectoriel, tout polynôme de cet espace admet une décomposition 
dans une base d'éléments linéairement indépendants. C'est donc dire (m'en vertu de 
(1.36a), on pourra décomposer tout polynôme symétrique dans une base de polynômes 
symétriques. On va maintenant s'intéresser à certaines de ces bases. 

Tout d 'abord, la base la plus simple est celle des fonctions dites sommes de puissances 
(voir tableau 1.1). Comme leur nom l'indique, il s'agit d'additionner chaque variable 
élevée à une puissance donnée 

N 

p ( r ) ( * l , . = ] T \ [ , pX = P(Ài)P(Aa) • • -P(An)-. ( L 3 7 ) 



où À est une partition. L'ensemble des sommes de puissances p\(zi,..., zN) telles que 
|A| = n forme une base de l'espace des fonctions symétriques de degré n avec coefficients 
rationnels Q [ z i , . . . , zjq\ - En effet, lorsqu'on multiplie plusieurs sommes de puissances 
entre elles, les monômes peuvent avoir des coefficients entiers plus grands que 1 et il 
devient nécessaire d'avoir des coefficients fractionnaires. Par exemple, 

On utilisera également la base des fonctions symétriques monomiales (voir tableau 1.2). 

T a b . 1.1 Sommes de puissances : |À| < 3 en N = 3 variables 

Poids (|A|) A Px(z) 

1 (1) Zi + Z2 + 2 3 

2 (1 ,1 ) 
(2) 

z\ + 1Z\Z2 + 1Z\ 23 + z\ + 2 2 2 ^ 3 + z| 

z\ + z2
2 + 4 

( 1 ,1 ,1 ) 
z\ + 3 2^22 + Szfzs + 3^1 + 6ziz2z3 + 3 z i z | 

+ z | + 3 z | z 3 + 3^22:3 + z| 

3 (2 ,1 ) z\ + 2^22 + + Z\Z\ + 2:f + 2 ! 23 + 2:223 + 2 2 2 | + 2 | 

( 3 ) z\ + 2 | + zf 

Avant de définir celles-ci, on doit d'abord définir un monôme en termes d'une compo
sition d'entiers. Une composition d'entiers a = ( a i , . . . , a n ) G N n est une séquence 
d'entiers qui, contrairement à une partition, n'est pas dans un ordre précis. Un mo
nôme en termes d'une composition est donné par le produit de l'ensemble des variables 
élevées à la puissance correspondante dans la composition 

j* = z?1...z%N. ( 1 . 3 9 ) 

La fonction symétrique monomiale associée à la partition À est la somme sur les per
mutations distinctes des parties de À 

m\(zi,...,ZN)= ^2 ^(-A)-
perm.distinctes 

Par construction, ces polynômes sont clairement symétriques. En fait, il s'agit sim
plement d'additionner à un monôme donné tous les monômes distincts pouvant être 

(1.40) 



T a b . 1.2 - Fonctions symétriques monomiales : \X\ < 3 en N = 3 variables 

Poids (|A|) A mx(z) 

1 (1) z\ + z2 + ^3 

2 
(1 .1) 

(2) 

21*2 + Z i 2 3 + ^2^3 

2 1 + Z2 + 2 3 

3 (2 .1) 

(•i) 

^1^2 + z\z3 + 22^3 + zlz2 + ^ l 2 ! + ^2^3 
z\ + Z\ + Z§ 

obtenus par permutation de ses variables. D'autre part, on remarque qu'il y a un lien 
entre les fonctions symétriques monomiales et les sommes de puissances. On a que 

ni (n) = Pn- (1.41) 

Si au lieu de choisir la fonction symétrique monomiale associée à la partition de poids 
n la plus élevée dans l'ordre de dominance, on choisit la plus basse, on obtient 

mc\n) = e n ; (1.42) 

où la partition ( l n ) est la partition contenant n parties égales à 1 et en(z) est la fonction 
symétrique élémentaire. On définit la fonction symétrique élémentaire comme la somme 
des monômes homogènes de degrés n formés à partir de n des iV variables 

e n ( z i , . . . , zN) E (1.43) 
ii<i2<...<in 

*i€{l,..„tf} 

Puisque les fonctions symétriques font partie d'un espace vectoriel, il est naturel de 
définir un produit scalaire. Celui-ci est défini de telle sorte que les sommes de puissances 
soient orthogonales 

(px,Pfl) =zx6xr (1-44) 

On note qu'il existe une famille de fonctions symétriques bien connue, les fonctions de 
Schur, qui sont orthonormales par rapport au produit scalaire (1.44). On les définit 
comme un quotient de fonctions antisymétriques a\(z\,... , zN) 

sx{zu ...,zN) = - - — (1.45) 
asyzi,..., zN) 

où ô = (N — 1 , . . . . 2 , 1 ,0 ) . La fonction complètement anti-symétrique ax(z) est définie 
de façon analogue à la fonction monomiale symétrique 

ax{zu...,zN)= ^M**). (1-46) 



où TT(U}) = ( — l ) r est la parité de oo et r le nombre minimal de générateurs devant agir 
successivement pour obtenir LU. as est communément appelé déterminant de Vander-
monde. On trouve quelques exemples des premières fonctions de Schur au tableau ( 1 . 3 ) . 
Les notions de base sur les fonctions symétriques de la présente section permettront de 

T a b . 1.3 - Fonctions de Schur : |A| < 3 en N = 3 variables 

Poids (|A|) A * a ( * ) 

1 ( 1 ) ZI + 2 2 + 2 3 

2 
( 1 , 1 ) 

(2) 

2 i 2 2 + 2 i 2 3 + 2 2 2 3 

Z\ + z\ + ZJ + 2 i 2 2 + 2 i 2 3 + 2 2 2 3 

3 

( 1 , 1 : 1 ) 

( 2 , 1 ) 

(3) 

Z\Z2Z3 

z\z2 + zfz3 + Z%Z3 + ZXz\ + ZXZ\ + Z2z\ + 2 2 i 2 2 2 3 

z\ + z\ + z\ + 2 1
2 2 2 + 2 j 2 3 + 2^23 + 2 i 2 ^ + Z\ z\ + Z2Z\ + Z\Z2Z3 

définir d'autres fonctions symétriques plus générales dont les coefficients dépendent de 
paramètres indéterminés. Les premières sont les polynômes de Jack qui feront l 'objet de 
la prochaine section et qui seront très importants dans l'étude des solutions du modèle 
tCMS. 

1.3.3 Les polynômes de Jack 

Les polynômes de Jack J\{z\,.... zN\f3) sont des polynômes symétriques dont les 
coefficients dépendent rationnellement d'un paramètre noté j3. Ils appartiennent donc 
à l'espace Q( /3) [z i , . . . , Z N ] S N et non pas à Z[ZÏ, . . . , ZN]SN comme les fonctions symé
triques de la section précédente. 

Une première définition, de nature combinatoire, caractérise les polynômes de Jack 
comme étant les seuls polynômes qui respectent les deux conditions suivantes : 

J\ = mx + ]jP cv\(f3)mn (triangularité) (1.47a) 

{J\,Jy)p = Q si À ^ / i (orthogonalité) (1 .47b) 

où (, )@ est une généralisation du produit scalaire (1 .44) que l'on définit en termes du 

paramètre (3 

(px-P,l)3 = ôypzxPl(X). (1 .48) 



Dans le cas qui nous concerne, l'intérêt des polynômes de Jack réside dans le fait 
qu'on peut montrer qu'ils sont les seules fonctions propres linéairement indépendantes 
de l'hamiltonien H' [10, 48]. Ainsi, on donnera une deuxième définition, de nature 
physique, des polynômes de Jack : 

H'Jx(z] 1/(3) = exJx(z: 1/(3) (fonction propre de H') (1.49a) 

J\ = mx + 2 Z c A * A ( / ? ) m / i (triangularité) (1.49b) 

où 6 A = Y,MXj+P(N + l - 2j)). 
J 

Les polynômes de Jack Jx(z] 1/(3) pourront donc être définis de façon physique comme 
les seuls polynômes qui sont fonctions propres de H' et qui se décomposent de façon 
triangulaire dans la base des fonctions symétriques monomiales. On remarque que la 
propriété de triangularité fixe la normalisation des polynômes de Jack. On qualifie de 
moniques les polynômes de Jack dont la normalisation est telle que le coefficient du 
plus grand monôme est un. Quelques exemples des polynômes de Jack les plus simples 
exprimés dans la base des fonctions symétriques monomiales sont donnés au tableau 
1.4. On remarquera la triangularité des décompositions qui y sont présentées. 

Fait intéressant, les polynômes de Jack, pour différentes valeurs du paramètre (3, 
se ramènent à différentes bases de l'espace des polynômes symétriques comme l'in
dique le tableau 1.5. Les polynômes de Jack sont eux-mêmes une base de l'espace 
Q(G)[ZI,...,ZN]SN. 

T a b . 1.4 - Polynômes de Jack pour |A| < 3 dans la base des fonctions monomiales 

Poids (|A|) A Jx(z; 1/(3) 

1 (1) m ( 1 ) 

2 (1 ,1) 
(2) 

m ( 12) 
23 

m ( 2 ) + ^ f î m ( 1 2 ) 

( 1 ,1 ,1 ) 171(13) 

3 (2 ,1) m ( 2 , i ) + 2/Hi m ( i 3 ) 

(3) m ( 3 ) + /3+2m(2,l) + ( /m) ( /H2) m ( l 3 ) 



T A B . 1.5 - Limites des polynômes de Jack pour différentes valeurs de /3 

Limite Base correspondante 

0 - 1 
•h(z: l/P) / ? - > 0 mx(z) 

—> oo e\>(z) 

1.3.4 Les polynômes de Jack non symétriques 

Les polynômes de Jack non symétriques, introduits dans [41] et spécialisés au cas des 
algèbres de Lie j 4 J V - i dans [25], sont considérés comme ayant une importance théorique 
aussi grande que les polynômes symétriques. On ne fera pas ici le détail de la théorie 
de ces polynômes, on énoncera plutôt un certain nombre de résultats qui seront utiles 
ultérieurement. 

Il s'avérera donc utile de définir les polynômes de Jack non symétriques, une nouvelle 
famille de polynômes orthogonaux liés aux polynômes de Jack définis à la section 1.3.3. 
Ils sont indicés par des compositions plutôt que des partitions et, par un processus 
de symétrisation approprié, on peut s'en servir pour construire les polynômes de Jack 
usuels. On les définit comme les seules fonctions linéairement indépendantes telles que, 
pour une composition a, on a 

(EaiE^L)p oc <J0 t / i, (1.51) 

où l'ordre entre les compositions est l'ordre de Bruhat, défini comme suit. 

Soit a et 7 deux compositions. On peut remettre ces deux compositions en ordre 
décroissant et ainsi obtenir des partitions que l'on note a+ et 7 + . Ces réarrangements 
sont obtenus en échangeant successivement les éléments des compositions, ainsi, on a 

a+ = waa et 7 + = w 7 7 où w(Xyw1 G SM- (1.52) 

Les décompositions de wa et w1 en des produits de générateurs ne sont pas uniques. 
Cependant, leurs décompositions réduites, celles qui font intervenir le moins de généra
teurs, sont uniques. On dira que a > 7 dans l'ordre de Bruhat si, et seulement si, 

a+ > 7 + dans l'ordre de dominance, ou 

a+ = ^ et wr
a<wr

v (1.53) 

où on entend par wr
a < que la décomposition réduite de wai wr

a) est une sous-séquence 
de w7^. 



Si on additionne l'action de tous les éléments du groupe symétrique sur un polynôme 
de Jack non symétrique Ea+(z;{3), on obtient une combinaison linéaire qui respecte 
la définition des polynômes de Jack usuels et qui, par construction, est symétrique. 
Explicitement, on a [13, 25] 

J a + ( z ; / ? ) o c Y, KuE^(z;0). (1.54) 

Cette approche pour obtenir les polynômes de Jack est très puissante et peut se géné
raliser à d'autres cas que nous considérerons dans les prochains chapitres. Notamment, 
cette méthode fournit une excellente procédure pour trouver l'extension supersymé
trique des polynômes dont la version non symétrique est connue. 



Chapitre 2 

Le modèle tCMS supersymétrique 
(stCMS) 

Dans ce chapitre, nous allons présenter la structure de la généralisation du 
modèle présente au chapitre 1. On ajoutera aux TV variables bosoniques (zi) 
du modèle tCMS TV variables grassmanniennes c'est-à-dire anticom-
mutatives. On construira le modèle de telle sorte qu'il présente N — 2 su
persymétries, i.e. qu'il existe deux charges fermioniques Q qui commutent 
avec l'hamiltonien. On verra comment, à partir d'un certain nombre de 
contraintes, on arrivera à obtenir un modèle qui est l'extension naturelle du 
modèle tCMS, au sens où dans la limite où les variables fermioniques (an-
ticommutatives) sont nulles le modèle se ramène au modèle tCMS. Par la 
suite, on pourra définir les fonctions propres de ce modèle supersymétrique 
comme étant l'extension des polynômes Jack. Le contenu de ce chapitre est 
tiré principalement de [11]. On trouvera dans [9] une bonne introduction à 
la mécanique quantique supersymétrique et dans [47] une introduction à la 
supersymétrie en général. 

2.1 La supersymétrie 

Au chapitre 1, la dynamique quantique des systèmes à N corps a été introduite en 
mettant l'accent sur la notion d'intégrabilité. On présente donc maintenant la notion de 
supersymétrie du point de vue de la dynamique des systèmes à N corps en mentionnant 
particulièrement ce qu'on entend par système intégrable supersymétrique. 



La supersymétrie est une opération de symétrie qui envoie un état bosonique vers 
un état fermionique et vice-versa. Cette transformation est induite par un opérateur 
fermionique, qu'on nomme charge supersymétrique ( Q ) , 

Q\F) = \B)ebQ\B) = \F). (2.1) 

On dira d'un système qu'il est supersymétrique si sa dynamique demeure inchangée 
par une telle transformation, c'est-à-dire que la charge commute avec l'hamiltonien. 
En général, on dira qu'un système dynamique possède Af supersymétries s'il existe J\f 
charges telles que 

QiQj = -QJQl (anticommutativité) (2.2a) 

(Q1)2 = 0 (nilpotence) (2.2b) 

Ql = [Q\H] = 0. (conservation) (2.2c) 

Il est clair que pour qu'un système dynamique soit supersymétrique, il doit incorporer 
des degrés de liberté bosoniques et fermioniques. Conséquemment, la supersymétrie 
reliant des états de spins différents, elle est intrinsèquement une symétrie des systèmes 
quantiques. Pour un système à TV corps, on a 2TV variables bosoniques, i.e. (x,p). Un 
système a TV corps supersymétrique aura, en plus, 2TV variables fermioniques s'ajoutant 
aux 2TV variables bosoniques. Ces degrés de liberté fermioniques seront représentés par 
des variables grassmanniennes (#i ,# j ) . Ils obéissent à une algèbre de Clifford 

{0^0]} = 6,, (2.3) 

où { , } est l 'anticommutateur. Bien sûr, puisqu'il s'agit de variables fermioniques, leurs 
anticommutateurs sont nuls 

{ 0 i ; 0 , } = O et {9\,9)} = Q. (2.4) 

On choisira une représentation différentielle de l'algèbre des variables de Grassmann, 
c'est-à-dire qu'on aura 

»\ - £. (,5) 
Ce choix pour 0\ est naturel, on remarque d'ailleurs qu'il s'agit d'une représentation 
analogue à celle de p en termes de la dérivée par rapport à x. Le fait que les variables de 
Grassmann anticommutent implique qu'elles ne peuvent être présentes qu'à la première 
puissance dans un monôme (Of = 0) . Une autre conséquence est l'équivalence de la 
différentiation et de l'intégration 

q 
dOiOi = .l0"., = 6tj. (2.6) / 

L'ajout de degrés de liberté fermioniques fait en sorte qu'un système intégrable 
supersymétrique n'aura pas que TV quantités conservées, mais bien 2TV. En effet, il faut 
chercher 2TV quantités bosoniques, lesquelles auront 2A r contreparties fermioniques. 



2.2 La construction du modèle stCMS 

En mécanique quantique supersymétrique à une dimension, il est possible de recons
truire le potentiel d'un système intégrable supersymétrique si on connaît son état fonda
mental [9]. Connaissant l'état fondamental du modèle tCMS on pourra ainsi construire 
son extension supersymétrique en imposant quelques contraintes simples. 

On considérera un modèle à j\f = 2 supersymétries dont l'hamiltonien s'écrit 

n = {Q,Q*}. (2.7) 

Cette forme pour l'hamiltonien assure la commutativité d'au moins deux charges su
persymétriques par construction si (Q)2 = (Q^)2 = 0. Afin que les charges respectent 
cette contrainte et sachant que l'on peut écrire l'hamiltonien t C M S sous une forme 
semi-positive (1.11), on propose une forme simple pour les charges [11], 

N . N 

Q = YJ0\Al(x,p), Qt = V>4W)- (2-8) 
i-l i=l 

On doit imposer 

[Ai{x,P),M*>P)\ = [A\(x,p),A](x,p)] = 0 (2.9) 

afin que les charges soient nilpotentes, tel que requis. L'hamiltonien devient donc 

/ N N 

\ t = ] «,7=1 
(2.10) 

Puisqu'on traite ici de systèmes non relativistes, on sait que l'hamiltonien contiendra 
un terme quadratique en p, le terme d'énergie cinétique. Ainsi, on pourra spécifier 
davantage la forme des charges supersymétriques en faisant l 'hypothèse 

Ai(x,p)=pi-i$i(x) (2J1) 

et puisque les Ai et A\ doivent commuter entre eux, on doit avoir 

«I ' , . ' ' ! <>, U V . i . (2-12) 

On appelle W(x) le prépotentiel. L'hamiltonien prend maintenant la forme 

N N 

H ._, Y. (P* + idXiW{x)f + 02
xW(x)) - Y <>ji%,>,,\Vi,). (2.13) 

Le membre de gauche de (2.13) est l'hamiltonien d'un système à N corps dont le po 
tentiel serait donné par ^ ((dXiW(x))2 + 8$W(x)^ On dira donc que (2.13) est une 
extension supersymétrique de ce modèle. 



Le fait de définir l'hamiltonien comme l'anticommutateur de deux charges permet 
d'obtenir deux états fondamentaux donnés par 

Q^o(x) = 0 et Q^0(x) = 0. (2.14) 

Si on définit les vides fermioniques |0) et |0) comme les états contenant respectivement 
aucun et TV fermions, on aura 

t9?
f |0> = 0 et 0i|Ô) = O. (2.15) 

On interprétera 0X et 9] respectivement comme les opérateurs de création et d'annihi
lation des fermions. Ainsi, on pourra écrire simplement les deux états fondamentaux 
comme le produit des états fondamentaux bosonique et fermionique 

i>0(x) = e w ' W |0) et Mx) = e-w^\Ô). (2.16) 

On remarque que si l'état fondamental normalisable d'un système non supersymétrique 
est connu, il suffit de procéder à l'identification 

W(x) = ln(ifoOr)) (2.17) 

afin d'en obtenir l'extension supersymétrique. C'est la méthode qu'on privilégiera ici 
puisque nous connaissons déjà l'état fondamental du modèle tCMS dont on cherche 
l'extension supersymétrique. On aura donc 

W(x) = 0 ^ 1 n | s i n ^ . (2.18) 

Il suffit maintenant de remplacer ce résultat dans (2.13). Pour ce faire, on utilisera les 
résultats intermédiaires suivants 

dXkW{x) = ^Y^cotlXki ( 2 - 1 9 a ) 

dX]dXkW(x) = ( l + c o t 2 (ôjk - ôv) (2.19b) 
i^k 

9 

£ e3e[dXidXtw(x) = _êL ( i + c o t 2 jxjk) eJke)k (2.19c; L 2 

j,k j<k 
BTT2 

L 2 

y ^ w { x ) f = E E c o t l X k > c o t l X k > 
k k \t^k j^k ) 

c o r -xkj + 2 [cot -xkl cot -xkj - [cot -xki - cot -xkj;) c o t - x 

(2.19d) 
/e/j " k<i<j 



En utilisant l'identité 

71 h 
COt —Xki - cot —xkj 

7T 7T 
1 + COt — Xki cot —Xkj 

7T 
tan ~xij^ (2.20) 

on obtient finalement 

s in 2 (7r : ; : r 7 /L ) G 
(2.21 

On peut simplifier ce résultat si on remarque que 

l-0tJ0]J = l-(0,-9J)(dl-dJ) = ^J (2.22) 

où K{j est l'analogue de l'opérateur d'échange mais agissant sur les variables de 
Grassmann. On note qu'il agit indifféremment sur 6l et 6\, c'est-à-dire que 

KiJm,OJ,OLO)) = F{OjA,OU\)*i (2.23) 

Si, de façon analogue au cas non supersymétrique, on fait le changement de variables 
J et qu'on conjugue par l'état fondamental, on obtient l'hamiltonien super-2ixixil L 

symétrique transformé ( W ) 

N 

2=1 
'ij 

KJ y 
(2.24) 

On a donc obtenu l'extension supersymétrique voulue du modèle tCMS. À présent, 
on cherchera à savoir si ce modèle supersymétrique conserve la propriété d'intégrabi-
lité du modèle tCMS. La prochaine section donne une façon directe de généraliser la 
preuve de l'intégrabilité du modèle tCMS au modèle stCMS. Dans la section suivante, 
les solutions de ce modèle seront étudiées, ce qui permettra de définir les notions de 
superpartition et de superpolynôme symétrique, des généralisations des partitions et 
des polynômes symétriques respectivement. 

2.2.1 L'intégrabilité du modèle stCMS 

De façon analogue au cas du modèle tCMS, l'intégrabilité peut être démontrée via 
une extension appropriée du formalisme de Lax [29]. Cependant, comme on l'a fait au 
chapitre 1, on procédera plutôt par la méthode des opérateurs de Dunkl qu'on adaptera 



au cas supersymétrique. De la même façon que pour le modèle tCMS, on définira des 
opérateurs de Dunkl en termes desquels on pourra écrire l'hamiltonien H'. 

Tout d'abord, introduisons un nouvel opérateur d'échange, 

Jdj = Kij <g) Kij = KijKij où [KijjKij] = 0. (2.25) 

L'action de K%j est simplement l'action simultanée de K%3 sur les variables 0X et de 
sur les variables z%. Puisque JCl3 a les mêmes propriétés que les autres opérateurs 

d'échange, i.e. il respecte les axiomes de h algèbre du groupe symétrique, il constitue 
une représentation de S j v - Une telle représentation formée du produit direct de deux 
copies de l'algèbre agissant sur deux sous-espaces est dite représentation coproduit de 
l'algèbre. / C Z J est donc un générateur de SÀ\ dans cette représentation coproduit. On doit 
noter également que ce coproduit est particulier puisque son action est d'échanger les 
variables i et j simultanément dans les deux ensembles de variables et non pas n'importe 
quelle paire de variables indépendamment dans chacun des ensembles. On dira qu'un 
tel coproduit est diagonal. 

On note que si une fonction est invariante sous l'action de / C 2 J , alors l'action de 
Kij est équivalente à l'action de sur celle-ci 

KijKijTjc = => KijFic = KijTfc- (2.26) 

En ternies de la projection sur un espace invariant, telle que définie à la section 1.2.2, 
on écrira 

UK(Kij) = Kij. (2.27) 

On définira également l'hamiltonien HK dans lequel on substitue simplement l'opérateur 
pour 

nK = H f - 2 p J 2 ^ R ( 1 - K I J ) - ( 2 - 2 8 ) 
i<j zv 

On retrouvera alors, en termes de projection, les hamiltoniens stCMS et tCMS 

nK(HK)=H' (2.29a) 

nK {HK) = H'. (2.29b) 

On introduit maintenant de nouveaux opérateurs de Dunkl à partir des opérateurs 
de Dunkl covariants définis précédemment (1.18) 

P e • I ( V a , , V a , ] . (2.30) 
\j<i j>i / 



Ces opérateurs ont, entre autres, la propriété de commuter entre eux. Ainsi, on les 
nomme opérateurs de Dunkl commutatifs. Ils satisfont les propriétés suivantes : 

i^+i — —f3 (algèbre de Hecke dégénérée) (2.31a) 

[DuVj] = 0 (commutativité) (2.31b) 

[D^HK] = 0 (conservation). (2.31c) 

On pourra maintenant écrire l'hamiltonien TLK en termes de ce nouvel opérateur de 
Dunkl 

N f L \ 2 

£ ( A ) 2 = « * + 2 f — ) Eo- (2-32) 
i=i \ n / 

Une simple projection sur l'espace invariant sous l'action de JCij permet donc de retrou
ver l'hamiltonien supersymétrique TL' 

n̂  (e <p*A=h>+2 (ê)2 Eo' (2-33) 

où E0 est l'énergie de l'état fondamental du modèle t C M S (1.11). 

Etant donnée la commutativité des opérateurs Vx et la propriété des projections 
(1.24), on trouve directement les Â  premières quantités conservées du modèles stCMS, 

H(n) = UK (PI)^j > [ « ( » ) . W(m)] = 0 1 < n, m < AT, (2.34) 

où W(2) = Ces quantités sont des généralisations directes des quantités conservées 
H(N) du modèle tCMS (1.22). On peut également définir un deuxième ensemble de quan
tités conservées bosoniques, cette fois en termes d'opérateurs de Dunkl et de variables 
fermioniques, 

r(B) = UK ( £ k„ (E^V?) j 0 < n < A - l . (2.35) 

On peut montrer à l'aide des propriétés des opérateurs de Dunkl covariants et de celles 
des projections que ces quantités commutent entre elles. Ce résultat n'est cependant pas 
trivial, on pourra trouver le détails de la preuve dans [13]. On peut également construire 
2 A quantités conservées fermioniques qui ne commutent cependant pas entre elles : 

Q(n) = Hx: ( Y, (W) ) 0 < n < AT - 1 (2.36a) 
\w€S„ / 

QU = ^ f E ̂  (̂ P«n) J 0 < n < N — 1. (2.36b) 



L'anticommutateur des quantités conservées Qci) et Q j ^ génère rhamiltonien. 

{ Q ( 1 ) ) Q [ 1 } } = H ( 2 ) , . • (2.37) 

celles-ci sont donc les charges supersymétriques du modèle. Évidemment, il est clair 
que cela devait être le cas puisque les charges supersymétriques sont conservées par 
construction. 

2.3 Les fonctions propres du modèle stCMS 

Au chapitre 1, l 'obtention des solutions du modèle t C M S a été facilitée par l'étude 
de la théorie des fonctions symétriques. En transformant l'hamiltonien. il a été pos
sible de faire le rapprochement avec un opérateur dont les fonctions propres sont des 
fonctions symétriques connues. Dans le cas du modèle stCMS, c'est la recherche des 
solutions qui a été l'élément déclencheur et qui a permis de jeter les bases de la théorie 
des superfonctions symétriques [11, 12, 13, 15]. On définira donc de nouvelles quantités, 
les superpolynômes de Jack, des généralisations des polynômes de Jack (1.47). Ces fonc
tions de variables à la fois commutatives et anticommutatives appartiennent à l'espace 
des superfonctions symétriques, des fonctions invariantes sous l'échange simultané des 
variables commutatives entre elles et des variables anticommutatives entre elles. A no
ter, ces fonctions ne sont pas supersymétriques, au sens où elles ne sont pas invariantes 
sous réchange des degrés de liberté bosoniques et fermioniques et vice-versa. Dans la 
foulée, on sera amené à définir le concept de superpartition, analogue au concept de par
tition. On fera également un bref survol de la théorie des superfonctions symétriques de 
façon à être en mesure de présenter une définition claire des superpolynômes de Jack. 

2.3.1 Les superpartitions 

Une superpartition est une séquence d'entiers constituée de deux secteurs, un antisy
métrique (fermionique) et un symétrique (bosonique). Le premier contient une partition 
strictement décroissante et le deuxième contient une partition usuelle telle que définie 
à la section 1.3.1. On notera une superpartition par une lettre grecque majuscule et on 
sépare les deux secteurs par un point-virgule 

A = ( A ] , . . . , A m ; A m + i , . . . , Aw) = ( A a ; As) 

telle que A 7
a > A * + 1 > 0 et A ?

s > A ?
s

+ 1 > 0. (2.38) 



On dira d'une superpartition dont la partie antisymétrique contient m éléments, qu'elle 
appartient au secteur à m fermions et on le notera ainsi : A = m. La longueur de A, 
/ ( A ) , est définie simplement comme le nombre total de parties dans la superpartition, 
i.e. / (A) = A + / ( A ' S ) . Le poids de A, |A|, est défini tout aussi simplement |A| = |Aa| + |As|. 

Le nombre de superpartitions de poids |A| = n appartenant au secteur à m fermions 
est notée Sp(n\rn). On peut facilement trouver la fonction génératrice de Sp(n\m), puis
qu'il s'agit simplement du produit des fonctions génératrices du nombre de partitions 
strictement décroissantes de longueur m et des partitions usuelles de longueur N — m 
exactement, on a donc 

<» / m ( m - l ) / 2 \ / N-m \ 

g S p ( „ | r o K = ( _ _ ) ( _ ) , p . » , 
où (x)m = nr=i(l ~~ x*)~l • Pour obtenir le nombre total de superpartitions pour un 
poids n, Sp(n). on peut sommer l'expression précédente sur toutes les valeurs de m et 
de TV — m, on obtient ainsi 

V>(n)s» = 2 n ( y ^ • ( 2 - 4 0 ) 
n=0 n=l ^ ' 

Bien sûr, pour un poids donné il y a toujours plus de superpartitions que de parti
tions puisque les partitions sont des superpartitions dans le secteur à zéro fermion. On 
retrouve au tableau 2 .1 les superpartitions de poids inférieur à trois. 

T A B . 2 .1 - Superpartitions de poids |A| < 3 pour chaque secteur fermionique 

|A| Sp(\A\) m = 0 rn = 1 m = 2 

0 2 ( 0 ) ( 0 ; 0 ) 

1 4 ( 1 ) ( 0 ; 1 ) ( 1 ; 0 ) ( 1 , 0 ; 0 ) 

2 8 ( 2 ) ( 1 , 1 ) ( 2 ; 0 ) ( 1 ; 1 ) ( 0 ; 2 ) ( 0 ; 1 , 1 ) ( 2 , 0 ; 0 ) ( 1 , 0 : 1 ) 

À chaque superpartition correspond une seule partition A* telle que toutes les parties 
sont remises dans l'ordre et où le point-virgule est éliminé. On définit également la 
partition encerclée C[A] , qui. comme la partition A*, est constituée des parties de A 
remises dans l'ordre, mais où les parties fermioniques sont encerclées. On a, par exemple, 

( 1 , 0 ; 1 , 1 ) - > ( © , 1 , 1 , © ) où on considère ® > i. ( 2 . 4 1 ) 

Tout comme les partitions usuelles, les superpartitions sont souvent représentées par leur 
diagramme. D[A] est le diagramme de la partition A* construit de la façon habituelle, 



FlG. 2.1 - Diagramme de la superpartition A = (3 ,1 , 0; 4, 3, 3,1) 

o 

o 
mais auquel on ajoute un cercle à chaque rangée représentant une partie provenant de 
A a . La figure 2.1 illustre le diagramme de la superpartition (3 ,1 , 0; 4, 3, 3. 1). 

On doit également définir Tordre entre les superpartitions. On pourrait choisir l'ordre 
de dominance comme on l'a fait pour les partitions, mais cet ordre ne convient pas pour 
définir la théorie des superpolynômes symétriques. L'ordre voulu est donné en termes 
de l'ordre de Bruhat sur les compositions d'entiers (voir section 1.3.3). On introduit la 
composition A c , qu'on obtient en remplaçant le point-virgule de A par une virgule. On 
dira alors que A > Q si, et seulement si, A c > FLC dans l'ordre de Bruhat [15]. 

2.3.2 Les superfonctions symétriques 

On entend par superfonction symétrique, une fonction f(z\,..., ZN, 0 I , . . . , 0N) qui 
demeure invariante sous l'échange simultané des variables bosoniques (zz) et des va
riables fermioniques (6l) entre elles. Soit ? ' , une superfonction symétrique, alors 

JCll+lT = K l l + l K l l + l F = T\ 1 < i < N - 1. (2.42) 

Il est important de noter ici que T n'est pas une fonction supersymétrique. Ce qu'on 
entend généralement par fonction supersymétrique est une fonction de deux ensembles 
distincts de variables commutatives {xt} et {YX} qui est invariante sous des permutations 
indépendantes des x% et des Y% entre elles. De plus, une fonction supersymétrique est 
indépendante de T si on pose X\ = Y\ = T [49]. 

Quant à elles, les superfonctions symétriques généralisent les fonctions symétriques, 
mais elles ne sont pas doublement symétriques. C'est à dire qu'elles sont invariantes 
sous des permutations correspondantes des deux ensembles de variables, par exemple, 
Zi <-» Zj simultanément à 0l <-> 0j. On dira donc qu'elles sont invariantes sous l'action du 



coproduit diagonal du groupe symétrique, Sjy (voir section 2.2.1). Également, à la dif
férence des fonctions supersymétriques, une superfonction symétrique est fonction d'un 
ensemble de variables commutatives et d'un ensemble de variables anticommutatives. 
Il est particulièrement intéressant de remarquer que l 'ajout de variables anticommuta
tives force une symétrie mixte des variables bosoniques de façon à ce que la fonction soit 
globalement symétrique. Une superfonction symétrique simple montrant cette propriété 
serait par exemple : 

0i02(z2
lz2-z2

2zl). (2.43) 

De façon analogue aux fonctions symétriques, on note l'espace formé par les superfonc
tions symétriques & S N sÇZ) = . . . , zjy, 0 1 ? . . . , 6m]s" ë . Bien sûr, comme il s'agit 

ç-diag 

de polynômes, si on définit ^ * ^ m ^ ( Z ) comme étant l'espace des superfonctions symé
triques homogènes de degré n dans les variables commutatives et de degré m dans les 
variables anticommutatives, on aura naturellement 

0 <V (2-44) 
n,m>0 

Comme dans le cas des fonctions symétriques, les éléments de £?SN s pourront se décom
poser dans des bases d'éléments linéairement indépendants de l'espace. Entre autres, les 
bases des superfonctions symétriques monomiales, élémentaires et somme de puissances 
sont des généralisations directes des quantités correspondantes dans le cas usuel. 

On définira d'abord les superfonctions symétriques monomiales. De façon analogue 
aux fonctions symétriques, les superfonctions symétriques monomiales seront indicées 
par une superpartition. On les obtient en faisant la somme de tous les monômes de 
degré A dans les variables 0t multipliés par la fonction monomiale antisymétrique 
dans les variables z\ correspondantes et la fonction symétrique monomiale dans les 
variables z3 Dorénavant, afin de simplifier la notation, on écrira /(z.O) plutôt 
que f(zi)..., jzjv, 0 i , . . . , ON)- Explicitement, on a 

mA(z,0) = °im a A « ( ^ i 5 • • •, O m A , ( { z } / { z n i . . . , zm}), (2.45) 
il <i2<...<irn 

{il,...,im}C{l,...,N} 

où a\(z) est la fonction,monomiale antisymétrique définie à la section 1.3.2. On re
marquera que cette définition montre clairement l'antisymétrie des variables z\ indicées 
par les variables du secteur fermionique et la symétrie de celles du secteur bosonique. 
Également, dans le cas où la superpartition appartient au secteur à zéro fermion, il est 
clair que la superfonction symétrique monomiale est simplement la fonction symétrique 
monomiale mAs(z). On retrouve au tableau 2.2 les premières superfonctions symétriques 
monomiales. 



T A B . 2.2 - Superfonctions monomiales pour |A| < 3 en 3 variables 

Poids 

|A| 

Secteur 

Â 

Superpartition 

A 

Superfonction monomiale 

mA(z,6) 

0 1 (0 ;0) 0, + 0 2 + 93 

1 
1 (0 ;1) 

(1 :0) 

Ol (22 + 2 3) + 02(Zi + 2 3) + 93(zx + 2 2) 
#1 Zl + 0 2 2 2 + 6*323 1 

2 (1 .0 ; 0) 0102(2l " 2 2) + 0MZX ~ 2 3) + 0203(22 " 23) 

2 

1 

(0 :1 ,1 ) 

(0 ;2) 

( i ; i ) 
(2 ;0) 

0 l ( 2 2 2 3 ) + 02(2123) + 0 3 ( 2 , 2 2 ) 

^ ( 2 2
2 + 23 2) + 02(2? + 22) + 0 3(2? + 22

2) 
0 l 2 l(2 2 + 2 3) + 6»222(2! + 2 3) + 03ZZ{Zi + Z2) 

91zf + d2z2
2 + e3z2

3 

2 

2 (1 ,0 ; 1) 

(2 ,0 ; 0) 

0 i 0 2 ( 2 i - 2 2 ) 2 3 + 0 i 0 3 ( z i - 2 3 ) 2 2 + 9293(z2 - z3)Zl 

6M% ~ A) + 0103 (2? - Zl) + 0 2 0 3 ( 2 2
2 " Z2) 

La base des superfonctions symétriques élémentaires est une base multiplicative, 
i.e. e\ = C\1 ... e\N. Ainsi, on définira les superfonctions symétriques élémentaires bo 
soniques et fermioniques de façon à généraliser cette propriété dans le cas d'une base 
indicée par une superpartition. On a, 

e n ( 2 ) = Yl zn---z]n (2.46a) 
Jc { i ; . . . , /v} 

# J = n 

N 

ën(z,6) = Y E 0i*h---*U (2-46b) 
i=l Jc{l,...,N}/i 

#J=n 
N 

avec e0{z) = l et ê0((9) = ^ ( 9 f , (2.46c) 
i=l 

où # J désigne la cardinalité du sous-ensemble J. On remarque que la superfonction 
symétrique élémentaire bosonique est simplement la fonction symétrique élémentaire 
définie précédemment (voir section 1.3.2). On peut donc écrire, en termes des superfonc
tions symétriques élémentaires bosoniques et fermioniques, la superfonction symétrique 
élémentaire eA(z,6), 

Â /(A) 

eA(z,0) = l[ëAi H eAj. (2.47) 

Il faut mentionner que, par convention, le produit des quantités anticommutives se fait 
de gauche à droite, c'est-à-dire que chaque terme dans le produit est placé à droite du 



T A B . 2.3 - Superfonctions élémentaires pour |A| < 3 en 3 variables 

Poids Secteur Superpartition Superfonction élémentaires 

|A| Â A 

0 1 (0; 0) 01 + 02 + 03 

1 (0 :1) (Ê1 + ê2 + 93)(Zl + z2 + z3) 

1 
1 

(1 :0) 0i (z2 + z3) + 92(z1 + z3) + E3(ZI + z2) 

2 (1 ,0 ; 0) 0 l (02 + 0 3 ) ( z 2 + 2 3 ) + 0 2 ( 0 1 + 0 3 ) ( Z 1 +Z3) 
+E3{E1 + E2)(ZL + z2) 

(0; 1,1) (01 + 02 + 0a ) (2 i +z2 + z3f 

1 
(0 ;2) (01 + 09 + 0 3 ) ( Z 1 Z 2 + ZXZ3 + Z2Z3) 1 
( i ; i ) ( Z l +Z2 + Z3) [0] ( 2 2 + 2 3 ) + 0 2 ( 2 ! + Z3) + 0 3 ( 2 j + 2 2 ) ] 

2 (2 ;0 ) 0 l 2 2 2 3 + 0 2 2 l 2 3 + 0 3 2 i 2 2 

2 
(1 ,0 ; 1) 

(2 ,0 ;0 ) 

( 2 1 + 22 + 2 3 ) [ 0 i ( 0 2 + 0 3 ) ( 2 2 + 23 ) 

+ 0 2 ( 0 1 + 0 3 ) ( 2 l + 2 3 ) + 0 3(01 + 0 2 ) ( 2 l + 2 2 ) ] 

01 ( 0 2 + 0 3 ) 2 2 2 3 + 0 2 ( 0 i + 93)ZlZ3 + 0 3 ( 0 1 + 02)ziz2 

La dernière base qu'on considérera ici, la base des superfonctions symétriques sommes 
de puissances, est également une base multiplicative. On introduira donc les sommes de 
puissances fermioniques et bosoniques, 

N 

Pn(z) = Y $ 
2=1 

N 

pn(z,E) = Y > 2 ? 
i= l 

N 

où p0(z) = 0 et p0(z, 0) = Y^6j 

Encore une fois, on remarque que la superfonction somme de puissances bosonique 
est en fait la nième fonction somme de puissance usuelle (voir section 1.3.2). On peut 

(2.49a) 

(2.49b) 

(2.49c) 

précédent. Avec cette définition, on obtient une généralisation naturelle du lien entre 
les fonctions symétriques monomiales et élémentaires, 

en(z) = m ( i n ) et ë n ( z , 0) = m ( 0 ; i n ) . (2.48) 

On retrouve au tableau 2.3 les premières superfonctions symétriques élémentaires. 



maintenant définir la superfonction somme de puissances p\(z, 0). On a 

Â /(A) 

PA(z,0) = l[pAi II ? V ( 2 ' 5 ° ) 
»=1 j = A + l 

On retrouve, encore une fois, les relations entre les sommes de puissances et les fonctions 
symétriques monomiales qui se généralisent aux superfonctions 

m(n) =Pn et m ( n ; 0 ) = pn. (2.51) 

Des exemples des premières superfonctions sommes de puissances se retrouvent au ta
bleau 2.4. 

T A B . 2.4 Superfonctions sommes de puissances pour |A| < 3 en 3 variables 

Poids Secteur Superpartition Superfonction somme de puissances 

|A| A A PA(Z,0) 

0 1 (0 ;0) 0 

1 ( 0 ; i ) (0i+02 + O3)(z1 + z2 + z3) 
1 

1 
( i ; 0 ) 0 

2 (1 ,0 ; 0) 0 

(0; 1,1) {01+62-r63)(z1 + z2 + z3)2 

1 
(0 ;2) 

( i ; i ) 

(0l+ 62 + 63)(z2 + z2 + z2) 

(0lZl + 02z2 + 03z3)(Zl + z2 + z3) 
2 (2 ;0) 0 

2 
(1 ,0 ; 1) 

(2 ,0 ;0 ) 

[OMz, - z2) + E2O3(z2 - z3) 

+ 0 i 0 3 ( 2 i ~ z3)}(Zl + z2^t z3) 

0 

Enfin, les superfonctions symétriques, faisant intervenir le concept central de super
partition, sont des extensions naturelles des fonctions symétriques. En effet, les bases de 
l'espace des superfonctions symétriques présentées ici sont des généralisations directes 
de leurs contreparties dans le cas usuel et les liens entre elles se généralisent directe
ment. D'autre part, de nombreuses relations combinatoires ainsi que d'autres familles 
de polynômes, e.g. les polynômes de Jack, ont des extensions directes dans le cadre du 
formalisme des superfonctions symétriques. Les superpolynômes de Jack font d'ailleurs 
l 'objet de la prochaine section. 



2.3.3 Les superpolynômes de Jack 

Les superpolynômes de Jack apparaissent naturellement dans l'étude de l'extension 
supersymétrique du modèle tCMS. Ces polynômes sont les seules fonctions propres li
néairement indépendantes de l'hamiltonien 7i' (2.24). Comme dans le cas des polynômes 
de Jack, il n'y a pas qu'une seule façon de définir les superpolynômes de Jack. Il y aura, 
encore une fois, une définition physique et une définition combinatoire. 

La première définition qu'on donnera ici est une généralisation directe de la définition 
combinatoire des polynômes de Jack (1.47). Les quantités du cas non supersymétrique 
sont simplement remplacées par les quantités appropriées dans le superespace. Les su
perpolynômes de Jack sont les seules superfonctions linéairement indépendantes telles 
que [13] 

Ja = m A + ^2 cnh{f3)mA 

Ç}<A 

(Ja, Jn)/3 oc ôA:q 

où le produit scalaire (, }p est défini comme 

(pA,Pn)/j = 2A/?-'(A)Vn- (2-53) 

z\ est défini de façon analogue à Z\ (1.34) mais où X est remplacé par As 

zA = zAs = Y[imimiL (2.54) 
i 

La deuxième définition est de nature physique et fait donc intervenir les quantités 
conservées du modèle stCMS, dont l'hamiltonien. On dira que les superpolynômes de 
Jack sont les seules superfonctions linéairement indépendantes telles que [13] 

H(2)Ja = £\Ja, Z(i)Ja = u\Jh et J A = mA + ^ cQA(P)mA, (2.55) 
f2<A 

où 7-1.(2) et X(!) ont été définis précédemment aux équations (2.34) et (2.35). Les valeurs 
propres peuvent être calculées explicitement, cependant, leurs formes étant compliquées, 
on ne les écrira pas ici (voir [13]). Le tableau 2.5 rassemble les premiers polynômes de 
Jack exprimés dans la base des superfonctions monomiales. 

Tel que mentionné à la fin du chapitre 1, la connaissance des polynômes de Jack 
non symétriques permet une construction alternative directe des superpolynômes de 
Jack. En effet, il est clair qu'en multipliant un polynôme de Jack non symétrique par 

(triangularité) (2.52a) 

(orthogonalité), (2.52b) 



T A B . 2.5 Superpolynômes de Jack pour |A| < 3 dans la base des superfonctions mo
nomiales 

Poids Secteur Superpartition Superpolynômes de Jack 

|A| Â A JA(Z,0) 

0 1 (0 ;0) ™(0;0) 

1 (0 :1 ) ^(0;1) 

1 
1 

( i ; 0 ) 8 
m ( l ; 0 ) + T_7S7jM(0;l) 

2 (1 .0 :0 ) m ( l , 0 ; 0 ) 

( 0 ;1 ,1 ) m ( 0 ; l , l ) 

1 (1 :1) 28 
m ( i ; i ) + iê+ï m (0 ; i , i ) 

2 

1 
(0 ;2) 

(2 ;0) 

m ( 0 ; 2 ) + ^ ï ^ ( l ; l ) + ^ T m ( 0 ; l , l ) 
8 28 2/32 

m{2]o) + / + 2 m ( 0 ; 2 ) + / 3 + 2 m ( i ; i ) + ^+i)V2)m(0;i-i) 2 (1 ,0 ; 1) m ( l , 0 ; l ) 2 
( 2 ,0 ;0 ) m ( 2 , 0 ; 0 ) + / j+ ï m ( l , 0 ; l ) 

un monôme de variables grassmanniennes de longueur A, on peut symétriser à l'aide 
du coproduit diagonal du groupe symétrique JCa pour obtenir une base de & S N g . En 
appliquant le processus de symétrisation, on obtient l'expression des superpolynômes 
de Jack en termes des polynômes de Jack non symétriques [13] 

/ _ i \m(ra-l)/2 

JA{z,O;l/0) = K- Y, ^ i . . . « m £ ? ( ( A . ) « ( A ^ ) ( ^ l / i 8 ) - ( 2 - 5 6 ) 

La composition (X)R est obtenue en écrivant À dans l'ordre inverse et fA* est une 
constante donnée par 

h-=Y[mi\ (2.57) 
i 

avec rrii la multiplicité de i dans A s . On peut montrer que, pour toute superpartition 
A, cette construction mène exactement aux superpolynômes de Jack définis par (2.5) 
[13]. Ainsi, tel qu'annoncé à la fin du chapitre 1, la connaissance des polynômes de Jack 
non symétriques permet une construction directe des superpolynômes de Jack via une 
symétrisation appropriée. 

Dans les sections précédentes, on a obtenu une généralisation supersymétrique des 
modèles Calogero-Moser-Sutherland. On a donc un modèle quantique et supersymé
trique de N particules interagissant entre elles pour lequel on connaît toutes les so
lutions exactement. A présent, il est raisonnable de se demander s'il n'existe pas un 
système intégrable qui incorporerait également l'invariance relativiste. En effet, l'in
térêt de trouver un tel modèle réside dans le fait que, désormais, il est entendu que 



l'interaction entre particules élémentaires, spécialement à de hautes énergies, respecte 
toujours l'invariance relativiste. On s'attarde donc, au chapitre suivant, au modèle de 
Ruijsenaars-Schneider, une généralisation dite relativiste des modèles CMS. L'approche 
consistant à trouver une version supersymétrique de ce modèle d'une manière analogue 
à celle qui a permis d'obtenir le modèle stCMS est sans doute la plus prometteuse. 



Chapitre 3 

Le modèle de Ruijsenaars-Schneider 

Le modèle Ruijsenaars-Schneider [44 , 4 5 ] forme une généralisation à un para
mètre des modèles CMS et en particulier du modèle tCMS étudié au chapitre 
1. On dira qu'il s'agit d'une extension relativiste des modèles CMS puisque, 
entre autres, il intègre un opérateur de « b o o s t » qui génère les transforma
tions de Lorentz en plus du générateur des translations habituel. Ces deux 
opérateurs et l'hamiltonien réalisent ensemble l'algèbre de Lie du groupe 
de Poincaré, le groupe de symétrie de l'espace de Minkowski. Ce modèle, 
formulé classiquement au départ, peut être quantifié. C'est ce processus de 
quantification ainsi que le modèle résultant dont on traitera principalement. 
Pour ce faire, il sera d'abord utile d'introduire brièvement les quantités as
sociées au modèle RS classique. Dès lors, on procédera à la quantification, 
pour ensuite étudier la limite qui relie le modèle RS et les modèles CMS 
ainsi que leurs fonctions propres respectives. Dans cette optique, une sec
tion sera réservée à l 'introduction des polynômes de Macdonald qui, comme 
on le verra, sont reliés aux fonctions propres du modèle RS. 



3.1 Le modèle de RS classique 

Classiquement, la dynamique des particules du modèle Ruijsenaars-Schneider est 
générée par les trois opérateurs H, P et B : 

N 

H = m c 2 ^ c o s h 7 2 J J ( 3 . 1 a ) 
i=i j^i 

N 

P = mcY, s inh ( 7 , ) J] /((£,), (3.1b) 

i=l j^i 

1 N 

B = —J2qi (3.1c) 

où 7 ? : = s i n h ^ ^ / m c ) est la rapidité de la particule i et = mcx^ c o s h ^ ) est sa 
coordonnée canoniquement conjuguée. ( ^ , 7 Z ) sont les coordonnées naturelles pour dé
crire la dynamique du système, cependant, on préférera réécrire le tout en termes de 
7 i = m c ^ et ^ = qi/mc. De cette façon, les coordonnées ( g i , 7 z ) ont respectivement les 
dimensions d'une position et d'une quantité de mouvement, ce qui rendra la limite non 
relativiste plus directe, /(mcqij) est ici la fonction potentielle du système. Dans le cas 
de TV particules relativistes libres, i.e. f(mcqi3) = 1, on voit aisément que H, P et B 
forment l'algèbre de Poincaré : 

{H,P} = Q, {H,B} = P, {P,B} = H/c2. (3.2) 

On peut montrer qu'afin de préserver l'invariance relativiste pour une fonction poten
tielle f(mcqij) paire, la contrainte { i / , P} = 0 impose l'équation fonctionnelle [44] 

N 

Y,dj
1[[f2(mcqij) = 0. (3.3) 

Cette équation est satisfaite pour tout N si f2(mcqij) a la forme suivante : 

f2(rncqij) = a + bp(mcqiju^) a,b E C. (3-4) 

On choisira les constantes a et b de façon à rendre le lien plus évident avec le modèle 
quantique, 

f2(mcqij) = A2^i){p(/i\ujuuj2) - p(mcqij\uji,u2)\ /i G C (3.5) 

où la fonction A de Weierstrass est définie par (1.8). De cette façon, les limites de 
p{mcqij\(JJI,0J2) seront les cas particuliers rationnel (I) , hyperbolique (II) et trigonomé
trique (III); comme dans le cas des modèles CMS. Dans ces cas, /(mcq^) prend donc 



les formes suivantes [27] : 

f(mcqi 

I 

I I 

I I I 

(•• 
1/2 

(mcqij)2 

sinh 2 v[i 

sin" vfi 

1/2 

CJi = OO, Ĉ 2 = ZOO, 

CJi = OO, UJ2 = Z7r/2z/, 
sinh (umcqij) 

• 2 \ l / 2 
2,LT..a ) = o; 2 = z o o . 

(3.6) 

sin^(umcqij) J 

Afin de prouver que ce système est intégrable, Ruijsenaars et Schneider introduisent 
27V quantités : 

Si ] T exp L^-N/me J] 
{1...N) \iei / iei 

f (mcqij), l < A - < A\ 
IC{1...N} 

#/=* 
et S'a--k-N SkSjy1 0 < k < N. où a 1. 

(3.7a) 

(3.7b) 

La dernière relation montre qu'en fait, seules TV des 27V quantités sont indépendantes. 
Puisqu'on peut réécrire H et P en termes des Sk comme suit : 

H = (S1 + S-1)/2 P = ( 5 1 - 5 _ 1 ) / 2 , (3.8) 

la preuve de l'intégrabilité repose sur l'involutivité des 5^ i.e., {SklSi} = 0, ainsi que 
sur leur indépendance fonctionnelle. L'indépendance des Sk est une conséquence directe 
du fait qu'elles sont toutes de degrés différents dans les rapidités. L'involutivité, quant à 
elle, peut être prouvée en montrant que les Sk sont dépendantes d'un autre ensemble de 
quantités, les Hkl telles que Hk = |Tr (L f c ) , où L est une matrice hermitique TVxTV. Cette 
procédure revient en fait à utiliser la méthode de Lax [29], ce qui n'est pas l 'approche 
privilégiée dans ce mémoire, conformément à ce qui a été mentionné précédemment. 
En fait, l 'accent étant mis sur les systèmes intégrables quantiques, on montrera dans 
la prochaine section qu'il existe une quantification du modèle RS dont l'intégrabilité a 
comme corollaire l'intégrabilité du modèle classique. 

3.2 Le modèle de RS quantique 

On s'affairera maintenant à construire une quantification du modèle RS de telle sorte 
que l'invariance relativiste soit préservée et que les intégrales du mouvement quantifiées 
commutent entre elles. Afin d'obtenir un modèle quantique convenable, les opérateurs 
impliqués devront également être hermitiques. Suivant la procédure de quantification 
canonique, on fait les remplacements suivants (les quantités avec un accent circonflexe 
sont les quantités quantifiées) : 

7 , J = C.N et {.}^iu (3.9) 



On introduit ensuite un ansatz pour la forme des quantités conservées quantiques [45], 

Sk = HHrncqjiY^exp L^ii/mç\ \\h{mcqtJ)^2 (3.10) 
IC{\...N] iei \ iei J iei 

#I=k 30 30 

où h(mcqij) est une fonction méromorphique. On remarque que, dans la limite classique 
(h —» 0) , à partir des intégrales' Sk quantiques on retrouve les intégrales Sk classiques 
(3.7a), tel que requis. La factorisation de f(mcqîj) en h(mcqij)1^2 et h(rncqji)1^2, per
met de définir des Sk hermitiques en prenant h(mcqij) = h(mcqji). Pour conserver 
l'intégrabilité dans le passage vers le modèle quantique, il est impératif qu'il existe un 
h(mcqij) tel que [S*, Si] = 0. On peut montrer que cette contrainte mène à l'équation 
fonctionnelle suivante pour h(mcqij) [45] : 

/ \ 
jQ h(mcqji)h(mcqij — ih/mc) — h(mcqlj)h{mcqji — ih/mc 

z{i...N} \ tel iei 
#i=k \j0 ji1 

V 7 V > 1 , V/c G { 1 . . . 7 V } . 

0 (3.11 

Également, il faut que la contrainte de commutativité soit équivalente à la contrainte 
d'involutivité dans la limite classique. Cela est en effet le cas, puisque exp (J2IEI LI/MC) 

est le produit des générateurs de translation de tous les ^ . On pourra donc, dans la 
limite classique, réécrire (3.11) de la façon suivante : 

E ((•-êE£)-( i + ££s))n««*w«'** , 3 1 2 ) 

IC{I...N} \\ iei Hl/ \ tel HlI J iei 
#/=*; 30 

Ainsi, au premier ordre en h, (3.11) devient 

YL ( ) Il HMCQIJ)HMCQJI) = °-
n...N) \iei ™J tel 

(3.13) 
IC{l...N} 

#I=k 30 

En se restreignant à k = 1 et en posant f2{rncql2
:) = h(m,cqlj)h(mcqji), on obtient 

directement l'équation fonctionnelle (3.3). Cela implique également que l'on doit avoir 

h{mcqlj)h{mcqji) = a + bp(mcqij\(jj\,uJ2). (3-14) 

L'existence d'une quantification du modèle RS classique nécessite l'existence d'une fonc
tion h{mcqtj) qui respecte la dernière relation ainsi que (3.11). On peut montrer que 

h(mcqij) = a { m ^ M e C ( 3 . 1 5 ) 
aymcq 



satisfait ces conditions. En fait, avec la relation 

g{x + fj,)g(x - il) 
= p(/x C J I , ^ ) - p x w i , w 2 l (3.16) 

(3.15) et f2(mcqij) = h(mcqij)h(mçqji), on retrouve immédiatement (3.5). De plus, on 
choisit \i purement imaginaire (/i —> z|/i| = ig), ce qui implique que /i(racq^) = h(mcqji) 
puisque la fonction a est impaire. 

Exactement comme dans le cas classique, on peut maintenant écrire H et P en 
termes des intégrales du mouvement Sk '• 

m,c2 - - me -
H=—(S, + S^), P = T ( 5 I - 5 _ 1 ) , (3.17) 

tandis que B s'écrit de la même façon qu'auparavant, c'est-à-dire B = —fn^2i==1qi. 
Avec le choix de /i imaginaire, il est clair que ces opérateurs sont hermitiques, puisque 
les Sk le sont. De plus, ils forment toujours l'algèbre de Poincaré, mais où le crochet de 
Poisson est remplacé par le commutateur. Puisque l 'indépendance fonctionnelle des Sk 
suit d'un argument identique à celui du cas classique, on a donc démontré l'intégrabilité 
du modèle RS quantique. 

Si dans la limite classique toutes les quantités quantiques se ramènent aux quantités 
classiques, l'intégrabilité classique sera un corollaire de l'intégrabilité quantique. Puisque 
de (3.11) on obtient (3.3) et que l i m ^ o Sk = Sk, il est clair que H. P,B —» H, P, B, et 
qu'ainsi l'intégrabilité du modèle RS classique est prouvée. Il s'agit du résultat annoncé 
à la fin de la section précédente. 

3.3 Le modèle RS quantique trigonométrique (tRS) 

On spécialisera maintenant les résultats de la section précédente au cas trigonomé
trique. De cette façon, il sera possible de faire le lien avec le modèle tCMS et d'étudier 
les fonctions propres qui seront liées à une généralisation des polynômes de Jack, les 
polynômes de Macdonald. 

Dans le cas trigonométrique, la fonction h(rncqtJ) prend la forme suivante 

Bm (h(mcqij))=Sinu{qij + i 9 / m C \ (3.18) 
LJI=TT/2U sin vqij 
uj2—ioo 

où on a utilisé la propriété suivante de la fonction a 

a(ax\uji,uj2) — CÏ<J(X\UJI/G. ûA*)- (3.19) 



Ainsi, l'hamiltonien est donné via (3.17) et (3.10) par 

Htn9 = E (w(«y)«*P ( ^ ) Wifa) + ^ ( < f o ) e x p ( - ^ ) t̂ (%)) , (3.20a) 

. . - n - / s i n v(qn + iq/mc) \ 
OÙ Wi(qij = n — — — - — - • 3 - 2 ° b 

3.3.1 La limite non relativiste 

On veut faire le lien entre le modèle tRS et le modèle tCMS. Ces deux modèles 
doivent être équivalents dans la limite c —> oo , la limite non relativiste. On obtiendra 
cette correspondance en prenant la série de Taylor des exponentielles et de W(qtj) et en 
prenant soin de soustraire la contribution de l'énergie de masse des particules, Nmc2. 
De façon à simplifier le calcul, on va commuter l'exponentielle du premier terme à droite 
et celle du deuxième à gauche. Ainsi, l 'hamiltonien pourra être écrit en termes des deux 
développements en séries suivants : 

exp(±±)^l±± + l ( ± ) 2 + ... (3.21) 
\ me J me 2! \mc J 

WM, - IN/NUW^) - II ( l + 4 ë # ^ ) + • • •) ' ^ 

où les relations (1.8) ont été utilisées pour parvenir au deuxième développement. Lorsque 
l'on multiplie ces séries pour obtenir le terme à l'intérieur de la somme de (3.20a), les 
termes d'ordre c~l s'annulent et il ne reste que des termes d'ordre c° et c~2. Enfin, on 
obtient 

9(9 -ft) -V 

\ M C J ~^ me2 s i n (yq%j) 
Nmc' 

dql J m j^T S I N (/YR^) 

Le facteur v a les dimensions inverses d'une longueur, on le choisira égal à TT/L. On 
remarque que la constante de couplage 0 a des dimensions d'énergie si g a les dimensions 
d'une action et que ses valeurs sont contraintes par 0 > —h2/4m, la même contrainte 
que l'on avait imposée dans notre traitement du modèle tCMS (voir section 1.2.1). Si 
on choisit les imités telles que h = m = 1, on trouve 

lim (Htrtg - Nmc2) = - f ( f V + £ * (3.24) 



ce qui est exactement l'hamiltonien du modèle tCMS tel que donné à l'équation (1.9). 

A l'aide des mêmes développements en séries (3.21), on peut facilement montrer que 
P a pour limite non relativiste l'opérateur P du modèle tCMS. Seuls les termes d'ordre 
c~l contribuent à la limite et on a directement 

N g 
lim P = -ihS^—, (3.25) 

c ^ o o ^ dqi 

ce qui est bien le générateur de translation usuel. Quant à lui, l'opérateur B n'est bien 
entendu défini que dans un contexte de mécanique relativiste. 

Ayant maintenant bien établi le lien entre les modèles CMS et RS trigonométriques, 
on s'intéressera aux fonctions propres de ce dernier modèle. On doit s'attendre à ce 
que les fonctions propres du modèle tRS généralisent les polynômes de Jack et qu'elles 
soient liées à ceux-ci dans la même limite que les hamiltoniens. 

3.4 Les fonctions propres du modèle tRS 

Comme dans le cas du modèle tCMS, la façon la plus directe de trouver les fonc
tions propres de l'hamiltonien HtTlg (3.20a) est de le transformer de façon à l'écrire en 
termes d'opérateurs dont les fonctions propres sont connues. C'est de cette façon qu'on 
pourra montrer que les fonctions propres du modèles tRS sont reliées à des fonctions 
symétriques bien connues, les polynômes de Macdonald. On s'attardera d'abord à la 
définition des polynômes de Macdonald ainsi qu'à quelques-unes de leurs propriétés qui 
seront utiles. 

3.4.1 Les polynômes de Macdonald 

Les polynômes de Macdonald sont des fonctions symétriques qui dépendent ration
nellement de deux paramètres. Ils sont introduits et étudiés en détails dans [33]. On se 
contentera ici d'une description sommaire de leurs propriétés. 

Les polynômes de Macdonald, notés P\(p, t), appartiennent à l'espace Q(p , t)[z\,..., zN] 
des polynômes symétriques en N variables dont les coefficients sont des fonctions ra
tionnelles de p et de t. Ils sont définis comme étant les seuls polynômes symétriques 



linéairement indépendants qui possèdent les propriétés suivantes : 

P\{p, t) = rnx + 22 V*»(P> f-)mn (triangularité) (3.26a) 

(P\, Pp)P,t = 0 si A ^ / i (orthogonalité). (3.26b) 

Ici, (, ) P i t est un produit scalaire défini de telle sorte que les sommes de puissances soient 
orthogonales 

(P\,P»)p,t = SxpZx [I - - . . (3.27) 
i=i 

Avec le produit scalaire ainsi défini, on remarque que, dans la limite p = t, on retrouve 
le produit scalaire (1.44). Puisque les fonctions de Schur se décomposent de façon trian
gulaire dans la base des monômes, les polynômes de Macdonald se ramènent donc aux 
fonctions de Schur dans la limite p — t. Egalement, si on pose p = ta et qu'on prend la 
limite t —» 1, on obtient 

\~_\x- - *
 a

 P ° u r A * ^ L ( 3 - 2 8 ) 

Dans cette limite on retrouve donc le produit scalaire (1.48). Ainsi, les polynômes de 

Macdonald ont comme limite les polynômes de Jack lorsqu'on pose p = ta et qu'on fait 

tendre t —• 1. 

Les polynômes de Macdonald sont les fonctions propres simultanées d'un ensemble 
d'opérateurs 

D r N = J2 tr(r-l)/2Uf^I\T^ ±<r<N, (3.29) 
/ c { i , . . . ,v } iei 1 i tel 

#I=r 30 

les opérateurs de Macdonald. Dans l'expression précédente, rPiZi est l'opérateur de dila
tation dont l 'action est de multiplier la variable Zi par p 

TPlZif(zi,...,zN) = f(zi,...\pZi,...,zN). (3.30) 

Ainsi, s'il est possible de réécrire l'hamiltonien tRS en termes des opérateurs de 
Macdonald, on pourra déterminer que les solutions sont proportionnelles aux polynômes 
de Macdonald. 

3.4.2 Le modèle tRS et les polynômes de Macdonald 

Afin d'obtenir les fonctions propres du modèle tRS et d'établir le lien entre celles-
ci et les polynômes de Macdonald, on considère d'abord les intégrales du mouvement 

file:///~_/x-


quantiques Sk dans le cas trigonométrique,i.e. 

§ y T T ~ i9/mc) \ 1 / 2 ( y f \ r r f g i n „ f o + ig/mc) ^ 1 / 2 

#I=k 30 30 

(3.31) 
Si on effectue les changements de paramètres p = e

- 2 z V m c , t = p9 et le changement de 
variables. = e 2 u t q j pour ensuite conjuguer le résultat précédent avec 

A = TT (3.32) 

où (a ; g)oo = T[iio(̂  — a0*)j o n obtient alors [26] 

tZi — z 

-{1...N} iei 
#I=k 30 

/ c { i . . . 7 V } iei Z% "J iei 

Ainsi, on pourra réécrire les intégrales du mouvement S'k en fonction des opérateurs de 
Macdonald comme suit 

S'k = r k { N - l ) , 2 D k
N ( V l t ) . (3.34) 

L'hamiltonien du modèle RS quantique s'écrivant en termes des Sk, l'hamiltonien conju
gué s'écrira en termes des opérateurs de Macdonald également. Après réarrange
ment, on trouve 

^ s = A - 1 / 2 ^ R S A 1 / 2 = m c 2 r ^ - 1 ) / 2
J D ] v ( 1 D , 0 - (3-35) 

Comme les opérateurs de Macdonald sont simultanément diagonalisés par les polynômes 
de Macdonald P\(p,t), on aura 

H'RSPx(p,t) = mc2t^N-^2ex(p,t)Px(P,t), (3.36) 

où la valeur propre e\(p, t) peut être trouvée dans [33]. Enfin, puisque l'hamiltonien tRS, 
comme dans le cas tCMS, peut être réécrit en termes d'un opérateur dont les fonctions 
propres sont connues grâce à la théorie des fonctions symétriques, toutes les solutions 
du modèle sont désormais connues. 

Dès lors, le modèle tRS est complètement résolu et on sait que ses solutions s'écrivent 
en termes de généralisations des solutions du modèle tCMS. Il y a donc lieu de se 
demander s'il existe également une extension supersymétrique au modèle tRS comme 
c'est le cas pour le modèle tCMS. L'exploration de cette possibilité est le sujet du dernier 
chapitre. Ce chapitre forme le coeur du travail qui a été entrepris. 



Chapitre 4 

Le modèle de Ruijsenaars-Schneider 

On présentera, au cours de ce chapitre, les progrès vers l 'obtention d'une 
version supersymétrique du modèle de Ruijsenaars-Schneider ainsi que les 
obstacles qui ont empêché de résoudre complètement ce problème complexe. 
On commencera par discuter de l 'approche qui consiste à obtenir des charges 
supersymétriques nilpotentes pour le modèle RS, une démarche analogue à 
celle employée au chapitre 2. O n verra pourquoi cette démarche n'a pas 
connu de succès pour ensuite explorer la seconde approche de supersymé-
trisation, celle faisant intervenir la théorie des polynômes non symétriques. 
On introduira une méthode pour obtenir les superpolynômes de Macdo
nald moyennant la connaissance du coproduit de l'algèbre de Hecke. Un tel 
coproduit n'étant pas connu pour un nombre arbitraire d'éléments, on étu
diera les cas à deux et trois variables du modèle de Ruijsenaars-Schneider 
supersymétrique. 

4.1 L'approche usuelle de supersymétrisation 

Au chapitre 2, on a obtenu une version supersymétrique du modèle tCMS en sup
posant l'existence de charges supersymétriques de la forme 

N N 

(4.1) 

(4.2) 



On cherchera donc à écrire l'hamiltonien RS quantique sous une forme semi-positive. 
Si on définit les opérateurs 

Ai = VVl(qlJ)exp(-fl/2mc) - Wî(qlJ)exp(-jl/2m,c) (4.3a) 

A\ = exp(-7i/2mc)Wi(qij) - exp(-fi/2mc)Wi(qij)1 (4.3b) 

où Wi(qij) est définie à la section 3.3.1, on pourra écrire l'hamiltonien RS sous une 
forme semi-positive 

Htrig=^ls2AiAl + 2cosh(G/MCU. (4.4) 

Pour pouvoir procéder comme dans le cas du modèle tCMS, il faut que les charges 
supersymétriques soient nilpotentes, ce qui requiert 

A-Aj-IA]. :{]]=(). ' (4.5) 

Malheureusement, comme on peut le vérifier, les opérateurs définis par (4.3) ne res
pectent pas cette propriété. Il faut donc se tourner vers une autre approche de super-
symétrisation du modèle de Ruijsenaars-Schneider. La prochaine section explore une 
possibilité faisant intervenir les notions qui ont été vues dans les chapitres précédents 
sur les polynômes non symétriques. Cette approche vise à obtenir une version super
symétrique de l'hamiltonien RS à l'aide de la supersymétrisation des polynômes de 
Macdonald non symétriques, tel que suggéré dans [18]. 

4.2 L'approche par symétrisation des polynômes non 
symétriques 

Afin de supersymétriser le modèle de Ruijsenaars-Schneider, on cherchera à utiliser 
le fait qu'on connaît les solutions de ce dernier, les polynômes de Macdonald, et qu'on 
connaît les polynômes de Macdonald non symétriques [8]. En effet, comme pour les 
superpolynômes de Jack, un processus de symétrisation approprié permettrait, en prin
cipe, de construire les superpolynômes de Macdonald. Cette symétrisation ne s'effectue 
pas à l'aide des éléments du groupe symétrique, mais plutôt à l'aide des éléments de 
l'algèbre de Hecke, une généralisation à un paramètre de S^. Les axiomes définissant 
l'algèbre de Hecke sont les suivants : 

T%. = - + (1 — ~)̂x, (Générateur au carré) (4.6a) 

TaTaTai = TGjT(TiTaj (Relation d'entrelacement) (4.6b) 

rLal'L'(jj r^°) 
TCT. si \i — j\>2 (Commutativité) . (4.6c) 



Ici, TG% est un générateur de l'algèbre de Hecke, lequel correspond au générateur ox du 
groupe symétrique (dont la réalisation est l'opérateur d'échange Kn+i). Il est également 
clair que dans la limite t —> 1, ces axiomes définissent le groupe symétrique. Ainsi, 
la généralisation de la relation (2.56) pour les polynômes de Jack fera intervenir les 
polynômes de Macdonald non symétriques F\(zyp, t) ainsi que les éléments de l'algèbre 
de Hecke T„. On a donc [34] 

Px(z;p,t)<x ^ TuFx(z;p,t). (4.7) 

Les polynômes de Macdonald non symétriques sont définis comme les fonctions propres 
simultanées des opérateurs de Cherednik. Ceux-ci sont définis par [4] 

Yi = t1-iT<Ti...TaN_1wT-1...T^_1, l<i<N, 

u> = . . . a2<y\Tv,zl- (4.8) 

Explicitement, on a [37] 

YiFa(z;p,t) = e°Fa(z;q,t), l<t<N, (4.9a) 

Fa(z;p,t) = za +^2cay(j>,t)z\ (4.9b) 
7 < £ * 

où a est une composition et où l'ordre considéré est l'ordre de Bruhat (voir section 
1.3.4). 

Pour passer au cas supersymétrique, on supposera une relation semblable faisant 
cette fois intervenir la représentation coproduit de l'algèbre de Hecke 1 . Il s'agit d'une 
représentation dans laquelle deux copies de l'algèbre de Hecke agissent simultanément 
sur deux sous-espaces, dans le cas présent, l'espace des variables commutatives et l'es
pace des variables grassmanniennes. Toutefois, ce coproduit doit être la généralisation 
de le coproduit diagonal du groupe symmétrique (voir section 2.2.1). Le coproduit 
TGi doit donc respecter lïmt_>i TGi = crl(3 ai. 

On définira les superpolynômes de Macdonald en utilisant la relation analogue dans 
le cas des superpolynômes de Jack (2.56), mais où la symétrisation se fait à l'aide du 
coproduit de l'algèbre de Hecke : 

PK(z,0',p,i) oc ^ J z • • •07nF{{ha)RAhsyi){z]p,t). (4.10) 

x L a validité de cette h y p o t h è s e d e m e u r e à prouver . C e p e n d a n t , elle s ' inscrit dans le cadre de l 'hy
p o t h è s e générale de ce travail , c ' es t -à -d ire que le lien entre le m o d è l e t R S et s t R S est ana logue à 
celui existant entre les m o d è l e s t C M S et s t C M S . C o m m e une telle relation relat ion existe p o u r les 
s u p e r p o l y n ô m e s de Jack [13], on s u p p o s e qu 'e l le existe également dans notre cas . 



De façon générale, les éléments de l'algèbre, dans la représentation coproduit, pourront 
s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire de produits directs des éléments de 
l'algèbre de Hecke usuelle. En définissant (TUi ® TUj){T„k 0 T^) = T^T^ <g> T^T^ on 
peut définir le produit de deux éléments dans cette représentation simplement à partir 
des axiomes de l'algèbre (4.6). Ainsi, lorsqu'on recherche une représentation coproduit, 
on peut supposer que les générateurs sont donnés par une combinaison linéaire générale 

Cependant, puisqu'il doit s'agir d'une représentation de l'algèbre de Hecke, si on sub
stitue cet ansatz dans les axiomes (4.6), on trouve un système d'équations pour les 
coefficients a ^ . Bien sûr, il existera, en général, de nombreuses solutions à un tel sys
tème d'équations. Cependant, comme mentionné précédemment, on recherche ici un 
coproduit de l'algèbre de Hecke qui, dans la limite où t —> 1, redonne le coproduit du 
groupe symétrique. Ainsi, les générateurs Tai doivent avoir pour limite o% 0 o%. Il est 
clair que cette restriction s'applique de telle sorte que le modèle ainsi trouvé soit bien 
une généralisation du modèle stCMS. 

Dans les faits, un tel système d'équations devient très rapidement difficile à résoudre. 
En effet, l 'augmentation du nombre de variables (TV) entraîne la croissance du nombre 
de générateurs (N — 1) et du nombre d'éléments (NI). Cela augmente dramatiquement 
le nombre d'équations et d'inconnues, si bien qu'un tel coproduit n'est toujours pas 
connu pour tout TV. Ainsi, on débutera par l'étude du cas N = 2. 

4.2.1 Le modèle stRS à deux variables 

Dans ce cas restreint, il n'y a que deux éléments dans l'algèbre, l'identité et un seul 
générateur, Tai. L'ansatz du coproduit le plus général pour N — 2 est donné par 

où I est l'identité, ou élément neutre, et où l'algèbre de Hecke comprend uniquement 
les éléments {E,T a i } . En remplaçant cette expression dans les axiomes de l'algèbre de 

(4.11) 

T C T 1 = aU2Tai ® TCT, + a12iT<J1 ® I + a n 2 I ® TC T 1 + a n l I (g) I, (4.12) 



Hecke, on trouve le système d'équations suivant 

2 , "112 , "121 , "122 _ , , 1 , 

1 2 2 + 2 a m a i 2 2 + 2an 2ai2i + 2ai 2 2 (aii2 + «121) ( 1 - = ^1 - j ) «122 

aïi2 ( 1 ~ ^ ) + ( x - 7 ) + 2 o i n a i i 2 + ^121^122 = f 1 " 7 I " " -

12] + - 1 ^ +2a i i iOi2 l + ^Oi i 2 Oi22= U-j ) " I 2 1 - 1 1 ' » 

Comme il s'agit de quatre équations du deuxième degré dans les coefficients, on obtient 
seize solutions. On voit immédiatement que les deux dernières équations sont identiques 
si a\\2 = d m - Ainsi, il ne nous reste que 3 équations distinctes en présumant cette 
dernière égalité. En fait, on prendra désormais pour acquis que est symétrique sous 
l'échange des deux derniers indices. Malgré cette simplification, il reste encore plusieurs 
solutions. Cependant, une seule solution a pour limite, lorsque t 1, le coproduit de 
l'algèbre du groupe symétrique, C\ <&G\. Cette solution est donnée par 

IV, - Y^Tt (2tT°i ® T ^ ~ (* ~ X ) T - i ® I - ( i - 1)1 ® TC T 1 + {T - 1)1 0 I ) . (4.14) 

On considérera donc deux réalisations concrètes (différentielles) de l'algèbre de 
Hecke, une agissant sur les variables Z\ et une autres agissant sur les variables 0*. Dans 
ces réalisations, les générateurs sont donnés par 

•/•„ 1 • ! ( - - • ' i 

t ) \d0t d0l+ 

Les opérateurs TZi sont généralement nommés opérateurs de Demazure-Luzstig dans 
les références scientifiques [34, 37]. On peut facilement montrer que ces opérateurs res
pectent bien les axiomes de l'algèbre de Hecke (4.6). De plus, dans la limite t —> 1, ils 
deviennent respectivement K i i + i et les réalisations du groupe symétrique consi
dérées précédemment. En termes de ces opérateurs, le coproduit de l'algèbre de Hecke 
(4.14) est représenté de façon concrète dans le superespace de la façon suivante : 

Ti = - i - (2t TZ1 ® T01 - (t - 1) TZ1 ® 1 - (t - 1) 1 ® T6l + (t - 1) 1 ® 1 ) . (4.16) 

Maintenant que le coproduit a été obtenu, il est, en principe, possible d'obtenir 
les solutions du modèle Ruijsenaars-Schneider supersymétrique à deux variables, en 



présumant qu'il s'agisse bien des superpolynômes de Macdonald définis par (4.10). Si 
cette hypothèse est correcte, on devrait pouvoir construire l'hamiltonien du modèle 
supersymétrique de telle sorte qu'il s'agisse d'une extension de l'hamiltonien tRS connu. 
En effet, l 'hamiltonien tRS peut s'écrire en termes des opérateurs de Macdonald (voir 
3.4.2), et ceux-ci peuvent s'écrire en termes des opérateurs de Cherednik de la façon 
suivante [4] 2 

Dans le cas où N = 2, on a, plus précisément, 

7itx3<xnK{t(Y1 + Y2)) = Dl (4.18a) 

où Y1=TzlT]?tZ2K12 et Y2 = ^~Kl2{l-t + tTzl). (4.18b) 

Dans la dernière expression, on a utilisé la relation T ^ 1 = (1 — t + tTZi). On utilisera 
cette formulation de l'hamiltonien comme point de départ et on restreindra son action 
aux fonctions invariantes sous l'action du coproduit T i . 

Si on impose qu'une fonction / appartienne à V. où V est l'espace des fonctions 
invariantes sous l'action du coproduit, i.e. Tf = / , on trouve directement que / doit 
respecter 

I ® T / = T<8>I/ <-> TZJ = T0J. (4.19) 

On impose donc que l'action des deux générateurs soit la même sur une fonction / G V 
et on obtient une identification pour l'action de l'opérateur d'échange sur une fonction 
appartenant à V : 

K12f =(l + t^^-{T6l - l)] f. (4.20) 
\ tzi -z2 ) 

On sait que l'on peut réécrire l'hamiltonien tRS en termes des opérateurs de Dunkl lors
qu'on se limite à l'espace des fonctions invariantes sous l'action du groupe symétrique. 
De la même façon, on écrira l'hamiltonien stRS (N = 2) en termes des opérateurs de 
Dunkl et de l'identification obtenue pour 7\~12 en se limitant cette fois à l'espace V. On 
a 

"'lv = (^ )v . . + (jrr? 
. V W - W J U - h ) ( » - A). , 4 . 2 ! 

(tZi -PZ2)(Z1 - Z 2 ) F V t J \ Ô O l D 0 2 2 L ' a p p r o c h e qui est décr i te ici p o u r obten i r l ' extension supersymétr ique de l 'hami l tonien t R S (N 

2) est pr inc ipa lement tirée de [18]. 



On voit qu'il s'agit de l'opérateur de Macdonald D\ auquel est ajouté un terme com
prenant des variables fermioniques. Il s'agit là du premier critère à respecter pour l'ex
tension supersymétrique de l'hamiltonien RS, c'est-à-dire que dans la limite Oi —> 0, on 
doit retrouver Hj^. 

Pour vérifier si cet hamiltonien est vraiment l'hamiltonien sRS (N = 2) , il faut 
aussi qu'en posant p = t1'^, puis en prenant la limite t —» 1, on obtienne l'hamiltonien 
stCMS. Cela est essentiel, car cette limite est celle qui relie les polynômes de Macdonald 
et les polynômes de Jack. 

Pour prendre la limite de (4.21), on ne garde que les termes au plus d'ordre (t — l ) 2 

et on utilise la représentation différentielle des opérateurs TP^, i.e. : 

T„ „ = e ( p - 1 ) 2 ' 9 ' = £ ^ZJÏL^SÇ (4.22) 
0 "'• 

OÙ p = t V P ~ i + v _ Z + ^ i _ l 1 ] , ) , _ , ; , 

donc T P , 2 > ~ 1 + ^-T^zA + - + (4-24) 

En utilisant ces développements en série autour de t = 1, on pourra premièrement 
prendre la limite de l'hamiltonien RS (TV = 2 ) , i.e. du terme sans variables fermioniques 
dans Mi|v- On trouve 

u m ( M | S w ( p = t1U3)) = 2 + ^ t a a , + 2 2 a 2 + £ ) + 

OÙ H = f - 2 2
2 C ) 2 ) + z f à 2

 + Z2Q2 + ( 1 _ + ( 4 2 5 ) 

En manipulant le résultat précédent, on peut réécrire H de la façon suivante 

H = (z,dZlf + (z2dZ2)2 + f3Z-^^(Zldzl - z2dZ2). (4.26) 

Comme il se doit, cette expression est exactement celle de l'hamiltonien H' du modèle 
tCMS (1.1.5). 

En ce qui concerne le terme contenant les variables fermioniques de M\ | , on voit 
immédiatement que le numérateur est d'ordre (t — l ) 2 , la limite est donc directe et on 
obtient, finalement, 

( £ - 1 ) 
w r " l l " r " " ' ' 0 
l i m ( M 1 | v ( p = t1'*)) = 2 + L—lfaft + 2 2 9 2 + / ? )+ 

" ' | J ^ , 9 Z 1 ) 2 + (z2dZ2f +fiZ-±±^(zAl - z2dZ2) - 2/3, ^ M - K l 2 ; 

(4.27 



Encore une fois, on voit bien que la limite de Mi|^, à l'ordre (t — l ) 2 , redonne bien 
l'hamiltonien stCMS (2.24) pour N = 2. La limite reliant les deux modèles est donc 
celle attendue. 

Ensuite, puisqu'il s'agit de l'hamiltonien d'un système intégrable supersymétrique 
à deux corps, on doit également obtenir quatre quantités bosoniques conservées. Il y 
a bien sûr l'hamiltonien lui-même et TPiZlTPiZ2 puisque l'hamiltonien est une fonction 
rationnelle homogène des z%. Il devrait y avoir aussi deux quantités conservées non 
triviales contenant des variables fermioniques et qui sont spécifiques au modèle super
symétrique. L'existence de ces quatre quantités garantirait l'intégrabilité de ce modèle 
supersymétrique pour N = 2 variables, qu'il soit ou non la bonne extension du modèle 
de Ruijsenaars-Schneider. Malheureusement, ces deux quantités conservées qui seraient, 
en principe, des généralisations des quantités conservées X\ et T 2 du modèle stCMS n'ont 
pas été trouvées. Au cours de la recherche de ces quantités, la principale hypothèse était 
la présence d'un facteur r^z% en plus du facteur Divers tests ont été effectués au 
moyen du logiciel MAP LE, sans succès jusqu'à présent. 

4.3 Le modèle stRS à trois variables 

Malgré le fait que l 'approche empruntée pour le cas N = 2 ne permette pas d'arriver 
à un modèle qui soit, de façon certaine, la bonne extension du modèle RS, il n'en demeure 
pas moins que c'est cette méthode qu'on tentera d'appliquer au cas TV = 3. Initialement, 
l'idée derrière cette façon de faire était simplement de pouvoir montrer que l 'approche 
de la section précédente pour TV = 2, bonne ou mauvaise, ne pouvait être étendue à 
TV > 2, rendant ainsi inutile de poursuivre les efforts dans ce sens. 

Dans le but de généraliser l'extension supersymétrique obtenue pour le modèle de 
Ruijsenaars-Schneider de deux à trois variables, la première étape est d'obtenir le copro
duit de l'algèbre de Hecke pour TV = 3. Cette étape, en apparence simple, est toutefois 
beaucoup plus ardue que prévu. En effet, en procédant par substitution d'un coproduit 
général dans les axiomes de l'algèbre de Hecke ((4.11) et (4.13)), on obtient un système 
d'équations significativement plus imposant que dans le cas N = 2. Il y a deux raisons 
principales qui font du cas N = 3 un problème beaucoup plus difficile. D'abord, la pré
sence de trente-six termes indépendants dans la combinaison linéaire la plus générale 
pour le coproduit. Ensuite, le fait qu'avec deux générateurs la relation d'entrelacement 
n'est pas trivialement satisfaite. En effet, on remarque que dans le cas TV = 2, cet 
axiome de l'algèbre de Hecke n'ajoute aucune contrainte, ce qui n'est pas le cas pour 
TV = 3. 



4.3.1 La recherche d'un coproduit 

La solution a été recherchée à l'aide d'un programme écrit à l'aide du langage de 
programmation MAPLE (voir l 'appendice A ) et en utilisant l'environnement ACE3. Il 
s'avère essentiel de se restreindre à la base aux solutions qui ont la bonne limite lorsque 
t —» 1, i.e. le coproduit diagonal du groupe symétrique. En effet, puisqu'il s'agit d'un 
système de quarante-deux équations du deuxième degré et de vingt et une équations du 
troisième degré dans les coefficients a ^ , il y aurait 2 4 2 x 3 2 1 solutions. Cela est énorme 
et ne peut pas être obtenu dans un temps raisonnable par un ordinateur conventionnel 4 . 
En fait, il est devenu clair que le simple fait d'écrire le système d'équations, sans même 
tenter de le résoudre, est une tâche à peine réalisable pour un ordinateur conventionnel. 

En premier lieu, l'ansatz pour le coproduit (4.11) a été précisé davantage. En effet, 
en plus de considérer la symétrie sous l'échange des deux derniers indices de a ^ , on a 
inclus un facteur (t — 1) dans tous les coefficients devant devenir nuls lorsqu'on prend 
la limite vers le coproduit du groupe symétrique. On a 

T f f i = a^TGi ® T , + ]T [t - \)aijkTUj 0 T„k. (4.28) 

LUjj^UJfç Si UJj=(Ti 

De cette façon, on réduit considérablement les solutions possibles (probablement à une 
seule, si la solution est unique comme pour le cas N = 2). Malgré tout, même si la 
solution est cernée plus précisément, le problème demeure très exigeant sur le plan 
informatique. A ce jour, il n'a pas été possible de résoudre ce système d'équations, que 
ce soit en toute généralité ou en utilisant les simplifications mentionnées plus haut. 

Une autre approche de résolution de ce problème a été tentée après avoir constaté 
la grande difficulté que présentait une solution générale. En effet, un autre programme 
MAPLE a été écrit pour permettre de simplement tester des hypothèses sur la forme du 
coproduit. De cette façon, il est possible de réduire le nombre coefficients à déterminer 
par MAPLE, en supposant, par exemple, que certains sont identiques ou tout simple
ment nuls. En employant cette méthode, tout porte à croire que chaque générateur 
contient au plus dix coefficients nuls, sur un total de vingt et un coefficients. Toutes les 
possibilités n'ont cependant pas été essayées, car il y en a (JJ) = 352 716 par générateur, 
donc ( j j ) 2 si on considère que les deux générateurs sont indépendants. Toutes les hy
pothèses testées avec dix coefficients nuls n'ont donné aucune solution ou une solution 
triviale (une solution triviale est, par exemple, une solution où les deux générateurs sont 

3 A l g e b r a i c C o m b i n a t o r i c s E n v i r o n n e m e n t . Voir [55]. 
4 L ' o r d i n a t e u r q u ' o n qualifie de convent ionne l est ici un P C avec processeur Inte l (g )Core2Duo c a d e n c é 

à 2 . 1 3 G H z et d i sposant de 2 G o de m é m o i r e R A M . La version de MAPLE qui a été utilisée est MAPLE 

V Release 5. 



identiques). Le programme n'a pas été en mesure de tester des hypothèses contenant 
moins de coefficients nuls. 



Conclusion 

Initialement, le projet devait permettre de découvrir une extension supersymétrique 
du modèle Ruijsenaars-Schneider et, advenant une réussite, permettre de définir les 
superpolynômes de Macdonald comme les fonctions propres de ce modèle. Cet objectif, 
bien qu'ambitieux, s'appuie sur le succès obtenu dans un projet similaire concernant 
l'extension supersymétrique des modèles Calogero-Moser-Sutherland. Ce mémoire trace 
la route empruntée pour parvenir à un tel objectif en s'appuyant principalement sur les 
liens entre les modèles Calogero-Moser-Sutherland et le modèle Ruijsenaars-Schneider. 
Cependant, les efforts pour obtenir la généralisation supersymétrique voulue n'ont pas 
abouti. La question même de l'existence d'une telle généralisation demeure toujours en 
suspens. 

La recherche du modèle de Ruijsenaars-Schneider supersymétrique s'est effectuée 
selon deux approches. La première consiste à calquer la procédure de supersymétrisa-
tion du modèle tCMS, présentée à la section 2.2. Cependant, il s'avère qu'il n'est pas 
possible de définir la version supersymétrique de l'hamiltonien RS comme l 'anticom-
mutateur de deux charges supersymétriques nilpotentes (voir section 4.1). La seconde 
approche fait intervenir la théorie des polynômes non symétriques. En effet, moyennant 
la connaissance du coproduit de l'algèbre de Hecke, on peut définir une extension de 
l'hamiltonien RS en présumant que les fonctions propres de ce modèle sont les super
polynômes de Macdonald définis par (4.10). Cependant, il n'est pas encore clair qu'il 
s'agisse bien de l'extension recherchée, même si elle a les bonnes limites. En effet, il 
demeure à vérifier que le modèle ainsi défini est intégrable et que les superpolynômes de 
Macdonald en sont bien les solutions. D'autre part, même si on parvenait à vérifier ces 
deux hypothèses, encore faudrait-il connaître le coproduit de l'algèbre de Hecke pour 
toutes valeurs de TV, alors que même dans le cas où Af = 3, ça n'a pas été possible. 
Il s'agit là sans doute du plus gros obstacle rencontré au cours de ce projet. En soi, il 
justifie sans doute l 'abandon de cette approche. 

Il demeure toutefois un certain nombre de choses qui peuvent encore être tentées. 
D'abord, il serait pertinent de déterminer sans équivoque si le modèle RS supersymé-



trique k N = 2, tel que défini à la section 4.2.1, est intégrable. De façon plus générale, 
on peut constater que les fonctions propres de Mi\v ne sont pas symétriques. Incidem
ment, il ne s'agit pas des superpolynômes de Macdonald qu'on a définis. Si le modèle est 
intégrable, est-ce que les fonctions propres de M\\v ont des propriétés intéressantes? 
Sinon, est-il possible de définir un modèle qui aurait les superpolynômes de Macdonald 
comme fonctions propres ? Le cas échéant, s'agirait-il de la généralisation du modèle RS 
recherchée? D'autre part, puisqu'il semble que prouver l'existence ou la non-existence 
d'un coproduit de l'algèbre de Hecke soit extrêmement difficile au point de vue in
formatique, il y a lieu de se demander : 1) s'il ne serait pas envisageable d'utiliser un 
super-ordinateur pour résoudre le cas N = 3 et ainsi possiblement prouver qu'il n'existe 
pas de coproduit pour TV > 2 ; ou 2) s'il ne serait pas possible de prouver un résultat 
similaire par des moyens purement algébriques. 

Dans l'éventualité où de telles entreprises ne seraient pas envisageables ou n'abouti
raient pas, une autre piste s'appuyant sur la théorie des solitons pourrait être envisagée. 
On sait depuis longtemps que les pôles des solutions de l'équation de Korteweg-de Vries 
se meuvent selon les mêmes équations du mouvement que les particules dans le modèle 
Calogero-Moser-Sutherland [1]. Bien qu'il s'agisse d'un sujet très intéressant, le lien 
entre les solitons et les systèmes intégrables à TV corps n'a pas été abordé au cours de ce 
mémoire. Cependant, récemment, un lien entre les solutions de l'équation Sine-Gordon 
et le modèle Ruijsenaars-Schneider [2] a été découvert. Ainsi, il pourrait être possible 
d'étudier la version supersymétrique de l'équation sine-Gordon dans le but de découvrir 
l'extension supersymétrique du modèle Ruijsenaars-Schneider. 
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Annexe A 

Algorithme MAPLE : le coproduit 
de l'algèbre de Hecke 

On présente dans cet appendice l'intégrale du programme MAPLE ayant servi à 
écrire et résoudre le système d'équations permettant de trouver le coproduit de l'algèbre 
de Hecke 1 . Le programme a pu être vérifié dans le cas où TV = 2, à la fois dans le cas 
du coproduit du groupe symétrique et de l'algèbre de Hecke. Dans le cas où TV = 3, le 
coproduit du groupe symétrique a été obtenu, mais pas celui de l'algèbre de Hecke. 

with(HEKA):with(SG)iwith(SGA): 

> seq21in:=proc(J,S) 
> local out,k,l; 
> out:=0; 
> for k in S do 
> for 1 in S do 
> if coeff(J[l],k)=0 or coeff(J [2],1)=0 then 
> else 
> out:=out+coeff(J[l],k)*coeff(J[2],l)*[k,l]; 
> fi; 
> od;od; 
> out;end; 

1 Que lques modi f i ca t i ons mineures do ivent être appor tées au p r o g r a m m e afin d ' ob ten i r les c o p r o d u i t s 

d u g r o u p e symétr ique . D e s a jus tements mineurs peuvent éga lement être a p p o r t é s afin de t rouver le 

c o p r o d u i t p o u r TV = 2. O n p o u r r a se référer au manuel de l ' env ironnement ACE [55]. 



> coproduit_alg_Hecke := proc(n) 
> global CL,cd,cg,sol,cgb,S,eq,eqb,vars,coefficient; 
> local i,j,k,1,m,X,g,p,q; 
> S:=NULL; 
> for g from 1 to n! do 
> S:=S,A[op(op(g,ListPerm(n)))]; 
> od; 
> 
> eq:=NULL;eqb:=NULL;vars:=NULL; 
> 
> for i from 1 to n-l do 
> 
> for 1 from 1 to n! do 
> for j from 1 to n! do 
> 
> CL[i,l,j] : = [a[i,l,j]*S[l] ,S[j]] : 
> 
> if j<l then 
> else 
> vars:=vars,a[i,l,j]; 
> fi; 
> 

> 

> if j<l then 
> CL[i,l,j] :=eval(CL[i,l, j] , a [i , 1, j] =a [i , j , 1] ) ; 
> fi; 
> 
> od; 
> od; 
> od; 
> 
> for i from 1 to n-l do 
> 
> 
> ################################################## 
> cg[i] : = 0 ; 
> for m from 1 to n! do 
> for j from 1 to n! do 
> for k from 1 to n! do 
> for 1 from 1 to n! do 



> 

> cg[i] :=cg[i] + 
>seq21in([CL[i,m,j] [1] &?*CL [i ,k, 1] [1] ,CL[i,m,j] [2] &?*CL [i ,k, 1] [2]] , [S] ) ; 
> 
> od; 
> od; 
> od; 
> od; 
> cg[i] :=eval(cg[i],[ql=l,q2=-l/t]); 
> 
> ################################################### 

> 

> 

> for j from 1 to n! do 
> for k from j to n! do 
> 
> 

> if j=l and k=l then 
> eq:=eq,coeff (cg[i] , [S[j] ,S [k] ] ) = l/t+(l-l/t) *a[i, j ,k] ; 
> 
> else • 
> eq:=eq,coeff (cg[i] , [S[j] ,S[k]]) = (l-l/t)*a[i, j ,k] ; 
> 
> • fi; 
> 
> od; 
> od; 
> 
> ###### Braid relation ###### 
> if n>2 and i<=(n-2) then 
> print(n,i); 
> 
> for m from 1 to n! do 
> 
> for j from 1 to n! do 
> 
> cgb[i,m,j]:=0; 
> 
> for k from 1 to n! do 
> for 1 from 1 to n! do 



> for p from 1 to n! do 
> for q from 1 to n! do 
> 
> cgb[i,m,j]:=cgb[i,m,j]+ 
>seq21in([CL[i,m,j] [1]&?*CL[i+1 ,k, 1] [1]&?*CL[i,p,q] [1] ,CL[i,m,j] [2]&?* 
CL[i+l,k,l] [2]&?*CL[i,p,q] [2]] , [S]) 
>-seq21in([CL[i+l,m,j] [l]&?*CL[i,k,l] [l]&?*CL[i+l,p,q] [1] ,CL[i+l,m,j] [2]&?* 
CL[i,k,l] [2]&?*CL[i+l,p,q] [2]] , [S] ) ; 

> 

> 

> cgb[i,m,j]:=eval(cgb[i,m,j],[ql=l,q2=-l/t]); 
> 
> od; 
> od; 
> od; 
> od; 
> od; 
> od; 
> 
> 
> for 1 from 1 to n! do 
> for k from 1 to n! do 
> 
> coefficient[1,k]:=0 ; 
> 
> for m from 1 to n! do 
> for j from 1 to n! do 
> 
> coefficient[l,k]:=coefficient[1,k]+coeff(cgb[i,m,j],[S[1],S[k]]); 
> 
> od; 
> od; 
> 
> eqb:=eqb,coefficient [1,k]; 
> 

> od; 
> od; 
> 
> fi; 
> ################################# 



> od ; 
> 
> 

> sol:=s solve(subs({a[l,1,l]=(t-J L)*a[1,1,1] ,a[l,l,2] = (t-l)*a[l,l,2], 
a [2,5,6] = (t--1; )*a[2,5,6] ,a[2,6,6] =(t-i: )*a[2,6,6], 
a[2,4,5] =(t--1; )*a[2,4,5] ,a[2,4,6] -ct-i: )*a[2,4,6], 
a[2,5,5] =(t--1; )*a[2,5,5] ,a[2,3,3] =(t-i: )*a[2,3,3], 
a[2,3,4] =(t-•1; )*a[2,3,4] ,a[2,3,5[ =(t-i; )*a[2,3,5], 
a[2,3,6] =(t--1; )*a[2,3,6] ,a[2,2,6] =(t-i: )*a[2,2,6], 
a[2,2,5] =(t--1; >*a[2,2,5] ,a[2,2,3] =(t-i: )*a[2,2,3], 
a[2,l,l] =(t--1; )*a[2,l,l] , a [2,1,2] =(t-i: )*a[2,l,2], 
a[2,l,3] =(t--1; >*a[2,l,3] ,a[2,l,4] =(t-i: )*a[2,l,4], 
a[2,l,5] =( t --1; >*a[2,l,5] ,a[2,l,6] =ct-i; )*a[2,l,6], 
a [2,2,2; =(t--1: *a[2,2,2] ,a[2,2,4] =(t-i: )*a[2,2,4], 
a[l,6,6] =(t--1; >*a[1,6,6] ,a[l,5,6] =(t-i: )*a[l,5,6] , 
a[l,5,5] =(t--1; >*a[l,5,5] ,a[l,4,4] =(t-i; )*a[l,4,4] , 
a[l,4,5] =(t--1: *a[l,4,5] ,a[l,4,6] =(t-i; )*a[l,4,6], 
a[l,2,5] =(t--1; *a[l,2,5] ,a[l,2,6] =(t-i; )*a[l,2,6], 
a[l,3,3] =(t--1: *a[l,3,3] ,a[l,3,4] =(t-i; )*a[l,3,4] , 
a[l,3,5] =(t--1: *a[l,3,5] ,a[l,3,6] =(t-i: )*a[l,3,6], 
a[l,2,3] =(t--1: *a[l,2,3] ,a[l,2,4] »(t-i: *a[l,2,4], 
a[l,l,3] =(t--1: *a[l,l,3] ,a[l,l,4] =(t-i; *a[l,l,4], 
a[l,l,5] =(t--1: *a[l,l,5] , a[l,l,6]=(t-j L)*a[l,1,6]},{eq,eqb}),{vars}) 
> 

> print(sol); 
> 
> end: 


