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Résumé

Dans la littérature actuarielle, les modéles collectifs les plus souvent utilisés pour
représenter le montant total des réclamations sur un intervalle de temps donné sont ceux
construits & partir de sommes de renouvellement dans lesquelles les forces d’intérét et

d’inflation peuvent éventuellement étre prises en compte.

Le modele de renouvellement dans lequel le contexte économique est ignoré, méme si trop
simpliste, a toutefois permis dans plusieurs cas le calcul de quantités d’intérét telles que les
moments, la fonction génératrice des moments, la distribution du montant total des
réclamations, la probabilité de ruine, et a ainsi constitué une premiére approche de ce

probléme d’assurance.

Pour le modele de renouvellement avec force d’intérét constante, les mathématiques sont
déja plus complexes, mais plusieurs résultats ont tout de méme été obtenus. Nous pouvons
citer deux articles des professeurs Léveillé et Garrido, ol ces auteurs proposent des

formules récursives pour le calcul de tous les moments.

Dans cette thése, nous proposons un modele de renouvellement escompté encore plus
réaliste ou la force d’intérét est soit ré;irésentée par une fonction déterministe ou par un
processus stochastique. Les difficultés qu’ajoute ainsi une force d’intérét plus générale
nous obligent a développer une identité qui donnera la distribution conjointe conditionnelle
du temps des réclamations connaissant leur nombre dans un intervalle de temps donné. Cet
outil fondameéntal nous permettra de calculer les premiers moments simples et conjoints, de
construire une équation intégrale de la fonction génératrice des moments, d’obtenir
certaines distributions, de développer des prédicteurs de la valeur présente de notre

processus de risque ainsi que d’autres résultats connexes.



Abstract

In the actuarial literature, the collective models the most often used to represent the total
amount of the claims on a given time interval are the ones built from the renewal sums in

which the forces of interest and inflation can be eventually taken into account.

The renewal model in which the economical context has been ignored, even if too
simplistic, has allowed in several cases the calculation of quantities of interest such as the
moments, the moment generating function, the distribution of the total amount of claims,

the ruin probability, thus constituting a first approach to this insurance problem.

For the renewal model with a constant force of interest, the mathematics are already more
complex, but several results however were obtained. We can quote two papers of the
professors Léveillé and Garrido, where these authors propose recursive formulas for the

calculation of all the moments.

In this thesis, we propose a more realistic renewal model where the force of interest is
represented by a deterministic function or by a stochastic process. The difficulties that arise
with a general force of interest oblige us to develop an identity- that will give the
conditional joint distribution of the time of claims knowing their number in a given time
interval. This fundamental tool will allow us to calculate the first simple and joint
moments, to construct an integral equation of the moment generating function, to obtain
certain distributions, to develop predictors of the present value of our risk process as well

as other related results.
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Chapitre 1
INTRODUCTION

1.1 Modéle collectif du risque

La théorie collective du risque est née au 20°™ siécle avec les travaux de mathématiciens
scandinaves tels que Filip Lundberg (1903), dans sa thése de doctorat intitulée
« Approximations of the Probability Function/Reinsurance of Collective Risks », et
Harald Cramer (1969), dans un article de la revue Skandinavisk Aktuarietidskrift intitulée
« Historical Review of Filip Lundberg's Work on Risk Theory ».

En sciences actuarielles, deux modeles ont souvent été utilis€s pour représenter le montant
total des réclamations dans un portefeuille donné, soit le modéle individuel et le modéle
collectif du risque. Dans le modéle individuel « classique » du risque, les réclamations sont
liées a chacune des polices d’un portefeuille de taille »n. Ainsi, si X, représente le montant

de la réclamation associé a la k-iéme police, nous pouvons alors modéliser le montant total
des réclamations de ce portefeuille par

s=Yx,,

k=1

ol les X, sont des variables aléatoires non négatives et indépendantes mais pas
nécessairement identiquement distribuées.
Dans le modéle collectif du risque, sur un horizon de temps fini, les réclamations ne sont

plus associées a chaque police. Si N(t) représente le nombre de réclamations dans la

période [0,¢], et X, est le montant de la k-iéme réclamation, alors nous pouvons écrire:

N

S(t)=ZXIr s

k=1

ou les X, sont des variables aléatoires positives indépendantes et identiquement
distribuées, et les variables aléatoires N(f),X,, X,,... sont considérées mutuellement
indépendantes, pour tout ¢ >0.

Le modéle individuel du risque est plus adapté a I’assurance vie mais les calculs qu’il

implique deviennent vite trés laborieux, surtout quand il s’agit de trouver la fonction de
répartition. Cependant, afin de faciliter le calcul de la distribution du montant total des



réclamations touchant le portefeuille, nous approximons souvent le modele individuel par
un modeéle collectif utilisant la loi de Poisson composée. Le modéle collectif du risque est
quant a lui mieux adapté a la modélisation des risques en assurance automobile ou en
assurance de dommages.

1.2 Importance du contexte économique

Le modéle collectif « classique » du risque ne tient pas compte du contexte économique,
dont entre autres du taux d’intérét et de I’'inflation. Cette hypothése apparait trés peu
réaliste sauf peut-étre sur une courte période de temps, pour des assurances a court terme.

L’inflation peut avoir un impact significatif sur les montants assurés. Les pays développés
ont pu maintenir un taux d’inflation inférieur 4 5% ces vingt derniéres années, mais les
périodes de haute inflation peuvent réapparaitre périodiquement dans tout marché comme
ce fut le cas récemment ol le contexte économique a été caractérisé par une envolée
remarquable des cours du pétrole et des produits agricoles. L’inflation est un probléme
encore plus important dans les économies des pays en voie de développement ol le taux
d’inflation dépasse souvent les 10%. Les compagnies d’assurances doivent connaitre 'effet .
de I’inflation sur le montant total de leur engagement quand elles calculent les primes ou
les réserves.

Dans une certaine mesure, I'inflation peut annuler les intéréts sur les réserves investies.
Cela explique en partie pourquoi, pendant longtemps, les modeles classiques de risque
n’ont pas tenu compte de I’inflation et de I’intérét.

Le taux d'intérét d'un prét ou d'un emprunt est le pourcentage, calculé selon des
conventions prédéfinies, qui mesure d’une maniére systématique, sur une période donnée,
la rentabilité pour le préteur ou le colit pour I'emprunteur de I'échéancier de flux financiers
du prét ou de I'emprunt. :

La notion de taux d’intérét s’applique a priori a toutes les opérations ou I'une des parties
contractantes s’endette, y compris a des instruments financiers qu’on décrit généralement
par convention comme des produits d’épargne (compte d'épargne, obligation, etc.). Elle
s’applique également. & postériori ou par comparaison a tous les instruments financiers et
investissements, pour en mesurer la rentabilité relative ou absolue. Cette notion de taux
d’intérét occupe donc une place centrale dans le fonctionnement des économies modernes.

Les deux grandes écoles de pensées en économie, que sont les néoclassiques et les
keynésiens, définissent différemment le taux d’intérét.

Pierre-Alain Muet (1979) dans un article de la revue, Revue économique intitulée « Les
modeéles « néoclassiques » et l'impact du taux d'intérét sur l'investissement : un essai de
synthése », définit le taux d’intérét comme la rémunération de I’abstinence : celui qui préte
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renonce a une consommation immédiate pour épargner. Le taux d’intérét devient le prix du
temps, la récompense de I’attente.

Pour Keynes (1936), dans son ceuvre majeure intitulée « La théorie générale de I'emploi,
de l'intérét et de la monnaiey, définit le taux d’intérét comme la récompense de la
renonciation a la liquidité. « I mesure la répugnance des détenteurs de monnaie 2 aliéner
leur droit d’en disposer a tout moment ». Il conduit les agents a arbitrer entre actifs liquides
(généralement préférés) ou placés (contre rémunération).

1.2.1 Un bref rappel sur les modé¢les de taux d’intérét.

En théorie du risque, le taux d’intérét constant a longtemps été utilisé en raison de la
simplicité des résultats qu’il induit. A ce jour trés peu de résultats ont été obtenus pour des
taux d’intérét déterministes autres que pour le taux constant. Certains modeles de taux
déterministes ou stochastiques pourraient bien étre plus conformes a la réalité économique.

En finance, depuis les années 1970, on utilise essentiellement les taux stochastiques. Les
modeles stochastiques des taux d’intéréts sont utilisés a deux fins essentielles:

e pour I'évaluation et la couverture de produits de taux délivrant des flux aléatoires dans
le futur (par exemple, options de taux d’intérét). Le vendeur d’option doit étre capable
de donner un prix au produit qu’il vend, mais surtout de répliquer (ou couvrir) ’option
qu’il vend car il encourt une perte illimitée.

e pour la mise en place de I’analyse par scénario.

‘Quand un gestionnaire de portefeuille met en place une stratégie, il a besoin de savoir
ce qu’il va gagner dans le scénario de la courbe des taux qu’il anticipe. Pour cela, il a
besoin de mettre en place un outil qui lui permet d’envisager tous les scénarios
possibles de déformation de la courbe des taux. Mais comme il n’est pas sir que son
scénario se réalise, il a aussi besoin de mesurer le risque qu’il prend si ce scénario ne se
réalise pas dans les faits.

La construction d’une analyse par scénario se déroule en trois étapes:

o On accumule dans un premier temps un maximum d’informations ¢oncernant le
contexte macro-économique, la politique en termes de taux d’intérét a court terme.
des banques centrales, I’avis d’experts, des études économétriques sur des variables
financiéres clef, un travail réalisé en particulier par un service d’études économiques.

o On fait la synthése de toutes ces informations et on formule des anticipations sur un
horizon de temps donné.

o On traduit ces anticipations dans un modele de taux d’intérét réaliste.



La modélisation stochastique des taux d’intérét a véritablement débuté avec le modéle de
Black-Scholes-Merton. Ce sujet de recherche a été I’'un des plus prolifiques au cours des
vingt derniéres années et a souvent rassemblé des mathématiciens, spécialistes des
probabilités, et des habitués de la finance. Les plus grandes découvertes en matiére de
modélisation des taux d’intérét datent des années 1990 avec le modéle de Heath, Jarrow et
Merton (1992).

Dans ce qui suit, nous mettrons en relief deux exemples de taux que nous utiliserons dans
nos exemples. L'utilisation de ces deux modeles est trés répandue sur les marchés financiers
et les formules sont généralement assez simples a manipuler.

1.2.1.1 Le modéle de Ho-Lee-Merton

Le processus de Ho-Lee-Merton est un modéle a court terme de la force d’intérét qui ne
posséde pas la propriété de retour a la moyenne.

L’équation différentielle stochastique de ce modéle est donnée par :
ds(t)=rdt+odB(t),

avec dérive constante r et et coefficient de diffusion o, et ol B(t) est un mouvement

brownien standard.

1.2.1.2 Le modéle de Vasicek.

Un seul facteur est & I’origine des déformations de la courbe des taux. Ce facteur est le
« taux court » dont les fluctuations sont régies par un mouvement brownien standard.
Comme limitations de ces modéles a un facteur, nous pouvons citer :

‘o Certains modeles (Merton & Vasicek) autorisent les taux d’intérét a devenir négatifs,
cependant ce n’est pas une limitation si nous retranchons le taux d’inflation du taux
d’intérét.

e Incapacité a rendre compte de I’ensemble des formes de courbes de taux possibles sur le
marché.

e Mauvais calibrage de ces modeéles sur les données de marché (prix d’obligations). Il est
fréquent d’observer des prix d’obligations reproduits par le modele qui différent de 1%
ou plus des prix de marché.

Le «taux court» est modélisé sous la forme d’un processus obéissant a I’équation
différentielle stochastique

ds(r)=o[B-5(r)|dt+odB(t)



ol 3(r) est la force d’intérét nette au temps ¢ , B est la moyenne a long terme du taux

court, o est la vitesse de retour a la moyenne et B(t) est le mouvement brownien standard.

Cette modélisation permet de prendre en compte I’effet de retour a la moyenne constatée
sur les taux d’intérét. Des valeurs élevées des taux ont tendance a étre suivies plus
fréquemment par des baisses que par des hausses. L’effet inverse est également constaté
pour des niveaux de taux inhabituellement bas.

Lorsque 3(7) est éloigné de B, 'expression u[B—S(r)] est positive si 8(r) <B. Dans ce
cas, le taux court a tendance & augmenter, se rapprochant de la moyenne sur le long terme
d’autant plus rapidement qu’il s’en est écarté et que le paramétre o est grand. A I’inverse,

si 8(1)>B, a[B—S(r)] est négative et 8(¢) diminue dans le temps pour se rapprocher
de B.

1.3 Problémes importants

1.3.1 Calcul des moments

L’espérance mathématique du total des réclamations joue un réle important dans la
détermination de la prime pure, en plus de donner une mesure de la tendance centrale de sa
distribution. Les moments centrés a la moyenne d’ordre 2, 3 et 4 sont les autres moments
habituellement considérés, car ils donnent généralement une bonne indication de I’allure de
la distribution, et ceux-ci nous donnent respectivement une mesure de la dispersion de la
distribution autour de sa moyenne, une mesure de 1’asymétrie et de I’aplatissement de la
distribution considérée.

Les moments, qu’ils soient simples, conjoints ou conditionnels, peuvent éventuellement
nous servir a construire des prédicteurs, des courbes de régression ou des approximations
de la distribution du montant des réclamations.

Dans le modele étudié par Léveillé et Garrido (2001b), des formules récursives pour le
calcul des moments ont été obtenues. Rappelons les hypothéses de ce modéle :

(i) le processus du nombre des réclamations {N(r),7>0} forme un processus de

renouvellement ordinaire et pour ke N={1,2,3,...} :

e le temps ou se produit la k-iéme réclamation est représenté par la variable positive
T, ,keN.

e la variable positive représentant le temps entre deux réclamations successives est
donnée par 7, =7, -1, , ,keN, T =0, avec fonction de répartition commune F, .



(ii) la variable représentant le montant de la réclamation, sans inflation, est donnée
par X, ,keN,ou:

e {X,,keNj} sontiid.

¢ {X,,7, ; ke N} sont mutuellement indépendants.

o la fonction génératrice des moments de X, M, , existe sur Q R contenant zéro,
(iii) la valeur totale escomptée au temps 0 du montant des réclamations sur la
période [O, t] est représentée par la variable aléatoire

N

Z(t)=> %X, ,

k=1

oll 8 >0 est une force d’intérét nette, et Z(¢)=0 si N(¢)=0.
Le théoréme suivant donne une relation de récurrence des moments de Z(z) .

Théoréme 1
Pour t20, 620et nelN,

£z ()]~ i[k]g [x7] fe 5[ )] am),
ot m(t)=E[N(t)] est la fonction de renouvellement.

1.3.2 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments de Z(t), si elle existe, permet de calculer tous les
moments de Z(¢) et dans certains cas, aprés inversion, de trouver la fonction de répartition

de Z(r). Ainsi nous reproduisons dans cette section, sans démonstrations, quelques

théorémes donnant des équations intégrales pour la fonction génératrice des moments
de Z(1).

Ces résultats seront généralisés, dans le dernier chapitre de cette thése, a une force d’intérét
déterministe plus générale et, dans une moindre mesure, a une force d’intérét stochastique.
Les méthodes utilisée seront essentiellement basées sur les résultats de Léveillé, Garrido et
Wang (2010) et sur un lemme donnant la distribution conjointe conditionnelle des temps ol
se produisent les réclamations connaissant leur nombre dans I’intervalle [0,7].



Théoréme 1.1

Pour t>0, 620 et se Qc R, I'expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

My, (s)= F(’)“LIM seﬁv) Z(rv)( Jv)

Pour la démonstration, voir Léveillé et Garrido (2001b).

Le théoréme suivant donne une expression €quivalente pour la fonction génératrice des
moments de Z(t).

Théoréme 1.2

Pour t20, 620 et se Qc R, I'expression de la fonction génératrice des moments, pour
- un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

My, (s)=1 +;f [M ” (se""’)— 1] My, (se“’“ )dm (v) .

Pour la démonstration, voir Léveillé, Garrido et Wang (2010).

Nous reproduisons les deux prochains théorémes pour obtenir une expression analytique de
la fonction génératrice des moments de Z (t), exprimée en terme d’intégrales.

Théoréme 1.3

Pour 120, 620 et se Qc R, I'expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

My (s)=F, (.«)+ii ! e o & |5 [ S )dF (xpu)-4F, () -

i=1

Pour la démonstration, voir Léveillé, Garrido et Wang (2010).
Théoréme 1.4

Pour t20, 620 et se Qc R, I’expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

-3'x i

o ! = k+l -5y x
Mz(,)(s)=1+kzt;_[... _! H My|se © [-1|dm(x,,,)..dm(x,) .
oy +

Pour la démonstration, voir Léveillé, Garrido et Wang (2010).



1.3.3 Distributions

1.3.3.1 Cas ou la fonction génératrice des moments existe

Si la fonction génératrice des moments de Z(r) existe, il est parfois possible d’inverser
celle-ci afin de trouver la distribution de Z(r). Ce sera le cas pour les temps des
réclamations appartenant a la famille des distributions Phase-type, dans laquelle nous
retrouvons entre autres les distributions Erlang pour lesquelles les transformées de Laplace

sont rationnelles.

Exemple 1 :

Si { N(t), =0} suit un processus de Poisson de paramétre 4> 0, alors pour 20, 520
et seQckR,

My (s)=exp {1@[1\4\, (se7)-1] dv} :

De plus, si X ~exp(8), 8> 0, alors

W)= [9 se” T_

Exemple 2 : (Une généralisation de ’exemple précédent...)

Si {N(t),t20} suit un processus de Poisson de paramétre A>0 et le montant des
réclamations a une distribution hyper-exponentielle de paramétres 0 <A <A, <..< A4, et

de coefficients a,,a,,...,& , alors pourtout t>0 , >0 et s< Ays

M ()= 22 }ﬁ,

que nous, reconnaissons comme la f.g.m. d’une convolution de distributions binomiale
négative-exponentielle (voir Léveillé, Garrido et Wang, 2010 ).



1.3.3.2 Cas ou la fonction génératrice des moments n’existe pas

Dans le cas ol la fonction génératrice des moments de Z (r) n’existe pas, Léveillé (2002) a
proposé une expression pour la fonction de répartition de Z (). Méme si cette méthode
présente une alternative intéressante, elle ne sera pas toutefois généralisée dans cette thése

et nous nous contenterons de ne signaler que deux résultats liés a cette méthode.

Théoréme 1.5

Pour 120, 620 et se Qc R, I'expression de la fonction de répartition de Z(r), pour un

processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :
: i |
Fyy(s)=F (0)+ IFZ(r—v) *Fy (xesv) dF, (v).
0

Nous reproduisons le théoréme suivant pour donner une expression analythue en termes
d’intégrales, de la fonction de répartition de Z(r).

Théoréme 1.6

Pour 120, 6§20 et seQc R, I'expression de la fonction de répartition de Z(r), pour un

processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :
xexp{dx} !—Zx, { EI’}-E” (‘v{a gle] - k+l
Ry () =F0+3 ] [ AU, -8 s)s

dFy (J’m) (xk+l) dFy (yl)dF (xl)

La formule ci-dessus, obtenue a partir du théoréme précédent, peut aussi nous permettre de
trouver des bornes pour cette derniére. Ces bornes peuvent nous étre utiles quand I’inverse

de la fonction génératrice des moments de Z () est difficile & trouver.
1.3.4 La probabilité de ruine

La « ruine » en actuariat est entrainée par une perte qui dépasse les réserves disponibles et
rend I’assureur insolvable au sens de la réglementation qui lui est imposée.

Pour calculer la probabilité de ruine de 1’assureur, c’est-a-dire la probabilité que les primes
et les réserves soient insuffisantes pour couvrir les déboursés consécutifs aux risques
couverts, nous trouvons dans la littérature actuarielle plusieurs techniques.



Dans le cas ol le nombre des réclamations sur une année suit une loi Poisson de
paramétre A et ou la sévérité des réclamations suit une loi exponentielle, certains auteurs,
dont Teugels (1995), ont trouvé une expression explicite de la probabilité de ruine. Il y a
aussi différents algorithmes, dont le célébre algorithme de Panjer (1981), qui ont permis
d’évaluer ou d’approximer la probabilité de ruine.

Il y a également I’inégalité de Lundberg qui donne une borne supérieure de la probabilité
de ruine dans un contexte sans taux d’intérét, borne qui a été généralisée par Jun Cai (2003)
au modele de Sparre Andersen et auquel il a ajouté une force d’intérét constante. Ce sera
cette borne sur laquelle nous nous concentrerons dans le dernier chapitre afin de I’étendre a
une force d’intérét stochastique.

1.4 Objectifs de la thése

Cette thése a pour objectif essentiel d’étendre les résultats obtenus par Léveillé et Garrido
(2001a, 2001b) et Léveillé, Garrido et Wang (2010) sur les moments, la fonction
génératrice des moments et la distribution des sommes de renouvellement escomptées,
résultats obtenus pour une force d’intérét constante.

Nous considérerons donc un modéle de taux d’intérét plus général, et éventuellement
stochastique, plus conforme a la réalité économique. Afin d’obtenir plusieurs des
caractéristiques liées a la distribution de Z (r), nous développerons un outil important qui

donnera la distribution conjointe conditionnelle des temps d’arrivée des réclamations,
connaissant leur nombre dans [O,t] . Des équations intégrales de la fonction génératrice des

moments simples et conjoints seront obtenues, pour une force d’intérét déterministe et,
dans une moindre mesure, pour une force d’intérét stochastique. Des formules explicites
seront ainsi déduites pour les moments simples et conjoints d’ordre n, et plusieurs

expressions seront obtenues pour la f.g.m. et la distribution de Z(r) dans quelques cas

particuliers.

Nous présenterons au dernier chapitre quelques autres considérations telles que la question
des prédicteurs et I’obtention d’une borne pour la probabilité de ruine dans le cas d’un taux
d’intérét stochastique. Ce modéle des sommes de renouvellement escomptées, tel que
développé avec une force d’intérét générale, pourra ainsi mieux s’adapter a beaucoup de
produits actuariels tels I’assurance automobile, 1’assurance habitation, le risque de crédit,
etc.
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Chapitre 2
DU MODELE CLASSIQUE AU MODELE
ESCOMPTE

Le fait de ne pas tenir compte du contexte économique, dont entre autres de I’ intérét sur les
réserves et de I’inflation sur les cofits des réclamations, est trés certainement peu conforme
a la réalité. Dans la mesure ou la tarification de plusieurs produits d’assurance se fait a plus
long terme et que I’évaluation des réserves doit tenir compte du taux d’intérét réel, le
modele « classique » du risque doit incorporer le plus possible les facteurs financiers qui
affectent d’une maniére sensible le produit d’assurance visé.

2.1 Modéle classique du risque

Dans le modéle classique du risque, nous considérons le portefeuille non pas sur une seule
période de temps mais sur plusieurs périodes et le nombre de réclamations suit
habituellement une loi de Poisson. '

Ainsi, notons par N(f) le nombre de réclamations qui touchent ce portefeuille sur
Iintervalle de temps [0,¢] et par X, le montant de la i-iéme réclamation, ie N. Alors le
montant total des réclamations dans la période [O,I] sera not€ par :

N(1)

S()=2%,

ou S(£)=0 si N(¢)=0.
Ce modéle ne constitue qu’une premiére approche de notre portefeuille d’assurance. Une

premiére extension naturelle du modéle classique serait de considérer une classe plus large
pour la distribution de N(¢) .

2.2 Le modéle de Sparre Andersen

Sparre Andersen (1957), dans un article présenté au Congrés international des actuaires a
New York, a proposé une premiére généralisation du modele classique du risque. En effet,
au lieu de supposer que les temps entre deux réclamations successives sont des variables
aléatoires indépendantes et suivent une méme loi exponentielle, il a conservé 1’hypothese

11



d’indépendance tout en permettant que le temps entre les réclamations ait une distribution
autre qu’exponentielle. Ce modéle implique des calculs généralement plus compliqués que
dans le cas du modéle de Poisson composé€, mais celui-ci apparait déja plus général pour la
modélisation de produits d’assurance.

2.3 Modéle des sommes de renouvellement escomptées avec

force constante d’intérét réel

Au modéle de Sparre Andersen a suivi, dans un premier temps, le modéle de Poisson
composé escompté. Bien que ce modéle tienne compte du taux d’intérét pour la
" modélisation de produits d’assurance, il demeure limité car il suppose que le temps entre
deux réclamations successives suit une loi exponentielle et que la force d’intérét est
constante. '

Le modele de Poisson composé escompté continue toujours d’alimenter la littérature
actuarielle car les calculs sont moins compliqués que ceux du modéle plus général des
sommes de renouvellement escomptées avec force constante d’intérét, dont les premiers
travaux ont été menés par Léveillé et Garrido (2001a, 2001b). Mentionnons que ces
derniers ont examiné ces sommes pour des processus de renouvellement ordinaire, retardé
et stationnaire.

Les hypothéses du modele de Léveillé et Garrido (2001a) sont les suivantes:

- Le processus du nombre de réclamations {N (I),t20} ou {Nd (t),t20} forme un

processus de renouvellement ordinaire ou retardé. Le moment ol se produit la k-iéme
réclamation est noté par 7, , avec 7, =0, le temps séparant les réclamations successives est

noté par 7, =7, -7, ,, k=1, avec distribution commune F, #F dans le cas d’un
processus de renouvellement retardé.

- Nous supposons qu’il y a un effet de ’inflation sur les réclamations et que la force
~ d’inflation agissant sur la sévérité des réclamations & un moment ¢ est «,. De plus, nous

supposons que la force d’intérét agissant & un moment ¢ est 5.

- Le montant de la k-iéme réclamation, avec I’effet de I’inflation, est noté par ¥, et, sans

inflation, par X, tel que

i
X, =e* Wy, A(e)=[a,du, k=1 .
0

12



Les variables X, sont i.i.d. et indépendantes du processus de dénombrement. Nous

supposons de plus que la f.gmde X, M, , existe sur Qc R contenant le point 0.

- Le montant total des réclamations escomptées s’écrit donc respectivement, dans le cas
d’un processus de renouvellement ordinaire ou retardé, comme suit :

N(1) N(1) Ny (1) Ny(r)
Z(t) o Ze'a(fi)n oz Ze—C(Tl)X* . Zd (t) = Z e_B(Tt)I}'t - Z e_C(T*)Xk , 120,
k=l k=1

k=1 k=1
ol C(r)=B(t)-A(r)=[(B,-a,)ds = [5,ds, pour tout £>0.
0 0

Si nous supposons que B —a, =8, =06 >0, alors le montant escompté & =0 du total des

réclamations devient (respectivement) :

N(t) Ny (1)
Z{f)=)."%x, , ZA:):ZEe‘”*X,C , 120 3.1)
k=1 k=1

ou Z(t)=Z,(t)=0 si N(t)=N,(1)=0.
2.3.1 Moments

Il est souvent plus facile de calculer les moments d’une variable aléatoire que de trouver sa
distribution. Dans Léveillé, Garrido et Wang (2010), les expressions obtenues pour la
fonction de répartition dans le modéle de renouvellement escompté ne sont guére simples.
On pourrait alors penser a approximer cette fonction de répartition par une autre dont on
aurait a estimer les paramétres, par exemple par la méthode des moments, ou encore

construire des prédicteurs ou des courbes de régression associées a Z(t).
2.3.1.1 Deux premiers moments

Puisqu’il est primordial d’évaluer la moyenne et la variance de la valeur présente associée a
notre processus de risque, les lemmes qui suivent nous donneront les outils de base pour le
calcul des deux premiers moments de Z(t). Nous reproduisons ici les démonstrations de

Léveillé et Garrido (2001a), dans le cas du renouvellement ordinaire, puis nous ne
mentionnons que les résultats obtenus dans le cas retardé. Par cela, nous voulons indiquer
que nous utiliserons ultérieurement une démarche distincte afin d’obtenir des résultats
analogues sur ces deux premiers moments, ceci étant imposé par la présence d’une force
d’intérét plus générale.
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Lemme 2.1

1
Considérons la fonction Hj(f)= Ie""’d F, (v), associée au processus de renouvellement
0

ordinaire. Alors, pour tout >0 et 6 >0,

L. Hr ()= je"’” dF;" (v) ,ou E*(v)= IF;:(H) (u)dF, () pour keN,

0

2. i H! (1) = [ dm(v), ob m(r)= iF;" () est la fonction de renouvellement.
k=1 0 k=1
Démonstration

Par définition, la formule est vraie pour £ =1. Supposons I’identité vraie pour k =n, alors :

-y

i e
H;(”"'l) (t) = J. J e-J(u+v) dE-:" (u)dF'n (V)
0 0

g ien) Lon (u+v) dF:" () dF, (v)

© ey, 8

oy () (3)

e dF.

A )

Il
Oty Ol § Ot §

Enfin, une sommation sur les k€ N donne :
> H ()= [ am(v).
k=1 0

Lemme 2.2

Pour 120, 6d20,et se QcR,

My, (s)= I?; (1)+ _IM - (se_‘g”)Mz(,_v) (se"ﬁ") dF, (v) -

14



Démonstration
En conditionnant par rapport 2 3,,.,, ot J, = a{T},...,I;} est la plus petite sigma-algébre

générée par les temps d’arrivée des réclamations 7,,...,T,, le calcul d’espérance usuel

donne :

e 0)= B[] {505 ] 2] ot o).

Enfin il suffit de conditionner la derniére expression par raﬁport a T, pour obtenir le
résultat.

Théoréme 2.1

Pour =0 et 6 20, I’expression du premier moment, pour un processus de renouvellement
ordinaire, est donnée par :

E[Z(1)]=E[x] ‘:[e”"dm(v) )

Démonstration

En utilisant le lemme 2.1 et en conditionnant par rapport a 7}, nous avons :

E[%e‘”‘ } = fe*ar, (s)+:[e“"E[Nf)e“’ﬁ] dF, (s)

=, (t)+E[gle‘”*]*H5 (1)
=S H ()
~fe*r am(v) .

0

Ainsi,

k=1

E[Z(1)]= :E{E[Afe‘”‘l}

]

= E[XI]E[N(I e"”"*]

k=1

=E[X1]‘1'e"""dm(v) .
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Théoréme 2.2
Pour #>20 et 620, Pexpression du deuxiéme moment, pour un processus de -
renouvellement ordinaire est donnée par:

IR d

E[Z*(r)]=E[x}] j ™ dm(v)+2E*[ X, ]j j e\ dm (u)dm(v),

y

N(1) N(1)

' N(1)
=E{E [Ze‘z"’ixhzz ¥ ] N(t)

i=l j=1
i#j

s} -wn}wzmﬁ[ff

Démonstration

Nous avons :

E[Z*(1)]= EIE{[ge'”’ X T

i=l j=1

En conditionnant par rapport & T;, nous obtenons :

N(t=s) N(1-s)

i=] f=l J=1 0

i=l
i=j i

E[%%e"(%m} =2j£ e‘”’E[Nf)e’”f}dF (s)+je‘“’E[ ) | g } (s)
. 1

o

i=1 j=1
i#j

_2ZH ()*Hza(‘)"'EI:Ei i }Hza(‘)

]
8]

Hy' () Hy (1)

-

Il
[\
IMe 1D
O Sy, =
o!——.é

I I

e -2dv -JudF;]'k (V) dF;]‘n (u)

>
LR

-

0‘—-—-.1‘ ol--—-“'l

]
N

& 5(2v+u) dz F'k (v) di F;:n (u)
n=|

Il
[~ ]

O ey = O —

2@ gy (v) dm (u) .
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Pour les prochains théorémes, qui traitent du renouvellement retardé et son cas particulier,
le renouvellement stationnaire, nous allons simplement les énoncer car leurs
- démonstrations sont similaires aux précédentes.

Théoréme 2.3

Pour 120 et 6 20, I’expression du premier moment, pour un processus de renouvellement
retardé, est donnée par :

E[Z,(1)]=E[X,] ie-ﬁv din, ),

o m, (1)=E[N, ()] =X F, * ()

Théoréme 2.4

Pour t20 et 020, l’expression du deuxiéme moment, pour un processus de .
renouvellement retardé, est donnée par :

=y

E[22(1)]= E[x?] !e'”” dm, (v)+2E*[X] j J 0 am, (i), ().

o my(1)= 3 (r).
k=1
2.3.1.2 Formule récursive pour les moments

D’apreés Léveillé et Garrido (2001b), nous avons pour le cas ordinaire :-
Théoréme 2.5
Pour t20,620et neN,

M) (0)= E(EJE [x] !e'”’"Mé'E?-v) (0)dm(v). 23.1)

Démonstration :

La dérivée d’ordre » par rapport a s, appliquée a I’expression obtenue au lemme 2.2,
~ donne :

n=1 1
Mi.'g) (5)= ; [:)!M e (se"s" ) e "M 2(,'3_,) (se'""" ) dF, (v)

+ [ My (57 ME), (56, (v) -

0
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En évaluant cette identité & s =0, en appliquant le théoréme de renouvellement et le lemme
2.1, nous obtenons :

M (0)=5 1 Jo L e s 0, )+ fer2a8, 0)ar, )
-5} JLxr I 00 (0 MG 00 1,0

S WO

-5y )ear] feromtl, @)any).

k=0

Le prochain lemme et le prochain théoréme traitent des moments asymptotiques des
sommes de renouvellement escomptées pour le cas ordinaire. Enfin, des formules
récursives pour les moments sont aussi présentées pour les cas retardé et stationnaire, pour
un temps fini et infini.

Lemme 2.3

Soit §,8">0 et Lri la trahsformée de Laplace associé a 7,. Alors,

L limH,*H, ()= H,* Hy (=)= L, (5) L, (&),

L (9)

2. ZF j "“’dm(v)—l L)

Démonstration : Le résultat suit du lemme 2.1.

Théoréme 2.6
Pour 6 >0 et neN,

My - S L T 0.

Démonstration : Le résultat ci-dessus vient de I’application du lemme 2.3 au théoréme 2.5.

Les résultats qui suivent donnent des formules récursives des moments dans le cas d’un
processus de renouvellement retardé.
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Théoréme 2.7

Pour t20, §20et neN,
M;_,(;) ol ( )E[Xn—k]‘[ —m'ivM(sz 5 (O)dmd(v) ,

ot Z, () est le processus de risque associé au processus de renouvellement ordinaire

sous-jacent (celui débutant avec 7, ).

Corollaire 2.1-
Pour §>0 et neN,

L n5 n-l " "
MO =17 o) L(( n5) Z( ]E[X"_ M2 (0) .
Lrl no y
ou T—_L,((Tzs').="[e dm, (v) .
Corollaire 232

Pour t=0, 620 et ne N, nous obtenons dans le cas d’un processus de renouvellement
stationnaire:

M0, (0)= rz( ]E[Xr*M M) (0)dbv,

ot E[r,]=y" et Z(t) est le processus de risque associé 4 un processus de

renouvellement stationnaire.

2.3.2 Fonction génératrice des moments

Dans Léveillé, Garrido et Wang (2010), plusieurs caractéristiques de la somme escomptée
ont été trouvées dans des cas particuliers importants, dont la fonction génératrice des

moments et la fonction de répartition de Z(r).

Les deux premiers théorémes qui suivent nous permettent d’obtenir d’une part une équation
de « quasi-renouvellement » pour la fonction génératrice des moments et d’autre part une
équation intégrale de la f.g.m. Pour démontrer le premier théoréme, ils ont utilisé des
techniques de renouvellement. La démonstration du deuxiéme théoréme s’est appuyée
quant a elle sur une application successive du lemme 2.2.
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Théoréme 2.8

Pour t=20, 6 20 et se Qc R, I’expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

My (s)= 1+_:[|:MX (s567) 1] My (567" )aim(3).

Démonstration :

Le résultat suit en insérant 1’équation (2.3.1) dans la série de MacLaurin de M. M, (s) -

Théoréeme 2.9

Pour 120, 620 et seQc R, I'expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :
k
t ZI’

z(r S) t)+z_[

k=0 g

—62:, _ k
M,|se ™ F;][t-Zx,Jdﬁl(xM)...dE'(x]).

l i=1

Démonstration

Nous appliquons le lemme 2.2 de maniére successive.

Remarque : Le théoréme précédent peut étre réécrit sous la forme suivante

Mz(.)(s)=kz:;Ht(’=3)’
ol H, (1, s) I[ se ):] “(t v, se "’) dF, (v) , H,(t,s)= F (r)

Théoréme 2.10

Pour 120, 6§ 20 et s€ Qc R, 'expression de la fonction génératrice des moments, pour
un processus de renouvellement ordinaire, est donnée par :

k

I—Zx, k
) w ! =l k+l Z
MZ(r)(s)=1+§J"-- _[ ) My|se = [-1 dm("m)---dm(x;)
=0 o 0o =

Démonstration

Nous appliquons le théoréme 2.8 de maniére successive.
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Remarque : Le théoréme précédent peut &tre réécrit sous la forme suivante

My (8)= 20 (),

ou 1, (t,s):j[‘MX (se) =1Ly (t-v,5e )dm(v) , L,(t.5)=1.
0
2.3.3 Distributions

Si la fonction génératrice des moments de Z (t) existe, il est possible d’inverser celle-ci

dans plusieurs situations afin de trouver la distribution de Z(¢). Voyons un exemple non

trivial de cette situation, présentée dans Léveillé, Garrido et Wang (2010).

Exemple 1 :

Supposons que le temps entre deux réclamations successives suit une Erlang(2, 0.01), que
le montant des sinistres suit une loi exponentielle de paramétre €=1 et que §=0.01.
Alors, pour 20 et se Qc R, nous avons :

& d
EMZ(,)(S)=a1(t,s)—a-t-Mz(,) (s)+ao(t,s)Mz(,) (s)»
ou, ' A
5
Mz(o)(s)‘_”l! EMz(a) (5)|:=0 =0,

0.0001x se™*' 0-01(25‘9_0'01 _3)

1— Se-O.Ol ¥ a (t’ S) = 1— se—0.0l

a(t,5)=

Alors, avec I’aide du logiciel « Maple » , nous obtenons pour s <1, I’expression suivante :

1

1——_—_%;] +s5e% (s - 2)+ ZS} g
—se

Myl Slz{(s-n [se0" 2] m[

une f.g.m qui peut étre inversée pour donner la «sous» densité de probabilité suivante :

[2(x +1)+e7 ][:El (x)-E, (xe‘°‘°“ )]

fz(") (x) = —Z[e" _e—o.uu_—e"’""x]_e—uou'x—l I:e—x _e—c““x:| 1]°- . | (x) !
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ou E (x) =Iv"e"’dv est la fonction exponentielle intégrale usuelle (voir Abramowitz et

Stegun (1969) ).

Dans le chapitre qui suit, nous proposons des formules explicites de la distribution
conjointe conditionnelle du temps d’arrivée des réclamations connaissant leur nombre dans
un intervalle de temps donné, nous permettant ainsi de calculer les deux premiers moments
simples et le moment conjoint simple de la somme escomptée avec une force d’intérét
générale. Ces mémes formules nous serviront aussi a développer les moments simples et-
conjoints d’ordre supérieur, ainsi que des équations intégrales pour la f.g.m. de notre
processus de risque.
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Chapitre 3
LES PREMIERS MOMENTS DES SOMMES DE
RENOUVELLEMENT ESCOMPTEES

Léveillé et Garrido (2001b) ont obtenu des formules récursives pour les moments des
sommes de renouvellement escomptées avec force d’intérét constante. Plus récemment,
Léveillé, Garrido et Wang (2010) ont obtenu des fonctions génératrices des moments et
leurs inverses dans le cas ol le temps entre les réclamations suivent une distribution

phase-type.
Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur les deux premiers moments
simples et le premier moment conjoint de ce processus de risque, mais cette fois pour une

force d’intérét plus générale. Des exemples seront donnés dans le cas ou le nombre des
réclamations suit un processus de renouvellement Erlang.

3.1 Introduction

L’effet de la force réelle d’intérét sur la valeur présente du processus de surplus fait.
" toujours I'objet de plusieurs études, spécialement dans le contexte du renouvellement.
Plusieurs auteurs comme Gerber (1971), Taylor (1979), Delbaen et Haezendonck (1987),
Waters (1989), Sundt et Teugels (1995), Cai et Dickson (2001, 2003) ont travaillé sur la
probabilité de ruine de la somme de renouvellement escomptée. D’autres comme Boogaert,
Haezendonck et Delbaen (1988), Willmot (1989), Léveillé et Garrido (2001a, 2001b),
Garrido et Léveillé (2004) et Léveillé, Garrido et Wang (2010) ont travaillé sur les
moments et la distribution de ce processus de risque.

Dans le contexte des sommes de renouvellement escomptées, seule la force d’intérét
constante a été réellement considérée. Ainsi, dans ce chapitre, notre objectif est de
généraliser le modele précédent en considérant une force d’intérét plus générale, ce qui
nous donnera de nouveaux résultats pour les premiers moments, simples comme conjoints,
pour ce processus plus réaliste.

Par conséquent, fixons les hypothéses de notre étude. Supposons que nous opérons dans un
environnement économique ol la force d’intérét, de laquelle a été soustraite la force
d’inflation, est un processus stochastique {&(¢),#2>0} tel que Iintégrale de chaque
parcours échantillonnal a une valeur fini presque partout sur chaque intervalle de
temps fini.
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Définissons notre modéle de risque comme suit :

(i) Les processus du nombre de réclamations {N(¢),#>0} et {N,(¢), >0} représentent

respectivement un processus de renouvellement ordinaire et un processus de
renouvellement retardé et, pour ke N :

e le temps ol se produit la k-iéme réclamation est représenté par la variable 7,

e la variable représentant le temps écoulé entre deux réclamations consécutives est
donnée par 7, =T, T, ,keN ,et T, =0.

(ii) La variable aléatoire représentant le montant (sans inflation) de la k-iéme réclamation
est donnée par X , et

e {X,,keN} sontiid,
e {X,,7, ; k €N} sont mutuellement indépendantes.

* les deux premiers moments de X, existent.

(iii) La valeur totale escomptée au temps 0 du montant des réclamations sur la
période [O, t:| est notée respectivement, pour le cas ordinaire et retardé, par

N(1) ; Ny(D)
Z()=Y. (L)X, , Z,(t)= 3, D(T)X, ,

k=1

ot Z(t)=2Z,(t)=0si N(t)=N,(t)=0, D(T,) =" et r(r,,):j:* S(x)dx .

En se basant sur ces hypothéses, nous présentons & la section 3.2 quelques résultats sur le
premier moment de la somme escomptée de ce processus de risque, pour une force d’intérét
déterministe et stochastique. A la section 3.3, nous présentons le méme genre de résultat
mais pour le moment d’ordre 2. A la section 3.4, nous examinons le moment conjoint
d’ordre 2, d’abord pour une force d’intérét constante et ensuite pour une force d’intérét
stochastique. Dans les sections 3.2 et 3.3, des exemples sont donnés pour les cas ou le
temps entre deux réclamations successives suit une loi exponentielle et Erlang(2, 1). Dans
la section 3.4, des exemples sont donnés uniquement pour le cas Poisson. La conclusion
suit a la section 3.5.
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3.2 Premier moment

3.2.1 Cas d’une force d’intérét déterministe

Le premier moment d’un processus de renouvellement composé escompté a été considéré
pour la premiére fois par Léveillé & Garrido (2001a), pour une force d’intérét constante &.
Ces derniers ont utilisé essentiellement des techniques de renouvellement pour obtenir leur
formule.

Pour le cas du renouvellement ordinaire, le premier moment de Z(r) est obtenu pour un

temps fini et infini:

L)

L) (3.2.1)

1
E[Z(0)]=E[X,] [e?dm(v) , E[Z(»)]=E[X|]
0
Pour le cas du renouvellement retardé (et stationnaire), des formules similaires sont aussi
obtenues:

L, (%)

Lo (32.2)

1 t
E[Z,(D)]= E[Xl]fe"s"dmd () . E[Z,(»)]=E[X|]

0
La question que nous nous posons maintenant est la suivante: pouvons-nous obtenir une
formule similaire dans le cas ol la force d’intérét est plus générale? La réponse est oui,
mais cette fois-ci les techniques de renouvellement ne peuvent étre utilisées, ceci justement -
a cause de la forme plus générale du facteur d’actualisation. Nous avons donc besoin
préalablement d’un lemme afin d’obtenir I’espérance de ce modele dont la force d’intérét

est plus réaliste.

Lemme 3.1

Considérons un processus de renouvellement ordinaire ou retardé, tel que donné dans la
section 3.1. Alors, pour O0<x<t et k<n, les fonctions de densité de probabilité

conditionnelle T,| N(f)=n et T,| N, () =n sont données respectivement par :

(1) Pour le cas ordinaire: 7

£ (x)P(N(t-x)=n—k) .

R E o) (3.2.3)

fI.',]N(z) (xl n) =

(2) Pour le cas retardé:

£ (9)P(N,(t—s)=n—k)
P(N,(t)=n) '

)4

k

|Na(0) (s|m)=

ot {N,(t),t=0} est le processus de renouvellement ordinaire sous-jacent.
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Démonstration

Nous démontrons uniquement le cas ordinaire, la démonstration s’adaptant facilement pour
le cas retardé. Ainsi, pourne NU{0} :

N@)=n,T, <x)

P(N(@®)=n)
P(N@)=n|T,<x)P(T, <x)

- P(N()=n) '

P(T;leN(t)=n)=?(

La derniére expression peut étre réécrite comme suit :

{IP(N(I)-:n |7, <x, T, =v)fmm(v)dv}}>(7; <x)
P(N(t)=n)

P(T,<x|N(t)=n)=

P(N@®)-N)=n-k|T, =v) f, (") av

O Ly g

P(N(t)=n)
Puisque,
P(N(t)-N(v)=n-k|T, =v)=P(N(t-v)=n-k)
nous obtenons donc,
IP(N(:‘—V) =n-k ) 1 (v) av

P(T, <x| N (1) =n)= P(N (1) =n)

2

d’ou le résultat (3.2.3).
Théoréme 3.1 :

Avec les hypothéses de la section 3.1, le premier moment de la somme de renouvellement
escomptée est donné, pour 7> 0 et pour une force d’intérét déterministe, par:

(1) Pour le cas de renouvellement ordinaire:

E[Z(n]=E[X,] ID(v) dm(v) . (3.2.4)
(2) Pour le cas de renouvellement retardé:

E[Z,0)]=E[X,] ;[D(v) dm,,(v) . (3.2.5)
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Démonstration

De nouveau, il sera suffisant de démontrer le résultat pour le cas du renouvellement
ordinaire. Ainsi, en tenant compte de 1’équation (3.2.3) du lemme 3.1, en conditionnant sur
N(r) et en utilisant I’hypothése d’indépendance entre le nombre et la sévérité des

réclamations, nous obtenons :

E[ZIN () =n]=ELX] 5[ D6) fya0)

X]ij(v)f,.(v)P(N(: -v)=n—k)dv

...lo

Il

P(N()=n)
Ainsi,
E[Z()]=E[E[2()|N()=n]]
_E[x]] ,,Z;k:.ID(V) £, () PN (=) =n—k)dv
_E[x]giu(v)fr v)ZP(N(t - E) b
- E[X]3[ D) £, ()
—E[X;]ZID(VFFT.(V)
—E[‘mi D) dn(») .
Corollaire 3.1 0

La formule asymptotique du premier moment de la somme de renouvellement escomptée
- pour le cas d’un processus ordinaire (et retardé) est donnée par :

E[Z(=)]=E[X,] 2 i (1 (32.6)

Démonstration

La preuve suit directement des équations (3.2.4) ou (3.2.5).
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Remarque 3.1

(1) Le théoréme 3.2.1 présente une démonstration alternative a celle donnée dans Léveillé
et Garrido (2001a) pour le premier moment avec une force d’intérét constante.

(2) Quand I(7,)=4JT,, nous obtenons les formules (3.2.1) et (3.2.2) de I’équation (3.2.6).

Exemple 3.1

Supposons que la force d’intérét soit de la forme
8(#) = 8,1y, (£) +8,1,5 (1) +8, 15 (¢), 00 §,>0, i=1,2,3.

Alors, de I’équation (3.2.4), nous avons :

E[Z(®)]=E[X|] _![exp{—_‘:[611]0'1[(x)+621]1‘2[(x)+531]2l m[(x)]dx}dm(v). (32.7)

0

Si nous supposons que 7, ~exp(4), alors

(2012 £ S 0y (055,40

e
+e261-151 & 8 1]2 m[ (t)
3
et,
) _— P e =5;-5
E[Z(=)]=2E[X,] {1 i }
6l 82 83

Quand 6, =9J,=0,, nous retrouvons de I’équation (3.2.7) les formules obtenues par

Léveillé et Garrido (2001a) lorsque le processus du nombre de réclamations est un
processus de Poisson de paramétre A >0, avec force d’intérét constante & > 0:

E[z()]= JLE[X | E[z( )]_lEgX.].
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Exemple 3.2

Supposons maintenant que la force d’intérét soit de la forme &(f)=a+bsin(r), on

a>0,b>0. Alors, de I’équation (3.2.5), nous avons :
E[Zd(t)] = E[Xl] Iexp {—av -b cos(v)} dm,(v) . (3.2.8)
1]

L’équatidn ci-dessus peut généralement étre évaluée numériquement, a I’aide du logiciel
‘“Maple’’ par exemple. Nous pouvons méme utiliser les techniques des fonctions splines
disponibles dans ce logiciel pour obtenir de bonnes approximations de la fonction donnant
le premier moment.

Ce faisant considérons le cas particulier ou le nombre de réclamations est un processus
stationnaire tel que 7, ~ Erlang(2,1), alors

E[Z,)]= £ | jexp —av— bcos(v)}

De plus, si nous posons A=2, E [X ]—1 a=0.02 et 5=0.01, alors le tableau suivant

peut étre obtenu:

Tableau 3.1 Premier moment de Z, (¢) -- Cas déterministe

t ' ‘10 100 500 1000 ')

E[Z,,(t)] 9.067813450 | 43.23482375 | 49.99878036 | 50.00105011 | 50.00105021

Quand a=4J et b=0, nous retrouvons également de I'équation (3.2.8) les formules
obtenues par Léveillé et Garrido (2001a) pour le processus du nombre des réclamations
stationnaire Erlang(2, 4):

, E[Zd(oo):|=&£2—[8X—1] :

Remarque 3.2

(1) Nous pouvons facilement généraliser le résultat obtenu dans I’exemple 3.2.1 en
considérant des fonctions en escalier avec plus d’intervalles.

(2) Nous pouvons méme utiliser ces fonctions en escalier pour approximer de maniére
assez convenable n’importe quelles fonctions &(¢); car toute fonction continue sur un

segment est la limite uniforme de fonctions en escalier. De fait, plusieurs méthodes
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numériques sont également disponibles pour de telles approximations mais elles doivent
étre utilisées assez prudemment surtout pour de petites valeurs de ¢, les valeurs escomptées
des réclamations étant plus importantes pres de 0.

3.2.2 Cas d’une force d’intérét stochastique

Théoréme 3.2 :

Selon les hypothéses de la section 3.1, le premier moment de la somme de renouvellement
escomptée, dans le cas d’une force d’intérét stochastique, est donné par :

(1) Pour le cas de renouvellement ordinaire :
E[z(t)]=E[x,] J:E[D(v)] dm(v) .
(2) Pour le caé de renouvellement retardé :
E[Z,()]=E[x] _:[E[D(v):l an, ) -

Démonstration:

De nouveau, il sera suffisant de démontrer le résultat pour le cas du renouvellement
ordinaire. Ainsi, en conditionnant sur N(¢) et en utilisant ’hypothése d’indépendance

entre le nombre et la sévérité des réclamations, nous obtenons :
E[Z(t)|N(t)=n]=E [Z;D(T}‘)X,,IN(t) =n:|
~E[XISE[D(5) [N ()=n]

De I’équation (3.2.3) du lemme 3.1, nous obtenons pour chaque parcours échantiilonnal de
la force d’intérét &(x):

E[ (1) 8(x), x<[0.6]] = E[ E[ 2 (1)| ¥ (1),5(x), x € [p,:]]]
- £[x][D() dn(y)
La derniére intégrale étant une variable aléatoire telle que jE [:D(v)] dm(v) <, alors un

théoréme bien connu de la théorie des processus stochastiques (voir Karatzas and Shreve

(1991), p. 3) nous permet d’écrire I’identité suivante :
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E[Z(r)]=E[ E[Z(1)|8(x). x[0.4]]]
= E[X,] EHD(V) dm(v)}

= E[XI]IE[D(V)] dm(v) .

Remarque 3.3

(1) Quand la force d’intérét est 