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Résumé

En 2010, Dummigan et Heim ont démontré deux résultats en lien avec le nombre de classes

du corps quadratique Q(
√
−p), dénoté h(−p), et l'espace des formes cuspidales de poids k pour

SL2(Z), dénoté Sk(SL2(Z)), où p ≡ 3 (mod 4) est un premier et k = (p+ 1)/2. Ainsi, dans ce

mémoire, on s'intéresse à présenter les démonstrations de Dummigan et Heim avec davantage

de détails et de généraliser leurs résultats.

Tout d'abord, le premier résultat a�rme que la trace de la fonction L carrée symétrique,

un nombre rationnel qui dépend uniquement du poids de l'espace Sk(SL2(Z)), possède un

unique facteur de p au dénominateur si et seulement si h(−p) > 1. De plus, si h(−p) = 1,

alors la trace ne contient aucun facteur de p. Ainsi, en utilisant les congruences de Kummer

pour les nombres de Bernoulli, on démontre qu'il est possible de généraliser ce résultat pour

l'espace Sk′(SL2(Z)) où k′ ≡ k (mod p − 1). En rapport avec ce résultat, une conjecture est

énoncée et des évidences numériques avec PARI/GP sont données.

Ensuite, Dummigan et Heim ont démontré, en utilisant la théorie des représentations

galoisiennes, qu'il existe une forme cuspidale f =
∑

n≥1 anq
n de poids k pour SL2(Z) qui

satisfait une congruence diédrale en p, c'est-à-dire p | a` pour tout premier ` tel que ( `p) = −1,

si et seulement si h(−p) > 1. À l'aide de la famille d'Hida d'une forme modulaire et de la série

d'Eisenstein de poids p − 1, on démontre de deux façons que ce résultat est également vrai

pour l'espace Sk′(SL2(Z)) où k′ ≡ k (mod p− 1).
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Introduction

L'étude du nombre de classes d'un corps de nombres est un sujet encore d'actualité aujour-

d'hui en mathématiques. En e�et, rappelons que le nombre de classes d'un corps de nombres

est dé�ni comme l'ordre du quotient du groupe des idéaux fractionnaires par le groupe des

idéaux fractionnaires principaux de l'anneau des entiers. Le nombre de classes, qui est une

quantité �nie par la théorie de la géométrie des nombres de Minkowski, mesure si l'anneau

des entiers est un domaine à factorisation unique ou non. Ainsi, une bonne compréhension

du nombre de classes nous donne de l'information sur une propriété algébrique importante de

notre corps de nombres. Le nombre de classes est une quantité qui possède encore des questions

ouvertes. Par exemple, Gauss a conjecturé qu'il existe un nombre in�ni de corps quadratiques

réels avec un nombre de classes de 1. Dans ce mémoire, on s'intéresse à généraliser deux résul-

tats concernant le nombre de classes du corps quadratique imaginaire Q(
√
−p) et les formes

modulaires de poids k pour le groupe modulaire Γ(1) := SL2(Z), où p est un premier congru

à 3 modulo 4 et k = (p+ 1)/2.

Brièvement, une forme modulaire f de poids k pour Γ(1) est une fonction holomorphe

dé�nie sur le demi-plan supérieur H qui satisfait une certaine condition de croissance à l'in�nie

et qui satisfait la condition d'invariance suivante :

f
(aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ), pour chaque τ ∈ H et

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z).

Cette propriété d'invariance implique que f possède un développement de Fourier de la forme

f(τ) =
∑

n≥0 ane
2πinτ , an ∈ C. Si a0 = 0, alors on dit que f est une forme cuspidale et l'espace

des formes cuspidale de poids k pour Γ(1) est dénoté Sk(Γ(1)). On peut associer à une telle

forme cuspidale une fonction L dé�nie par L(f, s) :=
∑∞

n=1
an
ns pour <(s) > k/2 + 1. Si f

est une fonction propre pour tous les opérateurs de Hecke, une suite d'opérateurs linéaires, et

qu'elle est normalisée, c'est-à-dire le premier coe�cient non nul de f est 1, alors la fonction

L(f, s) admet le produit eulérien suivant :

L(f, s) =
∏
q

1

(1− αqq−s)(1− βqq−s)

où αq et βq sont tels que αq+βq = aq et αqβq = qk−1. La fonction L(f, s) est en fait la fonction

L associée à une représentation du groupe de Galois d'une clôture algébrique de Q qui peut
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être dé�nie à partir de f . Si Sym2(f) est le carré symétrique de la représentation associée à

f , alors la fonction la fonction L associée à Sym2(f) est dé�nie par

L(Sym2(f), s) :=
∏

premier q

1

(1− α2
qq
−s)(1− αqβqq−s)(1− β2

q q
−s)

,

pour s ∈ C et <(s) > k. Une propriété importante à noter de la fonction L carré symétrique

est qu'elle admet un prolongement analytique sur tout le plan complexe. Une autre propriété

est que les entiers k, k+ 2, . . . , 2k− 2 sont des points d'évaluation spéciaux de L(Sym2(f), s).

En e�et, si s est un entier pair entre k et 2k − 2, alors la valeur de L(Sym2(f), s) sera un

facteur algébrique multiplié par certaine puissance de π et la norme de f . Ainsi, la trace de la

fonction L carrée symétrique pour la valeur spéciale s ∈ {k, k+2, . . . , 2k−2} est dé�nie comme

étant la somme des facteurs algébriques par rapport à la base de formes propres normalisées

de Sk(Γ(1)). Cette trace a pour propriété d'être un nombre rationnel qui dépendra de k et du

choix de la valeur spéciale, ce qui permettra de s'intéresser à des questions de p-divisibilité de

la trace.

Dummigan et Heim ont démontré en 2010 [DH10, Theorems I et II] que la présence d'un

unique facteur de p au dénominateur de la trace pour un espace de poids k = (p + 1)/2 et

pour le point spécial s = 2k− 2 est équivalent au fait que h(−p) > 1. De plus, si le nombre de

classes est 1, alors la trace ne contiendra aucun facteur de p. Pour parvenir à ce résultat, les

deux auteurs ont obtenu une formule explicite de la trace en termes des nombres de Bernoulli

en utilisant une formule de relèvement pour une série d'Eisenstein de Siegel de degré 2. Dans

ce mémoire, nous allons démontrer qu'il est possible d'étendre en partie ce résultat pour des

valeurs de poids k′ telles que k′ ≡ k (mod p− 1), en utilisant les congruences de Kummer des

nombres de Bernoulli.

Le deuxième résultat de Dummigan et Heim [DH10, Theorem III] concerne les congruences

diédrales en p des formes cuspidales de poids k et niveau 1. On dit que f =
∑∞

n=1 anq
n satisfait

une congruence diédrale en p si p | a` pour tout premier ` tels que (`/p) = −1. En se servant

de la théorie des représentations galoisiennes modulo p, les auteurs ont prouvé qu'il existe une

forme propre normalisée satisfaisant une congruence diédrale en p si et seulement si h(−p) > 1.

Par exemple, si p = 23, alors k = 12. La seule forme cuspidale propre normalisée de poids 12

est le discriminant modulaire

∆ := q
∞∏
n=1

(1− qn)24

=

∞∑
n=1

τ(n)qn

= q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5 − 6049q6 − 16744q7 + · · · .

2



Observons que

τ(5) = 4830 = 2 · 3 · 5 · 7 · 23;

τ(7) = −16744 = −23 · 7 · 13 · 23;

τ(11) = 534612 = 22 · 3 · 13 · 23 · 149;

τ(17) = −6905934 = −2 · 3 · 7 · 23 · 2383.

Ceci n'est pas une coïncidence, puisque que le nombre de classes de Q(
√
−23) est 3. Dans

ce mémoire, à l'aide des séries d'Eisenstein ainsi que de la théorie des familles d'Hida, nous

allons donner deux démonstrations que le théorème de Dummigan et Heim, qui se concentre

seulement en un poids k, est également vrai pour tous les poids k′ tels que k′ ≡ k (mod p−1).

Le présent mémoire est séparé en cinq chapitres. Dans le premier chapitre, la fonction L

carrée symétrique est dé�nie et certaines de ses propriétés sont présentées. La trace est égale-

ment dé�nie dans le but d'énoncer précisément le premier théorème de Dummigan et Heim.

Ensuite, le deuxième chapitre est une brève introduction à la théorie des formes modulaires

de Siegel dans le but de comprendre certains outils qui seront utilisés, tels que l'opérateur de

Siegel et l'expansion de Fourier. Le troisième chapitre est consacré à la démonstration du pre-

mier résultat de Dummigan et Heim et de sa généralisation. Aussi, une conjecture en lien avec

la généralisation sera formulée. Dans le quatrième chapitre, une exposition de la théorie des

représentations galoisienne est donnée a�n d'expliquer la démonstration du deuxième résultat

de Dummigan et Heim à propos des congruences diédrales. On retrouvera également dans ce

chapitre quelques faits sur la théorie des familles d'Hida pour généraliser le deuxième résultat.

En�n, le chapitre 5 est une exposition des calculs numériques que l'on peut e�ectuer à l'aide

de PARI/GP. Le but de ce chapitre est de présenter les fonctionnalités du logiciel en lien avec

les formes modulaires. On y discutera également des résultats expérimentaux obtenus pour la

conjecture énoncée au chapitre 3 et d'autres horizons qui auraient pu être étudiés.
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Chapitre 1

La fonction L carrée symétrique d'une

forme modulaire

Dans ce chapitre, nous dé�nissons la fonction L carrée symétrique associée à une forme

modulaire. Cette fonction L possède certaines propriétés fort utiles. En particulier, elle possède

un lien avec la norme de Petersson d'une forme modulaire. À la �n du chapitre, nous allons

dé�nir la trace de la fonction L carrée symétrique. Cette trace est un nombre algébrique qui

dépendra seulement du poids d'un espace de formes cuspidales. L'étude de la p-valuation de

cette trace pour un poids �xe révèlera un lien avec le nombre de classes d'un corps quadratique.

1.1 Rappels sur les formes modulaires classiques

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur la théorie des formes modulaires

classiques dans le but de �xer les dé�nitions et la notation. Les démonstrations peuvent être

trouvées dans plusieurs ouvrages de cette théorie par exemple dans [DS05], [Miy89] ou bien

[Ser77]. Tout au long de cette section, N ≥ 1 et k sont des entiers �xés.

Groupe modulaire, formes modulaires et caractères de Dirichlet

Soit SL2(Z) l'ensemble des matrices carrées de dimension 2 à coe�cients dans Z et de

déterminant 1. On dénote par Γ(1) := SL2(Z) le groupe modulaire muni de son action par

transformation de M÷bius sur le demi-plan supérieur H := {τ ∈ C : =(τ) > 0} :

γ · τ :=
aτ + b

cτ + d
, τ ∈ H, γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z).

Un sous-groupe Γ 6 Γ(1) est dit de congruence de niveau N si N est le plus petit entier tel

que Γ contient le groupe

Γ(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ Γ(1) :

(
a b

c d

)
≡

(
1 0

0 1

)
(mod N)

}
.
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Par exemple, les sous-groupes suivants

Γ0(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) :

(
a b

c d

)
≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
(mod N)

}

et

Γ1(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) :

(
a b

c d

)
≡

(
1 ∗
0 1

)
(mod N)

}
.

sont des sous-groupes de congruences.

Le groupe des matrices carrées de dimension 2 à coe�cients dans R et de déterminant

positif, dénoté GL+
2 (R), agit sur l'ensemble des fonctions holomorphes f : H→ C par le biais

de l'opérateur de poids k :

f [γ]k(τ) := (det(γ))k/2(cτ + d)−kf(γ · τ).

où γ =
(
a b
c d

)
∈ GL+

2 (R). Si une fonction holomorphe f est invariante sous l'opérateur de poids

k, c'est-à-dire que f [γ]k = f pour toute matrice γ dans un sous-groupe de congruence Γ, alors

on dit que f est une fonction modulaire de poids k. Puisque la matrice
(

1 N
0 1

)
se trouve dans

Γ, nous avons que f est N -périodique : f(τ +N) = f(τ). Donc, f admet une série de Fourier

f(τ) =
∞∑

n=−∞
an(f)qn, q := e

2πiτ
N .

Nous appellerons une telle expression la q-expansion d'une fonction modulaire. Si an(f) = 0

pour tout n < 0, nous disons que f est holomorphe à l'in�nie.

Dé�nition 1.1.1. Soit Γ un sous-groupe de congruence de niveau N ≥ 1. Une fonction

holomorphe f : H → C est appelée une forme modulaire de poids k pour Γ si pour toute

matrice γ ∈ Γ nous avons que

1. f est invariante sous l'opérateur de poids k ;

2. f [γ]k est holomorphe à l'in�nie.

L'espace des formes modulaires de poids k pour Γ est notéMk(Γ). Si le terme constant dans la

q-expansion de f |kγ est nul pour toute matrice γ ∈ Γ, alors f est appelée une forme cuspidale.

L'espace des formes cuspidales est noté Sk(Γ). Une forme modulaire est dite normalisée si son

premier coe�cient non nul est égal à 1.

Par la dé�nition d'une forme modulaire, on voit queMk(Γ) est un C-espace vectoriel. En
fait, il s'agit d'un espace de dimension �ni. Il est également possible d'obtenir des formules

qui dépendent de k pour calculer la dimension deMk(Γ), ceci est fait dans [DS05, Chapitre

3].
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Rappelons qu'un caractère de Dirichlet modulo N est un homomorphisme de groupe

χ : (Z/NZ)× −→ C×.

Le plus petit N ′ | N tel que χ est un caractère modulo N ′ est appelé le conducteur de χ, que

nous noterons Nχ. On dit que χ est primitif s'il est un caractère modulo Nχ. De plus, notons

qu'il est possible d'étendre le domaine de χ à Z en dé�nissant

χ(u) :=

χ(u mod N) si (u,N) = 1;

0 si (u,N) = 0,

pour u ∈ Z.

Si Γ = Γ1(N), alors il est possible de décomposer l'espaceMk(Γ1(N)) comme une somme

directe

Mk(Γ1(N)) =
⊕
χ

Mk(Γ0(N), χ),

où la somme est prise sur l'ensemble des caractères de Dirichlet modulo N et

Mk(Γ0(N), χ) :=
{
f ∈Mk(Γ1(N)) : f [

(
a b
c d

)
]k = χ(d)f ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)

}
.

Dans la littérature, cet espace est parfois dénoté parMk(N,χ).

Un caractère de Dirichlet est dit quadratique si Im(χ) = {±1}. Un exemple de caractère

de Dirichlet quadratique qui nous sera utile est le symbole de Kronecker.

Dé�nition 1.1.2. Soit D 6= 1 un entier qui est le discriminant d'un corps quadratique. On

dé�nit le symbole de Kronecker (D· ) par les cinq propriétés suivantes.

1. (D· ) est complètement multiplicatif, c'est-à-dire (Dab) = (Da )(Db ), pour tout a, b ∈ Z.

2. (D0 ) = 0 et (D1 ) = 1 ;

3. (Dp ) est le symbole de Legendre pour tout premier impair p ;

4.
(D

2

)
=


0, si D ≡ 0 (mod 2);

1, si D ≡ 1 (mod 8);

−1, si D ≡ 5 (mod 8);

5.
( D
−1

)
=

1, si D > 0;

−1, si D < 0.

Remarque 1.1.3. En fait, il existe une bijection entre l'ensemble des corps quadratiques et l'en-

semble des caractères de Dirichlet quadratiques. SiK est un corps quadratique de discriminant

D, alors on peut lui associer le symbole de Kronecker χD. Inversement, si χ est un caractère

quadratique, alors il existe un entier D qui est le discriminant d'un corps quadratique tel que

χ = (D· ).
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Proposition 1.1.4 (Proposition 3.64 de [Shi94]). Soit N ≥ 1. Soit χ et ψ des caractères

de Dirichlet primitifs modulo d1 et d2 respectivement où d2 est un diviseur positif de N . Soit

f =
∑∞

n=1 anq
n ∈ Sk(Γ0(N), ψ), alors la forme

f ⊗ χ :=

∞∑
n=1

χ(n)anq
n

appartient à l'espace Sk(Γ0(N ′), ψχ2) où N ′ = ppcm(N, d2
1, d1d2).

Exemple 1.1.5. Soit ψ un caractère de Dirichlet primitif modulo N et f ∈ Sk(Γ0(N), ψ). Si

χ est un caractère quadratique modulo N , alors f ⊗ χ ∈ Sk(Γ0(N), ψ).

Opérateur de Hecke et produit de Petersson

Considérons maintenant le cas où Γ = Γ1(N). Pour chaque n ≥ 1, il existe des opérateurs

linéaires dé�nis sur l'espaceMk(Γ1(N)) :

〈n〉, Tn :Mk(Γ1(N)) −→Mk(Γ1(N)).

Les opérateurs 〈n〉 et Tn sont respectivement appelés les opérateurs diamants et les opérateurs

de Hecke. On peut montrer que ces derniers préservent le sous-espace des formes cuspidales.

De plus, leur polynômes caractéristiques sont dé�nies sur Q. Le lecteur est référé à [DS05,

Chap. 5] pour la dé�nition de ses opérateurs.

Considérons maintenant l'espace Sk(Γ1(N)). Nous munirons cet espace du produit scalaire

de Petersson.

Dé�nition 1.1.6. Le produit scalaire de Petersson est l'application C-bilinéaire 〈·, ·〉 : Sk(Γ1(N))×
Sk(Γ1(N))→ C dé�nie par

〈f, g〉 :=

∫
Γ1(N)\H

f(x+ iy)g(x+ iy)yk−2dxdy.

On notera la norme induite par le produit de Petersson par ‖ · ‖. On peut montrer que

les opérateurs Tn et 〈n〉 commutent entre eux et sont normaux par rapport au produit de

Petersson [DS05, Propositions 5.2.4 et 5.5.3]. Donc, par le théorème spectral, il existe une

base orthogonale de formes modulaires dont chaque forme est simultanément une fonction

propre pour chaque opérateur Tn. Une telle fonction sera appelée une forme propre. La base

devient unique si chaque forme propre de la base est normalisée. Un intérêt pour les formes

propres normalisées dans ce mémoire vient de ce théorème :

Théorème 1.1.7. Si f est une forme propre normalisée dans Mk(Γ1(N)) ayant pour q-

expansion f =
∑

n anq
n, alors ses coe�cients sont des entiers algébriques. De plus, le corps

Q({an : n ≥ 0}) est une extension �nie de Q.

7



Une démonstration de ce théorème est donnée dans les notes de Milne [Mil12, Proposition

5.27].

Dé�nition 1.1.8. Soit N ≥ 1, k ∈ Z et f ∈ Mk(Γ(N)) une forme propre normalisée ayant

pour q-expansion f =
∑∞

n≥0 anq
n. Le corps des coe�cients de f est le corps Qf := Q({an :

n ≥ 0}).

Fonction L associée à une forme modulaire

Soit f ∈ Sk(Γ1(N)) ayant la q-expansion suivante

f(τ) =

∞∑
n=1

an(f)qn, an(f) ∈ C.

Alors, on peut considérer formellement la série L suivante

L(f, s) :=
∞∑
n=1

an(f)

ns
.

Cette série converge absolument pour tout s ∈ C ayant une partie réelle strictement plus

grande que k/2 + 1 [DS05, Proposition 5.9.1].

Théorème 1.1.9. Soit f ∈ Sk(Γ1(N)). Alors, f est une forme propre normalisée si et seule-

ment si la fonction L associée à f admet un produit eulérien :

L(f, s) =
∏

p premier

1

1− ap(f)p−s + pk−1−2s
.

pour <(s) > k/2 + 1.

Démonstration. Voir théorème 5.9.2 de [DS05].

Il est possible d'étendre analytiquement la fonction L associée à une forme modulaire sur

tout le plan complexe. Pour <(s) > k/2 + 1, on pose

Γ(s) :=

∫ ∞
0

xs−1e−xdx.

Ainsi, on dé�nit la fonction L(f, s) complétée par

L∗(f, s) := N s/2(2π)−sΓ(s)L(f, s).

L'utilité de cette dernière fonction est qu'elle satisfait une équation fonctionnelle :

Théorème 1.1.10. La fonction L∗(f, s) satisfait l'équation fonctionnelle suivante

L∗(f, s) = ±L∗(f, k − s).

En conséquence, la fonction L associée à f possède un prolongement analytique sur tout le

plan C.
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Démonstration. Une démonstration de ce théorème est donnée dans [DS05, Theorem 5.10.2].

Remarquons que si αp et βp sont les racines du polynôme X2 − ap(f)X + pk−1, alors on

peut réécrire ce produit eulérien de cette manière :

L(f, s) =
∏
p

1

(1− αpp−s)(1− βpp−s)
.

Les nombres αp et βp sont appelés les paramètres de Satake de f . Par leur dé�nition, ils

satisfont les deux relations suivantes :

αp + βp = ap(f), αpβp = pk−1.

1.2 Dé�nition et propriétés de la fonction L carré-symétrique

Soit f une forme cuspidale propre normalisée de niveau N et de poids k. Considérons les

paramètres de Satake αp et βp de f . Alors, la fonction L carrée symétrique associée à f est

dé�nie par

L(Sym2(f), s) :=
∏
p

1

(1− α2
pp
−s)(1− αpβpp−s)(1− β2

pp
−s)

pour s ∈ C avec <(s) > k. Cette fonction L satisfait la relation :

ζN (2s+ 2− 2k)
∞∑
n=1

an(f)2

ns
= ζN (s+ 1− k)L(Sym2(f), s), (1.1)

où ζN est la fonction ζ de Riemann à laquelle on enlève les facteurs où p | N de son produit

eulérien [Zag77, �1]. Cette relation peut se démontrer en comparant les facteurs d'Euler de

chaque côté de l'égalité. Donc, l'équation (1.1) donne une méthode pour calculer numérique-

ment des approximations des valeurs prises par la fonction L carrée symétrique.

Il est possible de compléter la fonction L carrée symétrique en utilisant la fonction Γ

qui a été dé�nie à la section précédente. Ainsi, en posant ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2) et ΓC(s) :=

2(2π)−sΓ(s), on dé�nit la fonction L carrée symétrique complétée par

L∗(Sym2(f), s) := ΓR(s− k + 2)ΓC(s)L(Sym2(f), s). (1.2)

Cette fonction satisfait l'équation fonctionnelle suivante

L∗(Sym2(f), s, 2k − 1− s) = L∗(Sym2(f), s). (1.3)

Un théorème qui est démontré dans un article de Zagier [Zag77, Corollaire page 115] nous

dit que pour certaines valeurs entières de s, l'image de la fonction L carrée symétrique possède

une certaine forme déterminée. Voici son énoncé :
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Théorème 1.2.1. Soit f une forme cuspidale propre normalisée de niveau N et poids k. Alors,

pour s ∈ {k, k+ 2, k+ 4, . . . , 2k− 2}, la valeur de L(Sym2(f), s) est un multiple algébrique de

π2s−k+1 × ‖f‖2.

Autrement dit, pour chacune de ces valeurs de s, nous avons que

L(Sym2(f), s) = (facteur algébrique)× π2s−k+1 × ‖f‖2.

Le facteur algébrique est connu dans le cas précis où s = k :

L(Sym2(f), k) =

(
4k

2N(k − 1)!

)
× πk+1 × ‖f‖2.

Cette dernière équation permet de calculer de la norme de Petersson. Il s'agit d'une méthode

plus simple que celle basée sur la dé�nition 1.1.6 pour calculer une approximation numérique

de cette norme. Davantage de détails sur cette méthode sont donnés dans [Coh13].

En vertu du théorème 1.2.1, nous dénotons, pour s ∈ {k, k+2, k+4, . . . , 2k−2}, la partie
algébrique de la fonction L∗(Sym2(f), s) par

L∗(Sym2(f), s)alg :=
L∗(Sym2(f), s)

πs/2−k/2‖f‖2
.

Par exemple, pour s = k et N = 1, nous avons que

L∗(Sym2(f), k)alg = 2kk. (1.4)

Terminons cette section en expliquant brièvement la notation Sym2(f). Au chapitre 4,

nous énoncerons un théorème de Deligne qui a�rme qu'il est possible de dé�nir une représen-

tation de dimension deux du groupe des automorphismes de Q qui �xent Q, dénoté Gal(Q/Q),

à partir d'une forme cuspidale propre normalisée [Del71]. Ainsi, la notation Sym2(f) désigne

la représentation carrée symétrique de la représentation associée à une forme propre f . De

ce fait, la fonction L carrée symétrique est la fonction L qui est associée à la représentation

Sym2(f). Plus généralement, il est possible de dé�nir une fonction L associée à une représen-

tation quelconque du groupe Gal(Q/Q). La dé�nition complète de cette fonction L est donnée

dans [Del79, (1.2.2)]. Nous verrons davantage de détails sur les représentations de Gal(Q/Q)

à la section 4.1 du chapitre 4.

1.3 Dé�nition de la trace et lien avec le nombre de classes

Dans cette section, nous allons dé�nir un objet d'intérêt principal pour ce mémoire soit

la trace de la fonction L carrée symétrique. Un intérêt pour cet objet vient du fait que la

trace possède un lien avec le nombre de classes d'un corps quadratique imaginaire Q(
√
−p)

où p est un premier congru à 3 modulo 4. Rappelons que le nombre de classes d'un corps de
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nombres K est dé�ni comme l'ordre du quotient du groupe des idéaux fractionnaires de K

par le groupe des idéaux fractionnaires principaux. Autrement dit, si on dénote l'ensemble des

idéaux fractionnaires par

IK := {α1OK + α2OK + · · ·+ αmOK : m ≥ 1, αi ∈ K et ∃i, αi 6= 0}

et l'ensemble des idéaux fractionnaires principaux par

PK := {αOK : α ∈ K \ {0}}

alors le nombre de classes de K est dé�ni par

h(K) := |IK/PK |.

Il est à noter que h(K) < ∞. Ce fait non trivial découle de la théorie de Minkowski sur la

géométrie des nombres [Neu99, Chap. I, Theorem 6.3]. SiK = Q(
√
D) est un corps quadratique

de discriminant D, autrement dit D ≡ 1 ( mod 4), alors nous allons noter le nombre de classes

de K par h(D).

Dé�nition 1.3.1. Soit k un entier pair et soit Bk la base de formes propres normalisées pour

Sk(Γ(1)). La trace de la fonction L carrée symétrique associée à l'espace Sk(Γ(1)) est dé�nie

par

Trk(L(Sym2, s)) :=
∑
f∈Bk

L∗(Sym2(f), s)alg,

pour s ∈ {k, k + 2, k + 4, . . . , 2k − 2}.

Remarque 1.3.2. La trace est une quantité bien dé�nie, étant donné que la base de formes

propres normalisées de poids k et niveau 1 est unique. De plus, à partir du moment où la

valeur de s est �xée, on peut voir la trace comme un objet qui dépend uniquement du poids

de l'espace des formes cuspidales. Par exemple, si s = k, alors on déduit de l'équation (1.4)

que

Trk(L(Sym2, k)) =
∑
f∈Bk

2kk = 2kk dimSk.

La trace est un nombre algébrique par dé�nition. Par conséquent, il est possible d'étudier

des questions portant sur la valuation p-adique de celle-ci. Soit p ≡ 3 (mod 4) un premier et

k := (p+ 1)/2, le poids de l'espace des formes cuspidales Sk(Γ(1)). Notons que si p < 23, alors

(p+1)/2 < 12 et donc Sk(Γ(1)) = 0. Cette dernière implication découle du fait que nous avons

l'égalité dimC Sk(Γ(1)) = 0 pour 0 ≤ k ≤ 11 [DS05, Theorem 3.5.2]. De plus, remarquons que

le premier p est choisi de sorte que −p soit le discriminant du corps quadratique imaginaire

Q(
√
−p). Dans leur article [DH10], Dummigan et Heim s'intéressent à une équivalence entre la

p-valuation de Trk(L(Sym2, 2k−2)) et le nombre de classes de Q(
√
−p). Leur résultat s'énonce

comme suit :
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Théorème 1.3.3 (Théorèmes 1 et 2 de [DH10]). Soit p ≥ 23 un premier congru à 3 modulo

4 et k := (p+ 1)/2, alors

1. vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = −1 si et seulement si h(−p) > 1 ;

2. Si h(−p) = 1, alors vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = 0,

où vp est la valuation p-adique.

Ce théorème, qui sera démontré au chapitre 3, provient d'un calcul explicite de la trace.

En e�et, Dummigan et Heim ont obtenu une formule de la trace qui s'exprime en fonction

des nombres de Bernoulli, une suite de nombres possédant plusieurs propriétés arithmétiques

intéressantes. Une étude approfondie de ces nombres démontre qu'ils sont en lien avec le

nombre de classes de Q(
√
−p).

Le théorème 1.3.3 se concentre seulement en une seule valeur de k, soit celle de k =

(p+ 1)/2. Ainsi, un objectif de ce mémoire est de répondre à la question : peut-on obtenir un

résultat similaire si l'on fait varier le poids k ? À la section 3.3 du chapitre 3, nous verrons qu'il

existe une réponse a�rmative à cette question. Pour ce faire, nous aurons besoin d'étudier la

théorie des formes modulaire de Siegel a�n de démontrer la formule de la trace.
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Chapitre 2

Formes modulaires de Siegel

À la section 1.1, nous avons repassé rapidement sur la notion de formes modulaires dites

elliptiques. En étudiant les formes quadratiques, le mathématicien Carl Ludwig Siegel a dé-

veloppé une généralisation de cette théorie pour des fonctions à plusieurs variables. Ainsi,

les formes modulaires de Siegel peuvent être vues comme des formes modulaires à plusieurs

variables. Pour des références sur le sujet des formes modulaires de Siegel, on réfère le lecteur

au chapitre 1 du livre d'Andrianov [And09], au livre de Klingen [Kli90] ou bien aux notes de

van der Geer [vdG08].

2.1 Le groupe modulaire et le demi-espace de degré n

Dé�nition 2.1.1. Soit n ≥ 1. Le groupe modulaire de degré n que l'on note Γn(1) est formé

de matrices de dimension 2n× 2n à coe�cients dans Z de la forme

M =

(
A B

C D

)

où A,B,C et D sont des matrices de dimension n×n satisfaisant les trois relations suivantes :

1. ABt = BAt ;

2. CDt = DCt ;

3. ADt −BCt = In.

Soit M =
(
A B
C D

)
∈ Γn(1) une telle matrice. Ainsi, par les propriétés 1, 2 et 3 nous avons

que (
A B

C D

)(
Dt −Bt

−Ct At

)
=

(
ADt −BCt BAt −ABt

CDt −DCt DAt − CBt

)
=

(
In 0

0 In

)
.

Donc, M est une matrice inversible et nous connaissons son inverse. Nous récapitulons ce

calcul dans la proposition suivante :
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Proposition 2.1.2. Soit M =
(
A B
C D

)
une matrice de dimension 2n×2n à coe�cients entiers.

Alors, M ∈ Γn(1) si et seulement si M est inversible et

M−1 =

(
Dt −Bt

−Ct At

)

Remarque 2.1.3. Au lieu de multiplier M−1 à la droite de M , nous aurions pu la multiplier à

la gauche de M et obtenir de nouvelles relations :(
Dt −Bt

−Ct At

)(
A B

C D

)
=

(
DtA−BtC DtB −BtD

AtC − CtA AtD − CtB

)
=

(
In 0

0 In

)
.

Par conséquent,
(
A B
C D

)
∈ Γn(1) si et seulement si ses coe�cients sont entiers et qu'elle respecte

les relations suivantes :

1. CtA = AtC ;

2. DtB = BtD ;

3. DtA−BtC = In.

On remarque immédiatement que le groupe modulaire de degré 1 est le même que le

groupe modulaire classique dé�ni à la section 1.1. Il s'agit donc bien d'une généralisation.

Certains auteurs notent le groupe modulaire de degré n par Sp2n(Z), car il s'agit en fait d'un

groupe de matrices dites symplectiques.

Il existe également une généralisation du demi plan supérieur H. Pour dé�nir cette géné-
ralisation, nous avons besoin d'introduire la notion de matrice dé�nie positive. Si v ∈ Cn est

un vecteur, alors nous noterons par v le vecteur conjugué.

Dé�nition 2.1.4. Soit Y une matrice de dimension n × n. Alors Y est dite semi-dé�nie

positive si vtY v ≥ 0 pour tout vecteur v ∈ Cn et on note cette propriété par Y ≥ 0. Si

vtY v > 0 pour tout vecteur v ∈ Cn \{0}, alors on dit que Y est dé�nie positive. On note cette

propriété par Y > 0.

Dé�nition 2.1.5. Soit n ≥ 1 un entier. Le demi-espace supérieur de degré n est dé�ni par

Hn := {Z = X + iY : X,Y ∈ Mn(R), Zt = Z et Y > 0}.

Notons que Hn ⊂ Mn(C).

Soit M =
(
A B
C D

)
∈ Γn(1) et Z = X + iY ∈ Hn. Pour avoir une action de Γn(1) sur Hn

généralisant le cas n = 1, il est naturel de poser

M · Z := (AZ +B)(CZ +D)−1. (2.1)

Cependant, il faut faire attention : nous devons véri�er que la matrice CZ + D est bien

inversible pour que l'action soit bien dé�nie. Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant :
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Lemme 2.1.6. Soit M =
(
A B
C D

)
∈ Γn(1) et Z = X + iY ∈ Hn, alors

1) (CZ +D)t(AZ +B)− (AZ +B)t(CZ +D) = 2iY ;

2) (CZ +D)t(AZ +B)− (AZ +B)t(CZ +D) = 0.

Démonstration. Ce lemme découle d'un calcul direct en utilisant les relations de la dé�nition

2.1.1 en plus des relations obtenues à la remarque 2.1.3.

Pour montrer que la matrice CZ + D est inversible, nous allons prouver que le système

linéaire homogène (CZ + D)v = 0 possède l'unique solution v = 0. Soit v une telle solution.

Alors, par l'équation 1 du lemme 2.1.6, nous avons que

vtY v =
1

2i

(
vt(CZ +D)t︸ ︷︷ ︸

=0

(AZ +B)v − vt(AZ +B)t (CZ +D)v︸ ︷︷ ︸
=0

)
= 0

Par dé�nition du demi-espace supérieur, nous avons que Y > 0 et donc v = 0. Par conséquent,

l'application (2.1) est bien dé�nie.

Véri�ons maintenant qu'il s'agit bien d'une action de groupe. Nous devons véri�er que

pour toutes paires de matrices M et M ′ dans Γn(1) ainsi que pour toutes matrices Z dans Hn

nous avons les deux conditions suivantes :

1. M · Z ∈ Hn ;

2. (MM ′) · Z = M · (M ′ · Z).

Démontrons que M · Z ∈ Hn. Par l'équation 2 du lemme 2.1.6 on a que

(CZ +D)t(M · Z − (M · Z)t)(CZ +D) = (CZ +D)t(AZ +B)− (AZ +B)t(CZ +D) = 0.

Donc, M · Z − (M · Z)t = 0 et M · Z est une matrice symétrique. Si M · Z = X ′ + iY ′, alors

il reste à montrer que Y ′ est dé�nie positive. Ceci découle du fait que

(CZ +D)tY ′(CZ +D) = Y.

Cette dernière égalité s'obtient par le lemme 2.1.6. On conclut donc que M · Z ∈ Hn.

Pour ce qui est de la condition 2, elle s'obtient par un calcul direct.

Domaine fondamental pour l'action de Γn(1) sur Hn

Il est possible de construire un domaine fondamental pour l'action de Γn(1) sur Hn. Pour

cela, il faut dé�nir la notion de matrice réduite au sens de Minkowski. Soit Y = (yij) une

matrice de dimension n× n avec yij ∈ R. Alors, Y est dite réduite au sens de Minkowski si

1. vtY v ≥ yii pour 1 ≤ i ≤ n ;

2. yi,i+1 ≥ 0 pour 0 ≤ i ≤ n− 1 ;
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pour tout vecteur v ∈ Zn ayant des coordonnées copremières.

Théorème 2.1.7. Soit n ≥ 1 un entier. Un domaine fondamental pour l'action de Γn(1) sur

Hn est donné par l'ensemble des matrices Z = X + iY dans Hn telles que

1. Pour toutes matrices
(
A B
C D

)
dans Γn(1), on a que |det(CZ +D)| ≥ 1 ;

2. Y est réduite au sens de Minkowski.

3. Si X = (xij), alors |xij | ≤ 1/2 pour tout indice i et j.

Une démonstration de ce théorème peut être trouvée dans [And09, Theorem 1.16]. En

guise d'exemple avec n = 1, le domaine fondamental de l'action de Γ1(1) sur H1 est donné par

la région grise de la �gure suivante :

Figure 2.1: Domaine fondamental de l'action de Γ1(1) sur H1

11
2

− 1
2

−1

2.2 Dé�nition d'une forme modulaire de Siegel

Nous donnons ici la dé�nition d'une forme modulaire de Siegel. Soit n ≥ 1 et k ≥ 1 des

entiers. Tout comme dans le cas classique, on dé�nit l'opérateur de poids k d'une fonction

f : Hn → C par

f [M ]k(Z) := det(CZ +D)−kf(M · Z),

où M =
(
A B
C D

)
est dans Γn(1) et Z est dans le demi-espace de Siegel.

Dé�nition 2.2.1. Une forme modulaire de Siegel de degré n et de poids k pour Γn(1) est une

fonction holomorphe f : Hn → C telle que

f(M · Z) = det(CZ +D)kf(Z),

pour toute matrice M =
(
A B
C D

)
∈ Γn(1). De plus, si n = 1, on exige la condition d'être

holomorphe à l'in�nie. L'espace des formes modulaires de Siegel de degré n et de poids k

pour Γn(1) est notéMk(Γ
n(1)). Nous noterons parMn l'algèbre graduée de toutes les formes

modulaires de degré n :

Mn :=

∞⊕
k=1

Mk(Γ
n(1)).
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Si n = 1, alors nous avons l'espace de toutes les formes modulaires classiques qui ont été

dé�nies à la section 1.1.

Remarque 2.2.2. Il aurait été possible de donner une dé�nition plus générale. En e�et, nous

aurions pu considérer une fonction holomorphe f : Hn → V où V est un C-espace vectoriel

de dimension �ni. Ainsi, pour généraliser le facteur d'automorphie det(CZ + D)k, il faut

considérer un homomorphisme continu ρ : GLn(C) → GL(V ) et exiger que f satisfasse la

condition suivante

f(M · Z) = ρ(CZ +D)f(Z)

pour chaque matrice M =
(
A B
C D

)
∈ Γn(1) et Z ∈ Hn. Dans le cadre de la dé�nition 2.2.1,

nous avons que V = C et ρ = (det(·))k. Cependant, nous n'aurons pas besoin d'un tel niveau

de généralité. Cela a été précisé à titre informatif seulement.

À la dé�nition 2.2.1, la fonction f peut être vue comme une fonction complexe à n(n+1)/2

variables. Donc, si f est holomorphe sur Hn, cela revient à dire que f peut s'écrire comme une

série entière à plusieurs variables autour de chaque point de Hn. La condition sur l'holomorphie

à l'in�nie peut sembler un peu étrange, étant donné qu'elle s'applique seulement au cas n = 1.

Cependant, il aurait été super�u de l'exiger pour n > 1, puisque cette condition sera toujours

véri�ée dans ce cas. Ce fait correspond au théorème 1 de [vdG08].

2.3 Développement de Fourier et opérateur de Siegel

Nous allons étudier dans cette section le développement de Fourier d'une forme modu-

laire de Siegel. Cela nous permettra de dé�nir un opérateur linéaire sur l'espace des formes

modulaires de Siegel. Nous verrons qu'une propriété de cet opérateur est qu'il applique une

forme de degré n vers une forme de degré n − 1. Ceci nous sera utile plus tard pour obtenir

de l'information sur les coe�cients de la q-expansion d'une forme modulaire de degré 2.

Dé�nition 2.3.1. Une matrice symétrique A à coe�cients rationnels et de dimension n× n
est appelée semi-entière si A est sous la forme :

N =


a11

a12
2 . . . a1n

2
a12
2 a22 . . . a2n

2
...

...
. . .

...
a1n
2

a2n
2 . . . ann


où les éléments aij sont des entiers.

Théorème 2.3.2 (Théoreme 1.23 de [And09]). Soit f ∈ Mk(Γ
n(1)). Alors, f possède un

développement de la forme

f(Z) =
∑

N semi-entière
N≥0

c(N)e2πiTr(NZ), c(N) ∈ C.
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Cette série converge absolument sur H et uniformément sur tout sous-ensemble compact de la

forme :

Hε
n := {Z = X + iY ∈ Hn : Y − εIn ≥ 0}, ε > 0.

De plus, les coe�cients c(N) satisfont la relation

c(AtNA) = (det(A))kc(N),

pour toute matrice inversible A ∈ Γn(1) de dimension n× n.

Pour une matrice Z ′ de dimensions (n − 1) × (n − 1), n ≥ 2, et un nombre réel y ∈ R,
nous allons dénoter par Z ′y la matrice de dimension n× n dé�nie par

Z ′y :=

(
Z ′ 0

0 iy

)
.

Proposition 2.3.3. Soit n ≥ 2, f ∈Mk(Γ
n(1)) et Z ′ ∈ Hn−1. Alors, la limite suivante

Φ(f)(Z ′) := lim
y→∞

f
(
Z ′y
)

existe. De plus, la fonction F : Hn−1 → C dé�nie par Z ′ 7→ Φ(f)(Z ′) est une forme modulaire

de Siegel de poids k pour Γn−1(1).

Démonstration. Soit f ∈Mk(Γ
n(1)) admettant la q-expansion suivante

f(Z) =
∑

N semi-entière
N≥0

c(N)e2πiTr(NZ). (2.2)

Puisque cette série converge uniformément sur tout sous-ensemble de la forme Hε
n, alors nous

avons

lim
y→∞

f
(
Z ′y
)

=
∑

N semi-entière
N≥0

c(N) lim
y→∞

e2πiTr(NZ′y),

où Z ′ ∈ Hn−1. Pour calculer cette limite, écrivons N =
(
N ′ ∗
∗ xnn

)
où N ′ est une matrice

(n− 1)× (n− 1) et xnn ∈ Q. On trouve

lim
y→∞

e2πiTr(NZ′y) = lim
y→∞

e−2πyxnne2πiTr(N ′Z′)

=

e2πiTr(N ′Z′) si xnn = 0;

0 sinon.

Donc, puisque N est semi-dé�nie positive, on déduit que

lim
y→∞

f
(
Z ′y
)

=
∑

N ′ semi-entière
N ′≥0

c

((
N ′ 0

0 0

))
e2πiTr(N ′Z′). (2.3)
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Cette dernière série est une série partielle du développement de Fourier (2.2). On en conclut

que la limite converge comme il est souhaité.

Montrons maintenant que Z ′ → Φ(f)(Z ′) est une forme modulaire de Siegel de poids

k pour Γn−1(1). Par l'équation (2.3), il reste seulement à démontrer que Φ(f) est Γn−1(1)-

invariante. Soit M ′ =
(
A′ B′

C′ D′

)
∈ Γn−1(1). Considérons la matrice

M :=

(
A B

C D

)
où

A =

(
A′ 0

0 1

)
, B =

(
B′ 0

0 0

)
,

C =

(
C ′ 0

0 0

)
, D =

(
D′ 0

0 1

)
.

Notons que M ∈ Γn(1). De plus, remarquons que (M ′ ·Z ′)y = M ·Z ′y et que det(CZ ′y +D) =

det(C ′Z ′ + D′). Alors, on observe que Φ(f) est invariante sous l'opérateur de poids k par le

calcul suivant

Φ(f)[M ′]k(Z
′) = det(C ′Z ′ +D′)−k lim

y→∞
f((M ′ · Z ′)y)

= det(CZ ′y +D)−k lim
y→∞

f(M · Z ′y)

= Φ(f [M ]k)(Z
′)

= Φ(f)(Z ′).

Remarques 2.3.4.

1. Dans le cas où n = 1, alors on dé�nit Φ :Mk(Γ(1))→ C par

Φ(f) := lim
n→∞

f(iy).

Cet opérateur est bien dé�ni, car il s'agit du coe�cient a0(f) dans la q-expansion de f .

2. La démonstration du théorème précédent montre que nous avons une injection

Γn−1(1) ↪−→ Γn(1)(
A′ B′

C ′ D′

)
7−→

(
A′ 0
0 1

B′ 0
0 0

C′ 0
0 0

D′ 0
0 1

)
.

Corollaire 2.3.5. Soit f ∈Mk(Γ
n(1)), n ≥ 2, ayant pour q-expansion

f(Z) =
∑

N∈Γn(1) semi-entière
N≥0

c(N)e2πiTr(NZ), Z ∈ Hn.
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Alors, la q-expansion de la forme modulaire Φ(f) est donnée par

Φ(f)(Z ′) =
∑

N ′∈Γn−1 semi-entière
N ′≥0

c

((
N ′ 0

0 0

))
e2πiTr(N ′Z′), Z ′ ∈ Hn−1.

Dé�nition 2.3.6. L'opérateur linéaire

Φ :Mk(Γ
n(1)) −→Mk(Γ

n−1(1))

f 7−→ Φ(f)

est appelé l'opérateur de Siegel.

La proposition 2.3.3 nous dit que

Φ(Mn
k(Γ(1))) ⊂Mn−1

k (Γ(1)).

Il est conjecturé qu'il s'agit d'un opérateur surjectif pour les valeurs paires de k. Ce fait a été

démontré pour des valeurs paires de k telles que k > 2n [vdG08, Corollary 3]. Cependant, il

ne s'agit pas d'un opérateur injectif. Ceci nous permet donc de généraliser l'espace des formes

cuspidales pour des degrés supérieurs. En e�et, rappelons que, dans le cas où n = 1, on dit

qu'une forme modulaire f est cuspidale si elle s'annule à l'in�nie. Autrement dit, si la limite

limy→∞ f(iy) est égale à 0.

Dé�nition 2.3.7. L'espace des formes cuspidales de poids k pour Γn(1) est le noyau de

Φ|Mn
k (Γ(1)). Cet espace est dénoté par Sk(Γn(1)).

2.4 Séries d'Eisenstein

Dans cette section, nous allons étudier un exemple important de forme modulaire, les séries

d'Eisenstein. Nous porterons notre intérêt à ces dernières principalement pour les coe�cients

de leur q-expansions.

2.4.1 Les séries d'Eisenstein classiques et les nombres de Bernoulli

Pour un entier pair k ≥ 4, on dé�nit la série d'Eisenstein normalisée de poids k par :

Ek(τ) :=
1

2

∑(
a b
c d

)
∈Γ+
∞\Γ(1)

1

(cz + d)k
=

1

2

∑
(c,d)∈Z2

pgcd(c,d)=1

1

(cτ + d)k
,

où

Γ+
∞ :=

{(
1 n

0 1

)
: n ∈ Z

}
.
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Cette série est absolument convergente pour tout τ ∈ H. De plus, il s'agit d'une forme modu-

laire de poids k pour Γ(1) qui possède la q-expansion suivante :

Ek(τ) = 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

où Bk est le k-ième nombre de Bernoulli et σk−1(n) :=
∑

d|n d
k−1. Ce qui est intéressant avec

les séries d'Eisenstein c'est que les nombres de Bernoulli sont présents dans leur q-expansion.

Ces nombres respectent certaines propriétés arithmétiques fort utiles. En e�et, grâce aux

nombres de Bernoulli, nous serons capables de lier la trace de la fonction L carrée symétrique

avec le nombre de classes d'un corps quadratique imaginaire. Rappelons que le k-ième nombre

de Bernoulli est dé�ni comme étant le nombre Bk de sorte que

tet

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk
tk

k!
.

Notons que Bk est un nombre rationnel et que Bk = 0 si k ≥ 3 est impair.

Il existe une généralisation des nombres de Bernoulli pour les caractères de Dirichlet.

Ainsi, on dé�nit le k-ième nombre de Bernoulli généralisé pour le caractère primitif χ par le

nombre Bk,χ tel que
Nχ∑
u=1

χ(u)teut

efχt − 1
=

∞∑
k=0

Bk,χ
tk

k!
.

Les nombres de Bernoulli sont en lien avec les valeurs spéciales de la fonction ζ de Riemann.

En e�et, nous avons que

ζ(1− k) =
−Bk
k

, k ≥ 2. (2.4)

Ce résultat est classique et peut être trouvé dans plusieurs livres de référence, par exemple

dans [Neu99, Chap. VII, Theorem 1.8].

Il existe une généralisation de l'égalité (2.4) pour les séries L de Dirichlet associée à un

caractère de Dirichlet χ. Rappelons que la série L associées à χ, un caractère de Dirichlet

primitif de conducteur Nχ, est dé�nie par

L(s, χ) :=
∞∑
n=1

χ(n)

ns
, <(s) > 1.

Proposition 2.4.1. Soit k ≥ 2, alors L(1− k, χ) =
−Bk,χ
k .

Démonstration. Voir [Neu99, Chap VII, Theorem 2.9].

Ainsi, nous sommes maintenant prêts à énoncer la formule pour calculer la trace de la

fonction L carrée symétrique.
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Théorème 2.4.2. Soit k ≥ 4 un entier pair. Alors,

Trk(L(Sym2, 2k − 2)) = ck

(
Bk−1,(−4

· ) + 2Bk−1,(−3
· ) +B2k−2

(
1 +

k

Bk

))
.

où

ck := 22k−1 (k2 − 1)!

(k − 1)!
.

Grâce à cette formule, le calcul de la trace est grandement simpli�é. Son écriture en termes

de nombres de Bernoulli nous permet de déduire des résultats de divisibilité sur la trace en

lien avec le nombre de classes d'un corps quadratique imaginaire. Pour démontrer le théorème

2.4.2, nous avons besoin de dé�nir les séries d'Eisenstein de degré supérieur. Nous verrons au

prochain chapitre qu'elles sont reliées aux séries d'Eisenstein classiques par une formule.

2.4.2 Les séries d'Eisenstein de degré supérieur

Dans cette sous-section, nous étudierons un exemple important de forme modulaire de

Siegel. Considérons le sous-groupe suivant de Γn(1) :

Γn∞ :=

{(
In N

0 In

)
: N t = N

}
.

Dé�nition 2.4.3. Soit n ≥ 1 et k > n + 1 deux entiers avec k pair. On dé�nit la série

d'Eisenstein de Siegel de degré n et de poids k par

Enk (Z) :=
∑

M∈Γn∞\Γn(1)

1

det(CZ +D)k
, M =

(
A B
C D

)
, Z ∈ Hn.

On peut montrer que cette série est bien dé�nie et qu'elle converge absolument et uni-

formément sur Hn [Kli90, p. 63]. Par sa dé�nition, on constate qu'elle est invariante sous

l'opérateur de poids k pour Γn(1). Ainsi, Enk est une forme modulaire de Siegel de poids

k et degré n. Notons que les séries d'Eisenstein de degré supérieur ne sont pas des formes

cuspidales. Ceci s'explique par le prochain résultat :

Proposition 2.4.4. Φ(Enk ) = En−1
k .

Une démonstration de la dernière proposition est donnée dans la preuve de la proposition

8 de la section 5 du livre [Kli90]. Par exemple, si n = 2, alors Φ(E2
k) = Ek.

Par le théorème 2.3.2, la séries E2
k possède un développement de Fourier de la forme

E2
k(Z) =

∑
N semi-entière

N≥0

A2
k(N)e2πiTr(NZ), A2

k(N) ∈ C. (2.5)
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Il existe une formule explicite pour les coe�cients de cette série. A�n d'écrire cette formule,

nous avons besoin d'introduire un peu de notation. Tout d'abord, les matrices semi-entières

en indice dans le développement de Fourier (2.5) seront de la forme

N =

(
a r/2

r/2 b

)
.

Pour dénoter les matrices semi-entières N , nous utiliserons (a, r, b) comme notation. Ensuite,

Cohen a introduit dans son article [Coh75] une fonction H(r,D) où r ≥ 1 et D sont des entiers

positifs. Si D ≡ 1 (mod 4), alors la fonction H de Cohen a comme propriété

H(k − 1, D) = L(2− k, (−D· )).

Nous aurons uniquement besoin de cette propriété pour ce qui suit. On réfère le lecteur à la

dé�nition 2.2 de l'article de Cohen pour la dé�nition complète de la fonction H.

Proposition 2.4.5. Les coe�cients pour le développement de Fourier de la série d'Eisenstein

E2
k sont donnés par

A2
k(a, r, b) := A2

k(N) =
2

ζ(1− k)ζ(3− 2k)

∑
d|pgcd(a,r,b)

dk−1H

(
k − 1,

4ab− r2

d2

)

Cette formule a été initialement démontrée par Maass dans [Maa64] et [Maa72]. Une autre

démonstration de cette formule est donnée par Zagier dans [Zag81].

Supposons que les entiers a, r et b satisfont

pgcd(a, r, b) = 1 et D := 4ab− r2 ≡ 1 (mod 4).

Ainsi, on a que

A2
k(a, r, b) =

2L(2− k,
(−D
·
)
)

ζ(1− k)ζ(3− 2k)
. (2.6)

Donc, par les valeurs spéciales de la fonction L et de la fonction ζ aux entiers négatifs, on

peut simpli�er l'équation (2.6) :

A2
k(a, r, b) =

−4kBk−1,(−D· )

BkB2k−2
.
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Chapitre 3

Calcul de la trace de L(Sym2(·), s)

3.1 Formule de relèvement d'une Série d'Eisenstein de Siegel

de degré 2

Commençons par introduire un concept appelé le relèvement d'une forme modulaire de

Siegel. Soit n ≥ 2 un entier que l'on décompose en une partition η = (n1, n2, . . . , nr),

n = n1 + n2 + · · ·+ nr, ni ∈ Z≥1.

Ainsi, nous avons une injection Hn1×Hn2×· · ·×Hnr ↪→ Hn donnée par le plongement diagonal

(N1, N2, . . . , Nr) 7−→


N1 0 . . . 0

0 N2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Nr

 ,

où chaque bloc Ni est dans Hni . Nous dénotons l'image de Hn1 ×Hn2 × · · · ×Hnr sous cette

injection par Hη.

Dé�nition 3.1.1. Soit n ≥ 2, f ∈ Mk(Γ
n(1)) et η = (n1, . . . , nr) une partition de n. Alors,

le relèvement de f pour la partition η est la fonction f |Hη .

Cette notion nous amène à énoncer une formule initialement démontrée par Garrett dans

[Gar84, Theorem §5] pour calculer le relèvement de la série d'Eisenstein de poids k et de degré

2 pour la partition (1, 1).

Théorème 3.1.2. Soit k ≥ 4 un entier pair et Bk la base de formes cuspidales propres

normalisées de poids k et de niveau 1. Alors, pour z, w ∈ H, le relèvement de E2
k pour la

partition η = (1, 1) est égal à

E2
k |Hη = Ek(z)Ek(w) +

∑
f∈Bk

µff(z)f(w),
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où

µf =
−25−2kk!

(k2 − 1)!
× 1

BkB2k−2
× L∗(Sym2(f), 2k − 2)alg.

Ainsi, dans cette formule, nous voyons les séries d'Eisenstein classiques apparaître et le

terme L∗(Sym2(f), 2k − 2)alg. Ceci nous permettra d'obtenir la formule de la trace de la

fonction L carrée symétrique.

3.2 Démonstration de la formule de la trace

Cette section se consacre à présenter avec plus de détails la démonstration de Dummigan

et Heim du théorème 2.4.2. Rappelons que ce dernier stipule que, pour k ≥ 4 pair, nous avons

la formule

Trk(L(Sym2, 2k − 2)) = ck

(
Bk−1,χ−4 + 2Bk−1,χ−3 +B2k−2(1 +

k

Bk
)
)
, (3.1)

où

ck := 22k−1 (k2 − 1)!

(k − 1)!
.

L'idée de la démonstration est de comparer les coe�cients de la q-expansion de chaque côté

de l'égalité de la formule de relèvement de E2
k pour la partition η = (1, 1) donnée dans le

théorème 3.1.2. D'une part, le côté gauche a pour q-expansion

E2
k |Hη =

∑
N=(a,r,b)≥0

A2
k(N)e2πi(az+bw), A2

k(N) ∈ C, (a, r, b) =

(
a r/2

r/2 b

)

et d'autre part, les premiers termes de la q-expansion du membre de droite sont

Ek(z)Ek(w) +
∑
f∈Bk

αff(z)f(w)

= 1− 2k

Bk
e2πiz − 2k

Bk
e2πiw +

( 2k

Bk

)2

+
∑
f∈Bk

µf

 e2πi(z+w) + · · ·

Nous allons nous intéresser au coe�cient devant le terme e2πi(z+w). Ainsi, les matrices symé-

triques semi-dé�nies positives N pour lesquelles Tr(NZ) = z + w sont

(1, 0, 1) =

(
1 0

0 1

)
, (1,±1, 1) =

(
1 ±1/2

±1/2 1

)
, (1,±2, 1) =

(
1 ±1

±1 1

)
.

De plus, étant donné que nous avons les deux relations suivantes(
1 1/2

1/2 1

)
=

(
0 1

−1 0

)(
1 −1/2

−1/2 1

)(
0 −1

1 0

)
,(

1 1

1 1

)
=

(
0 1

−1 0

)(
1 −1

−1 1

)(
0 −1

1 0

)
,
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alors par la relation sur les coe�cients de la q-expansion d'une forme modulaire de Siegel on a

que A2
k(1, 1, 1) = A2

k(1,−1, 1) et A2
k(1, 2, 1) = A2

k(1,−2, 1). Donc, en comparant les coe�cients

devant le terme e2πi(z+w) nous obtenons l'équation

A2
k(1, 0, 1) + 2A2

k(1, 1, 1) + 2A2
k(1, 2, 1) =

(
2k

Bk

)2

+
∑
f∈Bk

µf . (3.2)

Notons que la trace apparait dans la dernière formule grâce à cette égalité∑
f∈Bk

µf =
−25−2kk!

(k2 − 1)!
× 1

BkB2k−2
× Trk(L(Sym2, 2k − 2)).

Il nous reste donc à calculer explicitement tous les termes de chaque côté de l'équation (3.2)

et de simpli�er le tout. Par la formule des coe�cients de la série d'Eisenstein de degré 2 qui

a été donné à la section 2.4, on en retient que

A2
k(1, 0, 1) =

−4kBk−1,(−4
· )

BkB2k−2
, et A2

k(1, 1, 1) =
−4kBk−1,(−3

· )

BkB2k−2
. (3.3)

Calculons maintenant le coe�cient A2
k(1, 2, 1). Pour cela, nous allons plutôt utiliser le fait que

Φ(E2
k) = Ek. Tout d'abord, remarquons que nous avons(

1 0

0 0

)
=

(
0 1

−1 1

)(
1 1

1 1

)(
0 −1

1 1

)
et donc A2

k(1, 2, 1) = A2
k(1, 0, 0). Ensuite, par le corollaire 2.3.5 sur la q-expansion de l'image

d'une forme modulaire sous l'opérateur Φ appliqué à E2
k , on a que le coe�cient A2

k(1, 0, 0)

doit être égal au coe�cient −2k/Bk de la série d'Eisenstein de degré 2. En�n, pour obtenir la

formule de la trace escomptée, il reste tout simplement à remplacer la dernière égalité et les

deux relations (3.3) dans l'équation (3.2) et d'isoler la trace.

3.3 p-valuation de la trace et le nombre de classes d'un corps

quadratique imaginaire

Rappelons que notre but est d'obtenir de l'information sur le nombre de classe d'un corps

quadratique imaginaire avec la valuation p-adique de la trace de la fonction L carré-symétrique.

Ainsi, nous étudierons quelques résultats préliminaires sur des propriétés arithmétiques des

nombres de Bernoulli. Les démonstrations des prochaines propriétés peuvent être trouvées dans

le livre [AIK14]. Tout d'abord, le théorème de Von-Staudt-Clausen nous permet de déterminer

les premiers dans les dénominateurs des nombres de Bernoulli :

Lemme 3.3.1 (Von-Staudt-Clausen). Pour k = 1 et pour tout entier k ≥ 2 pair, nous avons

que

Bk +
∑

p premier
p−1|k

1

p
∈ Z.
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Remarque 3.3.2. Ce résultat nous permet de dire que le dénominateur de Bk est exactement

le produit des premiers p tels que (p− 1) | k. Par exemple, pour k = 24 nous avons que

B24 =
−236364091

2 · 3 · 5 · 7 · 13
.

Lemme 3.3.3 ([Car59]). Soit χ un caractère de Dirichlet primitif modulo m.

1. Si f = 4, alors

Bn,χ
n
≡

1/2 (mod Z) (n impair);

0 (mod Z) (n pair).

2. Si m = p est un premier impair, alors Bn,χ/n est un entier algébrique sauf s'il existe un

élément g ∈ (Z/pZ)× tel que

p = (p, 1− χ(g)) 6= (1).

et que g est une racine primitive pr-ième de l'unité pour tout r ≥ 1. Dans ce cas, on a

que pBn,χ ≡ p− 1 (mod pn+1).

Ensuite, rappelons les congruences de Kummer.

Lemme 3.3.4. Soit p un nombre premier impair.

(a) Si k est un nombre pair non divisible par p− 1, alors le dénominateur de Bk/k n'est pas

divisible par p.

(b) Soit k et k′ deux entiers pairs positifs non divisibles par p − 1 qui sont congrus modulo

p− 1. Alors, nous avons que
Bk
k
≡ Bk′

k′
(mod p).

Démonstration. Voir théorème 3.2 de [AIK14]

L'intérêt que nous portons pour les nombres de Bernoulli provient du fait qu'ils sont en

lien avec le nombre de classes du corps quadratique Q(
√
−p), que nous dénotons h(−p) (le

lecteur est référé à la page 11 pour la dé�nition). Plus précisément, nous avons une congruence

suivante :

Lemme 3.3.5. Si p > 3 est un premier tel que p ≡ 3 (mod 4) et k = (p + 1)/2, alors nous

avons la congruence suivante

h(−p) ≡ −2Bk (mod p).

Une démonstration détaillée de ce lemme peut être trouvée dans le livre [AIK14, Theorem

7.1]. Cette congruence sera la clé qui établira le lien entre la trace et le nombre de classes de

Q(
√
−p).

Par la suite, nous aurons également besoin d'une borne classique sur le nombre de classe

d'un corps quadratique imaginaire.
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Lemme 3.3.6. Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D. Alors

h(D) ≤
√
|D| log |D|.

Démonstration. Par la formule analytique du nombre de classes appliquée à un corps quadra-

tique imaginaire, on a que

h(D) =
w
√
|D|

2π
L(1, χD)

(∗)
≤
√
|D| log |D|.

L'inégalité (∗) est un résultat classique de théorie analytique des nombres. Une démonstration

peut être trouvée dans [Lou01, Theorem 1].

Corollaire 3.3.7. Si p ≡ 3 (mod 4) et k = (p+ 1)/2, alors Bk est inversible modulo p.

Démonstration. Par le lemme 3.3.6, on a que h(−p) ≤ √p log p < p. Donc h(−p) est inversible
modulo p. Le corollaire découle de la congruence du lemme 3.3.5.

En�n, un théorème important qui sera utile est le théorème d'Heegner-Stark [Sta67]. Ce

théorème classi�e complètement les corps quadratiques imaginaires ayant un nombre de classes

égal à 1.

Théorème 3.3.8 (Heegner, Stark). Soit D un entier négatif libre de carré. Alors h(D) = 1

si et seulement si

D ∈ {−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163}.

Théorème 3.3.9 (Dummigan, Heim). Soit p ≥ 23 un premier congru à 3 modulo 4 et k :=

(p+ 1)/2, alors

1. vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = −1 si et seulement si h(−p) > 1 ;

2. Si h(−p) = 1, alors vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = 0,

où vp est la valuation p-adique.

Démonstration. La démonstration consiste à directement calculer la p-valuation en utilisant

la formule

Trk(L(Sym2, 2k − 2)) = ck

(
Bk−1,(−4

· ) + 2Bk−1,(−3
· ) +B2k−2

(
1 +

k

Bk

))
, (3.4)

où

ck = 22k−1 (k/2− 1)!

(k − 1)!
.

Soit p ≡ 3 (mod 4) un premier et k = (p+ 1)/2. Nous obtenons l'équation

vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2)))

= vp(ck) + min

{
vp(Bk−1,(−4

· ) + 2Bk−1,(−3
· )), vp(B2k−2(1 +

k

Bk
))

}
.

(3.5)
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Tout d'abord, par la dé�nition de ck, nous avons vp(ck) = 0. Ensuite, la première partie du

lemme 3.3.3 nous permet de déduire que vp(Bk−1,(−4
· )) ≥ 0. La deuxième partie nous donne

la même a�rmation avec le nombre Bk−1,(−3
· ). Donc, nous avons

vp(Bk−1,(−4
· ) + 2Bk−1,(−3

· )) ≥ 0.

Maintenant, puisque 2k − 2 = p − 1, on déduit par le théorème de Von-Staudt-Clausen que

vp(B2k−2) = −1. Ainsi, par le lemme 3.3.5 et le corollaire 3.3.7, on obtient que

1 +
k

Bk
= 1 +

p− 1

2Bk
≡ 1− h(−p)−1 (mod p).

Par conséquent, nous avons deux cas : si h(−p) > 1 ou si h(−p) = 1.

1. Si h(−p) > 1, alors 1 + 1
Bk
6≡ 0 (mod p), autrement dit, vp(1 + 1

Bk
) = 0. En conséquence,

l'unique présence de p−1 dans la factorisation de la trace provient de B2k−2, c'est-à-dire

que

vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = −1.

2. Si h(−p) = 1, alors le théorème d'Heegner-Stark nous dit que nous avons seulement

un nombre �ni de cas à véri�er. Par notre hypothèse que p ≥ 23, nous avons les trois

possibilités suivante : p = 43, 67 ou 163. Des calculs explicites de la trace à l'aide de

PARI/GP nous permettent e�ectivement de véri�er que

vp(Trk(L(Sym2, 2k − 2))) = 0

pour ces trois valeurs de p. On réfère le lecteur au chapitre 5 pour les méthodes numé-

riques.

Le dernier théorème nous donne de l'information pour seulement un poids �xé de l'espace

des formes cuspidales. Cependant, il est possible de généraliser ce résultat pour une in�nité

de poids en utilisant les congruences de Kummer pour les nombres de Bernoulli.

Théorème 3.3.10. Soit p ≥ 23 un premier congru à 3 modulo 4 et k := (p+ 1)/2. Soit k′ un

entier tel que k′ ≡ k (mod p− 1). Alors,

1. vp(Trk′(L(Sym2, 2k′ − 2))) = vp(ck′)− 1 si et seulement si h(−p) > 1 ;

2. Si h(−p) = 1, alors vp(Trk′(L(Sym2, 2k′ − 2))) ≥ vp(ck′) ;

où

ck′ = 22k′−1 (k′/2− 1)!

(k′ − 1)!
.

Démonstration. Ce théorème découle de l'équation (3.5). En e�et, toujours par le lemme 3.3.3

nous avons que

vp(Bk′−1,χ−4 + 2Bk′−1,χ−3) ≥ 0.
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Aussi, par la congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli et le lemme 3.3.5, nous

obtenons la nouvelle congruence

1 +
k′

Bk′
≡ 1− h(−p)−1 (mod p).

Ce qu'il reste à véri�er est que vp(B2k′−2) = −1. Soit m ∈ Z tel que k′ = k+m(p− 1). Alors,

nous avons que 2k′ − 2 = (2m+ 1)(p− 1). Donc, par le théorème de Von-Staudt Clausen, la

p-valuation de B2k′−2 est de −1. Par conséquent, si h(−p) > 1, alors

vp(Trk′(L(Sym2, 2k′ − 2))) = vp(ck′) + min

{
vp(Bk′−1,χ−4 + 2Bk′−1,χ−3), vp(B2k′−2(1 +

k′

Bk′
))

}
= vp(ck′)− 1.

Maintenant, si h(−p) = 1, alors les quantités dans le minimum du calcul précédent sont toutes

plus grandes ou égales à 0. On en conclut donc que vp(Trk′(L(Sym2, 2k′ − 2))) ≥ vp(ck′).

Ce théorème est une généralisation du théorème 3.3.9 pour une in�nité de poids de l'es-

pace des formes cuspidales. En e�et, si k′ = k, alors on retrouve quasiment le théorème de

Dummigan et Heim. La seule di�érence est que le numéro 2 du théorème 3.3.10 nous dit que

la p-valuation de la trace est plus grande ou égale à 0, alors que le théorème de Dummigan et

Heim nous donne une égalité. Rappelons que la méthode de Dummigan et Heim pour obtenir

cette égalité était d'utiliser le théorème d'Heegner-Stark et de véri�er numériquement tous les

cas possibles. Cette idée se généralise di�cilement dans le cas général puisque nous avons une

in�nité de poids, donc une in�nité de cas à véri�er. À l'aide de calculs numériques, nous avons

observé qu'il s'agit d'une égalité dans beaucoup de cas, sauf pour certains cas précis. Par ces

observations, nous avons formulé cette conjecture :

Conjecture 3.3.11. Soit p = 43, 67 ou 163. et k := (p+1)/2. Soit m ≥ 0 et k′ := k+m(p−1).

Alors,

vp(Trk′(L(Sym2, 2k′ − 2))) =

vp(ck′) + 1 si p | 2m+ 1;

vp(ck′) sinon.

Cette conjecture a été véri�ée pour les valeurs de m entre 0 et 300 (voir chapitre 5). Il y a donc

évidence de croire que cette conjecture est vraie. Une meilleure compréhension de la valuation

p-adique des nombres de Bernoulli pourrait certainement aider à résoudre ce problème.

Pour terminer, faisons la remarque que la p-valuation du facteur ck′ est relativement simple

à calculer. En e�et, rappelons que ce dernier est dé�nie par

ck′ = 22k′−1 (k′/2− 1)!

(k′ − 1)!
.
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Par conséquent, le calcul de vp(ck′) est réduit au calcul de la p-valuation d'une factorielle, qui

est connue par la formule de Legendre :

vp(x!) =

∞∑
k=1

⌊
x

pk

⌋
, x ∈ Z≥1.
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Chapitre 4

Congruences diédrales pour les formes

cuspidales

Dans ce chapitre, nous étudions un autre lien entre les formes modulaires et le nombre de

classes d'un corps quadratique. Plus précisément, si p ≡ 3 (mod 4) et k = (p+1)/2 Dummigan

et Heim [DH10, Theorem III] ont démontré qu'il existe une forme modulaire de poids k qui

satisfait une congruence diédrale en p si et seulement si le nombre de classes est strictement

plus grand que 1. Pour ce faire, ils ont eu recours aux représentations galoisiennes modulo p.

Cet outil permet de construire des formes modulaires à partir de caractères sur des groupes

de Galois. De plus, pour établir un lien entre les congruences sur les formes modulaires et le

nombre de classes, Dummigan et Heim se sont servis d'un résultat sur la théorie des corps

de classe. Ainsi, dans un premier temps, nous donnerons la démonstration de Dummigan et

Heim avec davantage de détails et, dans un deuxième temps, nous généraliserons leur résultat

pour des poids k′ tels que k′ ≡ k (mod p− 1).

4.1 Représentations galoisiennes

La théorie des représentations galosiennes est l'étude des représentations du groupe de

Galois Gal(Q/Q). Cette théorie intervient dans la théorie des formes modulaires grâce à un

théorème que Deligne a démontré [Del71]. Brièvement, ce théorème stipule que, pour une

forme modulaire donnée, il est possible de construire une représentation de Gal(Q/Q). Serre

[Ser87] a conjecturé une réciproque à ce théorème pour les formes modulaires réduites modulo

p. Cette conjecture, qui a été démontrée par Khare et Wintenberger ([KW09a] et [KW09b]),

nous permettra de construire une forme modulaire qui satisfait une congruence diédrale.

4.1.1 Rappels sur la rami�cation

Les résultats mentionnés dans cette sous-section peuvent être trouvés dans le chapitre 1

de [Neu99]. Soit K/Q un corps de nombres et OK l'anneau des entiers algébriques associé. Les
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idéaux de OK admettent une factorisation unique [Neu99, Chap. I, Theorem 3.3]. Plus préci-

sément, si 0 6= a ( OK est un idéal, alors il existe des idéaux premiers uniques p1, p2, . . . , pg
et des entiers uniques e1, e2, . . . , eg ∈ Z≥1 tels que

a = pe11 pe22 · · · p
eg
g .

En particulier, si K/Q est une extension de Galois et p est un premier rationnel, alors l'idéal

principal (p) = pOK admet une factorisation de la forme

(p) = (p1p2 · · · pg)e,

où pi sont des idéaux premiers de OK , g et e sont des entiers [Neu99, Chap. I, �9]. Les idéaux
pi sont appelés les premiers de K au-dessus de p. Nous dénoterons par kpi le corps résiduel

OK/pi. Il s'agit bien d'un corps, parce que les idéaux premiers non-nuls de OK sont maximaux

[Neu99, Chap. I, Theorem 3.1]. Si f = [kpi : Fp] (notons que f est indépendant de i), alors

nous avons cette formule

[K : Q] = efg.

Les trois quantités e, f et g dépendent évidemment de p et sont respectivement nommées le

degré de rami�cation, le degré d'inertie et l'indice de décomposition.

Dé�nition 4.1.1. Soit p un premier rationnel admettant la factorisation

(p) = (p1p2 · · · pg)e, f = [kpi : Fp].

Alors, p est dit rami�é si e > 1 et non rami�é autrement. Si g = 1 et f = 1, alors on dit

que p est totalement rami�é. Si e = 1 et f = 1, alors on dit que p est totalement décomposé.

En�n, si e = 1 et g = 1, alors on dit que p est inerte dans K, c'est-à-dire que (p) est un idéal

premier de OK .

Exemple 4.1.2. Si K/Q est un corps quadratique de discriminant D, alors la factorisation de

(p) est complètement déterminée en termes du symbole de Legendre. En e�et, si (D/p) = 1,

alors il existe deux premiers distincts p et q au dessus de p tels que (p) = pq. Ensuite, si

(D/p) = −1, alors p est inerte dans K, autrement dit il existe un unique premier p au dessus

de p tel que (p) = p. En�n, si (D/p) = 0, alors p est totalement rami�é dans K, autrement

dit (p) = p2 pour un premier p au dessus de p. Cela découle de la proposition 8.5 de [Neu99,

Chap. I] et du fait que p est rami�é dans K si et seulement si p divise D [Neu99, Chap. III,

Corollary 2.12]. Nous résumons cette discussion par la formule suivante :

(p) =


pq, si (D/p) = 1;

p, si (D/p) = −1;

p2, si (D/p) = 0.
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Il est important de noter que le groupe de Galois Gal(K/Q) agit transitivement sur les

premiers au-dessus de p de manière naturelle : σ · p := σ(p) [Neu99, Proposition 9.1].

Dé�nition 4.1.3. Le groupe de décomposition de p est le sous-groupe de Gal(K/Q) suivant

Dp := {σ ∈ Gal(K/Q) : σ · p = p}.

Le groupe d'inertie de p est dé�ni par

Ip := {σ ∈ Dp : σ(α) ≡ α mod p, ∀α ∈ OK}.

Remarque 4.1.4. Si p est un premier totalement décomposé, alors il découle de la dé�nition du

groupe de décomposition et du fait que l'action de Gal(K/Q) est transitive sur les premiers

au-dessus de p que Dp = {1}.

Proposition 4.1.5.

1. Dp est un sous-groupe d'ordre ef et d'indice g dans Gal(K/Q) ;

2. Ip est un sous-groupe d'ordre e ;

3. Nous avons la suite exacte courte suivante

1 −→ Ip −→ Dp −→ Gal(kp/Fp) −→ 1.

Le groupe de Galois Gal(kp/Fp) est un groupe cyclique d'ordre f qui est engendré par

l'automorphisme de Frobenius :

σp : kp −→ kp

α 7−→ αp.

De la proposition 4.1.5, on déduit que Dp/Ip ∼= 〈σp〉.

Dé�nition 4.1.6. Un élément de Frobenius, dénoté Frobp, dans Gal(K/Q) est un choix d'une

préimage de σp de l'application surjective Dp � 〈σp〉. Si p est non rami�é, alors Ip = {1} et
donc Frobp est unique.

De cette dé�nition, on remarque qu'un élément de Frobenius Frobp satisfait la propriété

Frobp(α) ≡ αp mod p, ∀α ∈ OK .

Si p′ = σ · p est un premier conjugué à p, alors nous avons les relations suivantes

Dp′ = σ−1Dpσ, Ip′ = σ−1Ipσ, et Frobp′ = σ−1Frobpσ.

La dernière de ces trois relations nous sera utile plus tard, car nous aurons à calculer la trace de

la représentation d'un élément de Frobenius dans un groupe de transformations linéaires. En
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particulier, la valeur de cette trace ne dépendra pas du choix de l'idéal premier au-dessus d'un

certain premier rationnel et sera donc bien dé�nie. Dans le cas où p est un nombre premier

inerte dans K, alors on écrira tout simplement Dp, Ip et Frobp.

Le choix d'un idéal premier p au-dessus de p et la factorisation unique des idéaux de OK
nous permettent de dé�nir une valuation sur K. En e�et, pour x ∈ K, on dé�nit vp(x) comme

étant l'entier satisfaisant

(x) = xOK = pvp(x)a, .

où a ⊂ OK est un idéal tel que p - a. La complétion de K par rapport à la valuation vp sera

dénotée par Kp. Le corps Kp est une extension �nie de Galois du corps des nombres p-adique

Qp. Plus précisément, on a

Gal(Kp/Qp) ∼= Dp.

En particulier, si p est totalement décomposé, alors Kp = Qp.

Le sous-groupe d'inertie Ip peut être vu comme un élément d'une suite décroissante de

sous-groupe.

Dé�nition 4.1.7. Soit i ≥ −1 un entier. Alors, le i-ième groupe de rami�cation de K/Q
associé à p est dé�ni par

Gi := {σ ∈ Gal(K/Q) : vp(σ(α)− α) ≥ i+ 1, ∀α ∈ OK}.

Remarques 4.1.8.

1. Nous avons que G−1 = Gal(K/Q) et G0 = Ip.

2. Le groupe Rp := G1 est appelé le groupe de rami�cation de p.

4.1.2 Le groupe de Galois absolu de Q

Soit Q une clôture algébrique de Q et Z la clôture intégrale de Z dans Q. L'extension Q/Q
est de degré in�ni et son groupe d'automorphisme GQ := Aut(Q/Q) est appelé le groupe de

Galois absolu de Q. Notons que si K/Q est une extension galoisienne (et donc de degré �ni),

alors Gal(Q/K) est un quotient de GQ. Pour avoir une bonne théorie de Galois pour GQ, nous

avons besoin de le munir d'une topologie.

Dé�nition 4.1.9. Soit σ ∈ GQ. Alors, l'ensemble{
σAut(Q/K) : K/Q est galoisienne �nie

}
forme une base de voisinages ouverts de σ. Ces voisinages engendrent ce que l'on appelle la

topologie de Krull pour GQ.

Proposition 4.1.10. Le groupe de Galois absolu de Q muni de la topologie de Krull est

compact et totalement discontinue.
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Démonstration. Voir [Neu99, Chap. IV, proposition 1.1].

Dé�nition 4.1.11. Une extension algébrique de corps L/K est dite galoisienne ou de Galois

si L/K est séparable et normale. Nous dénotons le groupe des automorphismes qui �xent le

corps de base K par Gal(L/K).

Remarque 4.1.12. Cette dé�nition est une bonne généralisation, puisque, dans le cas où l'ex-

tension L/K est �nie, alors le fait d'être normale et séparable est équivalent au fait que

|Aut(L/K)| = #[L : K].

Il y a aussi une généralisation du théorème fondamentale de Galois. Cependant, dans le

cas in�ni, les sous-extensions K ⊆ K ′ ⊆ L ne correspondent pas exactement à tous les sous-

groupes de Gal(L/K). En e�et, il y a plus de sous-groupes que de sous-extensions. Il faut donc

se restreindre aux sous-groupes fermés pour la topologie de Krull.

Théorème 4.1.13. Soit L/K une extension de Galois. Alors, nous avons une bijection entre

les deux ensembles suivants

{K ′ : K ⊆ K ′ ⊆ L} ←→ {H 6 Gal(L/K) : H est fermé}

K ′ 7−→ Gal(L/K ′)

LH 7−→H.

Dans le cas où l'extension L/K est de degré �ni, alors le groupe de Galois est aussi �ni.

Ainsi, ce dernier sera muni de la topologie discrète. On retrouve donc le théorème fondamental

de la théorie de Galois pour les extensions �nies. Une bonne introduction à la théorie de Galois

in�nie est donnée dans [Neu99, Chap. IV �1].

Tout comme à la section précédente, il est également possible de dé�nir les sous-groupes

de décomposition et d'inertie de GQ. Soit p un nombre premier rationnel et p ⊂ Z un idéal

maximal au-dessus de p. Notons que, si O est l'anneau des entiers d'un corps de nombres,

alors p ∩ O sera un idéal premier de O. On pose

Dp := {σ ∈ GQ : σ · p = p}

et

Ip := {σ ∈ Dp : σ(α) ≡ α (mod p) ∀α ∈ Z}.

De manière analogue à la proposition 4.1.5, si GFp := Aut(Fp/Fp), nous avons une suite exacte

1 −→ Ip −→ Dp −→ GFp −→ 1.

Ainsi, un élément de Frobenius dans GQ, dénoté Frobp, est un choix d'une pré-image dans Dp

de l'automorphisme de Frobenius σp ∈ GFp . Si K/Q est un corps de nombres de Galois, alors

la restriction de Frobp à K donnera un élément de Frobenius dans Gal(K/Q).
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L'idéal premier p de Z dé�nit une valuation sur Q. La complétion de la clôture algébrique

de Q par rapport à cette valuation donne Qp, une clôture algébrique de Qp. L'extension in�nie

Qp/Qp est de Galois in�nie et l'on écrit GQp := Gal(Qp/Qp). Ce groupe de Galois est un

sous-groupe de GQ qui est isomorphe à Dp.

Le groupe GQp possède des sous-groupes importants. Soit Qur
p l'extension maximale non

rami�ée de Qp et Qmr
p l'extension maximale modérément rami�ée de Qur

p . On dé�nit

Ip := Gal(Qp/Qur
p ), Iw := Gal(Qp/Qmr

p ), It := Gal(Qmr
p /Qur

p ).

Voici un diagramme à avoir en tête pour bien visualiser les dernières dé�nitions :

Qp

Qmr
p

Qur
p

Qp

Iw

It

Ip

GQp

Le sous-groupe Ip est appelé le sous-groupe d'inertie de GQp et il est isomorphe à Ip. Pour

terminer, une exposition de la théorie de rami�cation pour les extension galoisienne in�nie est

faite dans [Neu99, Chap. II].

4.1.3 Représentation galoisienne p-adique

Dé�nition 4.1.14. Soit p un premier et p un premier d'un corps de nombres K au-dessus de

p. Une représentation galoisienne p-adique de dimension d est un homomorphisme continu

ρ : GQ −→ GL(V )

où V est un Kp-espace vectoriel de dimension d < ∞. Deux représentions galoisiennes ρ1 et

ρ2 sont dites équivalentes s'il existe une transformation linéaire γ ∈ GL(V ) telle que

ρ2(σ) = γ−1ρ1(σ)γ, ∀σ ∈ GQ.

Remarque 4.1.15. Si V est de dimension d < ∞, alors, nous avons l'isomorphisme de groupe

GL(V ) ∼= GLd(Kp). Cet isomorphisme n'est pas canonique, puisqu'il dépend d'un choix de base

de V . Aussi, une représentation galoisienne nous donne en fait une action à gauche du groupe

GQ sur l'espace vectoriel V . En e�et, pour g ∈ GQ et v ∈ V , alors on pose g · v := ρ(g)(v).

Par conséquent, une représentation p-adique de dimension d est aussi appelée un GQ-module

de dimension d.
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Sous les mêmes notations que la dé�nition précédente, soit ` ∈ Q un premier rationnel et

l ⊂ OK un premier au-dessus de `. Soit Frobl ∈ GQ un élément de Frobenius. Nous avons vu à

la section 4.1.1 que si l′ est un autre premier au-dessus de `, alors il existe un automorphisme

σ ∈ GQ tel que l′ = σ · l. De plus, on a que Frobl′ = σ−1Froblσ. Du fait que ρ est un

homomorphisme on obtient que

Tr(ρ(Frobl′)) = Tr(ρ(σ−1Froblσ)) = Tr(ρ(Frobl)).

En d'autres mots, la trace d'un élément de Frobenius est indépendante du choix du premier

au-dessus de `. Nous dénoterons donc une telle trace tout simplement par Tr(ρ(Frob`)).

Dé�nition 4.1.16. Soit ` un nombre premier et I` son groupe de rami�cation associé. Une

représentation galoisienne p-adique ρ est dite non-rami�ée en ` si ρ(I`) = {1}.

Proposition 4.1.17. Soit ρ : GQ → GL(V ) ∼= GLd(Kp) une représentation galoisienne p-

adique de dimension d. Alors, ρ est équivalente (par conjugaison) à une représentation ρ′ :

GQ → GLd(Op), où Op est l'anneau des entiers de Kp.

Démonstration. Voir proposition 9.3.5 de [DS05].

En vertu de la proposition précédente, nous pouvons considérer des représentations galoi-

siennes modulo p, c'est-à-dire, des homomorphismes continus

ρ : GQ −→ GLd(Fp),

où Fp = ∪n≥1Fpn . Nous donnons ici à GLd(Fp) la topologie discrète. Ceci implique que ker(ρ) =

ρ−1({idd}) est ouvert et compact, où idd est la matrice identité d× d. Donc, ker ρ est d'indice

�ni dans GQ et, par le premier théorème d'isomorphisme, l'image de ρ est �nie. Par conséquent,

il existe un entier n ≥ 1 tel que Im(ρ) ⊂ GLd(Fpn).

Exemple 4.1.18. Soit p un nombre premier et Q(µp∞) := ∪m≥1Q(µpm) où

µpm := {ζ ∈ C : ζp = 1}.

Alors, on a l'inclusion Q(µp∞) ⊂ Q. De ce fait, nous avons une surjection

πp : GQ � Gal(Q(µp∞)/Q).

Par l'isomorphisme de groupe suivant

χp : Gal(Q(µp∞)/Q)
∼−→ lim

←
(Z/pnZ)× = Z×p ,

nous avons le caractère cyclotomique p-adique ωp := χp ◦ πp aussi appelé le caractère de

Teichmüller. Le caractère cyclotomique p-adique dé�ni un Zp[GQ]-module, disons W . Par
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conséquent, le GQ-module V := Qp⊗Zp[GQ]W sera une représentation galoisienne p-adique de

dimension 1 sur Qp.

Le caractère cyclotomique modulo p, dénoté ωp, est la réduction modulo p de ωp. Ainsi, il

s'agit d'un caractère de GQ à image dans F×p . Supposons que p ≡ 3 (mod 4) et considérons le

symbole de Kronecker (−p· ). Alors, il existe une relation entre ωp et (−p· ) :(−p
·

)
= ω

p−1
2

p . (4.1)

En e�et, si ζ est une racine primitive p-ième de l'unité, alors ωp peut être vu comme un

caractère de Gal(Q(ζ)/Q). Ce groupe de Galois est isomorphe au groupe F×p et ce dernier

possède l'unique sous-groupe d'indice 2 suivant

H =

{
x ∈ F×p :

(−p
x

)
= 1

}
.

Alors, par le théorème fondamental de la théorie de Galois, H correspond à une extension

quadratique L/Q. Du fait que le seul premier qui est rami�é dans Q(ζ), on déduit que le

seul premier qui se rami�e dans L est p. Donc, L = Q(
√
−p), puisqu'il s'agit du seul corps

quadratique qui est uniquement rami�é en p (car disc(Q(
√
−p)) = p). Autrement dit, le corps

quadratique Q(
√
−p) est inclus dans le corps cyclotomique Q(ζ). Cela implique que (−p· ) peut

être vu comme un caractère de Gal(Q(ζ)/Q). Ceci démontre la relation (4.1).

Dé�nition 4.1.19. Soit c la conjugaison complexe. Une représentation ρ : GQ → GLd(Kp)

est dite impaire si det(ρ(c)) = −1 où c et pair sinon.

4.1.4 Représentations galoisiennes associées à une forme modulaire

Soit k ≥ 2 et N deux entiers et soit ε un caractère de Dirichlet primitif modulo N .

Rappelons que si f ∈ Sk(Γ0(N), ε) est une forme propre normalisée, alors f possède une q-

expansion de la forme f =
∑∞

n=1 anq
n, q = e2πiz, z ∈ H. De plus, les an sont des entiers

algébriques et l'extension Qf = Q({an : n ≥ 1}) est un corps de nombre. Aussi surprenant

que cela puissent paraître, il est possible d'associer à une telle forme f une représentation

galoisienne de dimension 2. Ce lien a été établi par Deligne dans son article [Del71]. Voici

l'énoncé du théorème.

Théorème 4.1.20 (Deligne). Soit k ≥ 2 et ε un caractère de Dirichlet modulo N . Soit

f ∈ Sk(Γ0(N), ε) une forme propre normalisée avec corps de nombres Qf et p un nombre

premier. Pour tout premier p de Qf au-dessus de p, il existe une représentation galoisienne

p-adique de dimension 2 irréductible

ρf,p : GQ −→ GL2(Qf,p)

qui est non rami�ée en chaque premier ` qui ne divisent pas pN . Pour un tel premier `, nous

avons que

Tr(ρf,p(Frob`)) = a` et det(ρf,p(Frob`)) = ε(`)`k−1. (4.2)
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Remarque 4.1.21. À partir des relations (4.2), il est possible de montrer que det(ρf ) = εωk−1
p .

Dé�nition 4.1.22. Une représentation ρ : GQ → GL2(Kp) est dite modulaire s'il existe une

forme propre normalisée f de sorte que ρ est équivalente à ρf,p. De manière similaire, une

représentation galoisienne ρ : GQ → GL2(Fp) modulo p est dite modulaire s'il existe une forme

propre normalisée f telle que ρ est équivalente à ρf,p

Exemple 4.1.23. Soit f ∈ Sk(Γ0(N), ε) une forme propre normalisée et ρf,p la représentation

associée. Alors, ρf,p correspond à un GQ-module V de dimension 2. Pour m ≥ 1, on pose

Symm(f) := V ⊗m/{v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vm − vπ(1) ⊗ vπ(2) ⊗ · · · ⊗ vπ(m) : vi ∈ V, π ∈ Sm}.

où Sm est le groupe des permutations de {1, 2, . . . ,m}. Alors, Symm(f) est une représentation

p-adique de GQ de dimension m+ 1.

Il existe une réciproque au théorème 4.1.20. En e�et, il s'agit d'une conjecture de Serre

qui a été énoncée en 1973 [Ser87]. Cette conjecture a été démontrée partiellement en 2005

par Khare [Kha06] et entièrement en 2008 par Khare en travail conjoint avec Wintenberger.

La démonstration complète se trouve dans [KW09a] et [KW09b]. Brièvement, la conjecture

de Serre stipule qu'une représentation ρ : GQ → GL2(Fp) qui est impaire et irréductible est

forcément modulaire. A�n de formuler cette conjecture, Serre a associé trois quantités à une

telle représentation : un niveau N(ρ), un poids k(ρ) et un caractère ε(ρ) : (Z/N(ρ)Z)× → F×p .
Voici l'énoncé de cette conjecture qui est maintenant un théorème.

Théorème 4.1.24 (Khare-Wintenberger). Soit

ρ : GQ −→ GL2(Fp)

une représentation galoisienne modulo p qui est irréductible et impaire. Alors, il existe une

forme propre cuspidale f de poids k(ρ), de niveau N(ρ) et de caractère ε(ρ) à coe�cients dans

Fp telle que ρ ∼ ρf,p.

Dans ce qui suit, p est un nombre premier �xé et

ρ : GQ −→ GL(V )

est une représentation galoisienne modulo p où V est un Fp-espace vectoriel de dimension 2.

Notre but est de dé�nir le niveau N(ρ) et le poids k(ρ) de la représentation ρ. Étant donné

que seul le cas N(ρ) = 1 sera nécessaire pour la démonstration du théorème de Dummigan et

Heim sur les congruences diédrales, nous ne donnerons pas la dé�nition du caractère ε(ρ). Les

constructions complètes de ces quantités sont données dans [Ser87].
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4.1.5 Le niveau N(ρ)

Commençons par dé�nir l'entier N(ρ). Soit ` 6= p un premier et l ⊂ Z un premier au-

dessus de `. Considérons la suite Gi, i ≥ 0, des groupes de rami�cation associés à vl. Soit

Vi := V Gi le sous-espace des éléments de V qui sont �xés par l'action de Gi. Dé�nissons la

quantité suivante :

n(`, ρ) :=

∞∑
i=0

1

(G0 : Gi)
dimV/Vi.

Proposition 4.1.25. La quantité n(`, ρ) est un entier positif. De plus, n(`, ρ) = 0 si et

seulement si ρ est non rami�ée en `.

Dé�nition 4.1.26. Le niveau de ρ est dé�ni par

N(ρ) :=
∏
`6=p

`n(`,ρ).

Remarque 4.1.27. Par la proposition 4.1.25, si ρ est non rami�ée en ` pour tout premier ` 6= p,

alors N(ρ) = 1.

4.1.6 Le poids k(ρ)

Maintenant, nous allons dé�nir le poids k(ρ). L'entier k(ρ) dépend uniquement de la

localisation de ρ en p. Cette dernière est la représentation ρp de GQp que l'on obtient à partir

de ρ. Considérons ρp|Ip , la restriction de ρp au groupe d'inertie associé à p. On dé�nit la

semi-simpli�cation de ρp|Ip , dénoté ρp|ssIp , comme étant la somme directe des sous-quotients

irréductibles de ρp|Ip . Autrement dit, si W est le Fp-espace vectoriel sur lequel Ip agit, alors
la semi-simpli�cation de W est dé�nie par

W ss :=
⊕
i≥1

Wi+1/Wi

où (Wi)i≥1 est une suite de sous-modules de W tels que Wi ⊂ Wi+1 et Wi+1/Wi est irréduc-

tible. On peut montrer que le module W ss est bien dé�ni à isomorphisme près. Notons que si

ρp|Ip est irréductible, alors ρp|ssIp = ρp|Ip , car une représentation irréductible est semi-simple.

Il est connu par un article de Serre que ρp|ssIp(Iw) = {1} (voir [Ser72, Proposition 4]) où

Iw est le groupe dé�ni à la �n de la section 4.1.2. Ainsi, ρp|ssIp se factorise sur It. Puisque It
est un groupe abélien, alors la restriction ρssp |It est diagonalisable et donc elle est de la forme

suivante :

ρssp |It ∼

(
φ 0

0 φ′

)
,

où φ, φ′ : It → F×p sont des caractères. Ensuite, la proposition 2 de [Ser72] stipule que

It ∼= lim
←

F×pn .
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Donc, nous disons qu'un caractère ϕ : It → F×p est de niveau n si n est le plus petit entier tel

que nous avons le diagramme commutatif suivant :

It F×p .

F×pn

ϕ

Les caractères It → F×pn → F×p qui sont induits par les plongements Fpn ↪→ Fp sont appelés les
caractères fondamentaux de niveau n. Il y a n caractères fondamentaux, car [Fpn : Fp] = n.

La dé�nition de l'entier k(ρ) dépend du niveau de φ et φ′ et de la restriction de ρp à Iw. La

prochaine proposition nous indique qu'il n'y a pas beaucoup de cas possibles.

Proposition 4.1.28 (No. 2.3 de [Ser87]).

1. Les caractères φ et φ′ sont de niveau 1 ou 2.

2. Si φ et φ′ sont de niveau 1 et ρp|Iw est trivial, alors il existe des entiers a et b tels que

0 ≤ a ≤ b ≤ p− 2 et

ρp|Ip ∼

(
ωap 0

0 ωbp

)
,

où ωp est le caractère cyclotomique p-adique.

Dé�nition 4.1.29. Dans le cadre du numéro 2 de la proposition 4.1.28, on dé�nit le poids

de ρ comme étant

k(ρ) :=

1 + pa+ b si (a, b) 6= (0, 0);

p sinon.

4.1.7 Représentation induite

Pour terminer cette section, nous allons étudier la représentation induite d'une représen-

tation dans un cas particulier. Soit K un corps quadratique. Alors, H := Gal(Q/K) est un

sous-groupe d'indice 2 de GQ. Considérons un F×p -caractère de H :

τ : H −→ F×p .

Ainsi, τ dé�nit un Fp[H]-module de dimension 1 que nous allons noter V = 〈v〉. Pour obtenir
un Fp[GQ]-module, nous posons

W := Fp[GQ]⊗Fp[H] V.

La représentation Galosienne modulo p associée à W sera dénotée IndQ
Kτ et s'appelle la re-

présentation induite de K à Q.
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Puisque H est d'indice 2 dans GQ, nous avons la décomposition en somme directe suivante

Fp[GQ] = Fp[H]⊕ σFp[H],

où σ est conjugaison dans Gal(K/Q). Par conséquent, nous avons que

W ∼= V ⊕ V σ

où V σ := {σ ⊗ λv : λ ∈ Fp}. Donc, IndQ
Kτ sera une représentation de dimension 2 admettant

la base suivante

B = {1⊗ v, σ ⊗ v}.

Décrivons maintenant l'action de GQ sur W . Notons que H est un sous-groupe normal de GQ

et σ est une involution, donc σHσ = H. Soit g ∈ GQ = H t σH. Il y a deux cas de �gure

possibles : g ∈ H ou bien g ∈ σH.

1. Si g ∈ H, alors

g(1⊗ v) = g ⊗ v = 1⊗ τ(g)v,

et

g(σ ⊗ v) = gσ ⊗ v = σ2gσ ⊗ v = σ ⊗ τ(σgσ)v.

Donc, la matrice représentative de g dans la base B est donnée par

IndQ
Kτ(g) =

(
τ(g) 0

0 τ(σgσ)

)
.

2. Si g ∈ σH, alors

g(1⊗ v) = g ⊗ v = σ2g ⊗ v = σ ⊗ τ(σg)v,

et

g(σ ⊗ v) = gσ ⊗ v = 1⊗ τ(gσ)v.

Donc, la matrice représentative de g dans la base B est donnée par

IndQ
Kτ(g) =

(
0 τ(gσ)

τ(σg) 0

)
.

Par exemple, pour g = σ, nous sommes dans le deuxième cas et on a

IndQ
Kτ(σ) =

(
0 1

1 0

)
,

donc det(σ) = −1. Autrement dit, IndQ
Kτ est une représentation galoisienne impaire.
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4.2 Congruences sur les formes modulaires

Pour ce qui suivra, nous �xons deux plongements Q ↪→ Qp et Q ↪→ C. Rappelons que
que, par le théorème 1.1.7, les coe�cients d'une forme propre normalisée f sont des entiers

algébriques. Il est donc pertinent de faire la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.2.1. Soit f =
∑

n≥1 anq
n une forme cuspidale propre normalisée de poids k et

niveau 1. Soit p un nombre premier et p un premier de Q au-dessus de p. La réduction modulo

p de f est la forme

f =
∑
n≥1

anq
n,

où an ≡ an (mod p). Si f ′ est une autre forme de poids k′ qui possède la même réduction

modulo p que f , alors on écrira f ≡ f ′ (mod p).

Remarque 4.2.2. Les formes f et f ′ de la dé�nition précédente possèdent la même représen-

tation galoisienne modulo p, d'après le théorème de Deligne. De ce fait, nous avons que

det(ρf,p) ≡ det(ρf ′,p) (mod p).

Il découle de la remarque 4.1.21 que ωk−1
p ≡ ωk

′−1
p , où k et k′ sont les poids de f et f ′

respectivement. Par conséquent, k − 1 ≡ k′ − 1 (mod p − 1). Ceci nous donne la proposition

suivante :

Proposition 4.2.3. Soit f et f ′ deux formes propres cuspidales normalisées de poids k et k′

respectivement. Soit p un nombre premier et p un premier de Q au-dessus de p. Supposons que

f ≡ f ′ (mod p). Alors, k ≡ k′ (mod p− 1).

Dé�nition 4.2.4. Soit f =
∑∞

n=1 anq
n une forme cuspidale propre normalisée de niveau 1 et

p un nombre premier. Nous disons que f satisfait une congruence diédrale en p s'il existe un

premier p de Qf au-dessus de p tel que la condition suivante soit satisfaite :

a` ≡ 0 (mod p) pour tout premier ` tel que
( `
p

)
= −1.

Théorème 4.2.5 (Dummigan-Heim). Soit k un entier pair tel que p = 2k − 1 est premier.

Alors, h(−p) > 1 si et seulement s'il existe une forme propre cuspidale normalisée f de poids

k et niveau 1 qui satisfait une congruence diédrale en p.

L'idée de la démonstration pour faire intervenir le nombre de classes est d'utiliser un

résultat provenant de la théorie globale des corps de classes. Cette théorie a pour but de

classi�er les extensions abéliennes d'un corps de nombres.

Théorème 4.2.6 (Corps de classes d'Hilbert). Soit K un corps de nombres tel que son groupe

de classes d'idéaux Cl(K) est non trivial. Alors, il existe une extension maximale abélienne

non rami�ée partout E/K telle que

Gal(E/K) ∼= Cl(K).
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Remarque 4.2.7. Le corps E est appelé le corps de classe d'Hilbert. Une bonne introduction à

la théorie des corps de classe est donnée dans [Neu99, Chap. IV, V et VI].

Commençons par montrer la réciproque du théorème 4.2.5.

Proposition 4.2.8. Soit p un premier congru à 3 modulo 4 et k = (p+ 1)/2. Supposons qu'il

existe une forme propre normalisée de poids k et niveau 1 qui admet une congruence diédrale

en p. Alors h(−p) > 1.

Démonstration. Soit f une forme telle que dans l'énoncé. Par hypothèse, f est une forme

de niveau 1, donc ρf est non-rami�ée aux premiers qui ne divisent pas p. Montrons que la

restriction de ρf au groupe Gal(Q/K), K = Q(
√
−p), dénotée ρf |Gal(Q/K), est non-rami�ée

au premier au dessus de p. Soit p le premier au-dessus de p et Ip son sous-groupe d'inertie

associé. Supposons que l'action de Ip est non triviale. D'après le travail de Serre dans [Ser73a,

Section 3.2] et dans [Ser72], l'image de ρf (GQ) dans PGL2(Fp) := GL2(Fp)/F
×
p est diédrale

et l'action sera induite par un caractère de Gal(Qp/Qur
p (
√
−p)). Donc, l'image ρf (Ip) sera

diédrale. En particulier, celle-ci sera un groupe non abélien. Cependant, la représentation locale

ρf,p = ρf |GQp est irréductible et donc semi-simple. Par conséquent, ρf,p|Ip sera diagonale, ce

qui est impossible, car l'action est non-abélienne. Ceci démontre que ρf |Gal(Q/K) est forcément

non-rami�ée partout. En particulier, le sous-groupe d'inertie Ip est inclus dans le noyau, et

donc il existe une extension non triviale E/K qui est non-rami�ée partout. Par le théorème

4.2.6, on doit avoir que h(−p) > 1.

Démonstration du théorème 4.2.5. Supposons que h(−p) > 1. Ainsi, par le théorème 4.2.6, il

existe une extension non rami�ée L de K := Q(
√
−p) qui n'est pas triviale. Soit

τ : Gal(E/K) −→ F×p

un caractère d'ordre [E : K]. Considérons la représentation induite ρ := IndQ
Kτ . Puisque K

est une extension de degré 2, nous avons que ρ est une représentation modulo p de degré 2 du

groupe Gal(E/Q). Donc, cela nous donne une représentation galoisienne modulo p de degré 2

qui est irréductible, que nous allons également noter ρ :

ρ : Gal(Q/Q) −→ GL2(Fp).

La représentation ρ est impaire et continue. Donc, par le théorème 4.1.24, nous avons que

ρ provient d'une forme propre cuspidale f . Puisque disc(K/Q) = p, le seul premier rami�é

de K/Q est p. De plus, E/K est non-rami�ée. Donc, par la dé�nition du niveau de ρ, nous

obtenons que N(ρ) = 1.

Déterminons maintenant le poids de ρ. Soit ρp la représentation de GQp provenant de

ρ. Par le fait que E/K est non-rami�ée, l'action de ρp|Ip sur Gal(E/K) est triviale. Ensuite,
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l'action de ρp|Ip sur le groupe d'ordre deux Gal(K/Q) = Gal(E/Q)/Gal(E/K) est non triviale,

puisque p est rami�ée dansK. Donc, l'action de ρp|Ip sur Gal(K/Q) est donnée par le caractère

quadratique (−p· ). Ainsi, la représentation ρp|Ip est équivalente à

ρp|Ip ∼

(
1 0

0 (−p· )

)
, (4.3)

où 1 est le caractère trivial. Soit ωp : (Z/pZ)× → µp−1 le caractère cyclotomique p-adique,

alors nous avons que 1 = ω0
p et, par l'équation (4.1) de l'exemple 4.1.18, (−p· ) = ω

(p−1)/2
p . Ceci

nous donne a = 0 et b = (p− 1)/2 par la proposition 4.1.28. Donc, le poids de ρ est

k(ρ) = 1 + pa+ b =
p+ 1

2
= k.

Montrons maintenant que f satisfait une congruence diédrale en p. Étant donné que

a` ≡ Tr(ρ(Frob−1
` )) (mod p),

il su�t de montrer que Tr(ρ(Frob−1
` )) = 0. Soit p un premier de Qf au-dessus de p. Soit `

un premier tel que ( `p) = −1. En particulier, ` est inerte dans K par l'exemple 4.1.2. Donc,

K`/Q` est une extension de degré deux. Si l est un premier de E au-dessus de `, alors on

a que Gal(El/Q`) est cyclique engendré par Frob`. De cela, il découle que Frob` n'agit pas

trivialement sur K et donc Frob` 6∈ Gal(El/K`). Par les calculs sur la représentation induite

e�ectués à la section 4.1.7 nous avons que

ρ(Frob−1
` ) ∼

(
0 τ(Frob−1

` σ)

τ(σFrob−1
` ) 0

)
.

Donc, Tr(ρ(Frob−1
` )) = 0.

La réciproque est donnée par la proposition 4.2.8. Une autre démonstration moins concep-

tuelle consiste tout simplement à calculer tous les cas possibles. Cela peut e�ectivement être

fait, puisque, par le théorème d'Heegner-Stark, il existe seulement un nombre �ni de premiers

p tels que h(−p) = 1. Nous référons le lecteur au chapitre 5 pour les exemples de calculs

numériques.

4.3 Congruences diédrales pour des poids supérieurs

Dans cette section, notre but est de généraliser le deuxième théorème de Dummigan et

Heim en lien avec le nombre de classes d'un corps quadratique imaginaire. Voici l'énoncé de

ce théorème :

Théorème 4.3.1. Soit k un entier tel que p = 2k − 1 est premier. Soit k′ un entier qui

est congru à k modulo p − 1. Alors, h(−p) > 1 si et seulement s'il existe une forme propre

cuspidale normalisée f de poids k′ et niveau 1 qui satisfait une congruence diédrale en p.
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Nous allons donner deux démonstrations de l'implication directe de ce théorème, c'est-à-

dire de l'a�rmation que h(−p) > 1 implique qu'il existe une forme propre cuspidale normalisée

f ∈ Sk′(Γ(1)), où k′ ≡ k (mod p− 1), qui satisfait une congruence diédrale en p. La première

consiste à utiliser un argument de congruence sur les séries d'Eisenstein de poids p − 1. La

deuxième démonstration, qui est un peu plus sophistiquée, consiste à appliquer la théorie des

formes modulaires Λ-adiques à la forme qui a été construite dans la démonstration du théorème

4.2.5.

Pour ce qui est de la réciproque, celle-ci découle de la proposition 4.2.3. En e�et, soit f

une forme propre cuspidale normalisée de poids k′ et niveau 1 qui satisfait une congruence

diédrale en p. Ainsi, la réduction modulo p de f dé�nie une forme de poids k modulo p − 1

par la proposition 4.2.3. Donc, cette nouvelle forme est de poids k = (p+ 1)/2 et satisfait une

congruence diédrale par hypothèse. On en déduit que h(−p) > 1 par le théorème 4.2.5.

4.3.1 Séries d'Eisenstein de poids p− 1

À la section 2.4, nous avons dé�ni les séries d'Eisentein de poids k ≥ 4. Rappelons que

ces dernières possèdent la q-expansion suivante

Ek = 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn.

Si p ≥ 5 est un premier, alors vp(Bp−1) = −1 par le théorème de Von-Staudt-Clausen. Donc,

vp

(p− 1

Bp−1

)
= vp(p− 1) + 1 ≥ 1.

De cela, il découle que Ep−1 ≡ 1 (mod p). Cette idée nous permettra de faire varier le poids

d'une forme modulaire sans faire varier les congruences sur les coe�cients.

Proposition 4.3.2. Soit f une forme propre normalisée de poids k. Soit p ≥ 5 un premier et

p un premier de Qf au dessus de p. Alors, pour tout entier m ≥ 0, fEm(p−1) est une forme

de poids k′ = k +m(p− 1) qui est congrue à f modulo p.

Démonstration. Tout d'abord, la forme fEm(p−1) est bien de poids k′ = k+m(p−1), puisque

la multiplication de deux formes modulaires de poids k1 et k2 donne une forme de poids k1+k2.

Ensuite, par le théorème de Von-Staudt-Clausen, nous avons que

vp

(m(p− 1)

Bm(p−1)

)
= vp(m(p− 1)) + 1 ≥ 1.

Ainsi, on obtient que Em(p−1) ≡ 1 (mod p) et donc f ≡ fEm(p−1) (mod p).

L'implication directe du théorème 4.3.1 découle de la dernière proposition. Soit p ≡
3 (mod 4) tel que h(−p) > 1 et k = (p + 1)/2. Alors, par le théorème 4.2.5, il existe une

forme de poids k qui satisfait une congruence diédrale en p. Ainsi, pour tout m ≥ 0, la forme

fEm(p−1) est de poids k +m(p− 1) et satisfait une congruence diédrale en p tel que désiré.
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4.3.2 Formes modulaires Λ-adiques

La théorie des formes modulaires Λ-adique découle de l'étude des congruences sur les séries

d'Eisenstein par Serre et de sa dé�nition des formes modulaires p-adique [Ser73b]. Brièvement,

une forme modulaire Λ-adique peut être vue comme une famille de formes modulaires satisfai-

sant des propriétés de congruences. Fixons p un nombre premier impair et F/Qp une extension

�nie avec OF comme anneau de valuation. La théorie qui suit est basée sur le chapitre 7 de

[Hid93].

Dé�nition 4.3.3. Soit ψ = ωap où a ≥ 1 et M ≥ 1 un entier. Une famille analytique p-adique

est un ensemble in�ni de formes modulaires {fk}k≥M satisfaisant les trois propriétés suivantes :

1. fk ∈Mk(Γ0(p), ψω−kp ) ;

2. an(fk) ∈ Q pour tout n ;

3. pour tout n ≥ 0, il existe une série formelle An(X) ∈ OF [[X]] telle que

an(fk) = An((1 + p)k − 1)

pour tout k ≥M .

Dé�nition 4.3.4. Soit Λ := OF [[X]] et soit ψ = ωap où a ≥ 1. Une forme modulaire Λ-adique,

aussi appelée famille d'Hida, est une série formelle

f∞(X, q) =

∞∑
n=0

An(X)qn ∈ Λ[[q]],

telle que l'évaluation fk := f∞((1 + p)k − 1, q) donne la q-expansion d'une forme modulaire

dansMk(Γ0(p), ψω−kp ). La forme modulaire fk est appelée la spécialisation de f∞ en k.

Remarque 4.3.5. Soit f∞ =
∑∞

n=0An(X)qn une forme modulaire Λ-adique avec An(X) =∑∞
n=0 λnX

n. Alors, pour tout k, nous avons que

An((1 + p)k − 1) =
∞∑
n=0

λn((1 + p)k − 1)n

≡ λ0 (mod p).

Par conséquent, chaque spécialisation de la famille d'Hida sont deux à deux congruentes mo-

dulo p. Cela veut donc dire que si fk et fk′ sont deux spécialisations, alors les deux formes

possèdent la même représentation galoisienne modulo p.

Exemple 4.3.6. Soit k ≥ 2 un entier pair. La série d'Eisenstein

Gk(τ) := −Bk
2k

+

∞∑
n=1

σk−1(n)qn =
ζ(1− k)

2
+

∞∑
n=1

σk−1(n)qn,
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nous donne un exemple de famille analytique p-adique. Plus précisément, la série d'Eisenstein

modi�ée suivante

G
(p)
k (τ) := Gk(τ)− pk−1Gk(pτ),

est la spécialisation en k d'une forme modulaire Λ-adique

G∞ =
∞∑
n=0

An(X)qn ∈ Λ[[q]], où Λ = Zp[[X]].

Pour montrer cette a�rmation, il faut interpoler p-adiquement les coe�cients de la q-expansion

de G(p)
k , qui sont donnés par

G
(p)
k (τ) =

ζ(p)(1− k)

2
+
∞∑
n=1

σ
(p)
k−1(n)qn,

où

ζ(p)(1− k) := (1− pk−1)ζ(1− k), σ
(p)
k−1(n) :=

∑
0<d|n

pgcd(d,p)=1

dk−1.

Par exemple, pour le terme constant, on doit utiliser la version p-adique de la fonction ζ de

Riemann, qui a été construite par Kubota et Leopoldt [KL64]. Les détails de la construction

de la série d'Eisenstein Λ-adique G∞ sont donnés dans le livre de Hida [Hid93, Proposition 1,

page 198].

Un théorème important qui est dû à Hida stipule que, si f est une forme propre de poids

k et de niveau p qui satisfait la propriété d'être p-ordinaire, alors f est la spécialisation d'une

unique famille d'Hida en k ([Hid86b] et [Hid86a]). Pour dé�nir la notion d'être p-ordinaire,

nous aurons besoin d'introduire deux nouveaux opérateurs.

Dé�nition 4.3.7. Soit f =
∑∞

n=0 anq
n la q-expansion d'une forme modulaire de niveau N .

Alors, on dé�nit les opérateurs Up et Vp par

Upf :=
∞∑
n=0

anpq
n, Vpf :=

∞∑
n=0

anq
np.

Proposition 4.3.8. Si Tp est le p-ième opérateur de Hecke et f ∈Mk(Γ0(N)), alors

Tpf =

Upf, si p | N ;

Upf + pk−1Vpf si p - N.

De plus, si p - N , alors Up envoie une forme de niveau N vers une forme de niveau pN .

Rappelons nous que nous avons �xé un plongement Q ↪→ Qp. Donc, les coe�cients d'une

forme cuspidale propre normalisée f peuvent être vus comme des éléments de Of,p := OQf,p ,

où Qf,p la complétion de Qf par rapport à un premier p au-dessus de p.
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Dé�nition 4.3.9. Soit f =
∑∞

n=0 anq
n une forme propre normalisée de poids k et de niveau N

et p un premier. Soit p un premier de Qf au-dessus de p. Alors f est dite p-ordinaire si Up(f) =

apf où ap est une unité p-adique, c'est-à-dire ap ∈ (Of,p)×. On dénote par Mord
k (Γ0(N)) et

Sord
k (Γ0(N)) les espaces engendrés par les formes p-ordinaires.

Soit αp et βp les paramètres de Satake d'une forme propre f ∈ Mk(Γ0(N)). Supposons

que p - ap(f). Rappelons-nous que αp + βp = ap(f) et αpβp = pk−1. Ainsi, on peut supposer

sans perte de généralité que αp est une unité p-adique et que p | βp. Ceci nous amène donc à

dé�nir la p-stabilisation de f comme étant la forme modulaire suivante

f (p)(τ) := f(τ)− βpf(pτ) = f(τ)− βpVpf.

Par conséquent, f (p) sera une forme de poids k pour Γ0(pN) qui est p-ordinaire.

Théorème 4.3.10 (Hida). Soit k ≥ 2 un entier et p un premier. Soit f ∈ Sk(Γ0(pN))

une forme propre normalisée qui est p-ordinaire. Alors il existe une unique forme modulaire

Λ-adique f∞ qui se spécialise à f en k.

Pour démontrer l'implication directe du théorème 4.3.1, nous allons montrer que la forme

cuspidale produite dans la démonstration du théorème de Dummigan et Heim sur les congruences

diédrales est p-ordinaire. Pour ce faire, nous allons appliquer un théorème qui est dû à Fontaine,

dont la démonstration peut être trouvée dans [Edi92, Theorem 2.6]. Voici l'énoncé :

Proposition 4.3.11. Soit p un premier et f une forme propre cuspidale de poids k, de niveau

N et de caractère ε avec 2 ≤ k ≤ p − 1. Supposons que ap(f) ≡ 0 (mod p). Alors ρf,p est

irréductible et

ρf,p|Ip =

(
ψk−1 0

0 ψ′k−1

)
où ψ et ψ′ sont les caractères fondamentaux de niveau 2.

Proposition 4.3.12. Soit k un entier tel que p = 2k−1 est premier. Si h(−p) > 1, alors, pour

tout entier pair positif k′, il existe une forme propre cuspidale normalisée f ∈ Sk′(Γ0(p), ωk−k
′

p )

qui satisfait une congruence diédrale en p.

Démonstration. Supposons que h(−p) > 1. Par le théorème 4.2.5, nous savons qu'il existe une

forme modulaire propre et normalisée f de poids k et de niveau 1 qui satisfait une congruence

diédrale en p. Notre but est de montrer que f provient d'une famille d'Hida.

Tout d'abord, le p-ième coe�cient de f n'est pas divisible par p. Cela découle de la ligne

(4.3). En e�et, nous avons vu que ρf,p|Ip est donné par deux caractères de niveau 1. Cependant,

le théorème 4.3.11 nous dit que si p | ap(f), alors ρp,f |Ip serait donnée par deux caractères de

niveau deux.
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Ensuite, pour pouvoir utiliser le théorème d'Hida, nous devons avoir une forme de niveau

divisible par p qui est une forme propre pour l'opérateur Up. On pose alors fk := f (p). Par le

théorème 4.3.10, la forme fk est la spécialisation d'une unique famille d'Hida f∞. La remarque

4.3.5 nous dit que chaque spécialisation

fk′ := f∞((1 + p)k
′ − 1, q) ∈ Sk(Γ0(p), ωk−k

′
p ),

sont deux à deux congrues modulo p. Cela veut donc dire qu'elles satisfont toutes les propriétés

d'être diédrale en p.

Dans la proposition précédente, nous avons construit une forme de poids k′, niveau p et

caractère ωk−k
′

p qui satisfait une congruence diédrale en p. Si l'on suppose que k′ ≡ k (mod p−
1), alors le caractère devient trivial :

Sk(Γ0(p), ωk−k
′

p ) = Sk(Γ0(p)).

Ensuite, pour terminer la démonstration de l'implication directe de 4.3.1, on utilise ce lemme :

Lemme 4.3.13. Soit p un premier, χ un caractère de Dirichlet de conducteur m tel que p - m.

Si p | N et k ≥ 3, alors nous avons l'isomorphisme de C-espace vectoriel suivant :

Sord
k (Γ0(N), χ) ∼= Sord

k (Γ0(p−1N), χ).

Démonstration. Soit f ∈ Sord
k (Γ0(N), χ) une forme telle que

f /∈ Sord
k (Γ0(p−1N), χ).

Le p-ième coe�cient de f satisfait

NQf/Q(ap(f)) = p(k−2).

Ce fait est démontré dans [Miy89, Theorem 4.6.17]. Par conséquent, si k ≥ 3, alors f ne sera

pas p-ordinaire.

Corollaire 4.3.14. Soit k un entier tel que p = 2k− 1 est premier et k′ un entier congru à k

modulo p−1. Si h(−p) > 1, alors il existe une forme propre cuspidale normalisée f ∈ Sk′(Γ(1))

qui satisfait une congruence diédrale en p.

Démonstration. Par le lemme 4.3.13, on a que Sord
k′ (Γ0(p)) ∼= Sord

k′ (Γ(1)). En particulier, la

forme fk′ ∈ Sord
k′ (Γ0(p)) dé�nie dans la proposition 4.3.12 correspondra, sous l'isomorphisme

mentionné plus haut, à une forme de niveau 1 qui satisfait une congruence diédrale en p.
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4.3.3 Congruences dans des espaces de formes de niveau supérieur

L'idée derrière la démonstration du théorème 4.3.12 provient de la preuve d'un résultat se

trouvant dans un article de Brown et Ghate [BG02, Theorem 2.11]. Leur résultat est en fait

une généralisation d'un théorème initialement démontré par Hida [Hid98, Theorem 1].

Théorème 4.3.15 (Brown et Ghate). Soit D un entier tel que D ≡ 1 (mod 4) et D = D1D2

avec D1 > 0 et D1 6= 1. Soit p un premier tel que pgcd(p, 2D) = 1. Soit k ≥ 2 un entier tel

que (p− 1) - (k− 1) et supposons que p 6= 3 si k = 2. Supposons également les trois hypothèses

suivantes :

(H1) p se décompose dans le corps quadratique réel Q(
√
D1) ;

(H2) Pour tout premier q | D2, q se décompose dans Q(
√
D1) ;

(H3) p | NQ(
√
D1)/Q(εk−1

+ − (−1)a),

où ε+ est une unité fondamentale de Q(
√
D1) telle que σ(ε+) > 0 pour tout plongement

σ : Q(
√
D1) ↪→ R et l'entier a est le nombre de premiers qui divisent D2 et qui satisfont une

certaine condition technique énoncée dans [BG02, 2.10]. Alors, pour tout premier p de Q au-

dessus de p, il existe une forme propre normalisée f ∈ Sk(|D|, (D· )) telle que f est p-ordinaire,

la représentation galoisienne modulo p associée à f est irréductible et f satisfait la congruence

suivante

f ≡ f ⊗
(D
·

)
(mod p). (4.4)

La réciproque de ce long théorème est également vraie [BG02, Theorem 2.1]. On peut voir

le théorème de Dummigan et Heim comme un résultat similaire au théorème 4.3.15. En e�et,

soit p un premier et p un premier au-dessus de p. Soit f une forme modulaire. Au sens de

Dummigan et Heim, si p ≡ 3 (mod 4), la condition d'être diédrale en p est

a`(f) ≡ 0 (mod p), pour tout premier ` tel que
( `
p

)
= −1. (DH)

Pour ce qui est du théorème 4.3.15, si D ≡ 1 (mod 4) et pgcd(p, 2D) = 1, la congruence 4.4

nous dit que

a`(f) ≡ 0 (mod p), pour tout premier ` tel que
(D
`

)
= −1. (BG)

Ainsi, on en déduit que les deux congruences sont très similaires. Par conséquent, le théorème

de Brown et Ghate peut être vu comme un analogue du théorème de Dummigan et Heim, mais

pour les formes de niveau |D| et caractères (D· ). Si f ∈ Sk(Γ0(|D|), (D· )) satisfait la condition

(BG), nous dirons également que f satisfait une congruence diédrale en p.

Exemple 4.3.16. Considérons l'espace S2(Γ0(53), (53
· )). Alors, D = D1 = 53 et donc a = 0.

le premier p = 7 se décompose dans le corps Q(
√

53), car (53/7) = 1. On peut également

véri�er que nous avons la décomposition en idéaux premiers suivants

(7) =
(−5−

√
53

2

)(5−
√

53

2

)
.
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Ensuite, une unité fondamentale totalement positive de Q(
√

53) est donnée par

ε+ =
51− 7

√
53

2
.

Ainsi, NQ(
√

53)/Q(ε+ − 1) = 7. Par conséquent, pour tout premier p de Q, il existe une forme

propre normalisée f ∈ S2(Γ0(53), (53
· )) telle que f est p-ordinaire, la représentation galoisienne

modulo p associée à f est irréductible et f satisfait une congruence diédrale en p.

Pour conclure, la démonstration de Brown et Ghate [BG02, Theorem 2.11] utilise une autre

méthode que celle de Dummigan et Heim pour produire une forme qui satisfait la congruence

(4.4). Rappelons que la démonstration de Dummigan et Heim consistait à construire une

représentation galoisienne modulo p à partir de la représentation induite d'un caractère d'un

groupe de Galois et d'utiliser le théorème de Khare et Winterberger. Pour ce qui est de la

démonstration de Brown et Ghate, on construit un caractère de Hecke et on considère la série

thêta qui lui est associée. De manière heuristique, un caractère de Hecke peut être vu comme

une généralisation des caractères de Dirichlet. Pour un certain type de caractère de Hecke, on

peut dé�nir une série thêta qui sera en fait une forme cuspidale. Les détails de la construction

de cette série thêta sont donnés dans le livre de Miyake [Miy89, Théorèmes 4.8.2 et 4.8.3].

Ainsi, il aurait été possible de construire explicitement la forme cuspidale en utilisant cette

méthode pour démontrer le théorème 4.2.5.
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Chapitre 5

Calculs numériques avec PARI/GP

Dans ce chapitre, nous présenterons des exemples de calculs numériques en lien avec les

deux théorèmes démontrés. Les calculs ont été e�ectués à l'aide du logiciel de calcul formel

PARI/GP [PAR18]. Ce logiciel est en fait une union de deux composantes distinctes : PARI

et GP. La composante PARI est une bibliothèque écrite en C, un langage de programmation,

alors que GP est le langage de script permettant l'usage des fonctions de PARI. L'utilisation

de ses deux composantes se fait à partir d'un interpréteur en ligne de commande appelé gp.

L'installation de PARI/GP se fait à partir du site internet :

https://pari.math.u-bordeaux.fr/.

Une fois le logiciel installé, alors il su�t d'exécuter le �chier gp.exe, qui se trouvera généra-

lement dans le dossier d'installation. Cela aura pour e�et de lancer l'interpréteur en ligne de

commande gp. Il est conseillé d'utiliser la fonctionnalité d'aide du logiciel et de lire le guide

d'introduction. Ces ressources sont très bien détaillées. Dans ce qui suivra, des exemples de

calculs sont exposés pour permettre au lecteur de se familiariser avec le logiciel et de repro-

duire les démarches. L'ensemble des fonctions qui sont présentées plus bas sont disponibles à

l'adresse suivante :

https://github.com/DavidAyotte/Sym2-Dihedral.git.

5.1 p-valuation de la trace et des nombres de Bernoulli

Dans cette section, nous allons nous intéresser à calculer explicitement la trace de la

fonction L carrée symétrique qui est dé�nie par :

Trk(L(Sym2, 2k − 2)) =
∑
f∈Bk

L∗(Sym2(f), 2k − 2)alg.
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où Bk est la base de formes cuspidales propres normalisées de poids k et niveau 1. Considérant

que la valeur spéciale 2k − 2 est �xée pour le calcul de la trace, nous écrirons Tr(k) :=

Trk(L(Sym2, 2k − 2)).

À la section 3.2, nous avons vu qu'il existe une formule relativement simple pour calculer

cette trace :

Tr(k) = ck

(
Bk−1,(−4

· ) + 2Bk−1,(−3
· ) +B2k−2(1 +

k

Bk
)
)
, ck = 22k−1 (k2 − 1)!

(k − 1)!
.

Le problème du calcul de la trace est donc réduit à celui du calcul des nombres de Bernoulli.

Dans PARI/GP, le k-ième nombre de Bernoulli est donné par la fonction bernfrac(k) et

le k-ième polynôme de Bernoulli est donné par bernpol(k). Il est à noter que PARI/GP

possède aussi la fonction bernreal(k). Cette dernière retourne l'expansion décimale de Bk,

alors que bernfrac(k) retourne Bk sous sa forme rationnelle. Dans PARI/GP, il n'y a pas de

fonction pour calculer directement les nombres de Bernoulli généralisés associés à un caractère

de Dirichlet χ. Cependant, le calcul de peut être fait à l'aide de la formule suivante

Bk,χ = fk−1
f∑
a=1

χ(a)Bk(
a

f
),

où f est le conducteur de χ. Pour calculer le symbole de Kronecker (Dx ), on écrit kronecker(D,x).

Voici la fonction qui a été écrite pour calculer la trace :

traceLsym2(k) = {

if (k%2 != 0, error("k doit etre pair"));

ck = 2^(2*k-3)*(k/2 - 1)!/(k-1)!;

bernoullipol = bernpol(k-1); \\ polynome de Bernoulli

\\ Nombre de Bernoulli generalises

berngen4 = 4^(k-2)*sum(i = 1, 4, kronecker(-4, i)*subst(bernoullipol , x, i/4));

berngen3 = 3^(k-2)*sum(i = 1, 3, kronecker(-3, i)*subst(bernoullipol , x, i/3));

return(ck*( berngen4 + 2* berngen3 + bernfrac (2*k-2) *(1+k/bernfrac(k))));

}

Exemple 5.1.1. Dans la session PARI/GP suivante, on calcule la quantité Tr(12) et ensuite

on montre qu'il y a un seul facteur de p = 23 au dénominateur.

gp > \r "trace.gp" \\ importation du script contenant la fonction traceLsym2(k)

gp > tr = traceLsym2 (12)

%1 = 1761607680/15893

gp > valuation(tr , 23)

%2 = -1
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Étudions maintenant la conjecture 3.3.11 qui a été énoncée à la section 3.3. Cette conjec-

ture est à propos de la p-valuation de la trace et elle stipule que

vp(Tr(k′)) =

vp(ck′) + 1 si p | 2m+ 1;

vp(ck′) sinon,

où p = 43, 67 ou 163, k = (p + 1)/2 et k′ = k + m(p − 1). Par exemple, si m = 21, alors

2m+ 1 = 43 et k′ = 904. On peut véri�er à l'aide de la fonction traceLsym2 que

v43(Tr(904)) = −10 et v43(c904) = −11.

Tel que mentionné à la �n de la section 3.3 du chapitre 3, la p-valuation du facteur ck′ est facile

à calculer, étant donné qu'il est dé�ni par un quotient de factorielles. Toutefois, remarquons

que la conjecture est indépendante de ck′ . En e�et, si on dé�nit

b(k′) := Bk′−1,χ−4 + 2Bk′−1,χ−3 +B2k′−2(1 +
k′

Bk′
),

alors la conjecture est équivalente à

vp(b(k
′)) =

1 si p | 2m+ 1;

0 sinon.

Ce phénomène a été véri�é pour toutes les valeurs de m inférieures ou égales à 300. Les valeurs

de m et de p pour lesquelles vp(b(k′)) = 1 ont été compilées dans le tableau 5.1. les valeurs de

m et de p qui n'apparaissent pas dans le tableau sont celles pour lesquelles vp(b(k′)) = 0.

m p 2m+ 1

21 43 43
33 67 67
64 43 3 · 43
81 163 163
100 67 3 · 67
107 43 5 · 43
150 43 7 · 43
167 67 5 · 67
193 43 9 · 43
234 67 7 · 67
236 43 11 · 43
244 163 3 · 163
279 43 13 · 43

Tableau 5.1: véri�cations numériques de la conjecture 3.3.11

Ce qui complique le calcul de la p-valuation de la trace pour un ordinateur, est que, contrai-

rement aux dénominateurs, la structure des numérateurs des nombres de Bernoulli est tou-

jours inconnue. De plus, les numérateurs deviennent relativement énormes. Par exemple, pour
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m = 300 et p = 167 nous devons calculer le nombre de Bernoulli suivant

B49884 = −17050 . . . 50813

68094390
.

Dans cet exemple, le numérateur de B49884 contient 172 884 chi�res et le dénominateur cor-

respond au produit des premiers p tels que p − 1 | 49884 (par le théorème de Von-Staudt

et Clausen). Ainsi, la grandeur des nombres des Bernoulli explique en partie la di�culté à

calculer leur p-valuation.

À ce jour, l'algorithme de PARI/GP pour calculer le k-ième nombre de Bernoulli est basé

sur la formule suivante

Bk = (−1)1−k/2 2 · k!

(2π)k
ζ(k).

C'est une méthode relativement rapide et e�cace. Une description détaillée de l'algorithme

est présentée dans [Ste07, Algorithm 2.45]. Cependant, cette méthode, contrairement à la

p-valuation de la factorielle à l'aide de la formule de Legendre, n'o�re pas de moyen pour

calculer vp(Bk) rapidement. Ainsi, une étude plus approfondie de la p-valuation des nombres

de Bernoulli permettrait de mieux comprendre la p-valuation de la trace. Cependant, cette

étude pourrait s'avérer être di�cile, étant donné que les nombres de Bernoulli possèdent

plusieurs liens avec le nombre de classes d'un corps de nombre. Donc, comprendre les nombres

de Bernoulli revient d'une certaine façon à comprendre le nombre de classes, qui est lui-même

un objet encore mystérieux.

Les nombres de Bernoulli et le nombre de classes

L'intérêt de mieux comprendre la structure des nombres de Bernoulli ne vient pas que de

la conjecture 3.3.11. En e�et, à la section 3.3, nous avons énoncé que si p ≡ 3 (mod 4), alors

h(−p) ≡ −2B p+1
2

(mod p).

Il existe aussi une congruence similaire pour les premiers p ≡ 1 (mod 4).

Proposition 5.1.2. Soit p un premier congru à 1 modulo 4 et ε =
t+u
√
p

2 une unité qui

engendre le groupe Z[
1+
√
p

2 ]×/{±1}. Alors,

u

t
h(p) ≡ B p−1

2
(mod p).

Cette congruence a été démontrée par Ankeny, Artin et Chowla en 1952 [AAC52, Theorem

IV]. Les trois auteurs ont également énoncé une conjecture qu'ils ont véri�ée numériquement

pour plusieurs valeurs.

Conjecture 5.1.3 (AAC). u 6≡ 0 (mod p).
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Par la proposition 5.1.2, la conjecture AAC est équivalente au fait que p - B p−1
2
. Par

conséquent, une meilleure connaissance des propriétés de divisibilité des nombres de Bernoulli

pourrait amener à la résolution de la conjecture 5.1.3.

Il y a également une autre conjecture en lien avec la p-divisibilité des nombres de Bernoulli.

Dé�nition 5.1.4. Un premier p est dit régulier si p ne divise par le numérateur des nombres

de Bernoulli suivant

B2, B4, . . . , Bp−3.

Sinon, p est dit irrégulier.

Il est conjecturé qu'il existe un nombre in�ni de premiers réguliers. Pour les premiers

irréguliers, il est connu qu'il y en a une in�nité (voir [Was97, Theorem 5.17]). Un premier

régulier p est en fait relié avec le nombre de classes du p-ième corps cyclotomique Q(ζp).

Proposition 5.1.5 (Théorème 5.16 de [Was97]). Un premier p est régulier si et seulement si

p - h(Q(ζp)).

Par ce qui précède, on peut voir les nombres de Bernoulli comme un outil qui nous per-

mettrait de mieux comprendre le nombre de classes pour certains corps de nombres.

5.2 Exemples de congruences diédrales

Depuis le mois de mai 2018, un module sur les formes modulaires a été intégré au logiciel

PARI/GP. Ce module possède une multitude de fonctionnalités permettant de réaliser des

calculs avec les formes modulaires. Par exemple, pour initialiser l'espace des formes cuspidales

Sk(Γ0(N)), alors on écrit mfinit([N, k], 1).

Exemple 5.2.1.

gp > S = mfinit ([23, 24],1);

gp > mfdim(S) \\ calcul de la dimension

%1 = 45

gp > B = mfbasis(S); f = B[5]; \\ calcul d'une base de S

gp > mfcoefs(f, 6) \\ affichage des 6 premiers coefficients de f

%2 = [0, 41, -4096, -346108, 159383552 , -49902092]

Exemple 5.2.2. Dans cet exemple, nous allons montrer que si p = 43 et k = (p+ 1)/2 = 22,

alors l'espace S22(Γ(1)) n'admet pas de forme satisfaisant une congruence diédrale en p, tel

que prévu par le théorème 4.2.5. Autrement dit, pour chaque forme propre normalisée f , il

faut exhiber un premier ` tel que ( `
53) = −1, mais 53 - a`(f). Voici les commandes PARI/GP

que l'on peut exécuter pour y parvenir :
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gp > S = mfinit ([1, 22], 1); \\ initialisation de l'espace des formes cuspidales

gp > mfdim(S)

%1 = 1

gp > B = mfeigenbasis(S); f = B[1];

gp > mfcoefs(f, 10)

%2 = [0, 1, -288, -128844, -2014208, 21640950 , 37107072 , -768078808 , 1184071680 ,

6140423133 , -6232593600]

gp > kronecker (2 ,43)

%3 = -1

gp > mfcoef(f, 2) % 43 \\on montre que 43 ne divise pas a_2(f)

%4 = 13

La même suite de calculs peut être réalisée pour les cas p = 67 et p = 163. Toutefois, il

est à noter que la fonction mfeigenbasis ne retourne pas exactement tous les éléments de la

base de formes propres normalisée. En e�et, pour l'espace S34(Γ(1)) qui est de dimension 2,

la fonction retourne uniquement la forme propre suivante

f = q + (−144α− 60768)q2 + (44928α+ 18937476)q3 + · · ·

où α est une racine du polynôme X2 −X − 589050. Pour trouver la deuxième forme propre

normalisée, il faut remplacer α par sa racine conjuguée ασ :

fσ = q + (−144ασ − 60768)q2 + (44928ασ + 18937476)q3 + · · · .

Par conséquent, {f, fσ} sera la base de formes propres normalisée de S32(Γ(1)).

Dans les exemples précédents, nous avons porté notre intérêt à la véri�cation qu'une forme

modulaire n'est pas diédrale en p. Il est également possible de véri�er expérimentalement

qu'une forme satisfait une congruence diédrale en p. Toutefois, cette véri�cation n'est pas

mathématiquement rigoureuse, puisqu'elle consiste à véri�er que la condition d'être diédrale

est vraie pour un nombre �ni de coe�cients. De ce fait, il faut spéci�er un seuil maximal de

coe�cients lors de calculs numériques. La fonction qui a été écrite pour véri�er la condition

d'être diédrale en p est la suivante :

mfisdihedral(f, nf , p, primeover , {D = 1}, {maxcoefs =150}) = {

if(D == 1, D = p; chiD(q) = kronecker(q, D), chiD(q) = kronecker(D, q));

forprime(q = 1, maxcoefs ,

if (chiD(q) == -1,

cf = mfcoef(f, q);

if (nfeltreduce(nf , cf , primeover) != 0, return (0));

);

);

return (1);

};
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Voici une description des paramètres de cette fonction :

� f : une forme cuspidale propre normalisée ;

� nf : un corps de nombres ;

� p : un nombre premier rationnel ;

� primeover : un premier de nf au dessus de p ;

� D : un entier congru à 0 ou 1 (mod 4). Par défaut, ce paramètre est initialisé à 1. Dans

ce cas, la fonction véri�e si la forme est diédrale en p au sens de Dummigan et Heim

(condition DH). Si D > 1, alors la fonction véri�e si f satisfait une congruence diédrale

en p au sens de Brown et Ghate (condition BG) pour le caractère de Dirichlet (D· ).

� maxcoefs : nombre maximal de coe�cients à véri�er la congruence. Ce paramamètre

est initialisé par défaut à 150.

Exemple 5.2.3. À l'exemple 4.3.16, nous avons véri�é qu'il existe une forme modulaire qui

satisfait une congruence l'espace S2(Γ0(53), (53
· )). Il est possible avec PARI/GP de trouver

une telle forme modulaire. Voici les commandes PARI/GP que l'on peut exécuter pour y

parvenir :

gp > \r "dihedral.gp"

gp > S = mfinit ([53, 2, 53], 0); \\ espace des newforms de poids 2, niveau 53 et \

caractere (53/.)

gp > corps = mffields(S);

gp > B = mfeigenbasis(S);

gp > length(B)

%1 = 1

gp > f = B[1];

gp > corps_de_f = nfinit(mffields [1]); \\ creation du corps de nombres associe a f

gp > Pr = idealprimedec(corps_de_f , 7); \\liste des premiers au-dessus de p

gp > Nb_prem = #Pr \\ nombre de premiers au-dessus de p

%2 = 3

gp > for(i, 1, Nb_prem , print(mfisdihedral(f, corps_de_f , 7, idealhnf(Pr[i]), 53)))

0

1

0

gp > coeff = mfcoefs(f, 50); \\ calcul des 50 premiers coefficients

gp > norm(coeff)%7

%3 = [0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 2, 0, 0, 1, 0, 2, 0]
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Plus précisément, la forme cuspidale de la session PARI/GP précédente est

f = q + αq2 + (−α3 − 4α)q3 + (α2 + 2)q4 + (α3 + 3α)q5 + (2α2 + 7)q6

+ (−α2 − 5)q7 + (α3 + 4α)q8 + (−3α2 − 11)q9 + (−3α2 − 7)q10 + (3α2 + 9)q11 − αq12

+ (−2α2 − 5)q13 + (−α3 − 5α)q14 + (α2 + 7)q15 − 3q16 − 3q17 + (−3α3 − 11α)q18

− 3αq19 + (−α3 − α)q20 + (3α3 + 13α)q21 + (3α3 + 9α)q22 + αq23 + (3α2 + 14)q24

+ · · ·

où α est une racine de X4 + 6X2 + 7.

Pour conclure, nous venons de voir qu'il est possible à l'aide du logiciel PARI/GP d'e�ec-

tuer des calculs numériques sur les formes modulaires. Il est à noter que nous avons survolé

qu'une petite partie de l'ensemble des fonctionnalités de ce logiciel. En e�et, ce dernier possède

aussi des fonctions sur les courbes elliptiques, les corps de nombres et plus encore. Cependant,

ce n'est pas le seul logiciel que l'on peut utiliser pour réaliser ces calculs. Un autre logiciel

réputé pour ses fonctionnalités avec les formes modulaires est Sagemath [Sag]. Ce logiciel est

libre de droit, ce qui signi�e que quiconque peut y contribuer. Sagemath a pour avantage

d'avoir une interface simple qui est basée sur le language de programmation Python. Au �nal,

le choix d'un logiciel pour e�ectuer des calculs numériques est principalement préférentiel.

Nous avons donc choisi PARI/GP dans ce mémoire dans le but de le rendre plus accessible et

de présenter ses nouvelles fonctionnalités avec les formes modulaires.
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Conclusion

Le but du présent mémoire était de détailler et de généraliser deux résultats de Dummigan

et Heim mettant en lien le nombre de classes du corps quadratique imaginaire Q(
√
−p), où

p ≡ 3 (mod 4), avec les formes modulaires de poids k = (p+ 1)/2 et de niveau 1.

Dans un premier temps, nous avons montré que la trace de la fonction L carrée symétrique

pour une base de formes propres normalisées de poids k et niveau 1 possède une p-valuation

de −1 si et seulement si h(−p) > 1. Pour ce faire, nous avons étudié les formes modulaires

de Siegel a�n d'utiliser une formule de relèvement pour une série d'Eisenstein de degré 2.

Nous avons également étudier des propriétés arithmétiques des nombres de Bernoulli qui nous

ont permis de comprendre le lien entre la trace et le nombre de classe du corps quadratique

Q(
√
−p). À l'aide des congruences de Kummer, nous avons réussi à généraliser en partie ce lien

pour une in�nité de poids k′ tels que k′ ≡ k (mod p− 1). Bien que la valeur de la p-valuation

de la trace change en fonction de k′, notre généralisation démontre que le comportement de

la p-valuation de la trace ne dépend pas uniquement de l'espace Sk(Γ(1)), mais d'une in�nité

d'espace Sk′(Γ(1)). Cette généralisation nous a mené à énoncer une conjecture, à laquelle nous

avons certaines évidences numériques, mais une démonstration est toujours manquante.

Dans un deuxième temps, nous avons montré qu'il existe une forme propre normalisée qui

satisfait une congruence diédrale en p si et seulement si h(−p) > 1. A�n d'y parvenir, nous

avons étudié les représentations galoisiennes associées aux formes modulaires. Cette théorie

nous a permis de démontrer l'existence d'une forme modulaire satisfaisant une congruence

diédrale en p sous l'hypothèse que h(−p) > 1. Avec succès, nous avons montré que la propriété

d'existence d'une congruence diédrale n'est pas uniquement vraie pour l'espace Sk(Γ(1)), mais

pour tous les espaces Sk′(Γ(1)) avec k′ ≡ k (mod p − 1). Cette généralisation a été obtenue

de deux façons. La première utilisait une propriété de congruence des séries d'Eisenstein de

poids p− 1 alors que la deuxième utilisait la théorie des formes modulaire Λ-adiques.

Pour conclure, ce mémoire a permis de mieux comprendre le comportement du nombre de

classes d'un corps quadratique à l'aide des formes modulaires. Toutefois, l'étude du nombre de

classes ne s'arrête certainement pas là. Par exemple, les résultats mentionnés dans ce mémoire

concernaient principalement le nombre de classe d'un corps quadratique imaginaire. En ce

sens, on pourrait se demander : qu'en est-il du nombre de classes d'un corps quadratique réel ?
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