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R ésumé 

Dans ce t ravail on si intéresse à la r ' olution d équations de Saint-Venant 

par la méthode des éléments fini . Deux te ts numériques sont présentés en 

uti lisant deux paires d 'éléments finis : pre - Pl et RTO - Po. Lorsque le 

systèrne d équations de Saint-Venant adrnet une solut ion analytique, cett e 

solution est comparée avec celle obtenue par la méthode numérique pour 

m ont rer la robustesse d e ces éléments finis. 



Abstract 

In this work we are interest ed in solving shallow-wat er equations using t he 

fi nite element 11lethod . Two numerical tests are presented using two pairs of 

fini te element : pte - Pl and RTO ~ PO' When the system of shallow-water 

equations a.drn its an analytical solut ion , t his solut ion is compared wit h t hat 

obtained by the numerical method to demonstrate the robustness of t hese 

fini te elem ents. 
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INTRODUCTION 

Le réchauffenlent climatique, / galelnent appelé réchauffement planétair 

ou réchauffement global, est un phénomène d 'augn1entation de la température 

moyenne des océans et de l' atmosphère à l'échelle mondiale et sur plusieurs 

années . Dans son acceptation cornmune, ce terrne est appliqué au changement 

climatique observé depui environ vingt-cinq an c'est-à-dire depuis la fin 

du XXe siècle. La plupar t d es scientifiques attribuent à ce réch auffement 

global une origine humaine. C'est le Groupe d experts Intergouvernemental 

sur l'Évolut ion du Climat (GIEC) qui détermine ce consensus scient ifique. 

Le climat global de la Terre a de tout temps connu des modifications, 

suivant différents cycles climatiques de réchauffement puis de refroidisse

lllcnt, qui diffèrent par leur durée (de quelques ln illiers à plusieurs millions 

0 ' années)) fficti s aussi pctr leur amplitude. Différentes données obtenues à 

l'aide de lnarégraphes et de satellites. ont été étudiées. Leur analyse suggère 

que le niveau de la mer s'est élevé au cours du XXe siècle de plusieurs dizaines 

oc centimètres, et qu'il continue à s'élever régulièrement . Cette élévation du 

niveau de la mer peut aussi être observée indirectement par ses conséquences 

sur l'environnement, comme c'est le cas au Nouveau-Brunswick. 

La prévision par les scientifiques de l'évolution future du climat a été 

rendue possible par l'utilisation de modèles informatiques . Ces modèles, dit s 

de circulation générale, simulent les déplacements et les températures des 

rnasses atrnosphériques et océaniques. Les modèles utilisés pour prédire le 

réchauffement planétaire futur peuvent aussi être utilisés pour simuler les 

conséquences de ce réchauffement sur les autres paramètres physiques de la 

terre, comme les calottes de glace, les précipitations ou le niveau des n1ers. 
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Dans ce domaine, un certain nombre d , conséquences du réchauffement cli

matique font l'obj et d 'un consensus parmi les climatologues. 

U ne des conséquences du réchauffement planétaire sur lesquelles s' ac

cordent les scientifiqu s est une rnontée du niv au des océans. Deux ph / noménes 

engendrent cette élévation : 

- r augmentat ion du volume de l'eau due à son réchauffement (dilatation 

thennique) , 

- et l'ajout. d 'eau supplémentaire provenant de la fon te des calottes gla-

ciaires continentales. 

C~est sous cet angle que nous considérons dans ce mémoire deux cas de 

tests idéalisés et représentant "des éléments de la circulation océanique. Pour 

modéliser ces composantes d' écoulement, nous utilisons le modèle de Saint

Venant (shallow water equations). Celui-ci s'applique à des écoulements pour 

lesquels une des dirnensions est nettement inférieure aux deux autres . Les 

océans correspondent assez bien à cette réalité puisque leur profondeur , qui 

est en moyenne d'environ 4 kilomètres, est bien inférieure à leur largueur qui 

se mesurent en millier de kilomètres. 

L'avantage de ce modèle, c'est qu'il permet de passer d'un domaine spa

tial tridimensionnel à un domaine spatial bidimensionnel. Ceci représente un 

gain énorme en terme de coût de calculs. Ce gain a un prix, les phénomènes 

qui sont fondamentaleluent tridimensionnels ne peuvent pas être modélisés 

adéquatement. De plus, le choix d'une méthode numérique efficace et précise 

pour la résolution des équations de Saint-Venant n'est pas facile. 

Dans le cas de la simulation des ondes de gravité, le systèrne d'équations 

adn1et une solution exacte et le résultat obtenu est comparé avec le résultat 
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numérique. En général, les systèmes d'équations représentant les problèmes 

étudiés ne possèdent pas une solution analytique. Nous avons donc recours à 

des méthodes numériques pour résoudre les équations. 

La rnéthode nurnérique que nous allons adopter est la lnéthode des éléments 

finis dans un repère eulérien. f\lIais il existe d'autres méthodes numériques uti

lisées, par exemple la méthode des différences finies. L'inconvénient de cette 

rriéthode est sa difficulté à travailler sur· des domaines possédant des frontières 

irrégulières . Dans la modélisation océanique, les domaines sont en général 

irréguliers. D'autres façons de résoudre le problème sont possibles telles que 

l' u tilisat ion d'une formulation semi-lagrangienne, les éléments spectraux, la 

méthode des volumes finis ou encore la transformation des équations en une 

équation des ondes. 

Trouver une bonne paire pour résoudre les équations de Saint-Venant n 'est 

pas un travail facile. En général, on note la présence de modes numériques rnis 

en évidence par R,. Walter et G. Carey [15]. En effet, il arrive au moment de la 

discrétisation des équations aux derivées partielles d'introduire des anomalies 

qui n'ont rien de physique. Ces anomalies peuvent se manifester de diverses 

métnières, soit par des oscillations dans la solution, des informations qui ne 

sont pas bien captées ou par une convergence moins rapide vers la solution. 

Afin d'éliminer les modes numériques, plusieurs approches ont été 

considérées, pétr exemple transformer les équations en une· équation d'ondes 

[13] ou décaler les variables sur la grille de calcul (maillage). Dans ce travail, 

on propose deux paires d'éléments finis qui représentent bien les solutions; 

il s'agit de la paire pre - Pl et de la paire RTO - Po. Ce mémoire comporte 

trois chapitres. Dans le premier chapitre, les équations de Saint-Venant sont· 
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obtenues à. part ir des équations de Navier-Stokes. Dans le deuxième cha

pit re, les équati6ns de Saint-Venant sont discrét isées en utilisant la méthode 

des éléments finis. Enfi n dans le t roisième chapi tre, on présente les résultats 

nUlnériques basés sur deux tests pour rnettre en évidence la robustesse des 

deux paires d 'éléments finis choisies. Une conclusion compléte l'étude .. 



CHAPITRE 1 

Modèle mathématiques 

Dans ce chapit re, on établi t le modèle de Saint-Venant . Le modèle 

rllGLthérnatique de Saint-Venant à deux dimensions (2 D) dans le plan ho

ri zonta~ découle de l'intégration verticale des équat ions de Navier-S tokes à 

trois dimensions (3 D) et en posant différentes hypothèses fondamentales dont 

celle de la pression hydrostatique. 

1.1 Équation de Navier -Stokes 

La mécanique des fluides est la branche de la physique qui étudie les 

écoulements de fluid es, c'est-à-dire des liquides et des gaz lorsque ceux-ci 

subissent des forces ou des contraintes. Elle est actuellernent étendue à des 

écoulements solides tels les glaciers. Le mouvement des liquides et des gaz 

est régi par les mêmes équations : les équations de Navier-Stokes mais à la 

diffé rence qu 'en général, les liquides sont considérés comme étant incompres

sibles et les gaz compressibles. La mécanique des fluides se compose de deux 

grandes sous-branches. Il y a la statique des fluides, ou hydrostatique qui 

étudie les fluides au repos. C 'est historiquement le début de la mécanique 

des fluides , avec la poussée d 'Archimède : l'étude de la pression. Ensuite, il 

y a la dynanüque des fluides qui étudie les fluides en mouvement. Les fluides 

peuvent aussi se classer en deux familles relativement à leur viscosité, une 
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de leur caractéristique physico-chimique. La famille des fluides" newtoniens" 

(comme l'eau , l'air et la plupart des gaz) et celle des fluides ': non newto

niens" (quasiment t out le reste: le sang, les gels, les boues , les polymères 

fondus, les suspensions, les émulsions ... ). Les fluides" newtoniens" ont une 

viscosité constante ou qui ne peut varier qu 'en' fonction de la température. 

Les fluides 'non newtoniens" ont en plus , la pp,rticularité d'avoir leur vis

cosité qui var ie en fonction de la vitesse et des contraintes qu'ils subissent 

lors cie l'écoulement. Comme autres branches de la mécanique des fluides , on 

distingue rhydraulique, l'hydrodynamique, l'aérodynamique, etc. Une nou

velle approche a vu le jour depuis quelques décennies : la mécanique des 

fluides numérique (CFD ou Computational Fluid Dynamics en anglais), qui 

sÎlnule l'écoulement des fluides en résolvant les équations qui les régissent à 

l'aide de l'ordinateur. La mécanique des fluides a de nombreuses applications 

clans divers dornaines C0111me ringénierie navale, l'aéronautique , l'étude de 

l'écoulenlent du sang (hémodynamique), mais aussi la météorologie, la clima

tologie ou encore rocéanographie. Dans ce travail, nous ne nous intéresserons 

qu'à ce dernier point. 

Afin de décrire un fluide dans un repère eulérien, les variables d'intérêt 

sont la vitesse u = (u, v, w), la pression p et la densité p d'une particule. 

Dans le contexte de la modélisation océanique, la salanité de l'eau de mer 

est probablement la plus importante étant donné son impact sur la densité 

et le point de congélation de l'eau. Une hypothèse importante est que les 

écoulerncnts considérés sont incompressibles. En prernière approxirnation, 

la plupart des écoulements de liquides présentent un comportement incom-
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pressible. C tte hypothèse permet de simplifier l'équation de continuité, aussi 

appelée équation de conservation de la masse. 

Dp 
- + p\l . u = O. 
Dt 

COil1il1e p est constant, on en déduit 

où 

V· u = 0, 

888 
V = (-8 -3 1-8 ), 

x :tJ Z 

(1.1 ) 

( l.2) 

est le gradient et l'opérateur gt = ft + u . V est la dérivée matérielle ou totale. 

Poùr avoir les trois équations de conservation de la quantité de mouvement, 

on applique la deuxièil1e loi de Newton en coordonnées cartésiennes, pour 

obtenir 
Du ' 

P Dt = - V P + IL V
2 

U + P V a, (1.3) 

où Il est la viscosité moléculaire du fluide considéré et a est le potentiel 

qui correspond à l'ensemble des autres forces conservatrices agissant sur la 

particule de fluide. Ces hypothèses permettent de simplifier les équations 

complètes de Navier-Stokes puisque l'équation de continuité (l.2) et les équations 

de conservation de la quantité de mouvement (1.3) suffisent pour fermer le 

système. Ce système est bien posé avec les conditions iI)-itiales données et 

les conditions aux limites classiques (u . n = 0) et glissement tangentiel nul 

le long de la frontière (u . t = 0). La condition aux limites se résume donc 

à u = 0 sur la frontière et s'applique à tout le fluide newtonien dans un 

domaine avec des murs fixes non poreux. Dans ce travail, on considèrera le 

potentiel gravitationnel et nous devrons aussi tenir compte de la force de 

Coriolis. 
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1.2 Force de Coriolis 

À la fin du XVIIIe siècle et au début du XIX siècle , la mécanique connut 

de grands développements t héoriques . En t ant qu 'ingénieur , Coriolis s 'intéressait 

à rendre la rnécanique théoriqu applicable dans la compréhension et le 

développement de machines industr ielles . C 'est dans son article SUT' les équations 

du mouvement relatif des systèmes de corps (1835) que Coriolis décrivit 

rna thérna tiq uernen t la force qui d evait porter son nom. D a ns cet a rticle, la 

force de Coriolis apparaît comme une composante supplémentaire à la force 

centrifuge, ressentie par un corps en mouvement relativement à un référentiel 

en ro tation , comme cela pourrait se produire par exemple dans les rouages 

d 'une machine . L'argumentation de Coriolis était basée sur une analyse du 

t ravail et de l 'énergie potentielle et cinétique dans les systèmes en rotation. 

De nos jours, la démonstration la plus utilisée pour enseigner la force de 

Coriolis ut ilise les outils de la cinématique. Ce n'est qu'à la fin du XIXe 

siècle que cette force fit son apparition dans la littérature météorologique et 

océanographique. Le terme force de Coriolis apparut au début du XXe siècle. 

Pour la plupart des applications en géophysique, il est plus naturel de considérer 

la terre comn1e fixe. Ceci nous force à passer d'un repère inertiel à un repère 

accéléré et nous amène à introduire de nouvelles forces pour tenir compte du 

changement de repère voir [8] pour cette étude. 

Pour exprimer l 'accélération de Coriolis sous une forme pratique, on doit 

fa ire quelques s.implifications. Soit cp la latitude de l'origine du système de 
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référence, le vecteur de rotation peut s'exprimer comme suit 

o = D ( cos ( cp ) i + si n ( cjJ ) j) , 

le tenne de Coriolis 'écrit alors 

20 x u = 2D((wcos(cjJ) - vsin(cp)) i + usin(cjJ)j - ucos(cjJ)k) , 

où ft est le module du vecteur de rotation O. En général pour les écoulements 

océaniques la composante verticale de la vitesse west très faible, donc avec 

w« u et w« v, 

on obtient une expression simplifiée suivante: 

20 x u = 2D( -vi + uj)sin (cjJ). 

Si on fait des simulations dans des régions à grande échelle, une approxima

tion /3- plan est nécessaire pour tenir compte de la variation de sin( cjJ ) avec 

la. latitude . Cette approximation est obtenue en faisant un développement de 

Taylor du premier ordre de s'in( cjJ) autour de la référence cjJo~ Comme le rayon 

terrestre R = 6400 km est généralement plus grand que y dans les domaines 

de calcul, il est raisonable d'utiliser l'approximation du sinus pour les petits 

angles : 

cjJ - cjJo ~ sin(cjJ - cjJo), 

On en deduit que 

sin( cp) ~ sin( CPo) + (CP - cjJo)cos( CPo) 

sin( cp) ~ sin( CPo) + sin( cjJ - cjJo)cos( cjJo) 

sin(<f;) "'" sin(<f;o) + ~cos(<f;o). 
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Ainsi , dans les calculs impliquant la force de Coriolis, nous avons utilisé 

l'approximation 20 x u ~ fk X u, où f = fa + (3y avec fa = 2Dsin(cpo) et 

(3 = 2Dcos(cPo)! R. 

1.2.1 Approximation de Boussinesq 

Joseph Valentin Boussinesq bouleversa la mécanique des solides, la. ther

Inodynarnique et surtout la rrlécanique des fluides en 1903 avec son livre 

Théorie analytique de la Chaleur. Dans ce livre, il formula une hypothèse, 

l'approximation de Boussinesq, qui s'énonce de la manière suivante: il faut 

savoir que dans la pl'upart des rno'Uvements provoqués par la chaleur sur nos 

.fluides pesants, les volumes 01J, les densités se conservent très peu, q'U,oique 

la variation correspondante du poids de l'unité de volume soit justement la 

cause des phénomènes qu'il s'agit d'analyser. De là résulte la possibilité de 

négliger les variations de la densüé, là où elles ne sont pas m,1J,ltipliées par 

la gravité g, tout en conservant, dans les calc1J,ls, leur produit par celle-ci . 

Les équations qui régissent l'éta.t de l'atmosphère telles que nous les connais

sons a.ujourd'hui sont notanunent dûes à la persévérance de Joseph Valentin 

Boussinesq. Mais la théorie de Boussinesq n'est pas valable dans tous les 

mouvements provoqués par la chaleur; d'où la limite de l'approximation de 

Boussinesq. Il est approprié de représenter la densité comme la somme d'une 

vétleur de référence constante (Po = 1035 kg m- 3 ) et d'une petite perturbation 

en t emps et en espace p. On a : 

p(x, y, z, t) = Po + p(x, y, z, t) (l.4) 
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L'rtpproximation de Boussinesq consiste alors à remplacer p par Po partout 

excepté dans les termes contenant le champ de gravité g = gk , voir [8] . 

1.2.2 Approximation hydrostatique 

La plupart des modèles de prévision actuels utilisent l'équation hydro

statique ~~ = - p g , qui suppose un équilibre parfait à la verticale entre la 

force de pression et la force gravitationnelle. Néannloins , si l' atmosphère était 

dans un état cl ' équilibre hydrostatique parfait, il n 'y aurait ni déplacement 

vertical, ni nuages , ni précipitations . En ut ilisant les deux approximations 

précédentes , les équa.tions se résument comme suit : 

au av aw 
(l.5) - + - +- 0, 

ax ay az 
au au au au 1 ap 

(l.6) - + u- + v - + w- - fv --- , 
at ax ay az Po ax 
av GV av av 1 op 

(l. 7) - + u- + v- + w- + fu --- , 
at G.T ay Oz Po Gy 

ap 
(l.8) 

oz 
-pg 

Le nombre de R'ossby est la mesure de l'influence de la rotation sur un 

phénomène particulier. Soit L la longueur caractéristique du mouvement ho

rizontal et U sa vitesse caractéristique. Une particule animée de cette vitesse 

prtrcourt une distance L en un temps b. Si cette période est beaucoup plus 

courte que la période de la rotation de la terre, la particule ressentira à peine 

l'effet de la rotation pendant l' échelle de temps du mouvement. On considère 

que cet effet se fait sentir dès que 
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u -- < 1. 
2DL -

La paramètre sans dirnension Ra est appelé nombre de Rossby 

1.3 Équation de Saint-Venant 

12 

(1.9) 

(1.10) 

Dans cette section on présentera le modèle de Saint-Venant qui modélise 

les écoulements de faible profondeur. Ce qui veut dire que les phénomènes 

. étudiés doivent avoir une longueur caractéristique verticale netternent inférieure 

à, leur longueur caractéristique horizontale. La dimension du domaine n'est 

pas un facteur important. Par exemple, les orages violents et les ouragans sont 

les manifestations les plus importantes et les plus spectaculaires d'événements 

qui prouvent l'hypothèse de faible profondeur dans l'atmosphère. Une autre 

manière de voir l'hypothèse de faible profondeur dans le cas de la représentation 

d'une onde, est que la longueur d'onde doit être nettement supérieure à la 

profondeur du dornaine. Une conséquence de ceci est que les vagues de sur

face ne peuvent généralement pas être représentées dans le modèle de Saint

Venant puisqu 'il s'agit d 'ondes courtes. L'hypothèse d'incompressibilité et 

ce lle de la réduction à un modèle bidimensionnel ne nous permettent pas 

cie tenir compte simplement de la stratification qui est observée dans l'at

mosphère et dans l'océan. Malgré ces restrictions, le modèle de Saint-Venant 
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est assez puissant pour représenter des phénomènes intéressants. Bien que le 

but de ce travail soi't orienté vers la modélisation océanique, d 'autres types 

de problèmes peuvent être abordés avec les équations de Saint-Venant, du 

rllOInent que les hypothèses soient respectées. On considère les équations non

visqueuses de Navier-Stokes auxquelles on a ajouté la force de Coriolis et dans 

lesquelles la combinaison du potentiel gravitationnel et de la force centrifuge 

est donnée par (J = - 9 z : 

Du 
- +fk x u 
Dt 

\I·u 

1 
--\lp-g\lz, 

p 

o 

(1.11) 

( 1.12) 

De n1anière analogue à ce que fait J.Pedlosky dans son livre [8], on applique 

une analyse d'ordre de grandeur des équations (1.11-1.12). Cette analyse nous 

rnène à une' sirnplifica.tion fondamentale des équations de Saint-Venant. 

8p 
Oz = -pg. (1.13) 

Cette relation est la. balance hydrostatique. Elle ne signifie pas qu'il n'y a pas 

oe mouvements verticaux mais sÎlnplement que la force verticale du gradient 

pression est en équilibre avec la gravité. Cette expression s'intègre exactement 

lorsque la densité est constante et donne 

p(;r;, y, z, t;) = -p g z + K(;r;, y, t). (1.14) 



I. Modèle mathématiques 14 

z,w 

y 

\eta 

x,u 

H 

Frc. 1.1 - Modèle de Saint-Venant 

Comme présenté à la figure 1.1, on introduit la variable rJ qui est la posi

tion de la surface libre par rapport à une hauteur de référence. On verra qu~ 

l'é lévation rJ correspond à la pression dans les "équations de Navier-Stokes. H 

est la profondeur du bassin par rapport à cette même hauteur de référence. 

Bien que la profondeur soit constante dans tous les tests présentés dans ce 

travail, la réalité peut être plus complexe et le modèle de Saint-Venant permet 

d'en tenir compte tant que la bathymétrie variable n'induit pas des mouve

ments verticaux importants. À la surface, on a une pression de référence 
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constante p(x , y '(/(x, y, t), t) = Po et donc 

-dz J~ 8p 
z az 

1~ -pgdz (1.15) 

p(x y TJ(.T,y)) - p(x,y,z) -P9(Tl - Z) (1.16) 

Po - p(x,y,z) -pg(r]-z) ( 1.17) 

p(x,y,z t) - P 9 z + P 9 r] (x, y, t) + Po (1.18) 

P g(r](x y, t) - z) + Po (1.19) 

Ainsi, le gradient de pression se réexprime comme gradient de l'élévation 

ap ar] 
(1.20) 

ax 
pg-

ax 
ap aTJ 

(1.21 ) 
ay 

pg-
ay 

c'est-à-dire Vp gpVr]. (1.22) 

C 'est ce gradient qui introduit le forçage dans le système et il est indépendant 

de z . En découplant les deux équations horizontales de quantité de mouve-

mc:nt nc la dynamique verticale, on obtient : 

au Du Du. Dr] - + u- + v- - 2[2s2n(r/J)v = -g-
at ax ay . ax 
av av av. ar; - + u- + v- + 2[2 s2n(r/J)u = -g
at ax ay ay 

(1.23) 

(1.24) 

Les composétntes de la vitesse u et 'U ne dépendant pas de z , il est fa,cile 

d'intégrer verticalement l'équation de continuité (1.12). Calculons la compo

sante verticale de la vitesse w à la surface et au fond d li ba.ssin. Ce fond est 

solide et la condition aux lirnites u . n = 0 doit être respectée. La position 
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cl u fond est défini e par la surface z = - H (x, y) et la normale est donnée par 

n 
aH aH 

(- ax ' -ay' -1) (1.25) 

aH aH 
-u- - v - (1.26) ax ay' u· n = 0 <===? w(x, y, - H (x, y), t) 

À la surface du bassin, on a : 

D z 
Dt 

w(x) y, r;(x, Y: t), t) 

D TI 
Dt ' 
Br] 8r] Br] 
-+u- +vat ax ay 

(1.27) 

(1.28) 

En intégrant (l.12) on obtient : 

o 

o 

o 

o 

o 

L~ ~: dz + L~ (~~ + ~~) dz 

'W 1 TI H + (7) + H) (~~ + ~~) 

( ar] + u or] + v ar]) + (u 81-1 + v aI-I) + (r] + H) (au + av) 
at ax ay ax ay ax ay 

_ a17 (a(r] + H) (r] + H)) ( H) (au av) - at + u ax + v ay + r] + ax + ay . 
ar] . 
at + \7. ((TI + f-I)u) (l.29) 

Dans la suite de ce document , la notation bidimensionnelle des opérateurs 

gradient, divergence et laplacien est utilisée. On utilise l'approximation f3-plan 

afin de réécrire les équations (l.23-l.24) 

au au Ou f a1] - + u- + v- - v = -9-at ax ay ax 
av av av ar] 
- + u- + v- + fu = -9-at ax ay ay 

(1.30) 

(l.31) 

Les équations (3.2) et (l.30-l.31) forment les équations de Saint-Venant. On 

constate qu 'une des équations a été éliminée ainsi qu'une variable dépendante 
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(11)) et une variable indépendante (z) . Ceci constitue des avantages du modèle. 

Cette approche nous permet plus facilement de t rouver les solut ions ana

lyt iques dans certains cas par ticuliers . D'un point de vue numérique, la 

réd uction d 'une dirnension du systèrne et d 'une rnoindre iTlesure l élimination 

d' une inconnue (w) et de l'équat ion associée représentent un gain énorme en 

t. rn1e de coùt de calcul. Pour des fi ns d 'analyses théoriques et pour résoudre 

des problèrnes sirnples , on uti lise souvent les équations linéaires de Saint- · 

V ,nant : 

au 
Ft +jk x u + g\7r; 

Br; - + \7. (Jiu) al 

o (l. 32) 

o (l.33) 

Le modèle linéaire est valide si Tl « H et que le terme d 'advection est 

négligeable. 

1.4 Les ondes barotropiques linéaires 

Grace à la forme linéaire des équations de Saint-Venant, on peut étudier 

une large classe d 'ondes qui sont irnportantes dans là dynarnique des fluides 

géophysiques. Dans cette section, nous donnerons une description de trois 

familles d ~ ondes supportées par un fluide dans un repère en rotation. Les 

ondes d 'inerties-gravité , les ondes de Kelvin et les ondes de Rossby. On a 

l'existence de solut ions analytiques pour les familles d'ondes équatoriales, 

c'est-à-dire Jo = O. Le lecteur intéressé par les ondes de la dynamique aux 

la ti t udes moyennes, trouver~ tous les dét ails à ce sujet dans les ouvrages 

de Bourgault et Sadourny [4] et Khanta et al [7]. Dans cette étude, nous 
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supposerons que la hauteur H du fluide est constante et que l'approximation 

du j3-plan est utilisée . Les équations linéaires de Saint-Venant s'écrivent : 

au ar; 
0, (1.34) - - fv+g-

at ax 
av ar) 

0, (1.35) - + fu+g-
at ay 

ar) C2 ( au av) 0, (1.36) g-+ -+- = at ax ay 

avec f = f3 y et C 2 = gH. Il s'agit d'un systèmè d 'équations aux dérivées 

partielles dont les coefficient dépendent de y. En utilisant les quantités nor

ma.lisées par la vitesse des ondes de gravité C, le rayon de déformation de 

Ross hy équatorial a = (~) ~ et la période inertielle équatoriale T = ({3 C) - ~ , 

on norrna lise les variables suivantes: 

t = Tt', 

x = a x ' , y = a y' , 

Tl = Hr)', 

u Cu', 

v · Cv'. 

(1.37) 

(1.38) 

Soit k le nornbre d'onde, Cp = ~ la vitesse de phase , et Cg = ~~ la vitesse de 

groupe. Ici les apostrophes dénotent les qua.ntités normalisées. On obtient, 

en ornettant les apostrophes , les éq~ations suivantes : 



I. Modèle mathém atiqu es 19 

(l. 39) 

(l.40) 

(1;41) 

L'ensemble des solut ions de ces équations forme une famille d 'ondes dont 

J'0tuclc est décisive pour la, compréhension de la dy n a mique équatoria le . P our 

alléger l'écriture, nous adopterons la notation f t pour désigner la dérivée 

partielle de f par rapport à la variable t. En dérivant (1 .41) deux fois par 

rapport au temps, on obtient 

(l.42) 

Mais en dérivant (l.40) par rapport à t, on a 

Si l'on dérive (l.39), d 'abord par rapport à t et ensuite par rapport à y , on 

n,rri v<: <\ 

On en déduit que l'équation (1.42) peut se réécrire sous la forme 

(l.43) 

En dérivant (L39) par rapport à x, on tire la valeur de T]t x = -(uxx + vxy )' 

En reportant cette valeur dans (1.43) , on obtient 

(l.44) 
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On dérive (1.40) par rapport à y et on obtient 

Ut y - v - y Vy + TJxy = 0 (l.45) 

L'équation (1.41) est dérivée par rapport à x et on obtient 

( 1.46) 

En soustrayant les équations (1.45) et (1.46), on obtient 

(l.47) 

En dérivant (1.47) par rapport à .1:, on a 

Si l'on reporte cette valeur dans (1.44) on obtient 

(1.48) 

Dans cette étude nous nous intéressons aux solutions de la forme 

v(x, y, t) = V(y)ei(kx-wt). Pour que v(x, y, t) soit ·solution, V(y) doit vérifier 

l'équat ion suivante: 

2 2 k 2 Vyy + (w - k - - - y )V = 0 
w 

(1.49) 

Nous nous intéressons à la partie réelle de v(x, y , t). Maintenant, nous cher

cholls les solutiolls qui satisfont V --1 0 lorsque y --1 00. Ce type de solutions 

est étudiée dans Khanta et al Numerical models of ocean et se mettent sous 

la forme 

-m+l (d) 
V(y) = 2 2 Hm+l(y)e 2 (1.50) 
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où les fI m+l sont les polynômes d 'Hermite d'ordre n7, + l. Reportant cette 

valeur de V dans (l.48) l on obtient la relation de dispersion 

k 
w 2 -k2 -- = 2nL+l' m=-10,1,3, ... 

w 
(l.51) 

La valeur m = - 1 correspond aux ondes de Kelvin, tandis que m = 0 donne 

les ondes de Yanai ; pour m = 1, 2· .. , on obtient les ondes de Rossby et de 

gravité. Les solutions V (y) peuvent s écrire en termes de fonctions d'Hermite 

définies par : 

Tl7' = -1,0, 1,2, ... ( l.52) 

Dans cette équat ion Hm(Y) sont les polynôme' d'Hermite qui s'écrivent pour 

'm = O, I ,2, ... 

Ho(Y) = 1, HJ(y) = 2y, H2(Y) = 4y2 .- 2, H3(Y) = 8y3 -12y. 

1.4.1 Ondes de Kelvin 

Ces ondes sont obtenues en posant m = -1, w = 'k. Pour ces valeurs, la 

relat ion de dispersion (l.51) est vérifiée, Comme l'onde se propage suivant la 

direction ox, on pose v = 0 en le reportant dans les équations (l.39 -l.41). En 

ut ilisa.nt quelques techniques de résolution, on en déduit que: Cp = Cg = 1 

c:t 

_y2 

r] e(-2 )cos(kx - wt), ( l.53) 

u r], (l.54) 

v O. (l.55) 
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Cette onde' est appelée ondes de Kelvin. Une onde de Kelvin est une onde 

de gravité océanique de taille caractéristique assez grande pour que la force 

de Coriolis se fasse ressentir en présence d 'une couche limite. Physiquement, 

c'est une onde de gravité (la marée par exemple) qui, à cause de la fore de 

Coriolis, vient « s'écraser .» contre une côte. 

Ces ondes décrivent assez bien un certain norribre d 'aspects de la marée. En 

présence d'une côte située sur la droite de l'onde (dans l'hémisphère Nord), 

une onde de Kelvin se forme et on observe une décroissance exponentielle 

de r an1plitude de l'onde lorsque ron s'éloigne de la côte. La longueur ca

ractéristique yi 9 H / f est a.ppelée rayon de Rossby P R qui , comparée à l'échelle 

carétctéristique de l'écoulement , donne l'importance relative de la force de Co

riolis. L'existence de ces ondes dépendent de la présence de la rotation ter

restre. Ces ondes ont une vitesse indépendante de la rotation terrestre, elles 

sont non dispersives . Ces ondes se propagent vers l'Est en suivant la côte à 

la droite (respectivement gauche) dans l'hémisphère Nord ( respectivement 

Sud ). 

1.4.2 Ondes de Rossby 

Dans ce cas de figure, m2 1 et w :::; l, les fréquence sont plus petites que 

la fréquence inertielle équatoriale. Dans ce cas, on peut négliger le w2 dans 

la relation de dispersion (1.51). On obtient pour m = l, 2, ... : 
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-k 
w (l.56) 

k2 + (2m + 1) 
k 2 - (2m' + 1) 

(k2 + (2m + 1))2 

1 ( ~Ym-l (Y) j (2'm, + 2)Ym+ l(Y ) ) ' ( , - - stn kx - wt) (l.57) 
2 w + k w-k 

1 (~Ym-l (Y) J(2m + 2)Ym+1(Y)) ,. ( ) - - k + k ,stn k .T - wt 
2 w+ w -

Ym(y) cos (k x - w t) (l.58) 

On t rouve des modes numériques lorque m = 1, 2, 3,4, .... Pour un mode 

donné, Cg < 0, l'énergie se propage vers l'Ouest. Ceci correspond à des valeur 

de Ikl < j (2m + 1). Dans le cas contraire, c'est-à-dire pour Cg > 0, l'énergie 

se propé1ge vers l'Est. Pour les vé1leurs de Ikl > j(2m + 1), on remarque que 

Cp est toujours négative . Les ondes de Rossby ou ondes planét aires sont des ' 

mouvernents ondulatoires de la circulation atmosphérique ou océanique de 

grétnde longueur d'onde dont présence est dûe à la variation de ~a force de 

Coriolis selon la lat itude. Elles sont un sous-ensemble des ondes inertielles , 

ident ifiées en 1939 par Carl-Gustaf Rossby dans l'atmosphère. Ce dernier 

t ravailla la théorie pour les expliquer. Ces ondes ont généralernent de faibles 

fréquences et se propagent très lentement dans les bassins océaniques. Elles 

se propagent dans la direction Ouest, et prennent des mois voire des années 

pour traverser les bassins océaniques. Malgré le fait qu' elles sont très lentes , 

les ond~s planété1ires ont des effets majeurs sur la circulation globale ainsi 

que sur le temps et le climat. 
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1.4.3 Ondes d'inertie-gravité 

Les ondes d 'inert ie-gravité sont présentes partout dans l'atmosphère, elles 

ont une p ~riode proche de la durée du jour. Comme elles évoluent rapide

lTIent et ont une longueur d 'onde vert icale t r' s courte, les modèles de prévision 

du telu ps et du climat ne peuvent pas les résoudre explicitement. Bien com

prendre l'origine et la structure de ces ondes est donc fondarnental. La t héorie 

la p lus fréquent.e expliqu e 1 o rigine d e ces ondes p ar un phénomène d 'ajus-

. tement dynamique se produisant lorsqu 'un équilibre dynamique de grande 

échelle ent re les forces de pression et l'accélération de Coriolis n' est plus sa

tisfait . Selon cett e théorie, lorsque cet équilibre est brisé, l'atmosphère tend 

à y retourner en émet tant des ondes d 'inertie-gravité ; on parle d 'ajustement 

géostrophique. Dans la réalité , ce déséquilibre n'apparaît pas de façon spon

tanée . Il varie dans le ter~ps et cette variation t emporelle a une influence 

in1portante sur r amplitude des ondes générées. Ainsi, si l'agéostrophisme se 

développe lentement , et se traduit par une accélération F (appelée forçage) 

dans une direction x donnée, l' a tmosphère peut compenser cette a.ccéléra.tion 

par un transfert de quantité de mouvement angulaire dans la direction per

pendiculaire à F sans émettre d'ondes d 'inertie-gravité. Pour avoir la solution 

analytique de ces ondes, soit m ~ 1, w > .1 autrement dit la fréquence est 

plus grallde que la fréquence inertielle équatoriale, on peut négliger le t erme 

~k dans la relation de dispersion (1.51). Ces ondes autrement appelées ondes 

de Poincaré ne sont pas influencées par la rotation de la terre. On déduit leur 

structure par ~ 
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k 2 + (2m + 1) ; 

(2m + 1)) 
± (1 + k2 

± 1 v (1 + (2';;:1)) 

~ (~Ym-l(Y) _ )(2m+2)Ym+1 (Y)) S'in(k.T- wt)(1.59) 
2 w+k w-k , 

_~ (~~n- l (y) + J(2m + 2)~n+l (y) ) sin(kx _ wt) 
2 w+kw-k 

Ym(y)cos(kx - wt). . (1 '60) 

Pour m = 1,2, ... 



CHAPITRE II 

Discrétisation de l'équation de Saint-Venant 

U ne question essentielle pour 1 application de la méthode des éléments 

finis en océanographie est celle d e trouver une paire d' é léluents finis pour la 

vitesse et pour l'élévation de surface. Ce couple doit représenter correctement 

les flux géophysiques et ne pas permettre l'existence de modes numériques . 

Il doit perrnettre de respecter la conservation de la masse pour une longue 

période de simulation. 

Les travaux sur l'analyse des éléments finis en matière de modélisation 

des océans et leur impact sur les modes numériques peuvent être trouvés dans 

(Wal tcrs ct Carey et al. 1994; \iVesterink et coll 1994). L'origine de ces modes 

nun1ériques réside dans le couplage de la dynamique et des ·équations de conti

nuité. Ces modes ont été étudiés par Sani et al. (1981) pour les équations 

de N aviei'-Stokes incolupressibles. On constate que l'arnpleur des oscillations 

non physiques dépend de l'emplacement de la vitesse, de l'élévation de sur

face et du choix des fonctions de base pour les systèm.es d'éléments finis. 

Quand un système nurnérique engendre un rnode, on perd l'unicité de la so

l ution . On retrouve aussi dans la littérétture la méthode des différences finies 

pour la résolution des problèmes océaniques. Les méthodes utilisées sont les 

grilles d'Arakawa A, B, C, D et E (Araka.wa, 1966) ainsi que la grille de CD 

(Adcroft ct coll. , 1999) , 
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Dans ce travail , nous ne nous intéressons qu'à la méthode des éléments 

finis pour résoudre les équations de Saint-Venant linéaires dans le cas non 

visqueux. Grâce à leur simplicité inhérente, ces équations peuvent représenter 

un rnodèle océanique. Les équations de Saint-Venant sont aussi les plus 

sÎlllples modèles géophysiques permett ant l'exist ence des ondes de gravité 

et de Rossby. Les ondes de Rossby sont beaucoup plus importantes pour les 

applications à grande échelle et devraient donc être bien représentées . On 

t.rouvera les détails de cet te méthode dans les ouvrages F. Brezzi et M. For-

t in [6]. 

Nous présenterons en premier la discrétisation en espace des équations 

de Saint-Venant ainsi que les espaces fonctionnels considérés. Ensuite, la 

discrétisation t emporelle et enfin les espaces d'éléments finis vous seront 

présentés . 

2.1 Formulation variationnelle 

Dans cet te section, nous considérons les équations de Saint-Venant linéaires : 

au 
Ft + fk x u + g\l rJ o (2.1 ) 

ar] + \1 . (Hu) 
8t 

= 0, (2.2) 

sur un domaine physique n, qui est un ouvert borné de JR.2. On note par 

r = an sa frontière. Pour commencer la discrétisation des équations de Saint

Venant par la. méthode des éléments finis, on partitionne notre domaine D 

cn sous-domaines formé de triangles . Cette triangulation est appelée maillage . 



II.Discrétisation de l 'équation de Saint- Venant 28 

Les triangles sont plus flexibles que les quadrangles lorsqu 'on veut représenter 

un domaine possédant une géométrie complexe ou raffiner le maillage là où 

la physique du problème doit être considérée plus précisément . . 

Soit T h la partition du domaine D en triangles de grandeur caratérist ique 

h. D'une manière plus précise, cette partit ion est appelée un maillage si elle 

respecte les condit ions suivantes : 

- La part ition couvre le domaine: D = UKET K. 
h 

- Les intérieurs de deux éléments distinct s sont disjoints . 

- Les t ri a.ngles K ne sont pas dégénérés: Aire(K) # O. 

- L'intersection de deux éléments distincts est une arêt e complète ou un 

sommet. 

On introduit les espaces fonctionnels que nous allons utiliser dans la suite : 

L2 (D ) { <p Il <p
2 dn < CXl } , (2.3) 

H1(D) { <p1<p E L
2
(n) et ~!, ~~ E L

2 (n) } , (2.4) 

H( div , D) { v 1 v E (L 2 
( D ) ) 2 et V . v E L 2 

( D) } (2.5) 

On définit l'espace des fonctions constantes par élément: 

(2.6) 

Et on définit un produit scalaire au sens de L2 (D) par: 

(u , v) = .In u . v dn, Vu, v E (L 2 (n)? (2.7) 

Con1me la frontière de D est un ensemble de mesure nulle dans JR2, 

l' in1position des conditions aux limites n' est pas à priori bien définie. Pour 
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régler ce problème, on doit introduire le concept de trace au bord 

d'une fonction. Le résultat fondamental à connaître dans ce travail est que 

l' inj ection continue de Hl (0 ) sur L2 (0) permet de définir la trace et donne 

un sens aux intégrales des fronti ères. Comme la théorie relative à cet aspect 

est dél icate, on se contente de référer le lecteur intéressé à l'ouvrage sur les 

espaces de Sobolev[ll ]. Faisons quelques hypothèses concernant les · coeffi

cients g, fo , et (3 qui sont des constantes posit ives . La bathymétrie H est 

choisie dans Hl(O) n CO(O) et bornée. Soit V C (H l (0))2 l'espace fonction

nel dans lequel est définie la vitesse U et Q C Hl (0) celui dans lequel est 

définie l'élévation 1]. La formulation variationnelle des équations (2 .1-2.2) est 

rlonnée par: 

r (JaU . cp dx + r f k x U . cp dx + r 9 \71] . cp dx 
Jn t Jo Jo o \lcp E V, (2 .8) 

1n ~~ 1/1 dx + 1n \1 . (Hu) 1/1 dx o \ltjJ E Q.(2.9) 

2.2 Discrétisation en temps 

Faisons quelques rappels sur les schémas numériques temporels utilisés 

cn analyse nurnérique. Généralement ,la discrétisation en tenlps est réalisée à 

l' a ide de la méthode des différences finies. Considérons l'équation differen-

tielle suivante : 

du 
di = f(u(t), t). (2.10) 

Pour discrétiser cette équation, on peut estimer la dérivée temporelle de 

diverses manières. On considère les plus simples formules, il s'agit de celles 
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d 'Euler explicite et implicite : 

U n +1 - un 

tn+1 - tn 
U n +1 - Un 

tn+1 - tn 

30 

(2.11 ) 

(2.12) 

où, par convention, un dénote l'approximation de u(trJ au temps tn = n6t 

avec 6t le pas de temps. On obtient le tl-schéma obtenu par une combinaison 

convexe d es sch ém ét.s d 'Euler explicit , et implicite, ce qui donne: 

(2.13 ) 

L'intérêt du f}-schérna est de nous permettre d' exprÎlner le systèn1e des 

équations à discrétiser dans un cadre plus général pour avoir une certaine 

fl exibilité au moment de la discrétisation en temps. Nous nous intéressons 

aux trois choix de tl-schéma: 

- Le choix de tl = 0 correspond au schéma d'Euler explicite. Ce schéma 

d 'ordre 1 présente une importante limitation. En effet , il doit respecter 

la condition CFL( Courant-Friedrich!.Lévy) qui impose le choixd'un pas 

de ternps relativement petit. En contrepartie, il s'agit d'une forrnulation 

explicite. Elle est donc moins coûteuse numériquement. En réalité, la 

plupart des discrétisations par éléments finis mènent à la résolution 

d 'un systèrne linéaire non trivial rnêrne dans le cas explicite et le gain 

réalisé n'est pas suffisant pour compenser le plus grand nombre de pas 

de temps nécessaire. 

- Le choix tl = 1 donne le schéma d'Euler implicite. Ce schéma est stable 

et peu donc être utilisé avec d'assez longs pas de temps. C'est aussi 

un schéma d'ordre 1. Il faut noter le caractère diffusif de ce schéma. 
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Dans certaines situations , cette propriété est souhaitable et permet 

d 'atténuer d 'éventuelles oscillat ions numériques . Dans plusieurs autres 

sit uat ions, le caractère diffusif nuit à la représentation du phénomène 

physique considéré. 

- Le choix (J = ~ conduit au schéma du trapèze ou de Crank-Nicholson. 

Ce schéma est bien connu par les numériciens, il s'agit d'un schéma 

d 'ordre 2 qui est incondit ionnellernent stable. Ainsi le choix du p as 

de t emps n 'est guidé que par la physique du problème et la précision 

désirée , ce schéma est dispersif. 

La discrétisation temporelle des équations de Saint-Venant linéaires non vis-

queux s'écri t alors: 

u n +1 _ u n -
- -- + 'Y fk X u n+1 + (1 - 'Y )fk X u n + 'Yg\! r;n+ 1 + (1 - 'Y) g \! r;n = 0, (2 .14) 

6f 
n+1 n 

7} [).~ 7} + a \7 . (Hun +1) + (1 - a )\7 . (Hun
) = O. (2. 15) 

En posant 'Y = Ct = 0; ~, 1, nous avons respectivement les schémas d 'Euler 

explicite, de Crank-Nilcholson et d 'Euler implicite. Dans tous les cas , nous 

avons utilisé celui de Crank-Nicholson( Ct = 'Y = ~). Pour quelques problèmes, 

nous avons choisi le paramètre (J de chaque terme afin de repondre à des 

conditions particulières . En utilisant un (J-schéma, la forme variationnelle 

des équations linéaires de Saint-Venant non visqueux sans friction lorsque 

v C (fIl (0,))2 ct Q C 1-[1 (0,) est donnée par: 

(2.16) 
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(2.17) . 

2.3 Espaces d'éléments finis 

DaHs cette section , on présente les paires d 'éléments finis utilisées pour 

discrétiser les équ ations d e Saint-Venant. Ava nt d'introduire les esp aces d 'éléments 

finis , faisons un petit rappel sur les techniques basées sur le passage d'un 

élement quelcon'que à un élément de référence. 

On appelle élément de référence, le triangle unité dont les sommets sont 

les points (0,0), (1,0) , (0, 1). On définit la transformation affine qui lie le 

triangle de référence à l'élément courant par: 

(2.18) 

où ai, i = 1) 2, 3 sont les coordonnées des sornrnets du triangle considéré et 

:i ) Y sont les coordonnées du triangle de référence. 

Ceci a pour avantage de permettre d 'exprimer les fonctions de base d'une 

manière standard et de réaliser facilement l'intégration numérique. On a ainsi 

i f(x)dK = 1111-x f(x(x)) 1 ~~ 1 dg di (2 .19 ) 

où 

1

8x
l 

ox = l(x2 - x 1 )(Y3 - YI) - (X3 - X1 )(Y2 - Yl)1 

est le jacobien de la transforrnation. Les dérivées partielles sont obtenues à 
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l' cticic: cie la rnatrice jacobienne 

al ax ax ai 

( ) (

Di: ai; ) ( al ) 

;~ ~~~ ~ 
U ne famille de polynôme 4Ji respecte la propriété de Lagrange si pour tous 

les points associés à aj on a 

si 1, = J 
(2.20) 

sinon 

Les éléments finis qui respectent cette propriété sont dits élément finis de 

Lagrange. Dans ce t ravail nous ut iliserons un élément qui respectera cette 

propriété. 

Soit Pk( K) l' espace des polynômes de degré inférieur ou égal à k dans 

l'é lérnent K. On définit les espaces de polynôrnes de degré m par: 

(2.21 ) 

On représente les noeuds pour l'élément Pl par: 

FIG . 2.2 - Position des noeuds pour l'élément Pl' 
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La posit ion des degrés de liberté est choisie de sorte que les polynômes 

respectent la continuité aux interfaces et la propriété de Lagrange. Les degrés 

de liberté de Pl sont sit ués aux sommets de chaque t riangle: . On défini t ces 

fonctions de ba 'e sur le triangle d r / férence par : 

<Pl (x ) 

<P2 (x) 

<P3 (x ) 

1 - (i + y), 

i , 

y . 

On défini t les posit ions des noeuds pour l'élément pte par: 

2 

FIG . 2.3 - Position des noeuds pour l'élément PI
N C . 

Les fonctions de base de PtC sur l'élément de référence sont : 

~l (x) 

~2 (X) 

~3 (X) 

1 - 2y , 

2(.1; + ü) - 1, 

1 - 2i . 

Nous considérons un espace de fonctions non conformes : 

p["C = { <iJ I<iJIK E Pl (K) , \j K E Th ' et <iJ est continue au milieu des arêtes } . 
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Cet espace est dit non conforme car cont rairement a u Pl ' la fonction cp est 

généralement discont inue. En effet les noeuds de Pl étant sit ués aux som

mets, il y a d ux noeuds par arête et la cont inuité est assurée . P ar contre 

pour le p1
N C

, il Y a un noeud au rni lieu de chaque arête et la continuit é n 'est 

respectée qu 'en ce poin t . La fonct ion de base liée à une arête vaut 1 sur tout e 

l arête , - 1 a.ux sommets opposés de chacun des deux élément s voisins et 0 

a u rnilieu des aut res arêtes . Une propriété fond amentale d e pt C est que ses 

fo nct ions de base sont or t hogona les au sens du produit scalaire de L2 . Ainsi, 

on a p our !{ un élément d ans le support de <Pi E P{'c tels que : 

1 { 
Air~(K) 

<.pi<.pj dK = 
K 0 

si i = j 
. (2 .22) 

sinon 

Cet te propriété est t rès utile pour construire un modèle effi cace . Dans cer-

taines condi t ions, elle fournit une rnatrice rnasse en vitesse diagonale qui fa-

cili te la résolu t ion numérique. Ceci implique un norme gain de calcul. Pour 

représenter une fonct ion vectorielle comme la vitesse, on va assigner deux 

d egrés de liberté à chaque noeud 

U(X) = L uj<pj(x), (2.23) 
j E N Th 

où NT est r ensernble des noeuds sur le rnaillage pour l'espace d 'élén1ents fi
l. 

nis considéré. il j = (Uj, Vj) est le vect eur contenant les deux degrés de liberté 

a u noeud j et <.pj est la fonction de base associée . De ceci, on déduit que la 

forrnulation variationnelle doit être respect ée pour toute fonction <p de la 

forme <p = (:p, 0) ou <p = (0 , :p ). 
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On presente enfin l'élément de Raviart et Thomas de degré minimal, noté 

RTO. Ses fonctions de base ont été construit s de m anière à former une base 

de H (div D). Pour ce faire, les fonctions de base de RTO sont vectorielles 

par construct ioll . La v itesse s'écrit donc 

u(X) = L aj<pj(x ) (2.24) 
j EN 

où <P j est la fonction de base de l'espace RTO au noeud j et (J j l 'unique degré 

d e liberté de ce noeud. 

FIG. 2.4 - L 'élément RTO 

Les degrés de liberté de RTO sont situés sur les arêtes et les fonctions de 

base ont le rnên1e support que p['G' . La différence est qu'il n'y a qu'un seul 

degré de libert é en vitesse par arête pour RTO. Ce degré de liberté est donné 

par: 

(2.25) 

où il?: es t la normale associée à l'arête ai et lail sa longueur, ( voir [6]). La 

direct ion de cette normale doit être fixée au début de la simulation. Nous 

avons considéré ici la normale extérieure à l'élément K 'i,l. 
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Soient K i ,1 et K i ,2 .deux éléments de la table de connectivité arête-élément 

de l'arête ai' S i, 1 et Si ,2 les coordonnées des sommets opposés à l'arête ai ' La 

fonction de base associée à une arête ai est donnée par 

et sa d ivergence s'écri t 

1 (x - s · ) 
2Aire( K

t
.
1

). ~, 1 si x E K 'i ,1 

- 1 ( ) 
2Aire(I{i ,2) X - S i ,2 si x E K i ,2 

a sinon 

2Aire(Ki ,1) 

- 1 

si x E K i ,1 

2Aire( K
1
,2) 

a sinon 

si x E K i ,2 (2.26) 

On ut ilise directement cet te fonction de base dans la formula tion varia-

tionnelle. Bien que les fonctions de base de RTa soient discont inues 8,UX 

inter faces, le produit scalaire de la fonction de base par la normale à une 

arête est cont ipu le long de cett e arête . 

2.4 Paires d'éléments finis 

Le choix d 'une paire d 'espaces d' éléments finis adéquate pour discrétiser 

les équat ions de Saint-Venant est un probl~me délicat. En effet, tous les choix 

considérés présentent des inconvénients . Un des plus remarquables est l'exis

tence de modes numériques. Ces modes parasites sont des anomalies à petite 

échelle introduites par le schéma de discrétisat ion spat iale et sont pris au 

piège dans le maillage . 



II.Discrétisation de l 'équation' de Saint- Venant 38 

Comme une grande variété de paires peuvent être considérées on pose 

des critères pour restreindre les choix possibles. D'abord, on se limite à des 

polynômes de bas degrés. De tels polynômes peuvent être intégrés exacte

tuent à un coût de calcul raisonnable et ils ne sont pas aussi vulnérables à la 

forn1ation d joscillations que les polynôrnes d haut degré [2]. 

L autre critère irnportant est le rapport du nombre d'équations de quan

tité de mouven1ent par rapport aux équations de continuité discrètes. Il 

est soùhaitable que ce rapport respecte celui des équations continues. La 

fa.çon la simple d 'arriver au meilleur ra.pport est de prendre le même espace 

d'approximation pour la pression et la 'vitesse. Malheureusement, il Ct été 

démontré qu' une telle paire peut présenter des modes numériques dans le 

champ d'éléva.tion. Ce type de modes numériques est bien connu et se ren

contre à la fois dans les forrnulations de Navier-Stokes et de Saint-Venant 

[12] , Selon ces critères, on considére les 2 paires d'éléments finis suivantes: 

P{VC - Pl et RTO - Po. 

2.4.1 P NC P 1 - 1 

Pour la paire de l'élément de P['c - Pl les champs d'élévation et de vi

tesse sont approximés par des fonctions de base' linéraires, continues pour 

l'élévéLtion et 'discontinues pour la vitesse. Les degrés, de liberté pour la pres

sion sont localisées aux sommets des triangles tandis que les noeuds des 

variables vitesse sont situées au milieu des arêtes. La discontinuité des fonc-

tiOIlS p{"C' représentant la vitesse nous conduit à intégrer par parties le terrne 

de divergence dans l'équation de continuité. 
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Cette paire présente une propriété très intéressante : l'orthogonalité des 

fonctions de base en vitesse. Il est ainsi facile de faire une substitution des 

va leurs discrètes de la vitesse dans l'équation de continuité. Ceci permet de 

réduire la taille du système discret global. Ainsi, la paire Pive - Pl a un coût 

de calcul très compétitif par rapport aux autres méthodes d 'éléments finis. 

Afin qu 'il soit possible de faire la substitution lorsque la force de Coriolis est 

présente, il est nécessaire de faire une légère simplification. On remarque que 

la fonct ion f ~ fa + {3y qui définit le {3-plan , varie très graduellement. Aussi 

on pose 

(2.27) 

où f i est la valeur de f évaluée au milieu de l'arête ai' En faisant cette 

interpolation linéaire du produit fu , on conserve l'orthogonalité des fonctions 

de base et donc la structure de la matrice qui permet de faire la substitution. 

D 'après nos cétkuls , cette interpolation est valable seulement pour la paire 

p[!e - P il et non pour la paire RTO - Po. 

Un autre avantage de la paire p[!e - Pl est que la direction de la normale 

à une arête est définie de rnallière unique et donc la condition aux linlites 

u . n = 0 s ' in1pose sans difficulté. 



II.Discrétisation de l 'équation de Saint- Venant 

2.4.2 Formulation · variationnelle pour l'élément fini 

pre - Pl 

40 

Soient r; appartenant à Q et u E V une fonction vectorielle régulière telle 

que u . n = 0 sur r. On notera par Qh l'espace discret lié à la discrétisation 

de l'élévation r; par des élérnents Pl continus. De rnême, on notera Vh l'espace 

discret en vite e résultant d 'une discrétisation par l'élément non conforme 

pre. La formulation faible de (2 .1 4) et (2 .1 5) s'écrit V <p E Vh et V 'ljJ E Qh : 

1 (un
+

1 
- un) . t.p dx + /',.t l fk X hun +1 + (1 - ,)u n

) . t.p dx (2.28) 

+g/',.t 1 C1\7 rt+1 + (1 - ,)\7 Tt) . t.p dx = 0, 

r (rt+ 1 
- Tt) 1/; dx + H /',. t r (a \7 . un +1 + (1- a)\7 . u n )1/; dx = O. (2.29) Jn Jn 

Pour éviter de calculer les dérivées de u , les termes V . u n +1 et V . u n 

apparaissant dans (2.29) sont intégrés par partie en utilisant le théorème 

de Green. De cette manière, seulement les dérivées de 'ljJ sont nécessaires. et 

non les dérivées de <p. Les dérivées sont bien définies car 'ljJ appartient à 

Q. L'intégrale de frontière s'annule en appliquant la condition aux limites 

u . n = 0 sur r et (2.29) se réécrit comme : 
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2.4.3 Résolution de l'équation de Saint-Venant discrète 

L'équation de Saint-Venant discrète peut se mettre sous la forme rnatri

ci elle suivante : 

MUU7 - (1 - a) 9 6 t Gr;; == RU , (2.31) 

MT} r;; + (1 - a) H 6 t Gtu7 == RT} ,(2 .32) 

pour 1 :s i :s N u ct 1 :s s :s NT} ' où N u. et N T} sont les nombres . de degrés 

de liberté en vi tesse et en pression. Dans les équations( 2.31) et (2. 32) , MU 

et M T} sont les matrices masse vitesse (incluant les termes de Coriolis ) et en 

pression, G est la filatrice du gradient et RU et RT} sont les seconds filembres. 

En raison de la propriété d 'orthogonalité des fonctions de base du pte [9], 

Al u est une matrice diagonale par bloc 2 x 2le long de la diagonale. L'équation 

(2. 31) est réécrite comme suit 

(2.33 ) 

et (2.33) est a lors utilisé pour éliminer la valeur de u7+1
, pour 1 :::; p :::; Nu , 

de (2.32) . En substituant la valeur de U~L+l dans (2.32) , nous avons l' équation 

suivante 

L'élimination de U:,L+l conduit à NT} équations de Helmhotz discr ètes en r; 

et par conséquent, on résoud un système li.néaire NT, X NT} pour la pression 

seulement, où NT} est le nombre de sommets du maillage, ce qui améliore l~ 

cotît de calcul. 



II. Discrétisation de l 'équation de Saint- Venant 42 

Pour la plupart des discrétisations en éléments finis, la matrice A1u n 'est 

pas diagonale. Et donc la procédure qui a about i à la substit ution dans (2.33) 

nécessite un calcul pour une matrice pleine de (M u)- l . Le système (2 .33) est 

a lors t rop grand pour êt re stocké et In anipulé. La propriét é d 'orthogonali té 

des fonctions de base p["C 1 conduisant à la matrice diagonale M U 1 implique 

un énorme gain dans les coûts de calcul. 

2.4.4 RTO - Po 

Enfin , on présente l'élément de Raviart et Thomas de degré minimal. Il 

est fonllé des fonctions de base RTa - Po pour la vitesse et d 'une élévation 

constante par tr iangle. Le gradient d 'élévation est intégré par part ies dans 

l'équation de quantité de mouvement . En appliquant la condition u . n = 0, 

l' in tégrale sur la frontière s 'annule. 

Grâce aux propri étés de RTO - Po , il est nécessaire et suffisant de poser à 

o les degrés de liberté sur la frontière afin d 'imposer la condit ion aux limites 

u · n = O. 

2.4.5 Formulation variationnelle pour l'élément fini 

RTO - Po 

On prendra Qh l'espace discret lié aux fonctions Tl discrétisé par l'élément 

fin is Po' Pour la vitesse , on notera par Vh l 'espace discret discrétisé par 

l'élément finis RTO . La formulation faible de (2.14) et (2.15) s 'ecrit: 
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v cp E Vh et V 'ljJ E Q h tel que : 

1 (U" +l - u") . cp dx + t:..t 1 Jk x b un +1 + (1 - ")')u" ) . cp dx (2.35) 

+gt:.. t 1 (0'\7 1'( ,+1 + (1 - 0' )\7 r( ') . cp dx = 0, 

.1 (1']"+ 1 - r)") 1jJ dx + H t:.. t 1 (0'\7 . U" + l + (1 - 0') \7 . u n )1jJ dx = O. (2 .36) 

Pour éviter de calculer les dérivées de TJ , les t ermes \lTJrL+ l et \lTJn apparaissant 

dans (2 .35) sont intégrés par parties en utilisant le théorème de Green. De 

cett e manière, seulement les dérivées de cp sont nécessaires, et non les dérivées 

de 1jJ . L'intégra le front ière s'annule en appliquant u . n = 0 et (2.35) se réécrit 

COll1n1C : 

J(u n + 1 
- un) . cpdx + !:ltJ fk X (')'un+ 1 + (1 - ')' )un). cpdx 

n n . 
(2.37) 

-gt:..t 1 b1],,+1 + (1 - ")')1]")'\7 . cp dx o. 

L'équat ion de conservation de là niasse reste identique à (2.36). Le systèrne 

linéaire obtenu est résolu par l'algorithme GMR.ES avec un préconditionneur 

diagonal (Jacobi). 



CHAPITRE III 

RÉSULTATS NUMÉRIQUES 

Dans le but de montrer la robustesse des paires d'éléments finis présentées 

a u ch apitre II , nous avons retenu deux problèmes lTIodèles . Le prernier est 

un problème sur la propagation des ondes de gravité dans un domaine cir

cula.ire, pour lequel une solution a.nalyt ique peut être obtenue. Le second est 

un problèrne test sur les ondes de Rossby fort utilisé en sirnulation océanique. 

3.1 Propagation des ondes · de gravité dans 

un domaine circulaire 

Dans cette section , nous étudions la propagation des ondes de gravité 

o étns un oométine circulétire. Comme premier t est, nous allons considérer 

les équations linéaires de Saint-Venant pour des fluides non visqueux qui 

s'écrivent sous la forme: 

~~ + .r k x u +- 9 \l TI 

3fj + H\l . u 
3t 

0, 

o. 

(3.1) 

(3.2) 

Pour mieux voir l'effet des ondes de gravité, posons la force de Coriolis f 

égale à zéro et prenons une profondeur moyenne fI constante. Initialement, la 
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vitesse est nulle et l'élévation a la forme d'une Gaussienne bidimensionnelle. 

Le problème aux conditions initiales s'écrit sous la forme: 

AU a +9 \lrJ t 
0, (3.3) 

arJ 
0, (3.4) - + H\l . u ot 

~(x ,y , O) = rJo(x ,y ) Œ exp( -(J1 T
2

), (3.5 ) 

u (x ,y 0) 0 , (3 .6) 

où T représente la distance d 'un point (x, y) par rapport au centre de la 

fonction gaussienne (que l'on fait coïncider avec le centre du disque), alors 

que Œ et {J1 sont des paramètres qui affectent la forme de la concentration. 

Pour les conditions aux limites, on impose une condition de flux nul partout 

sur la frontière du disque, c'est-à-dire 

u· n = O. (3.7) 

Le tcrrne de Coriolis étant absent, la solution devrait présenter une syrnétrie 

circulaire sur le domaine en tout temps. L'intérêt de ces hypothèses est 

qu 'elles permettent de ramener le problème à l'équation des ondes. En ef

fet , en dérivant (3 .4) par rapport à t, on tire 

a2 rJ au at2 + H V . Ft = o. (3.8) 

Si rnaintenant , on utilise (3.3) pour rernplacer ~~ dans l'équation obtenue, il 

vient 

a2~ 
Dl2 - H\l . (9V~) 

a2~ 

at2 

0, 

H9~~· 
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La prise en compte de la condition initiale u(x , y, 0) = 0, dans l'équation 

(3.4), conduit à aT](~~Y)O) = 0 alors que l'application de la condition au bord 

u . n = 0 à (3.3) donne \1 'f} . n = O. Ainsi le problème linéaire considéré est 

équivalent à 

a2 'f} 
0, (3.9) --Hg 6'f} at2 

Tl(T, y,O) rJo (.'E, y) , (3.10) 

B'f}(x, y , 0) 
0 , (3 .11 ) at 

8'f} o sur r. (3.12) an 

On trouve dans [1] la. solution analytique sous forme d'un développement en 

série de fonctions de Bessel de première espèce. C'est la série obtenue que 

nous appellerons solution exacte. Les solutions numériques sont obtenues en 

résolvant les équations 3.3 - 3.7. La discrétisation en temps est faite à l'aide 

d 'un schérna de Crank-Nicholson. Les résultats numériques présentés ont été 

obtenus en prenant un pas de temps 6t ,égale à 20 secondes. 

Le domaine circulaire a un rayon R de 1 000 km et est discrétisé en utilisant 

un pas de discrétisation de 25 krn et un maillage non structuré; on suppose 

un fond plat et une profondeur moyenne H = 2000 m, avec 9 = 9, 81 m S - 2 

conduisant à une vitesse de phase c = J gH ~ 140 m S-l. Les paramètres de 

la distribution gaussienne qui définissent l'état 'initial sont fixés à ct = 100 m 

~t fil = 6.4 X 10- 1 1 m - 2
. On rappelle que Tl(.T, y, t;) donne le déplacement de la 

surface libre par rapport à la ,hauteur H. Le maillage utilisé pour les calculs 

nun1ériques est présenté à la figure 3.5. Le domaine circulaire est découpé en 

6260 élérneuts. 
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Stade Initial , 1 2 3 4 5 6 7 

Pas de temps 1 179 357 536 683 1430 2113 2860 

Ana.lytique ma.x 99.55 14.84 18.53 18.12 80 .76 3.40 4.26 95.91 

Inin 0.00 -9 .47 -3.33 -4.66 -3.58 -95.57 -83.57 -1.33 

p NC _p 
1 1 max 99.44 14.94 18.64 18.23 80 .79 3.45 4.16 94.23 

min 0.00 -9 .50 -3.36 -4.67 -3.56 -94.61 -84.76 -1.43 

RTO - Po max 99.00 14.82 18.65 18.06 79.64 3.49 4.48 95.45 

min 0.00 -9.50 -3.45 -4.67 -3 .65 -94.88 -82.076 . -1.41 

TAB. 3. 1 - Les résultat numériques et analytiques pour les ondes de gravité. 

" f-: "':" ""V~-:. ·;':~-;<C~'.~: .. , .. :,~-+..:.;-:.8C'f. !" ::~-:~ ~:C+yJ 
. :;~~ : ~~. ' :::~~: ~ /~-k t~\ 

:-S :-;- :+. <--< "N 

F I G. 3.5 - Maillage pour le problème des ondes de gravité. 
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On présente dans le tableau 3.1 , les valeurs maximales (max) et minimales 

(min ) de la solut ion analytique et numérique pour la pression et cela pour les 

paires P[ic - PI et RT O - Po à differents stades correspondants à des temps 

précis indiqués en ten ne de nornbre de pas de teln ps. L s solut ions correspon

dantes à ce stades sont représentées aux figures 3.7 - 3.10. Ici, on considère 

un problème b idimensionnel et on laisse l'onde se réfléchir à la front ière. On 

considère la propagat ion de l'onde aux sept étapes présentées aux figures 

3.7- 3.8 pour la paire P{VG - Pl et aux figures 3.9 - 3.10 pour la paire RTO - Po. 

L'étape 2 correspond à la première réflexion au bord, les étapes 4,5, 6 et 7 

correspondent respectivement au premier, second , t roisième et quatrième re

tour de l'onde au centre du domaine. Dans le cas bidimensionnel, les harmo

niques de la solut ion exact e ont des vitesses de phase différentes . Il est donc 

beaucoup moins facile de distinguer quelles paires présentent une dispersion 

llurnérique irnportante. C 'est d 'ailleurs cett e dispersion naturelle qui explique 

que l'élévation n 'atteigne pas l'amplit ude initiale aux ét apes 4 et 7. On ob

serve que les deux paires d 'éléments finis présentent une solution lisse pour 

l' élévat ion, contra.irement aux paire Pl - Po et Pl - Plon peut retrouver ces 

résultats clans [5] pour lesquelles l'élévation est bruitée. 

U ne bonne approximation est obtenue entre la solution analytique et la solu

tion numérique calculée pour les paires P[iG - Pl et RTO - Po comme indiqué 

clans le t ableau 3.1. Pour la discrétisation de pte - Pl , il est possible cl' ap

pliquer la condition limite forten1ent ou faiblement. Il semble qu'une forte 

mise en oeuvre des conditions aux limites donne des meilleurs résultats parce 

que dans ce cas, la vitesse a un nornbre de degrés de liberté plus petit que la 

pression. Pour ce problème , il est bien connu que la méthode la plus efficace 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -----" 
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est obtenue en selectionnant le plus petit espace fonctionnel pour la vitesse 

qui assure la' stabilité on pourra consulter [6]. Un comportement semblable 
f' 

est observé pour le problème suivant: en diminuant la taille de l'espace fonc-

tio llllei en vitesse, on observe une augrnentation de la précision. Il y a une 

grande différence entre la solut ion numérique obtenue par Pl - Po et Pl \ Pl 

et la solution analytique [5]. Cela est dû en partie à un calcul inexact de la 

nonnale à la frontière du domaine. 

On peut observer aux figures 3.8 et 3.10 une différence au stade 3. Cette 

différence est donnée par l 'approximation de l'élévation r; par Po pour l'élément 

RTO - Po et par Pl pour celle de pte - Pl' Ce même problème d 'approxi

mat ion se fait sentir pour les stades l, 2 et 3 aux figures 3.7 et 3.9 dans 

lesquelles' on observe une différence sur les coupes verticales de l'onde. On 

rernarque dans le tableau 3.1 que les valeurs nU111ériques obtenues par les 

paires pte - Pl et RTO - Po sont proches. Toutefois, l'élément pte - Pl 

donne les valeurs les plus proches de la valeur analytique contrairement aux 

valeurs obtenues par Pl - Po et Pl - Pl [5]. 

3.2 . Propagation d'un tourbillon dans le golfe 

du Mexique 

Le golfe du Mexique est un golfe de l'océan Atlantique situé au sud-est 

de l'Amérique du Nord. Il s'étend sur une superficie de 1 550 000 km2
. Les 

principaux pays ou îles qui bordent le golfe du Mexique sont: 

- le Mexique à l 'ouest et au sud, 
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- Cuba au sud-est, 

- les États-Unis au nord-est et au nord. 

Le golfe du Mexique communique au sud-est avec la mer des Caraïbes 

par le canal du Yucatan et à l'est avec l'océan Atlantique par le détroit de 

Floride. Une application importante des modèles océaniques réside dans la 

prévision de l'état passé, présent et futur de l océan. La précision de ces 

prévisions est cruciale pour les besoins humains dans les mers côtières et 

fermées comme le golfe du Mexique et la Mer Rouge. Le golfe du Mexique 

constitue un vaste champ d'extraction de pétrole en grande profondeur et un 

terrain d'évaluation pour les nombreux modèles numériques opérationnels 

mis en oeuvre dans cette région . Dans cette région de l'Atlantique Nord, 

les eaux chaudes des tropiques montent vers le Nord en longeant les côtes 

du Brésil et du Vénézuela, passent tout d'abord à travers l'arc des îles des 

i\ntilles i pénètrent en mer des Caraïbes, pour être ensuite canalisées verS le 

détroit de Yucatan. La seule possibilité de sortie de cette énorme quantité 

d 'eau chaude est de bifurquer vers l'Est , et de passer entre Cuba et la Flo

ride , pour former le Gulf Stream. Lors de cette bifurcation, des instabilités se 

forment et parfois, un énorme tourbillon chaud se détache et se déplace vers 

l'ouest, au centre du Golfe du Mexique (7]. Le golfe du Mexique représente 

donc un domaine avec une géométrie réaliste pour tester le modèle. 

Dans cette seconde expérience, on s' intéresse à la propagation d'une onde 

de Rossby. On modélise la propagation d'un tourbillon anti-cyclonique en 

équilibre géostropique, c'est-à-dire tel que la balance des forces est réalisée 

approxirnativement entre les forces de Coriolis et le gradient pression. On 
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résoud donc les équations linéaires non visqueuses de Saint-Venant (3 .1-3.2) 

avec une gravité réduite g' = 1.37 10- 1 m s- 1
) et la profondeur moyenne 

H = 100 m . Ces valeurs conduisent à une vitesse de phase moyenne des ondes 

de gravité de V = /9'h ~ 3.7 rn 5 - 1 . Le rayon de défonnation de Rossby 

au milieu du bassin est Rd = fa. L'élévation init iale est une distribution 

Gaussienne donnée par : 

(3.13 ) 

La vitesse initiale es t donnée par l'équilibre géostrophique : 

Jk x u + gVr; = O. 

Soit 

, 

u(x, y,O) 2~ C D Y exp( -D(x2 + y2)), (3.14) 

, 

v(x, y, O) = -2~ CD xexp(-D(x2+y2)). (3.15) 

où C = 68.2 m et D = 5.92 X 10- 11 m - 2 . Ces paramètres ont ét é choisis de 

Inanièr~ que le module de la vitesse soit égal à 1. On utilise l 'approximation 

;J-plan , i. e J = Jo + {3 y où Jo et {3 sont évalués à 250 
( Jo = 6.16 X 10- 5 5 - 1 

et ;3 = 2.07 X 10- 11 m - 1
5 - 1). Avec une t elle solution initiale , la simulation 

doit s'ajuster ( ajustement géostrophique ) pour que le tourbillon atteigne 

sa position d'équilibre quasi-géostrophique. On remarque durant cette étape 

d 'ajustement une chute d 'environ de 10% de l'amplitude de l'élévation. 
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FIG. 3.6 - rvlaillage pour le problème des ondes de Rossby 
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SeméLine 1 2 3 4 5 6 '7 

Pas de temps 336 672 1008 1344 1680 2016 2352 

Tl max 68.02 67.18 65.95 64.40 62.45 60.09 57.75 

Il u il rnax 1.09 1.15 1.16 1.19 1.20 1.20 1.19 

TAB. 3.2 - Valeurs maximales de Tl etllull , pour la paire pte - Pl' 

Semaine 1 2 3 4 5 6 7 

Pas de temps 336 672 1008 1344 1680 2016 2352 

TJ max 67.31 66.63 65.95 63.55 61.95 59.61 57.29 

Iluil max 1.081 1.13 1.17 1.21 1.21 1.19 1.18 

TAB. 3.3 - Valeurs maximales de TJ etllull, pour la paire RTO - Po· 

L'expérience se concentre principalement sur la partie ouest du domaine 

où on observe la propagation des tourbillons et de leur intéraction avec la 

frontière. C 'est pour cela que le maillage non structuré présenté à la figure 

3.6 possède une résolution plus élevée dans la pa~tie ouest du dOlnaine. Il y 

a 8001 éléments et 4092 noeuds. Dans la présente simulation, nous ignorons 

l'écoulen1ent entrant et sortant à travers les détroits de Yucatan et de Floride', 

et nous supposons que le dornaine .est ferrné. Le dornaine a pour dimensions 

1800 km x 1350. km et la résolution du maillage est de 20 km à l'est et 

60 km à l'ouest. La discrétisation en · temps est faite sur des périodes en 

semaines avec un pas de temps égal à 1800 s. Le schéma de Crank-Nicholson 

est utilisé pour discrétiser le ternps. Les simulations ayant mené aux graphes 

des figures 3.11 - 3.14 ont été réalisées à l'aide du maillage de la figure 3.6 

8, 9 

2688 3024 

55.75 55.34 

1.16 1.13 

8 9 

2688 3024 

54.81 52.12 

1.16 1.13 



III. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 54 

cians lesquelles on présente le tourbillon et le module de la vitesse pour les 

deux paires d 'éléments finis. 

Les paires qui représentent t rès bien le tourbillon dans ce travail sont 

RTO - Po et p('c - Pl . L'arnplitude du tourbillon est assez bien conservée, 

elle se propage à la bonne vitesse et dans la bonne direction. Les paires 

Pl - Po et P2 - Po donnent de t rès mauvais résultats , en plus de cela on 

observe des oscillations sévères 'en élévation et en vitesse on pourra retrouver 

ces résultat s dans [3], on observe que le module de la vitesse est tot alement 

loin de 1 contrairement aux paires RTO - Po et r:rrc - Pl qui donnent de 

bonnes valeurs présentées dans les t a.bleaux 3.2 et 3.3. 
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FIG. 3.7 - Onde de gravité à différents stades pour la paire pte - Pl ' 
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FIG. 3.11 - Isolignes de ] ~ élévation de la surface à différentes semaines de 

propagation d'un tourbillon pour la paire Pl rc - Pl" 
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FIG, 3.12 - Isolignes de I!ul! à différentes sel11aines de propagation d'un tour

billon pour la paire Pive - Pl' 
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Conclusion 

La discrétisation des équations de Saint-Venant linéaires par la méthod 

des éléments finis n'est pas un travail facile, sans parler des équations de 

Saint-Venant non-linéaires. Dans ce travail nous avons présenté deux paires 

d) élérnents finis qui discrétisent bien les équations de Saint-Venant linéaires 

et qui donnent de bons résultats numériques. 

Si un schéma de discrétisation ne fonctionne pas pour l'équation linéaire 

de Saint-Venant, il n 'y a alors aucune chance pour qu'il s'applique pour les 

équat ions non-linéaires. Au vu des résultats obtenus dans ce travail, il est 

envisageable d'appliquer les schémas de discrétisations pte - Pl et RTO - Po 

dans les travaux futures pour discrétiser les équations de Saint-Venant non

linéaires. 
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