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1 Препринт

1. Вступ

На даний час теоретичнi дослiдження електродифузiйних процесiв
переносу iонiв i електронiв в системах електролiт-електрод є надзви-
чайно актуальними [1]. Вони пов’язанi як iз необхiднiстю достатньо
точного якiсного та кiлькiсного опису нерiвноважних процесiв, так i
з потребою отримати придатну для застосування в практицi теорiю
для прогнозування та керування ними. У цьому напрямку прово-
дяться електрохiмiчнi iмпенданснi дослiдження електродифузiйних
процесiв переносу для лiтiєвих батарей [3-5]. Актуальними є особли-
вої ваги набирає тут i комп’ютернi моделювання [6].

Для вирiшення цих проблем необхiднi детальнi дослiдження
фiзико-хiмiчних процесiв при рiвноправному розглядi як електро-
лiту, так i електроду. Труднощi в описi електродних процесiв пов’я-
занi насамперед iз поверхневими явищами на межi подiлу електро-
лiт – електрод, де вiдбуваються складнi процеси адсорбцiї, дифузiї, з
якими зв’язанi проблеми накопичення зарядiв на електродах в аку-
муляторах. Крiм того, однiєю з важливих проблем є те, що якщо
електрохiмiчнi процеси у розчинi електролiту можна описувати ме-
тодами класичної статистичної фiзики, то у приповерхневiй областi
елетролiт-електрод та в електродах опис процесiв, зокрема дифузiй-
них та iнтеркаляцiйних необхiдно здiснювати сучасними методами
квантової статистичної фiзики. В електролiтi необхiдно також коре-
ктно описувати процеси сольватацiї електронiв, iонiв.

Використовуючи метод нерiвноважного статистичного операто-
ра Д. Зубарєва [7], нами запропоновано статистичну теорiю опи-
су реакцiйно-електродифузiйних процесiв в системах електролiт-
електрод з врахуванням електромагнiтних процесiв.

2. Гамiльтонiан системи.

Розглянемо систему електролiт – електрод, у якiй електролiт пред-
ставляється взаємодiючих класичною пiдсистемою iонiв, електронiв
та молекул, а електрод - квантовою пiдсистемою, в яку можуть iнтер-
калюватися iони iз розчину. Гамiльтонiан такої системи представимо
у виглядi:

H = H l + Hint + Hs, (1)

де

H l = Hi + He + Hie + Hd + Hid + Hed + Hd
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- гамiльтонiан пiдсистеми – електролiт, iони, електрони та молекули
якого розглядаються на класичному рiвнi:

Hi =
∑

a

Na∑
j=1

p2
j

2ma

+
∑
ab

NaNb∑
j 6=k=1

Vab(~rj , ~rk)

- гамiльтонiан iонiв, ~pj- вектор iмпульс iонiв масою ma, сорту a;

Vab(~rj , ~rk) = ZaZbe2

rjk
- кулонiвська взаємодiя мiж iонами, валентно-

стi Za, Zb, e- заряд електрона, rjk - вiдстань мiж iонами.

He =

Ne∑
j=1

p2
j

2me

+
1

2

Ne∑
j 6=k=1

Vee(~rj , ~rk)

- гамiльтонiан електронiв, ~pj- вектор iмпульс електронiв масою me,

з потенцiалом взаємодiї Vee(~rj , ~rk) = − e2

rjk
.

Hei =
∑

a

NaNe∑
j 6=k=1

Vae(~rj , ~rk)

- гамiльтонiан iон-електронної взаємодiї з потенцiалом

Vae(~rj , ~rk) = −Zae2

rjk
.

Hid =
∑
af

NaNd∑
j,k(=1)

Vaf (~rj , ~rk, Ωk)

- гамiльтонiан iон-молекулярної взаємодiї з потенцiалом
Vaf (~rj , ~rk, Ωk), який залежить вiд кутiв орiєнтацiї молекули;

Hed =
∑

f

NeNd∑
j,k(=1)

Vef (~rj , ~rk, Ωk)

- гамiльтонiан електрон-молекулярної взаємодiї з потенцiалом
Vef (~rj , ~rk, Ωk), який також залежить вiд кутiв орiєнтацiї молекули.
Вигляд цих потенцiалiв взаємодiї залежить вiд вибору моделi для
молекул i тому зараз вони не будуть конкретизуватись.

Hd =
∑

f

Nf∑
j=1

(
p2

j

2mf

+ Jf

ω2
j

2
) +

∑
f ′f

Nf′Nf∑
j,k(=1)

Vf ′f (~rj , Ωj~rk, Ωk)
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- гамiльтонiан молекул, ~pj- вектор iмпульс та ~ωj- вектор кутової
швидкостi молекул масою mf i Jf - моментом iнерцiї головних осей.
Vf ′f (~rj , Ωj~rk, Ωk) - потенцiал взаємодiї мiж молекулами, залежний
вiд їх орiєнтацiї.

Hint - гамiльтонiан ,який описує взаємодiю iонiв ,електронiв та
молекул електролiту iз поверхнею електрода i повинен описувати
поляризацiйнi ,адсорбцiйнi та iншi поверхневi властивостi .Вiн може
моделюватися як на класичному ,так i квантовому рiвнi в залеж-
ностi вiд вибору моделi. Hs - гамiльтонiан ,який описує взаємодiю
iнтеркальованих iонiв ,електронiв iз структурою електрода :

Hs =
∑

αβ,~f

Ẽ
αβ
~f

â+
~fα

â~fβ
+

∑
αβ

∑
~f,~d

T̃
αβ
~f, ~f+~d

â+
~fα

â~f+~dβ
+

∑
αβ

∑
~f,~d

Ũ
αβ
~f, ~f+~d

n̂~fα
n̂~f+~dβ

+
∑
~ω

Ω~ωb+
~ω b~ω+

∑
f,α,~ω

[Г̃f,~ωn̂~fα
b~ω + h.c.] +

∑
α6=β

∑
~f,~ω

[γ̃αβ
~f,~ω

â+
~fα

â~fβ
b~ω + h.c.]

де Ẽα
~f
- одночастинкова енергiя iонiв в станi α на вузлi f перенор-

мована на взаємодiю електронiв структури електрода та середнiй
потенцiал електронiв та iонiв електролiту, що дiє на iнтеркальованi
iони в матрицi електроду

Ẽα
~f

= Eα
~f

+
∑
~k,~p

V~k ~f
ĉ+

~p+~k
ĉ~p + Φs

f ,

n̂~fα
= â+

~fα
â~fα

- оператор густини iнтеркальованих iонiв в матрицю

електрода â+
~fα

, â~fβ
- оператори породження та знищення iнтеркальо-

ваних iонiв , ĉ+
~p , ĉ~p - оператори породження та знищення електронiв

у структурi електрода з iмпульсом ~p. T̃
αβ
~f, ~f+~d

- енергiя тунелювання

та Ũ
αβ
~f, ~f+~d

- перенормована через електронну пiдсистему кулонiвська

енергiя взаємодiї iнтеркальованих iонiв.
Ω~ω - енергiя та b+

~ω , b~ω- оператори породження та знищення фо-

нонiв структури електроду. Г̃f,~ω - енергiя iон - фононної взаємодiї

перенормована через електронну пiдсистему електрода. γ̃
αβ
~f,~ω

- релак-

сацiйна енергiя iон - фононної взаємодiї.
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3. Нерiвноважний статистичний оператор системи

електролiт - електрод

Нерiвноважний стан в системi „електролiт – електрод” може бути
описаний скороченим набором спостережуваних величин:

nl
a(~r, t) = 〈n̂l

a(~r)〉t , nl
e(~r, t) = 〈n̂l

e(~r)〉
t, nl

f (~r, t) = 〈n̂l
f (~r)〉t, (2)

- середнi значення густин iонiв , електронiв та молекул для пiдсис-

теми електролiт, де n̂l
y(~r) =

Ny∑
j=1

δ(~r − ~rj)- мiкроскопiчнi густини вiд-

повiдно iонiв, електронiв та молекул (y = a, e, f), якi в електролiтi
розглядаються як класичнi частинки;

nαβ(f, t) = 〈â+
~fα

â~fβ
〉t, n(~ω, t) = 〈b+

~ω b~ω〉
t (3)

- середнi значення густин iнтеркальованих iонiв та фононiв струк-
тури електрода вiдповiдно, що розглядаються на квантовому рiвнi.
〈.......〉t = Sp......ρ(t), де ρ(t)- нерiвноважний статистичний оператор
частинок системи „електролiт – електрод”.

Застосовуючи метод нерiвноважного статистичного оператора
Д.Зубарєва на основi набору параметрiв скороченого (2), (3) був
одержаний нерiвноважний статистичний оператор системи:

ρ(t) = ρq(t) −

t∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)(1 − Pq(t
′))iLρq(t

′)dt′, (4)

де

ρq(t) = exp(−Φ(t) − β(H −
∑
a

∫
Vl

d~rlν
l
a(~r; t)n̂l

a(~r)−
∫
Vl

d~rlν
l
e(~r; t)n̂

l
e(~r) −

∑
f

∫
Vl

d~rlν
l
f (~r; t)n̂l

f (~r) −
∑
γ,~q

µγ(~q; t)n̂s
γ(~q)−

∑
α,~q

νs
a(~q; t)n̂s

α(~q) −
∑

~q

νs
e(~q; t)n̂s

e(~q)))

- квазiрiвноважний статистичний оператор побудований за Гiбсом iз
екстремуму iнформацiйної ентропiї при фiксованих параметрах ско-
роченого опису (2), (3) та збереженi умови нормування

∫
dГρq(t) = 1.
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Φ(t) = ln
∫

dГ exp{β(H −
∑
a

∫
Vl

d~rlν
l
a(~r; t)n̂l

a(~r)−
∫
Vl

d~rlν
l
e(~r; t)n̂

l
e(~r) −

∑
f

∫
Vl

d~rlν
l
f (~r; t)n̂l

f (~r)−

∑
γ~q

µγ(~q; t)n̂s
γ(~q) −

∑
α,~q

νs
a(~q; t)n̂s

α(~q)−
∑
~q

νs
e(~q; t)n̂s

e(~q))}

- функцiонал Масьє-Планка.

νξ
a(~r; t) = µξ

a(~r; t) + ZaeΦξ(~r; t),

- електрохiмiчний потенцiал iонiв вiдповiдно у фазах ξ = l, s, µξ
a(~r; t)-

хiмiчний потенцiал iонiв, Φξ(~r; t)- електричний потенцiал вiдповiдно
у фазах ξ = l, s.

νξ
e(~r; t) = µξ

e(~r; t) + eΦξ(~r; t),

- електрохiмiчний потенцiал електронiв вiдповiдно у фазах ξ = l, s,
µξ

e(~r; t)- хiмiчний потенцiал електронiв.

νl
f (~r; t) = µl

f (~r; t) + ~df · ~El(~r; t),

- дипольнохiмiчний потенцiал молекул в електролiтi, µl
f (~r; t)- хiмiч-

ний потенцiал молекул, ~El(~r; t) - локальне електричне поле створюва-
не електричним потенцiалом iонiв, електронiв та молекул електролi-
ту. ~df - вектор дипольного моменту молекули (органiчної молекули).

~El(~r; t) = −~∇ · Φl(~r; t), ~Es(~r; t) = −~∇ · Φs(~r; t), (5)

Параметри скороченого опису (2), (3) електричнi потенцiали та поля
зв’язанi з усередненими рiвняннями Максвела для електромагнiтних
процесiв для кожної пiдсистеми:

„електролiт”:

~∇ · ~Bl(~r, t) = 0,

~∇ · ~Dl(~r, t) =

N∑
a=1

Zaenl
a(~r, t) + enl

e(~r, t) +
∑

f

~df · ~∇nl
f (~r, t),
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~∇× ~El(~r, t) = −
∂

∂t
~Bl(~r, t), (6)

~∇× ~Hl(~r, t) =
∂

∂t
~Dl(~r, t) +~jl

i(~r, t) +~jl
d(~r, t) +~jl

e(~r, t),

де ~Bl(~r, t), ~El(~r, t), ~Dl(~r, t), ~Hl(~r, t)- вiдповiдно напруженостi та iнду-
кцiї електричного i магнiтного полiв у електролiтi, створюванi iона-
ми з густиною nl

a(~r, t), сорту a, електронами - nl
e(~r, t) та поляризо-

ваними молекулами розчинника з густиною nl
f (~r, t), сорту f ;

„електрод”:

~∇ · ~Bs(~r, t) = 0,

~∇ · ~Ds(~r, t) =

N∑
a=1

Zaens
a(~r, t) + ens

e(~r, t),

~∇× ~Es(~r, t) = −
∂

∂t
~Bs(~r, t), (7)

~∇× ~Hs(~r, t) =
∂

∂t
~Ds(~r, t) +~js

i (~r, t) +~js
e(~r, t),

де ~jl
i(~r, t), ~j

l
e(~r, t), ~j

l
d(~r, t) -вiдповiднi середнi потоки зарядiв iонiв, еле-

тронiв та дипольного моменту поляризованих молекул, вирази для
яких були одержанi методом нерiвноважного статистичного опера-
тора за допомогою нерiвноважного статистичного оператора (4).

4. Рiвняння переносу. Граничнi умови.

У наближенi постiйних коефiцiєнтiв переносу середнi потоки заря-
дiв iонiв, елетронiв та дипольного моменту поляризованих молекул
мають наступну структуру для:
iонiв

~jl
i(~r, t) =

∑
a

Zae(−
∑
ξ

Dlξ
aa

~∇ · nξ
a(~r, t) −

∑
ξ

∑
b

D
lξ
ab

~∇ · nξ
b(~r, t)−∑

f

Daf
~∇ · nl

f (~r, t) −
∑
ξ

Dlξ
ae

~∇ · nξ
e(~r, t)+

nl
a(~r, t)~vl(~r, t)) +

∑
ab

σab
~El(~r, t) +

∑
af

1
mf

~σaf · ~∇ ~El(~r, t) +
∑
a

σae
~El(~r, t)

(8)
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iндекс ξ приймає значення l- електролiт, s- електрод. Iонний потiк
заряду задовiльняє закону збереження

∂

∂t
ρi(~r, t) = −~∇ ·~ji(~r, t)

де

ρi(~r, t) =
∑

a

Zaena(~r, t)

- повна густина заряду iонiв.

σab = ZaeDabZbe,

- парцiальна електропровiднiсть iонiв сорту ai b, Dab- коефiцiєнти
взаємної дифузiї;

~σaf = ZaeDaf
~df

-парцiальна електропровiднiсть iонiв сорту ai молекул сорту f , Daf -
коефiцiєнти взаємної дифузiї iонiв та молекул. ~vl(~r, t)- усеренена
швидкiсть частинок електролiту. Потiк для молекул розчинника має
наступний вигляд:

~jl
d(~r, t) =

∑
f

1
mf

~df · ~∇(−Dff
~∇ · nl

f (~r, t)−

∑
ξ

∑
b

D
lξ
fb

~∇ · nξ
b(~r, t) −

∑
ξ

D
lξ
fe

~∇ · nξ
e(~r, t)+

nl
f (~r, t)~vl(~r, t)) +

∑
bf

1
mf

~∇ · ~σfb
~El(~r, t) +

∑
f

1
mf

~∇ ·
↔

σff ·~∇
1

mf

~El(~r, t),

(9)
де

↔

σff = ~dfDff
~df ,

- провiднiсть дипольних частинок розчинника, Dff - коефiцiєнт ди-
фузiї молекул. Електричний потiк для електронiв має подiбну стру-
ктуру як для iонiв:

~jl
e(~r, t) = −e

∑
ξ

∑
b

D
lξ
eb

~∇ · nξ
b(~r, t)−

e
∑
f

Def
~∇ · nl

f (~r, t) − e
∑
ξ

Dlξ
ee

~∇ · nξ
e(~r, t)+

enl
e(~r, t)~vl(~r, t) +

∑
b

σeb
~El(~r, t)+∑

f

1
mf

~σef · ~∇ ~El(~r, t) + σl
ee

~Es(~r, t)

,
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де σl
ee- електропровiднiсть електронiв у електролiтi.

Вiдповiднi потоки струму iнтеркальованих iонiв, електронiв в
структурi електрода мають наступний вигляд

~js
i (~r, t) =

∑
a

Zae(−
∑
ξ

Dsξ
aa

~∇ · nξ
a(~r, t) −

∑
ξ

∑
b

D
sξ
ab

~∇ · nξ
b(~r, t)−∑

f

Dsl
af

~∇ · nl
f (~r, t) −

∑
ξ

Dsξ
ae

~∇ · nξ
e(~r, t)+

ns
a(~r, t)~vs(~r, t)) +

∑
ab

σab
~Es(~r, t),

~js
e(~r, t) = −e

∑
ξ

∑
b

D
sξ
eb

~∇ · nξ
b(~r, t) − e

∑
f

Def
~∇ · nl

f(~r, t)−

e
∑
ξ

Dsξ
ee

~∇ · nξ
e(~r, t)+

ens
e(~r, t)~vs(~r, t) +

∑
b

σeb
~Es(~r, t) + σs

ee
~Es(~r, t),

(10)

де вiдсутнiй потiк молекул розчинника. Напруженостi та вiдповiд-
нi iндукцiї електричного та магнiтного полiв зв’язанi спiввiдношен-
нями ~Bξ(~q, ω) = µ0

~Hξ(~q, ω), ~Dξ(~q, ω) = ε0εξ(~q, ω) ~Eξ(~q, ω) , εξ(~q, ω) -
узагальнена дiелекрична функцiя вiдповiдної пiдсистеми.

Обидвi системи рiвнянь для електролiту та електроду за струк-
турою взаємодiї взаємозв’язанi мiжфазними парцiальними коефiцi-

єнтами дифузiї D
ξ′ξ
αβ , (ξ, ξ′ = l, s, а - α, β = a, f, e) та граничними

умови на межi електролiт – електрод:

~n · ( ~Bs − ~Bl) = 0,

~n · ( ~Ds − ~Dl) = Q(~Sω, t),

~n × ( ~Es − ~El) = 0 ,

~n × ( ~Hs − ~Hl) = Q(~Sω)~vs(~Sω, t) ,

де Q(~Sω, t)- повний поверхневий електричний заряд на межi подiлу
електролiт – електрод, який задовiльняє закону збереження:

∂

∂t
Q(~Sω, t) = ~n ·~ji(~Sω, t) ~vs(~Sω, t) = ~vl(~Sω, t).



9 Препринт

~n - одиничний вектор напрямлений перпендикулярно до поверхнi
подiлу електролiт– електрод.

Таким чином, нами сформулювано статистичну модель узгодже-
ного опису частинок електролiту та електроду з врахуванням по-
верхневих ефектiв. Вперше методом нерiвноважного статистичного
оператора [8] для системи електролiт-електрод отримано самоузго-
джену систему узагальнених електродифузiйних рiвнянь переносу
узгоджених з усередненими рiвняннями Максвела для електромаг-
нiтних полiв . Важливими подальшими дослiдженнями є зв’язок цих
узагальнених електродифузiйних рiвнянь переносу з методикою iм-
пендансних вимiрювань.
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