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Аналiз найпростiших моделей формування мiкротрiщин
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Анотацiя. Беручи за основу деякi феноменологiчнi моделi дефек-
тоутворення в твердих тiлах, проведено аналiз формування мiкро-
трiщин (МТ) всерединi фрагментiв лавоподiбних паливовмiсних ма-
терiалiв. Розглянута модель Грiффiтса для двовимiрної МТ модифi-
кується з врахуванням дифузiї частинок на поверхнi мiкротрiщини.
Для цiєї моделi розрахованi енергiї активацiї, що визначають часи
нуклеацiї та росту МТ. Цей формалiзм застосовується також для
моделi Френкеля, яка передбачає взаємодiю мiж краями МТ в дi-
лянцi вершинної зони. Приводяться також результати для профiлiв
МТ, якi формуються в пластичних матерiалах за дислокацiйним ме-
ханiзмом, та аналiзується ефективнiсть та вiрогiднiсть застосування
згаданих моделей.

An analysis of some simple models of the mickrocraks forma-

tion

T.M.Verkholyak, V.V.Ignatyuk

Abstract. Basing on some phenomenological theories of the crack for-
mation in solids, an analysis of the creation of microcracks (MC) in-
side lava-like fuel-containing materials has been performed. The consid-
ered Griffith model for the two-dimensional MC is modified taking into
account the diffusion of particles on the crack surface. For this model
the actvation energies, that define the times of the MC nucleation and
growth, is calculated. This formalism is applied to the Frenkel model
which assumes the interaction between the MC edges in the tip zone.
The results for the MC profiles in plastic materials are also presented
and the efficiency of the mentioned models are analyzed.
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1 Препринт

1. Вступ

Дослiдження радiацiйного дефектоутворення в лавоподiбних пали-
вовмiсних матерiалах (ЛПВМ) є надзвичайно актуальними з точки
зору заходiв, що мають передувати роботам по перетворенню об’єкту
“Укриття” в екологiчно безпечний об’єкт [1], оскiльки допомагають
вирiшити питання про мiцнiстнi характеристики конструкцiйних ма-
терiалiв об’єкту “Укриття”. В данiй роботi ми торкнемося деяких
аспектiв опису радiацiйного дефектоутворення, зокрема – феноме-
нологiчних моделей розвитку мiкротрiщин всерединi аморфних (або
частково закристалiзованих) областей ЛПВМ, оскiльки динамiка iн-
ших макродефектiв (порожнин, кластерiв вакансiй) є дуже подiбною
до еволюцiї мiкротрiщин (МТ).

З експериментальних спостережень вiдомо [2], що формування
трiщин як в пластичних, так i в крихких матерiалах вiдбувається за
подiбним сценарiєм: зародження, росту та коалесценцiї пустот субмi-
кронного розмiру. Вiдмiннiсть полягає лише в рiзнiй довжинi ново-
утворених зародкiв трiщин: в тiлах типу керамiки вони становлять
∼10 нм, що на три порядки менше, нiж в металах i сплавах. Можна з
впевненiстю стверджувати, що зародження таких нанопустот вiдбу-
вається в областях пониженої концентрацiї, прикладом яких можуть
бути розвпорядкованi областi всерединi латентних трекiв [3]. В про-
цесi опромiнення в розвпорядкованих областях будуть виникати ло-
кальнi змiни об’єму, причому оточуючий матерiал буде перешкоджа-
ти таким об’ємним змiнам, що спричинятиме виникнення помiтних
механiчних напружень в матрицях ЛПВМ. Таким чином, радiацiйно
пошкодженi областi всерединi ЛПВМ стають акумуляторами внут-
рiшнiх напружень, що поширюються попереду вже сформованої МТ
певної початкової довжини lmin, i ведуть до швидкого збiльшення
розмiрiв останньої при наближеннi l до критичної межi. I хоча не-
гайного руйнування ЛПВМ не вiдбудеться внаслiдок малого розмiру
розвпорядкованих областей i подальшої релаксацiї напружень внас-
лiдок послаблення внутрiатомних зв’язкiв, можливий механiзм “спо-
вiльненої” деградацiї матерiалу, який пов’язаний з термоактивацiєю
внутрiшнiх напружень [4–6] та гетерогенною структурою ЛПВМ.

Експериментальнi вимiрювання [2] швидкостi поширення МТ да-
ють значення вiд v =10−11÷10−9 м/с (при напруженнях, якi значно
меншi, нiж межа мiцностi керамiк) до v =10−6 м/с (для пiдкри-
тичних значень напружень), причому в частково закристалiзованих
матерiалах спостерiгається стрибкоподiбне поширення МТ, а флук-
туацiї швидкостi при малих напруженнях порiвняльнi з v та можуть
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досягати величини 10−10 м/с. При досягненнi МТ певного крити-
чного розмiру lc подальше поширення дефекту вiдбуватиметься з
швидкiстю звуку, що приведе до майже миттєвого руйнування твер-
дого тiла, коли магiстральна трiщина стає спiвмiрною з лiнiйними
розмiрами системи.

Стрiмке зростання потужностей та швидкодiї сучасних комп’ю-
терiв дало змогу моделювати процеси поширення МТ. В цьому кон-
текстi варто видiлити оглядову роботу [7], в якiй детально описа-
но методологiю комп’ютерного моделювання при дослiдженнi поши-
рення МТ як в пружних тiлах (типу силiкатiв), так i в пластичних
(металах). Комп’ютерний експеримент показав, що у випадку на-
пружень розтягу при швидкостях менших вiд 1/3 vR(vR– швидкiсть
звуку на поверхнi твердого тiла, яку також називають швидкiстю
Релея) МТ поширюється вздовж прямої лiнiї, при v = vR/3 кiнчик
МТ (її вершинна зона) починає огрублюватись, а при v = 2vR/3 –
вiдхиляється вiд початкової лiнiї поширення та починає осцилювати
в перпендикулярному напрямi. Остання обставина пов’язана з дина-
мiчними нестiйкостями в системi, а зигзагоподiбне поширення МТ
вiдбувається завдяки включенню дислокацiйного механiзму. Таким
чином, вiдбувається перехiд вiд пружної динамiки до пластичної,
при якiй збiльшення напружень в околi МТ веде не до її росту, а
до округлення та уширення її країв. В будь якому випадку, оцiнкою
зверху для максимальної швидкостi поширення МТ може служити
vR.

У випадку зсувних напружень спостережувана картина стає зна-
чно цiкавiшою: при збiльшеннi навантаження вiдбувається рiзкий
стрибок швидкостi поширення МТ до величини, яка перевищує по-
перечну швидкiсть звуку в твердому тiлi vT . Далi попереду мате-
ринської мiкротрiщини формуються дочiрнi МТ, якi ростуть в попе-
речному напрямi. Вiдтак, поширення фронту мiкротрiщин досягає
величини поздовжньої швидкостi звуку в твердому тiлi vL. Бiльше
того, якщо потенцiал мiжатомної взаємодiї має ангармонiчну скла-
дову, а модуль Юнга збiльшується з ростом напружень (hyperelastic
materials – надпружнi матерiали), то можливе поширення МТ з над-
звуковою швидкiстю v > vL. Особливо цiкавою динамiка поширення
МТ стає у випадку, якщо зразок, що моделюється в комп’ютерно-
му експериментi, складається з пружної та надпружної компонент,
роздiлених межею подiлу. Послiдовнiсть подiй в такiй системi є на-
ступною:

1. при швидкостi МТ порядку vR в лiнiйнiй (вiдношення “модуль
Юнга/напруження” є константою ) частинi зразка починають
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формуватись дочiрнi мiкротрiщини.

2. Швидкiсть дочiрнiх МТ стрибкоподiбно зростає до vT < v <
vL.

3. При досягненнi МТ швидкостi порядку vL дочiрнi МТ дають
життя наступнiй генерацiї мiкротрiщин.

4. Останнi МТ досягають швидкостi v = 1.6 Маха. При цьому
швидкiсть їх поширення спiвпадає з швидкiстю МТ в нелiнiй-
нiй частинi зразка.

Таким чином, рiст напружень в вершиннiй зонi МТ приводить до
змiни матерiальних констант, що, в свою чергу, збiльшує швидкiсть
поширення МТ аж до критичних величин.

До iнших плюсiв комп’ютерного експерименту можна вiднести
те, що останнiй допускає першопочаткове роздiлення просторових
масштабiв в системi: на вiдстанях l < 1 нм явним чином проводить-
ся моделювання кластерiв електронних збуджень; на субмiкронних
вiдстанях стають застосовними методи молекулярної динамiки, а на
мiкронних масштабах можна використовувати модель суцiльного се-
редовища. Подiбне просторове розбиття системи дозволяє об’єднати
рiзнi методи комп’ютерного експерименту, що описують фiзичнi про-
цеси рiзної природи, в єдиний потужний засiб моделювання динамiки
поширення МТ.

Однак зрозумiло, що комп’ютерний експеримент при всiй вiзу-
алiзацiї процесiв, може слугувати для опису динамiки МТ в пев-
них структурованих твердих тiлах, коли дослiднику вiдомi харак-
тернi потенцiали мiжатомної взаємодiї, просторово-часовi масштаби
чи вiдповiднi матерiальнi константи. В iншому випадку бiльш ефек-
тивним може бути опис динамiки МТ на мовi кiнетичних рiвнянь [8].
Функцiя розподiлу мiкротрiщин вiд координат i/або швидкостей зна-
ходиться аналiтично або чисельно для певної конфiгурацiї зовнiшнiх
полiв напружень. Однак в цьому методi необхiдно мати iнформацiю
i про рiвноважнi характеристики системи. Зокрема, для обчислення
швидкостi поширення МТ необхiдно знати вiльну енергiю мiкротрi-
щини F (σ, l). Диференцiюючи останню за довжиною МТ l, можна
отримати вираз для швидкостi v = −K∂F (σ, l)/∂l, де K– певний
додатнiй кiнетичний коефiцiєнт. З iншого боку, беручи похiдну вiд
вiльної енергiї за напруженням σ, можна обчислити деформацiю ма-
терiалу ε в околi МТ. У випадку, якщо ε є малим, можна побудувати
рiвноважну теорiю збурень за деформацiєю. Iншими складовими кi-
нетичної теорiї є часи нуклеацiї та росту МТ. Для розрахунку остан-
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нiх потрiбно мати iнформацiю про вiдповiднi енергiї активацiї, якi, в
свою чергу, можна обчислити на основi вiльної енергiї мiкротрiщини.

В данiй роботi ми проведемо аналiз формування МТ всерединi
фрагментiв ЛПВМ, беручи за основу деякi феноменологiчнi моделi
дефектоутворення в твердих тiлах. Спочатку ми розглянемо модель
Грiффiтса [9] для двомiрної МТ, що виникає в напрямку, перпенди-
кулярному до прикладеного розтягуючого зусилля. Далi ця модель
буде модифiкованою з врахуванням дифузiї частинок на поверхнi мi-
кротрiщини. Для цiєї моделi будуть розрахованi енергiї активацiї, що
визначають часи нуклеацiї та росту МТ. В третьому роздiлi даний
формалiзм буде застосований для моделi Френкеля [10], для якої в
дiлянцi вершинної зони iснує взаємодiя мiж краями МТ. Також буде
приведено результати для профiлiв МТ, якi формуються в пласти-
чних матерiалах за дислокацiйним механiзмом. Наприкiнцi будуть
зробленi висновки щодо ефективностi та вiрогiдностi застосування
тих чи iнших моделей.

2. Модель Грiффiтса

В рамках мезоскопiчного пiдходу до опису дефектiв основним ме-
ханiзмом формування МТ вважається термоактивацiя флуктуацiй
внутрiшнiх напружень. Згiдно гiпотези Грiффiтса [9], для моделi
двомiрної МТ, що виникає в напрямку, перпендикулярному до при-
кладеного розтягуючого зусилля, можна записати наступний вираз
для вiльної енергiї на одиницю довжини трiщини:

F (σ, l) = γl − l2σ2

2E
, (2.1)

де перший член вiдповiдає енергiї, яку потрiбно затратити для ство-
рення МТ довжини l, а другий описує змiни енергiї в пружному
середовищi при виникненнi МТ. Решта величин в рiвняннi (2.1) ма-
ють наступний змiст: E – модуль Юнга, σ – внутрiшнє напруження в
околi МТ, γ– енергiя, яку необхiдно затратити для збiльшення площi
поверхнi МТ на одиницю; з достатньою точнiстю її можна апрокси-
мувати виразом γ = Ea, де a означає мiжатомну вiдстань. Якщо
говорити про форму профiлю МТ y(x) (вiсь 0x спрямована вздовж
МТ, а 0y – в перпендикулярному напрямi), то вона апроксимується
елiпсом

y(x) = d
√

1 − (x/l)2, (2.2)
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велика пiввiсь якого має довжину мiкротрiщини l, а мала дорiвнює

d = lσ/E. (2.3)

Тут i далi ми вважатимемо деформацiю малою, ε = σ/E � 1;
вiдповiдно, максимальне розкриття МТ d значно менше l.

Максимум енергiї (2.1) визначає критичний розмiр МТ

lc =
γE

σ2
= a

E2

σ2
, (2.4)

при досягненнi якого починається швидке руйнування матерiалу
(трiщина досягає макроскопiчних масштабiв). З iншого боку, змен-
шення початкових розмiрiв веде до зменшення F (σ, l), тому зникнен-
ня початкових дефектiв також є енергетично вигiдним. Пiд термiном
“початковi дефекти” будемо вважати наявнiсть в матрицi ЛПВМ пе-
вної кiлькостi МТ з характерними розмiрами lmin � lc. У випадку
однорiдної системи масштаб lmin в основному визначатиметься кiне-
тичними процесами (в першу чергу – дифузiєю вакансiй) за механi-
змом, подiбним до описаного в роботi [11]. При такому пiдходi lmin

можна ототожнити зi стацiонарним розв’язком кiнетичного рiвнян-
ня, що описує динамiку дефектоутворення. В загальному випадку
таке кiнетичне рiвняння матиме достатньо складну структуру i його
розв’язок залежатиме вiд потужностi випромiнювання, концентрацiї
вакансiй та коефiцiєнта дифузiї точкових дефектiв. Другим суттє-
вим фактором, який впливає на розмiри lmin зародкових МТ, є на-
явнiсть внутрiшнiх напружень як результату локальних деформацiй
матерiалу ЛПВМ, що виникають при формуваннi розупорядкованих
областей [3], а також в областi латентних трекiв [12]. При цьому, з
одного боку, мiняється концентрацiя та геометрiя МТ (що, в свою
чергу, може вести до змiни lmin, з iншого – ефективнi пружнi ха-
рактеристики матерiалу [13]. Можна стверджувати, що дифузiйнi
процеси при умовi постiйної генерацiї вакансiй майже не впливають
на змiну lmin, якщо взаємодiєю МТ можна знехтувати, а їх концен-
трацiя незначна. Другий фактор впливає на еволюцiю МТ двояким
чином: i) збiльшуючи концентрацiю МТ; ii) змiнюючи матерiальнi
константи ЛПВМ.

Для подальших розрахункiв необхiдно дати бiльш формальне ви-
значення lmin на основi рiвн. (2.3): ми вважатимемо, що розкриття
МТ d не може бути меншим за мiжатомну вiдстань a. Таке означення
мiнiмальної довжини МТ є досить логiчним, адже, як буде показано
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в наступному роздiлi, можна константувати вiдсутнiсть в кристалi-
чних твердих тiлах МТ, максимальне розкриття яких менше, нiж
вiдстань мiж сусiднiми атомними площинами. Вiдповiдно, довжина
такої МТ lmin становитиме

lmin = aE/σ ≡ a/ε � a. (2.5)

Швидкiсть розвинення МТ, вiльна енергiя якої описується вира-
зом (2.1), визначається законом Арренiуса

τ−1 ∼ exp[−Ec/(kBT )]. (2.6)

Енергiя активацiї Ec визначається величиною вiльної енергiї при
досягненнi МТ критичної довжини lc i дорiвнює

Ec ≡ aF (σ, lc) = aγ2E/(2σ2) = a3E/2(1/ε)2. (2.7)

В наступному роздiлi ми покажемо, що врахування термоактиво-
ваних флуктуацiйних процесiв веде до зменшення часу формування
МТ (збiльшення швидкостi τ−1).

3. Модифiкована теорiя Грiффiтса

Результати теорiї Грiффiтса можна модифiкувати [4] шляхом вра-
хування поверхневих дифузiйних процесiв i реконструкцiї поверхнi
МТ. На вiдмiну вiд теорiї Грiффiтса, в якiй допускається самовiль-
не залiковування МТ на малих часах внаслiдок термоактивованих
флуктуацiйних процесiв (при загальному направленому ростi МТ),
врахування реконструкцiї поверхнi приводить до залiковування МТ,
i, як наслiдок, зменшення часу її iснування. Вважається, що розмiр
МТ l зростає внаслiдок термоактивацiйних процесiв та направленої
дифузiї i знаходиться в дiапазонi lmin = aE/σ < l < lc = aE2/σ2.
МТ довжини l < lmin подiбнi до вiдпалених дефектiв в твердому тiлi
i будуть залiковуватись внаслiдок поверхневої дифузiї. При l > lmin

МТ будуть направлено рости, поки не досягнуть критичного розмiру
(2.4), пiсля чого вiдбудеться майже миттєве руйнування матерiалу.

Вiдповiдно, швидкiсть зародження МТ мiнiмальної довжини ви-
значається формулою однотипною з (2.6), однак тепер енергiя акти-
вацiї
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Enucl ≡ aF (σ, lmin) ∼= aγlmin = a3E/ε (3.1)

буде значно меншою, нiж (2.7).
Для розрахунку часу росту МТ слiд прийняти наступну робо-

чу гiпотезу: процес розвитку МТ являє собою направлену дифузiю
частинок вздовж поверхнi трiщини на вiдстанях порядка протяж-
ностi вершинної зони s(l) (tip zone, [4,5]). Остання визначається як
координата x = l − s(l), при якiй розкриття МТ y(x) стає рiвним
мiжатомнiй вiдстанi a. Зрозумiло, що поверхнева дифузiя частинок
всередину вершинної зони є неможливою, а сама величина s(l) ви-
значається з рiвняння (2.2) наступним чином:

s(l) = a2E2/(lσ2). (3.2)

З рiвн. (3.2) безпосередньо випливає, що протяжнiсть вершинної
зони s(l) зменшується з lmin до a при ростi МТ вiд lmin до lc. Рiст
МТ набуває направленого характеру лише при збiльшеннi l на ве-
личину s(l). В протилежному випадку, коли l(t + ∆t) − l(t) < s(l),
процеси поверхневої дифузiї, якi приводять до реконструкцiї форми
країв МТ (i, вiдтак, сповiльнюють заживляння МТ) стають немо-
жливими, а отже термоiндукованi флуктуацiї можуть приводити до
спонтанного закриття трiщини. Час ∆t, необхiдний для росту МТ на
величину s(l), у вищому наближеннi за деформацiєю можна оцiнити
як ∆t(l) ∼ exp[aγs(l)/(kBT )]. Вiдповiдно, швидкiсть направленого
росту МТ при збiльшеннi її довжини з l до l + s(l) визначається
формулою

v(l) = s(l)/∆t(l) ∼ s(l) exp[−aγs(l)/(kBT )]. (3.3)

Звiдси для температур, значно менших вiд температури плавлен-
ня матерiалу, легко отримати оцiнки для часу росту МТ τgrowth:

τgrowth =

lc
∫

lmin

dl

v(l)
' τ01 exp

[

a3E

kBT

]

+ τ02 exp

[

a3E

kBT

1

ε

]

. (3.4)

Як видно з (3.4), вклад в τgrowth дають двi енергiї активацiї.
Перша з них виникає вiд верхньої межi iнтегралу, по порядку вели-
чини вона дорiвнює поверхневiй енергiї вершинної зони завдовжки
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s(lc) = a i в 1/ε разiв менша за другу енергiю активацiї. Вiдтак,
першим складовим в рiвняннi (3.4) можна знехтувати, а друга акти-
вацiйна енергiя має той же порядок, що i енергiя нуклеацiї МТ (див.
рiвн. (3.1)).

Звiдси напрошується висновок, що при врахуваннi направле-
ної термоактивованої дифузiї швидкостi зародження τ−1

nucl та ро-
сту τ−1

growth, по-перше, мають однаковий порядок , по-друге – вони
значно бiльшi вiд швидкостi (2.6), яку передбачає теорiя Грiффiт-
са. Вирази (3.4), як було показано в роботi [5], добре надаються i
для опису еволюцiї мiкропорожнин (кластерiв вакансiй). Саме за та-
ким механiзмом (зародження, розвитку та коалесценцiї мiкропор),
як показують експериментальнi дослiдження [2], вiдбувається роз-
повсюдження МТ.

Передекспоненцiйнi множники в (3.4) можна оцiнити, з виразу,
отриманого в рамках цього ж термоактивацiйного формалiзму [6]:

τ0 =
4

Leff

√

kBT

aE

lc
lmin

lmin

v0
, (3.5)

де v0 означає початкову швидкiсть поширення МТ, Leff– середню
вiдстань, на якiй релаксують термоактивованi внутрiшнi напружен-
ня. Зауважимо, що внаслiдок наближень, якi робили при отриманнi
(3.5), величина передекспоненцiйного множника τ0 завищена. Крiм
того, при отриманнi рiвнянь (3.4)-(3.5) ми не брали до уваги неод-
норiднiсть матерiалу ЛПВМ. В роботi [14] було показано, що враху-
вання випадкових сил та напружень через усереднення за функцiєю
розподiлу “замороженого” безладу веде до значного пiдвищення (в
кiлька разiв) ефективної температури середовища Teff (або, що є то-
тожнiм, до зниження енергiї активацiї E = aγl2min) i зменшення три-
валостi iснування МТ. Не приймалась також до уваги взаємодiя мiж
краями МТ у її вершиннiй зонi [7], яка може певним чином модифi-
кувати профiль мiкротрiщини, i, як наслiдок – її вiльну енергiю [10].
Подiбнi розрахунки будуть проведенi в наступному пiдроздiлi.

4. Модифiкацiя теорiї Френкеля на випадок термо-

активованої напрямленої дифузiї

Як експериментальнi дослiдження [2], так i теоретичнi розрахунки
на основi реалiстичних моделей [10] показують: трiщини, якi вини-
кають в твердому тiлi, повиннi мати не заокругленi краї, як це неяв-
ним чином постулюється в теорiї Грiффiтса, а гострi, що вiдповiдає
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постiйному зближенню поверхонь роздiлу при x → l. В теорiї Грiф-
фiтса похiдна вiд y(x)(див. рiвн. (2.2)) в точцi, де закiнчується МТ,
прямує до безмежностi, що позбавлено фiзичного сенсу. Сам радiус
кривизни МТ в її вершиннiй зонi при наближеннi l до свого крити-
чного значення (2.4) дорiвнює мiжатомнiй вiдстанi a, що також не
узгоджується з даними як експерименту, так i комп’ютерних симу-
ляцiй [7].

Iснують рiзнi пiдходи для розрахунку профiлю МТ в її вершин-
нiй зонi. Зокрема в [15], де в основу формування МТ був покладений
дислокацiйний механiзм, отриманi наступнi значення для профiлiв
МТ: y(x) ∼

√
l − x при s(l) � l − x � l, та y(x) ∼ (l − x)3/2 при

s(l) ∼ l − x � l. Хоча в цьому пiдходi для оцiнки протяжностi вер-
шинної зони береться iнший вираз s ∼ (ar2

0)
1/3 (r0 � a визначає ра-

дiус дiї мiжатомних сил мiж краями МТ), ми бачимо, що похiдна вiд
y(x) зануляється при x = l, а сама МТ має безмежно гострий край.
Крiм того, в даному пiдходi кiнчик МТ стає незалежним вiд прикла-
дених напружень, хоча в основнiй частинi МТ залежнiсть y(x) вiд
навантаження зберiгається.

Замiсть дислокацiйного механiзму формування МТ ми будемо
розглядати все той же пружний режим. Однак тепер будемо вважа-
ти, що мiж краями трiщини iснує взаємне притягання, яке задається
наступним виразом:

f(x) =
E

a
y(x) exp

[

−y(x)

a

]

, (4.1)

де f(x)– сила притягання на одиницю площi. Сила f(x) є вiдмiнною
вiд нуля в досить вузькiй областi порядка протяжностi вершинної
зони, при чому її максимум досягається при x = l − s(l). Вибiр цiєї
сили в формi (4.1) є достатньо вмотивованим: iнтегруючи (4.1) по y
ми отримаємо поверхневу енергiю неповнiстю розкритої трiщини

γ(y) =

y
∫

0

f(y′)dy′ = Ea [1 − (y/a + 1) exp[−y/a]], (4.2)

яка в границi y → ∞ дає оцiнку для поверхневої енергiї γ = Ea, що
повнiстю спiвпадає з даними iнших феноменологiчних пiдходiв.

Для того, щоб отримати певнi аналiтичнi оцiнки, задамо геомет-
рiю нашої квазiтримiрної трiщини: будемо вважати, що МТ виникає
пiд дiєю лiнiйної сили F , яка дiє на край дослiджуваної областi, що
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має форму бруска перерiзу b × c та довжини l. Дана сила розщеп-
лює пластинку i приводить до утворення МТ. Зауважимо, що така
модель виглядає досить достовiрною для опису трiщиноутворення
в приповерхневiй областi ЛПВМ i може використовуватись для мо-
делювання одного з можливих механiзмiв поверхневого руйнування
опромiненого ядерного палива.

При даних умовах форма верхньої половини пластинки задається
диференцiйним рiвнянням [10]:

d2y

dx2
=

M

EI
, (4.3)

де I = 1
/

(4b3c) означає момент iнерцiї плоского перерiзу, а момент
сил M , прикладених до напiвпластинки вiдносно точки x = 0 задає-
ться наступною формулою:

M(x) = Fx − c

x
∫

0

x′f(x′)dx′.

Таким чином, рiвняння (4.3) виявляється еквiвалентним наступ-
ному диференцiйному рiвнянню третього порядку:

d3y

dx3
=

1

EI
[F − xcf(x)], (4.4)

яке слiд розв’язувати з граничними умовами y(l) = 0, y′(l) = 0,
y′′(0) = 0. Очевидно, що нелiнiйне диф. рiвняння (4.4) допускає ли-
ше чисельний розв’язок. Однак в основнiй частинi МТ, коли дiєю
сили мiжчастинкового притягання можна знехтувати, ми можемо
отримати нульове наближення для форми профiлю МТ в наступнiй
формi:

ȳ0(x̄) =
α

6

[

x̄(x̄2 − 3l̄2 + 2l̄3
]

, α =
4F

Ea2b̄3c̄
, (4.5)

де всi просторовi величини обезрозмiренi згiдно x̄ = x/a. Надалi ми
будемо опускати знак “−” i виражати всi змiннi в сталих гратки a.

Для отримання потенцiальної енергiї нашої системи U(F, l) за-
уважимо, що вона складається з трьох доданкiв. По-перше, це пру-
жна енергiя деформованої пластинки, яку можна оцiнити як U1 =
− 1

2Fy0(x = 0); по-друге, це поверхнева енергiя повнiстю роздiле-
ної основної частини МТ U2 = γl, по третє, це енергiя вершинної
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зони МТ U3 =
l
∫

l−s(l)

dxγ(y0(x)). Протяжнiсть вершинної зони s(l)

може бути отримана аналiтично з рiвняння (4.5) шляхом прирiвню-
вання його правої частини до одиницi i при великих l веде себе як
s(l) =

√

2/(αl). Аналогiчним чином можна отримати рiвняння для
мiнiмальної довжини МТ (довжини, при якiй розкриття трiщини в
точцi x = 0 стає рiвним однiй мiжатомнiй вiдстанi). Як i в модифi-
кованiй теорiї Грiффiтса-Голубовича s(lmin) = lmin, але тепер вона
веде себе як

lmin = 3

√

3/α. (4.6)

Однак, навiть беручи в якостi профiлю МТ його нульове наближен-
ня (4.5), неможливо отримати аналiтичний вираз для складової по-
тенцiальної енергiї U3. Натомiсть, можна отримати явний вираз для
похiдної потенцiальної енергiї U(F, l) = U1(F, l) + U2(l) + U3(F, l),
беручи до уваги вирази (4.2), (4.5). Нулi ∂U(F, l)/∂l визначатимуть
положення стiйкої рiвноваги МТ а також максимальне значення l, пi-
сля досягнення якого вiдбуватиметься миттєве руйнування трiщини.
Подiбний пiдхiд був застосований в роботi [10] з тою вiдмiннiстю, що
замiсть умови ∂U3(F, l)/∂l = γ(y0(l)) бралась асимптотика профiлю
МТ в її вершиннiй зонi у виглядi

U3(F, l) =
F 2

Ea2c2

1

l
, (4.7)

яка отримується в лiнiйному наближеннi за y пiсля прирiвнювання
правої частини (4.4) до нуля. Хоча остання процедура буде справе-
дливою не у всiй вершиннiй зонi, а в тiй її частинi, коли сили мi-
жчастинкового притягання врiвноважують зовнiшню силу, причому
y(x) � a, нашi оцiнки показали, що вираз (4.7) може бути хорошою
апроксимацiєю для потенцiальної енергiї вершинної зони МТ. В цьо-
му нас переконують данi Рис. 1, де зображено залежнiсть похiдної
потенцiальної енергiї МТ ∂U(F, L)/∂L вiд довжини МТ. Крива 1 вiд-
повiдає U ′ при врахуваннi скiнченої довжини МТ та явного вигля-
ду функцiї s(l), крива 2 описує похiдну потенцiальної енергiї, коли
для довжини вершинної зони МТ береться її асимптотичне значення
s(l) =

√

2/(αl), а крива 3 вiдповiдає модельному потенцiалу теорiї
Френкеля з U3 в формi (4.7). Слiд зауважити, що випадки 2 i 3 до-
пускають формальне iснування МТ з довжинами l < lmin подiбно,
як i немодифiкована теорiя Грiффiтса. Точка L′ = F/(Ea2c) вiдпо-
вiдає мiнiмуму повної потенцiальної енергiї з U3 в формi (4.7), точка
L′′ =

√

b3/2/L′ – максимуму U = U1 + U2 + U3. Кривi на Рис. 1
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Рис. 1. Похiдна потенцiальної енергiї МТ. Суцiльними стрiлками зо-
бражено мiнiмальну та максимальну довжини МТ, штрихованими –
мiнiмальну та максимальну довжини МТ у випадку, коли складова
потенцiалу U3 береться в формi (4.7).

приведенi для такого значення сили F , яке вiдповiдає безрозмiрно-
му параметру ε = F/(Ea2bc) = 0.02, тобто можна стверджувати, що
деформацiї в системi є малими.

Подальшi нашi мiркування будуть повнiстю в дусi модифiкова-
ного пiдходу Голубовича [4,5]. Будемо вважати, що МТ з довжиною
L′ < L < Lmin можуть залiковуватись з плином часу, i лише при
досягненнi МТ розмiрiв L ≥ Lmin можливий направлений рiст трi-
щини. Вiдповiдно, час нуклеацiї МТ визначатиметься висотою поте-
нцiального бар’єру мiж точками L′ та Lmin i у вищому порядку за
параметром ε має наступний вигляд:

τnucl = τ0 exp

[

Ea3

kBT

3

√

3b2

4ε

]

. (4.8)

Час росту МТ τgrowth також виражатиметься формулою (3.4),
але з врахуванням профiлю трiщини (4.5) ми отримаємо наступний
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вираз:

τgrowth =

Lmax
∫

Lmin

dl

v(l)
≈

L′′

∫

Lmin

dl

v(l)

' τ01 exp

[

a3E

kBT
4

√

b3/2

]

+τ02 exp

[

a3E

kBT

1
6
√

6
b

2

3

1
3
√

ε

]

.(4.9)

Як видно з останнього виразу, вiдношення енергiй активацiї
E2,gr

E1,gr

= 12

√

2
9b

1
3
√

ε
, тодi як модифiкована теорiя Грiффiтса-Голубовича

дає E2,gr/E1,gr
= 1/ε � 1. Звiдси випливає, що в нашому випадку

час росту МТ визначаеться єдиною енергiєю активацiї E2,gr , як-

що безрозмiрний параметр ε � 1√
3

4

√

2
b . В протилежному випад-

ку рiст МТ визначатиметься двома енергiями активацiї, а по мiрi
росту деформацiї вже домiнуватиме E1,gr . Однак в будь-якому ви-
падку час нуклеацiї МТ не повинен визначатись висотою бар’єру
U(Lmax) − U(L′) ∼ U(Lmax), як в теорiї Грiффiтса.

5. Висновки

Пiдiб’ємо пiдсумки аналiтичних оцiнок, проведених в данiй роботi:

• Врахування мiжчастинкової взаємодiї мiж краями вершинної
зони МТ приводить до появи загострених країв трiщини.

• На кривiй потенцiальної енергiї, що описує поведiнку систе-
ми, виникають як точка мiнiмуму, так i точка максимуму.
При досягненнi навантаженням певного порогового значення
Fc = Ea2c 4

√

b3/2 (що вiдповiдає значенню εc = 1/ 4
√

2b) цi двi
точки зливаються воєдино i МТ починає руйнуватись миттєво.

• Навiть при досягненнi МТ критичної довжини Lmax протяж-
нiсть вершинної зони є дуже великою, s(Lmax) ' 4

√

b3/2 � 1.

• Час росту МТ при достатньо малих деформацiях, як i час її
нуклеацiї, визначається єдиною енергiєю активацiї, пропорцiй-
ною 1/ 3

√
ε. По мiрi росту навантаження (але при умовi, що воно

залишається меншим критичного значення) рiст трiщини ви-
значатимуть двi активацiйнi енергiї.

• Термоактивована дифузiя має двоякий вплив на мiкротрiщи-
ну: з одного боку, вона сприяє залiковуванню МТ, початковi
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розмiри якої були меншими за певну величину Lmin. З iншого
боку, вона понижає активацiйний бар’єр та значно зменшує час
до руйнування ЛПВМ.

Таким чином, врахування геометрiї зразка, а також взаємодiї мiж
краями МТ веде до зменшення критичних значень напружень, при
яких наступає миттєве руйнування матерiалу ЛПВМ. Слiд, однак,
зауважити, що нашi результати мають лише оцiночний характер,
оскiльки для розрахункiв енергiй активацiї в якостi профiлю МТ ми
брали її незбурене значення (4.5). У випадку, коли зовнiшня сила F
є малою, вiдтак – максимальне розкриття МТ незначне, вiдхилення
точного розв’язку диференцiйного рiвняння (4.4) вiд його нульового
наближення (4.5) можуть сягати вже кiлькох десяткiв процентiв. Це
означає, що для отримання точних результатiв на стадiї виникнення
МТ з дуже малим розкриттям (зародкових трiщин), треба чисельно
розв’язувати рiвн. (4.4) для кожного значення параметрiв F , b, c, l i
кожен раз розраховувати iнтерполяцiйну функцiю для потенцiальної
енергiї МТ U(F, l). Тим не менше, можна стверджувати, що нашi
оцiнки будуть справедливими для розрахунку часiв iснування МТ
на етапах їх активного розвитку, коли деформацiя ε0 � ε < εcr � 1,
де ε0 – певне мiнiмальне значення.
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