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Електронна структура невпорядкованих металiв з врахуван-

ням динамiчних властивостей iонної пiдсистеми

Якiбчук П.M., Волков O.В.

Анотацiя. В цiй роботi запропонована методика розрахунку густи-
ни станiв невпорядкованих металiв, що базується на використаннi
методу Т-матриць Ллойда в рамках узагальненої теорiї Займана.
Для врахування впливу динамiчних властивостей iонної пiдсисте-
ми на енергетичну структуру металу розсiяння електрона на iонах
розглянуто у непружньому випадку з використанням динамiчного
структурного фактора в моделях Дебая та Ейнштейна.

The electronic structure of disordered metals considering dy-

namic properties of ionic subsystem
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Abstract. Here we present a new method for calculation of the density
of states of disordered metals based on Lloyd’s method of T-matrixes
within generalized Zaiman’s theory. Influence of dynamic properties of
ionic subsystem on electronic structure of metals is considered within
non-elastic scattering approximation responsive to dynamic structure
factor of Debye’s and Einstein’s models.
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1 Препринт

Вступ

Густина одноелектронних станiв невпорядкованого металу в методi
функцiй Грiна визначається:

N(E) = − 2

π
SpIm〈G(E, k)〉conf (1)

Застосування конфiгурацiйного засереднення 〈...〉conf обумовле-
но структурною невпорядкованiстю такої системи [1]. Використавши
iнтегральну густину одноелектронних станiв ℵ(E) =

∫

N(E)dE, згi-
дно з формалiзмом Ллойда-Займана [2] можна показати, що:

ℵ(E) = ℵid(E) − 2

π
SpImLn〈T (E)〉conf (2)

В [1] зазначено, що у випадку невпорядкованого металу спiввiд-
ношення (2) можна виразити через квадрат узагальненої Т-матрицi
системи, а саме

ℵ(E) = ℵid(E) − 1

π
SpArg〈T (E)2〉conf (3)

Використовуючи матричне зображення Т-матрицi та наближення
слабої кореляцiї (слабого зв’язку), яке передбачає слабе перекриття
одновузлових потенцiалiв електрон-iонної взаємодiї [1], отримуємо:

∆(E) = ℵ(E) − ℵid(E) =

=
1

π
Arctg

∑

f Si(|kf − ki|)[Imtion
fi Retion

if + Imtion
if Retion

fi ]
∑

f Si(|kf − ki|)[Imtion
fi Imtion

if − Retion
fi Retion

if ]
, (4)

де tion
fi та tion

fi – матричний елемент Т-матрицi окремого iона, що
вiдповiдає переходу з початкового стану до кiнцевого ; Si(|kf − ki|)
– структурний фактор iонної пiдсистеми.

Перехiд вiд пiдсумовування за кiнцевими станами до iнтегруван-
ня за кутами розсiяння здiйснюється за схемою

∑

f

→ Ω

4π

∫ 1

−1

k2(x)dx, (5)

де x – косинус кута розсiяння; kf (x) – функцiя, що описує iзоенер-
гетичну поверхню в просторi iмпульсiв.
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Вважаючи, що при розсiяннi обмiн енергiєю мiж електроном та
iоном вiдсутнiй (тобто розсiяння вiдбувається на iзоенергетичнiй по-
верхнi) з спiввiдношення (4), отримаємо

∆(E) =
1

π
Arctg

∫ 1

−1 2Si(|kf − ki|)Imtion
E (x)Retion

E (x)k2
fdx

∫ 1

−1
Si(|kf − ki|)[Imtion

E (x)
2 − Retion

E (x)
2
]k2

fdx
(6)

У випадку центрально симетричного потенцiалу в парцiальному на-
ближеннi для уявної та дiйсної частин Т-матрицi матимемо [4]

Imtion
E (x) =

2π

Ω
√

2E

∑

l

(2l + 1)[1 + cos2δl(E)]Pl(x) (7)

Retion
E (x) =

2π

Ω
√

2E

∑

l

(2l + 1)sin2δl(E)Pl(x) (8)

Тут δl(E) – парцiальнi фазовi зсуви; Pl(x) – полiноми Лежандра.
Розглянемо iмпульсний трикутник розсiяння, побудований на ве-

кторах початкового та кiнцевого станiв. Вважаючи, що kf = ki =√
2E, з спiввiдношення (6) отримаємо

∆(E) =
1

π
Arctg

2
∫ 1

−1
Si(

√

4E(1 − x))Imtion
E (x)Retion

E (x)dx
∫ 1

−1 Si(
√

4E(1 − x))[Imtion
E (x)

2 − Retion
E (x)

2
]dx

(9)

Тодi густина станiв визначатиметься як

N(E) =
Ω
√

2E

π2
− d

dE
∆(E) (10)

Непружнє розсiяння

Характерною рисою непружнього розсiяння є обмiн енергiєю мiж
iонами та електронами. Цей процес можна трактувати так, що в мо-
мент розсiяння мiж iоном та електроном вiдбувається обмiн фонона-
ми, тобто мають мiсце процеси поглинання та народження фононiв.
В рамках такої моделi енергiя електрона в початковому станi вiдрiз-
няється вiд енергiї в кiнцевому станi на величину енергiї фонона, що
поглинувся або народився. В такому випадку tion

fi 6= tion
if . Вважаючи

енергiю початкового стану E, а кiнцевого F = E + ω, для дiйсної i
уявної частин Т-матриць отримаємо [3]

Imtion
E,F (x) =

2π

Ω
√

2E

∑

l

(2l + 1)[1 + cos2δl(E, F )]Pl(x) (11)
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Retion
E,F (x) =

2π

Ω
√

2E

∑

l

(2l + 1)sin2δl(E, F )Pl(x) (12)

Imtion
F,E(x) =

2π

Ω
√

2F

∑

l

(2l + 1)[1 + cos2δl(F, E)]Pl(x) (13)

Retion
F,E(x) =

2π

Ω
√

2F

∑

l

(2l + 1)sin2δl(F, E)Pl(x) (14)

Слiд також зауважити, що при цьому δl(E, F ) 6= δl(F, E), а вiдповi-
дна фаза пружнього розсiяння визначатиметься як δl(E) = δl(E, E).

Для спрощення запису введемо такi величини (з точнiстю до мно-
жника Ω2/2π2)

It(E, ω, x)√
EF

=
∑

l

[Imtion
E,F (x)Retion

F,E(x) + Retion
E,F (x)Imtion

F,E(x)] (15)

Rt(E, ω, x)√
EF

=
∑

l

[Retion
E,F (x)Retion

F,E(x) − Imtion
E,F (x)Imtion

F,E(x)] (16)

Тут ω = F − E. Зауважимо, що випадок ω = 0 вiдповiдає процесу
пружнього розсiяння. Тому (9) можна переписати у виглядi

∆(E) =
1

π
Arctg

∫ 1

−1 Si(
√

4E(1 − x))It(E, 0, x)dx
∫ 1

−1
Si(

√

4E(1 − x))Rt(E, 0, x)dx
(17)

Якщо в останньому спiввiдношенi врахувати динамiчнi властиво-
стi iонної пiдсистеми, тобто залежнiсть енергiї кiнцевого стану вiд
частоти фонону, можна отримати наступне спiввiдношення для не-
пружнього розсiяння електрона на iоннiй гратцi

∆(E) =
1

π
Arctg

∫ 1

−1 dx
∫ +∞
−∞ dωSi

Dyn(q(x), ω)
√

E+ω
E It(E, ω, x)

∫ 1

−1 dx
∫ +∞
−∞ dωSi

Dyn(q(x), ω)
√

E+ω
E Rt(E, ω, x)

(18)

Тут Si
Dyn(q(x), ω) - динамiчний структурний фактор iонної пiдсис-

теми металу; q(x) – функцiя, що описує залежнiсть модуля вектора
розсiяння вiд косинуса кута розсiяння. Вона вводиться, як розв’язок
наступного векторного рiвняння: q = |kf − ki|, тобто

q =

√

4E + 2ω − 4x
√

E(E + ω) (19)
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Враховуючи еквiвалетнiсть всiх фононних мод, динамiчний стру-
ктурний фактор невпорядкованого металу можна записати

Si
Dyn(q, ω) = Si(q)e−2Wq δ(ω)+

+
q2

2M
e−2Wq

Θ(q − KD)

ω
([1 + nB−E

ω ]δ(ω + ω(q)) + nB−E
ω δ(ω − ω(q)))+

+
q2Ω

8π2M

∫ KD

0

dq′
q′2

ω
([1 + nB−E

ω ]δ(ω + ω(q′)) + nB−E
ω δ(ω − ω(q′)))×

×
∫ 1

−1

dySi(
√

q2 + q′2 − 2qq′y) (20)

Тут Si(q) - статичний структурний фактор iонної пiдсистеми металу;
Wq - фактор Дебая-Валлера; KD - хвильовий вектор Дебая; Θ(q −
KD) - функцiя Хевiсайда; nB−E

ω - розподiл Бозе-Енштейна; M - маса
iона.

Далi варто розглядати окремо три рiзних доданки динамiчного
структурного фактора. Очевидно, що перший доданок незалежатиме
вiд моделi опису фононного спектру, вiн вiдповiдає внеску iзоенер-
гетичного розсiяння. Пiдставляючи (20) в (18), отримаємо

∆(E) =
1

π
Arctg

∫ 1

−1
Si(

√

4E(1 − x))It(E, 0, x)dx + PhIt(E)
∫ 1

−1 Si(
√

4E(1 − x))Rt(E, 0, x)dx + PhRt(E)
, (21)

де фононна поправка у чисельнику (21) визначається наступним чи-
ном:

PhIt(E) =

∫ 1

−1

Si(
√

4E(1 − x))[e
−2W√

4E(1−x) − 1]It(E, 0, x)dx+

+

∫ 1

−1

dx

∫ +∞

−∞
dω

q2

2M
e−2Wq

Θ(q − KD)

ω

√

E + ω

E
It(E, ω, x)×

×([1 + nB−E
ω ]δ(ω + ω(q)) + nB−E

ω δ(ω − ω(q)))|q=qI (x)+

+

∫ 1

−1

dx

∫ +∞

−∞
dω

q2Ω

8π2M

√

E + ω

E
It(E, ω, x)×
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×
∫ KD

0

dq′
q′2

ω
([1 + nB−E

ω ]δ(ω + ω(q′)) + nB−E
ω δ(ω − ω(q′)))×

×
∫ 1

−1

dySi(
√

q2 + q′2 − 2qq′y)|q=qII (x) (22)

Величина PhRt(E) визначається аналогiчно до PhIt(E) замiною в
спiввiдношеннi (22) коефiцiєнтiв It(E, ω, x) пропорцiйних до уявної
частини матричних елементiв квадрату одновузлової Т-матрицi (15)
на коефiцiєнти пропорцiйнi до дiйсної Rt(E, ω, x) (16). Залежностi
qI(x) та qII(x) визначаються згiдно з (19).

Зрозумiло, що члени, якi мiстять множник типу δ(ω + ω(q)) опи-
сують процеси поглинання електроном фонону, а δ(ω−ω(q)) – наро-
дження. З умови, що E−ω > 0, яка з’являється внаслiдок зайнятостi
усiх зв’язаних станiв в iонi, випливає потреба у замiнi множникiв ти-
пу народження фонону на Θ(E − ω)δ(ω − ω(q)).

Модель Айнштайна

В рамках моделi Айнштайна ω(q) = ω0 (ω0– частота Айнштайна).
Враховуючи це, для фононної поправки з спiввiдношення (22) отри-
маємо

PhIt(E) =

∫ 1

−1

Si(
√

4E(1 − x))[exp(−2W√
4E(1−x)

) − 1]It(E, 0, x)dx+

+
1 + nB−E

ω0

ω0M

√

1 +
ω0

E

∫ 1

−1

dxq+(x)2It(E, ω0, x)×

[exp(−2Wq+(x)) +
Ω

4π2

∫ KD

0

dq′q′2
∫ 1

−1

dySi(∆Q(q−(x), q′, y))]+

+
Θ(E − ω0)n

B−E
ω0

ω0M

√

1 − ω0

E

∫ 1

−1

dxq−(x)2It(E,−ω0, x)×

×[exp(−2Wq−(x)) +
Ω

4π2

∫ KD

0

dq′q′2
∫ 1

−1

dySi(∆Q(q−(x), q′, y))](23)
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Тут

q+(x) =

√

4E + 2ω0 − 4x
√

E(E + ω0) (24)

q−(x) =

√

4E − 2ω0 − 4x
√

E(E − ω0) (25)

∆Q(q±(x), q′, y) =
√

q±(x)2 + q′2 − 2q±(x)q′y (26)

Модель Дебая

В моделi Дебая ω(q) = csq, де cs – швидкiсть звуку в металi. Розгляд
такої моделi є складнiшим в порiвняннi з моделлю Айнштайна, ос-
кiльки енергетичнi поверхнi розсiяння в другому доданку фононної
поправки (23) не мають центральної симетрiї. Це є очевидним з огля-
ду на наступне. З (19) випливає, що у випадку поглинання фонону в
другому доданку можна записати таке спiввiдношення для вектора
розсiяння

q+
I (x) =

√

4E + 2csq
+
I (x) − 4x

√

E(E + csq
+
I (x)), (27)

а для випадку народження фонону

q−I (x) =

√

4E − 2csq
−
I (x) − 4x

√

E(E − csq
−
I (x)). (28)
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Рис. 1. Форма поверхнi розсiяння (штрихова лiнiя – енергетична по-
верхня пружнього розсiяння, ззовнi неї енергетична поверхня при
поглинаннi фонона, а всерединi – при народженнi фонона)(a – при
великих E, b – поступове зменшення енергiї)
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Рис. 2. Форма поверхнi розсiяння у випадку народження фонона(а
– поверхня не охоплює центр розсiяння; b – поверхня розсiяння про-
ходить через центр розсiяння)

На графiках наведено енергетичнi поверхнi кiнцевих станiв, от-
риманi з чисельних розв’язкiв рiвнянь (27), (28).

З (рис.1) випливає, що при поступовому зменшеннi енергiї елект-
рона (а саме наближеннi її до енергiї фонона) роздiлення мiж енер-
гетичними поверхнями розсiяння у випадку народження i поглинан-
ня фонона зростає. При певному значеннi енергiї внутрiшня поверх-
ня перестає охоплювати центр розсiяння. Внаслiдок такої поведiнки
q−I (x) буде складатись з двох розв’язкiв q−I(1)(x) (внутрiшня частина

кута 6 (Xmax, 0, Xmax) (рис.2a)) та q−I(2)(x) (зовнiшня частина кута
6 (Xmax, 0, Xmax) (рис.2a)), а межi iнтегрування за косинусом кута
розсiяння змiняться з iнтервалу [−1, 1] на [Xmax, 1] (див.рис.2a).

Умову такого переходу легко знайти, використавши для цього
рис.2b. Як видно з рисунку, в момент цього переходу Xmax = 0.

Отже, умова переходу запишеться

E = 2c2
s (29)

Знаходження третього доданку в (23) є простiшим. З (19) випли-
ває, що у випадку поглинання фонона

q+
II(x, q′) =

√

4E + 2csq′ − 4x
√

E(E + csq′), (30)

а для випадку народження фонона

q−II(x, q′) =

√

4E − 2csq′ − 4x
√

E(E − csq′). (31)
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Знаючи поведiнку енергетичних поверхонь кiнцевих станiв та ви-
користовуючи (27-31), отримаємо наступне спiввiдношення для фо-
нонної поправки в рамках моделi Дебая

PhIt(E) =

∫ 1

−1

Si(
√

4E(1 − x))[exp(−2W√
4E(1−x)

) − 1]It(E, 0, x)dx+

+
1

csM

∫ 1

−1

dxΘ(q+
I (x) − KD)[1 + nB−E

csq+
I

(x)
]q+

I (x)exp(−2Wq+
I

(x))×

×

√

1 +
csq

+
I (x)

E
It(E, csq

+
I (x), x)+

+
1

csM

∫ 1

Xa

dxΘ(q−I(1)(x) − KD)nB−E

csq−

I(1)
(x)

q−I(1)(x)exp(−2Wq−

I(1)
(x))×

×

√

1 −
csq

−
I(1)(x)

E
It(E, csq

−
I(1)(x), x)+

+
Θ(2c2

s − E)

csM

∫ 1

Xa

dxΘ(q−I(2)(x) − KD)nB−E

csq−

I(2)
(x)

q−I(2)(x)×

× exp(−2Wq−

I(2)
(x))

√

1 −
csq

−
I(2)(x)

E
It(E, csq

−
I(2)(x), x)+

+
Ω

4π2csM

∫ KD

0

dq′[1 + nB−E
csq′ ]q′

√

1 +
csq′

E

∫ 1

−1

dxq+
II(x, q′)×

×It(E, csq
+
II(x, q′), x)

∫ 1

−1

dySi(∆Q(q+
II(x, q′), q′, y))]+

+
Ω

4π2csM

∫ min(KD ,E/cs)

0

dq′nB−E
csq′ q′

√

1 − csq′

E

∫ 1

−1

dxq−II(x, q′)×
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×It(E, csq
−
II(x, q′), x)

∫ 1

−1

dySi(∆Q(q−II(x, q′), q′, y))] (32)

Тут

Xa =







−1, E > 2c2
s

0, E = 2c2
s

Xmax, E < 2c2
s

(33)

Величина Xmax визначається з чисельного розв’язку рiвняння (27)
при E < 2c2

s.

Висновки

Отже, нами отримано спiввiдношення, що дозволяють враховува-
ти динамiчнi властивостi iонної пiдсистеми у розрахунках густини
станiв електронiв провiдностi в невпорядкованому металi. Фононнi
поправки є малими величинами, тому загальна картина поведiнки
густини станiв буде вiдповiдати випадку пружнього розсiяння окрiм
дiлянок з енергiєю близько до нуля (порядку максимальної енергiї
фонону) та поблизу резонансних енергiй в перехiдних металах.
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