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Статистичний опис iонної системи в iонному пористому се-
редовищi

М.Ф. Головко, Ю.Л.Блажиєвський

Анотацiя. Обчислено вiльну енергiю системи точкових iонiв у пори-
стiй iоннiй матрицi. Розрахунки виконано в наближеннi хаотичних
фаз i врахованi також внески вiд перших вiрiальних коефiцiєнтiв.
Показано, що “замороженiсть” iонiв пористого середовища приво-
дить до кiлькiсних i якiсних змiн термодинамiчних характеристик.
Зокрема, внаслiдок “замороження” iонiв пористої матрицi вiльна ене-
ргiя системи зменшується порiвняно з вiльною енергiєю двосортної
системи iонiв рiзної валентностi.

Statistical description of an ion system in ion porous media

M.F. Holovko, Yu. L. Blazhyevskyi

Abstract. Free energy for a system of point ions in porous ion matrix is
calculated. The calculations are made in the random phase approxima-
tion. The contributions from the first virial coefficients are also taken into
account. The ‘quenchedness’ of porous ion medium is shown to provide
for quantitative and qualitative changes of the thermodynamic charac-
teristics. In particular, due to the ‘quenching’, the free energy of the
system decreases in comparison with that of the two-sort system with
ions of different valency.
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1. Вступ

У сучаснiй статистичнiй фiзицi актуальними є дослiдження струк-
турних i термодинамiчних характеристик системи взаємодiючих ча-
стинок у пористих середовищах. Властивiстю пористого середовища
є майже незмiнне положення його частинок у просторi, що дає змо-
гу вважати середовище частково “замороженим”. Тодi поправку ∆F
на взаємодiю до вiльної енергiї системи частинок можна означити
формулою [1]

∆F = −θ〈lnQ1〉2, (1.1)

де θ−статистична температура, Q1− конфiгурацiйний iнтеграл сис-
теми частинок у зовнiшньому полi, що створюється порами, символ
〈· · ·〉2 означає усереднення за гiббсiвським розподiлом частинок по-
ристої пiдсистеми. Як вiдомо, знаючи вiльну енергiю системи, окрiм
термодинамiчних характеристик, функцiональним диференцiюван-
ням можна знайти також функцiї розподiлу [2]. Звичайно для роз-
рахунку (1.1) використовують метод реплiк [3]. Зокрема в [4, 5] на
основi цього методу проаналiзовано вплив пористостi на потенцiали
ефективної взаємодiї точкових частинок. Аналогiчнi проблеми для
просторово-неоднорiдних систем розглянуто в [6].

У цiй працi ми розглянемо систему заряджених частинок. Для об-
числення ∆F ми використаємо метод континуального iнтегрування
(своєрiдний варiант вiдомого методу колективних змiнних [2]).

2. Загальнi спiввiдношення

Розглянемо модельну систему з N1 точкових iонiв iз зарядом e1 в
пористiй матрицi з N2 частинок. Потенцiальна енергiя такої системи
iонiв має вигляд

U =
1

2

∑

1≤j<l≤N1

e21
|xj − xl|

+
∑

1≤j≤N1

e1Φ(xj),

де xj−координати iона, Φ(xj)−потенцiал поля частинок пористого
середовища в точцi xj . Якщо використати представлення Фур’є, то
формула для U набуває вигляду

U =
1

2

∑

k

4πe21
V k2

(XkX−k −N1) +
∑

k

e1
V

ΦkXk, (2.1)
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тут V− повний об’єм системи N1 iонiв i N2 частинок пористого се-
редовища, Xk =

∑
1≤j≤N1

eikxj , а e1Φk− коефiцiєнти фур’є енергiї вза-

ємодiї iона з усiма частинками пор.
Конфiгурацiйний iнтеграл Q1 системи означають формулою:

Q1 =

∫
d3N1x

V N1

e−U/θ.

Беручи до уваги (2.1), запишемо

Q1 = (2.2)

=

∫
d3N1x

V N1

exp

{
−

1

2

∑

k

4πe21
θV k2

(XkX−k −N1)−
∑

k

e1
θV

ΦkXk

}
.

Розрахунок Q1 методом континуального iнтегрування базується
на застосуваннi гаусiвського перетворення

exp

(
−

1

2

n∑

s=1

a2
s

)
=

1

(2π)n/2

+∞∫

−∞

∏

s

dxs exp

n∑

s=1

(
−

1

2
x2

s + iasxs

)
.

Ввiвши позначення

u2
k =

4π

θV k2
, (2.3)

бачимо, що в (2.2) експоненту з квадратичними за Xk показником
можна представити у виглядi

e
− 1

2

P

k

u2

ke2

1
XkX

−k

=

= const

∫ ∏

k

dρke
− 1

2

P

k

ρkρ
−k

exp
∑

k

iuke1ρkXk. (2.4)

Нормуючу постiйну в (2.4) визначають з умови

const

∫ ∏

k

dρke
− 1

2

P

k

ρkρ
−k

= 1.

Використавши цi спiввiдношення, неважко переконатись, що конфi-
гурацiйний iнтеграл системи точкових iонiв у зовнiшньому полi мо-
жна описати формулою:
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Q1 = e
1

2

P

k

N1u2

ke2

1

const
∫

(
∏

k

dρk)e
- 1

2
P

k

ρkρ
−k

×

×

[∫
dx
V

exp

{
∑

k

eikx

(
iuke1ρk −

e1
θV

Φk

)}]N1

.

Виконавши замiну ρk → ρk − iΦk/θV uk, будемо мати

Q1 = exp

(
1

2

∑

k

N1u
2
ke

2
1

)
const × (2.5)

∫
(
∏

k

dρk) exp

{
−

1

2

∑

k

(
ρk −

iΦk

θV uk

)(
ρ−k −

iΦ−k

θV uk

)}[
Q̃(ρk)

]N1

Q̃(ρk) =

∫
dx

V
exp

{
i
∑

k

uke1ρke
ikx

}
. (2.6)

Очевидно, що Q̃(ρk) є конфiгурацiйним iнтегралом однiєї частинки
в довiльному зовнiшньому полi ρk. Як бачимо, розрахунок Q1 зводи-
ться до усереднення степеня цього iнтеграла з гаусiвською функцiєю
розподiлу

W (ρk) = const exp

{
−

1

2

∑

k

(
ρk −

iΦk

θV uk

)(
ρ−k −

iΦ−k

θV uk

)}
. (2.7)

3. Обчислення Q1

Iнтеграл (2.6) є залежним вiд довiльної функцiї ρk. Тому розраху-
нок його можна провести, розкладаючи пiдiнтегральну експоненту в
ряд. Використаємо метод кумулянтних розвинень [7]. Обмежившись
наближенням другого кумулянта (це еквiвалентно наближенню хао-
тичних фаз), знаходимо

Q̃(ρk) = exp

{
−

1

2

∑

k

u2
ke

2
1ρkρ−k

}
. (3.1)
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Пiдставимо (3.1) в (2.5). Тодi

Q1 = exp

(
1

2

∑

k

N1u
2
ke

2
1

)
×

×

∫
(
∏

k

dρk)W (ρk) exp

{
−

1

2

∑

k

N1u
2
ke

2
1ρkρ−k

}
.

Беручи до уваги (2.7), бачимо, що iнтеграл за ρk є гаусiвським.
Пiсля його обчислення знайдемо

lnQ1 =
1

2

∑

k

{
N1e

2
1u

2
k − ln

[
1 +N1e

2
1u

2
k

]}
+

+
1

2

∑
к
N1e

2
1/θ

2V 2

1 +N1e21u
2
k

ΦkΦ−k. (3.2)

Формула (3.2) отримана в наближеннi хаотичних фаз. Якщо вра-
хувати внески в Q̃(ρk) вищих комулянтiв, то отримаємо для Q1 вiрi-
альний розклад. Враховуючи внесок лише вiд першого вiрiального
коефiцiєнта, зумовленного взаємодiєю з полем пор, (3.2) потрiбно
доповнити доданком

N1

V

∫
d3x

[
exp

(
−
e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 +N1e21u
2
k

)
− 1 +

+
e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 +N1e21u
2
k

]
−

1

2

∑

k

N1e
2
1/θ

2V 2

(1 +N2
1 e

2
1u

2
k)2

ΦkΦ−k. (3.3)

Квадратичнi за Φk доданки з (3.2) i (3.3) можна об’єднати. Тодi зна-
йдемо:

lnQ1 =
1

2

∑

k

{
N1e

2
1u

2
k − ln[1 +N1e

2
1u

2
k]
}

+

+
1

2

∑

k

(
N1e

2
1/θ

2V 2
)
N1e

2
1u

2
k

(1 +N2
1 e

2
1u

2
k)2

ΦkΦ−k +

+
N1

V

∫
d3x

[
exp

(
−
e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 +N1e21u
2
k

)
−

− 1 +
e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 +N1e21u
2
k

]
. (3.4)
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4. Усереднення ln Q1

Згiдно з (1.1) lnQ1 потрiбно усереднити за гiббсiвським розподiлом
частинок пористого середовища. Запишемо Φk у виглядi

Φk =
∑

16j6N2

e−ikrjαk(j),

де αk(j)–фур’є-зображення потенцiалу взаємодiї iона з j−тою ча-
стинкою пористого середовища, rj–координати частинок пор. Для
усереднення квадратичного за Φk доданка потрiбно розрахувати ви-
раз

〈ΦkΦ−k〉2 = (4.1)

1

Q2

∫
dγN



∑

j

αk(j)α−k(j) +
∑

j 6=l

αk(j)α−k(l)eik(rj−rl)


 e−u(γ)/θ.

Тут Q2 i u – конфiгурацiйний iнтеграл та енергiя взаємодiї частинок
пористого середовища, dγN–елемент об’єму конфiгурацiйного прос-
тору частинок пор.

Вiдзначимо, що виведення формули (4.1) не залежить вiд конк-
ретної структури N2 частинок пористої матрицi. Надалi розглянемо
випадок, коли пориста матриця мiстить N2 iонiв заряду e2. (Подiбна
модель використана в [4, 5] для дослiдження ефектiв екранування
iонних взаємодiй). Тодi αk(j) = 4π

k2 e2, dγN = d3N2r/V N2 , i формула
(4.1) набуває вигляду

〈ΦkΦ−k〉 =

(
4π

k2

)2

e22

[
N2 + (4.2)

+
1

Q2

∫
d3N2r

V N2

∑

j 6=l

eik(rj−rl) exp

(
−

1

2

∑

k

u2
ke

2
2

∑

j 6=l

eik(rj−rl)

)]
,

де

Q2 =

∫
d3N2r

V N2

exp

(
−

1

2

∑

k

u2
ke

2
2

∑

j 6=l

eik(rj−rl)

)
,

а uk визначається формулою (2.3).
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Легко переконатись, що другий доданок у квадратних дужках
виразу (4.2) можна представити у виглядi

−
2

e22

1

Q2

δ

δu2
k

Q2. (4.3)

де δQ2

δu2

k

–функцiональна похiдна за u2
k. Обчислення конфiгурацiйного

iнтеграла Q2 аналогiчне до описаного в попередньому роздiлi розра-
хунку Q1. Зокрема, у наближеннi хаотичних фаз отримуємо

Q2 = exp

{
1

2

∑

k

(
N2e

2
2u

2
k − ln

[
1 +N2e

2
2u

2
k

])
}
. (4.4)

З цих формул знаходимо, що

〈ΦkΦ−k〉2 =
N2u

4
ke

2
2(θV )2

1 +N2e22u
2
k

. (4.5)

Введемо позначення

κ
2
1 =

4πN1e
2
1

θV
,κ2

2 =
4πN2e

2
2

θV
. (4.6)

Тодi середнє значення другого доданка в (3.4) матиме вигляд

I1 =
1

2

∑

k

κ
2
2

k2 + κ
2
2

(
κ

2
1

k2 + κ
2
1

)2

.

Обчисливши суму за k, знайдемо

I1 =
V

16π

κ
2
2κ

3
1

(κ1 + κ2)2
. (4.7)

Обчислимо середнє двох останнiх доданкiв у формулi (3.4)

I2 =

〈
N1

V

∫
d3x

(
−1 +

e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 +N1e21u
2
k

)〉

2

.

Беручи до уваги означення Φk i формули (4.6), будемо мати:

I2 = −N1 +

〈
N1

V

∫
d3x

4πe1e2
θV

∑

k

eikx

N2∑

j=1

eikrj

k2 + κ
2
1

〉

2

.
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Оскiльки 1
V

∫
d3xeikx = δk,0, то

I2 = −N1 +N1N2
4πe1e2
θV κ

2
1

= −N1 +N2
e2
e1

= −N1

(
1 −

N2e2
N1e1

)
. (4.8)

Розглянемо електронейтральну систему, коли N1e1 +N2e2 = 0. Тодi

I2 = −2N1 (4.9)

Обчислимо середнє вiд "експонентного"доданка в (3.4), тобто

I3 =

〈
N1

V

∫
d3x exp

(
−
e1
θV

∑

k

eikx
Φk

1 + κ
2
1/k

2

)〉

2

. (4.10)

Враховуючи означення Φk,для iонної пористої матрицi матимемо

I3 =

〈
N1

V

∫
d3x exp


−

e1
θV

∑

k

γk(x)
∑

j

eikrj



〉

2

,

γk(x) = eikx
4πe1

k2 + κ
2
1

. (4.11)

Для обчислення середнього потрiбно розрахувати iнтеграл

J =

∫
d3N2r

V N2

exp



−β

∑

j 6=l

e2

rjl
−

e2
θV

∑

k

γk(x)
∑

j

eikrj



 . (4.12)

а).Наближення хаотичних фаз.
Повторивши обчислення, аналогiчнi до наведених в роздiлах 2,3

(спiввiдношення (2.1)-(3.2)), отримаємо

J = exp

{
1

2

∑

k

(
N2e

2
2u

2
k − ln

[
1 +N2e2u

2
k

])
+

+
1

2

∑

k

N2e
2
2θ

2V 2

1 +N2e22u
2
k

γk(x)γ−k(x)

}
.

Можна переконатись, що в цьому наближеннi

I
(х.ф)
3 = N1 exp

{
1

2

∑

k

κ
2
2k

2

k2 + κ
2
2

κ
2
1

(k2 + κ
2
1)2

1

N1

}
. (4.13)
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Оскiльки N1 → ∞, то бачимо, що

I
(х.ф)
3 = N1 +

1

2

∑

k

κ
2
2κ

2
1k

2

(k2 + κ
2
2)(k2 + κ

2
1)2

.

Обчисливши суму за k, отримаємо

I
(х.ф)
3 = N1 +

V

16π

κ
2
2κ

3
1

(κ1 + κ2)2

(
1 + 2

κ2

κ1

)
.

Ведемо позначення

q2 =
κ

2
2

κ
2
1

=
N2e

2
2

N1e21
. (4.14)

Тодi формула набуває вигляду

I
(в.к.)
3 = N1 +

V

16π
κ

3
1

q2

(1 + q)2
(1 + 2q). (4.15)

б) Врахування вiрiального коефiцiєнта.
Якщо при обчисленнi (4.12) врахувати ще перший вiрiальний ко-

ефiцiєнт (спричинений дiєю N1 зарядiв на частинки пористого сере-
довища), то знаходимо, що

I
(в.к)
3 = (4.16)

=
N1

V

∫
d3x exp

{
N2

V

∫
d3r

[
exp

(
−
e2
θV

∑

k

eikr
γk(x)

1 +N2e22u
2
k

)
−

−1+
e2
θV

∑

k

eikr
γk(x)

1 +N2e22u
2
k

]
−

1

2

∑

k

N2e
2
2/θ

2V 2

(1 +N2e22u
2
k)2

γk(x)γ−k(x)

}
.

Звернемо увагу на те, що вираз у фiгурних дужках цього спiввiдно-
шення збiгається з формулою (3.3), якщо в нiй замiнити N1 на N2,
e1 на e2, а Φk на γk(x).

Оскiльки, як видно з (4.11), γk(x) пропорцiйна до eikx, то в iнте-
гралi за r можна зробити замiну змiнних r → r−x. Отже, в пiдiнте-
гральному виразi зникає залежнiсть вiд x, i iнтеграл за x дорiвнює
об’єму системи V . Тодi з (4.11), (4.16) отримаємо

I
(в.к)
3 = N1 exp

[
−

κ
2
1κ

2
2

2N1

∑

k

k4

(k2 + κ
2
1)2(k2 + κ

2
2)2

]
×

× exp
N2

V

∫
d3r

(
exp

[
−

4πe2e1
θV

∑

k

eikr
k2

(k2 + κ
2
1)(k2 + κ

2
2)

]
− 1

)
,
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де κ1, κ2 означенi формулою(4.6). Тут враховано, що

1

V

∫
d3r

∑

k

eikr
γk(x)

1 +N2e22u
2
k

= 0.

Оскiльки N1 → ∞, то бачимо, що

I
(в.к)
3 = N1 exp

[
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)]
×

×

(
1 −

κ
2
1κ

2
2

2N1

∑

k

k4

(k2 + κ
2
1)

2(k2 + κ
2
2)2

)
=

= N1 exp

[
N2

V

∫
d3r (exp−G(r) − 1)

]
− (4.17)

−
κ

2
1κ

2
2

2

∑

k

k4

(k2 + κ
2
1)2(k2 + κ

2
2)2

×

× exp
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
,

де

G(r) =
4πe1e2
θV

∑

k

eikr
k2

(k2 + κ
2
1)(k2 + κ

2
2)
. (4.18)

Обчисливши в (4.17) суму за k, будемо мати

I
(в.к)
3 = N1 exp

N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
− (4.19)

−
V

16π

κ1κ
2
2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2) exp

N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
.

Скориставшись позначенням (4.14),одержимо

I3 = N1 +
V

16π

κ
3
1q

2

(1 + q)2
(1 + 2q) +N1F −

−
V

16π

κ
3
1q

2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)F, (4.20)

F = exp
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
. (4.21)
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Пiдсумовуючи викладене вище, знаходимо, що середнє значення
lnQ1 дорiвнює сумi першого доданка у формулi (3.4) та виразiв I1,
I2, I3( формули (4.7),(4.9),(4.20)). Таким чином,

〈lnQ1〉2 =
V

12π
κ

3
1 +

V

8π
κ

3
1

q2

1 + q
−N1 +N1F −

−
V

16π
κ

3
1

q2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)F, (4.22)

де F визначається формулою (4.21)
Звернемо увагу, що першi два доданки формули (4.22) збiгають-

ся з результатом, отриманим у наближеннi хаотичних фаз [8].Решта
доданкiв зумовлена врахуванням при обчисленнi (1.1) перших вiрi-
альних коефiцiєнтiв. Цi доданки можна дещо спростити. Для цього
розглянемо G(r). Обчисливши в (4.18) суму за k, знайдемо

G(r) =
e1e2
θ

1

κ
2
1 − κ

2
2

1

r

(
κ

2
1e

−κ1r − κ
2
2e

−κ2r
)
. (4.23)

Зробимо в (4.21) замiну змiнних r → z/κ2. Переконаємось , що
пiсля цього

F = exp



 1

γ2

∞∫

0

dzz2
(
e−G(z) − 1

)


 , (4.24)

G(z) = − (γ1γ2)
1/2 q1/2

1 − q2
1

z

(
e−

z
q − q2e−z

)
, (4.25)

тут γ1 = κ1
e2

1

θ = κ1d1, γ2 = κ2
e2

2

θ = κ2d2 – параметри неiдеальностi

iонних пiдсистем (d1 =
e2

1

θ , d2 =
e2

2

θ – радiуси Б’єрума).

5. Вiльна енергiя

Враховуючи спiввiдношення (1.1)та (4.22), отримуємо формулу для
вiльної енергiї системи точкових iонiв у iоннiй пористiй матицi. Зва-
жаючи на те, що V κ

3
1/4πγ1 = N1, можемо представити ∆F у виглядi

∆F = −
θV

12π
κ

3
1 +

θV

4π
κ

3
1

[
1

γ1
−

q2

2(1 + q)

]
−

−
θV κ

3
1

4π

[
1

γ1
−

1

4

q2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)

]
F. (5.1)
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Цей вираз можна записати iнакше. Введемо позначення κ
2
0 =

4π
θV (N1e

2
1 + N2e

2
2) (κ−1

0 є радiусом екранування взаємодiї усiх iонiв
системи). Тодi κ

3
1 = κ

3
0/(1 + q2)3/2. Отримуємо:

∆F = −
θV

12π
κ

3
0(ψ1 + ψ2), (5.2)

де

ψ1 =
1

(1 + q2)3/2

(
1 −

3

γ1
+

3

4

q2

(1 + q)

)
, (5.3)

ψ2 =
3

(1 + q2)3/2

(
1

γ1
−

1

4

q2

(1 + q)3
(
1 + 3q + q2

))
F. (5.4)

Функцiя F означена формулою (4.24). Подамо її у виглядi

F = exp

{
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)}
) ≡ eΦ, (5.5)

a G(r)означена формулою (4.23). Легко бачити, що

Φ =
1

γ2

∞∫

0

dz z2

{
exp

[
γ2

q2
1

1 − q2
1

z

(
e−

z
q − q2e−z

)]
− 1

}
. (5.6)

Тут враховано, що γ2/γ1 = q5.
Параметр q характеризує ступiнь пористостi системи. При малих

значеннях q одержимо, що Φ → 0. Тому функцiю F можна розвинути
в ряд. Зберiгаючи лише першi члени розкладу, отримаємо замiсть
(4.22) формулу

〈lnQ1〉2 =
V

12π
κ

3
1 +

V

16π
κ

3
1

q2

(1 + q)3
(1 + q + q2) +

+ N1Φ −
V

16π
κ

3
1

q2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)Φ. (5.7)

Вiдповiдно до цього

∆F = −
θV

12π
κ

3
0(Ψ1 + Ψ2), (5.8)

де

Ψ1 =
1

(1 + q2)3/2

(
1 +

3

4

q2

(1 + q)3
[
1 + q + q2

])
;
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Ψ2 =
3

(1 + q2)3/2

[
1

γ1
−
q2

4

1 + 3q + q2

(1 + q)3

]
Φ,

а функцiя Φ визначається формулою (5.5). Вираз − θV
12π κ

3
0 є вiдомою

дебаєвською поправкою на взаємодiю до вiльної енергiї двосортної
iонної системи частинок. Внаслiдок "замороженостi"частини iонiв
цей вираз набуває вигляду (5.8). Як бачимо, Ψ1не залежить вiд тем-
ператури i об’єму системи. Це означає, що при нехтуванi Ψ2 вра-
хування пористостi приводить лише до кiлькiсних змiн термодина-
мiчних характеристик. Ψ2 залежить вiд температури i об’єму, що
спричиняє якiснi змiни цих характеристик. Конкретнi розрахунки
наведено в наступнiй працi.
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