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Аннотация 

Введение. В системах цифровой связи широко применяются сигналы, построенные на основе ансамблей 

кодовых последовательностей. При разработке этих систем наибольшее внимание уделяется анализу, 

синтезу и реализации ансамблей периодических сигналов. Разработаны и используются теоретические 

методики синтеза ансамблей периодических сигналов. Значительно меньше результатов получено в 

области построения ансамблей апериодических сигналов с заданными корреляционными свойствами. 

Теоретические методики синтеза таких ансамблей сигналов практически отсутствуют. 

Цель работы. Построение минимаксных ансамблей апериодических кодов Голда, которые обладают од-

ним из лучших среди известных бинарных кодов соотношением длины кодов и объема ансамбля. 

Материалы и методы. Для построения минимаксного ансамбля используются направленный перебор и 

метод дискретного выбора лучшего ансамбля на основе безусловного критерия предпочтения. 

Результаты. В статье описан алгоритм формирования полных и неполных минимаксных ансамблей апери-

одических кодов Голда с заданными длиной и объемом ансамбля. Приведены параметры и вид авто- и 

взаимно корреляционных функций для ряда полученных ансамблей. Выполнено сравнение результатов 

статьи с известными результатами для ансамблей периодических кодов Голда в части роста минимаксных 

значений корреляционных функций в зависимости от длины кодов и объема ансамблей. 

Заключение. Разработанные алгоритмы, в отличие от известных, позволяют конструировать как полные 

ансамбли, так и ансамбли, учитывающие ограничение их объема. Кроме того, данные алгоритмы могут 

быть распространены на задачи построения ансамблей из других семейств, например собранных из кодо-

вых последовательностей, принадлежащих различным семействам.  

Ключевые слова: апериодические последовательности Голда, минимаксные ансамбли 

Для цитирования: Зубарев В. Ю., Пономаренко Б. В., Шанин Е. Г., Вострецов А. Г. Построение минимакс- 

ных ансамблей апериодических кодов Голда // Изв. вузов России. Радиоэлектроника. 2020. Т. 23, № 2.  

С. 26–37. doi: 10.32603/1993-8985-2020-23-2-26-37 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 

Статья поступила в редакцию 01.11.2019; принята к публикации после рецензирования 13.03.2020; 

опубликована онлайн 29.04.2020 

© Зубарев В. Ю., Пономаренко Б. В., Шанин Е. Г., Вострецов А. Г., 2020 

Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 License 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License 

 



Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2020. Т. 23, № 2. С. 26–37 

Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2020, vol. 23, no. 2, pp. 26–37 

 

27 Построение минимаксных ансамблей апериодических кодов Голда 

Formation of Minimax Ensembles of Aperiodic Gold Codes 

 

Radio-Engineering Means of Transmission, Reception and Processing of Signals 

Original article 

Formation of Minimax Ensembles of Aperiodic Gold Codes 

Vladimir Yu. Zubarev1, Boris V. Ponomarenko1, Evgeniy G. Shanin1, Aleksey G. Vostretsov 2,3 

1Navigator Company, St Petersburg, Russia 

2Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

3Chinakal Institute of Mining of the Siberian Branch of the RAS, Novosibirsk, Russia 

 irk@navigat.ru 

Abstract 

Introduction. Signals constructed on the basis of ensembles of code sequences are widely used in digital com-

munication systems. During development of such systems, the most attention is paid to analysis, synthesis and 

implementation of periodic signal ensembles. Theoretic methods for synthesis of periodic signal ensembles are 

developed and are in use. Considerably fewer results are received regarding construction of aperiodic signal 

ensembles with given properties. Theoretical methods for synthesis of such ensembles are practically nonex-

istent. 

Aim. To construct aperiodic Gold code ensembles with the best ratios of code length to ensemble volume 

among the most known binary codes. 

Materials and methods. Methods of directed search and discrete choice of the best ensemble based on uncon-

ditional preference criteria are used. 

Results. Full and truncated aperiodic Gold code ensembles with given length and ensemble volume were construct-

ed. Parameters and shape of auto- and mutual correlation functions were shown for a number of constructed en-

sembles. Comparison of the paper results with known results for periodic Gold code ensembles has been conducted 

regarding growth of minimax correlation function values depending on code length and ensemble volume. 

Conclusion. The developed algorithms, unlike the known ones, make it possible to form both complete ensem-

bles and ensembles taking into account the limitation of their volume. In addition, the algorithms can be ex-

tended to the tasks of forming ensembles from other families, for example, assembled from code sequences 

belonging to different families. 
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Введение. В радиосистемах передачи дис-

кретных сообщений, радиолокационных и радио-

навигационных системах широко используются 

сигналы, построенные на основе ансамблей кодо-

вых последовательностей (КП). Выбор таких ан-

самблей с хорошими корреляционными свой-

ствами является растущей областью исследова-

ний для этих систем [1]. 

Наибольшее внимание исследователей сосре-

доточено на построении ансамблей полифазных и 

комплементарных КП, последовательностей с 

нулевой зоной корреляции [1]. При этом исполь-

зуются аналитические методы синтеза [2–4], а 

также генетические алгоритмы [5], эволюцион-

ные алгоритмы [6] и различные модификации 

этих вычислительных процедур [7]. В то же вре-

мя у комплементарных КП есть ряд ограничений, 

в том числе на количество последовательностей в 

наборе, доступные длины КП, а также требование 

линейности усилителей мощности при реализа-

ции. Последнее справедливо и для полифазных 

КП. Поэтому не снижается интерес к бинарным 

КП. Однако отмечается [1], что "проектирование 

семейств последовательностей желаемого разме-

ра, длины последовательности и апериодических 

свойств – все еще открытая проблема", решение 

которой является важным для различных цифро-

вых систем. 
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В современных радиосистемах используются 

как периодические, так и апериодические дис-

кретные сигналы. При их одновременной переда-

че в общей полосе частот стремятся к минимиза-

ции взаимных помех, что сводится, например, 

к использованию минимаксных ансамблей КП, 

т. е. ансамблей КП, оптимальных по минимакс-

ному критерию [8]. 

Для периодических дискретных сигналов из-

вестны методы синтеза минимаксных ансамблей 

КП [8], а также оценки значений периодических 

автокорреляционных функций (ПАКФ) и перио-

дических взаимно корреляционных функций 

(ПВКФ), достижимых минимаксными ансамбля-

ми. Для ансамблей апериодических КП "в насто-

ящее время не только нет регулярного метода 

синтеза бинарных фазоманипулированных сигна-

лов, оптимальных по минимаксному критерию, 

но даже нельзя ответить на вопрос, насколько 

известные сигналы с большим числом позиций N 

близки к оптимальным" [9]. 

Более того, как указывается в [9], и для оди-

ночных апериодических КП, несмотря на интен-

сивные исследования, все известные методы син-

теза содержат в качестве одного из этапов пере-

бор. К этим методам относят, в частности [9, 10]: 

1. Метод направленного перебора. Этим ме-

тодом были найдены все бинарные последова-

тельности Баркера, троичные апериодические 

квазиортогональные КП, в том числе троичные 

последовательности Баркера с 31.N   Значение 

минимума пикового уровня боковых лепестков 

апериодической автокорреляционной функции 

(ААКФ) определено до 105N   [11]. 

Метод направленного перебора предусматри-

вает два этапа. Первый этап ориентирован на 

сужение области перебора и состоит в формули-

ровке необходимых условий существования и 

допустимых комбинаторных соотношений пара-

метров. Второй заключается в разработке эффек-

тивных переборных алгоритмов. 

2. Метод синтеза апериодических КП на ос-

нове периодических. Идея метода основана на 

взаимосвязи ААКФ  a m  с ее периодическим 

аналогом ПАКФ  p .m  Если 

  maxp pmax ;m      1,  2,  ,  1,m N    

то легко получить оценку    
max maxa p1 2 .m    

Таким образом, последовательности с "хороши-

ми" ААКФ могут быть найдены только среди по-

следовательностей с "хорошими" ПАКФ [12]. 

Метод также состоит из двух этапов. Первый 

заключается в поиске КП с "хорошей" ПАКФ, 

второй – в поиске оптимальных по минимаксному 

критерию начальных условий. С помощью этого 

метода найдены оптимальные по минимаксному 

критерию бинарные и троичные последователь-

ности. 

3. Синтез сигналов КП по заданной ААКФ. В 

зависимости от используемого критерия и спосо-

ба вычисления отклонений выделяют [9]: 

– метод равномерного приближения; 

– метод минимума среднеквадратического от-

клонения; 

– метод покоординатного спуска; 

– метод минимума среднестепенного откло-

нения; 

– асимптотический метод синтеза. 

Все эти методы относятся к числу итерацион-

ных и включают в себя трудоемкий переборный 

процесс. Лучшие результаты синтеза бинарных 

последовательностей с 901N   существенно ус-

тупают по уровню минимаксных боковых лепест-

ков ААКФ последовательностям, синтезирован-

ным одним из ранее упомянутых методов. 

В [9] отмечено, что проблемы усовершенствова-

ния этих методов состоят в синтезе КП с "хорошей" 

ПАКФ и сокращении времени на этапе перебора. 

Постановка задачи. Метод построения апе-

риодических КП на основе периодических может 

быть использован и для построения минимакс-

ных ансамблей апериодических КП. 

Для минимаксных ансамблей бинарных пери-

одических КП известны оценки 
maxp  в зависимо-

сти от длин кодов N и объемов ансамблей K. Для 

ряда популярных ансамблей такие оценки приве-

дены в [12] (табл. 1). Из табл. 1 следует, что для 

больших K, близких к N, целесообразно, в част-

ности, использование кодов Голда. Например, 

требуемому объему ансамбля с 100K   удовле-

творяют только коды Голда с длиной 127N   и 

выше и ансамбли Касами с длиной 1023N   и 

выше. Этим обусловлен выбор в данной статье 

ансамбля кодов Голда для последующего постро-

ения минимаксного ансамбля апериодических 

КП, несмотря на то что для периодических кодов 

Голда оценка 
maxp  несколько хуже, чем для дру-

гих ансамблей из табл. 1. 
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Настоящая статья посвящена построению 

минимаксных ансамблей апериодических кодо-

вых последовательностей Голда с объемом, близ-

ким к длине кода. Отметим, что ансамбли Голда 

пользуются большой популярностью в современ-

ных системах множественного доступа с кодовым 

разделением (CDMA), к которым, в частности, 

относятся системы GPS, UMTS и др. [13]. Они 

используются для разделения данных, передавае-

мых по линии связи между различными абонента-

ми, как расширяющие последовательности, преоб-

разующие информационный сигнал в широкопо-

лосный, для синхронизации приема информаци-

онных посылок. 

Пусть  ,0 ,1 , 1,  ,  ,  ki ki ki ki Na a a a  – k-я 

бинарная апериодическая КП длиной N, принад-

лежащая i-му ансамблю Голда   ,k i
a  

1,  ,  ;k K  Gold1,  ,  .i N  Нормированная 

ААКФ последовательности kia  определяется как 

[12]: 

 

1

, , 2

a, 1

, , 2
0

1
,  0;

1
,  0,

N

ki j ki j m
j mki

kki N m

ki j ki j m
jki

a a m

m

a a m






 








  











a

a

 

где kia  – евклидова норма, одинаковая для всех 

кодовых векторов ;kia  
2

ki Ea  – энергия каж-

дой из кодовых последовательностей .kia  

Нормированная АВКФ двух последователь-

ностей одинаковой длины kia  и lia  равна 

 

1

, , 

a, 1

, , 
0

1
,  0;

1
,  0.

N

ki j li j m
ki li j m

kli N m

ki j li j m
ki li j

a a m

m

a a m






 








  











a a

a a

 

Пусть 

 , , max ,  0kk i a ki
m

R m m    

– пиковый уровень боковых лепестков k-й ААКФ 

i-го ансамбля апериодических КП Голда;

 
 

 , a, max ,kl i kli
m

Q m   k l  

– максимальное значение модуля АВКФ последо-

вательностей kia  и .lia  Для i-го ансамбля найдем 

пару значений: , max ,kk i
k

R  которое достигается 

при некоторой КП с номером 1,k j  и , 
,

max ,kl i
k l

Q  

Таблица 1. Характеристики ансамблей псевдослучайных последовательностей 

Table 1. Characteristics of pseudo-random sequence ensembles 

Ансамбль Длина  N  Объем  K  

Квадрат максимума бокового 

лепестка АКФ  
max

2

p
  

Голд 
2 1,n   0mod4;n   

7, 31, 63, 127, 511, 1023 
2 2 1nN     

 
2

2

2 1 1 2
,

N

NN

   
  

n – нечетное; 

 
2

2

2 1 1 4
,

N

NN

   
  

n – четное 

Касами 
2 1,n   n – четное; 

15, 63, 255, 1023 
1N   

 
2

2

1 1 1N

NN

 
  

Объединение Касами 

и бент-последовательностей 
2 1,n   0mod4;n   

15, 255 
2 1 1N    

 
2

2

1 1 1N

NN

 
  

Камалетдинов 1 
 1 ,p p   p – простое; 

42, 110, 343, 506, 930 

4 1 3
1

2

N
p N

 
    

 
2

2

3 1p

NN


  

Камалетдинов 2 
 1 ,p p   p – простое; 

12, 56, 132, 380, 552, 930 

4 1 3
1

2

N
p N

 
    

 
2

2

1 1p

NN


  
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которое достигается при некоторой паре КП с 

номерами 2 ,k j  3.l j  Минимаксным ансам-

блем  ,kMa  1,  ,  ;k K  0,  ,  1M N   при 

заданных значениях K и N будем называть ан-

самбль, выбранный следующим образом: 

1) для каждого i-го ансамбля определяется 

пара значений , max kk i
k

R  и , 
,

max ;kl i
k l

Q  

2) на основе алгоритма двухкритериального 

выбора [17] находится ансамбль ,i M  имеющий 

наилучшую по указанному алгоритму пару зна-

чений , max kk i
k

R  и ,
,

max .kl M
k l

Q  

Как следует из табл. 1, полный объем ансамбля 

Голда 2.K N   В настоящей статье рассмотрены 

как полные, так и неполные минимаксные ансам-

бли объемом c ,K K  необходимые в ряде практи-

ческих приложений. Включенные в рассмотрение 

неполные минимаксные ансамбли образованы из 

полного минимаксного ансамбля Голда с номером 

i M  отбрасыванием cK K  последовательно-

стей с наибольшими значениями , .kk MR  

Алгоритм построения минимаксного ан-

самбля апериодических кодов Голда. Исходя из 

приведенного определения, далее рассмотрена 

процедура построения минимаксного ансамбля, 

состоящая из следующих операций: 

– формирование ансамблей кодов Голда; 

– выбор из множества ансамблей Голда луч-

шего на основе алгоритма двухкритериального 

выбора [17]. 

Для построения ансамбля кодов Голда в соот-

ветствии с методом Голда [14] выбирают пары 

образующих m-последовательностей на основе 

свойств полиномов. Каждой m-последовательности 

длины 2 1N n  (n – целое) соответствует свой 

примитивный полином степени n. Примитивные 

полиномы приводятся в таблицах [15], их количе-

ство равно  2 1 ,nP n   где  x  – функция 

Эйлера (количество натуральных чисел, меньших x 

и взаимно простых с x). Количество несовпадаю-

щих пар m-последовательностей, построенных по 

примитивным полиномам, равно  2
a 2.N P P   

Ансамбли Голда можно получить не для всех 

комбинаций m-последовательностей определен-

ной длины. Для генерации кодов Голда выбирают 

предпочтительные пары m-последовательностей. 

Алгоритм их поиска заключается в следующем: 

– находят все примитивные полиномы степе-

ни n, которые образуют m-последовательности; 

– каждую из полученных m-последователь-

ностей децимируют представленными далее коэф-

фициентами децимации q; 

– из полученных после децимации m-последо-

вательностей с помощью алгоритма Берлекэмпа–

Мэсси [16] находят порождающие их полиномы; 

– отбрасывают зеркальные копии полученных 

пар полиномов. 

Оставшиеся пары и являются предпочтитель-

ными парами. 

Для получения коэффициента децимации ис-

пользуется существующая между корнями некото-

рых примитивных полиномов связь: корни одного 

полинома  rf x  являются q-ми степенями корней 

другого полинома   ,lf x  причем число q – взаим-

но простое с N. Тогда m-последовательность ,lM  

порождаемая полиномом   ,lf x  может быть обра-

зована выборкой каждого q-го элемента из m-по-

следовательности .rM  

Значения коэффициентов децимации q приво-

дят к образованию предпочтительных пар, если 

удовлетворяют одному из следующих условий:

2 1kq    или 
22 2 1,k kq     где  1 / 2,k n   

а наибольший общий делитель чисел k и n 

 НОД , 1.k n   

При определении пар m-последовательностей 

для построения ансамбля Голда не рассматрива-

лись ансамбли на основе циклических сдвигов 

исходных m-последовательностей. Перебор сдви-

нутых КП может служить дополнительным ре-

зервом для оптимизации. 

Рассмотрим задачу составления предпочти-

тельных пар m-последовательностей на примере 

последовательности длиной 127,N   порождае-

мой примитивным полиномом степени 7.n   Для 

7n   имеется 18 примитивных полиномов, де-

вять из которых приведены в [15]. Другие девять 

являются их зеркальными полиномами. Всем 18 

полиномам соответствуют взаимно-обратные m-по-

следовательности – пары m-последовательностей, 

связанные коэффициентом децимации 

 2 1 2  mod .jq N N     

Таким образом, по степени примитивного по-

линома n определяются все возможные ансамбли 

кодов Голда. В настоящей статье авторы ограни-



Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2020. Т. 23, № 2. С. 26–37 

Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2020, vol. 23, no. 2, pp. 26–37 

 

31 Построение минимаксных ансамблей апериодических кодов Голда 

Formation of Minimax Ensembles of Aperiodic Gold Codes 

 

чиваются 5,n   6, 7, 9 и 10. Расчетные пара-

метры для этих значений n приведены в табл. 2. 

Далее для полученных ансамблей кодов Голда 

определяются путем перебора значения 

,max kk i
k

R  и ,
,

max .kl i
k l

Q  

Выбор лучшего по минимаксному критерию 

ансамбля Голда является задачей двухкритери-

ального дискретного выбора. Для ее решения по-

лученное множество  , ,
,

max ;  maxkk i kl i
k k l

R Q  раз-

бивается на множества худших и нехудших вариан-

тов с применением безусловного критерия предпо-

чтения. Далее используется метод прямоугольни-

ков [17], проиллюстрированный рис. 1 для 

127N   и 511. Метод прямоугольников заключает-

ся в следующем: 

1. Показатели ,max kk i
k

R  и ,
,

max kl i
k l

Q  отклады-

вают по осям координатной плоскости в возрас-

тающем порядке. 

2. На эту плоскость наносят точки множества 

 , ,
,

max ;  max .kk i kl i
k k l

R Q  

3. На вертикальной прямой 1, проходящей че-

рез самую левую точку множества, выбирают 

самую нижнюю либо единственную точку 1.A  

4. Проводят горизонтальную прямую 2 через 

самую нижнюю точку множества. Если на этой 

прямой оказалось несколько точек, выбирают са-

мую левую  2 .A  Найденные таким образом точ-

ки 1,A  2A  являются крайними точками левой 

нижней границы. Точку пересечения проведен-

ных прямых назовем B. 

5. Через точку 1A  проводят горизонтальную 

линию 3, а через точку 2A  – вертикальную ли-

нию 4 до их пересечения в точке C. Все точки, 

лежащие вне получившегося прямоугольника, 

исключаются из дальнейшего отбора. 

6. Внутри прямоугольника 1 2A CA В  проводят 

вертикальную прямую через самую левую точку 

(или точки) и горизонтальную прямую через са-

мую нижнюю точку (или точки). Тогда самая ле-

вая точка на горизонтальной прямой 3A  и самая 

нижняя точка на вертикальной прямой 4A  будут 

следующими точками нижней левой границы. 

7. Пп. 3–6 повторяют, пока есть возможность 

построения новых линий. Таким образом, нахо-

дят точку множества с минимальными по i значе-

ниями ,max kk i
k

R  и ,
,

max .kl i
k l

Q  Если получается 

несколько ансамблей с одинаковыми значениями 

Таблица 2. Количество ансамблей Голда 

Table 2. Number of Gold ensembles 

Степень 

порождающего 

полинома  n  

Длина 

последовательности 

 N  

Число примитивных 

полиномов  P  

Число пар 

m-последовательностей 

 аN  

Число ансамблей 

Голда  GoldN  

5 31 6 15 12 

6 63 6 15 6 

7 127 18 153 90 

9 511 48 1128 288 

10 1023 60 1770 300 

,max kk i
k

R  

Рис. 1. Распределение максимальных значений корреляционных функций ансамблей для двух значений длины 

Fig. 1. Distribution of maximum values of ensemble correlation functions for two length values 

43 ,
,

max kl i
k l

Q  

,max kk i
k

R  

47 51 55 59 63 
56 

68 

128 

116 

104 

92 

80 

511N   

21 23 25 27 29 31 ,
,

max kl i
k l

Q  
25 
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45 
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показателей, то считается, что ансамбли идентич-

ны по своим характеристикам и можно выбрать 

любой из них. 

Результаты. В соответствии с описанными ал-

горитмами построены полные и неполные ансамбли 

Голда для параметров, указанных в табл. 2, и вы-

браны минимаксные ансамбли. В табл. 3 приведены 

условные номера предпочтительных пар прими-

тивных полиномов, дающих в итоге минимаксные: 

полные ансамбли  c 2 ,K K N    неполные 

ансамбли  c 100K   и минимаксные значения 

боковых лепестков ААКФ и АВКФ. 

Из рис. 1 видно, что для 127N   определяются 

два лучших результата оптимизации для распределе-

ния ,max kk i
k

R  и ,
,

max ,kl i
k l

Q  а для 511N   – один 

такой результат. Этот факт отражен в табл. 3, где для 

7n   приведены два набора минимаксных значений. 

На рис. 2 приведены наложенные друг на дру-

га ААКФ минимаксных полных и неполных 

 с 100K   ансамблей из табл. 3 для 127,N   а на 

рис. 3 – аналогичные ААКФ для 511.N   

На рис. 4 приведены наложенные друг на дру-

га АВКФ кодов ансамбля Голда, выбранного по 

алгоритму [17]. На рис. 5 приведены зависимости 

минимаксного уровня ААКФ ,min max kk i
i k

R  от объ-

ема ансамбля cK  для кодов различной длины N. 

Обсуждение результатов. Сочетание извест-

ного метода построения ансамблей Голда и дис-

кретного выбора лучшего из них на основе без-

условного критерия предпочтения [17] позволяет 

построить минимаксные ансамбли апериодиче-

ских кодов Голда. Разработанные алгоритмы поз-

воляют конструировать как полные ансамбли, так 

и ансамбли, учитывающие ограничение их объе-

ма. Кроме того, данные алгоритмы можно рас-

пространить на задачи построения ансамблей из 

других семейств, например собранных из КП, 

принадлежащих различным семействам. 

Сравним полученные значения параметров, 

характеризующие минимаксные ансамбли апери-

одических КП Голда, с некоторыми известными 

из литературы результатами. 

1. Существуют фундаментальные ограниче-

ния на боковые лепестки ААКФ. Для произволь-

ных одиночных бинарных КП модуль максималь-

ного бокового лепестка 

 max a, max | |,  0kki
m

SL m m    

нормированной ААКФ ограничен снизу величи-

ной 1 .N  Нижняя граница достигается кодами 

Баркера. Возможные значения для небаркеров-

ских кодов max 2 .SL N  

В течение длительного времени разными авто-

рами в результате глобального поиска найдены 

минимальные значения пиков боковых лепестков 
 

Таблица 3. Номера предпочтительных пар примитивных полиномов, дающих минимаксные ансамбли 

Table 3. Numbers of preferred pairs of primitive polynomials that yield minimax ensembles 

Степень 

порождающего 

полинома 

 n  

Длина последова-

тельности  N  

Объем 

ансамбля 

Номера первых 

примитивных 

полиномов пары 

Номера вторых 

примитивных 

полиномов пары 

Минимаксное 

значение бокового 

лепестка ААКФ 

 ,minmax kk i
i k

R  

Минимаксное 

значение бокового 

лепестка АВКФ 

 ,
,

min max kl i
i k l

Q  

5 31 2N   

2 6 11 13 

2 3 12 12 

2 5 12 12 

3 4 12 12 

4 6 12 12 

6 63 2N   2 5 19 19 

7 127 

100 
5 6 22 27 

14 18 23 26 

2N   
3 15 25 28 

14 18 26 26 

9 511 
100 3 17 44 58 

2N   3 17 57 58 

10 1023 100 
45 49 65 91 

33 53 64 89 
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min maxminSL SL  

ААКФ среди всех бинарных КП и соответствую-

щие им диапазоны N (табл. 4 [11]). 

Из рис. 5 следует, что при небольших длинах 

кодов  31,N   63, 127) полученные в настоящей 

статье минимаксные значения лепестков ААКФ 

полных ансамблей Голда существенно превосхо-

дят значения, приведенные в табл. 4. Однако 

уменьшение объема ансамблей до значений сK  

по сравнению с K приводит к резкому уменьше-

нию минимаксных лепестков. 

Сравнить полученные минимаксные значения 

боковых лепестков полных ансамблей с абсолют-

но минимальными нормированными значениями 

minSL N  для 511N   и 1023 не удалось, по-

скольку необходимых данных в литературе нет. 

Однако можно заметить, что для этих длин значе-

ния минимаксных лепестков существенно умень-

шаются при ограничении длины ансамбля по 

 

 а б 

Рис. 2. Апериодические автокорреляционные функции кодов Голда длины 127 :N   

а – полный ансамбль; б – неполный ансамбль  с 100K   

Fig. 2. Gold codes length 127 aperiodic autocorrelation functions: а – full ensemble; б – truncated ensemble с 100K   
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Рис. 3. Апериодические автокорреляционные функции кодов Голда длины 511:N   

а – полный ансамбль; б – неполный ансамбль  с 100K   

Fig. 3. Gold codes length 511 aperiodic autocorrelation functions: а – full ensemble; б – truncated ensemble с 100K   
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Рис. 4. Апериодические взаимно корреляционные функции отобранных кодов Голда 

Fig. 4. Aperiodic cross-correlation functions of selected Gold codes 
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сравнению с 31,N   63, 127. Кроме того, для не-

значительных длин уменьшение объема ансамбля 

по сравнению с полным не приводит к существен-

ному уменьшению минимаксных лепестков. В то же 

время если при решении задачи ограничиться поис-

ком, например, ансамбля c 100,K   то для 511,N   

1023 получаются значения минимаксных лепестков, 

близкие к указанным в табл. 4 для 100.N   

2. В [8] рассмотрены периодические ансамбли 

КП, минимаксные по критерию: 

    opt , , 0
minmax ,k l k kk l m

P c m c m
 

 
 

 (1) 

где  , k lc m  – ПВКФ последовательностей k и l; 

 , k kc m  – ПАКФ k-й последовательности. 

Нижние границы p, гр  для периодических 

бинарных КП Голда, удовлетворяющих (1), при 

объемах K N  и нечетных n совпадают со зна-

чениями 
maxp ,  полученными из табл. 1, т. е. эти 

ансамбли строго оптимальны по минимаксному 

критерию (1). 

В табл. 5 приведены значения p,гр  и 
maxp  

для минимаксных ансамблей периодических КП 

Голда и значения 

maxa , , 
, 

max min max ,  min max ,kk i kl i
i ik k l

R Q   
  

 

полученные при подготовке материалов статьи. 

Из табл. 5 следует, что минимаксные значения 

для апериодических КП Голда в 1.52 раза пре-

вышают соответствующие значения для периоди-

ческих КП Голда. 

3. В ряде работ (например, [4]) обсуждается 

характер изменения максимальных уровней боко-

вых лепестков различных ансамблей КП по срав- 

 

Рис. 5. Зависимость максимального уровня бокового 

лепестка апериодической автокорреляционной функции 

от объема ансамбля 

Fig. 5. The maximum level of the side lobe of the aperiodic 

autocorrelation function versus the volume of the ensemble 
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Таблица 4. Минимальные уровни боковых лепестков 

автокорреляционных функций псевдослучайных 

последовательностей 

Table 4. Minimum sidelobe levels of pseudo random 

sequence auto-correlation functions 

Длина 

последовательности 

 N  

Минимум 

бокового 

лепестка 

 minSL   

Нормированный 

минимум бокового 

лепестка  min /SL N  

5 1 0.2 

6…21 (кроме 

кодов Баркера) 
2 0.333…0.095 

22…48 3 0.136…0.063 

49…82 4 0.081…0.048 

83…105 5 0.060…0.048 

Таблица 5. Сравнение уровней боковых лепестков автокорреляционной функции 

Table 5. Comparison of auto-correlation function side lobe levels 

Степень 

порождающего 

полинома  n  

Длина 

последовательности  

 N  

Нижняя граница 

уровня бокового 

лепестка  р,гр  

Максимальный уровень 

боковых лепестков ПАКФ 

 
max

р  

Максимальный уровень 

боковых лепестков ААКФ, 

 
max

a  

5 31 0.29 0.29 0.387 

6 63 0.206 0.27 0.302 

7 127 0.186 0.186 0.22 

9 511 0.065 0.065 0.114 

10 1023 0.046 0.064 0.087 

 

 

Рис. 6. Уровни боковых лепестков автокорреляционных 

функций ансамблей Голда 

Fig. 6. Auto-correlation function side lobes of Gold ensembles 
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нению с функциями N  и ln .N N  На рис. 6 

приведены зависимости от N величин минимакс-

ных уровней лепестков периодических и аперио-

дических ансамблей Голда, нормированных на 

указанные величины. Характер этих зависимостей 

показывает, что, по-видимому, 
maxp N  и 

maxа N  

растут приблизительно пропорционально ,N  

что соответствует результатам [11] для максималь-

ных уровней боковых лепестков периодических 

ансамблей КП Голда. Для подтверждения этого 

при 1023N   требуются дальнейшие расчеты. 

4. Для неполных минимаксных ансамблей КП 

Голда увеличением на единицу степени полинома 

n при одинаковых объемах ансамблей cK  можно 

получить 
max maxа p .   Например, для периоди-

ческого ансамбля c c 65K   при 63N   имеем зна-

чение 
maxp 0.27,   а при 127N   

maxa 0.17.   
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