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 Резюме. Цель. Целью исследования является определение оптимального расположения 

опор в плите перекрытия промышленного здания Метод. Для определения оптимального рас-

положения колонн использован метод Монте-Карло в сочетании с методом конечных элемен-

тов. Расчет производился на основе теории упругих тонких плит.   Результат. В статье 

представлено решение задачи о нахождении оптимального расположения заданного количе-

ства точечных опор плиты перекрытия n из условия минимума целевой функции. В качестве 

целевой функции были выбраны максимальный прогиб плиты, потенциальная энергия дефор-

мации и расход арматуры. Подбор арматуры производился в соответствии с действующими 

нормами проектирования железобетонных конструкций. Вычисления выполнялись при помощи 

разработанной авторами программы в среде MATLAB. Приведены результаты при n = 3,4,5. 

Выполнена модификация алгоритма для большого числа опор n и представлено сравнение базо-

вого и модифицированного алгоритма при n=25. Показана возможность существенного 

уменьшения деформаций плиты при нерегулярном расположении опор по сравнению с регуляр-

ным. Вывод. Предложена методика нахождения рационального расположения точечных опор 

плиты перекрытия при заданном их количестве из условия минимума прогиба, потенциальной 

энергии деформации и расхода арматуры на основе метода Монте-Карло. Данная методика 

подходит для произвольных конфигураций плиты и произвольных нагрузок. Представлена мо-

дификация алгоритма, подходящая для большого числа опор. На тестовом примере показано, 

что по сравнению с регулярным шагом колонн максимальный прогиб можно снизить на 42%. В 

рассмотренных примерах положение всех опор заранее считалось неизвестным, однако разра-

ботанный алгоритм легко позволяет учесть и стационарные опоры, положение которые не 

меняется. 

 Ключевые слова: оптимизация, железобетонная плита, стохастические методы, рас-

ход арматуры, потенциальная энергия деформации 
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Abstract. Aim. The purpose of the study is to determine the optimal location of supports used 

in the floor slab of an industrial building. Method. In order to determine the optimal arrangement of 

the columns, a Monte Carlo algorithm was used in combination with the finite element method. The 

calculation was carried out on the basis of the theory of elastic thin plates. Results. The article pre-

sents a solution to the problem of determining the optimal location of a given number of point-

supports of a floor slab n from the condition of minimum objective function. For the objective function, 

the maximum deflection of the slab, the potential energy of deformation and the flow rate of rein-

forcement were selected as variables. The selection of reinforcement was carried out in accordance 

with current generally-accepted standards for the design of reinforced concrete structures. The calcu-

lations were performed using a program developed by the authors in the MATLAB computing envi-

ronment. The results are given for n = 3,4,5. The algorithm, which has been modified for a large num-

ber of supports n, is presented alongside a comparison of the basic and modified algorithm with n = 

25. The possibility of a significant reduction in plate deformations with an irregular arrangement of 

supports compared to a regular distribution is shown. Conclusion. A method is proposed for finding 

the rational locations of point supports for a floor slab for a given quantity from the condition of min-

imum deflection, potential strain energy and consumption of reinforcement materials based on the 

Monte Carlo method. This technique is suitable for arbitrary slab configurations and arbitrary loads. 

A modification of the algorithm is presented that is suitable for a large number of supports. The test 

example shows that the maximum deflection can be reduced by 42% when using an irregular support 

configuration compared to regular column spacing. In the considered examples, the position of all the 

supports was previously considered unknown, but the developed algorithm easily allows for stationary 

supports, whose position does not change. 

 Keywords: optimisation, reinforced concrete slab, stochastic methods, consumption of rein-

forcement resources, potential strain energy 

 

Введение. Проблеме оптимизации железобетонных конструкций, в том числе плит пе-

рекрытий, посвящено большое количество публикаций, включая [1-20]. В качестве способов 

оптимизации выступают, как правило, варьирование характеристик бетона [3-6], рациональное 

армирование [7-16], варьирование толщины плиты [17] и рациональная расстановка ребер 

жесткости [18-20].  

Еще одним эффективным способом оптимизации является рациональная расстановка 

опор. Однако в литературе такой метод в основном реализуется только для балок [1-2]. 

Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу. Пусть имеется железобетонная 

плита произвольной конфигурации с заданной толщиной ℎ, характеристиками бетона 𝐸𝑏 , 𝑅𝑏 , 𝜈, 

характеристиками арматуры 𝑅𝑠, 𝑅𝑠𝑐. Также считаются известными расстояния 𝑎𝑥, 𝑎𝑥
′ , 𝑎𝑦, 𝑎𝑦

′ , 

определяющие привязку центров тяжести арматуры к верхней и нижней поверхности.  

Плита опирается на 𝑛 точечных опор (колонн), число которых считается заданным, а 

расположение может быть произвольным. Помимо этих колонн могут быть стационарные опо-

ры, положение которых не меняется.  На плиту действует произвольная, но заранее известная 
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нагрузка. Требуется определить рациональное расположение колонн, при котором целевая 

функция принимает минимальное значение. 

В качестве целевой функции будем рассматривать следующие величины: 

1. Максимальное значение прогиба плиты 𝑤𝑚𝑎𝑥, мм; 
2. Величина потенциальной энергии деформации 𝑊, кДж; 

3. Расход арматуры 𝑚𝑠, т. 

 Выбор в качестве целевой функции потенциальной энергии деформации (ПЭД) объясня-

ется тем, что она является интегральной мерой, определяющей уровень напряженно-

деформированного состояния [1]. Чем меньше величина 𝑊, тем лучше система сопротивляется 

внешним воздействиям [2]. 

Методы исследования. При использовании в качестве целевых значений величин 𝑤𝑚𝑎𝑥 

и 𝑊 будем считать что жесткость плиты не зависит от координат 𝑥 и 𝑦. Расчет будет произво-

диться на основе теории упругих тонких плит.  

Для определения оптимального расположения колонн мы будем использовать метод 

Монте-Карло в сочетании с методом конечных элементов.  

На первом этапе плита в зависимости от ее геометрии разбивается сеткой треугольных 

или прямоугольных конечных элементов. Вычисляется матрица жесткости конструкции и век-

тор нагрузок с учетом стационарных опор, но без учета колонн, положение которых может ва-

рьироваться.  

Далее при помощи генератора случайных чисел генерируется 𝑛 равномерно распреде-

ленных случайных значений, определяющих номера узлов, в которых устанавливаются колон-

ны. Выполняется проверка на отсутствие повторяющихся номеров узлов, а также контролиру-

ется, чтобы минимальное расстояние между опорами было больше заданной величины. В про-

тивном случае генерация случайных чисел производится повторно. 

Затем на матрицу жесткости и вектор нагрузки накладываются граничные условия с 

учетом выбранного расположения колонн, выполняется решение системы уравнений МКЭ: 

[𝐾]{𝑈} = {𝑃}, (1) 

где [𝐾] – матрица жесткости, {𝑈} – вектор узловых перемещений, {𝑃} – вектор нагрузок.  

Потенциальная энергия деформации определяется по формуле: 

𝑊 =
1

2
{𝑈}𝑇[𝐾]{𝑈}. (2) 

Подбор арматуры в плите производится на основе СП 63.13330.2018 из условий: 

(𝑀𝑥,𝑢𝑙𝑡 − 𝑀𝑥)(𝑀𝑦,𝑢𝑙𝑡 − 𝑀𝑦) − 𝑀𝑥𝑦
2 ≥ 0; 

𝑀𝑥,𝑢𝑙𝑡 ≥ 𝑀𝑥; 
𝑀𝑦,𝑢𝑙𝑡 ≥ 𝑀𝑦; 

𝑀𝑥𝑦,𝑢𝑙𝑡 ≥ 𝑀𝑥𝑦, 

(3) 

где 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦  – изгибающие и крутящие моменты, действующие на плоский выделен-

ный элемент, 𝑀𝑥,𝑢𝑙𝑡, 𝑀𝑦,𝑢𝑙𝑡, 𝑀𝑥𝑦,𝑢𝑙𝑡 – предельные изгибающие и крутящие моменты, восприни-

маемые плоским выделенным элементом. 

Величина целевой функции 𝑓 сравнивается со значением 𝑓0, в качестве которого изна-

чально принимается очень большое число. Если 𝑓 < 𝑓0, то величине 𝑓0 присваивается значение 

𝑓.   

Расчет со случайным расположением колонн повторяется большое число раз (нами чис-

ло испытыний 𝑘 принималось равным 106 и более). Количество возможных вариантов распо-

ложения опор зависит от густоты конечно-элементной сетки и резко возрастает с увеличением 

𝑛. Поэтому полученные в результате работы программы варианты расположения скорее будут 

рациональными, но не самыми оптимальными. 

Обсуждение результатов. При помощи описанного алгоритма была проведена серия 

численных экспериментов. Рассматривалась квадратная плита размерами 10х10 м, толщиной 
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ℎ = 20 см, бетон B30, арматура А400, под действием равномерно распределенной по площади 

нагрузки q = 20 кПа.  

Вычисления производились в пакете MATLAB с использованием разработанной авто-

рами программы. 

На рис. 1 представлено полученное нами расположение трех опор при выборе в качестве 

целевой функции максимального прогиба 𝑤𝑚𝑎𝑥, потенциальной энергии деформации 𝑊 и рас-

хода арматуры 𝑚𝑠 в случае разбиения плиты на треугольные КЭ.  

Узлы, в которых расположены опоры, отмечены номерами. Величины {𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑊, 𝑚𝑠} со-

ставили для первого варианта {31.9 мм, 11.79 кДж, 1.45 т }, {50.9 мм, 9.53 кДж, 1.23 т} для вто-

рого и {40.3 мм, 9.73 кДж, 1.25 т} для третьего варианта.  

Таким образом, при выборе в качестве целевой функции потенциальной энергии дефор-

маций был обеспечен и минимум расхода арматуры, но третий вариант по сравнению со вто-

рым является более оптимальным по величине прогиба. 

Результаты, полученные при 𝑛 = 3 с использованием прямоугольных КЭ, приведены на 

рис. 2. Величины {𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑊, 𝑚𝑠} при выборе в качестве целевой функции прогиба составили 

{35.5 мм, 13.4 кДж, 1.66 т}.   

При выборе в качестве минимизируемой величины расхода арматуры или ПЭД получен 

одинаковый результат: {49.5 мм, 9.86 кДж, 1.26 т}.  

Из рис. 2 видно, что варианты расположения опор при использовании двух указанных 

критериев оказались симметричными относительно центра плиты. 

 

  
Рис.1.Оптимальное расположение трех опор при 

использовании треугольных конечных эле-

ментов 

Fig. 1. The optimal arrangement of the three sup-

ports when using triangular finite elements 

Рис.2.Оптимальное расположение трех опор 

при использовании прямоугольных конечных 

элементов  

Fig. 2. The optimal arrangement of the three sup-

ports when using rectangular finite elements 

 

Синие узлы – из условия минимума прогиба, красные узлы – из условия минимума 

ПЭД, черные узлы – из условия минимума расхода арматуры. 

 

Разница результатов при использовании треугольных и прямоугольных КЭ связана с 

различной густотой сетки. На рис. 3 показаны результаты, полученные с использованием пря-

моугольных КЭ при 𝑛 = 4. Значения целевых функций 𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑊, 𝑚𝑠 для представленных вари-

антов приведены в табл. 1. 
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Рис.3. Оптимальное расположение четырех опор: синие узлы – из условия минимума проги-

ба, красные узлы – из условия минимума ПЭД, черные узлы – из условия минимума расхода ар-

матуры 

Fig. 3. The optimal location of the four supports: blue nodes - from the condition of minimum de-

flection, red nodes - from the condition of minimum SEM, black nodes - from the condition of minimum 

consumption of reinforcement 

Таблица 1.Значения целевых функций для оптимальных вариантов расположения колонн при 

𝐧 = 𝟒  

Table 1. The values of the objective functions for the optimal options for the arrangement of columns 

with n = 4 

Из минимума прогиба 

From minimum deflection 

Из минимума ПЭД 

From minimum PEM 

Из минимума расхода арматуры 

From minimum consumption of 

reinforcement 

𝑤𝑚𝑎𝑥, 
мм 

𝑊, 
кДж 

𝑚𝑠, т 𝑤𝑚𝑎𝑥, мм 𝑊, кДж 𝑚𝑠, т 𝑤𝑚𝑎𝑥, мм 𝑊, кДж 𝑚𝑠, т 

11.3 4.72 0.908 14.3 3.75 0.794 15.8 3.76 0.729 

Авторами была сделана попытка внести корректировку в вариант, обеспечивающий ми-

нимум потенциальной энергии деформации.  

Положение двух колонн в узлах 25 и 91 было оставлено без изменений, а колонны в узлах 

96 и 42 были смещены в точки с координатами (8,8) и (2,8) соответственно. Данный вариант 

оказался менее оптимальным с точки зрения расхода арматуры и потенциальной энергии де-

формации, но более оптимальным по прогибу. Величины {𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑊, 𝑚𝑠} составили {13 мм, 4.24 

кДж, 0.816 т}. 

Из симметрии задачи при 𝑛 = 4 следует, что оптимальное расположение колонн должно 

быть симметричным относительно центра плиты, однако в представленных на  рис. 3 вариантах 

симметрия не наблюдается из-за ограничения на расположение опор (колонны могут распола-

гаться только в узлах конечно-элементной сетки). 

При 𝑛 = 5 с использованием прямоугольных КЭ было найдено расположение опор, удо-

влетворяющее одновременно минимуму перемещений, потенциальной энергии деформации и 

расхода арматуры (рис. 4). Величины {𝑤𝑚𝑎𝑥, 𝑊, 𝑚𝑠} составили {5.48 мм, 2.13 кДж, 0.551 т}. 

Отметим, что характеристики бетона и арматуры, величина нагрузки, толщина плиты не влия-

ют на оптимальное расположение колонн.  

Кроме того, относительное расположение колонн не зависит от размеров плиты, а зависит 

только от соотношения ее сторон. Перейдем далее к большому числу опор 𝑛.  
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На рис. 5 представлено расположение 25 колонн, полученное на основе описанного выше 

алгоритма в результате 10
6
 испытаний для плиты размерами 24х24 м при выборе в качестве це-

левой функции прогиба. Максимальный прогиб при 𝐸𝑏 = 3 ∙ 104 МПа, 𝑞 = 50 кПа, ℎ = 20 см 

составил 58.4 мм. Для той же плиты при равномерном шаге колонн 6 м 𝑤𝑚𝑎𝑥 = 43.6 мм. Таким 

образом, при таком количестве колонн предложенный алгоритм оказался неэффективным. 

 
Рис.4. Оптимальное расположение пяти опор 

Fig. 4. The optimal location of the five pillars 

Была выполнена модификация данного алгоритма, заключающаяся в следующем. 

Начальное расположение колонн задается регулярным с заданным шагом. Каждый пролет раз-

бивается 𝑚 конечных элементов (нами принималось 𝑚 = 6).  

Затем для каждой колонны генерируется 2 случайных значения, определяющих их сме-

щение относительно начального положения по 𝑥 и 𝑦.  

На величину смещения накладывается ограничение, чтобы оно не превышало по модулю 

(
𝑚

2
− 1) · 𝛥, где 𝛥 – размер конечного элемента по 𝑥 или 𝑦, и было кратно размеру КЭ.  

Расчет так же выполняется 10
6
 раз и выбирается наиболее оптимальный вариант. Резуль-

тат поиска оптимального варианта из условия минимума прогиба приведен на рис. 6. Для пред-

ставленного на рис. 6 расположения опор максимальный прогиб составил 25.4 мм, что по срав-

нению с результатом при регулярном шаге колонн ниже на 42%. 

 

  
 

Рис.5. Результат поиска оптимального варианта с 

использованием базового алгоритма  

Fig. 5. The search result for the best option using the 

basic algorithm 

 

Рис.6. Результат поиска оптимального варианта с ис-

пользованием модифицированного алгоритма  

Fig. 6. The search result for the best option using a mod-

ified algorithm 
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Вывод. Предложена методика нахождения рационального расположения точечных опор 

плиты перекрытия при заданном их количестве из условия минимума прогиба, потенциальной 

энергии деформации и расхода арматуры на основе метода Монте-Карло. Данная методика 

подходит для произвольных конфигураций плиты и произвольных нагрузок.  

Представлена модификация алгоритма, подходящая для большого числа опор.  

На тестовом примере показано, что по сравнению с регулярным шагом колонн макси-

мальный прогиб можно снизить на 42%.  

В рассмотренных примерах положение всех опор заранее считалось неизвестным, одна-

ко разработанный алгоритм легко позволяет учесть и стационарные опоры, положение которые 

не меняется. 
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