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РЕФЕРАТ
В статье рассматривается задача оценки вклада отдельных специалистов, работающих в 
составе группы, оказывающей консалтинговые услуги. До настоящего времени подобные 
задачи решаются, преимущественно, с использованием экспертного метода. В статье 
предложено количественное решение указанной задачи, основанное на применении ма-
тематического аппарата теории кооперативных игр и теории нечетких множеств.
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ABSTRACT
The article discusses the task of assessing the contribution of individual specialists working in 
the consulting services group. To date, such problems are solved mainly using the expert 
method. The article proposes a quantitative solution to this problem, based on the application 
of the mathematical apparatus of the theory of cooperative games and the theory of fuzzy sets.
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Введение

Развитие рыночных отношений в постсоветской России привело к возникновению 
значительного числа новых видов хозяйственной деятельности. Большая часть из 
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них, по экспертной оценке авторов, связана с оказанием различного рода услуг. 
Фундаментальной причиной этого явился переход от модели командной экономи-
ки, в которой организации и предприятия, по сути, выполняли функции обособлен-
ных подразделений корпорации национального масштаба, к экономике, выстроен-
ной на рыночных принципах [10; 13; 15 и др.]. Одним из признаков такой модели 
экономики является экономическое обособление фирм.

Итогом этого обособления является резкое возрастание количества внешних вза-
имодействий, которые в старой модели экономики, формально являясь внешними, 
по существу носили внутрикорпоративный характер. И рост числа этих взаимодействий 
приводит к увеличению трансакционных издержек, одним из способов контроля за 
которыми является фиксация их величины, чем снимается неопределенность, через 
заключение контрактов со специализированными рыночными организациями, обслу-
живающими соответствующие трансакции с должным (гарантированным) качеством.

В частности, появился такой вид услуг, как консалтинговые услуги [1]. Они ока-
зываются конкретной организации и, как правило, включают комплексный анализ 
(анализ ситуации в целом и конкретных ее деталей), оценку потенциала развития 
организации и степени его реализации, исследование юридической составляющей 
деятельности, проведение аудита, предоставление необходимой информации и 
рекомендаций для повышения эффективности работы и т. д. Задача внешних кон-
сультантов — оказание менеджменту организации-заказчика услуг по повышению 
эффективности бизнес-процессов и управления ими.

Наиболее уязвимые позиции компании и возможность корректировки ее деятель-
ности в целом определяются в рамках управленческого консалтинга [3; 14]. С этой 
целью решаются различные задачи, например: анализируется рынок сбыта и просчи-
тываются возможные риски выхода на него; для увеличения продаж и снижения из-
держек разрабатывается стратегия выхода на рынок и оценивается целевая аудитория; 
выявляются нестыковки и несогласованности в реализации функций и процессов ме-
неджмента; оказывается помощь в разработке стратегии развития; даются рекомен-
дации по цифровизации имеющейся бизнес-модели и т. д. Управленческий консалтинг 
помогает решить задачи улучшения работы всех структур управления организацией, 
проектирования более эффективной системы управления бизнес-процессами и их 
оптимизации, подбора персонала и разработки системы его мотивации и т. д.

Управленческое консультирование и консалтинг в целом достаточно хорошо 
изу чены. В стране сложился самостоятельный рынок консалтинга. В то же время 
внутренние механизмы оказания услуг управленческого консультирования остают-
ся недостаточно изученными. Между тем управление процессами деятельности 
самих консультантов требует анализа с целью последующего совершенствования. 
В частности, имеются проблемы с оценкой вклада отдельных консультантов в по-
лучение результата в случае их совместной командной работы.

В целом проблеме повышения эффективности выполнения проектов коллективами 
специалистов в различных сферах деятельности уделяется большое внимание. Для 
проведения такого рода исследований используется значительное число экономико-
математических методов, реализующих оптимальные решения частных задач указан-
ной проблемы, в том числе и математическая теория игр.

С учетом изложенного, мы предполагаем раскрыть в статье подход к оценке ро-
ли специалистов-консультантов, выполняющих работы в рамках реализации консал-
тингового проекта, с использованием методического аппарата теории игр.

Материалы и методы

Следует отметить, что для решения рассматриваемой в статье задачи, с учетом 
предлагаемого методического аппарата, необходимо уметь оценивать роль раз-
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личных групп специалистов в достижении поставленной цели. Понятно, что оценки 
такого рода, как правило, не являются четкими, однозначно заданными величина-
ми, а носят нечеткий, довольно расплывчатый характер. Например, роль данной 
группы специалистов-консультантов в достижении общей цели консалтингового 
проекта может быть оценена качественно, как «существенная», «незначительная» 
и т. п. В этой связи возникает необходимость для обработки нечетко определенной 
информации использовать теорию нечетких множеств.

Приведем далее необходимые для дальнейшего рассмотрения теоретико-мето-
дические положения теории кооперативных игр и теории нечетких множеств.

Кооперативной называется игра, в которой группы игроков (коалиции) могут объ-
единять свои усилия. Этим такая игра отличается от игр, в которых коалиции непри-
емлемы, и каждый обязан играть за себя (например, матричные и бескоалиционные 
игры). Развлекательные игры редко являются кооперативными, из-за отсутствия 
механизмов, которые могли бы навязывать координацию действий между членами 
коалиции. Однако такие механизмы нередки в повседневной жизни и в социально-
экономических процессах.

При этом различаются кооперативные игры с побочными платежами и без по-
бочных платежей. В первых суммарный выигрыш коалиции может распределяться 
между ее участниками в любых долях, во вторых же возможно не любое распре-
деление суммарного выигрыша. Изучение нечетких кооперативных игр началось с 
введения нечетких коалиций [2; 18; 19; 21].

В [23] авторы для рассматриваемых игр для каждой коалиции вводят понятие не-
четкой цели, которая определяется как нечеткое множество, заданное на универсаль-
ном множестве дележей (исходов игры). Решением игры, в соответствии с идеями 
Заде — Беллмана [20], предлагается считать множество дележей, для которых ми-
нимальное по коалициям значение степени достижения нечеткой цели максимально.

В этой же работе авторы рассматривают еще один подход к вводу нечеткости 
в кооперативную игру. Они под нечеткой кооперативной игрой n лиц предлагают 
рассматривать множество нечетких чисел  ν(S), S  ⊆  N, здесь и далее N  =  {1, 
2, …, n} — множество игроков, 1, 2, …, n — игроки, S — коалиция, ν(S) — мак-
симальная общая сумма, которую игроки из S могут себе обеспечить, не прибегая 
к помощи других игроков.

В ряде работ, например, в [22; 24] рассматриваются игры с нечеткими множе-
ствами выигрышей коалиций, множество дележей, доступных для коалиции, пред-
полагается нечетким. В частности, в [26] рассматриваются игры без побочных 
платежей (N, Φ, H), в которых каждой коалиции S, S ⊆  N соотносится нечеткое 
множество дележей Φ(S) из H, где H — некоторое множество из RN, трактуемое 
как множество доступных исходов (дележей) игры.

В [26] с использованием понятия «эксцесс», введенного Шмайдлером в [25], 
строится отношение доминирования, аналогичное понятию «Σ-доминирование», 
предложенному Вилковым в [4]. В дальнейшем нам потребуются ряд понятий те-
ории игр, которые можно найти, например, в [12] и в ряде других публикаций по 
теории кооперативных игр.

Пусть N  =  {1, 2, …, n} — номера игроков, в дальнейшем игрока будем ото-
ждествлять с его номером, множество S ⊆  N будем называть коалицией. С коа-
лицией S свяжем вектор S =  (S1, S2, …, Sn), где

 s
i Si =

∈



1

0

при

ина е

,

, .

Чтобы задать кооперативную игру с побочными платежами g  =  (N, ν) в форме 
характеристической функции, надо указать множество игроков N и характеристиче-

ч
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скую функцию ν, которая каждой коалиции S соотносит число ν(S). Это число ин-
терпретируется как максимально возможный для коалиции S выигрыш, который она 
может себе гарантировать, не прибегая к помощи других игроков. Требуется опре-
делить, как следует распределить между игроками их общий выигрыш ν(N). Пред-
полагается, что увеличение коалиции не уменьшает ее возможностей, т. е. если
 S, T ⊆  N, S ∩  T = λ, 
то ν(S ∪  T) ≥ ν(S) + ν(T).

Будем рассматривать игры в 0-1 редуцированной форме, т. е. будем предпо-
лагать, что  ν(i) =  0 для любого игрока i и  ν(N) =  1.

Рассмотрим множество:

 X =  {x ∈  Rn: xi ≥  0 для любого i ∈  N и 
1

n
i

i

x
=
∑  =  1},

где вектор x  =  (x1, x2, …, xn) из X называется дележом (вектором платежей), 
множество X — множеством дележей, которые могут быть достигнуты в результа-
те игры, xi интерпретируется как возможный выигрыш игрока i.

Введем обозначение:

 ( ) ( )
1

,
n

i i i

i S i

x S x S x x s
∈ =

= = = ⋅∑ ∑ ,

где S ⊆  Rn, S  =  (s1, s2, …, sn).
Существует целый ряд подходов к тому, какой дележ (множество дележей) счи-

тать решением игры. Остановимся на двух из них.
Множество таких дележей x из X, что  X(S) ≥ ν(S), для любой коалиции S на-

зывается ядром. Заметим, что ядро является выпуклым многогранником. Будем 
предполагать, что на множестве дележей задано отношение доминирования. На-
пример, следуя создателям теории игр Д. фон Нейману и О. Моргенштерну [16], 
скажем, что дележ x доминирует дележ y, если существует такая коалиция S, что

 X(S)  ≤ ν(S) и xi >  yi для любого i ∈  S.

В качестве решения игры Нейман и Моргенштерн предлагали рассматривать 
множество дележей V ⊆  X, удовлетворяющих условиям:
•	 дележи из V не доминируют друг друга (внутренняя устойчивость);
•	 для любого дележа, не принадлежащего V, найдется дележ из V, доминирующий 

его (внешняя устойчивость).
Используемые в дальнейшем изложении понятия теории нечетких множеств, 

включая «универсальное множество», «нечеткое множество», «функция принадлеж-
ности нечеткого множества», «нечеткая величина», «нечеткое число» и др., при-
ведены, например, в [5–7; 9; 11; 27 и др.].

Под пересечением нечетких множеств Â и B понимают нечеткое множество Ĉ, 
для которого (см. рис. 1) выполняется условие:

	 µĈ(u) =  min{µÂ(u), µB(u)}. (1)

Используемые далее понятия нечеткого высказывания и его степени истинности 
заимствованы из [8; 17]. Обозначать степень истинности нечёткого высказывания 
Ã будем ℑÃ. Рассмотрим нечёткие высказывания Ã и B, степень истинности их 
конъюнкции обозначим ℑÃ∧B, тогда, следуя Заде, по аналогии с (1):

 ℑÃ∧B =  min{ℑÃ, ℑB}. (2)
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Рассмотрим некоторое подмножество G множества всех кооперативных игр 
g  =  (N, νg) c побочными платежами (в дальнейшем для краткости — просто коо-
перативных игр) с множеством игроков N  =  {1, 2, …, n} и характеристической 
функцией νg(S), S ⊆  N.

Будем рассматривать G как универсальное множество, на котором задана нечеткая 

кооперативная игра ( )ˆ
ˆ ˆ,

f
f N v=  с функцией принадлежности ( )

f̂
gµ , g  ∈  G. Здесь 

( )ˆˆ
f

v S  — отображение, которое каждой коалиции S ⊆ N соотносит нечеткую величи-

ну ˆ
ˆ f
Sv  с функцией принадлежности ( )ˆ

ˆ fSv
uµ , u ∈  [0, 1]. Тогда, в силу (2), можно за-

писать:
 ( ) ( )( )ˆˆ ˆ

min f
S

gf vS N
g v S

⊆
µ = µ .  (3)

Скажем, что вектор платежей x ∈ X является элементом ядра 
f̂

C  нечеткой игры 
f̂  с надежностью α, если существует такая игра g ∈  G, что:
•	 g имеет не пустое ядро, ядро игры g будем обозначать Cg;
•	 X ∈  Cg;
•	 – ( )

f̂
gµ = α .

Отметим, что таких игр может быть целое множество.
Пусть x* ∈  Cg и ( )

f̂
gµ = α . Следовательно, существует такая коалиция S0, что

 ( )( )ˆ

0
0ˆ fS

gv
v Sµ = α  и x*(S) ≥ νg(S) 

для любого S ⊆  N.
Определим на множестве X нечеткое множество ( )ˆŴ f  — «x ∈  X является оп-

тимальным исходом игры f̂  с функцией принадлежности ( ) ( )ˆŴ f
xµ , x ∈ X. Элемен-

ты этого множества должны в какой-то мере обладать свойством: существует такая 
игра gx ∈  G, что:
а) рассматриваемый элемент x ∈ X образует ядро этой игры;
б) рассматриваемый элемент x ∈ X в этой игре доминирует все другие элементы из X.

То есть, gx — это такая игра, что рассматриваемый дележ x образует в ней ядро и 
доминирует все другие дележи, являясь решением в смысле Неймана—Моргенштерна.

Представляется естественным считать, что:

 ( ) ( ) ( )ˆˆˆ ,xfW f
x gµ = µ

где gx — игра, для которой выполнены условия а) и б).

0 u

y

1

( )uFy Â=
( )uFy B̂�( )uFy Ĉ=

Рис. 1. Пересечение нечетких множеств Â  и B̂  (пунктир)

Fig. 1. Intersection of fuzzy sets Â  and B̂  (dashed line)
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Элемент множества ( )ˆŴ f , обладающий указанными свойствами в наибольшей 
степени, предлагается считать решением нечеткой игры f̂ . То есть решением 
предлагается считать такой вектор платежей x0 ∈  X, что:

 ( ) ( ) ( ) ( )0ˆ ˆˆ ˆmax
W f W fx X

x x
∈

µ = µ .  (4)

Рассмотрим множество кооперативных игр n лиц, в которых разрешены только 
коалиции из (n  –  1) игроков. Коалицию из (n  –  1) игроков, в которой отсутствует 
игрок с номером i, будем обозначать Si.

Тот факт, что коалиция S запрещена, будем выражать тем, что ν(S)  =  0. Обо-
значим это множество G~ . В дальнейшем будем рассматривать нечеткие игры f̂ , 
для которых ( )ˆ 0

f
gµ = , если g G∉  . Будем предполагать, что в рассматриваемых 

нечетких кооперативных играх f̂  для коалиции S, состоящей из (n  –  1) игрока, 
функция принадлежности ( )( )ˆ

ˆ fS
gv

v Sµ  задается равенством:

 

v S

v S
v S v S

v S

v S
v

g i

i
g i i

g i

i
g

( )
( ) ≤ ( ) ≤ ( )

− ( )
− ( ) ≥

0
0

0

0

1

1
1

, ,

,

если

если SS v Si i( ) > ( )









 0 ,

 (5)

где ν0(Si) — некоторая планируемая оценка степени достижения цели коалицией 
(подгруппой) Si, полученная по результатам тренировок, ( )( )ˆ 0ˆ

1f
Si

iv
v Sµ = , для осталь-

ных S ≠  N — равенством:

 ( )( ) ( )
ˆ

ˆ

1, если 0,

0, ина е,
f
S

g
gv

v S
v S

 =µ = 
 ÷

 (6)

при S =  N — равенством:

 { }
( )( ) ( )1, если 1,

0, ина ч е.
f
i

g
g

v N
v N

υ

 =µ = 
  (7)

Соответствующие графики представлены на рис. 2, 3 и 4.
Значение функции ( )( )ˆ

ˆ fS
gv

v Sµ  является показателем степени уверенности лица, 

принимающего решение, в том, что значение роли коалиции S в достижении общей 
цели равно νg(S). Предполагается, что ( )( )ˆ

ˆ fS
gv

v Sµ  формализуются нечеткими тре-

угольными числами <  0, ν0(S), 1 > с функциями принадлежности, заданными фор-
мулами (5), (6), (7).

Будем предполагать, что на множестве X введено отношение доминирования, 
которое мы будем, следуя [4], называть Σ-доминированием.

Определение. Скажем, что x Σ-доминирует y по коалиции S, если x, y ∈  X, 
x(S) ≤ ν(S), x(S) > y(S). Скажем, что x Σ-доминирует y, если существует такая 
коалиция S, что x Σ-доминирует y по коалиции S. Σ-решением игры будем на-
зывать множество внешне и внутренне устойчивое в смысле Σ-доминирования.

Лемма. Для нечеткой игры f̂  существуют такая игра g G∈   и такой x*  ∈  X, что 
µf̂ (g)  >  0, x*i  ≥  ε  >  0 и x*(Si) = νg(S) для i =  1, 2, …, n и x*(S) ≥ νg(S) для 
лю бого S ⊆  N.

( )( )ˆ 0ˆ
1f

Si
iv

v Sµ =

ч

ˆ ˆ
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( )νg( )Sf
S

ˆ
ˆ

1

0
1

µν

ν ( )0 S ν ( )g S

Рис. 2. График функции ( )( )ˆ
ˆ fS

gv
v Sµ  при |S| =  n  –  1

Fig. 2. Function Graph ( )( )ˆ
ˆ fS

gv
v Sµ  (|S| =  n  –  1)

1

0 1 ν ( )g S

( )νg( )Sf
S

ˆ
ˆ

µν

Рис. 3. График функции ( )( )ˆ
ˆ fS

gv
v Sµ  при |S| <  n  –  1

Fig. 3. Function Graph ( )( )ˆ
ˆ fS

gv
v Sµ  (|S| <  n  –  1)

1

0 1

( )νg( )NfS
ˆ

ˆ
µν

ν ( )g N

Рис. 4. График функции ( )( )ˆ
ˆ fN

gv
v Nµ

Fig. 4. Function Graph ( )( )ˆ
ˆ fN

gv
v Nµ
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Доказательство. Рассмотрим такую игру g G∈  , что νg(Si)  =  (n  –  1)/n i  =  1, 
2, …, n, νg(S) = 0 для остальных S ⊂ N, νg(N) = 1. В силу (5), (6), (7) и (3) ( )ˆ 0.

f
gµ >  

В качестве x* возьмем вектор (1/n, 1/n, …, 1/n). Очевидно, что для этого вектора 
выполняются все условия из заключения леммы. Это завершает ее доказательство.

Утверждение 1. Пусть x* ∈  X, x*
i  ≥  ε  >  0 для любого i, x*(Si)  =  νg(S) для лю-

бого i  =  1, 2, …, n и x*(S)  ≥  νg(S) для любого S  ⊆  N. Тогда игра g имеет ядро 
Cg, состоящее из единственного дележа x*, и при этом x* Σ-доминирует в игре g 
любой другой дележ из X.

Доказательство. Пусть x* удовлетворяет всем условиям данного утверждения. 
Из этих условий непосредственно следует, что x*  ∈  Cg, и что x* удовлетворяет 
системе уравнений (8) и неравенству (9):

 
( ) ( )
( )

*

*

, 1,2,..., ,

1,

i g ix S v S i n

x N

 = =


=
 (8)

 x*(S)≥νg(S), S⊆N. (9)

Заметим, что система векторов 1 2, , , nS S S  — линейно независимая. Имеет 
место равенство:

 ( )1 2 1nS S S n N+ + + = −  или 1 2

1 1 1

1 1 1 nS S S N
n n n

+ + + =
− − −

 .

Отсюда следует, что

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

* * * * *
1 1

1 2

1 1
1 , , ... , ... ,

1 1

1
.

1

n n

g g g n

x N x N x S S x S x S
n n

v S v S v S
n

 = = = + + = + + =  − −

= + + +
−



Покажем, что x* Σ-доминирует любой другой дележ y ∈  X.
Если не верно, что x* Σ-доминирует y, то при любом S ⊂  N либо y(S)  ≥  ν(S), 

либо y(S) >  x*(S) и, в частности, при S =  Si при i =  1, 2, …, n. Если y(Si) ≥ ν(Si) 
при некотором i, то в силу равенства ν(Si)  =  x*(Si) для этого i получаем, что 
y(Si) ≥  x*(Si). Тогда y(Si) ≥  x*(Si) при i =  1, 2, …, n.

Если y(Si)  =  x*(Si) при i  =  1, 2, …, n, то в силу линейной независимости век-
торов S S Sn1 2, ,...,  получаем, что y = x*, что противоречит предположению о том, 
что y не совпадает с x*.

Следовательно, y(Si) >  x*(Si) для некоторого i, но тогда

 ( ) ( )* *

1

1
1

1

n

i
i

x N x S
n=

= = <
−∑ ( ) ( )

1

1
1

1

n

i
i

y S y N
n=

= =
−∑ .

Полученное противоречие доказывает, что любой вектор из X, не совпадающий 
с x*, Σ-доминируется вектором x* и, следовательно, ядро игры состоит из един-
ственного вектора x* и Σ-доминирует все другие дележи. Что и требовалось доказать.

Замечание 1. В силу утверждения 1 и леммы существуют такой дележ x* ∈  X и 

такая игра *x
g G∈  , что ( )*ˆ 0

f x
gµ > . Следовательно, ( ) ( ) ( ) ( )0ˆ ˆˆ ˆmax

W f W fx X
x x

∈
µ = µ   >  0. 

Поэтому в дальнейшем будем рассматривать только такие игры g ∈ G, для которых 
( )ˆ 0.

f
gµ >

Замечание 2. Из замечания 1 следует, что любая из рассматриваемых нечетких 
игр f̂  имеет решение, определяемое равенством (4).
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Утверждение 2. Пуcть Cg = {x*}, x*
i ≥  ε >  0 для любого i, x* Σ-доминирует лю-

бой другой дележ в игре g, тогда x*(Si) = νg(Si), i =  1, 2, …, n. 
Доказательство. Чтобы задать точку в Rn, надо указать (в нашем случае) систе-

му из n линейно независимых уравнений, для которой эта точка является решени-
ем. Такими системами могут быть:
1) система

 x*(Si) = νg(Si), i =  1, 2, …, n

в предположении, что

	 (νg(S1) + νg(S2) +  … + νg(Sn))/(n  –  1) =  1,

так как для x* должно выполняться условие: x*(N) =  1;
2) система, получающаяся из системы (8) после удаления одного из уравнений 

вида x*(Sn)  =  νg(Sn), пусть для определенности это система x*(Si)  =  νg(Si), 
i = 1, 2, …, n – 1. Заметим, что в силу (9) x*(S) > νg(S) для S ≠ Si, i = 1, 2, …, 
n  –  1. Действительно, если i*(Sn)  =  νg(Sn), то мы получаем первый случай. 
Если S — запрещенная коалиция, то νg(S) = 0 и x*(S) > ν(S) (по предположению 
x*

i ≥  ε для любого i);
3) система, содержащая уравнения вида x*(S) = νg(S), где S ≠  Si, i =  1, 2, …, n.

В случае 1) x* Σ-доминирует в игре g любой другой дележ и является решени-
ем игры.

В случае 2) имеем: { }
1

1

n

i
i

S n
−

=

=


. Напомним, что x*
i ≥  ε для любого i.

Рассмотрим такой дележ y, что

 yn =  x*n +  (n  –  1)δ,

 yi =  x*i  –  δ, i =  1, 2, …, n  –  1.

Здесь δ > 0 и настолько мало, что yi > 0 для любого i и y(S) > νg(S) при любом 
S ≠  Si, i =  1, 2, …, n  –  1. Рассмотрим Si при i ≠ n  –  1, имеем:

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

* * *

1 1

1
n n

n k i n k i
i

k k

y S y y y x n x x
− −

= =

= + − = + − ⋅δ + − δ − − δ =∑ ∑

             ( ) ( ) ( )
1

* * * *

1

1 ( 1) 1 ,
n

n k i
i g i

k

x x x n n x S v S
−

=

= + − + δ ⋅ − − − + = + δ >∑

 ( ) ( )( )*

1

1 1 1
n

k

k

y N x n n
=

= + δ − − − =∑ .

То есть во втором случае нашелся дележ y, который не Σ-доминируется дележом 
x* и, значит, x* не является решением игры g.

В случае 3) если x*(S) = νg(S), то νg(S) >  0, а так как S — запрещенная коали-
ция, то ( )( )ˆ

ˆ
0f

S
gv

v Sµ =  и тогда ( ) ( )( )ˆˆ ˆ
min 0f

S
gf vS N

g v S
⊆

µ = µ = , что противоречит нашему 

предположению (см. замечание 1).
Таким образом, утверждение 2 доказано.
Для отыскания такого решения x* нечеткой игры f̂ , что x* ∈ X, x*

i ≥ ε для любого 
i, {x*} = Cg, x* Σ-доминирует любой другой дележ в игре g и ( ) ( ) ( ) ( )*

ˆ ˆˆ ˆmax
W f W fx X

x x
∈

µ = µ  =	

= ( )ˆ ,
f

gµ  можно решить задачу математического программирования вида:
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µ
µ

µ µ
υ

→
≤ ≤

≤ ( )( ) =

( ) = ( ) =

max,

,

, , ,..., ,

, ,

0 1

1 2

1 2

Si
f v S i n

x S v S i

g i

i g i ,,..., ,

,

, , ,..., ,

, , ,..., .

n

x N

x i n

v S i n

i

g i

( ) =

≥ =
≥ ( ) ≥ =







1

1 2

1 0 1 2

ε














 (10)

Пусть (x*, νg*) — оптимальный план задачи (10), g* — игра, для которой выпол-
нены условия а) и б). Тогда x* — решение, в рассматриваемом смысле, нечеткой 

игры f̂ . Действительно, x*  ∈  Cg*, g* — игра с максимальной надежностью: 

( ) ( ) ( ) ( )*
ˆ ˆˆ ˆmax

W f W fx X
x x

∈
µ = µ . Из утверждений 1 и 2 следует, что Cg

*  =  {x*}	 и что x* 

Σ-доминирует любой другой дележ из X.

Результаты и обсуждение

Вернемся к задаче оценки роли специалистов-консультантов, работающих в груп-
пе при реализации проекта управленческого консультирования. Попробуем, с ис-
пользованием вышеописанной методологии, оценить их вклад в достижение целей 
проекта.

Предполагается, что роль любого из консультантов не меньше некоторого ε > 0. 
В связи со сформулированной задачей рассмотрим нечеткую кооперативную игру ( )ˆ

ˆ ˆ,
f

f N v= , определенную на универсальном множестве G, где N — множество 
обследуемых, переговорное множество (множество всех возможных значений ро-
лей участников), X задается равенством:
 X =  {x ∈  Rn: xi ≥  0 для любого i ∈  N и 

1

n
i

i

x
=
∑  =  1},

при этом, если x ∈  X и x =  (x1, x2, …, xn), то xi при i =  1, 2, …, n интерпретиру-
ется как оценка значения роли (в долях единицы) обследуемого участника группы 
с номером i в достижении общей цели. Под x(S) понимается суммарное значение 
роли коалиции S, если роль i-го участника равна xi. То есть предполагается, что 
роль коалиции в достижении цели равна сумме значений ролей ее участников.

Предполагается, что для коалиции S, состоящей из (n  –  1) игрока, функция принад-
лежности ( )( )ˆ

ˆ fS
gv

v Sµ  задается равенством (5), для остальных S ≠ N — равенством (6), 
при S = N  — равенством (7), их графики представлены на рис. 2, 3 и 4 соответственно.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий предложенные теоретические положения. 
Пусть рабочая группа состоит из трех специалистов-универсалов по проведению 
работ в рамках консалтингового проекта, но разные работы по оказанию консал-
тинговых услуг, что естественно, они выполняют с различной эффективностью. 
Эффективность работы группы специалистов оценивается долей выполненного 
объема необходимых работ за заданное время. Предполагается, что эти эффектив-
ности для разных групп известны и являются нечеткими величинами. Требуется 
определить значимость каждого члена группы при выполнении работ проекта. 
Предполагается, что она не меньше ε >  0 для любого из них.

Для моделирования предлагается использовать нечеткую кооперативную игру 
f̂ , в которой N  =  {1, 2, 3}, функции принадлежности ( )( )ˆ

ˆ fS
gv

v Sµ  задаются фор-
мулами:

ˆ ˆ
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i

gv
v iµ =

{ }( ) =
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ина ч е

v i
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 (11)

для остальных коалиций S ⊂  N 
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− ( ) ( ) >
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v S

v S
v S v S
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 1.

 (12)

 
µ

Ж
Ж

, ,

, .
.

v g
g

i
f v N

v N

{ }
( )( ) =

( ) =





1 1

0

если

ина ч е

 (13)

Заметим, что задача (10) с учетом (12) эквивалентна задаче (14), математическая 
запись которой представлена ниже. Действительно, ограничения ( )( )ˆ

ˆ fSi
g iv

v Sµ ≤ µ  и 

1  ≥  νg(S)  ≥  0 задачи (10) в совокупности с учетом равенства (12) эквивалентны 

системе ограничений µ ≤ νg(Si) / ν0(Si), µ ≤ (1 – νg(Si)) / (1 – ν0(Si)), 1 ≥ νg(Si) ≥ 0 
задачи (14).

Пусть ν0({1, 2}) =  0,6,ν0({1, 3}) =  0,6,ν0({2, 3}) =  0,7, ε =  0,01.

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )

0

0

max,

0 1,

, 1,2,3,

1
, 1,2,3,

1

, 1,2,3,

, 1,2,..., ,

0 1, 1,2,..., ,

.

g i

i

g i

i

i g i

i

g i

v S
i

v S

v S
i

v S

x S v S i

x i n

v S i n

x X

µ →
 ≤ µ ≤


µ ≤ =

 −µ ≤ = −
 = =

 ≥ ε =


≤ ≤ =
 ∈

 (14)

При указанных исходных данных в результате решения задачи (14) получаем, 
что оптимальные значения переменных этой задачи равны, соответственно:

	 µ =  10/11, x =  (3/11, 4/11, 4/11), νg(S1) =	
	 µ =  8/11, νg(S2) =  7/11, νg(S3) =  7/11.

Таким образом, роль первого участника в достижении цели оценивается в 3/11, 
второго в 4/11, третьего в 4/11. Значение µ, равное 10/11, предлагается рас-
сматривать как степень уверенности лица, принимающего решение (в нашем слу-
чае — менеджера консалтинговой организации) в справедливости полученных 
оценок. Подчеркнем, что это значение степени уверенности (надежности) макси-
мальное.

{ }
{ }( )( )ˆ

ˆ f
i

gv
v iµ

( )( )ˆ
ˆ fS

gv
v Sµ



В
Л

А
С

Т
Ь

 И
 Э

К
О

Н
О

М
И

К
А

74  УПРАВЛЕНЧЕСКОЕ	КОНСУЛЬТИРОВАНИЕ . № 11 . 2020

Заключение

Предложенный в статье научно-методический аппарат, базирующийся на положе-
ниях теорий игр и нечетких множеств, позволяет в количественной форме, с ис-
пользованием строгих аналитических выражений, оценить роль каждого из группы 
специалистов-консультантов, участвующих в реализации консалтингового проекта. 
Это значительно повышает строгость и достоверность оценки, по сравнению с, как 
правило, используемыми в настоящее время экспертными подходами к решению 
такого рода задач. Кроме того, наличие количественных моделей и алгоритма их 
использования создает предпосылки для того, чтобы разработать компьютерную 
программу, реализующую необходимые расчеты. Она может использоваться для 
определения коэффициентов трудового участия при групповой работе консультан-
тов, для распределения получаемого ими дохода и т. п. Помимо этого, универсализм 
предложенного инструментария позволяет применять его для решения аналогичных 
задач в других предметных областях.
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