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Аннотация
Предмет исследования. Многие методы управления предполагают использование в реальном времени 
значений вектора переменных состояния или его оценок. В работе рассмотрена задача синтеза наблюдателя 
переменных состояния для нелинейного нестационарного объекта управления более широкого класса в 
сравнении с известными аналогами. Метод. Для решения задачи допущено, что параметры объекта являются 
частично неизвестными функциями времени и имеют полиномиальный вид. Каждый неизвестный параметр 
представляет собой полином функций времени с неизвестными коэффициентами. Задача синтеза наблюдателя 
решается в классе идентификационных методов, которые предусматривают преобразование исходной 
нелинейной математической модели объекта к линейной статической регрессии. В этой задаче вместо привычных 
неизвестных постоянных параметров присутствуют неизвестные функции времени, подлежащие оцениванию. 
Для восстановления переменных неизвестных параметров используется метод динамического расширения и 
декомпозиции (смешивания) регрессора. Метод позволяет получать монотонные оценки, а также обеспечивать 
ускорение сходимости оценок к истинным значениям. Основные результаты. Предложенный подход позволяет 
получать точные параметризации нелинейной нестационарной системы, включая экспоненциально затухающие 
слагаемые, связанные с введением динамических фильтров. Сформированные регрессионные уравнения 
зависят от настроечных параметров, и при смене значений данных параметров составляется система линейно 
независимых регрессионных уравнений, которая может быть декомпозирована на скалярные регрессионные 
уравнения. На основе полученных уравнений и допущений относительно моделей нестационарных параметров 
синтезирован наблюдатель параметров и переменных состояния системы. Практическая значимость. 
Применение предложенного подхода позволяет решать задачи восстановления неизмеряемых переменных 
и сигналов реальных систем управления, а также дает возможность идентифицировать неизвестные 
нестационарные параметры. Это, в свою очередь, представляет собой актуальную самостоятельную задачу. 
Подход может найти применение в задачах управления химическими процессами, преобразований напряжения, 
а также в ряде других технических приложений.
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Abstract
Many control methods involve the use of real-time values of the vector of state variables or its estimates. The article 
considers the problem of state variables observer design for a nonlinear non-stationary plant of a wider class compared 
to the known analogs. To solve the problem, some assumptions are introduced and assume that the plant parameters are 
partially unknown functions of time that have a polynomial form. Each unknown parameter is polynomial functions of 
time with unknown coefficients. The problem of observer design is solved in a class of identification methods that involve 
the transformation of the original nonlinear mathematical model of the plant to a linear static regression. In this problem, 
instead of the usual unknown constant parameters, there are unknown functions of time which are estimated. To recover 
variables of unknown parameters, the method of dynamic regressor extension and mixing (DREM) is used. The method 
allows getting monotone estimates, as well as accelerating the convergence of estimates to true values. The proposed 
approach allows obtaining accurate parametrizations of a nonlinear nonstationary system, including exponentially 
decaying terms associated with using dynamic filters. The resulting regression equations explicitly depend on the tuning 
parameters and changing the values of these parameters yields a system of linearly independent regression equations, 
which can be decomposed then into scalar regression equations. An observer of the parameters and state variables of the 
system is designed on the basis of scalar regression equations and considered assumptions about models of non-stationary 
parameters. The application of the proposed approach allows solving the problems of restoring unmeasured variables and 
signals of real control systems and also makes it possible to identify unknown time-varying parameters, which in turn is 
an actual self-contained problem. The approach can be applied in control of chemical processes, electrical converters, 
as well as in a number of other technical applications.
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Введение

Проблема синтеза наблюдателей переменных состо-
яния для нелинейных объектов является классической и 
актуальной задачей современной теории систем. В на-
стоящей работе нет обширного обзора методов синтеза 
наблюдателей переменных состояния для нелинейных 
систем, но представлены подходы, которые близки по 
идеологии к предлагаемому методу. В работах [1–3] 
предложена идея сведения динамической модели не-
линейных систем к линейной регрессионной модели, 
известной в теории идентификации [4].

Подобная идея — представление динамической 
системы в форме линейной регрессионной модели рас-
смотрена в рамках данной работы. Важное отличие от 
исследований [1–3] является тот факт, что нелинейная 
система содержит неизвестные нестационарные па-
раметры, наличие которых усложняет использование 
стандартных методов синтеза наблюдателей перемен-
ных состояния. Отметим, что существуют косвенные 
методы решения задачи стабилизации по выходу — без 
измерения вектора переменных состояния, не предус-
матривающие прямого синтеза наблюдателя в контуре 
обратной связи [5]. Данные методы, как правило, но-
сят частный характер, т. е. предусматривают решение 
задачи синтеза регуляторов для частной структуры 
математической модели объекта управления.

В работе [6] предложен алгоритм синтеза наблюда-
телей для линейной нестационарной системы, матема-
тическая модель которой содержит неизвестные неста-
ционарные параметры. Также выдвинуто допущение 
о том, что параметр представляет собой произведение 
неизвестного постоянного коэффициента на измеряе-
мую функцию времени. 

В настоящей работе рассмотрены более сложные 
допущения по неизвестным изменяющимся во време-
ни параметрам и предположено, что каждый параметр 
может быть представлен в виде полинома времени с 
неизвестными коэффициентами. Близкая задача для 
линейных нестационарных объектов исследована в 
работах [7, 8], где неизвестные параметры не имели 
полиномиальную структуру, но представляли собой 
неизвестные функции времени, производная которой 
принимала на разных интервалах времени отличаю-
щиеся числовые значения. Также заметим, что в [7, 8] 
задача синтеза наблюдателя переменных состояния не 
рассматривалась, что является существенным отличием 
от предлагаемого в настоящей работе подхода.

Результаты работы могут найти применение в зада-
чах управления химическими процессами [9], преобра-
зователями напряжения [10–12], а также в ряде других 
технических приложениях, математические модели 
которых могут быть приведены к рассматриваемому в 
данной работе виду.
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Постановка задачи

Рассмотрим нестационарную нелинейную систему 
вида 
 ẋ(t) = Ax(t) + Q(y(t))θ(t) + B(t)u(t), y(t) = C�x(t), (1)

где x ∈ RN — неизмеряемый вектор переменных со-
стояния; u ∈ R1 — управляющее воздействие; y(t) — 
измеряемая выходная переменная; элементы матрицы 
Q(t) являются полностью определенными; матрицы A 
и C имеют вид

 A = 

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0

0 0 0 … 0

0 0 0 … 0 N×N

 C = 

1

0

0

0

,

векторы неизвестных параметров θ(t) ∈ RN и B(t) ∈ RN 
представлены в виде полиномов времени

 θ(t) = θ0 + θ1t + θ2t2 + … + θmtm, 
 B(t) = B0 + B1t + B2t2 + … + Bntn, (2)

с известными степенями n и m и неизвестными коэф-
фициентами θi, i = 0, …, m и Bk, k = 0, …, n.

Требуется синтезировать алгоритм оценивания па-
раметров и переменных состояния, обеспечивающий 
выполнение условий

 lim
t→∞

θ(t) – θ(t) = 0, lim
t→∞

B(t) – B(t) = 0,

 lim
t→∞

x(t) – x (t) = 0.  (3)

Параметризация модели объекта управления

Покажем методологию параметризации нестаци-
онарных линейных систем с нестационарными пара-
метрами полиномиального вида для частного случая 
θ(t) ≡ 0. Затем представим переход к более общей по-
становке задачи.

Утверждение 1. Рассмотрим объект управления 
вида
 ẋ(t) = Ax(t) + B(t)u(t), y(t) = C�x(t) 

и фильтры
 ζ(t) = Fζ(t) + Ky (t), 

 Ω1(t) = FΩ1(t) – Iu(t),

 Ωk+1(t) = FΩk+1(t) – Ωk(t), k = 1, …, n,

где векторная функция ζ ∈ RN и матричные функции 
Ωk ∈ RN×N — переменные состояния фильтров; век-
тор-столбец K такой, что матрица F = A – CK являет-
ся гурвицевой; I — единичная матрица размерности 
N × N.

Тогда справедлива следующая параметризация 

 ζ(t) = x(t) + Ω1(t)B(t) + Ω2(t)Ḃ(t) + … 

 + Ωn+1(t)B(n)(t) + e(t),

где e(t) — экспоненциально затухающая функция вре-
мени.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную 
переменную 
 e(t) = ζ(t) – x(t) – Ω1(t)B(t) – Ω2(t)Ḃ(t) – … 
 – Ωn+1(t)B(n)(t)

и вычислим ее производную

 ė(t) = ζ(t) – ẋ(t) – Ω1(t)B(t) – Ω1(t)Ḃ(t) – Ω2(t)Ḃ(t) – 
 – Ω2(t)B(t) – … – Ωn+1(t)B(n)(t) – Ωn+1(t)B(n+1)(t)

= 0

 = 

 = Fζ(t) + Ky(t) – Ax(t) – B(t)u(t) – (FΩ1(t) – Iu(t))B(t) –
 – Ω1(t)Ḃ(t) – (FΩ2(t) – Ω1(t))Ḃ(t) – Ω2(t)B(t) – …
 – (FΩn(t) – Ωn–1(t))B(n–1)(t) – Ωn(t)B(n)(t) – 
 – (FΩn+1(t) – Ωn(t))B(n)(t) =
 = F(ζ – x – Ω1(t)B(t) – Ω2(t)Ḃ(t) – … – Ωn+1(t)B(n)(t)) =
 = Fe(t).

В вычислении производной e(t) выполним сокра-
щения членов вида Ωk(t)B(k)(t) для k = 1, …, n. На ос-
новании того, что матрица F является гурвицевой, то 
функция e(t), удовлетворяющая уравнению ė(t) = Fe(t), 
экспоненциально стремится к нулю, что и требовалось 
доказать.

Рассмотрим более общий случай, сформулирован-
ный в разделе «Постановка задачи». В следующем 
утверждении представлена параметризация модели (1), 
аналогичная Утверждению 1.

Утверждение 2. Рассмотрим нестационарную ли-
нейную систему вида (1) и фильтры

 ζ(t) = Fζ(t) + Ky(t), 
 Ω1(t) = FΩ1(t) – Iu(t),
 Ωk+1(t) = FΩk+1(t) – Ωk(t), k = 1, …, n, (4)
 Ṗ1(t) = FP1(t) – Q(y(t)),
 Ṗi+1(t) = FPi+1(t) – Pi(t), i = 1, …, m,

где векторная функция ζ ∈ RN и матричные функции 
Ωk ∈ RN×N; Pi ∈ RN×N — переменные состояния филь-
тров; вектор-столбец K, матрицы F и I определены в 
Утверждении 1.

Тогда справедлива следующая параметризация 

 ζ(t) = x(t) + Ω1(t)B(t) + Ω2(t)Ḃ(t) + … 

 + Ωn+1(t)B(n)(t) + P1(t)θ(t) + P2(t)θ(t) + …  (5)

 + Pm+1(t)θ(m)(t) + ē(t),

где ē(t) — экспоненциально затухающая функция вре-
мени.

Доказательство. Доказательство выполняется ана-
логично Утверждению 1. Рассмотрим переменную 

 ē(t) = ζ(t) – x(t) – Ω1(t)B(t) – Ω2(t)Ḃ(t) – …

 – Ωn+1(t)B(n)(t) – P1(t)θ(t) – P2(t)θ(t) – … 

 – Pm+1(t)θ(m)(t).

Вычисление производной ē(t) с учетом (4) приводит 
к аналогичному выводу: функция ē(t) удовлетворяет 
уравнению (t) = Fē(t), что и требовалось доказать.

Синтез адаптивного наблюдателя для нестационарных нелинейных систем...
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Синтез наблюдателей 
для нестационарных параметров

Получив параметризацию модели объекта (1) в виде 
линейного регрессионного уравнения (5), запишем 
линейное регрессионное уравнение, зависящее от не-
измеряемых переменных x(t), а также нестационар-
ных параметров θ(t) и B(t), включая их производные. 
Умножим уравнение (5) на вектор-строку C�:

 C�ζ(t) = C�x(t) + C�Ω1(t)B(t) + C�Ω2(t)Ḃ(t) + …

 + C�Ωn+1(t)B(n)(t) + C�P1(t)θ(t) + C�P2(t)θ(t) + …

 + C�Pm+1(t)θ(m)(t) + C�ē(t)

или

 z(t) – y(t) = ω1(t)B(t) + ω2(t)Ḃ(t) + …

 + ωn+1(t)B(n)(t) + π1(t)θ(t) + π2(t)θ(t) + … (6)

 + πm+1(t)θ(m)(t) + ε(t),

где z(t) = C�ζ(t), ωk(t) = C�Ωk(t), πi(t) =  C�Pi(t) — из-
вестные функции времени для k = 1, …, (n + 1), i = 1, …, 
(m + 1), и ε(t) = C�ē(t) — экспоненциально затухающая 
функция времени.

Воспользуемся методом динамического расширения 
и декомпозиции (смешивания) регрессора [13–15] для 
получения скалярных регрессоров относительно эле-
ментов векторов B(t) и θ(t), а также их производных. 
Так как переменные z(t), ωk(t) и πi(t) зависят от пара-
метров вектора K, то для удобства опустим аргумент 
времени и перепишем уравнение (6) в виде

 z(K) – y = ω1(K)B + ω2(K)Ḃ + … + ωn+1(K)B(n) + 

 + π1(K)θ + π2(K)θ + … +πm+1(K)θ(m) + ε(K).

Выберем l = (n + m + 2)N различных значений век-
тора K, и запишем систему из полученных уравнений 
в матричном виде

 

Y

z(1) – y

z(l) – y
 =

 = 

Φ

ω1(1) … ωn+1(1) π1(1) … πm+1(1)

ω1(l ) … ωn+1(l ) π1(l ) … πm+1(l )
 

B

B(n)

θ

θ(m)

,

получим декомпозицию матричного уравнения на 
скалярные с помощью операций вычисления опре-
делителя det(*) и союзной матрицы adj(*). Отбросим 
экспоненциально затухающие члены, которые тем бы-
стрее сходятся к нулю, чем меньше значение параметра 
max Re λ{A – KC}.

Имеем

 

ρ1

ρn+1
σ1

σn+1

 = 

B

B(n)

θ

θ(m)

 Δ(t),

 

ρ1

ρn+1
σ1

σn+1

 = adj(Φ(t))Y(t), Δ(t) = det(Φ(t)), (7)

где ρk(t) = B(k–1)(t)Δ(t) и σi(t) = θ(i–1)(t)Δ(t) соответст-
венно.

Замечание 1. Для упрощения реализации восполь-
зуемся правилом Крамера [16] для вычисления значе-
ний ρk(t) и σi(t) через определители матриц, сформи-
рованные на основе матриц Φ(t) и Y(t): l-й элемент 
вектора adj(Φ(t))Y(t) равен определителю Φ(t), в кото-
ром l-й столбец заменен вектором Y(t).

Замечание 2. Поскольку параметризация (6) со-
держит член ε(t) = C�exp(Ft)ē(0), то декомпозиция (7) 
верна с точностью до экспоненциально затухающего 
члена. Соответственно, оценки векторов B(t) и θ(t) 
не могут быть получены за конечное время на основе 
неточного уравнения (7). Включим переменную ε(t) в 
параметризацию: 

 ε(t) = φ(t)ē(0), φ(t) = C�χ(t), χ(t) = Fχ(t), χ(0) = I.

Выберем l + 1 различных значений вектора K, и 
запишем систему из полученных уравнений в матрич-
ном виде

  Ȳ:= 

z(1) – y

z(l) – y
z(l + 1) – y

 =

 = 
   ω1(1)   …   ωn+1(1)        π1(1)      …   πm+1(1)

ω1(l + 1) … ωn+1(l + 1) π1(l + 1) … πm+1(l + 1)
 ×

 × 

B

B(n)

θ

θ(m)

ē(0)

 = :Φ 

B

B(n)

θ

θ(m)

ē(0)

.

В следующем утверждении сформулирован ос-
новной результат, представляющий собой процедуру 
синтеза наблюдателей нестационарных параметров и 
переменных состояния x(t) модели (1).

Утверждение 3. Для состояния x(t) нестационарной 
системы (1) и функций времени θ(t) и B(t), удовлетворя-
ющих уравнениям (2) и (7), наблюдатели вида

 x = ζ(t) – Ω1(t)ς1(t) – … – Ωn+1(t)ςm+1(t) – 

 – P1(t)ξ1(t) – … – Pm+1(t)ξn+1(t),

 θ(t) = ξ1(t), B(t) = ς1(t),

 ξ i = ξ i+1 + γΔ(ρi – ξ iΔ), i = 1, …, n,

 ξn+1 = γΔ(ρn+1 – ξn+1Δ), 

 ς k = ς k+1 + γΔ(σk – ς iΔ), k = 1, …, m,

 ςm+1 = γΔ(σm+1 – ςm+1Δ)
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обеспечивают выполнение цели (3) при γ > 0 и удов-
летворении условия неисчезающего возбуждения для 
переменной Δ(t).

Доказательство. Рассмотрим переменные ошибок 
ξ i = θ(i–1) – ξ i, i = 1, …, n + 1 и ς k = B(k–1) – ς k, k = 1, …, 
m + 1, производные которых удовлетворяют следующей 
системе уравнений

 

ξ i = ξ i+1 – γΔ2ξ i, i = 1, …, n, 

ξn+1 = – γΔ2ξn+1,

ς k = ς k+1 – γΔ2ς k, k = 1, …, m, 

ςm+1 = – γΔ2ςm+1.

 (8)

Последовательное интегрирование моделей ошибок 
от n + 1 к 1 и от m + 1 к 1 позволяют утверждать об 
асимптотической сходимости к нулю всех переменных 

состояния модели (8). Следовательно, с учетом уравне-
ния (5) делаем аналогичный вывод относительно ошиб-
ки x(t) – x(t), что соответствует выполнению цели (3).

Заключение

В работе представлен новый алгоритм оценивания 
нестационарных параметров и переменных состояния 
для отдельного класса нелинейных систем. Решение 
задачи основано на преобразовании динамической мо-
дели объекта управления к линейной регрессионной 
модели. Регрессионная модель включает в себя пере-
менные состояния генераторов, выходы которых описы-
вают искомые параметры. Задача восстановления всех 
переменных состояния решена с привлечением метода 
динамического расширения и декомпозиции регрессора 
(или смешивания регрессора).
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