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ПАРНЫЕ КОРРЕЛЯЦИИ В БИДИСПЕРСНОЙ ФЕРРОЖИДКОСТИ
ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ: ТЕОРИЯ И

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Кэмп Ф.Дж.
Химическая школа, Университет г. Эдинбурга,

Вест Мэйнс Роад, Эдинбург, EH9 3JJ, Шотландия

Елфимова Е.А., Нехорошкова Ю.Е., Гольдина О.А., Иванов А.О.
Институт математики и компьютерных наук, Уральский федеральный университет,

пр. Ленина 51, Екатеринбург, 620000, Россия

Вычисляется парная функция распределения g(r) феррожидкости,
которая моделируется бидисперсной системой дипольных твердых сфер.
Изучается влияние внешнего однородного магнитного поля и полидис-
персности на g(r) и связанный с ней структурный фактор (СФ). Расчет
проводится методами диаграммного разложения в рамках термодина-
мической теории возмущений по концентрации частиц и интенсивности
межчастичного диполь-дипольного взаимодействия. Приведены анали-
тические выражения для парной функции распределения с точностью
до первого порядка по плотности и второго порядка по интенсивности
дипольного взаимодействия. Построенная теория сравнивается с резуль-
татами компьютерного моделирования (метод Монте-Карло) для опре-
деления ее области применимости. Используя преобразование Фурье к
парной корреляционной функции g(r) − 1 определяется СФ рассеива-
ния. Анализируется влияние гранулометрического состава и интенсивно-
сти магнитного поля на значение и положение первого максимума СФ,
наиболее легко поддающего экспериментальному изучению. Полученные
данные могут служить основой для интерпретации экспериментальных
результатов малоуглового нейтронного рассеивания и определения зако-
номерностей в поведении СФ, его зависимости от фракционного состава
феррожидкости, межчастичных корреляций, внешнего магнитного поля.
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1 Введение

Возможность управления свойствами и поведением жидких и полимер-
ных сред при помощи внешнего магнитного поля очень привлекатель-
на для современных технологий, так как позволяет достигать решения
многих инженерных, биологических и медицинских задач. Один из при-
меров таких сред – феррожидкости – устойчивые взвеси наноразмерных
однодоменных частиц ферро- и ферримагнитных материалов в жидких
носителях [1]. Свойства феррожидкостей широко изучаются эксперимен-
тальными методами [2] - [8], теоретически [9] - [15] и с помощью ком-
пьютерного моделирования [14] - [19]. Для эффективного применения
феррожидкостей ключевой характеристикой является микроструктура
этих материалов. Прямое экспериментальное изучение микрострукту-
ры феррожидкостей возможно только с помощью техники малоуглово-
го нейтронного рассеивания, позволяющего определить СФ [6, 20]. По-
следний демонстрирует особенности межчастичных корреляций в Фурье-
пространстве. Используя обратное преобразование Фурье можно вос-
становить парную функцию распределения (ПФР), которая описывает
плотность вероятности расположения пары феррочастиц на заданном
расстоянии и содержит всю информацию о межчастичных корреляциях
системы феррочастиц [21, 22]. ПФР позволяет определить многие реоло-
гические, электромагнитные, термодинамические характеристики систе-
мы [23] - [27], такие как вязкость, намагниченность, оптическая анизотро-
пия, сжимаемость и пр. Однако обработка экспериментальных данных
СФ для восстановления ПФР очень чувствительна к базовой модели фер-
рожидкости, выбранной для интерпретации экспериментальных данных.
Только при учете таких факторов как полидисперсность, межчастичные
корреляции, вызванная внешним магнитным полем анизотропия, можно
минимизировать ошибки при восстановлении ПФР. Теоретические иссле-
дования и компьютерное моделирование, в отличие от эксперименталь-
ных методов, подходят к проблеме изучения микроструктуры ферро-
жидкостей с другой стороны. В базовой модели изначально определена
микроструктура феррожидкости. Методами компьютерного моделиро-
вания и теоретически вычисляется ПФР, а затем с помощью преобра-
зования Фурье находится СФ. Таким образом, теория и компьютерное
моделирования позволяют проследить как изменение микроструктуры
системы отражается на СФ. Эти данные служат основой для интерпре-
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тации экспериментальных результатов и определения закономерностей в
поведении СФ, его зависимости от фракционного состава феррожидко-
сти, межчастичных корреляций, внешнего магнитного поля.

Что касается теоретических исследований, то СФ феррожидкости, с
частицами интенсивно взаимодействующими друг с другом посредством
магнитных диполь-дипольных сил, достаточно полно изучен [6, 18], [28] -
[31]. Такие феррожидкости содержат агрегаты феррочастиц в форме ги-
бгих цепочек, колец или сеток. Наличие таких агрегатов подтверждено
данными компьютерного моделирования [18, 28]; известны также косвен-
ные признаки их присутствия в экспериментах [6]. Теоретические рабо-
ты позволили объяснить анизотропию СФ во внешнем магнитном поле
в рамках "цепочечной" трактовки [31]. Однако в реальных, широко ис-
пользуемых феррожидкостях типа "магнетит в керосине" , стабилизи-
рованных олеиновых кислотой устойчивые цепочечные агрегаты факти-
чески невозможны. В работе [32], основываясь на монодисперсной моде-
ли дипольных твердых сфер, анизотропия СФ в магнитном поле впер-
вые теоретически была объяснена наличием межчастичных корреляций
в феррожидкостях с умеренными концентрациями и невысокой интен-
сивностью диполь-дипольных взаимодействий. Сравнение построенной
теории с результатами компьютерного моделирования [33] (метод Мон-
те Карло) и [34] (метод молекулярной динамики) позволили определить
область применимости теории. Поскольку реальные феррожидкости яв-
ляются полидисперсными по своему гранулометрическому составу, сле-
дующим шагом развития теории микроструктуры феррожидкостей по-
служила работа [35], где было изучено влияние полидисперсности на СФ
в отсутствие внешнего магнитного поля. В работе [36] проведено исследо-
вание влияния стерических межчастичных взаимодействий немагнитной
природы на бидисперсный СФ в отсутствие поля. Построенные аналити-
ческие закономерности прошли проверку на результатах компьютерного
моделирования, проведенных методом молекулярной динамики. Настоя-
щая работа является продолжением предшествующих теоретических ис-
следований, где изучено влияние внешнего магнитного поля на бидис-
персный СФ и ПФР. Исследования проводятся теоретически и методами
компьютерного моделирования (метод Монте Карло) на основе бидис-
персной модели дипольных твердых сфер.

Целью данной статьи является теоретическое определение ПФР и СФ
бидисперсной системы дипольных твердых сфер во внешнем магнитном
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поле; исследование закономерностей между дисперсным составом фер-
рожидкости и поведением СФ во внешнем магнитном поле.

Статья организована следующим образом. Во второй главе представ-
лена исследуемая бидисперсная модель дипольных твердых сфер во внеш-
нем магнитном поле. Третья глава посвящена теоретическому построе-
нию ПФР и СФ. Описаны методы исследования, определены аналитиче-
ские выражения порциальных ПФР. В четвертой главе изложены детали
компьютерного моделирования, проведенного методом Монте Карло. В
пятой главе продемонстрированы результаты исследования ПФР и СФ.
Заключительная шестая глава содержит выводы.

2 Модель

Феррожидкость моделируется бидисперсной системой однородно намаг-
ниченных, твердых сферических частиц. Две компоненты рассматрива-
емой системы будем называть мелкая и крупная фракции. В мелкой
фракции содержится Ns частиц с диаметром σs и величиной магнит-
ного момента ms. Крупная фракция состоит из Nl частиц, диаметра σl
и величиной магнитного момента ml. Соответствующие молярные доли
частиц фракций xs = Ns/N и xl = Nl/N , N = Ns + Nl. Все частицы
взвешены в объеме V при температуре T . Общая объемная концентра-
ция ϕ определяется суммой объемных концентраций мелкой и крупной
фракций ϕ = ϕs + ϕl, где ϕs = Nsπσ

3
s/6V , ϕl = Nlπσ

3
l /6V .

Внешнее магнитное поле H = (0, 0, H) направлено параллельно оси
z лабораторной системы координат. Каждая частица обладает пятью
степенями свободы: три степени свободы приходятся на трансляцион-
ное движение, описываемое в сферических координатах перемещением
радиус-вектора центра масс i-й частицы ri = (ri, θi, φi) и две степени
связаны с вращением ее магнитного момента mi = (mi, ωi, ζi).

Общая потенциальная энергия системы U = Uint + Uext содержит
вклады от парных межчастичных взаимодействий (Uint), и одночастич-
ных взаимодействий диполей частиц с внешним магнитным полем (Uext).
Энергия Uint задается суммой

Uint =
N∑
i<j

uij =
N∑
i<j

ushij + udij , (1)
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где uhsij - потенциал твердых сфер

uhsij =

{
∞ , rij < (σi + σj)/2

0 , rij > (σi + σj)/2
, rij = ri − rj , (2)

udij - потенциал диполь-дипльного взаимодействия

udij = −

[
3
(mi · rij)(mj · rij)

r5ij
− (mi ·mj)

r3ij

]
. (3)

Потенциал взаимодействия диполей частиц со внешним магнитным по-
лем определяется формулой

Uext = −
N∑
i=1

mi ·H = −H
N∑
i=1

mi cosωi . (4)

В качестве меры интенсивности диполь-дипольного взаимодействия
традиционно используется параметр диполь-дипольного взаимодействия,
имеющий смысл отношения характерной энергии взаимодействия маг-
нитных моментов двух частиц при их контакте к тепловой энергии kT .
В бидисперсной системе для частиц из мелкой (крупной) фракции па-
раметр диполь-дипольного взаимодействия определяется соотношением
λss(ll) = βm2

s(l)/σ
3
s(l), где β = 1/kT . Интенсивность взаимодействия мел-

кой и крупной частиц задается параметром λsl = 8βmsml/(σs + σl)
3.

Величина взаимодействия магнитных моментов мелких (крупных) ча-
стиц с внешним магнитным полем описывается параметром Ланжевена
αs(l) = βms(l)H.

Типичные, широко используемые феррожидкости типа "магнетит в
керосине" , стабилизированные олеиновой кислотой, имеют среднее зна-
чение параметра диполь-дипольного взаимодействия λ ∼ 1, объемную
концентрацию ϕ ∼ 0.1. Количество крупных частиц в таких системах не
превосходит 20%. Такие феррожидкости достигают ∼ 80% намагничен-
ности насыщения, когда параметр Ланжевена α = 5. Поэтому в статье
феррожидкость будет изучаться для следующих параметров системы:
ϕ = 0.1; ϕl = 0.01 и 0.02; λss = 0.77; λll = 1.5 и 2.6; αs < 0, 1, 2 и 5.
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3 Теория

СФ бидисперсной системы S(q) можно представить в виде суммы пор-
циальных СФ [37]

S(q) = Sss(q) + 2Ssl(q) + Sll(q) , (5)

Sγε(q) = xγδγε + xγxερ

∫
dr[gγε(r)− 1] exp[−i(r · q)] , (6)

где q - волновой вектор, γ, ε ∈ {s, l}, δγε символ Кронекера, gγε(r) - пор-
циальные ПФР, ρ = N/V числовая концентрация. ПФР имеет смысл
плотности вероятности того, что две частицы занимают положения r1 и
r2 в объеме системы, а радиус вектор r = r1− r2 связывает центры двух
случайно выбранных частиц с номерами 1 и 2. Для порциальных ПФР
величина r является расстоянием между двумя случайно выбранными
мелкими частицами (gss), или расстоянием между двумя крупными ча-
стицами (gll), или когда одна выбранная частица крупная, другая мел-
кая (gsl). Полную ПФР системы можно определить суммой порциальных
ПФР с весовыми коэффициентами

g(r) = x2sgss(r) + 2xsxlgsl(r) + x2l gll(r) . (7)

Классический результат группового (вириального) разложения [23,
37, 38] представляет ПФР в виде ряда по степеням концентрации

g(r) =
∞∑
k=2

ρk−2Bk(r) . (8)

Коэффициенты Bk(r) аналогичны вириальным коэффициентам и могут
быть выражены через функцию Майера f(ij) = exp(−βuij) − 1, [37] -
[40]. Например, первые два слагаемых имеют вид

B2(r) = 〈f(12) + 1〉12 , (9)

B3(r) =

∫
dr3〈(f(12) + 1)f(13)f(23)〉123 , (10)
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где угловые скобки означают усреднение по всем ориентациям магнитно-
го момента с учетом энергии его взаимодействия с полем и нормировки

〈· · · 〉i =
α

4π sinh(α)

∫
· · · exp(α cosωi)dΩi , dΩi = sinωidωidζi . (11)

Следуя [32, 33, 41] в каждой функции Майера может быть отдельно
выделен вклад, связанный со взаимодействием твердых сфер fhs(ij) =
exp(−βuhsij )−1; вклад диполь-дипольного взаимодействия fd(ij) = exp(−βudij)−
1 может быть представлен в виде ряда Тейлора, в котором "малым па-
раметром" будет λij

f(ij) = fhs(ij)+(fhs(ij)+1)fd(ij) = fhs(ij)+(fhs(ij)+1)
∞∑
l=1

(−βudij)l

l!
.

(12)

В таком разложении каждое слагаемое ПФР может быть ассоцииро-
вано с диаграммой в вершинах которой располагаются частицы, а ли-
нии, соединяющие вершины, обозначают интегралы от соответствующих
функций. На Рис. 1 представлены двух и трех-частичные диаграммы,
позволяющие определить ПФР до первого порядка по концентрации ρ

и до второго порядка по потенциалу диполь-дипольного взаимодействия
udij. Двойная сплошная линия обозначает функцию Майера для систе-
мы твердых сфер fhs(ij), сплошная линия соответствует комбинации
fhs(ij) + 1, n пунктирных линий обозначают (−βudij)n/n!. Интегралы,
определяющие каждую диаграмму на Рис. 1, представлены ниже

I2a = fhs(12) + 1 (13)

I2b = (fhs(12) + 1)

〈
−βud12
λ12

〉
12

, (14)

I2c = (fhs(12) + 1)

〈
1

2

(
−βud12
λ12

)2
〉

12

, (15)
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I3a =
(
fhs(12) + 1

) ∫
dr3f

hs(13)fhs(23) , (16)

I3b =
(
fhs(12) + 1

)〈−βud12
λ12

〉
12

∫
dr3f

hs(13)fhs(23) , (17)

I3c =
(
fhs(12) + 1

) ∫
dr3(f

hs(13) + 1)fhs(23)

〈
−βud13
λ13

〉
13

, (18)

I3d =
(
fhs(12) + 1

)〈1

2

(
−βud12
λ12

)2
〉

12

∫
dr3f

hs(13)fhs(23) , (19)

I3e =
(
fhs(12) + 1

) ∫
dr3(f

hs(13) + 1)fhs(23)

〈
1

2

(
−βud13
λ13

)2
〉

13

, (20)

I3f =
(
fhs(12) + 1

) ∫
dr3(f

hs(13) + 1)fhs(23)

〈
(−βud12)(−βud13)

λ12λ13

〉
123

,

(21)

I3g =
(
fhs(12) + 1

) ∫
dr3(f

hs(13)+1)(fhs(23)+1)

〈
(−βud13)(−βud23)

λ13λ23

〉
123

,

(22)

Поскольку рассматриваемая система является бидисперсной каждая
частица диаграммы может быть двух типов: мелкая и крупная. Вклад
каждой диаграммы в ПРФ зависит от типа частиц входящих в ее состав.
Диаграммы у которых частицы 1 и 2 принадлежат мелкой (крупной)
фракции вносят вклад в порциальные ПФР gss(r) (gll(r)). Если 1 и 2

являются частицами разных фракций, то соответствующие диаграммы
учитываются в gsl(r).
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3.1 ПФР в отсутствие внешнего поля

В отсутствие внешнего магнитного поля феррожидкость в целом явля-
ется изотропной и ПФР зависит только от расстояния r = |r|. Поэтому
СФ зависит только от модуля q = |q| волнового вектора. Вычисление
ПФР в отсутствие внешнего магнитного поля для бидисперсной систе-
мы представлено в [36] до слагаемых порядка ρλ4γε. Приведены явные
выражения для диаграмм, определяющих второй и третий вириальные
коэффициенты до четвертого порядка по λ4γε. Показано, что в отсутствие
внешнего магнитного поля диаграммы, в структуру которых входит одна
пунктирная линия, равны нулю. Проведено сравнение полученного ви-
риального разложения ПФР с результатами компьютерного моделирова-
ния (метод молекулярной динамики). Определена область применимости
построенной теории: ϕ < 0.15, λγε < 2. Изучена роль стерического потен-
циала межчастичного взаимодействия в парных корреляциях: показано,
что ПФР очень чувствительна к типу короткодействующего стерическо-
го потенциала. В данной главе, в Таблице 1, приведены явные выра-
жения для I2a(r), I2c(r), I3a(r), I3d(r) и I3e(r), которые в дальнейшем в
статье будут использоваться. Для удобства записи введено следующее
обозначение dij – расстояние между центрами i и j частицами; для би-
дисперсной системы dij может принимать три различных значения: σs,
σl и σsl = (σs+ σl)/2. Таким образом, порциальные ПФР для случая от-
сутствия внешнего магнитного поля в ограничении слагаемыми порядка
ρλ2γε имеет вид [36]

gss(ll)(r) =
[
I2a(r) + λ2ss(ll)σ

6
s(l)I2c(r)

]
d12=σs(l)

(23)

+ρxs(l)

[
I3a(r) + λ2ss(ll)σ

6
s(l) (I3d(r) + 2I3e(r))

]
dij=σs(l)

+ρxl(s)

[
I3a(r) + λ2ss(ll)σ

6
s(l)I3d(r) + 2λ2slσ

6
slI3e(r)

]
d12=σs(l); d13=d23=σsl

,

gsl(r) =
[
I2a(r) + λ2slσ

6
slI2c(r)

]
d12=σsl

(24)

+ρxs
[
I3a(r) + λ2slσ

6
slI3d(r) + λ2ssσ

6
sI3e(r)

]
d12=d23=σsl; d13=σs
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+ρxl
[
I3a(r) + λ2slσ

6
slI3d(r) + λ2slσ

6
slI3e(r)

]
d12=d13=σsl; d23=σl

+ρxsλ
2
slσ

6
sl [I3e(r)]d12=d13=σsl; d23=σs + ρxlλ

2
llσ

6
l [I3e(r)]d12=d23=σsl; d13=σl

3.2 ПФР во внешнем магнитном поле

Во внешнем магнитном поле ПФР зависит не только от r, но и от уг-
ла θ = θ12 между радиус-вектором r, соединяющим 1 и 2 частицы и
направлением магнитного поля H (осью z). Соответственно, СФ также
становится функцией компонент волнового вектора q = (q⊥, q||), перпен-
дикулярной и параллельной направлению внешнего магнитного поля.
Изучение анизотропии ПФР в поле для монодисперсной феррожидкости
проведено в работах [32, 33], где подробно изложена процедура усредне-
ния диаграмм по ориентациям магнитного момента 〈· · · 〉i и положению
третьей частицы dr3. В случае присутствия поля в ПФР появляются
вклады, линейные по λγε, поскольку диаграммы I2b, I3b и I3c на Рис.
1 становятся ненулевыми. Для феррожидкостей с λγε . 1 эти слагае-
мые в основном определяют анизотропию ПФР в поле. Данная работа
ограничивается вычислением для бидисперсной системы в поле двух и
трехчастичных диаграмм линейных по λγε: I2b(r, θ), I3b(r, θ) и I3c(r, θ) и
двухчастичной диаграммы квадратичной по λ2γε: I2c(r, θ).

Первый шаг при вычислении перечисленных выше диаграмм – усред-
нение по ориентациям магнитных моментов феррочастиц〈

−βudij
λij

〉
ij

=
2

r3ij
L(αi)L(αj)P2(cos θij) , (25)

〈
1

2

(
−βudij
λij

)2〉
ij

=
1

r6ij

[
36

35
L3(αi)L3(αj)P4(cos θij) (26)

+

(
L(αi)L3(αj)

αi
+
L(αj)L3(αi)

αj
+

4

7
L3(αi)L3(αj)

)
P2(cos θij)
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Таблица 1: Коэффициенты Ikl(r) в разложении ПФР в отсутствие внешнего магнит-
ного поля [36]. Каждый коэффициент равен нулю в области r < d12.

Коэффициент Область Формула

I2a(r) r > d12 1

I2c(r) r > d12
1

3r6

I3a(r) d12 6 r < d13 + d23
π

6

[
1

2
r3 − 3r

(
d213 + d223

)
+ 4

(
d313 + d323

)
− 3

4r

(
d213 − d223

)2]
r > d13 + d23 0

I3d(r) r > d12 I3a(r)I2c(r)

I3e(r) d12 6 r < d13 + d23
π (r + d23 − d13)2

36rd413 (r + d23)
3

[
3r3 + r2(3d23 − 2d13)

−r(8d13d23 + 3d223 + d213)− 6d13d
2
23 − 3d213d23 − 3d323]

r > d13 + d23 −4π

9

d323

(r2 − d223)
3
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+
L(αi)L3(αj)

2αi
+
L(αj)L3(αi)

2αj
− 1

10
L3(αi)L3(αj)

+
9L(αi)L(αj)

2αiαj
− L(αi)

αi
− L(αj)

αj
+

1

2

]
,

где L(α) = cothα − 1/α – функция Ланжевена; L3(α) = 1 − 3L(α)/α;
P2(z) = (3z2 − 1)/2 – второй полином Лежандра; P4(z) = (35z4 − 30z2 +

3)/8 – четвертый полином Лежандра; θij – угол между радиус-вектором
rij, соединяющим i и j частицы и направлением магнитного поля H

(осью z).
Следующим шагом является усреднение по положению третьей части-

цы dr3. Множитель [fhs(ij) + 1] в интегралах (17) и (18) ограничивает
область интегрирования rij > dij. В свою очередь, множитель fhs(ij)
означает, что центр частицы i должен располагаться внутри исключен-
ного объема со стороны частицы j. Последовательность интегрирований
проводится в новой системе координат, в которой ось z′ направлена вдоль
радиус-вектора r, соединяющего центры 1 и 2 частиц. Результаты усред-
нения приведены в Таблице 2.

Учитывая, что вклад в gss(ll)(r, θ) дают диаграммы, у которых 1 и 2

частицы принадлежат мелкой (крупной) фракции, а gsl(r, θ) учитывает
все диаграммы в которых 1 и 2 частицы принадлежат разным фракци-
ям, приходим к аналитическому выражению для порциальных ПФР во
внешнем магнитном поле

gss(ll)(r, θ) =
{
gss(ll)(r)− λ2ss(ll)σ6s(l) [I2c(r)]d12=σs(l) (27)

+λ2ss(ll)σ
6
s(l) [I2c(r, θ)]d12=σs(l); αi=αs(l)

}
+ λss(ll)σ

3
s(l) [I2b(r, θ)]d12=σs(l); αi=αs(l)

+ρxs(l)λss(ll)σ
3
s(l) [(I3b(r, θ) + 2I3c(r, θ))]dij=σs(l); αi=αs(l)

+ρxl(s)

[
λss(ll)σ

3
s(l)I3b(r, θ) + 2λslσ

3
slI3c(r, θ)

]
d12=σs(l); d13=d23=σsl; α1=α2=αs(l), α3=αl(s)

,
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Таблица 2: Коэффициенты I2b(r, θ), I3b(r, θ) и I3c(r, θ) в разложении ПФР во внешнем
магнитном поле. Каждый коэффициент равен нулю в области r < d12.

Коэффициент Область Формула

I2b(r, θ) r > d12
2

r3
L(α1)L(α2)P2(cos θ)

I2c(r, θ) r > d12 формула (26), где i = 1, j = 2

I3b(r, θ) r > d12 I2b(r, θ)I3a(r)

I3c(r, θ) d12 6 r < d13 + d23
π

12r3d313

(
r2 − d213 − d223 − 4d13d23

) (
r2 − [d13 − d23]2

)2
×L(α1)L(α3)P2(cos θ)

r > d13 + d23 −8πd323
3r3

L(α1)L(α3)P2(cos θ)

gsl(r, θ) =
{
gsl(r)− λ2slσ6sl [I2c(r)]d12=σsl (28)

+λ2slσ
6
sl [I2c(r, θ)]d12=σsl; α1(2)=αs(l)

}
+ λslσ

3
sl [I2b(r, θ)]d12=σsl; α1(2)=αs(l)

+ρxs
[
λslσ

3
slI3b(r, θ) + λssσ

3
sI3c(r, θ)

]
d12=d23=σsl; d13=σs; α1=α3=αs, α2=αl

+ρxlλslσ
3
sl [I3b(r, θ) + I3c(r, θ)]d12=d13=σsl; d23=σl; α1=αs, α2=α3=αl

+ρxsλslσ
3
sl [I3c(r, θ)]d12=d13=σsl; d23=σs; α1=αl, ; α3=αs

+ρxlλllσ
3
l [I3c(r, θ)]d12=d23=σsl; d13=σl; αi=αl .

13



В фигурных скобках (27) и (28) исключен вклад в ПФР от диаграммы
I2c(r), не учитывающий влияние поля и явно включен вклад от диаграм-
мы I2c(r, θ), учитывающий это влияние.

4 Компьютерное моделирование

Компьютерное моделирование проводилось методом Монте Карло (МК)
для канонического (NV T ) ансамбля [42, 43]. Симуляционная ячейка име-
ла кубическую форму с объемом V = L3, к которой были примене-
ны периодические граничные условия. Дальнодействующие дипольные
взаимодействия учитывались при помощи суммирования Эвальда с со-
ответствующими граничными условиями [42, 43]. Для каждого случая
начальная конфигурация содержала Ns = 1372 частиц мелкой фрак-
ции, размещенных на гранецентрированной кубической решетке при за-
данной объемной концентрации ϕs. Число частиц крупной фракции Nl

выбиралось в соответствие c определенной объемной концентрацией ϕl.
Крупные частицы размещались случайно; в случае возникновения пе-
ресечений частиц, конфигурация отвергалась, и процедура расстановки
крупных частиц повторялась. Один МК цикл содержал трансляцион-
ные или ориентационные перемещения N = Ns + Nl случайно выбран-
ных частиц. Параметры максимальных трансляционных и орентацион-
ных сдвигов были выбраны так, чтобы коэффициент принятия конфи-
гураций был порядка 30% и 50% соответственно. В каждом случае си-
стема приводилась в состояние равновесия 105 МК циклами; результаты
определялись в течении 106 МК циклов. ПФР измерялась стандартны-
ми методами [42, 43]. Парциальные СФ вычислялись без использования
прямого преобразования Фурье ПФР по следующей формуле

Sγε(q) =
1

N
〈ργ(q)ρε(−q)〉 , (29)

где ργ(q) – Фурье компонента концентрации частиц типа γ, определяе-
мая соотношением

ργ(q) =

Nγ∑
j=1

exp [−i(rj · q)] , (30)
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в котором волновой вектор согласован с периодическими граничными
условиями и задается формулой q = (2π/L)(nx, ny, nz); nx, ny, nz = 0,±1,
±2, . . .; угловые скобки 〈. . .〉 означают усреднение по ансамблю. Во внеш-
нем магнитном поле волновые вектора рассматривались либо параллель-
ными (q‖) либо перпендикулярными (q⊥) направлению поля. СФ для
волновых векторов |q⊥| усреднялся.

5 Результаты

В данном разделе результаты будут демонстрироваться для пяти мо-
делей феррожидкости, имеющих разный дисперсный состав, но общую
объемную концентрацию ϕ = 0.1. Основные характеристики систем при-
ведены в Таблице 3. Влияние внешнего магнитного поля на ПФР и СФ
будет представлено для двух случаев: параллельного

(
g(r, 0), S(q||) =

S(q⊥ = 0, q||)
)
и перпендикулярного

(
g(r, π/2), S(q⊥) = S(q⊥, q|| = 0

)
внеш-

нему магнитному полю H.

Таблица 3: Характеристики, исследуемых в даной главе моделей феррожидкости.

Модель σl/σs ϕs ϕl λss λsl λll Ns Nl L/σss
M1 1.25 0.09 0.01 0.77 1.06 1.51 1372 78 19.984724

M2 1.25 0.08 0.02 0.77 1.06 1.51 1372 176 20.786911

M3 – 0.10 0.00 0.77 – – 1372 – 19.295273

M4 1.50 0.09 0.01 0.77 1.34 2.61 1372 45 19.984180

M5 1.50 0.08 0.02 0.77 1.34 2.61 1372 102 20.786964

5.1 Парная функция распределения

На Рис. 2, 3 представлены теоретические порциальные ПФР (27), (28)
для системы M2 при различной интенсивности внешнего магнитного
поля (αs = 0, 1, 2, и 5) в направлениях параллельном (θ = 0, Рис.
2) и пепендикулярном (θ = π/2, Рис. 3) внешнему магнитному полю.
Черная линия обозначает gss(r, θ); синяя - gsl(r, θ); красная линия соот-
ветствует gll(r, θ). В нулевом поле (αs = αl = 0) корреляции в обоих
направлениях эквивалентны (Рис. 2 (а) идентичен Рис. 3 (а)); в обла-
сти контакта частиц (r ' d12) порциальные ПФР демонстрируют ко-
роткодействующие притягивающие межчастичные корреляции. Увели-
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чение магнитного поля приводит к значительному увеличению притяги-
вающих корреляций в направлении параллельном внешнему магнитному
полю (Рис. 2 от (б) к (г)) и уменьшению притягивающих взаимодей-
ствий в перпендикулярном полю направлении (Рис. 3 от (б) к (в)). В
сильном магнитном поле (αs = 5, Рис. 3 (г)) в перпендикулярном на-
правлении преобладают отталкивающие корреляции в области контакта
(r ' d12), где значение порциальных ПФР меньше единицы. С ростом
внешнего магнитного поля значение функций gγε(r, 0) при r ' d12 воз-
растает за счет усиления корреляций типа голова-хвост между магнит-
ными моментами частиц в направлении поля, в то время как значение
функций gγε(r, π/2) при r ' d12 уменьшается из-за увеличения отталки-
вающего межчастичного взаимодействия типа бок-о-бок между парал-
лельными направлениями магнитных моментов феррочастиц. Заметим,
что в параллельном полю направлении всегда справедливо соотношение
gss(r ' d12, 0) < gsl(r ' d12, 0) < gll(r ' d12, 0). Это означает, что притя-
жение значительнее между крупными частицами. В перпендикулярном
полю направлении, уже в умеренных полях (αs = 2), наблюдается об-
ратная ситуация gss(r ' d12, π/2) > gsl(r ' d12, π/2) > gll(r ' d12, π/2).
Такое поведение объясняется тем, что крупные частицы более чувстви-
тельны к внешнему полю и уже в умеренных полях имеют направления
магнитных моментов близкое к расположению бок-о-бок, что приводит
к резкому уменьшению притягивающих взаимодействий в направлении
перпендикулярном полю.

На Рис. 4, 5 показано сравнение общей ПФР (7), определенной теоре-
тически (сплошные линия) с результатами компьютерного моделирова-
ния (точки) для g(r, 0) и g(r, π/2). На Рис. 4 рассмотрены системы M1

и M4; Рис. 5 демонстрирует результаты для систем M2 и M5. Графи-
ки слева соответствуют случаю отсутствия поля (αs = αl = 0), справа
– αs = 5. Заметим, что на всех графиках функция g(r, 0) сдвинута на
единицу вверх для большей ясности картинок. Теория отлично согласу-
ется с данными компьютерного моделирования. В отсутствие внешнего
магнитного поля структура ПФР характеризуется двумя ярко выражен-
ными пиками в областях r ' σs и r ' σsl. Увеличение ϕl (от Рис. 4 (а) к
Рис. 5 (а) и от Рис. 4 (в) к Рис. 4 (в)), при неизменной общей объемной
концентрации ϕ, приводит к небольшому уменьшению притягивающих
корреляций в области r ' σs и к незначительному росту притягивающих
корреляций в области r ' σsl. Изменение размера крупных частиц при
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неизменных объемных концентрациях ϕs и ϕl (Рис. 4 от (а) к (в) и Рис. 5
(а) к (в)) влечет небольшой рост притягивающих корреляций в области
r ' σs. Во внешнем магнитном поле, в направлении параллельном по-
лю, изменение дисперсионного состава качественно подобно отражается
на поведении ПФР, однако эти изменения гораздо значительнее. Кроме
того, при высокой концентрации крупных частиц (ϕl = 0.02) (Рис. 5 (б)
и (г)), в структуре ПФР появляется слабо выраженный третий пик в
области r ' σl. При αs = 5, в перпендикулярном полю направлении,
в ПФР наблюдаются отталкивающие корреляции. Для фиксированного
значения внешнего магнитного поля происходит только сдвиг положение
пика в области r ' σs при изменении дисперсионного состава системы.

5.2 Структурный фактор

Влияние полидисперсности на СФ в отсутствие поля, в умеренных и
сильных полях продемонстрировано на Рис. 6. Сравнивались моделиM3

и M5. Верхний график соответствует случаю отсутствия поля (αs =

αl = 0), средний – умеренное поле (αs = 2) и нижний – сильное маг-
нитное поле (αs = 5). Линиями обозначены теоретические СФ (6), точки
– результаты компьютерного моделирования. Красная цвет соответству-
ет системе M3, черный – M5. Сплошная линия - СФ в направлении
параллельному полю S(q||), пунктир – перпендикулярное полю направ-
ление S(q⊥). Теория отлично согласуется с данными компьютерного мо-
делирования в области волновых векторов qσs & 3. В пределе малых
волновых векторов построенная теория не может адекватно описать по-
ведение СФ. Это связано с тем, что рассеивание здесь определяется, в
основном, большими длинами волн и очень чувствительно к зависимости
ПФР от межчастичного расстояния на масштабах, значительно превы-
шающих размер частиц. Корректное описание СФ в этой области тре-
бует вычисления многочастичных диаграмм для порциальных ПФР. В
данном разделе будут представлены основные закономерности для пер-
вого максимума СФ, наиболее легко поддающего экспериментальному
изучению. Волновые вектора соответствующие первому максимуму СФ
определяют рассеивание на масштабах близких к контакту пары частиц.

При αs = αl = 0 (Рис. 6 (a)), появление полидисперсности в системе
приводит к незначительному смещению влево первого максимума СФ.
Этот сдвиг обусловлен тем, что в системе появляются крупные части-
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цы, и среднее расстояние между центрами в каждой паре феррочастиц,
являющейся центром рассеивания, становится больше. Естественно, что
при этом увеличивается характерное значение длины волны рассеивания
и уменьшается значение волнового вектора q, при котором СФ является
максимальным.

Во внешнем магнитном поле, в направлении параллельном полю (Рис.
6 (б), (в), сплошная линия), появление полидисперсности в системе при-
водит к более выраженному сдвигу влево первого максимума СФ. Кроме
того наблюдается смещение первого максимума СФ вниз. Уменьшение
значения максимума СФ связано с тем, что появление крупных частиц в
системе, при постоянной общей объемной концентрации частиц ϕ, приво-
дит к уменьшению общего количества частиц, следовательно уменьша-
ется количество пар, рассеивающих на данной длине волны. В сильных
полях, в параллельном полю направлении (Рис. 6 (в), сплошная линия),
изменение положения первого максимум СФ проявляется значительнее.

В перпендикулярном полю направлении (Рис. 6, пунктир) полидис-
персность не вызывает больших изменений в поведении СФ. Это свя-
зано с тем, что межчастичное отталкивающее взаимодействие бок-о-бок
не способствует сближению частиц на расстояния порядка размера ча-
стиц. Следовательно пар, рассеивающих на таком расстоянии мало, а
незначительное уменьшение общего количества частиц в системе за счет
появления крупных частиц, при неизменной общей объемной концентра-
ции, не приводит к существенному изменению количества пар, близко
расположенных друг к другу.

Порциальные и общий СФ для системы M4 в поле при различных
значениях αs = 0, 2 и 5 показаны на Рис. 7 в направлении параллельном
внешнему полю и на Рис. 8 в направлении перпендикулярном полю. Ли-
нии обозначают теоретические результаты, точки – данные компьютер-
ного моделирования. Красный цвет соответствует αs = αl = 0, черный
цвет – αs = 2 (на Рис. 8 отсутствует для большей ясности картинки) и
синий цвет – α = 5, зеленая линия показывает асимптотическое значе-
ние СФ при q → ∞ (0.968 для Sss(q); 0.032 для Sll(q); 0 для Ssl(q); 1
для S(q)). Заметим, что в области qσs & 2 наблюдается отличное согла-
сование теории и компьютерного моделирования. Прежде всего обратим
внимание на общий СФ (Рис. 7 (г) и Рис. 8 (г)). В параллельном полю на-
правлении Рис. 7 (г) внешнее магнитное поле способствует увеличению
и сужению первого максимума S(q||). Рост максимума связан с тем, что
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внешнее магнитное поле усиливает корреляции типа голова-хвост между
магнитными моментами ближайших феррочастиц, ориентирующее воз-
действие поля выстраивает скоррелированные пары частиц по направ-
лению поля, за счет этого происходит рост количества пар феррочастиц
рассеивающих на этой длине волны в параллельном полю направлении.
Положение первого максимума функции S(q||) остается неизменным в
поле поскольку ближайшее расстояние между парой феррочастиц фик-
сировано потенциалом твердых сфер. Сужение и рост первого максиму-
ма S(q||) в поле соответствует экспериментальным наблюдениям [6, 29],
[44]-[46] и результатам компьютерного и теоретического моделирования
монодисперсной феррожидкости [28, 33, 34, 47, 48].

В перпендикулярном полю направлении Рис. 8 (г) структурный фак-
тор S(q⊥) также чувствителен к внешнему магнитному полю, первый
максимум S(q⊥) расширяется и сдвигается в сторону малых волновых
векторов при увеличении внешнего поля. Аналогичное поведение хоро-
шо заметно в экспериментальных работах [6, 29], [44]-[46] и соответствует
данным компьютерного и теоретического моделирования монодисперс-
ной феррожидкости [28, 33, 34, 47, 48]. Сдвиг положения первого мак-
симума обусловлен тем, что магнитные моменты феррочастиц выстраи-
ваются в направлении внешнего магнитного поля, следовательно в пер-
пендикулярном полю направлении возникают отталкивающие конфигу-
рации типа бок-о-бок, и среднее расстояние между частицами в этом на-
правлении увеличивается. Другая интересная зависимость S(q⊥) от поля
связана с уменьшением значения первого максимума в направлении пер-
пендикулярном полю. Последняя тенденция свидетельствует о том, что в
перпендикулярном полю направлении притягивающие и отталкивающие
межчастичные корреляции взаимно компенсируют друг друга.

Различия в положение первого максимума порциальных СФ (Рис. 7
(a) - (в) и Рис. 8 (а) - (в)) связаны с нормировкой оси абсцисс qσs. В
целом, с ростом внешнего поля для порциальных СФ наблюдаются ана-
логичные тенденции, что и для общего структурного фактора: в парал-
лельном полю направлении значение первого максимума возрастает, при
этом его положение остается неизменным; в перпендикулярном полю на-
правлении происходит расширение и сдвиг влево первого максимума.
В поле отклонения Sll(q⊥) (Рис. 8 (a)) от асимптотического поведения
(зеленая линия) становятся незначительными, поэтому Sll(q⊥) характе-
ризуется поведением, близким к идеальному газу невзаимодействующих
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частиц. Необходимо отметить, что в поле, в области малых волновых
векторов Sll(q⊥) имеет отрицательный наклон. Такое поведение карди-
нально отличается от Sss(q⊥), Ssl(q⊥) и S(q⊥). Отрицательный наклон
СФ в области малых волновых векторов при низких концентрациях ча-
стиц, сильных полях и высоких интенсивностях межчастичного диполь-
дипольного взаимодействия изучался ранее в работах [28, 33, 48]. В ра-
боте [48] был сделан вывод, что такое поведение СФ связано с дально-
действующими корреляциями в направлении перпендикулярном полю.
В работе [33] было продемонстрировано, что отрицательный наклон СФ
скорее всего связано с тем, что ориентированные по направлению внеш-
него магнитного поля магнитные моменты частиц флуктуируют, откла-
няясь от наиболее энергетически выгодного расположения.

6 Заключение

В статье приведены результаты вычисления ПФР феррожидкости во
внешнем магнитном поле, которая моделировалась бидисперсной систе-
мой дипольных твердых сфер. ПФР представлялась в виде вириального
ряда по концентрации феррочастиц ρ. Вириальные коэффициенты опре-
делялись как ряд по параметру диполь-дипольного взаимодействия λ.
Приведены аналитические выражения для порциальных ПФР с точно-
стью до ρ и λ2. Анизотропная часть ПФР рассчитана во втором вири-
альном коэффициенте до второго порядка по λ2, в третьем вириальном
коэффициенте в низшем порядке по λ (см выражения (27), (28)).

Анализ анизотропной ПФР в параллельном полю направлении пока-
зал, что изменение дисперсионного состава качественно подобно поведе-
нию ПФР в отсутствие поля, однако эти изменения гораздо значитель-
нее. В параллельном полю направлении структура ПФР характеризу-
ется двумя ярко выраженными пиками в областях r ' σs и r ' σsl.
Увеличение концентрации крупных частиц при неизменной общей объ-
емной концентрации приводит к уменьшению притягивающих корреля-
ций в области r ' σs и к росту притягивающих корреляций в области
r ' σsl. Изменение размера крупных частиц при неизменных объемных
концентрациях ϕs и ϕl влечет рост притягивающих корреляций в об-
ласти r ' σs. При высокой концентрации крупных частиц (ϕl = 0.02)

в структуре ПФР появляется слабо выраженный третий пик в области
r ' σl. В перпендикулярном полю направлении ПФР крайне малочув-
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ствительна к дисперсионному составу феррожидкости и демонстрирует
преобладание отталкивающих взаимодействий в сильных полях. Сравне-
ние теоретической ПФР с результатами компьютерного моделирования
(МК) показало отличное согласование данных в слабых, умеренных и
сильных полях для различных моделей феррожидкости (Таблица 3).

Рассчитанная ПФР использовалась для изучения СФ и его анизотро-
пии в магнитном поле. Появление полидисперсности в системе приводит
к смещению влево и вниз первого максимума СФ в направлении парал-
лельном полю. Причиной смещения влево является увеличение среднего
расстояние между центрами в каждой паре феррочастиц при появлении
крупных частиц в системе. Уменьшение значения максимума СФ связа-
но с тем, что появление крупных частиц в системе при постоянной общей
объемной концентрации частиц ϕ приводит к уменьшению общего коли-
чества частиц, следовательно уменьшается количество пар, рассеиваю-
щих на данной длине волны. В перпендикулярном полю направлении по-
лидисперсность не вызывает значительных изменений в поведении СФ.
Проведено сравнение теоретического СФ с результатами Монте Карло
компьютерного моделирования. В области волновых векторов qσs & 2

получено отличное согласование данных.
Полученные данные являются основой для интерпретации экспери-

ментальных результатов малоуглового нейтронного рассеивания и опре-
деления закономерностей в поведении СФ, его зависимости от фракци-
онного состава феррожидкости и внешнего магнитного поля.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российско-
го Фонда Фундаментальных Исследований (гранты № 12-02-12063-офи-
м, 12-02-31079-мол и 13-01-96032-р-урал-а), а также в рамках проекта
№ 2.609.2011, финансируемого Министерством образования и науки Рос-
сийской Федерации.
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Рис. 1: Диаграммы, соответствующие второму и третьему вириальным коэффици-
ентам и используемые при расчете ПФР для различных размеров частиц {1, 2, 3}.
Двойная сплошная линия обозначает fhs(ij), сплошная линия соответствует комби-
нации fhs(ij) + 1, n пунктирных линий обозначают (−βudij)n/n!.
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Рис. 2: Теоретические порциальные ПФР (27), (28) для системы M2 при различной
интенсивности внешнего магнитного поля (αs = 0 (а), 1 (б), 2 (в) и 5 (г)) в параллель-
ном полю направлении (θ = 0). Черная линия обозначает gss(r, 0), синяя - gsl(r, 0),
красная линия соответствует gll(r, 0).
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Рис. 3: Теоретические порциальные ПФР (27), (28) для системы M2 при различной
интенсивности внешнего магнитного поля (αs = 0 (а), 1 (б), 2 (в) и 5 (г)) в перпенди-
кулярном полю направлении (θ = π/2). Черная линия обозначает gss(r, π/2), синяя -
gsl(r, π/2), красная линия соответствует gll(r, π/2).
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Рис. 4: Сравнение общей ПФР (7), определенной теоретически (сплошные линия) с
результатами компьютерного моделирования (точки) в параллельном (g(r, 0)) и пер-
пендикулярном (g(r, π/2)) полю направлении для систем M1 и M4. Графики слева
соответствуют случаю отсутствия поля (αs = αl = 0), справа – αs = 5. Функция
g(r, 0) сдвинута на единицу вверх для большей ясности картинок.
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Рис. 5: Сравнение общей ПФР (7), определенной теоретически (сплошные линия) с
результатами компьютерного моделирования (точки) в параллельном (g(r, 0)) и пер-
пендикулярном (g(r, π/2)) полю направлении для систем M2 и M5. Графики слева
соответствуют случаю отсутствия поля (αs = αl = 0), справа – αs = 5. Функция
g(r, 0) сдвинута на единицу вверх для большей ясности картинок.
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Рис. 6: Влияние полидисперсности на СФ в отсутствие поля (а), в умеренных αs = 2

(б) и сильных полях αs = 5 (в). Линиями обозначены теоретический СФ (6), точки
– результаты компьютерного моделирования. Красная цвет соответствует системе
M3, черный – M5. Сплошная линия - СФ в направлении параллельному полю S(q||),
пунктир – перпендикулярное полю направление S(q⊥).
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Рис. 7: Порциальные и общий СФ для системы M4 в поле при различных значениях
αs = 0, 2 и 5 в направлении параллельном внешнему полю. Линии обозначают теоре-
тические результаты, точки – данные компьютерного моделирования. Красный цвет
соответствует αs = αl = 0, черный цвет – αs = 2 и синий цвет – α = 5, зеленая линия
показывает ассимптотическое значение СФ при q → ∞ (0.968 для Sss(q); 0.032 для
Sll(q); 0 для Ssl(q); 1 для S(q)).
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Рис. 8: Порциальные и общий СФ для системыM4 в поле при значениях αs = 0 и 5 в
направлении перпендикулярном внешнему полю. Линии обозначают теоретические
результаты, точки – данные компьютерного моделирования. Красный цвет соответ-
ствует αs = αl = 0, синий цвет – α = 5, зеленая линия показывает ассимптотическое
значение СФ при q →∞ (0.968 для Sss(q); 0.032 для Sll(q); 0 для Ssl(q); 1 для S(q)).

33


