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I think, Socrates, as presumably you do yourself, that in this life it is either altogether
beyond our powers, or at least very difficult, to attain certain knowledge about matters
such as these. And yet a man would be a coward if he did not try with all his might to
refute every argument about them, refusing to give up before he has worn himself out by
ezamining them from all sides. For he must do one of two things: either he must
learn, or discover, the truth about these matters, or if that is beyond his powers, he
must grasp whatever human docirine seems to him to be the best, and to offer the
hardest resistance to refutation; and, mounting on it as upon a raft, he must venture
into danger and sail upon it through life, unless he can mount on something stronger,
less dangerous, and more trustworthy ...

— PLATO (in Popper {1969], p. 252).
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OPSOMMING

Oral waar informasie of empiriese data benut moet word, byvoorbeeld in die keuse
tussen twee opponerende teorieé of in die ontwerp van ’n deskundige stelsel om
besluitneming te ondersteun, tree fundamentele vrae na vore: wanneer is, met
betrekking tot gegewe informasie of data, een teorie in vergelyking met 'n ander een
meer waarheidsgetrou, meer betroubaar, of meer informatief? '

Die eerste formele definisie van waarheidsgetrouheid is deur Popper gefor-
muleer.  Popper se kwalitatiewe definisie v#n waarheidsgetrouheid berus op die
beginsel van logiese afleibaarheid: hoe groter die versameling van waar sinne
afleibaar uit 'n teorie en hoe kleiner die versameling van onwaar sinne afleibaar uit 'n
teorie, hoe nader is die teorie aan die waarheid. In Hoofstuk 1 bespreek ons kortliks
Popper se benadering tot waarheidsgetrouheid. Enkele ander belangrike benaderings
word ook bekyk, onder andere dié van Oddie, Kuipers en Niiniluoto.

In Hoofstuk 2 definieer ons die begrip konfigurasie — eers in die algemeen
(Afdeling 2.1) en daarna in die proposisielogika (Afdeling 2.2) en predikaatlogika
(Afdeling 2.3). Die begrippe van 'n positiewe en negatiewe konfigurasie word ook
omskryf (2.1) en die betekenis daarvan in die proposisielogika (2.2) en predikaat-
logika (2.3). Positiewe en negatiewe konfigurasies word op ’n aantal maniere,
semanties en sintakties, gekarakteriseer.

In die proposisielogika is die begrip "konfigurasie" ’n gemeenskaplike
veralgemening van sinskonnektiewe, sinne en teorieé. Dié begrip dien dan ook as
raamwerk vir die vergelyking van teorieé in terme van hul waarheidsgetrouheid
(Hoofstuk 3).

In Hoofstuk 3 word ’'n model vir die vergelyking van proposisionele teorieé
teen die agtergrond van volledige informasie oor die "werklikheid" voorgestel. Ons

definieer naamlik in Afdeling 3.1 °n waarheidsgetrouheid—preordening van teorieé in



ii

terme van die positiewe en negatiewe afslutlings van teorie€. Hierdie voorstel lewer
dieselfde waarheidsgetrouheid—preordening as wat deur Brink en Heidema as 'n
"magsordening" gedefinieer is. Die ooreenkomste en verskille van die preordening
met Popper se definisie van waarheidsgetrouheid word in Afdeling 3.2 bespreek.

Die waarheidsgetrouheid—preordening kan tot 'n parsiéle ordening saamge-
trek word en dan in 'n volledige distributiewe tralie ingebed word. In Afdeling 3.3
beskryf ons hierdie inbeddingsproses en toon aan dat elke tralie van alle positiewe (of
negatiewe) konfigurasies isomorf aan ’n vrye distributiewe tralie is. ’n Rekursiewe
konstruksie vir die verkryging van die vrye distributiewe tralie met n + 1 voort-
bringers uit die vrye distributiewe tralie met n voortbringers, word ook voorgestel.

Die waarheidsgetrouheid—preordening kan aan die hand van die konvekse en
nie—konvekse inhoud van elke teorie, ook verfyn word tot 'n parsiéle ordening — dié
proses word in Afdeling 3.4 bespreek. (Vir ’n verkorte weergawe van Hoofstuk 3,
verwys ons die leser na die artikels van Burger en Heidema ([1990] en [1997]).)

In Hoofstuk 4 veralgemeen ons die hele verhaal van Hoofstuk 3 — die
verhaal van die waarheidsgetrouheidordening van proposisionele teorie€ teen die
agtergrond van volledige informasie oor die waarheid — na die geval van onvolledige
informa.sie. Twee leksikografiese ordeninge word in 4.1 gedefinieer vir die verge-
lyking van teorieé se datagetrouheid — een wat met ’'n dapper en een wat met 'n
versigtige benadering tot datagetrouheid geassosieer kan word. Dié ordeninge kan
versterk word tot produkordeninge. Filosofiese eienskappe van die ordeninge word
bespreek, onder andere die eienskappe met betrekking tot betroubaarheid en informa-
tiwiteit. Die modellering van onsekerheid in digitale inligtingsoordrag word in 4.2

geopper as 'n toepassingsmoontlikheid van die ordeninge.
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SUMMARY

Frequently when information or empirical data has to be employed, e.g. in choosing
between rival scientific theories or in the design of a scientific system to support
decision making, fundamental questions come to the fofe: when is, relative to
available information, one theory closer to the truth, more dependable, or more
informative than another theory? |

In 1960 Popper gave the first formal explication of verisimilitude (truth-
likeness). Popper’s qualitative theory of truthlikeness employed the notion of logical
consequence: a theory is closer to the truth the larger the set of its true consequences
and the smaller the set of its false consequences. In Chapter 1 we discuss Popper’s
theory of truthlikeness as well as a few other important approaches, such as those of
Oddie, Kuipers and Niiniluoto.

The notion, configuration, is defined in Chapter 2 — firstly in general
- (Section 2.1) and then in the propositional logic (Section 2.2) and predicate logic
(Section 2.3). The notions of a positive and negative configuration are also described
(2.1) as well as their meanings in the propositional logic (2.2) and predicate logic
(2.3).  Positive and negative configurations are characterized, semantically and
syntactically, in a number of equivalent ways.

The notion "configuration" is in the propositional logic a common genera-
lisation of connectives, sentences and theories. Because of this fact, configurations
provide a framework within which we can compare the truthlikeness of theories
(Chapter 3).

In Chapter 3 we propose a model for the comparison of propositional
theories against the background of full information about the "actual world". We
define namely (in Section 3.1) a verisimilar preordering of theories by employing the

positive and negative closure of each theory.  This proposal delivers the same
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verisimilar preordering of theories that has been defined by Brink and Heidema as a
"power ordering". The similarities and differences of the preordering to Popper’s
definition of truthlikeness are discussed in Section 3.2.

The preordering may be collapsed to a partial ordering and then embedded
into a complete distributive lattice. In Section 3.3 we describe this embedding process
and also show that each lattice of all positive (or negative) configurations is
isomorphic to a free distributive lattice. A recursive construction for obtaining the
free distributive lattice with n + 1 generators from the free distributive lattice with n
generators is also proposed.

The preordering may also be refined to a partial ordering by employing the
conver—content and non—convez content of each theory — we discuss this process in
Section 3.4. (We refer the reader to the papers of Burger and Heidema ([1990] &
[1997]) for a shorter version of Chapter 3.)

In Chapter 4 we generalise the whole story of Chapter 3, i.e. the story of
the verisimilar ordering of propositional theories against the background of full
information, to the case of incomplete information.  We define (in 4.1) two
lexicographical orderings — one which may be associated with a brave approach and
one which may be associated with a cautious approach to the comparison of theories
in terms of available information. These orderings may be strengthened to product
orderings. Philosophical properties of the orderings are discussed, among others the
properties in connection with dependability and informativity. The modelling of
uncertainty in the transfer of digital information is proposed (in 4.2) as a possibility

for application of the orderings. -
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HOOFSTUK 1

WAARHEIDSGETROUHEID — 'N BESPREKING
VAN ENKELE BELANGRIKE BENADERINGS

The gods did not reveal, from the beginning,
All things to us; but in the course of time,
Through seeking we may learn, and know things better.

But as for certain truth, no man has known i,
Nor will he know it; neither of the gods,

Nor yet of all the things of which I speak.

And even if by chance he were to utter

The final truth, he would himself not know it;
For all i3 but a woven web of guesses.

— XENOPHANES (in Popper [1969], p. 26).

Die probleem van waarheidsgetrouheid ("verisimilitude") is om te kan spesifiseer
wanneer een teorie nader can die waarheid (of werklikheid) is as 'n ander teorie.
Alhoewel van die vroegste filosowe, soos byvoorbeeld Plato, reeds oor die waarheid
van teorie€ gewonder en getwyfel het, is die probleem van waarheidsgetrouheid vir die
eerste keer formeel aangepak deur Popper in 1960 ([1969] en [1972)).

Professor Sir Karl Raimund Popper is op 28 Julie 1902 in Himmelhof in die
distrik Ober St. Veit in Wenen gebore. As die jongste van drie kinders, met 'n
akademikus as vader en ’'n uiters musikale moeder, het Popper in 'n ryk opvoed-
kundige milieu, omring deur filosofiese boeke, opgegroei. Vroeg reeds het hy oor
allerlei filosofiese vrae gewonder (Schilpp [1974)).

Popper se filosofie cor waarheidsgetrouheid het eintlik ontstaan na aan-

leiding van sy filosofie oor die doel van die wetenskap. Volgens Popper behoort die



doel van enige wetenskap die openbaarmaking van die onbekende werklikheid te wees.
In hierdie proses — die proses om die waarheid te probeer ontdek — vind daar 'n
konstante groei plaas. Nie slegs groei ons kennis oor die onbekende werklikheid nie,
maar die wetenskap groei ook. Vir Popper is die konstante groei of vooruitgang van
die wetenskap essensieel vir die empiriese en rasionele karakter van die wetenskap:
"It is the way of its growth which makes science rational and empirical" (Popper
[1969], p. 215). Die groeiproses word bewerkstellig deur die evaluering van bestaande
teorieé. Bestaande teorieé word gedurig heroorweeg en aanvaar of verwerp en deur
beter teorie€ vervang. Popper [1969] self stel dit so: "... it is not the accumulation
of observations which I have in mind when I speak of the growth of scientific know-
ledge, but the repeated overthrow of scientific theories and their replacement by
better and more satisfactory ones" (p. 215).

Popper gebruik die kriterium van weerlegbaarheid of toetsbaarheid om
tussen teorieé te diskrimineer.  Hoe meer weerlegbaar ’n teorie is, hoe meer
wetenskaplik is die teorie vir Popper. Ackermann [1976] stel dit so: "... Popper’s
views of scientific methodology are his conception of falsifiability as a way of
bdistinguishing genuinely scientific statements from nonscientific statements ..." (p. 6).
Die mate van weerlegbaarheid waaroor ’n teorie beskik hang egter saam met die mate
van logiese inhoud of deduktiewe krag van die teorie. 'n Teorie met 'n sterk logiese
inhoud, dit wil sé 'n teorie wat baie sé of wat ’n hoé mate van empiriese informasie
bevat, kan "strenger" getoets word as ’'n teorie met ’n swak logiese inhoud.  Dit
beteken dat ’'n teorie wat oor 'n hoé mate van deduktiewe krag beskik, ’n kleiner
waarskynlikheid het om as "waar" bewys te word as 'n teorie met swak deduktiewe
krag. ’'n Groot waarskynlikheid (om "waar" te wees) kom dus ooreen met 'n swak
logiese inhoud.  Aldus Popper [1969] beskik ’n bevredigende teorie dus oor die
volgende eienskappe: "All these properties, which ... we desire in a theory can be
shown to amount to one and the same thing: to a higher degree of empirical content

or of testability .. In short, we prefer an interesting, daring, and highly



informative theory to a trivial one" (p. 217).

Popper klassifiseer homself as 'n "negativist" wanneer dit gaan oor die
beoordeling van teorieé as aanvaarbaar of onaanvaarbaar deurdat hy slegs in die
kritisering en toetsing van teorieé belangstel en glad nie poog om teorieé as geldig te
bew}estig nie. Popper glo dan ook dat geen teorie as waar bewys kan word nie; al ons
teorieé is onwaar; en die strewe na Die Waarheid dus 'n nimmereindigende proses:
"The way in which knowledge progresses, and especially our scientific knowledge, is
by unjustified (and unjustifiable) anticipations; by guesses, by tentative solutions to
our problems, by conjectures" (Popper [1969), p. vii). .

Alhoewel Die Waarheid nooit ten volle geken kan word nie, moet die weten-
skap steeds streef en soek ha hierdie Waarheid (anders stagneer die wetenskap). 'n
Bevredigende teorie moet dus nie net oor ’n sterk logiese inhoud beskik nie, die teorie
moet ook in ooreenstemming met bestaande feite wees en poog om die onbekende
waarheid te verduidelik en te openbaar. Volgens Popper [1969] moet beide kriteria
geld wanneer teorieé geévalueer word: "Thus we accept the idea that the task of
science is the search for truth, that is, for true theories ... Yet we also stress that
truth is not the only aim of science. We want more than mere truth: what we look
for is interesting truth — truth which is hard to come by ... truth which has a high
degree of explanatory power ... I therefore hold that both ideas — the idea of truth,
in the sense of correspondence with the facts, and the idea of content — play about
equally important roles in our considerations" (pp. 229, 231).

Die kombinasie van bbgenoemde twee kriteria lei uiteindelik tot Popper se
definisie van waarheidsgetrouheid. =~ Popper glo, dat alhoewel die Volle Waarheid
nooit bereik kan word nie, daar wel tog grade van nader—aan—die-waarheid bestaan.
Dit beteken, een onwaar teorie kan 'n beter beskrywing of benadering van die waar-
heid wees as ’n ander teorie. In Popper se eie woorde: "This suggests that we com-
bine here the ideas of truth and content into one — the idea of a degree of better (or

worse) correspondence to truth ... the idea of ... verisimilitude" ([1969), pp. 232, 233).



Popper gebruik die beginsel van logiese afleibaarheid in sy kwalitatiewe de-
finisie van waarheidsgetrouheid. Hy beskou naamlik die versamelings van waar en
onwaar sinne afleibaar uit ’n teorie en noem dit onderskeidelik die "¢ruth—content" en
"falsity—content" van die teorie. Hoe groter die "truth—content" en hoe kleiner die
"falsity—content" van ’'n teorie, hoe nader aan die waarheid is die teorie. Formeel

gestel, in Popper se eie woorde (in Miller [1974], p. 167):

"Assuming that the truth—content and the falsity—content of two theories
t, and t, are comparable, we can say that t, is more closely similar to the
truth, or corresponds better to the facts, than t,, if and only if either

(a) the truth—content but not the falsity—content of t, exceeds that of t,,

(b) the falsity—content of t,, but not its truth—content, exceeds that of t,."

Die grootste tekortkoming van Popper se definisie is in 1974 deur David
Miller en Pavel Tichy gelyktydig maar onafhanklik aangetoon: volgens Popper se
definisie kan geen onwaar teorie nader aan die waarheid wees as 'n ander onwaar
teorie nie.  Dus, teorieé wat onwaar sinne bevat is onvergelykbaar in terme van
Waarheidsgetrouheid (Harris [1974); Miller [1974); Oddie [1986]; Tichy [1974] en
[1976]). |

Reaksies op hierdie probleem was lewendig en 'n hele vloedgolf van be-
sprekings het gevolg met allerlei nuwe voorstelle vir definisies van waar-
heidsgetrouheid — met dié van Niiniluoto as die mees omvattende. ’n Oorsig van
die eerste drie boeke oor die onderwerp, naamlik dié van Oddie [1986], Kuipers [1987],
en Niiniluoto [1987), word gegee in Brink [1989]. Een van die nuwer benaderings,
wat gebruik maak van die wiskundige begrippe van magsversameling, magsoperasie
en magsrelasie, is dié van Brink en Heidema ([1987] en [1989]). Die benaderings van
Oddie, Niiniluoto, Kuipers, Schurz en Weingartner word nou kortliks bespreek.

Volgens Oddie kan alle teorieé oor waarheidsgetrouheid in een van twee



kategorieé ingedeel word: die "probability—content"-benadering en die "likeness"— of
"similarity"~benadering, waarvan hy laasgenoemde as die belowendste beskou.
Volgens die "probability—content"—benadering word die waarheidsgetrouheid van 'n
teorie deur sy waarheidswaarde tesame met sy logiese inhoud bepaal. Die "simi-
larity"—benadering beskou twee teorieé "naby" aan mekaar indien die twee teoried
baie soortgelyk is; een teorie (T;) sal dus nader aan die waarheid wees as 'n ander
teorie (T2) indien T, 'n groter ooreenkoms met die waarheid as T, toon (in Kuipers
[1987]).

Beide Oddie en Niiniluoto se teorieé oor waarheidsgetrouheid funksioneer
binne die "similarity"—benadering.  Simplisties beskou, word die waarheidsgetrou-
heid van twee teorie€, a en f, in terme van ’'n afstandsfunksie, A(a, ) € [0,1],
gedefinieer: hoe kleiner die afstand tussen twee teorieé, hoe meer gelyksoortig is die
twee teorie€. Die afstand tussen 'n teorie a en Die Waarheid (7) is dan die spesiale
geval A(a, 7), waar ’'n afname in afstand op 'n toename in waarheidsgetrouheid dui.
Volgens Brink [1989] moet, athangende van die konteks, die definisie van Oddie egter
telkens verskillend geinterpreteer word. Dit beteken dat sy definisie, wat in terme
van 'n spesiale geval geformaliseer word, nie sonder meer veralgemeen kan word nie.
Brink [1989] beskou dan ook die definisie van Niiniluoto as meer gesofistikeerd #s dié
van Oddie: "But where Oddie single—mindedly chooses between alternatives from
the outset, Niiniluoto plays the field" (p. 184). In teenstelling met dié van Oddie
maak Niiniluoto se definisie ook voorsiening vir die evaluering van waarheidsgetrou-
heid in terme van twee komponente: 'n waarheidskomponent en 'n informasiekompo-
nent.  Kuipers [1987] stel dit s0: ".. the degree of truthlikeness of a particular
answer is defined as a weighted combination of two factors which reflect our cognitive
interest in hitting close to the truth and excluding false alternatives" {(p. 2).

Waarheidsgetrouheid van teorieé word vergelyk in terme van die gelyksoor-
tigheid wat die teorieé met die waarheid toon. Dit véronderstel dat die waarheid

bekend moet wees — dat ons oor volledige inligting omtrent die waarheid beskik.



Dié probleem van waarheidsgetrouheid (teen die agtergrond van volledige informasie)
staan as die "logical problem of truthlikeness" bekend. Wanneer waarheidsgetrou-
heid in terme van onvolledige informasie (omtrent die werklikheid) geévalueer word,
word daarna verwys as die "epistemic problem of truthlikeness".  Niiniluoto het
beide probleme in sy boek "Truthlikeness" [1987] behandel.

Die "similarity"—benaderings van Oddie en Niiniluoto kan as linguisties of
sintakties geklassifiseer word. Dit beteken ’n teorie word as 'n linguistieke entiteit,
'n versameling sinne, beskou. In teenstelling hiermee is die benadering van Kuipers
semanties of model-teoreties van aard, met die klem op strukture.  Teorieé se
waarheidsgetrouheid word nou nie meer in terme van die versamelings sinne waaruit
die teorieé bestaan gedefinieer nie, maar in terme van die modelle van die sinne, dit
wil sé in terme van die versamelingteoretiese strukture.

Volgens Brink [1989] is die belangrikste bydrae van Kuipers se gelyk-
soortigheiddefinisie die diskriminasie tussen twee verskillende variante van
waarheidsgetrouheid. Kuipers onderskei naamlik, tussen wat hy noem, die
"descriptive truth" en die "theoretical truth". Die "descriptive truth" is die
struktuur wat die werklike wéreld verteenwoordig, terwyl die "theoretical truth" dui
bop die versameling van strukture wat die versameling van empiries moontlike struk-
ture verteenwoordig. Die "tipe" waarheid wat beskou word, bepaal dan die definisie
van waarheidsgetrouheid, soos wat Brink ([1989], p. 197) opmerk: "Likeness to de-
scriptive truth, then, is descriptive verisimilitude, and likeness to theoretical truth is
theoretical verisimilitude". (Sien ook Kuipers [1987].)

Schurz en Weingartner [1987] se benadering tot waarheidsgetrouheid toon
'n groot ooreenkoms met dié van Popper. Volgens Oddie se klassifisering van die
teorieé oor waarheidsgetrouheid, is Schurz en Weingartner (en ook Popper) se
definisie ’n goeie voorbeeld van die "content"—benadering.  Popper het die ver-
samelings van waar en onwaar sinne afleibaar uit 'n teorie beskou en dit onder-

skeidelik die "truth—content" en "falsity—content" van die teorie genoem.  Die



probleme wat met Popper se definisie ondervind is, het ons reeds bespreek. Schurz
en Weingartner toon hoe hierdie probleme oorkom kan word deur sekere beperkings
op die deduktiewe afsluiting van ’n teorie T (d.w.s. op die versameling sinne afleibaar
uit T) te plaas en dan dié versameling in sy waar en onwaar dele te splits. In die
eerste plek word die versameling logiese gevolge (afleidings) van T tot "relevante"
gevolge beperk. Op die wyse word irrelevante logiese afleidings uitgeskakel. As f'n
logiese gevolg van T is, is dit byvoorbeeld irrelevant, om vir 'n arbitrére v, die
gevolgtrekking te maak dat vV v ook ’'n logiese gevolg van T is. In die tweede plek
word alle "oorbodige" gevolgtrekkings van die vérsameling relevante afleidings ge-
élimineer. Dit beteken elke relevante afleiding word ontbind in onherleibare
konjunktiewe elemente en dan word slegs die onherleibare ontbinde elemente gebruik.
'n Relevante afleiding ¢ van T wat nie in die vorm van ’n konjunksie is nie, word
vervang met 'n sin a*, waar o* logies ekwivalent is aan a, en a* 'n konjunksie met die
maksimum aantal konjunkte is. As a sowel as f§ logiese afleidings uit T is, is dit
byvoorbeeld onnodig om nog a A f ook as ’n afleiding te beskou — a A f as oorbodige
afleiding uit T kan dus ge€limineer word (in Kuipers [1987]).

Dit sal in Hoofstuk 3 aangetoon word dat die waarheidsgetrouheidordening,
wat oorspronklik deur Brink en Heidema ([1987], [1989]) in terme van die begrippe
van magsversameling en —ordening gedefinieer is en nou deur ons (Burger en
Heidema) in terme van ander begrippe gepropageer word, sekere ooreenkomste met
dié van Popper, en dus ook met dié van Schurz en Weingartner, toon. Net s00s
Popper, Schurz en Weingartner maak ons ook van die deduktiewe afsluiting van
teorieé gebruik, maar ons beperk ons tot slegs die positiewe en negatiewe sinne

afleibaar uit teorieé. Meer hieroor later.

Elkeen van die benaderings van Oddie, Niiniluoto, Kuipers, Schurz en Weingartner
wat bespreek is, weerspieél 'n positiewe reaksie op die hele kwessie van waarheids-

getrouheid wat sy ontstaan aan Popper te danke het. Daar is egter wel filosowe wat



sterk gekant is teen die hele waarheidsgetrouheid—beweging — mense soos Thomas
Kuhn. In Kuhn se histories—sosiologiese benadering tot die wetenékap, staan die
begrip "paradigma" sentraal. Hy definieer dit as volg: "These I take to be
universally recognized scientific achievements that for a time provide model problems
and solutions to a community of practitioners" (Kuhn [1970], p. viii).

As 'n historikus, sien Kuhn geen sin in die vergelyking van teorieé in terme
van waarheidsgetrouheid nie: "All historically significant theories have agreed with
the facts, but only more or less. There is no more precise answer to the question
whether or how well an individual theory fits the facts" ([1970], p. 147). Kuhn
beskou teorieé as onvergelykbaar op grond van die volgende argumente: (1) die voor-
stellers van die verskillende teorieé (paradigmas) verskil dikwels oor die lys van
probleme wat deur die teorieé opgelos behoort te word; hulle standaarde en definisies
van die wetenskap verskil; (2) dikwels word die betekenis van woorde verskillend
geinterpreteer, sodat kommunikasiegapings en misverstande tussen die voorstellers
van teorieé ontstaan; (3) voorstellers van teorieé werk dikwels in verskillende
"wérelde" — soos wetenskaplikes wie se eksperimente in verskillende omstandighede
plaasvind.

Volgens Kuhn het alle teorieé hulle ontstaan te danke aan een of ander
krisis in die geskiedenis van die wetenskap. In teenstelling met Popper se kriterium
van weerlegbaarheid vir ’n bevredigende wetenskaplike teorie, glo Kuhn dat ’'n weten-
skaplike teorie immuun teen weerlegbaarheid kan wees. Teorieé word nie vervang op
grond van toetsing of weerlegbaarheid nie, soos Kuhn [1970] opmerk: "... once it has
achieved the status of paradigm, a scientific theory is declared invalid only if an
alternate candidate is available to take its place. No process yet disclosed by the
historical study of scientific development at all resembles the methodological stereo-
type of falsification by direct comparison with nature" (p. 77). ’'n Nuwe teorie hoef
ook nie in konflik met sy voorganger te wees nie — dit kan naamlik slegs nuwe feno-

mene probeer beskryf of verklaar. Geen teorie kan egter oplossings bied vir al die



probleme op 'n sekere tydstip nie — en hiermee gaan Goethe akkoord:

Wir steuern dabei auf Hypothesen los, auf imaginire Inseln, aber die eigent-
liche Synthese wird wahrscheinlich ein unentdecktes Land bleiben. Und mich
wundert es nicht, wenn ich bedenke, wie schwer es gehalten, selbst in so
einfachen Dingen wie die Pflanze und die Farbe 2u einiger Synthese zu
gelangen.

— In Eckermann ([1911], p. 234).

We steer by hypotheses to imaginary islands; but the proper synthesis will
probably remain an undiscovered country, and I do not wonder at this, when
I consider how difficult it is to obtain any synthesis even in such simple things
as plants and colours.

— In Eckermann ([1971], p. 294).

—o000—
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HOOFSTUK 2

KONFIGURASIES

But I shall let the little I have learnt go forth into the day in order that
someone better than I may guess the truth, and in his work may prove
and rebuke my error. At this I shall rejoice that I was yet o means
whereby this truth has come to light.

— ALBRECHT DURER (in Popper [1969], p. 2).

Die tema van hierdie hoofstuk is konfigurasies. = Dié begrip word eerstens in die
algemeen gedefinieer en verduidelik (in Afdeling 2.1) voordat die betekenis daarvan in
die proposisielogika (Afdeling 2.2) en predikaatlogika (Afdeling 2.3) ondersoek word.
Positiewe en negatiewe konfigurasies word gedefinieer met die oog op die latere
vergelyking van teorieé ten opsigte van hul waarheidsgetrouheid en informasiege-
trouheid, waarin hierdie begrippe dan juis die hoofrolle vertolk. ’'n Aantal
ekwivalente karakteriserings van positiewe en negatiewe konfigurasies word bespreek,
onder andere die karakterisering in terme van die positiewe en negatiewe afsluitings
van 'n konfigurasie. Laasgenoemde twee begrippe kan by toepassing op die logika
semanties en sintakties beskryf word.  Daar word ook aangetoon hoe die begrip
konfigurasie as 'n gemeenskaplike veralgemening van sinskonnektiewe, sinne en
teorieé beskou kan word.  As gevolg van hierdie feit, vorm konfigurasies die
raamwerk van al ons besprekings oor waarheidsgetrouheid en informasiegetrouheid,
dit wil sé dat alle begrippe en ordeninge, in die bespreking van waarheidsgetrouheid
(Hoofstuk 3) en informasiegetrouheid (Hoofstuk 4), in terme van konfigurasies

gedefinieer kan word.
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21 POSITIEWE EN NEGATIEWE KONFIGURASIES

Ons begin met enige nie—leé versameling A wat ons die onderliggende versameling sal
noem. Die magsversameling #A van A kan dan gedefinieer word as die versameling
van alle deelversamelings van A. Dus,

2A={B|BCA}
Laat 2 die twee—element—Boole—algebra {0, 1} met 0 < 1 aandui. Die magsver-
sameling A van A kan dan ook as die versameling van alle karakteristieke funksies
van deelversamelings van A beskou word, dit wil sé:

PA={v:A—2}
wat ook as die versameling 2t geskryf kan word.  Vir elke deelversameling B van A

word sy karakteristieke funksie soos volg gedefinieer:

{1asaeB

vy A— 2, waar vi(a) =
Oasa¢B.

Die begrip konfigurasie ("configuration") kan nou 6f in terme van 'n deel-

versameling van # A Of in terme van ’n karakteristieke funksie van 'n deelversame-

ling van £A beskryf word:
2.1.1 Definisie Laat W C 2A.
'n Konfigurasie C is enige deelversameling van W.

'n Konfigurasie C is dus ’n element van die magsversameling # 2 A van
PA, dit wil sé C is-’'n versameling van deelversamelings van A.  Ons kan 'n
konfigurasie C egter ook as ’n karakteristieke funksie C : W — 2 van 'n deel-
versameling van W sien: gegee enige deelversameling C van W, dit wil sé van 2A,

dan bestaan die karakteristieke funksie:



12

lasve C

C:W—2, waar C(v) =
OasvgC.

Die versameling van alle konfigurasies vorm dus die versameling 2V of PW
wat bevat is in die versameling 2% of 2 2A.

Vir die definiéring van die begrippe positiewe en negatiewe konfigurasie
word 'n ordening op W benodig. Ons orden W C 2 A op die natl.lurlike manier,
naamlik deur inklusie. Dan het ons dat as v, w € W en v C w (gesien as deel-
versamelings van A), dan v-{(1) C w(1), waar v en w nou as karakteristieke funksies

beskou word.
212 Definisies Beskou 'n konfigurasie (C, C) C (W, C).

(1) C word positief genoem indien die volgende geld:

asveEC,weWenvCw,danwe C.

(2) C word negatief genoem indien dit geld dat:

asveC,weWenwCv,danwe C.

Let wel dat in hierdie geval die elemente van W as deelversamelings van A
beskou word, dit wil sé die funksies v en w staan vir die deelversamelings van A
waarvan hul die onderskeie karakteristieke funksies is.

'n Konfigurasie C sal dus as positief ge€tiketteer word as C na bo geslote is.
Dit beteken dat as v € C, dan moet alles wat beter (of hoér) as v in (W, C) is, ook in
C wees. Net so, sal C negatief wees as C na onder geslote is (as v in (W, C) is, moet
alles wat laer as v in (W, ) is, ook in C wees). Dit alles beteken niks anders nie as

dat 'n positiewe konfigurasie 'n semifilter in (W, C) is en dat ’n negatiewe konfigurasie

'n semi—ideaalin (W, ) is.
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As C as 'n karakteristieke funksie C : W — 2 beskou word, is C positief as
geld dat:
as C(v) =1, we Wen v-i(1) C wi(1), dan C(w) =1,
en negatief as geld dat:
as C(v) =1, we Wen w(1) Cvi(1), dan C(w) = 1.
(Hier word die elemente van W natuurlik as karakteristieke funksies van deelver-
samelings van A beskou.)
Laasgenoemde metode van klassifisering van 'n konfigurasie C: W — 2 as
positief of negatief kom respektiewelik met die klassifisering van ’'n konfigurasie as
1sotoon of antitoon ooreen.  Vervolgens eers die definisies van die laaste twee

begrippe: isotoon en antitoon:

2.1.3 Definisies Beskou 'n konfigurasie C: W — 2.

(1) C is isotoon as C die orde behou. Dit beteken dat vir alle v, w € W,
as v C w (in W), dan C(v) < C(w) (in 2).

(2) C is antitoon as C die orde omkeer.

Positiewe konfigurasies kan nou net sowel as isotone konfigurasies
geétiketteer word en negatiewe konfigurasies as antitone konfigurasies. Stelling 2.1.4
stipuleer hierdie verbande:

2.14 Stelling Vir 'n konfigurasie C:

(1) C is positief as en slegs as C isotoon is.

(2) C is negatief as en slegs as C antitoon is.
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Bewys

(1) Veronderstel C is positief (d.i. C(v) =1, w € Wen v-(1) C w-(1) impliseer
C(w) =1). Laat vCw. (Te bewys: C(v) < C(w).) As C(v)=0, dan
C(v) < C(w). As C(v) = 1, dan, omdat v C w, geld v-{(1) C w-(1) en dus

C(w) = 1.
Omgekeerd, veronderstel C is orde—behoudend (d.i. v ¢ w impliseer
C(v) < C(w)). As C(v)=len v{(1) C w(1), dan geld v C w en dus C(v)

< C(w) waaruit volg dat C(w) = 1.
(2) Soortgelyk aan die bewys van (1). o

'n Verdere manier om konfigurasies as positief of negatief te karakteriseer,
geskied by wyse van die positiewe (2.1.5) en negatiewe (2.1.6) afsluitingsoperasies.
Hierdie twee afsluitingsoperasies vorm die kern van die definisies van waarheidsge-
trouheidordeninge wat later volg. In die definisies van die ordeninge gaan ons die
simbole (vet letters) X en Y (in plaas van C; en C;) gebruik wanneer twee konfigu-
rasies ten opsigte van hul waarheidsgetrouheid vergelyk word. X (en Y) sal dus

voortaan op ’n konfigurasie dui.

2.1.5 Definisie Die positiewe afsluitingsoperasie o : W — PW word soos volg

gedefinieer: vir alle X ¢ W:
aX:={weW]| (3xe X)(xCw)}.
aX word die positiewe afsluiting van X genoem.

A: PW — PW is 'n afsluitingsoperasie:
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(1) X € aX;
(2) a(aX) = aX;
(3) AsX, YCW,XCY,danaX CaY.

Hierdie afsluitingsoperasie het ook die volgende spesiale eienskap:
(4) As X =U{X; | i eI}, dan aX = U{aX; | i € I}.

Die laaste spesiale eienskap (4) is die enigste een wat nie onmiddellik
duidelik mag wees nie: aX = A[U{X; | i € I}] C a[u{aX, | i € I}] = U{aX; | i € I} —
vir die geldigheid van die laaste stap moet die leser bietjie vorentoe blaai na Lemma
2.22 (1); omgekeerd: vir alle j geld aX; C a[U{X; | i € I}] en dus, U{aX; | i € I} C
a[u{X, | i € I}]. (Dit is natuurlik ook moontlik om eienskap (4) direk te bewys.)

As X =n{X; | i € I}, geld wel dat aAX C n{aX; | i € I} (want vir elke j geld
n{X; | i € I} C X;, dus a[{X; | i € I}] C aX| en daarom a[n{X; | i € I}] C n{aX; |
i € I}), maar nie die omgekeerde nie. As X = n{X; | i € I} byvoorbeeld 'n leé
versameling is, dan aX = ¢, terwyl n{aX, | i € I} nie noodwendig leeg sal wees nie.

Die positiewe afsluiting AX van ’n konfigurasie X kan soos volg beskryf
word: om aX te verkry word al die elemente van X, asook al die elemente in W wat
bokant 'n element van X in (W, C) 1&, geneem. Vergelyk ons nou dié beskrywing van
AX met die definisie van 'n positiewe konfigurasie, is dit maklik om te sien dat X =
aX (dit wil sé al die elemente wat "beter" as die elemente van X in (W, C) is, 1é ook

in X) as en slegs as X ’n positiewe konfigurasie (volgens 2.1.2 (1)) is.

2.1.6 Definisie Die negatiewe afsluitingsoperasie v: $W — PW word soos volg

gedefinieer: vir alle X g W
vX:={weW| (Ixe X)(w Cx)}.

vX word die negatiewe afsluiting van X genoem. '
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v: PW — 2Wis, soortgelyk aan o : PW — 2PW, ’n afsluitingsoperasie
en het ook die spesiale eienskap dat as X = U{X; | i € I}, danis vX = U{vX, | i € I}.
Ook die beskrywing van die negatiewe afsluiting vX van ’n konfigurasie X is soort-
gelyk aan dié van aX — al verskil, vir vX word al die elemente in W wat onder 'n
element van X in (W, C) 1§, geneem. 'n Konfigurasie X kan dan ook in terme van sy
negatiewe afsluiting as negatief gekarakteriseer word: X is negatief as en slegs as
X=vX

Die volgende voorbeeld mag help om die gedefinieerde begrippe en die
onderlinge verbande wat tussen hulle geld, te verduidelik: Beskou die Boole—algebra
{#2({h, r, w}), C) soos voorgestel in Figuur 1.  Die operasies hier ter sprake is
natuurlik die versamelingteoretiese operasies van deursnede, vereniging en komple-
ment. Ons beskou die konfigurasie (versameling van deelversamelings van {h, r, w})
X = {{h, 1}, {h, w}, {r, w}, {w}}. Hierdie betrokke deelversamelings van {h, r, w}
word met ingekleurde posisies in Figuur 1 aangedui. Die positiewe afsluiting AX van
X moet dan bestaan uit alle elemente van X asook alle elemente van 2 ({h, r, w})
wat bokant 'n element van X 1&. Vir aX moet ons dus alle oningekleurde posisies
bokant ’n ingekleurde posisie ook inkleur. Uit Figuur 1 is dit duidelik dat aX die
versameling {{h, r, w}, {h, 1}, {h, w}, {r, w}, {w}} moet wees. Die versameling
{h, r, w} kom dus in aX voor, maar nie in X nie. Dus X # aX en daarom is X nie 'n
positiewe konfigurasie nie. Dit is ook maklik om te sien dat X nie aan die vereistes
van die definisie (2.1.2 (1)) van ’n positiewe konfigurasie voldoen nie: beskou
byvoorbeeld die versamelings v = {h, r} en w = {h, r, w} — v is duidelik bevat in w
enve X maarw g X.

Indien ons X as 'n karakteristieke funksie X : #({h, r, w}) — 2 beskou,
waar al die elemente van 2({h, r, w}) wat op 1 afgebeeld word weer eens met ’'n in-
gekleurde posisie aangedui word, sien ons dat X ook nie isotoon is nie: {r, w} C {h, 1,
w} maar X ({r, w}) = 1en X ({h, r, w}) = 0. Die orde word dus nie behou nie.

Met behulp van dieselfde figuur kan aangetoon word dat vX = {{h, r},
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Figuur 1

{h, w}, {r, w}, {h}, {r}, {w}, ¢}. (Vir vX word al die oningekleurde posisies onder

'n ingekleurde posisie ook ingekleur.) X is dus ook nie 'n negatiewe konfigurasie nie.

In die volgende afdeling word die voorafgaande begrippe teen die agtergrond van die

proposisielogika gekleur en verkry sodoende meer spesificke betekenisse.

2.2 KONFIGURASIES IN DIE PROPOSISIELOGIKA

In hierdie geval is die nie~leé onderliggende versameling A, waarmee ons in die vorige
afdeling begin het, die versameling van proposisiesimbole p;, d.i. A = {p; | i € I},
waar I enige indeksversameling kan wees. A is dus 'n deelversameling van die ver-
sameling van alle lettersinne (¢)p;.  ("Lettersin" ("literal") is 'n begrip uit die
Rekenaarwetenskap en beteken net: 'n p; sonder of met ’'n negasieteken.) Meer
spesifiek: A is die’versameling van positiewe lettersinne (d.i. pi’s sonder 'n

negasieteken). Om verwarring te voorkom, sal ons eerder A(+) in plaas van A
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gebruik vir die versameling van atomiese sinne (positiewe lettersinne). Die ver-

sameling van alle lettersinne sal met A(L) aangedui word, d.i. A(L) = {(+)p: | i € I}.
'n Moontlike wereld, x, is 'n maksimale konsistente deelversameling van die

versameling A(L) van lettersinne (#)p;. ’n Moontlike wéreld moet dus vir elke i, 6f

pi 6f ~p; bevat. Die beskrywing van 'n moontlike wéreld kan aan die hand van enige

een van die volgende vorme geskied:

(i) 'n valuasie v : A(+) — {0, 1};

(i) die ooreenstemmende deelversameling (wat ons die diagram sal noem) van
A(L), waar p; geneem word as v(p;) = 1 (d.i. p; is waar onder v of v
bevredig p;) en ~p; geneem word as v(p;) = 0 (d.i. ~p; is waar onder v);

(iii) die ooreenstemmende deelversameling v-i(1) van A(+) wat bestaan uit
daardie pi’s wat waar is onder die valuasie v en waarvoor v die karak-
teristieke funksie is;

(iv) in die geval as A(+) eindig is, byvoorbeeld I = {1, 2, ..., n}, die oor-
eenstemmende rytjie van nulle en ene (v(p1), v(p2), .-, ¥(pn));

(v) weer eens as A(+) eindig is en byvoorbeeld I = {1, 2, .., n}, die
ooreenstemmende diagramsin (+)py A (2)p2 A ... A (#)pn — die konjunksie

van al die lettersinne (+)p; wat waar is onder v.

Elke valuasie v : A(+) — 2 (of v : I — 2) kan dus as 'n deelversameling
van A(+) of as 'n karakteristieke funksie van 'n deelversameling van A(+) beskou
word. Laat W nou die versameling van alle moontlike werelde of valuasies v : A(+)
— 2 aandui, d.i. W= gA+) (= 2) of W= 2A(+). (Die leser kan ook maar aan W
as W(+4) dink, omdat W nou die versameling van alle deelversamelings van A(+) is.)
'n Konfigurasie (d.i. 'n deelversameling van die magsversameling van A(+), of 'n
element van die magsversameling van die magsversameling van A(+)) — sien Afde-

ling 2.1 — is dan nou niks anders as 'n versameling valuasies of 'n versameling
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moontlike werelde nie. Die beskrywing van konfigurasies in die proposisielogika is
dus 'n spesiale geval van die algemene beskrywing van konfigurasies in Afdeling 2.1:
noi is 2w, die versameling van alle konfigurasies, nie net bevat in 92A(+) - P PA(+)
nie; 2% is nou gelyk aan 92A(+),

Proposisies word uit die proposisiesimbole p; en die konnektiewe - (nie), A
(en), vV (of), — (as .. dan ..), « (ass) en + (eksklusiewe of) opgebou.
Laasgenoemde konnektief beteken net: p; + p2 as en slegs as 6f p; 6f p;, maar nie
beide nie. ’n Teorie X (gewone hoofletters word vir hierdie doel gebruik) is enige
versameling proposisiesinne. Soos wel bekend, kan 'n valuasie op die versameling
van atomiese sinne (d.i. op die positiewe lettersinne) volgens die gewone waarheids-
tabelle van die konnektiewe, rekursief uitgebrei word tot ’n valuasie op die ver-
sameling van alle sinne. ’'n Moontlike wéreld (of valuasie), x, wat 'n sin S waar
maak (of bevredig) word 'n modelvan S genoem en ons skryf x k S vir "x bevredig die
sin §" of "x is 'n model van S". ’n Model, x, van ’n teorie X, is dan 'n moontlike
wéreld wat X bevredig, wat beteken dat x alle sinne S in die teorie X waar maak, d.i.
x Pk Svir alle S € X (of kortweg x F X). Die versameling modelle van X sal ons met
die ooreenkomstige vet letter X en ook soms (waar nodig) met Mod(X) aandui. Dus,

X (= Mod(X)) is die konfigurasie {x | x & X} (= {x | xk S vir alle S € X}).

Ter wille daarvan om die verduidelikings wat volg so eenvovudig en duidelik as moont-
lik aan die leser te bied, sal ons ons voortaan beperk tot slegs 'n eindig voortgebringde
proposisietaal. Meer spesifiek: die proposisietaal voortgebring deur A(+) = {pi, pa,
.y Pn}- In hierdie taal is daar.s]egs eindig veel, om presies te wees, 2" moontlike
wérelde en slegs eindig veel (meer presies 22n) logies nie—ekwivalente sinne. (Twee
sinne (of teorie€) X en Y word logies ekwivalent genoem as hulle versamelings modelle
dieselfde is, d.i. X = Y as en slegs as Mod(X) = Mod(Y).) Elke teorie is dus 'n
eindige versameling sinne en kan deur konjunksie as ’n enkelsin geskryf word. Die

sin wat die ekwivalensieklas van alle toutologieé (d.i. logiese waarhede) verteen-
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woordig sal ons met T aandui, en die sin wat die ekwivalensieklas van alle kontradik-
sies (d.i. logiese onwaarhede) verteenwoordig met F. T word deur alle valuasies en F
deur geen valuasie bevredig, wat beteken Mod(T) = W en Mod(F) = 4.

Die volgende voorbeeld mag help om die verband tussen teorieé, sinne en
versamelings modelle te verduidelik: Beskou die taal voortgebring deur twee veran-
derlikes. In plaas van die simbole p; en p; gebruik ons eerder p en ¢, sodat A(+) nou
die versameling {p, ¢} is. Die teorie (versameling sinne), {~(p A q), p V ~¢, p V ¢}
kan deur konjunksie as die enkelsin [~+(p A ¢) A (p V ~q) A (p V g)] geskryf word, wat
logies ekwivalent aan die sin p A ~¢is. In hierdie taal voortgebring deur {p, g} is
daar vier moontlike wérelde, naamlik {p, ¢}, {p, ~q}, {-~p, ¢} en {-p, ~¢}. Die
versameling modelle van p A -¢, d.i. die versameling moontlike wérelde wat p A ¢
waar maak, is dan die konfigurasie {{p, ~¢}} wat bestaan uit die enkele moontlike
wéreld {p, ~q} of (1,0). Dit is dan ook die valuasie v : {p, ¢} — 2wat aan p 'n 1
toevoeg en aan ¢ 'n 0.

In die geval van n proposisiesimbole is daar 2" moontlike wérelde en elke
moontlike wéreld, gesien as die n—tal (v(pi), v(p2), ..., v(pn)) van nulle en ene, is 'n
element van die Boole—algebra 2". Die ordening, €, van die Boole—algebra W = 2"

is die produkordening. vir alle x = (X, X2, ..., Xn), ¥ = (¥1, Y2, -y ¥n) € 2%
(X1, X2, -y Xn) < (¥1, Y2, -+, Yn) € xi < yi (in 2) vir allei € {1, 2, ..., n}.

Dit beteken dat y bokant x in (2", <) sal wees as y in elke posisie "beter of net so
goed as" x is. Ter illustrasie van hierdie ordening beskou ons weer die taal voort-
gebring deur {p, ¢. W is in hierdie geval die Boole—algebra (22, <) — soos geillus-
treer deur Figuur 2. Figuur 3 gee W as die Boole—algebra ( 2({p, g}), €).

In die geval'van eindig veel voortbringers p; bestaan daar een—een ooreen-
komste tussen die versameling van alle sinne; die versameling van alle konfigurasies;

en die versameling van alle n—ere konnektiewe.  Dit beteken dat in die geval van
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(1,1) {n, g}
(1,0) (0,1) {r} {g}
(0,0) ¢
Figuur 2 Figuur 8

eindig veel proposisiesimbole, elke konfigurasie X die versameling modelle van 'n
teorie X is; of dat elke konfigurasie deur ’n teorie (en selfs deur ’n enkelsin) beskryf
kan word. Ter verduideliking van hierdie een—een ooreenkomste tussen teorieé
(sinne), konfigurasies en n—ére konnektiewe in die eindige geval, beskou ons die taal
voortgebring deur drie veranderlikes. In plaas van die simbole p;, p; en ps gebruik
ons die letters h, r en w na aanleiding van die bekende voorbeeld in die literatuur oor
waarheidsgetrouheid, waar h, r en w respektiewelik die sinne "It is hot", "It is
raining" en "It is windy" voorstel. Beskou nou die sin X’= (h A 7) & ~win die taal
voortgebring deur {h, r, w} en sy waarheidstabel (Tabel 1). Elke deelry (daarmee
bedoel ons 'n ry in die waarheidstabel sonder 'n inskrywing in die hoofkolom) stel 'n
moontlike wéreld x € W = 23 vobr. (In die opstel van die waarheidstabel word, soos
dit die gebruik is, 'n leksikografiese ordening op W geplaas. Dit is dieselfde ordening
wat byvoorbeeld in die opstel van woordeboeke gebruik word.) Ons orden W = 2,
soos afgespreek, deur die produkordening. Figuur 4 illustreer dié ordening van die
agt moontlike wérelde. Die laaste kolom in die waarheidstabel gee die diagramsin

wat met elke moontlike wéreld ooreenkom, d.i. die diagramsin wat deur die spesifieke

valuasie of deelry bevredig word.
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h r w (hAT) e w diagramsin
1 1 1 0 hATAw

1 1 0 1 hATA-w

1 0 1 1 hA-rAw

1 0 0 0 hA-rA-w
0 1 1 1 ' ~hATAW
0 1 0 0 ShATA W
0 0 1 1 AhAarAw
0 0 0 0 shA-rA-w

Tabel 1

(1,1,0) (0,1,1)

(1,0,0) (0,0,1)

(0,00

Figuur 4

Die versameling modelle van X is die konfigurasie X = {(1,1,0), (1,0,1),
(0,1,1), (0,0,1)} — geillustreer deur die ingekleurde posisies in Figuur 4. (Figuur 1

(Afdeling 2.1) stel dieselfde konfigurasie voor — egter net as ’'n deelversameling
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van (2 ({h, r, w}), €).) Dit is dieselfde versameling van deelrye wat 'n 1 in die
hoofkolom van die waarheidstabel van X het. Dus, gegee enige teorie X, kan die
konfigurasie X wat met X ooreenkom, verkry word deur al daardie moontlike wérelde
wat 'n 1 in die hoofkolom van die waarheidstabel van X het, te neem.

'n Konfigurasie X kom weer met die waarheidstabel van 'n sin X ooreen:
deur aan elke x € X 'n 1 in die hoofkolom toe te ken en aan die res van die moontlike
wérelde in 2" 'n 0 toe te ken, word die hoofkolom van die sin X, wat die konfigurasie
X as versameling modelle het, verkry. Om die sin X (of 'n logies ekwivalente vorm
daarvan) te verkry word die disjunksie van al die diagramsinne met die waarde 1
geneem. Dit lewer 'n sin in volledige disfunktiewe normaalvorm, d.i. 'n sin geskryf as
die disjunksie van konjunksies van lettersinne, maar met die eienskap dat elke
proposisiesimbool, pi, presies een maal sonder of met 'n negasieteken in elke disjunk
voorkom. Vir ons voorbeeld lewer dit die sin (A A rA-w) V(AA~rAw)V(~hATA
w) V (~h A ~r A w), wat logies ekwivalent aan die sin (h A 1) e ~wis.

Die verband met ’n n—ére konnektief volg nou maklik: elke konnektief kan
natuurlik deur ’'n waarheidstabel G weergegee word wat weer met 'n sin X ooreen-
kom, naamlik die sin wat juis G as waarheidstabel het. Die sin X kom op sy beurt
weer met 'n konfigurasie X ooreen.  Elke konnektief is dus ook ’'n konfigurasie
X:2" — 2. 'n Moontlike wéreld is 'n deelversameling van {py, p2, ..., Pn}; 0
konfigurasie is 'n deelversameling van £ ({py, P2, ..., Pn}). Omdat daar 2"
deelversamelings van {p,, p3, ..., pn} is, is daar dus 92" konfigurasies of logies
nie—ekwivalente sinne.

Die een—een ooreenkoms tussen die versameling van alle sinne en alle konfi-
gurasies is natuurlik ook ’n isomorfie van Boole—algebras: As X deur X beskryf word
en Y deur Y, dan word X N Y, X U Y en W — X (die komplement van X in W)
respektiewelik deur X A Y, X VY en ~X beskryf.

Aan die hand van die voorafgaande voorbeeld is aangetoon dat, in die

eindige geval, elke konfigurasie beskryfbaar (of aksiomatiseerbaar) is. In die geval
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van oneindig veel voortbringers is dit egter nie die geval nie — soos aangetoon deur
Brink en Heidema [1989). In die oneindige geval is daar meer konfigurasies as teorieé
en alhoewel elke sin en elke teorie met 'n konfigurasie ooreenkom — die versameling
van alle valuasies wat die sin of teorie waar maak — is nie elke konfigurasie be-
skryfbaar deur ’n teorie nie. Die konfigurasies wat wel as die versameling modelle
van 'n teorie optree word deur Brink, Pretorius en Vermeulen [1991] in 'n interes-
sante resultaat gekarakteriseer (p. 9: Lemma 4.1). Daar word 'n topologie op die
versameling W geplaas en dan verteenwoordig al die kompakte deelruimtes van W

presies die beskryfbare konfigurasies.

Teen die agtergrond van 'n eindig voortgebringde proposisielogika, kyk ons nou weer
na die begrippe soos gedefinicer in Afdeling 2.1.  As X die teorie is wat die
konfigurasie X as versameling modelle het, word die teorie wat met die positiewe
afsluiting AX (nou geneem in terme van die produkordening) van X ooreenkom, met
aX aangedui; en die teorie wat met die negatiewe afsluiting vX (ook in terme van die
produkordening) van X ooreenkom, met vX. Dit beteken (in die eindige geval) dat
indien X = Mod(X), dan is

aX = aMod(X) = Mod(aX); en

vX = yMod(X) = Mod(vX).
Ons noem dan ’n sin X positiefas X = aX en negatiefas X = vX.

Die positiewe afsluiting aX en die negatiewe afsluiting vX van ’n teorie X
kan semanties en sintakties beskryf word. In Afdeling 2.1 is alles wat nodig is vir die
semantiese beskrywing reeds bespreek — dit word nou net kortliks herhaal: Seman-
ties word die positiewe en negatiewe afsluiting van 'n teorie X soos volg verkry: aXis
die teorie van aX, en laasgenoemde word verkry deur al die wérelde van X, asook alle
wérelde wat bo 'n wé;eld van X in (2", <) 1¢, te neem; vX beskryf vX en laasge-
noemde word verkry deur al die wérelde van X, asook alle wérelde wat onder 'n

wéreld van X in (2", <) 16, te neem. Die sin X = (h A 1) « -w (van ons vorige
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voorbeeld) is dan duidelik nie positief of negatief nie: volgens Figuur 4 is A[(A A 1) &=
~w ] se modelle die versameling {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1)} en v[(k A 7)
« ~w] s'n die versameling {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)}.
Die twee versamelings kom onderskeidelik met die sinne ~w — (h A r)en (A A1) —
~w ooreen. (Die leser sal onthou dat hierdie spesifieke geval reeds in Afdeling 2.1
bespreek is.) Diesin X = (h A r) «» ~w se waarheidstabel kom met ’'n karakteristieke
funksie (of konfigurasie) X : 23 — 2, ooreen. Die feit dat X ndg positief, nog negatief
is, kom natuurlik ooreen met die feit dat X : 28 — 2 nég isotoon ndg antitoon is: X
behou nie regdeur die orde nie: (1,1,0) < (1,1,1) maar X ((1,1,0)) > X ((1,1,1)) en X
keer ook nie regdeur die orde om nie, want (1,0,0) < (1,0,1), maar X ((1,0,0)) <
X((1,0,1)).

Omdat a en v afsluitingsoperasies op P W is, geld X C aX en X C vX wat
vir die ooreenstemmende sinne beteken X F aX en X F vX, d.i. X is logies sterker as
aX en vX, of AX en vX is afleibaar uit X. Meer nog: aX is die kleinste positiewe
versameling en vX die kleinste negatiewe versameling wat X omvat; dus aX is die
logies sterkste positiewe en vX die logies sterkste negatiewe sin afletbaar uit X. Die
simbool F, wat nou semantiese afleibaarheid uitdruk, gebruik ons ook om aan te dui
dat 'n moontlike wéreld ’n sin (of teorie) bevredig. Hierdie dubbele gebruik behoort
nie die leser te verwar nie, want X k Y beteken maar net: Mod(X) C Mod(Y), wat
weer beteken: as ve Wen vk X, dan moet v ook vir Y bevredig.

Die sintaktiese beskrywing van aX (as X gegee is) geskied aan die hand van
die volgende algoritme: skryf die waarheidstabel van X neer (met py, p3, ..., Pn 3an
die bokant van die kolomme) en gaan deur die volgende stappe:

(a1) As X = F (logiese onwaarheid), di. X = ¢, dan is daar slegs nulle in die

hoofkolom en ons definieer AX = F.

(a2) As die n—tal (0,0,...,0) ’n 1 in die hoofkolom het, dan definieer ons aAX = T

(logiese waarheid).

As nie (al) of (a2) die geval is nie, dan:
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(a3) Vir elke ry in die waarheidstabel wat 'n 1 in die hoofkolom het, word die
konjunksie van al daardie py's wat die waarde 1 in die betrokke ry het,
geneem. Laat J{ die versameling van al die konjunksies wat op hierdie
wyse verkry is, aandui.

(a4) Verwyder uit J{A' al die konjunksies wat nie minimaal is nie,‘d.i. al daardie
konjunksies K € J{A' waarvoor daar 'n konjunksie L € J{A’ bestaan wat
opgebou is uit 'n egte deelversameling van daardie proposisiesimbole wat in
K voorkom. Die oorblywende konjunksies vorm die versameling JafA.

(a5) Die disjunksie van die elemente in % is dan aX.

Vir die sintaktiese beskrywing van vX gebruik ons ’n soortgelyke algoritme

— dit behels die volgende stappe:

(v1) AsX=F,danvX=F.

(v2) As die n—tal (1,1,...,1) ’n 1 in die hoofkolom het, definieer ons vX = T.

As nie (v1) of (v2) die geval is nie, dan:

(v3) Vir elke ry in die waarheidstabel wat 'n 1 in die hoofkolom het, word die
konjunksie van al daardie ~py’s waarvoor p; die waarde 0 in die betrokke ry
aanneem, geneem. Laat Jufvl dié versameling konjunksies aandui.

(v4) Verwyder uit J&fvl al die konjunksies wat nie minimaal is nie en vorm s die
versameling JJV.

(v5) Neem die disjunksie van die elemente van J& vir vX.

Ons wys daarop dat stappe (a4) en (v4) (die krimping van Jﬂ' na J, en
van Ja@’ na Jév) slegs vir die doel van elegansie en ekonomie gedoen word — die
disjunksie van die elemente in JJA, (J{v’) en van dié in K (%) is logies ekwivalent.
Die leser moet homself of haarself daarvan vergewis dat dit wat sintakties in stappe 3
van die algoritmes aan ’'n spesificke ry (van die waarheidstabel wat 'n 1 in die

hoofkolom het) gedoen word, semanties met die inkleur van die posisie van die
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betrokke wéreld asook alle posisies daarbo in (2", <) (vir aX) en alle posisies ondertoe
(vir vX), ooreenkom. Dit kan soos volg verduidelik word: die modelle van die
konjunksie van die p;'s wat die waarde 1 aanneem, is presies die wéreld (wat met die
betrokke ry ooreenkom) asook alle wérelde boontoe, d.i. alle wérelde wat in ten minste
die relevante pi's 'n 1 het; die modelle van die konjunksie van die ~p;’s waarvoor p;
die waarde 0 (in die betrokke ry) aanneem is presies dié wéreld asook alle wérelde
ondertoe, d.i. alle wérelde wat in ten minste die betrokke posisies ’'n 0 het.

Ter illustrasie van die voorafgaande algoritmes vir die verkryging van aX
en vX van 'n teorie X, bepaal ons nou die positiewe en negatiewe afsluiting van ons
voorbeeldsin X = (h A r) < ~wsintakties. Ons versoek die leser om terug te blaai na
waar die waarheidstabel (Tabel 1) van hierdie sin gegee is. Dit is maklik om te sien
dat geeneen van (al), (a2), (v1) of (v2) van die twee algoritmes hier die geval is nie.
Met die toepassing van stappe (a3) en (v3) verkry ons .7»:5' ={hAr,hAw rAw w}
en J{v’ = {~w, -, ~h, oh A °r}. Deur al die konjunksies wat nie minimaal is nie te
verwyder (volgens (a4) en (v4)), het ons dan ¥ = {h A 1, w} en K = {~w, 7, -h}.
Die disjunksie van die elemente van J& (stap (45)) lewer die sin (hA r) V w wat
logies ekwivalent aan ~w — (h A 7) is — soos reeds aangetoon, die positiewe
afsluiting aX van X; die disjunksie van die elemente van % (stap (v5)) lewer die sin
“hVarV-ws (hAr) — ~w— die negatiewe afsluiting vX van X.

Indien X reeds in disjunktiewe normaalvorm geskryf is (dit wil sé X is
geskryf as die disjunksie van konjunksies van lettersinne (¢)p;) kan aX en vX ook aan

die hand van die volgende resultaat bepaal word:

221 Stelling Vir enige sin X in disjunktiewe normaalvorm, kan aX en vX deur
die volgende algoritme verkry word:

. AsX=F,danaX:=vX = F.

. AsX#F, dén:

(a)  word aX verkry deur alle voorkomste van -pi’s in X met T te
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vervang;
(b)  word vX verkry deur alle voorkomste van py’s (wat dus nie deur 'n

negasieteken voorafgegaan word nie) in X met T te vervang.

Bewys

Veronderstel eerstens dat X in volledige disjunktiewe normaalvorm is, dit wil sé elke p;
kom in elke disjunk van X presies een maal, sonder of met ’n negasieteken, voor. 'n
Disjunk wat in X optree, kom ooreen met ’n ry in X se waarheidstabel wat 'n 1 in die
hoofkolom het. Die vervanging van negatiewe lettersinne (voortbringers met ’n ne-
gasieteken) in hierdie disjunk met T (in die beskrywing van die algoritme (a) vir die
verkryging van aX) lewer 'n sin wat logies ekwivalent is aan die sin wat verkry word
deur die konjunksie te neem van daardie pi’s wat 'n 1 in die betrokke ry van die waar-
heidstabel gekry het. Volgens die vorige beskrywing van die algoritme om aX uit X
se waarheidstabel te vind, sal (a) dus inderdaad die korrekte aX lewer. (Let op dat as
die disjunk ~p; A ~pa A ... A 7py in X voorkom, dan word dit vervang met T A T A ...
AT, d.i. met T, en die hele X word gereduseer tot T vir AX — wat klop met (42).)

'n Soortgelyke argument toon dat (b) die korrekte vX lewer.

Veronderstel nou dat X (£ F) in algemene disjunktiewe normaalvorm is, dit
wil sé X is ’n disjunksie van konjunksies van léttersinne. Ons sal nou aantoon dat
(a) weer eens die korrekte X lewer. Beskou enigeen van die disjunkte, sé D, wat in
X voorkom. Om konkreet te wees, byvoorbeeld D = pll A ~p;.  Vorm nou die dis-
junksie D* van alle moontlike konjunksies

D’ =piA-ps A(£)p3 A ... A(£)pn
wat gevorm kan word deur by D alle moontlike kombinésies van die orige lettersinne
(+)ps met konjunksie te voeg. Dit is duidelik dat D logies ekwivalent is aan D*. Die
proses om elke negatiewe lettersin met T te vervang (sien (a)) lewer in die geval van

D 'n sin ekwivalent aan die konjunksie van die positiewe lettersinne in D: py A T
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z pr- Dieselfde proses (d.i. die vervanging van negatiewe lettersinne met T) lewer in
die geval van D* 'n disjunksie van 'n aantal sinne wat logies ekwivalent is aan die
logies swakste van hierdie sinne: py A T AT A ... A T (dié konjunksie D’ waarin die
meeste negatiewe lettersinne voorkom), wat weer ekwivalent is aan p,, die konjunksie
van positiewe lettersinne in D.

Proses (a), toegepas op D en toegepas op D*, lewer dus ekwivalente resul-
tate. Dit geld egter vir elke disjunk D in X en daarom sal proses (a)‘toegepas op X,
en toegepas op die volledige disjunktiewe normaalvorm van X, ook ekwivalente resul-
tate oplewer. Vir X in algemene disjunktiewe normaalvorm sal (a) dus wel die kor-
rekte aX lewer.

Op ’n soortgelyke manier lewer proses (b) _ die vervanging van positiewe
lettersinne met T — toegepas op D ’n sin ekwivalent aan die konjunksie van die ne-
gatiewe lettersinne in D: T A ~p; = 7ps.  As (b) toegepas word op D* verkry ons weer
eens 'n ekwivalente resultaat: T A-p2 ATAT A ... AT =-p;. Omdat dit geld vir
elke disjunk D in X, sal proses (b) toegepas op X, en toegepas op die volledige

. disjunktiewe normaalvorm van X, ekwivalente resultate oplewer. o}

Ter verduideliking van die voorafgaande bespreking pas ons Stelling 2.2.1
op ons voorbeeldsin X = (h A r) « ~wtoe. X se volledige disjunktiewe normaalvorm
isdiesin(AArA~w)V(hA-rAw)V (ShATrAw)V (shA-rAw). Die vervanging
van alle negatiewe lettersinne met T lewer aAX = (AATAT) V(AAT Aw) V(T ATA
w) V (T A T A w) wat logies ekwivalent aan die sin ~w— (h A r)is. Vir vX moet alle
positiewe lettersinne met T vervang word. Deur dit te doen verkry ons vX = (T AT
A w) V(TA-rAT)V(AATAT)V (AT AT)=(hAT)— -w

X kan egter ook logies ekwivalent wees aan ’n sin in algemene disjunktiewe
normaalvorm: X = (kA rA-~w) V(~hAw)V (~rAuw). Proses (a) toegepas op X in
hierdie vorm lewer AX = (AATAT) V(T A w) V(T A w) = ~w— (h A T); en proses

(b) het die sin vX = (T AT A-w)V(~RAT)V (~rAT) =z (hAr)— ~wtot gevolg.
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Na aanleiding van die vorige beskrywings van die algoritmes om AX en vX
uit X se waarheidstabel té verkry, kan ons nou bewys dat vir die positiewe afsluiting
aX van ’n konfigurasie X altyd een van die volgende uitsprake'moet‘ geld: aX = ¢
(verteenwoordig logiese onwaarheid); aX = W (verteenwoordig logiese waarheid);
of, AX verteenwoordig 'n sin wat mét slegs die gebruik Qan konjunksie en disjunksie
uit proposisiesimbole p; opgebou kan word. Laasgenoemde geval kom odreéx_l met die
klassieke sintaktiese definisie van 'n "positiewe sin" in die proposisielogika (vergelyk
Chang & Keisler [1991], p. 13). Die klassifisering van aX in bogenoemde drie vorme,
kom met Stelling 2.2.3 se karakterisering van 'n poSitiewe sin X ooreen: as X positief
is geld X = AX of X = aX. Vir die bewys van Stelling 2.2.3 word die volgende lemma
benodig:

2.2.2 Lemma As {X; | i€ I} 'n versameling positiewe konfigurasies is, dan is

‘(1) U{X, | i € I} positief, en

(2) n{X; |ie I} positief.

Bewys

(1) Ons moet bewys U{X; | i € I} = a[U{X; | i € I}‘]. Uit eienskap (1) van a:

PW — PW as afsluitingsoperasie volg dat U{X; | i € I} € a[U{X; | i e I}].
Omgekeerd: As w € A[U{X; | i € I}], bestaan daar 'n x € U{X; | i € I} 86
dat w2 x. Duswe aX;vir'ni€el. MaaraX; = X;virallei € I (want X;

is positief), dus w € U{X, | i € I}.

(2) n{X; | i €I} Caln{X; | iel}]. Omgekeerd: As w € a[n{X; | i €I},

bestaan daar 'n x € N{X; | i € I} 56 dat w > x. Dit beteken w € 8X; = X
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virallei € I en dus, w € n{X, | i € I}. o

2.2.3  Stelling Vir enige sin X geld: X is positief (d.i. X = aX) as en slegs as X

ekwivalent is aan een van die volgende:

(a) F of
(b) T of
(c) 'n Sin wat opgebou is uit proposisiesimbole p; met behulp van slegs

konjunksie en disjunksie.

Bewys

Veronderstel (a) geld, d.i. X = F of X = ¢. Volgens die algoritme (stap (al1)) is aX =
F en dus is X positief. As (b) die geval is, d.i. X = T of X = W, is dit duidelik dat X
positief is. Laat geval (c) geld en veronderstel X is deur middel van A en V opgebou
.uit Pij Py oo pit' Dan is X deur middel van N en U opgebou uit die versa.melings
modelle van Pi S € {1, 2, ..., t}. Die versamelings modelle van Pi S € {1, 2, ..., t}
is egter positief, want die modelle van 2 is die moontlike wéreld (0,0,...,0,1,0,0,...,0)
met ’n 1 in die i—de posisie asook alle wérelde bokant dié een in (W, <).  Volgens
Lemma 2.2.2 word positiwiteit deur die vereniging en deursnede van versamelings
wérelde behou. Die konfigurasie X wat met X ooreenk‘om is dus positief, sodat X
positief is.

Omgekeerd, veronderstel X is positief. Dan geld X = aX en dus, volgens

die algoritmiese konstruksie van aX, geld (a), (b) of (c). . o

Die karakterisering van ’n negatiewe sin X word deur Stelling 2.2.4

weergegee.
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224 Stelling Vir enige sin X is die volgende ekwivalent:

(1) X is negatief (d.i. X = vX);

(2) X =AY, vir 'n positiewe Y;

(3) X is logies ekwivalent aan een van die volgende:
(a) T of
(b) F of

(¢)  ’n Sin wat opgebou is uit die ontkennings van proposisiesimbole p;

met behulp van slegs konjunksie en disjunksie.

Bewys

(1) & (3): 'n Resultaat soortgelyk aan Lemma 2.2.2 kan ook vir ’n versameling
van negatiewe konfigurasies X, bewys word. Die bewys is dan analoog aan dié van
Stelling 2.2.3.

(3) = (2): Beide T en F is positief en negatief en is die ontkennings van
mekaar. Met die toepassing van De Morgan se wette is dit maklik om te sien dat die
ontkenning van 'n sin X met die vorm (c) positief is.

(2) = (3): Triviaal, as Stelling 2.2.3 se karakteriseﬁng van 'n positiewe Y in

gedagte gehou word. o

Behalwe vir T en F kzin 'n positiewe sin altyd herskryf word tot ’n sin wat
uit slegs die simbole A, V en positiewe letiersinne bestaan, en 'n negatiewe sin tot 'n
sin wat uit slegs die simbole A, V en negatiewe lettersinne bestaan. In dié sin verwys
die "positief* en "negatief" in die onderskeid van lettersinne nie net na die af— of
aanwesigheid van 'n negasieteken nie, maar ook na die gebruik van die simbole (p; of

api) in die karakteriserings van positiewe en negatiewe sinne.
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Figure 5 en 6 is 'n duidelike illustrasie van onderskeidelik Stelling 2.2.3 en
2.2.4: In die taal voortgebring deur {p, ¢} is daar sestien logies nie—ekwivalente
sinne, waarvan ses positief (voorgestel deur Figuur 5) en ses negatief (Figuur 6) is.
Dit is maklik om te sien dat die res van die sestien sinne, naamlik die sinne p A -g,
PAG p—qgzpV g qg—p=pVagperg=(pAgV(-pA-g) enp+gs=
(~p A @) V (p A -g) ndg aan Stelling 2.2.3 nbég aan Stelling 2.2.4 voldoen en dus nég

positief ndg negatiefis. Die enigste sinne wat beide positief en negatief is, is T en F.

Figuur 5
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Figuur 6

Soos afgespreek het ons die begrippe, soos gedefinieer in Afdeling 2.1, teen die
agtergrond van 'n eindig voortgebringde proposisionele logika bespreek. In so ’n taal
is elke konfigurasie beskryfbaar deur ’n teorie (en selfs deur 'n enkelsin). Dit beteken
dat elke konfigurasie as die versameling modelle X van ’n teorie X optree. In be-
sonder word die konfigurasies AX en vX respektiewelik deur die enkelsinne aX en vX
beskryf. Die vraag is nou: Kan die positiewe afsluiting aX en die negatiewe af-
sluiting vX van ’n beskryfbare konfigurasie X beskryf word in die geval van oneindig

veel voortbringers; en indien wel, deur watter teorieé?
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Beskou die proposisionele taal voortgebring deur enige aantal proposisie-
simbole p;, i € 1. Laat X = {S; | j € J} enige teorie (d.i. 'n versameling sinne S;, j €
J) wees en laat xA die versameling van alle eindige konjunksies van sinne uit X aandui.
Met ander woorde, XM se elemente is alle sinne van die vorm Sjl A sz Ao A Sjk’ waar
k enige natuurlike getal > 1 is. x" is dan oneindig, want daar bestaan oneindig veel
sulke konjunksies. Die versameling modelle van X is dan dieselfde as die versameling
modelle van X (di. X (= Mod(X)) = Mod(XA)): Volgens Brink en Heidema [1989)
is Mod(X) = n{Mod(S) | S € X} — "Theorem" 4.3, p. 11; en Mod(X, A X,) =
Mod(X,) n Mod(X,) — "Theorem" 5.2, p. 15. Dus, Mod(XA) is die deursnede van
die versamelings modelle van alle sinne van die vorm Sjl A sz Ao A Sjk' Deur die
herhaalde toepassing van "Theorem" 5.2 is die versameling modelle van elkeen van
dié sinne weer die deursnede van die versamelings modelle van al die sinne Sjt’ t € {1,
2, ..., k} wat in die betrokke konjunksie optree. = Omdat XM bestaan it alle
moontlike eindige konjunksies van sinne uit X, kry ons dat Mod(XA) = Mod(X) =X
| Ons sal nou aantoon dat aX, d.i. AMod(X), wel beskryfbaar is. Met ander

woorde, ons sal aantoon dat aAX die versameling modelle van 'n teorie is — die teorie

soos beskryf in die volgende definisie:
2.2.5 Definisie Met X en X so0s beskryf hierbo, deﬁnjeer:
aXM: = (a5 ] s e xM.
9226  Stelling Mod(aX") _ aX, d.i. aX" beskryf die konfigurasie aX.
Bewys

Mod(aXM) ¢ aX: Laat w € Mod(aX"), di. w F a8 vir alle § € X*. Dit beteken w is

'n model van aS, vir alle S ¢ X} wat weer beteken w € Mod(aS) = aMod(S) (want
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Se X" en S is dus 'n eindige konjunksie).  Vir elke S € X! bestaan daar dus 'n
moontlike wéreld (d.i. valuasie) v, s6 dat v C w (wat beteken v;'(1) C w™(1) — sien
Afdeling 2.1) en v, F S. Stel Y: = {-p; | w(pi) = 0}, dit wil sé Y is die versameling
van alle negatiewe lettersinne wat waar is onder die valuasie w. Dan is w 'n model
van Y (d.i. w k Y) en ons kan die feit dat v, C w uitdruk as v,k Y. (Onthou: wkY
beteken dat w aan alle elemente ~p; van Y ’n 1 toeken en dus aan alle ooreenkomstige
positiewe lettersinne p; 'n 0 moet toeken. Die feit dat v C w beteken dat v, ook aan
al siilke positiewe lettersinne p; 'n 0 moet toeken.) Dus v (p;) = 0 vir alle +p; € Y.
Beskou nou die versameling sinne X U'Y. Enige eindige deelversameling Z
van X U Y het nou 'n model: As ZCY, danwk Z (en v; FZvirallev,); asZnX#¢
¢, neem die konjunksie S van die eindig veel sinne in Z n X. Dan geld S € XA en dus
ve kY. Ook het ons v F S, en dus v, F Z, met ander woorde Z het 'n model v,
Volgens die kompaktheidseienskap van die proposisielogika het X U Y 'n model, sé v.
Dus vk XenvEY. UitvEY, volgdat vCw wat beteken dat w € aX.
| AX C MOd(AXA): Laat w € AX, dus w € sAMod(X). Daar bestaan dus ’n va-
luasie v € Mod(X) met v C w, d.i. daar bestaan 'n moontlike wéreld v, s6 dat v - X en
vCw. Maar Mod(X) = Mod(X"), dus v k X", waaruit volg dat v F S vir alle S € X
en dus v F aS vir allé s € x (aangesien S F AS), sodat w F aS vir alle S € x* (omdat

viw)enduswk aXM Dusw € MOd(AXA). 0

Die negatiewe afsluiting vX van 'n beskryfbare konfigurasie X word op sy
beurt beskryf deur die teorie vX': = {vS|Se xM, di. Mod(vXA) = vX. Die bewys
hiervan is soortgelyk aan dié vir AX en sal nie hier bespreek word nie.

23 KONFIGURASIES IN DIE PREDIKAATLOGIKA

In die vorige afdeling het ons die begrip "konfigurasie" se betekenis in die
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proposisielogika bespreek — in die proposisielogika kom ’n konfigurasie (as ’n
spesiale geval van die begrip soos gedefinieer in 2.1) met ’n versameling valuasies op
'n vaste versameling (A(+)) van atomiese proposisies ooreen. In die predikaatlogika
kry die begrip "konfigurasie" egter 'n algemener betekenis as in 2.1. Voordat ons dié
betekenis bespreek, eers 'n beskrywing van die taal waarin ons werk.

Laat . die taal van die predikaatlogika aandui wat opgebou is uit die
volgende simbole: die standaard logiese simbole (d.i. die konnektiewe -, A, V, —, «
en die kwantore 3 en V); aftelbaar veel veranderlikes; ’'n versameling relasiesimbole
{R; | j € J}, waar R; 7;~¢r is; 'n versameling funksiesimbole {F; | 1 € L}, waar F,
6)—€r is; en 'n versameling K van konstant—simbole. ’n Interpretasie ‘B van die taal
is dan van die vorm B = (B, {Q; | j € J}, {G, | | € L}, g) waar B die onderliggende
versameling van die interpretasie is; Rj as die 7;—€re relasie Qj op B geinterpreteer
word; F, as die §,—€re funksie G, op B geinterpreteer word; en die konstant—simbole
onder die funksie g : K — B geinterpreteer word. Ons definieer dan 'n konfigurasie
as enige klas van interpretasies van 2.

In Afdeling 2.1 is 'n konfigurasie as 'n sekere versameling gedefinieer,
naamlik as ’n versameling van deelversamelings van ’n vaste versameling A (of as 'n
versameling van karakteristicke funksies van 'deelversamelings van A). Soos
verduidelik in 2.2, is die beskrywing van konfigurasies in die proposisielogika 'n
spesiale geval van die algemene beskrywing in 2.1: in die proposisielogika is 'n
konfigurasie 'n versameling modelle, d.i. 'n versameling van valuasies op die
versameling A(+) van atomiese sinne (of positiewe lettersinne). In die predi-
kaatlogika beskou ons 'n konfigurasie egter as ’'n klas van interpretasies of modelle.
Hier kry die begrip dus 'n algemener betekenis as in 2.1, omdat dit onmoontlik is om
in die predikaatlogika net na versamelings van modelle te kyk en dit onmoontlik is
om interpretasies weer te gee deur valuasies op ’'n vaste versameling van atomiese
sinne.

Volgens 2.1 is ’'n konfigurasie, sé X, positief as X = aX, d.i. as X na bo
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geslote is, waar "na bo geslote" in terme van inklusie van die elementé van X beskryf
word.  Die begrip van 'n positiewe konfigurasie kan ons net so deurvoer na die
proposisielogika, omdat die elemente van 'n konfigurasie, X, in die proposisielogika
ook deur inklusie (of die produkordening) georden word. Ook in die predikaatlogika
is 'n konfigurasie X positief as X na bo geslote is, maar nou word die elemente van X
nie deur inklusie georden nie — die ordening op X word nou gedeﬁnieér in terme van
homomorfieé tussen sy elemente. Voordat ons dié ordening beskryf, omskryf ons eers
die begrip "homomorfie" in die predikaatlogika. |

Laat 8 = (B, {Q; | j€ I}, {G,, 1€ L}, g) en B = (B, {Q; | j€ I}, {G{
| 1 € L}, g’) twee interpretasies van .# wees. ’'n Homomorfie ': B — B’ is 'n

funksie : B — B’ sb dat:

(1) viralle j€J, (by by, -, b, ) € Q; = (b3, b3, ., b ) € Qj;
(2) viralle 1€ L, [Gy(by, by, -, by )} = G{(Dg, by, -y B )
3) vir alle k € K, (g(k))" = g’ (k).

Die ordening op interpretasies van die taal word dan 5005 volg gedefinieer: vir alle ‘B,

%’:

B <‘B’: as en slegs as daar 'n surjektiewe homomorfie *: B — B bestaan.
'n Interpretasie B is dus in hierdie ordening onder 'n interpretasie B’ as B’ 'n
homomorfe beeld van B is. Dié ordening word nou gebruik om die begrip van 'n
positiewe konfigurasie te definieer.

231 Definisie Beskou 'n konfigurasie X.

X word positief genoem as die volgende geld:

as BeXen BB/, danB’ € X.
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In die predikaatlogika word 'n sin, S, (d.i. ’n formule sonder vrye
veranderlikes) positief genoem as S opgebou is uit atomiese formules met behulp van
slegs A, V, ¥ en 3 (sien Chang en Keisler [1991], p. 72). 'n Teorie, X, (di. 'n
versameling sinne) word dan positief genoem as X logies ekwivalent aan 'n ver-
sameling positiewe sinne is. (Net soos in die proposisionele geval, is X = Y (d.i.
teorie X is logies ekwivalent aan Y) as Mod(X) = Mod(Y) (d.i. X = Y) — ons neem
ook aan dat die begrip van "'n interpretasie is ’n model van ’n teorie X" aan die leser
bekend is.) Met bogenoemde beskrywing van ’n positiewe teorie (of 'n sin) word die
teorieé (of sinne) T en F (onderskeidelik die ekwivalensieklas van alle logiese waar
teorieé en die ekwivalensieklas van alle logiese onwaar teorieé) dus uitgesluit. Ons
sal net soos in die proposisielogika beide hierdie teorieé ook insluit by die versameling
van positiewe teorieé. Met die insluiting van dié twee teorieé (T en F) klop boge-
noemde definisie van positiewe teorieé met die volgende karakterisering (bekend as
Lyndon se Homomorfiestelling):

"'n Teorie X is logies ekwivalent aan 'n positiewe versameling sinne (d.i. X

is positief) as en slegs as X behoue bly onder homomorfe beelde (d.i. as

Mod(X) = X geslote is onder homomorfe beelde" (Barwise [1977], p. 72).

In die proposisielogika geld, volgens Stelling 2.2.3, dat 'n konfigurasie X
positief is (d.i. X is na bo geslote; of X = aX) as en slegs as X ekwivalent is aan F of
T of 'n sin wat opgebou is uit positiewe lettersinne met behulp van slegs konjunksie
en disjunksie. Analoog hieraan kan ons nou vir die predikaatlogika die volgende
uitspraak lewer: ’'n aksiomatiseerbare konfigurasie X is positief as en slegs as X logies
ekwivalent aan ’'n positiewe teorie is.  (Dié uitspraak volg direk uit die "Lyndon

Homomorphism Theorem" en Definisie 2.3.1.)

Net soos in 2.1 en 2.2 is 'n negatiewe konfigurasie in die predikaatlogika, 'n

konfigurasie wat na onder geslote is:
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2.3.2 Definisie Beskou 'n konfigurasie X.

Ons noem X negatief as die volgende geld:

asB’ € XenB<B’,dan B € X.

Volgens Definisie 2.3.2 is 'n konfigurasie dus negatief as X geslote is onder homomorfe
oerbeelde: as B’ € X en daar ’n surjektiewe homomorfie *: B — B’ bestaan, dan
moet ‘B € X.

Analoog aan die proposisionele geval word ’n sin in die predikaatlogika
negatief genoem as dit logies ekwivalent aan die ontkenning van ’'n positiewe sin is,
d.i. as dit opgebou is uit die ontkennings van atomiese sinne met behulp van slegs A,
V,V en 3 (sien Chang en Keisler [1991], p. 313). ’n Negatiewe teorie is dan maar net
'n versameling van negatiewe sinne. Volgens ons afspraak om ook die teorieé T en F
as elemente van die versameling van positiewe teorieé te neem, is T sowel as F nou
ook negatief: T = -Fen F=-T. Volgens Stelling 2.2.4, is in die proposisielogika, 'n
konfigurasie X negatief (d.i. X = vX) as en slegs as X Az ~Y vir 'n positiewe teorie Y.
Dit is maklik om te sien dat ons ook in die predikaatlogika so 'n uitspraak kan lewer:
'n konfigurasie X, beskryf deur 'n sin X, is negﬁtief as en slegs as X = 2Y, vir 'n

positiewe sin Y.

Alhoewel ons nie ’n algemene (of selfs aksiomatiseerbare) konfigurasie in die
predikaatlogika met 'n versameling valuasies op een vastelversameling atomiese sinne
kan laat ooreenkom nie, kan ons 50 'n konfigurasie tog met ’n klas van versamelings
van valuasies laat ooreenkom — een versameling vir elke element van die
konfigurasie. Ons beskryf vir elke moontlike interpretasie 'n versameling valuasies:
Laat B = (B, {Q; | j€ J}, {G; [ 1 € L}, g) 'n interpretasie van .¥ wees en
vorm die taal .#(B) — met .#(B) bedoel ons die taal wat net soos .¢ lyk, behalwe

dat sy konstantsimbole nou K U B is (met K n B = ¢). Met elke surjektiewe
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hombmorﬁe *: B — B’ kom 'n deelversameling A(+) van alle atomiese sinne van
#(B) ooreen, naamlik die atomiese sinne van . (B) wat waar is onder die
interpretasie B’ = (B, {Qj | je J}, {G{ | 1€ L}, g’ U ), waar g’ = go * en B’
gesien word as ’'n interpretasie van #(B). Noem dié versameling sinne D*(B’) —
"die positiewe diagram van B". ‘B is self ook te sien as ’'n interpretasie van .¢(B),
naamlik as die interpretasie (B, {Q; | j€ J}, {G; | 1 € L}, gUid) endan is D*(B) C
D*(*B’) (want homomorfieé behou die waarheid van atomiese sinne). Trouens vir
enige twee homomorfe beelde B’ en B’ van ‘B geld:
D*(®B/) C D*(*B’ ‘) as en slegs as B’ < B’ .

Vir elke interpretasie B (as ’'n element van ’n konfigurasie X) kan sy

homomorfe beelde se preordening, <, dus wel weergegee word deur die inklusierelasie

tussen versamelings van atomiese sinne.

—000——
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HOOFSTUK 3

WAARHEIDSGETROUHEIDORDENINGE VAN
TEORIEE: DIE SPESIALE GEVAL VAN
VOLLEDIGE INFORMASIE OOR
DIE WAARHEID

It follows, therefore, that truth manifests itself ...
— BENEDICTUS DE SPIN0ZA (in Popper
[1969], p. 3).
Every man carries about him a touchstone ...
to distinguish ... truth from appearances.

—— JOKN LOCKE (in Popper [1969], p. 3).

In hierdie hoofstuk het ons die definiéring van enkele waarheidsgetrouheidordeninge
kvan teorieé in die proposisielogika teen die agtergrond van volledige informasie oor die
waarheid, ten doel. Dié doelwit verteenwoordig natuurlik ’n hoogs geidealiseerde
geval wanneer dit met die wetenskaplike praktyk vergelyk word: as die waarheid ten
volle bekend is, is dit mos onnodig om te besluit of teorie Y nader aan die waarheid is
as teorie X; die enigste teorie van belang is dan die één wat die volledige waarheid
beskryf. Die leser sal dalk nou vra: Hoekom beskou ons dan hierdie geidealiseerde
geval van volledige informasie?  Die antwoord 1é daaﬁn dat dié spesiale geval 'n
gerieflike raamwerk vorm waarteen ons dan die algemene, realistiese geval kan
beskou: Hoe evalueer ons die relatiewe waarheidsgetrouheid van teorieé wanneer ons
oor slegs gedeeltelike informasie oor die waarheid beskik?  Dié "epistemiese" en
"metodologiese" vraag sal in Hoofstuk 4 bespreek word; in hierdie hoofstuk

konsentreer ons slegs op die "semantiese" en "logiese" vraag.
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Die definiéring van die waarheidsgetrouheidordeninge geskied aan die hand
van die volgende begrippe: die positiewe afsluiting, die negatieﬁ)e afsluiting, die
konvekse inhoud en die nie—konvekse inhoud van 'n teorie. In Afdeling 3.1 sal ons
aantoon dat ons met behulp van die begrippe, positiewe en negatiewe afsluiting, 'n
preordening kan definieer wat ooreenstem met die waarheidsgetrouheid—preordening
wat Brink en Heidema ([1987], [1989]) in terme van die wiskundige begrippe van
magsversameling, magsoperasie en magsrelasie gedefinieer het. Ons sal ook aantoon
(in 3.4) dat, deur die begrippe konvekse inhoud en nie—konvekse inhoud ook te
betrek, 'n parsiéle ordening verkry word wat ’n verfyning van bogenoemde ordening
van Brink en Heidema is. ‘

'n Verdere doelwit is om die leser (in 3.1) daarvan te oortuig dat ons
definisie van waarheidsgetrouheid die twee aspekte van die intuitiewe begrip
nader—aan—die—waarheid, naamlik dié van meer betroubaar en meer informatief,
ineenvleg en versoen.

Oddie [1990] het op sekere ooreenkomste tussen die benadering van Brink
en Heidema en ander benaderings gewys. In reaksie hierop belowe Brink en Heidema
- [1991] °n latere verduideliking betreffende die verwantskap tussen hulle en Popper se
benadering. Ons sal nou hierdie belofte in Afdeling 3.2 nakom.

In Afdeling 3.3 toon ons aan hoe die waarheidsgetrouheid—preordening (eers
modulo antisimmetrie saamgetrek tot 'n parsiéle ordening) in 'n volledige distributiewe
tralie ingebed kan word — naamlik die produk van die tralie van positiewe teorieé
met die tralie van negatiewe teorieé. ~Ons toon ook aan dat elke tralie van alle

positiewe (of negatiewe konfigurasies) isomorf aan ’'n vrye distributiewe tralie is.

3.1 DIE WAARHEIDSGETROUHEID-PREORDENING

Ons beskou weer eens, ter wille van eenvoudigheid, 'n eindig voortgebringde
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proposisionele taal, naamlik die taal voortgebring deur proposisiesimbole pj, i € {1, 2,
..., n}; en opgebou deur die konnektiewe 1, A, V, —, «, en +. (Dié taal sal regdeur
Hoofstuk 3 gebruik word.) Soos reeds verduidelik in Hoofstuk 2, is daar in hierdie
taal 27 moontlike wérelde of valuasies en 22" logies nie—ekwivalente proposisies (sinne
of teorieg). Anders gestel: daar is 27" konfigurasies of versamelings van
versamelings moontlike wérelde.

Ons doelwit is om te kan besluit wanneer een teorie nader aan die waarheid
(of meer waarheidsgetrou) as ’n ander teorie is. Vir die doel van hierdie hoofstuk is
"die waarheid" volledig bekend (d.i. ons ken volledig die waarheidswaarde van elke
pi) en is "die waarheid" een spesificke moontlike wéreld (d.i. ’n maksimale
konsistente deelversameling van A(L)). Hierdie spesifieke moontlike wéreld sal as
die reele wereld bekend staan en sal met die letter r aangedui word. (Die leser moet
hierdie notasie vir die re€le wéreld nie met die kursiewe letter r verwar nie.
Laasgenoemde is die simbool wat gebruik word vir die proposisie "it is raining" in
voorbeelde waar ons werk met ’n taal voortgebring deur drie veranderlikes.) Sonder
verlies aan algemeenheid kan ons (gerieflikheidshalwe) die re€le wéreld, r, as die
valuasie wat 'n 1 (vir "waar") aan elke p; toeken, neem. Die reéle wéreld is dus die
valuasie r = (1,1,...,,1) wat die diagramsin p; A p; A ... A p, waar maak of bevredig,
di. rE pyApyA... Apy Dit beteken dat r die diagram {p,, py, ..., pn} van positiewe
lettersinne is — wat natuurlik maar net die versameling A(+) van voortbringers van
die taal is. Vir die versameling van alle moontlike wérelde geld dan: W = 2(r) =
PA(+).

"Die waarheid" (of die reéle wéreld), r, bepaal vir elke sin van die taal of
dit "waar" of "onwaar" is: Ons noem ’n sin (teorie) X waar as dit waar is in die reéle
wéreld, d.i. as r € Mod(X) = X of r k X. Soortgelyk, word ’n sin X onwaar genoem
as dit onwaar is in die reéle wéreld, wat maar net beteken r ¢ X, d.i. r f X of r F -X.
Op die wyse kategoriseer "die waarheid" die versameling sinne van die taal in waar

en onwaar sinne en verkry ons ’n baie growwe preordening (of "kwasi—ordening", d.i.
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'n refleksiewe, transitiewe relasie) op die sinne van die taal: sin X is onder sin Y as
en slegs as X onwaar is of Y waar is onder r. Dit beteken dat al die waar sinne ekwi-
valent is onder die preordening en bokant al die onwaar sinne (wat ook ekwivalent is
onder die ordening) in die ordening moet wees. Figuur 7 illustreer hierdie ordening
vir die sestien logies nie—ekwivalente sinne van die taal voortgebring deur die
versameling {p, ¢}. Hierisr = {p, ¢}, d.i. r is die valuasie (1,1) wat die sin p A ¢
bevredig. Die sin X = =p A ~¢is dan byvoorbeeld onder die sin Y = ¢ — pin die
ordening want r k ¢ — p. (Elke moontlike wéreld (of valuasie) verdeel natuurlik die

sinne van die taal in twee kategorieé: dié wat waar is onder die valuasie en dié wat

onwaar is.)

T p—4q

® ®
pAg g—7p

waar sinne ] °
pVy Py

Y ®

® [ J
F g pAng

. ° °
onwaar sinne ap Vg "pAg

° °
pAg ptyq

Figuur 7



46

Ons kan ook 'n anti—wereld ("anti—world") definieer.  Die anti—wéreld
verteenwoordig dit wat maksimaal in stryd met die waarheid of reéle wéreld is en is
in alle opsigte presies die teenoorgestelde van die re€le wéreld. Ons sal die anti-
wéreld met r* aandui. Vir r = {py, py, ..., pn} is r* die diagram {~p;, “py, ..., "Pn},
d.i. die valuasie wat aan elke p;,i € {1, 2, ..., n} ’n 0 toeken (of aan elke ~p;, i € {1, 2,
..., 1} 'n 1 toeken) en dus die sin ~p; A 7py A ... A ~py bevredig. Die anti~wéreld r* =
(0,0,...,0) is dus niks anders as die leé deelversameling van r nie.

Die anti—wéreld is die valuasie wat presies die teenoorgestelde waardes, as
die reéle wéreld, aan die p;’s toeken, en die begrip "onwaar sin" is die duaal van die
begrip "waar sin". Tog kan ons nie die anti—wéreld, in plaas van die reéle wéreld,
gebruik om sinne as waar of onwaar te klassifiseer nie. = Ter verduideliking van
hierdie laaste punt beskou ons weer Figuur 7. Hier is r = {p, ¢} — die boonste
helfte van A(L); dus r* is die diagram {-p, g} — verteenwoordig deur die onderste
helfte van A(L), of die valuasie (0,0) wat die sin =p A ~q bevredig. Beskou nou die
sinne p «— gen 7p A ¢. Die modelle van p « ¢ is die versameling moontlike wérelde
{(1,1), (0,0)}, d.i. Mod(p « ) = {{p, g}, {~p, ~g}}; terwyl Mod(~p A g) = {(0,1)} =
{{~p, ¢}}. Dus, r e Mod (p ~ ¢) enr g Mod (~p A ¢). Per definisie is p +» ¢ dus
waar en p A ¢ onwaar. Ons het ook r* € Mod(p « ¢) en t* ¢ Mod(-p A g). Mens
kan dus nie redeneer dat 'n sin X waar is as r* f X en onwaar is as r* k X nie.

Ons wil, soos reeds opgemerk, die waarheidsgetrouheid van teorieé in terme
van hul positiewe en negatiewe afsluitings vergelyk. In Hoofstuk 2, Afdeling 1, het
ons verduidelik wat die terme positiewe afsluiting en negatiewe afsluiting van 'n kon-
figurasie beteken. Die ordening wat ons op W geplaas het vir die algemene beskry-
wing van die begrippe, was die van inklusie van deelversamelings van A. In die
geval van ’n proposisionele taal met eindig veel voortbringers pi, i € {1, 2, ..., n}, kan
W as die Boole—algebra 2" beskou word en dan is die ordening op W — gesien as die
versameling van alle mbontlike valuasies v : {p1, P2, ..., pn} — {0, 1}, maar net die

produkordening (<). Die vraag is nou: Is vir ons doel (die definiéring van 'n
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waarhcidsgetrouheidordening op die sinne van ’n eindige proposisionele taal) die
produkordening 'n "sinvolle" ordening op W? ’'n Ordening op W is "sihvol" as dit 'n
waarheidsgetrouheidordening op die elemente van W is en dit dan uitgebrei kan word
tot 'n waarheidsgetrouheidordening op die elemente van #W. Meer spesifiek: ons
vereis 'n ordening op W wat nie net 'n waarheidsgetrouheidordening op die ver-
sameling van alle moontlike werelde sal wees nie, maar wat ook van so 'n aard is dat
deur die neem van positiewe en negatiewe afsluitings op #W, dit uitge-brei kan word
tot 'n waarheidsgetrouheidordening op die versameling van alle moontlike versamelings
van moontlike werelde. Die antwoord op bostaande vraag is dan JA — ons keuse
van die reéle wéreld as r = (1,1,...,1) sorg dat die produkordening ook 'n waarheids-
getrouheidordening is. (Dat dit ook uitgebrei kan word tot ’n waarheids-
getrouheidordening op konfigurasies, sal bietjie later in hierdie hoofstuk bespreek
word.) Volgens die produkordening moet die reéle wéreld r = (1,1,...,1), wat in elke
posisie "beter of net so goed as" al die ander moontlike wérelde (nou gesien as rytjies
van nulle en ene) is, heel bo in die ordening (W, <) wees; terwyl die anti—wéreld r* =
(0,0,...,0), wat in elke posisie "slegter of net so sleg as" al die ander moontlike wérelde
is, heel onder in (W, <) moet wees. Omdat die elemente van W ook as deelver-
samelings van r = {py, py, ..., Pn} beskou kan word, is die produkordening natuurlik
dieselfde as dié van inklusie op deelversamelings van r. Vir alle x = (x;, X, ..., Xn),
Y= (¥, ¥2 -, yn) € W geld dus: |

x<y x; $yi(in2)viralleie€ {1,2, .., n};

xNrCynNr,

xNr*Jynr¥

1 8 1 ¢

daar meer (of net soveel) positiewe (of waar)
lettersinne p; (en dus minder (of net soveel)
negatiewe (of onwaar) lettersinne -p;) in y
voorkom as in x;

&y "nader of net s0 naby aan" die reéle wéreld r
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=(1,1,...,1) is as x.

Die taal voortgebring deur {p, ¢} gaan ons voortaan dikwels gebruik —
veral ter illustrasie van die waarheidsgetrouheid—preordening wat ons bietjie later
gaan definieer. Daarom illustreer ons weer vir die gerief van die leser die ordening op
W vir hierdie geval: Figuur 8 illustreer W = 22 — georden deur die produkordening;
Figuur 9 gee W = 2 ({p, ¢}) — georden deur inklusie; en Figuur 10 dui die

ooreenstemmende diagramme aan.

(1,1) . {r, ¢}
(1,0) (0,1) {r} {g}
N
(0,0) ?
Figuur 8 Figuur 9
{nat
{p,~g} {-p, ‘q}

{-p, ~q}

Figuur 10
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Figuur 11 mag verder help om die waarheidsgetrouheidkarakter van die
produkordening te illustreer: A(L), die versameling van alle lettersinne, ()p;, word
verdeel in twee dele — die boonste helfte verteenwoordig al die lettersinne wat in r
voorkom, d.i. al die positiewe (of waar) lettersinne; en die onderste helfte ver-
teenwoordig al die lettersinne wat in r* voorkom, d.i. al die negatiewe (of onwaar)
lettersinne. Moontlike wéreld y is dan 'n beter (of net so 'n goeie) beskrywing van die
reele wereld r = {py, ps, ..., Pn} as moontlike wéreld x, indien y se deursnede met r
groter as (of gelyk aan) x se deursnede met r is; of ekwivalent hiéraan, as x se
deursnede met r* groter as (of gelyk aan) y se deursnede met r* is. (Ons spreek af
om voortaan met die beskrywing '"moontlike wéreld y is 'n beter (of swakker)
beskrywing van die reéle wéreld as x" (of kortweg: "yyis beter (of swakker) as x")

altyd ook die moontlikheid van x = y in te sluit.)

Figuur 11
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Veronderstel ons sou 'n ander moontlike wéreld as {pi, pa, ..., pn} vir die
reéle wéreld kies. Dan is die produkordening op W nie meer 'n waarheidsgetrouheid -
ordening op W nie. Die ordening op W wat natuurlik wel nog aan die vereiste van
waarheidsgetrouheid sal voldoen, is dié van inklusie op deursnedes met r (of inklusie
op deelversamelings van r), waar r nou as 'n diagram, d.i. 'n maksimale konsistente
versameling lettersinne, beskou word: xis onder y asenslegsasxNrCynr. Ter
illustrasie van hierdie punt beskou ons die, nou reeds bekende, taal voortgebring deur
{p, ¢}, maar nou met r gekies as {p, =g} = (1,0) en dus, r* = {~p, ¢} = (0,1). In
Figuur 12 word die ordening van inklusie van deursnedes met r = {p, ~q} uitgebeeld.
Hierdie ordening besit duidelik die eienskap van waarheidsgetrouheid: r staan heel bo
in die ordening en r*, wat in stryd met "die waarheid" is, heel onder. Halfpad in die
ordening kom die diagramme {p, ¢} en {~p, ~¢} voor. Beide hierdie diagramme
weerspieél die "helfte" van "die waarheid", die "helftes" verskil egter en daarom is
hulle onvergelykbaar wat die ordening betref. = Vergelyk die leser nou hierdie
ordening met die produkordening (Figuur 8) en sy ekwivalente vorme (Figure 9 en
10), is dit maklik om te sien dat die produkordening nie vir hierdie geval aan die
vereiste van waarheidsgetrouheid voldoen nie.  Ons keuse van die reéle wéreld as

{p1, P2, ..., pn} is dus in meer as een opsig gerieflik.

{p, g}

{n. ¢} {~p, g}

{-», ¢}

Figuur 12
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In ons eindig voortgebringde proposisionele taal kan elke konfigurasie deur 'n enkelsin
beskryf word, so ook die konfigurasies X en vX — die positiewe en negatiewe af-
sluiting van 'n konfigurasie X: As X die teorie is wat die konfigurasie X beskryf, d.i.
X = Mod(X), dan word aX deur die sin aAX en vX deur die sin vX beskryf. Dit bete-
ken dat AX = AMod(X) = Mod(aX) en vX = vMod(X) = Mod(vX). In Hoofstuk 2,
Afdeling 2, is algoritmes geformuleer wat aX en vX sintakties beskryf.  Die
algoritmes, asook alle resultate voortspruitend daaruit, is in terme van die
produkordening op W geformuleer.  (Die leser moet homself of haarself daarvan
vergewis dat indien ons 'n ander ordening as die produkordening (of een van sy
ekwivalente vorme) op W sou gebruik, die algoritmes nie meer geld nie.) Ons is dus
in alle opsigte terug in die situasie van Afdeling 2.2.

Om die positiewe afsluiting aX van ’n teorie X te verkry, word Mod(X) =
X tesame met al die moontlike wérelde wat bokant 'n x € X in (W, <) voorkom,
geneem. Dit beteken dat die re€le wéreld r = (1,1,...,1) altyd ’n model van aX sal
wees (d.i. r € AX) behalwe as X 'n kontradiksie (of logiese onwaarheid) is, want dan is
X = aX = F of, semanties beskou, X = AX = ¢. Dus as X # ¢, verteenwoordig die
positiewe afsluiting AX van X altyd 'n waar teorie aAX. Aan die ander kant word die
negatiewe afsluiting vX van ’'n teorie X verkry deur die konfigurasie X asook alle
moontlike wérelde wat onder 'n x € X in (W, <) 1é, te neem. Hierdie beskrywing van
vX het tot gevolg dat die negatiewe afsluiting van alle waar sinne ekwivalent is aan
die sin T: as X waar is, geld r € X en dus vX = W. As X egter met 'n onwaarsin X
ooreenkom, kom die konfigurasie vX altyd met 'n onwaar sin vX ooreen: as X on-
waar is, is r ¢ X en dus ook, r ¢ vX. In Tabel 2 word die positiewe afsluitings aX en
die negatiewe afsluitings vX van die sestien logies nie—ekwivalente sinne X van ons
illustratiewe taal gelys. Die waarheid of onwaarheid van die sestien sinne en hul
afsluitings word ook aangedui. As die leser nou Tabel 2, asook Figure 5, 6 (Afdeling
2.2) en 7 beskou, sal hy of sy sien dat daar meer waar en onwaar as onderskeidelik

positiewe en negatiewe sinne is. Meer spesifiek, as ons F by die versameling van
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aX vX oX dX
waar T T T T T
onwaar
waar P P T P T
onwaar
waar q q T q T
onwaar
waar PAg PAg T pAg T
onwaar
waar pVgq pVygq T pVyg T
onwaar ‘
waar pP—q T T T pP—q
onwaar
waar g—7p T T T g—p
onwaar
waar Per q T T T pe g
onwaar
waar T T
onwaar ap ap ap
waar T T
onwaar aq g . g
waar T ‘ T
onwaar ap A g apAng p A g
waar q T
onwaar pAg p - phg
waar D T
onwaar pA-g al pAg
waar T T
onwaar ap Vg : ap Vg -~ pVng
waar pVgq T
onwaar p+4q ap Vg pt+yq
waar T
onwaar F F F F

Tabel 2
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positiewe sinne sou uitsluit en T by die versameling van negatiewe sinne, is die
versameling van positiewe sinne eg bevat in die versameling van waar sinne, en die
versameling van negatiewe sinne eg bevat in die versameling van onwaar sinne. Vir
die versameling A(L) van lettersinne geld natuurlik dat die versameling van waar
(onwaar) lettersinne dieselfde as die versameling van positiewe (negatiewe) letter-
sinne is. Dat die sin T so baie keer in die tabel voorkom is as gevolg van die feit dat

vir alle waar teorieé X, vX = T en vir alle X £ F, X negatief, aAX = T.

Die vraag "Wanneer is 'n moontlike wereld y ’n beter besicrywing van die waarheid (of
reéle wéreld r) as 'n moontlike wereld x?", word in terme van die produkordening
beantwoord: wanneer y meer (of net soveel) positiewe lettersinne as x bevat. Nou
wil ons die idee van "nader aan die waarheid" na versamelings van moontlike werelde
uitbrei: wanneer is 'n konfigurasie Y (of teorie Y) ’'n beter beskrywing van die
werklikheid as 'n konfigurasie X (of teorie X)? Ons antwoord op hierdie vraag het as
oorsprong die waarheidsgetrouheid—preordening van Brink en Heidema ([1987] en
[1989]) — gedefinieer in terme van die wiskundige begrippe van magsversameling en

magsordening:

3.1.1 Definisie Laat < die ordening op ’'n versameling A aandui. Dan word die
magsordening & op die magsversameling # A gedefinieer as die relasie tus-

sen deelversamelings van A waarvoor die volgende geld: vir alle X, Y C A:
X&Yass(VxeX)3ByeY) [x<y]& (VyeY)(Ix e X) [x < y).

Indien (A, <) as die Boole—algebra (W, <) beskou word, is, s00s voorgestel
deur Brink en Heidema ([1987), [1989]), die ooreenstemmende mags—preordening (of
kwasi—ordening) < van versamelings van werelde 'n waarheidsgetrouheid—preordening

van die teorieé wat met die versamelings wérelde ooreenkom. Dit beteken dat vir
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teorieé X, Y: X & Y per definisie geld ass X = Y.  (Vir argumente tot
ondersteuning van die beskouing dat die preordeningrelasie & 'n waarheidsge-
trouheid—preordening is, verwys ons die leser na die artikels van Brink en Heidema.)
Die waarheidsgetrouheid van teorieé word dus maar net in terme van die konfigu-
rasies waarmee hulle ooreenkom gedefinieer.

Ter verduideliking van die waarheidsgetrouheid—preordening <, beskou ons
die sinne X = p — gen Y = p van ons illustratiewe taal. In Figuur 13 is X die
versameling moontlike wérelde ingesluit deur die klein stippeltjies en Y die
versameling ingesluit deur die groter stippels. Y = p is dan meer waarheidsgetrou
(of nader aan die waarheid) as X = p — ¢, d.i. X & Y, want vir elke x € X =
{{r, ¢}, {-p, g}, {~p, ~g}} = {(1,1), (0,1), (0,0)} bestaan daar 'n y € Y = {{p, ¢}, {p,
ag}} = {(1,1), (1,0)} wat 'n beter beskrywing van die reéle wéreld r = {p, ¢} = (1,1)
is (neem byvoorbeeld telkens y = (1,1)); en vir elke y € Y bestaan daar 'n x € X wat

'n swakker beskrywing van die reéle wéreld is (neem byvoorbeeld telkens x = (0,0)).

{~p, ~q}

Figuur 18
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In Figuur 14 (wat met Brink & Heidema [1987], "Figure 6", p. 540, oor-
eenstem) word die waarheidsgetrouheid—preordening = vir die geval van twee
proposisionele veranderlikes geillustreer. Die annotasies in die diagram spesifiseer
die sestien logies nie—ekwivalente teorieé (sinne) eerder as die ooreenstemmende
versamelings van moontlike wérelde. Hier geld X = Y as X onder Y in die diagram
is en daar 'n pyl (direk of transitief) vanaf X na Y is. Vir die geri¢f van die leser
onderskei ons ook die agt waar sinne van die agt onwaar sinne deur net die posisies
van die waar sinne in te kleur. Die sinne ¢ — p, p — ¢, p « ¢ en T is met
horisontale lyne verbind wat pyle in beide rigtings het. Dit beteken dat vir die
betrokke vier sinne die relasie = in beide rigtings geld (byvoorbeeld: p « ¢&=T en
T & p « ¢) en dat die sinne dus ekwivalent is onder <. Ons sal sulke sinne
waarheidsgetrou—ekwivalent noem en die ekwivalensierelasie wat tussen hulle geld met
& aandui.

Onthou dat in hierdie geval "die waarheid" oor die "reéle wéreld" r = (1,1)
is, terwyl die enkel—element—konfigurasie {r} met die sin p A ¢ ooreenkom — dié sin
wat nou die waarheid, die volle waarheid, en niks .anders as die volle waarheid
verteenwoordig nie.  Dit maak dan ook sin dat dié spesificke sin heel bo in die
diagram (Figuur 14) moet staan, terwyl die sin ;1p A ~¢, wat met die enkel—element-
konfigurasie {r*} ooreenkom en wat 'n infame leuen oor "die waarheid" verkondig,
heel onder. Die sinne p A g en -p A ¢ kom onderskeidelik met die enkel—element-
konfigurasies {{p, ~¢}} en {{-p, ¢}} ooreen; beide hierdie diagramsinne is die
konjunksie van een waar (positiewe) en een onwaar (negatiewe) lettersin.  Elkeen
van die sinne p A ~gen-p A ¢ het dus net mooi een (maar verskillende) helfte van
"die waarheid" p A ¢ beet, maar ook terselfdertyd een helfte van "die onwaarheid"
beet. In die sin is dit sinvol dat die twee sinne halfpad tussen "die volle waarheid", p
A g, en "totale onwaarheid", ~p A ¢, in die diagram voorkom.

Die vier sinne p A ¢, p A ~q, 7p A g en ~p A ~¢g word onderskeidelik deur die

valuasies (1,1), (1,0), (0,1) en (0,0) bevredig, wat op hulle beurt weer met die
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AN

/X

opAg 2+ 4¢3 q—*po<—>o<—>o<——->o “pAgo
\ / p—q
pVAag O

Y
NS

Figuur 14

diagramme {p, ¢}, {p, ~q}, {~p, g}, {~p, ~¢} ooreenkom. Beskou ons die diagramme
as deelversamelings van r = {p, g} kom hulle onderskeidelik met die deelversamelings
{p, g}, {p}, {¢} en ¢ coreen.  Dit beteken Mod(p A ¢) = {(1,1)} = {{p, ¢}};
Mod(p A ~g) = {(1,0)} = {{r, ~}} = {{p}}; Mod(~p A ¢) = {(O.1)} = {{-p, B} =
{{g}}; en Mod(~p A ~q)} = {(0,0)} = {{-p, ~q}} = {¢}. Vergelyk ons nou die
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ordening van die vier moontlike wérelde (1,1), (1,0), (0,1) en (0,0)‘ in (W, ¢) —
Figuur 8 (of {p, ¢}, {p}, {¢}, ¢ — Figuur 9; of {p, g}, {p, ~a}, {~p, ¢}, {~p, ~¢} —
Figuur 10) met dié van hulle ooreenstemmende diagramsinne in ( W, <) — Figuur
14, is dit maklik om te sien dat die onderlinge posisies vanaf (W, <) na (W, &) nie
verander nie. Die magsordening < op versamelings van moontlike werelde (d.i. op
konfigurasies of teorie€) is dus 'n wuitbreiding van die produkordéni‘ng < op enkel
(moontlike) werelde. In die algemeen geld dan: vir alle x, y € W:
x<y(in W) & {x} = {y} in 2W.

Die ordening & op diagramsinng is dus maar net die van inklusie op die oor-
eenstemmende diagramme. (Vergelyk ook Brink & Heidema [1987], p. 542.)

In die begin van die afdeling is 'n baie growwe preordening op die ver-
sameling sinne van die taal gedefinieer — die preordening waarvolgens al die waar
sinne bo al die onwaar sinne is. Dié preordening word verfyn deur die waarheids-
getrouheid—preordening & . Dit beteken dat die waarheidsgetrouheid—preordening
#, as versameling geordende pare sinne, eg bevat is in die growwe preordening. In
die preordening <= is byvoorbeeld nie meer alle waar sinne bo alle onwaar sinne nie,
maar dit geld nog steeds dat geen onwaar sin bo ’'n waar sin i3 nie (sien Brink &
Heidema [1987]). Wat die versameling van lettersinne betref kry ons egter nog steeds
die spesiale situasie dat al die positiewe (d.i. waar) lettersinne bo al die negatiewe (d.i.
onwaar) lettersinne in (P W, &) is, alhoewel die positiewe (en so ook die negatiewe)
lettersinne nou onderling onvergelykbaar is (vergelyk Figuur 14). Dus, vir elke
positiewe lettersin ps, i € {1, 2, ..., n} en vir elke negatiewe lettersin -pj, j € {1, 2,
.y 1} geld 7pj & pi.  Ons kan dit soos volg verduidelik: Vir elke positiewe lettersin
p; is daar presies 2"/2 moontlike wérelde wat p; bevredig, naamlik die moontlike
wérelde wat in ten minste die posisie p; 'n 1 het. Dieselfde geld vir negatiewe
lettersinne: daar is 2"/2 moontlike wérelde wat 'n 0 in posisie p; het. Dit beteken
dat vir alle p;, r € Mod(p;) en vir alle pj, r* € Mod(~p;). | Vir elke -p;j en elke p; geld

dan: vir elke x € Mod(-p;) is daar 'n y (naamlik r) € Mod(p;) waarvoor x < y;
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en vir elke y € Mod(p;) is daar ’n x (naamlik r*) € Mod(-p;) waarvoor x < y.

Brink en Heidema [1987] onderskei die twee helftes van die waarheidsge-

trouheid—preordening & met &< en =

X=7Yass (VxeX)(Iy e Y) [x <y]; en

X=Yass (Vye Y)(Ix e X) [x < y]
Die konjunksie (of deursnede) van = en = is dus &. Hulle maak ook die volgende
notasie—afsprake:

X =Y beteken Y = X;

X=Y beteken Y = X

XS YbetekenX=YenX=5Y.

'n Hele klompie interessante resultate oor die gedrag en eienskappe van die
relasies = en = (en kombinasies daarvan) met betrekking tot waarheid en
onwaarheid, konjunksie en disjunksie van teorieé ensovoorts, word deur Brink en
Heidema [1987] bewys. Ons sal net 'n lys van sommige van die resultate gee — vir
bewyse daarvan verwys ons die leser na bogenoemde artikel. Onthou dat 'n teorie X
waar is as en slegs as r € Mod(X) = X. Die konjunkéie van twee teorieé X en Y is
dus waar as en slegs-as die reéle wéreld 'n model van beide X en Y is, d.i. as r €
Mod(X) n Mod(Y) = Mod(X A Y); terwyl die 'disjunksie van twee teorieé X en Y
waar is as en slegs as die reéle wéreld 'n model van ten minste een van die teorieé is,
d.i. as r € Mod(X) U Mod(Y) = Mod(X V Y).

Vir enige teorieé X en Y geld:

(1) AsX=Y,danXSY.

(2) As Y waaris, dan X =Y.

(3) As X waaris en Y onwaaris, dan X 55 Y (en dus X & Y).
(4) XAYSXenXAYSY.

(5) X5SXVYenYSXVY.

(6) As beide X en Y waaris,dan X VY &EX&EXAY.

(7) As X waaris en Y onwaar is, dan
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(a) X&EXAY
(b)  Yen X AY mag 6f vergelykbaar 6f onvergelykbaar in terme van <=
of = wees.
(c) Xvy&X
(d) XVY&Y
(8) As beide X en Y onwaar is, dan mag X en X A Y Of vergelykbaar 6f

onvergelykbaar in terme van & of = wees.

Soortgelyk vir Xen X V Y.

Vir voorbeelde ter ondersteuning van die resultate kan die leser weer Figuur
14 van nader bekyk. Dit is duidelik dat die eerste resultaat net in een rigting geld:
dit is heel moontlik dat X&=Y en Y & X (en dus XS Y) maardat X £ Y. Verge-
lyk maar net die vier sinne ¢— p, p « ¢, p — gen T in Figuur 14. Dit beteken dat
die relasie & nie antisimmetries op die versameling (logies ekwivalente klasse van)
sinne is nie. Resultaat (2) geld omdat vir Y waar, is r € Y en dus is daar altyd 'n
model van Y wat "beter" as alle modelle van X is. Dit is interessant om daarop te
let dat die sin F — die sin wat alle logiese teenstrydighede verteenwoordig, met geen
ander sin in terme van < vergelyk kan word nie. Die rede is dat geen moontlike
wéreld vir F bevredig nie, d.i. Mod(F) = ¢. Volgens resultaat (2) geld wel dat
F == X vir alle waar teorie€ X. Dit is egter ook die geval dat F = X vir alle teorieé
X: vir elke (daar is geen) model van F is daar altyd 'n model van X te vinde wat
hoér op in die produkordening van die versameling moontlike wérelde 1é. Die ander
helfte van die relasie & geld egter nooit nie—triviaal nie, d.i. vir alle teorieé X # F, is
F & X: daar kan nooit 'n model van F gevind word wat "slegter" as 'n model van X
is nie.  Soortgelyk geld X <k F vir alle X # F (vir waar teorieé X, volg dit uit
resultaat (3)), maar wel X = F vir alle teorieé X.

Op grond van die resultate lys Brink en Heidema [1987] sekere algemene

beginsels (wat hulle noem "Principles concerning verisimilitude") met betrekking tot



60

die vergelyking van teorieé in terme van die waarheidsgetrouheid—preordening &=.

Ons herhaal die lys hier en volg hulle afspraak dat die beskrywings "vermeerdering

(of vermindering) in waarheidsgetrouheid" en "meer (of minder) waarheidsgetrou" die

moontlikheid van ekwivalente waarheidsgetrouheid ook insluit:

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Geen onwaar teorie is meer waarheidsgetrou as enige waar teorie nie.

Vir waar teorie¢ word waarheidsgetrouheid deur konjunksie vermeerder en
deur disjunksie verminder.

Die waarheidsgetrouheid van 'n waar teorie word nie vermeerder deur
konjunksie met 'n onwaar teorie nie — dit word 6f verminder 6f die
resultaat is 'n onvergelykbare teorie.

Die waarheidsgetrouheid van °'n onwaar teorie mag of vermeecrder of
verminder of onvergelykbaar word deur die konjunksie met 'n waar teorie.
Die waarheidsgetrouheid van 'n waar teorie word verminder deur disjunksie
met 'n onwaar teorie.

Die waarheidsgetrouheid van 'n onwaar teorie word nie verminder deur
disjunksie met 'n waar teorie nie — dit word 6f vermeerder 6f die resultaat
is 'n onvergelykbare teorie.

Vir onwaar teorieé word waarheidsgetrouheid deur konjunksie, sowel as

disjunksie, of vermeerder of verminder of onvergelykbaar gemaak.

Ter ondersteuning van bogenoemde beginsels kan die leser weer eens Figuur

14 beskou. Waarop ons nou wil fokusseer, is die feit dat Brink en Heidema se waar-

heidsgetrouheid-preordening, &=, ekwivalent in terme van posiliewe en negatiewe

afsluitings beskryf kan word. Dié feit is ook (in 'n ander kontcks) deur Pretorius

(1988], p. 2) bewys; en dit skyn of magsrelasies op die wyse van Definisie 3.1.2 vir die

eerste keer deur Walker [1984] beskryf is.

3.1.2

Definisic Viralle X, Y C W:
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X=Yass XCvYenaXY,

in welke geval ons sé dat X minder (of net so) waarheidsgetrou as Y in die

waarheidsgetrouheid—preordening is.

Uit die feit dat 4 : W — PWenv: 2W — PW afsluitingsoperasies is,

kan die ordening & ook gedefinieer word as: vir alle X, YC W: .
X&=YassvXCvYenaX)aY.

Dit is amper triviaal om aan te toon dat ons definisie (3.1.2) van die
waarheidsgetrouheid—preordening <= ekwivalent is aan dié van Brink en Heidema
(3.1.1) met A = W: die eerste helfte van Definisie 3.1.1, (Vx € X)(3y € Y)[x < y],
beteken maar net dat X C vY (en dus vX C vY); en die tweede helfte, (Vy € Y)
(3x € X)[x < y], maar net dat Y C aX (en dus aY € aX).

Vir enige teorie X geld altyd dat vX & X = aX, d.i. elke teorie X is altyd
ten minste net so waarheidsgetrou as sy negatiewe afsluiting vX en hoogstens net so
ﬁ)aarheidsgetrou as sy positiewe afsluiting AX. Dit kan soos volg verduidelik word:
v(vX) = vX; aX = a(aX) en as X # ¢, is a(vX) = W 2 aX en vX C v(aX) = W.
(Onthou dat vir alle ¢ # X CW: r € aX, r* € vX en dus, v(aX) = T en a(vX) = T.
As natuurlik X = ¢,is vX =X = aX = ¢.)

Met die notasie X S Y bedoel ons X &= Y en Y = X. In terme van Defi-
nisie 3.1.2 beteken X S Y dus vX = vY en aX = aY. Indien X # F, bestaan die

volgende waarheidsgetrouheid—ekwivalensies:
3.1.3 Stelling As X # ¢, geld:
(1) A XS XU {r}en

(2)  IXSXUu{r)
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Bewys

(1) v(aX) =Wenv(XU{r}) =vXUv({r}) =vXUW=W.
a(aX) = aX en aA(X U {r}) = aX U a({r}) = aX U {r} = aX.

(2) v(vX) = vX en (X U {r*}) = vX U {r*} = vX.

a(vX) = W en a(X U {r*}) = a({r*}) = W. o

Die versamelings van waar en onwaar sinne afleibaar uit 'n teorie X word
respektiewelik die waarheid—inhoud ("truth—content") en onwaarheid—inhoud
("falsity—content") van X genoem. (Vergelyk ook Hoofstuk 1: Popper se filosofie
oor waarheidsgetrouheid.) In die geval van ’'n eindig voortgebringde proposisionele
taal kan elke versameling sinne (d.i. ’n teorie) deur konjunksie as ’'n enkelsin geskryf
word. In s6 'n taal beskryf die begrippe waarheid—inhoud en onwaarheid—inhoud van
X dus twee spesifieke sinne, naamlik onderskeidelik die logies sterkste waar en logies
sterkste onwaavr sin afleibaar uit X.

Die feit dat vir ’n nie—leé konfigurasie X geld dat aX en X U {r} waar-
heidsgetrou—ekwivalent is (uit 3.1.3 (1)) beteken dus dat vir 'n nie—teenstrydige
("non—contradictory") teorie X, sy waarheid—inhoud — voorgestel deur die ver-
sameling moontlike wérelde X U {r}, altyd presies net so na aan die waarheid as sy
positiewe afsluiting aX is, en ten minste net so naby aan die waarheid as X self is.
Vir 'n voorbeeld om dié argument te illustreer, versoek ons die leser om terug te blaai
na Figuur 4 (Afdeling 2.2) en daarop te let dat a[(h A 1) & ~w)] = (h A r) V w nie slegs
die positiewe afsluiting nie, maar ook die waarheid—inhoud van (A A 1) &~ ~wis. In
hierdie voorbeeld is die logies sterkste positiewe sin afleibaar uit X (naamlik aX), dus
nie slegs waarheidsgetrou—ekwivalent aan die logies sterkste waar sin afleibaar uit X
nie — aX is ook logies ekwivalent aan die waarheid—inhoud van X, di. aX=Xu{r}.

(Vir X # ¢ en X positief, d.i. r € X, geld natuurlik altyd dat AX = X = X U
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{r}.) Dié spesiale situasie (dat AX = X U {r}) geld egter nie in die algemeen nie.
Neem byvoorbeeld die waar sin p « ¢ in Figuur 14: a(p & ¢) = T, maar Mod(p ~ g)
U {r} kom met die sin p « ¢ ooreen.

Ons wys die leser daarop dat die versameling wérelde X U {r*} nie in die
algemeen die onwaarheid—inhoud van ’n teorie X voorstel nie. Dit volg uit die
argument dat waar— of onwaarheid van teorieé nie in terme van die anti—wéreld r*
gedefinieer kan word nie. Neem maar net enige waar teorie X, dan stel X U {r*}
nooit 'n onwaar teorie voor nie.

Vir die gerief van die leser gee ons nou ’'n opsomming van enkele

interessante feite: Vir alle X ¢ W geld:

o X is positief & X = aX;

o X is negatief & X = vX;

. X is positief en negatief & X = W of X = ¢;
.. Xiswaar @re X o vX =W,

. rfeXeaX=W,
e X is positief en X # ¢ = X is waar;

) Xis negatiefen X # ¢ =2 r* € X

o Xis waar & WEX;

® Xis waar = X & X,

. X & aX, aX # ¢ = X is waar;

o reX=23XSvX;

. X&EvX, v Xtp=r*e X

. Xiswaarenr*e X XS W.

Filosofies beskou, is die waarheidsgetrouheidordening ’n gebalanseerde ineenvlegting
van die twee, skynbaar mededingende, komponente van die intuitiewe begrip nader-
aan—die—waarheid. Die twee komponente ter sprake is dié van betroubaarheid aan

die een kant, en dié van informatiwiteit (logiese inhoud) aan die ander kant.
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'n Teorie X is waar as r € Mod(X). Dus, hoe meer modelle ’n teorie X het (d.i. hoe
groter die versameling X is), hoe groter is die kans of waarskynlikheid dat X waar kan
wees. Aan die ander kant, gaan 'n hoé mate van informatiwiteit (of deduktiewe
krag) van 'n teorie hand—aan-hand met ’n klein versameling modelle. Dus, ’n teorie
met min modelle gee ons baie inligting (oor die werklikheid) en ’n toename in infor-
matiwiteit lei tot 'n afname in betroubaarheid. Dink maar net aan dié sinne T en F
en hulle logies ekwivalente vorme in die taal voortgebring deur {h, r, w}, waar h, ren
w onderskeidelik die betekenis van "dit is warm", "dit is reénerig" en "dit is win-
derig" in die metataal het. Diesin AV -h= T, wat sé "dit is warm of dit is nie warm
nie", is dan baie betroubaar in die sin dat wat ook al die werklike weeromstandighede
is, dié sin is altyd waar (d.i. Mod(T) = W). T is egter glad nie informatief van aard
nie, want "dit is warm of dit is nie warm nie" vertel ons niks van die kwiklesing daar
buite nie. Die sin T is dan ook uit alle sinne afleibaar (d.i. X F T vir alle teorieé X).
Vergelyk ons dit nou met h A -h = F, wat sé "dit is warm en dit is nie warm nie", ver-
kondig laasgenoemde 'n onmoontlike situasie in die weer. F is dus baie informatief
(s6 baie dat hy eintlik te veel sé) maar glad nie betroubaar nie, want k A -h is altyd
onwaar, maak nie saé.k wat die werklike weertoestand is nie. (Ons maak natuurlik
nie hier voorsiening vir beskrywings soos "dit is tussenin—weer" nie — wat dalk ook
as "dit is warm en dit is ook nie warm nie" uitgedruk kon word.)

Hoe minder modelle ’n teorie X het, hoe kleiner is die kans dat r € Mod(X)
en dus dat X waar is. As X egter 'n waar teorie is, beteken 'n kleiner versameling
modelle X ’'n beter benadering van die situasie dat die reéle wéreld die enigste model
van X kan wees. Die begrip "meer informatief het dus vir waar sinne (in die
spesiale geval van volledige informasie) die betekenis van "'n groter voldoen daaraan
om die volle waarheid te wees".

Die feit dat die relasie X & Y 'n gebalanseerde ineenvlegting van die kom-
ponente van betroubaarheid en informatiwiteit is, word die beste geillustreer deur die

geval waar vY # T (wat beteken dat Y onwaar is en ook, omdat X & Y en dus X €
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vX C vY, X onwaaris) en AY # F (sodat Y en ook, omdat aX J aY, X nie s6 onwaar
is nie, d.i. beide X en Y is nie—teenstrydig):

In die notasie van sinne kan die definisie van die relasie X & Y geskryf
word as

VX EvY en aAY kaX.
In die eerste helfte, vX k vY, van dié konjunksie is die negatiewe af-sluiting van X
logies sterker as dié van Y. Van die twee onwaar negatiewe afsluitings vX en vY van
onderskeidelik X en Y, is dit dus vX wat die stefkste bewering maak. Y, in sy
onwaar negatiewe afsluiting, lieg dus nie so erg soos X wat in Sy onwaar negatiewe
afsluiting erger (of "sterker") leuens vertel. In hierdie sin kan ons Y as meer be-
troubaar of geloofwaardig as X beskou.

Hierteenoor, vertel die tweede helfte, AY F aX, ons dat van die waar
positiewe afsluitings AX en AY van onderskeidelik X en Y, dit AY is wat die sterkste
logiese krag het. In hierdie sin kan Y as meer informatief as X beskou word.
| Ter illustrasie van die voorafgaande bespreking blaai ons terug na Figuur 14
en kies X = -penY = p+ ¢ Danis p + ¢ nader aan die waarheid, p A ¢, as np,
want wat die negatiewe afsluitings betref is p + ¢ meer betroubaar as ~p: v(-p) = -p
Ev(p+ ¢) =-pV -g en wat die positiewe afsluitings betref is p + ¢ meer informatief
as p: A(p+ @) =pVgka(-p)=T.

As ons nou die geval beskou waar beide X en Y sowel positief as nie-
teenstrydig is (wat beteken dat X = AX # Fen Y = oY # F, en wat impliseer dat vX =
vY = T), dan kry ons die interessante verskynsel dat

X=Yasenslegsas Yk X (3.1.4 (1)).
Dus, dan is die waarheidsgetrouheid—preordening tussen sulke sinne dié van om-
gekeerde afleibaarheid en dan beteken groter waarheidsgetrouheid dieselfde as sterker
deduktiewe krag. Vir 'n voorbeeld van hierdie geval kyk ons na die boonste ruit van
Figuur 14 wat die nie—triviale vier van die ses positiewe sinne voorstel, d.i. die

positiewe sinne T en F is nie ingesluit nie. Die sin p A ¢ wat die heel naaste aan die
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waarheid is, het ook die sterkste logiese krag (en dus die kleinste versameling
modelle) van die vier sinne in die ruit.

Vir die geval waar beide X en Y sowel negatief as nie—teenstrydig is (d.i.
X=vX£F, Y=vY #F, aX =aY = T), geld net mooi die teenoorgestelde van die
vorige geval:

X&EYasenslegsas X F Y (3.1.4(2)).
Vir sulke sinne beteken groter waarheidsgetrouheid dus minder logiese inhoud. Vir
voorbeelde hiervan kyk ons nou na die onderste ruit van Figuur 14 wat die
nie—triviale vier van die ses negatiewe sinne voorstel. In die ruit het die logies

swakste van die vier sinne, naamlik ~p vV ~¢, die grootste waarheidsgetrouheid.
314 Stelling Vir enige twee sinne X en Y:

(1) As beide X en Y sowel positief as nie—teenstrydig is, dan

X&EYass YEX.

(2) As beide X en Y sowel negatiefas nie—téenstrydig is, dan

X&EYass XEY.

Bewys

(1) S X<Y,di.vXFvYenaYkaX. Maar,omdat vX =vY =T, aX=zX
en AY =Y, geld Y F X. Die omgekeerde geld soortgelyk.

(2) Uit die feit dat vX =X, vY =Yen aX=zaY=T. o

Dit beteken dat vir nie—teenstrydige positiewe sinne die volgende

beskrywings dieselfde betekenis het:
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het groter waarheidsgetrouheid as;

het meer logiese (deduktiewe) krag (of inhoud) as;

het kleiner (logiese) waafskynlikhéid as (d.i; het 'n kleiner kans om waar te

wees as);

het ’n kleiner versameling modelle as;
terwyl vir nie—teenstrydigé negatiewe sinne die volgende ooreenstem:

het groter waarheidsgetrouheid as;

het minder logiese inhoud as;

het groter waarskynlikheid as (d.i. het ’n groter kans om waar te wees as);

het 'n groter versameling modelle as.
Vir sinne wat nog positief nég negatief is, is die waarheidsgetrouheid—preordening 'n
subtiele vermenging van die twee opponerende ordeninge — afleibaarheid en omge-
keerde afleibaarheid.

Stelling 3.1.4 geld duidelik net as X # Fen Y # F.  (Onthou, ten opsigte
Qan &, is F met geen sin (behalwe F self) vergelykbaar nie.) Met F uitgesluit is die
versameling van positiewe teorieé eg bevat in die versameling van waar teorieé. Die
leser mag dalk nou wonder of Stelling 3.1.4 (1), di. X & Y ass Y k X, wat geld vir
alle waar positiewe teorieg, tot die groter versameling van alle waar teorieé uitgebrei
kan word. Die antwoord is: NEE. Meér waar teorie€ is vergelykbaar onder < as
onder k: Beskou byvoorbeeld die sinne ¢— pen p — ¢in Figuur 14: p—g¢<=¢—
p(enook g— pEp—g), maar g— pF p— g(en ook p— ¢F ¢— p). As beide
Xen Y waaris (di. vX=vY=W)enYF X (di YC Xendus, aY C aX), dan geld
egter X &Y. Vir die groter klas van waar teorieé, geld Stelling 3.1.4 (1) dus net in
een rigting. Die leser mag dalk ook wonder of daar vir die versameling van onwaar
sinne, enige verwantskap tussen die relasies & en F bestaan. Die antwoord hie.rop is:
NEE — selfs al sou F uit die versameling van onwaar sinne uitgesluit word: -p A. g
& p + ¢ (sien Figuur 14), maar ~p A ~gF p + genp + é}‘ apAag pAgED+ G

maar pAqSF p+genp+ ¢S pA g
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Ons het aangetoon dat die waarheidsgetrouheid—preordening (of magsordening) &
tussen konfigurasies (en dus ook tussen teorieé) ook in terme van die positiewe en
negatiewe afsluitings van konfigurasies gedefinieer kan word. Ons kan egter ook nog
'n ander beskrywing van & gee — hierdie keer in terme van die versamelings van alle
positiewe en alle negatiewe sinne afletbaar uit *n teorte.
Laat ? en V¥ onderskeidelik die versameling van alle positiewe en die
versameling van alle negatiewe sinne van ons eindige proposisionele taal aandui, d.i.
:={X| X=aX}en
¥:={X| X=vX}.
Laat verder, vir enige teorie X, 4 die deduktiewe afsluiting van X aandui, d.i.
Y:={S| XFS}
— die versameling van alle sinne in die taal wat uit X afleibaar is. Dan is
InN?P={Se?|XkS}
die versameling van alle positiewe sinne afletbaar uit X; en
Ink={Sek|XFKS}
die versameling van alle negatiewe sinne afleibaar uit X. Omdat aX en vX
onderskeidelik die logies sterkste positiewe sin en die logies sterkste negatiewe sin
afleibaar uit X is, kan ons ook skryf:
In?P={Se?|aXFkS}en
Ink={Sek|vXFS}
Hoe logies sterker AX en vX is, hoe meer sinne is onderskeidelik uit aX en vX
afleibaar en dus, hoe groter is die onderskeie versamelings ¥ NPen 4 N 4. Dus,
vXkoYassdn¥dJ)nNen
AYF aXass JNPI22N7P.
Dit beteken dat die preordening & ook soos volg beskryf kan word:
XEYassdnkd)Ynken)n?laAn?
Sou die leser nou, in plaas van aan aX en vX, eerder aan ¥ N Pen X N ¥ a8

onderskeidelik die positiewe en negatiewe afsluitings van X wou dink, het ons geen
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besware nie. Dit mag dalk selfs help om die ooreenkomste, maar ook verskille, van

ons benadering van waarheidsgetrouheid met dié van Popper beter te begryp.

3.2 'N VERGELYKING VAN DIE WAARHEIDSGETROUHEID-
PREORDENING MET POPPER SE DEFINISIE VAN
WAARHEIDSGETROUHEID

Laat T en ¥ respektiewelik die versameling van alle waar en die versameling van alle
onwaar teorieé (sinne) in ons eindig voortgebringde proposisionele taal aandui. Dan
dui, vir enige teorie X, # 0 7 en £ n ¥ onderskeidelik die versameling van alle waar en
die versameling van alle onwaar sinne afleihaar uit X aan, d.i.

InT={S|XESenrkS}en

FNF={S|XEkESenrkS}

Volgens Popper se kwalitatiewe definisie is teorie Y dan meer waarheids-

getrou as X indien

ANFrynFenyNnT2Xn7,
waat, soos geillustreer deur Figuur 15, ten minste een van die inklusies streng moet
wees — 'n onmoontlike situasie, soos ontdek deur Miller en Tichy, as beide £ N 7 en
Y N ¥ nie-leeg is. Ons verduidelik dié argument net kortliks: Veronderstel ¥ n ¥ # ¢
en YN F ¢ ¢, di. daar is ten minste een onwaar sin afleibaar uit X en ten minste een
onwaar sin afleibaar uit Y — dus X, sowel as Y, moet onwaar wees. Laat nou eers 4
NFI>)YNF. Onssalbewys YNT)4NnT. NeemnSe2ZnF,S¢gyYnFen'nS e}n
F. Danis S onwaar, S’ onwaar en dus S’ — S =-S5’ VS waar. Verder geld §* —
SeXnT (want XFSenSFS’ — S),maar S’ =S¢ )yn7, want YF S en YF¥S.
Dus, Jn73}4n7. Bégin nou by die tweede deel van Popper se relasie en laat Y n 7
y&NT. KiesSe)Yn7T,S¢&nTenS €)Yn¥F DanisSAS’ onwaar (want S’ is
onwaar), YF SA S’ (want Yk Sen Y FS’), maar X ¥ SAS’ (want X £ S). Dus
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Figuur 15

SAS €)nF, maarSAS gXn¥F

Dit blyk duidelik uit Figuur 14 dat in terme van ons definisie (<) van
waarheidsgetrouheid, die vergelyking van onwaar teorieé wel moontlik is — die leser
kan maar net die sinne in die onderste ruit in Figuur 14 beskou.

Vir 'n teorie X, word 4 n T die waarheid—inhoud van X genoerﬁ en 2 N ¥ die
onwaarheid—inhoud. Ons het daarop gewys dat (in die eindige geval) AX = 4 n7Pen
vX = ¥ n ¥, di. deur konjunksie kan die versameling van alle positiewe en die
" versameling van alle negatiewe sinne afleibaar uit X onderskeidelik as die enkelsinne
aX en vX geskryf word. In dié sin kan ons aAX ook die positiewe inhoud, en vX ook

die negatiewe inhoud van X noem (om aan te sluit by ¥n7en 4 n 7).
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Vir die sinne T en F geld nou die volgende: Beide T en F is positief sowel
as negatief (AT = vT = T en aF = vF = F). Die waarheid—inhoud van T is die
versameling {T}, of die enkelsin T; die onwaarheid—inhoud van F is die versameling
F, of die enkelsin F. Die waarheid—inhoud en die positiewe inhoud (of positiewe
afsluiting AT) van T is dus dieselide; en vir F is sy onwaarheid—inhoud en negatiewe
inhoud (VF) weer dieselfde. Vergelyk ons nou die onwaarheid—inhoud van T met sy
negatiewe inhoud vT (wat naamlik die versameling {T} of die sin T is) sien ons dat
die onwaarheid—inhoud van T ’'n leé versameling is, want geen onwaar sin is uit T af-
leibaar nie. Elke versameling sinne (d.i. teorie) is egter logies ekwivalent aan ’n
enkelsin — so ook die leé versameling. Daar bestaan dus 'n enkelsin, sé X, s6 dat X
= ¢ (waar ¢ nou die leé—versameling sinne is), d.i. daar bestaan 'n sin X waarvoor
geld dat elke model van X ook 'n model van ¢ sal wees, en andersom: elke model van
¢ ook 'n model van X sal wees. ’'n Moontlike wéreld (of valuasie), x, is 'n model van
'n versameling (sé J) van sinne as geld: S € = xkS. Vir die leé versameling sal
dit dan beteken: S € ¢ = xF S. Aangesien daar geen sin in die leé versameling is
nie, voldoen alle x € W aan dié implikasie en is Mod(¢) = W, wat beteken ¢ = T.
Vir die sin T is dus ook sy onwaarheid—inhoud logies ekwivalent aan sy negatiewe
inhoud vT. Wat die sin F betref, kry ons dié interessante situasie: sy positiewe
inhoud AF = F is logies sterker as sy waarheid—inhoud: Alle sinne (en dus ook alle
waar sinne) is uit F afleibaar; dit beteken dat F se waarhéid—inhoud die versameling
T is. Die versameling T is egter ’n konsistente versameling, d.i. daar bestaan ten
minste een valuasie v s6 dat v(S) = 1 vir alle S € T (elke S € T is waar, dusr €
Mod(S) vir alle S € 7). Die versémeling 7 kan dus nooit logies ekwivalent aan die sin
F wees nie.

Elke negatiewe sin (behalwe T) is onwaar en elke positiewe sin (behalwe F)
is waar. Op grond van hierdie feit en die voorafgaande betoog kan ons nou sé: vir
enige teorie X geld:

vX=4nkCcinFen
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vir enige X, X # F geld:
aX=Xn?PcinT.

Dit beteken dat vX afleibaar is uit (en in sommige gevalle ekwivalent is aan) Popper
se onwaarheid—inhoud van X; en soortgelyk, dat (vir X # F) aX logies swakker is (of
ekwivalent is aan) Popper se waarheid—inhoud van X. In die sin is ons idee X &Y,
naamlik dat X 'n logies sterker negatiewe inhoud maar logies swakker pésitiewe inhoud
as Y het, 'n variant van Popper se idee dat X 'n logies sterker onwaarheid—inhoud en
logies swakker waarheid—inhoud as Y moet hé. |

Figuur 16 illustreer dit wat ons propageer. (Lét wel: T is die enigste waar
negatiewe sin — die kolletjie in die /—driehoek; en F is die enigste onwaar positiewe
sin — die kolletjie in die P—driehoek. Ons sluit F by 4 sowel as by Y uit (d.i. X # F
en Y # F) — vandaar die kringetjie om die kolletjie, want soos reeds bespreek, is F,

wat < betref, met geen sin (behalwe F self) vergelykbaar nie.)

Figuur 16
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In ons definisie (3.1.2) van die waarheidsgetrouheidrelasie X = Y, vereis
ons nie dat ten minste een van die inklusies, X C vY en aX ) aY, streng moet wees
nie. Die rede hiervoor is dat vir logies nie—ekwivalente sinne X en Y (di. X # Y),
dit wel kan geld dat vX = vY en aX = oY, wat dan beteken X & Y. Ons relasie <= is
dus refleksief, transitief, maar nie antisimmetries nie; < is dus ’n preordening, maar
nie 'n parsiéle ordening nie. Hierteenoor, vereis Popper in sy beskrywing van "Y is
meer waarheidsgetrou as X", dat ten minste een van die inklusiess A NFJ YN Fen )N
T2 X N7, streng moet wees.

Opsommend, die volgende paar punte: Laat X en Y enige twee teorieé

wees:

- As Popper X en Y se waarheidsgetrouheid wil vergelyk, neem hy die
deduktiewe afsluitings, 4 van X en ) van Y, en beskou dan die
deelversamelings #N7en X NFvan d; ynTen yN¥ van).

- Ons neem die deduktiewe afsluitings ¥ en ), maar beskou dan die
deelversamelings N Pen XN ¥van 2; YNnPen JNn ¥van).

- rnkcinF envir X#Fgeldookdatn?CcnT. (AsX=F,geld: &N
Py¥nT)

- As X positief is en X # F geld:

InP=xnT=%
As X negatiefis,is¥n¥=¥n¥F= 1.
- Volgens Popper is enige twee onwaar sinne se waarheidsgetrouheid

onvergelykbaar; volgens ons — net sommige pare §’n.

In die literatuur oor waarheidsgetrouheid vind mens ook nog ander voorstelle vir die
verkryging van geskikte deelversamelings van 7 en 7. Een 5o 'n voorstel is dié van
Schurz en Weingartner se "relevance criterion" ([1987]): Hulle beperk die klas van

alle logiese gevolge van ’n teorie tot "relevante" gevolge voordat dit in waar en
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onwaar gevolge verdeel word. In Hoofstuk 1 is hierdie benadering reeds kortliks

bespreek.

3.3 WAARHEIDSGETROUHEID EN DIE DIALEKTIESE TRALIE

Elke valuasie van ons eindig voortgebringde proposisionele taal induseer 'n baie
growwe preordening op die teorieé (sinne) van die taal: X <Y as X onwaar of Y waar
is onder die valuasie.  Elke valuasie verdeel dus die sinne van die taal in twee
kategorie€.  As die valuasie die reé€le wéreld r = (1,1,...,1) is, noem ons hierdie
kategorieé die versameling van alle waar sinne en die versameling van alle onwaar
sinne. In die sin is die growwe preordening ook ’'n baie growwe waarheidsge-
trouheidordening. Dié waarheidsgetrouheid—preordening kan verfyn word deur eers
‘elke teorie in sy "positiewe" en "negatiewe" deel te splits en dan teorieé volgens
hierdie dele te vergelyk — dit lewer die waarheidsgetrouheidordening ( 2W, &), wat
'n preordening is maar nie 'n parsiéle ordening nie.

Een manier om van = ’n parsi€le ordening te maak, is om ekwivalensie-
klasse onder die relasie < te vorm, d.i. om alle sinne wat waarheidsgetrou—ekwivalent
is, in een klas te versamel. Die geinduseerde waarheidsgetrouheidordening
(PW | S, &) van sulke ekwivalensieklasse is dan 'n parsiéle ordening. Vir die taal
voortgebring deur {p, g}, sal dit dan beteken dat die vier sinneg— p,p+— ¢, p— ¢
en T (vergelyk Figuur 14), of eintlik die konfigurasies waarmee hulle ooreenkom, as
een element in (PW | S, =) beskou word: Hierdie vier sinne het dieselfde positiewe
afsluiting, naamlik T; asook dieselfde negatiewe afsluiting, toevallig weer T. (Met
drie of meer proposisionele veranderlikes kan interessanter voorbeelde gevind word.)
PW [ S het dus in hierdie geval 13 elemente. |

Indien 'n parsiéle ordening die eienskap het dat elke twee elemente ’n

supremum (kleinste bogrens) sowel as 'n infimum (grootste ondergrens) het, dan is
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die parsiéle ordening 'n fralie. Uit die antisimmetriese eienskap van ’n parsiéle
ordening volg natuurlik dat so 'n kleinste bogrens en grootste ondergrens uniek moet
wees. Dus, (W / S, &) sal 'n tralie wees as vir alle [X], [Y] € #W / < (die
ekwivalensieklasse van X en Y) sup {[X], [Y]} en inf {[X], [Y]} bestaan. Vergelyk
ons nou Figuur 14, is dit maklik om te sien dat die proses om die preordening (2 W,
=) tot 'n parsiéle ordening (P W / &, &) saam te trek, nie 'n tralie oplewer nie:
omdat die sin F met geen ander sin in terme van < vergelykbaar is nie, bestaan
sup {[¢], [X]} vir geen ¢ # X € PW nie. Die parsiéle ordening ((2W — {¢}) / S,
&) van 12 elemente is egter wel ’n tralie.

Vir drie of meer proposisionele veranderlikes is dit nie meer so maklik om
uit die skets van (PW, &) vas te stel of (P W — {¢}) / S, &) 'n tralie is nie — in
die taal voortgebring deur {py, ps, p3} is daar byvoorbeeld 256 logies nie—ekwivalente
sinne, d.i. 256 konfigurasies.  Pretorius [1988] het egter bewys dat vir n > 3 die
parsiéle ordening (( W — {¢}) / S, &) nie ’'n tralie is nie.

Alhoewel ((2W — {¢}) / S, <) nie in die algemeen ’n tralie is nie, kan
(PW | S, &) en dus ook ((PW — {4}) | S, &), wel in 'n volledige distributiewe
tralie ingebed word. Ons beskryf die proses kortliks.

Laat, soos voorheen, ? die versameling van alle positiewe, en ¥ die
versameling van alle negatiewe sinne van die taal voortgebring deur {py, pa, ..., Pn}
aandui. Omdat elke sin met 'n konfigurasie, d.i. 'n versameling moontlike wérelde,
ooreenkom, kan ons aan ? en ¥ ook maar dink as die versamelings van onderskeidelik
alle positiewe en alle negatiewe konfigurasies. Orden 7 en & (nou gesien as
versamelings van konfigurasies) deur respektiewelik omgekeerde inklusie () en
inklusie (C). Dan is (7, J) en (¥, C) parsiéle ordeninge met die sin F (of die
konfigurasie ¢) heel bo in (7, 2) en heel onder in (4, C); en die sin T (of die
konfigurasie W) heel onder in (7, 3) en heel bo in (4, C). Elke deelversameling {P; |

i € I} van ? en elke deelversameling {N; | i € I} van ¥ het 'n supremum en infimum:
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sup{P;|iel} =n{P; | i€l},

inf{P;|ieI} =U{P; |iel},

sup{N; | i€I} =U{N; |i€el} en

inf{N;|ieI} =n{N; |iel}.

(P, 2) en (4, C) is dus nie slegs tralies nie, hulle is ook v;Jlledige tralies.

Beide (7, 2) en (4, C) bevredig natuurlik ook die distributiewe eienskappe, sodat ons
van (P, 2) en (¥, C) as volledige distributiewe tralies kan praat. Figuur 17 illustreer
(7, 2) en Figuur 18 (¥, C) vir onderskeidelik die ses positi\ewe en ses negatiewe sinne in
die taal voortgebring deur {p, ¢}. (Wanneer ons werk in die taal voortgebring deur
{p, g}, sal ons P(2) en M2) in plaas van P en 4 skryf. Ons reserveer dus die notasies
P en ¥ vir die taal voortgebring deur {p;, p3 ..., pn}.) Die annotasies in die
diagramme van 7(2) en M2) dui hier die sinne eerder as die ooreenstemmende
konfigurasies aan.

Volgens Stelling 3.1.4 geld vir nie-teenstrydige positiewe sinne, sé P, en P,

phg PVg

PV g "PAg

Figuur 17 ) Figuur 18
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dat P, <= P, ass Py F P, (d.i. ass P, C P}); en vir nie—teenstrydige negatiewe sinne,
s¢ N, en N,, dat N, &= N, ass N; k N, (d.i. ass N, ¢ N;).  Sluit ons F by die
versamelings 7 en ¥ uit, is die ordening J op ? sowel as die ordening C op ¥ weer dié
van die waarheidsgetrouheid—preordening. Hierdie feit blyk duidelik uit die verge-
lyking van Figuur 14 met Figure 17 en 18.

Die produk van die volledige distributiewe tralies (?, ) en (4, C) is weer 'n
volledige distributiewe tralie. ~Die ordening van die produk (7, 2) x (4, C), is die
produkordening: vir alle (P,, N,) en (P,, N,) € (7, 2) x (¥, C):

(Py Ny < (Py, Ny) @ Py I Pyen Ny C N,

en suprema en infima in hierdie tralie word gegee deur:

sup {(P;, N;) | ieI}=(n{P; |ieI},U{N;|i€I})en

inf {(Py, Np) [ i € T} = (U{P; | i € I}, n{N; | i €1}),
Ons sal hierdie produk van die tralie van positiewe teorieé met die tralie van
negatiewe teorieé, die dialektiese tralie noem. (Die woord "dialekties" het sy oor-
sprong in die filosofie en beteken die bymekaarbring van die tese (positiewe deel) en
antitese (negatiewe deel) van ’'n argument.)

Definieer nou

g: (PW /6, S) — (B,2) x (4 ) g([X]) = (aX, vX).
Dat g ’'n funksie is, is duidelik. Verder geld:
(1) g is een—eenduidig:

As g([X]) = g([Y]), is (aX, vX) = (aY, vY), wat beteken dat aX = aY, vX

=vY en dus, XS Y of [X] = [Y]; |
(2) g is isotoon (d.i. orde—behoudend):

As X & Y beteken dit AX D aAY en vX C vY. Dus, (aX, vX) < (aY, vY) of

g([X]) < &([Y]).

Uit (1) en (2) volg nou dat g 'n isotone inbedding van die parsiéle ordening (PW /
&£, &) in die volledige distributiewe dialektiese tralie (?, 2) x (4, C) is.

In die taal voortgebring deur {p, ¢} is, soos reeds betoog, die parsiéle
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ordening ((2W — {¢}) / &, &) wel 'n tralie. Die funksie g: (W —{¢}) / S, &)

— P(2) = M2); g([X]) = (aX, vX) is egter selfs vir hierdie geval nie 'n tralie-

homomorfie nie, met ander woorde suprema en infima word nie deur g behou nie.

(phg T)

/\)'1 "
(1) (pq.pvﬂ 1)

(p, PV g (pV¢T) (g, pV-g)

(6fi://;VQHPVW)
M

(T) apA _‘Q)

Figuur 19
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Figuur 19 illustreer juis hierdie punt. Met twee proposisionele veranderlikes is daar
ses positiewe en ses negatiewe sinne; die produk P(2) x M(2) het dus 36 elemente.
(PW — {#}) | S, en dus ook g[( PW — {¢}) / =], het 12 elemente. Die distribu-
tiewe deeltralie (voorgestel deur Figuur 19) van P(2) x #(2) wat deur g[( W — {4}) /
& ] voortgebring word, het egter 18 elemente. Die ses elemente wat bykom is dié
wat onderstreep is in Figuur 19.

Vir die inbedding van ( #W [ S, &) in die dialektiese tralie (7, 2) x (¥, C),
neem ons vir elke sin X (of konfigurasie X) sy positiewe en negatiewe afsluiting en
vorm dan die paar (aX, vX), wat 'n element van ? x ¥is. (Vir alle Y =X, d.i. alle
Y € [X], sal natuurlik geld dat (aY, vY) = (aX, vX).) Deur die inbeddingsproses toe
te pas, weet ons dus presies welke elemente van ? x ¥ die beeld—elemente van W /
& is. Sou mens egter wou begin deur eers alle elemente van ? x ¥ te beskou, en dan
die pare (P, N) (= (P, N)) € ? x ¥ uit te sonder waarvoor P = aAXen N =yX vir'n X
€ PW, is hierdie elemente van P x A nie so maklik herkenbaar nie. ’n Paar ekwiva-
‘lente karakteriserings van siilke pare word in Stelling 3.3.2 gegee. Vervolgens eers ’'n

definiéring van die begrippe wat in die karakteriseringé voorkom.
3.3.1 Definisies Vir alle X C (W, €):

(1 min X : = {x € X | ~(3x € X)(x* < x)}, die versameling van alle minimale

elemente in X;

(2) maz X : = {x € X | /(3x’ € X)(x’ > x)}, die versameling van alle maksi-

male elemente in X;
(3) X : die ideaalin (W, <), voortgebring deur X;

(4) X : die filter in (W, <), voortgebring deur X.
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'n Konfigurasie, sé¢ U C W, is 'n ideaalin (W, <) as:
(1) ueEUenx<u= xe U, di. Uisna onder geslote;
(ii) u,veU= sup{uv}eU.
Die begrip "filter" is die duaal van "ideaal". Dus, Uis 'n filler in (W, <) as U na bo

geslote is en geslote is onder die neem van infimums.

3.3.2 Stelling Vir P € Pen N € Vis die volgende bewerings ekwivalent:

(1) (IX ¢ W)(P = aX en N = vX);

(2) A(PNN)=Penv(PnN) = N;

(3) BYCW)P=aYenmazNCYCN);
(4) maz N C P en min P C N;

(5) (JZCW)N =vZen minP CZ(P).
Bewys

(1) = (2): Neem aan daar bestaan 'n X C W s6 dat aAX = P en vX = N. Dén is
A(PnN)=aaXnvX)=aX=P; env(PnN)=v(aXnvX)=vX=N. Dus, be-
wering (2) geld.

(2) = (3): Neem aan A(PNN)=Penv(PnN)=N. Stel Y=PnN. Dan geld:

(i) PNNCNCN (dus YCN).

(ii) maz N CPnN: Veronderstel maz N¢ PN, sé n € maz N, n ¢ P n N (d.i.
n € N, maar n ¢ P, want maz N C N). Volgens (2) is N = v(P n N), dus
n€ v(P nNN), wat beteken n { xvir'nxe PN N. Asn<x (€ N),isn ¢
maz N — teenstrydig met die aanname dat n € maz N; asn=1x,isn€P
— strydig mth die aanname dat n ¢ P. Die veronderstelling dat maz N ¢
P n N lewer dus 'n teenstrydigheid en dusis maz NC PN N.

Uit (i) en (ii) volg nou dat bewering (3) geld vir Y = P n N. (Dat aY = P volg



81

natuurlik direk uit die aanname dat (2) geld.)
(3) = (4): Neem aan daar bestaan 'n YC W s6 dat P =aY en maz NC Y C N. Dan

geld:
(i) mazNCYCAY=P.
(ii) min P C N: Ons bewys eers min P C Y: Veronderstel min P { Y, sé p €

minP,p¢Y. Danispg aY(wantaspeaYispdyvir'nye Y CaYC
P, wat betekenp ¢ min P (asp > y); of pe Y (asp=y)). Maarasp ¢
aY,is p £ P en dus ook, p ¢ min P — teenstrydig met ons aanname dat p €
min P. Dus, minP CY. Ookis minPC N:y Veronderstel min P { N, sé
pe min P,p ¢ N. Dit beteken p € Y (uit méin P CY). Maar, Y ¢ N (uit
die aanname dat (3) geld), dus p ¢ N en p € N, waaruit volg dat p > y vir
y € maz N C P. Dit is egter strydig met p € min P. Dus, min P C N.

Uit (i) en (ii) volg nou dat bewering (4) geld.

(4) = (5): Neem aan mazNCPen minP CN. Stel Z=PnN. Dan geld:

(i) v(PNN)CvN =N; en omgekeerd, N = vN = v(maz N) C v(P n N).

(ii) minPCPANenPANNCPCP.

Dus vir Z = P n N geld bewering (5).

(5) = (1): Neem aan daar bestaan 'n ZC W, s6 dat N=vZen min PC ZC P. Stel

X=PnZ Dan geld:

() A(P n Z) C aP = P; en omgekeerd, P = AP = A(min P) C A(P n Z).

(ii) WPNZ)CvZ=N Omgekeerd: Asn € N,isn € vZ dus n < z vir 'n
z€Z. MaarZC P, dusvirzeZ,iszePofz < pvir'npe minPCP.
Daar bestaan dus'nw e PNZmet n < w(asz € P,neemw = z,dan is n ¢
zvirz€PNZ asz<pvirpeminP, neemw=1p,danisn<pe PnZ).
Dus, N ¢ v(P n Z).

Uit (i) en (ii) volg dan dat (1) geld vir X =P n Z. _ o

Ter illustrasie van Stelling 3.3.2 blaai ons terug na Figuur 19. In die
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diagram word die 18 elemente van die deeltralie van die dialektiese tralie P(2) x #{(2)
as geordende pare van sinne (eerder as konfigurasies) geskryf. Ons sal die ver-
duideliking van Stelling 3.3.2 hierby aanpas. As X die sin is wat met die kon-
figurasie X ooreenkom, dan bedoel ons met maz X, min X, X en X maar net die sinne
wat onderskeidelik met die konfigurasies maz X, min X, X en f(, ooreenkom. Die 12
elemente in die diagram wat nie dnderstreep is nie, is die beeldelemente (onder g) van
die elemente van (W — {¢}) / & . Vir hierdie pare sinne moet 3.3.2 (1), en dus
ook 3.3.2 (2), (3), (4) en (5), geld. Neem byvoorbeeld die paar (P, N)=(pV ¢,~p V
~q), d.i. die paar (P, N) = ({(1,1), (1,0), (0,1)}, {(1,0), (0,1), (0,0)}). P=N=W,
dusP=N=T; en mazN = min P = {(1,0), (0,1)}, dus maz N=min P = p + ¢.

Dan geld:

(1) P=a(p+ gen N =v(p + q) — vergelyk Tabel 2;
(2) AMPAN)zA(p+ ¢)=Penv(PAN)=v(p+ ¢ =N;
(3) Pza(p+ g enmazNzp+ gk N;

(4) mazN kP en minP EN;

(5) N=v(p+ qenminPzp+qkP.

Dit is duidelik dat 3.3.2 (2), en dus ook die res van die ekwivalente bewerings, nie vir
die onderstreepte ses elemente geld nie. Neem byvoorbeeld die paar (p A g, ~p V ~q):
A(pAQA(pVq)=aF=F#pAg

Veronderstel Stelling 3.3.2 se bewerings geld vir twee pare (P,, N)) en (P,,
N,) van die produk ? x 4, d.i. daar bestaan 'n X, C W s6 dat (P, N,) = (aX,, vX,);
en daar bestaan 'n X, C W s6 dat (P,, N,) = (8X,, vX,). Die vraag is nou: Wan-
neer sal 3.3.2 se bewerings vir sup {(P,, N)), (P,, N;)} = (P, n P,, N,UN,) = (aX; n
aX,, vX, U vX,) geld; en wanneer sal hulle vir inf {(P,, N)), (P;, N;)} = (P, UP,,
N, n N,) = (aX, U aX,, vX, n vX,) geld? Voordat ons hierdie vraag beantwoord —
eers die nodige agtergrbndkennis daarvoor.

(W, <), die versameling van alle moontlike wérelde of valuasies v : {pj, P2,

.y Pn} — 2, georden deur die produkordening, is 'n volledige distributiewe tralie.
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Suprema en infima in hierdie tralie word s00s volg gedefinieer: vir x = (xy, x3, ...,
Xn), ¥ = (¥1, ¥2, -+, Yn) € W:
sup {x,y}:=xVy:=(X;Vy,X2Vy2 .., XnVyn)en
inf{x,y}:=xAy:=(x1 Ay x2A¥2 ..., Xn A yn),
waar vir allei € {1,2, ..., n},xi Vy; = sup {x;, yi}in2enx; A y; = iﬁf{xi, yi}in 2.

Aan die hand hiervan kan ons nou die volgende definieer:
3.3.3 Definisies Laat X, YC W.
(1) XVY:={weW | (3xeX)(3ye Y)(w=xVy)}

(2) XAY:={weW| (3xe X)(3ye Y)(w=xAy)}
(Die twee operasies V en A op die magsversameling # W is wat Chris Brink in sy
publikasies (byvoorbeeld [1997] oor magstrukture) sou noem die "magsoperasies" V*
en A*)

Soos ons reeds bewys het, is AX U AY = a(X U Y) en vX U vY = v(X U Y).
Wat deursnede betref, geld die inklusies slegs in een rigting: aXnaY 2 A(X nY)en
vX NvYJv(XnY)—sien Afdeling 2.1. Stelling 3.3.4 (1) druk nou die deursnede
van die positiewe afsluitings van X en Y in terme van die positiewe afsluiting van die
konfigurasie X V Y uit; en 3.3.4 (2) doen dieselfde vir die deursnede van die nega-

tiewe afsluitings in terme van die negatiewe afsluiting van X A Y.
3.34 Stelling Virenige X, YC W:
(1) aAXNnaY =a(XVY);

(2) vXnvY = v(XAY).
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Bewys

(1) weaXnaY weaXenweaY

(3x e X)(w2x)en (Iy e Y)(w2y)
(IxeX)dye Y)(w2xVy=(sé) w)
(Bw’ e XVY)(w2w)

wea(XVY).

I 1T 1 10 ¢

wevXenwevy

(3x € X)(w < x) en (Jy € Y)(w < y)

BxeX)Iye Y)(we<xAy=(sé)w)

(Aw’ e XAY)(w < w’)

wev(XAY). o

(2) wevXnvy

I T 1 1©° 13

3.3.5 Gevolg Beskou (P, N,) = (aX,, vX,) en (P,, N,) = (8X,, vX,).

(1) As vX, = vX, (s& N,(= N,) = N), geld 3.3.2 (1) — (5) vir (P, n P,, N) en
(P,uP, N).

(2) As aX| = aX, (sé P,(= P,) = P), geld 3.3.2 (1) — (5) vir (P, N, UN,) en
(P, N, N N,). |

Bewys

(1) Omdat 3.3.2 (3) vir (P,, N) geld, bestaan daar 'n X; C W 6 dat P, = aX

en maz N C X'1 C N; omdat 3.3.2 (3) vir (P,, N) geld, bestaan daar 'n X; c
W 56 dat P,=Ax; en mazNgx; CN. Danis PlnP,=Ax'l nAx; =
A(X'1 v X;) — uit 3.3.4 (1); en maz N G maz NV maz N ¢ )('l v X; CN.
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Daar bestaan dus 'n Y ¢ W, naamlik Y = X, V X,, s6 dat P, n P, = aY en
maz N CY CN. Dus, 3.3.2 (3) (en dus 3.3.2 (1) — (5)) geld vir sup {(P,,
N), (P, N)}. Wat inf{(P,, N), (P, N)} betref, is P, U P, = aX| U aX, =
A(X’1 u X;) en maz N C X'l U X; € N. Dus, daar bestaan 'n'Z ¢ W, naam-
lik X/1 u X;, s6 dat P, U P, = aZ en maz N C Z C N, wat beteken dat 3.3.2
(1) = (5) vir inf {(P,, N), (P, N)} geld

Omdat 3.3.2 (5) vir (P, N,) en (P, N,) geld, bestaan daar 'n X’1 C Wen’n
X;QWS() dat Nl=vX'1 enmz’nPQXlgf’; enN2=vx; enminng;
CP. DanisN,UN,=vX,UvX, =v(X,UX,)enminP ¢ X, UX; CP;
en N, n N, = vX, nvX, = v(X, A X,) — uit 3.3.4 (2), en min P € X, A
X; C P. Dus, daar bestaan 'n Y ¢ W, naamlik X'1 U X;, s6 dat N, UN, =
vWYenminPCYC 13; en daar bestaan 'n Z C W, naamlik X'1 A X;, s0 dat
N,nN,=vZenminP CZCP. Stelling 3.3.2 (1) — (5) geld dus vir sup
{(P, N,), (P, N,)} en vir inf {(P, N,), (P, N,)}. :

Gevolg 3.3.5 sé dus dat as (P,, N,) = (8X,, vX)) en (P,, N,) = (8X,, vX,)

en een van die twee komponente van (P,, N|) aan die ooreenstemmende komponent

van (P,, N,) gelyk sou wees, dan is sup {(P,, N,), (P;, N;)} = (aU, vU) vir 'n UC W;
en inf {(Py, Ny), (P, Ny)} = (aV, vV) vir’n VC W.  Gevolg 3.3.6 (1) beskryf nou
sup {(P, N)), (P, N,)} as N, = W of N, = W; en 3.3.6 (2) beskryf inf {(P,, N)),
(P, N,)} as P, = Wof P, = W.

3.3.6

(1)

Gevolg Laat (P, N)) = (8X,, vX,) en (P,, N;) = (aX,, vX,).

As X, # ¢, X, # ¢ en X, of X, is positief, is
sup {(Pl’ Nl)) (PZ) N?)} = (A(xl \'/ X?)’ v(xl \7 xﬁ))'
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(2) As X, # ¢, X, ¢ ¢ en X, of X, is negatief, is
inf {(P,, Ny), (Py, Ny)} = (a(X; A Xp), (X, A X,)).

Bewys

(1) As X, # ¢, X, # ¢ en X, of X, is positief, isr € X, UX, en 1 € X, V X,.
Dus, v(X, U X,) = v(X, V X,) = W; en sup {(P, N)), (P, N,)} = (X, n
8X,, VX U vX,y) = (a(X, V X,), v(X, U X,)) = (a(X, V X,), 9(X V X,)).

(2) As X, # ¢, X, # ¢ en X, of X, is negatief, is 1* € X, U X, en * € X, A X,.

Dus, A(X, U X,) = a(X, A X,) = W; en inf {(P, N), (P, N,)} = (aX, U
8X,, vX, N vX,) = (a(X, U X,), v(X, A X,)) = (&(X, A X,), (X, A X,)). ©

Ter illustrasie van Gevolg 3.3.6 blaai ons weer terug na Figuur 19. As die
sinne X en Y onderskeidelik met die konfigurasies X en Y ooreenkom, bedoel ons met
X V Yen X AY die sinne wat respektiewelik met die konfigurasies X VY en X A Y
ooreenkom. Ons beskou eers die situasie van 3.3.6 (1). Neem (P, N,) = (p, 7¢) =
(a(p A~g), v(p Ang))en (Py, Ny) = (pV g T)=(a(pVg),v(pVyg). DiesinpVgis
dus positief en daarom is v(p vV ¢) = T. Dan is sup {(p, ~q), (pV ¢ T)} = (p, T) =
(Al(pA-g)V(pV Q) v[(pA-q)V(pVg)) Ditisnou ook duidelik hoekom 3.3.6 (1)
nie vir die infimum van (P, N,) en (P,, N,) dieselfde tipe uitspraak kan lewer nie:
inf{(p, 79), (pV ¢ T)} =(pV ¢, ~q) — ’'n onderstreepte inskrywing, wat beteken dat
daar geen sin X bestaan s6 dat p vV ¢= aX en ~¢g= vX. Beskou ons nou 3.3.6 (2) vir
(Py, Ny) = (p, 7q) en (Py, Ny) = (T, ~p V ~q) = (a(~p V q), v(=p V ~q)) is inf {(p, ~9),
(T, ~p V~q)} = (T, ~q) = (a[(p A ~q) A (vp V q)], V[(p A ~g) A (~p V ~g)]). Die
supremum van (P, N,) en (P,, N,), naamlik (p, ~p V -¢), is nou onderstreep, wat
beteken dat Stelling 3.3.2 (1) nie vir (p, ~p V ~q) geld nie.

Beskou weer (P, N,) = (X, vX)) en (P,, N,) = (8X,, vX,) vir X;, X, C
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W. Soos hierbo geillustreer, kan daar met die beperkings van 3.3.6 (1) op X,, X, nie
altyd 'n U ¢ W gevind word s6 dat inf {(P,, N,), (P,, Ny)} = (aU, vU); en net so,
kan daar met die beperkings van 3.3.6 (2) op X, en X,, nie altyd 'n V C W gevind
word s6 dat sup {(P,, N,), (P,, N,)} = (aV, vV). Die vraag ontstaan nou: Watter
ander beperkings op X, en X, is nodig s6 dat daar wel so 'n U en V gevind kan word?

Gevolg 3.3.7 gee die antwoord hierop.
3.3.7 Gevolg Laat (P, N)) = (aX,, vX,) en (P,, N,) = (aX,, vX,).

(1) As X, ¢ ¢, X, # ¢ en beide X, en X, is positief, is
sup {(P;, N), (P,, Ny)} = (a(X; n X,), v(X; 0 X;)) en
inf {(Py, Ny), (Py, Ny)} = (a(X, U X,), v(X, U X,))

(2) As X, # ¢, X, # ¢ en beide X, en X, is negatief, is
sup {(Py, Ny), (Py, Ny)} = (a(X, U Xy), v(X U X;)) en
inf {(P,, N)), (P,, Ny)} = (a(X, n X,), v(X, n X,)).

Bewys

(1) Sé X,# ¢, X, 4 pen X, = aX, X, = aX,. DanisaX,naX, =X nNX,=
A(X, n X,) — sien Lemma 2.2.2; en vX, U vX, = v(X,UX,) = v(X; n X,)
= vX,NvX, =W (want r € X, n X;). Dus, sup {(P,, N)), (P, Np)} = (X,
n X,;, W) = (a(X, n X,), (X, n X,)); en inf {(P, N)), (Py, Ny)} = (X, U
X,, W) = (a(X, U X,), v(X, U X,)).

(2) Sé X, # 4, X, # gen X, = vX,, X; = vX,. Danis vX, N X, = (X, nX,)

en aX, U aX, = A(X, U X,) = A(X, N X,) = aX, N aX, = W (want r* € X; N
X,). Dus, (P,n P, N, UN,) = (W, X,UX,) = (a(X; UX,), v(X, UX,));
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en (P, UP,, N 0 N,) = (W, X,n X,) = (a(X, n X,), (X, n X,)). 0

Daar bestaan natuurlik gevalle waar 3.3.2 se vyf bewerings nie vir (P, N|)
en ook nie vir (P,, N,) geld nie, maar wel vir (P, n P, N UN,) en (P,UP,, N,nN,)
— vergelyk Figuur 19.  Gevolge 3.3.5, 3.3.6 en 3.3.7 lewer net vitsprake oor (P, n
P, N,UN,) en (P, u P, N, 0 N,) vir pare (P, N,) en (P, N,) waarvoor 3.3.2 (1) —
(5) wel geld.  Of ons met hierdie gevolge al die gevalle dek waarvoor sup {(P, N}),
(P, Ny)} eninf{(P,, N,), (P,, N,;)} van sulke pare aan 3.3.2 (1) — (5) voldoen, is nog

'n ope vraag.

P, die versameling van alle positiewe konfigurasics in die taal voortgebring deur {p,,
P2, ..., Pu}, is 'n volledige distributiewe tralic onder die operasics U (vir infimum) en 0
(vir supremum). Die onderste (of klcinste) element in (P, ) is die konfigurasic W,
en die boonste (of grootste) element in (P, 2) is die leé—konfigurasie (¢). Behalwe
‘vir W en ¢, word al die elemente van (P, ) voortgebring deur {p,, pa, ..., pn} met
behulp van U en n (vergelyk Stelling 2.2.3). (P, 2) is dus 'n tralie van tipe -, +, 0, 1,
waar - op 'n infimumoperasie, + op 'n supremumoperasie, 0 op 'n kleinste element en
1 op 'n grootste element dui. (0 en 1 is nul—¢ére operasies.) Ons spreek af om
voortaan (tensy anders vermeld) alle tralics ten opsigte van tipe -, +, 0, 1 te beskou,
d.i. tralies wat altyd ook nog 'n kleinste element (0) en grootste element (1) het.
Wanncer ons 'n spesificke tralie, byvoorbecld ?, wil beskryf, sal die simbole -, +, 0, 1,
geinterpreteer word.  Vir (7, 2) (of kortweg: P) gelddan: - =U,+ =n,0= Wen ]
= ¢; terwyl vir (§,C) (of ) geld: - =n, + =0,0=¢enl=W. Omdat,indic
eindige geval, elke konfigurasic met 'n teorie (en sclfs 'n enkelsin) oorcenkom; en vir
alle teoricé X en Y, Mod (X A Y) = Mod (X) n Mod (Y), Mod (X vV Y) = Mod (X) U
Mod (Y), kan ons die tralics ? en ¥ onderskeidelik as (7, v, A, T, F) of (P, U, 0, W, ¢);
(¥, A, v, F, T)of (¥,0,V, $, W) beskryl.

Ons kan aan ? (cn aan &) ook dink as F(n) — die vrye distributiewe tralie
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met n vrye voortbringers met tipe -, +, 0, 1. Dat ? isomorf is aan F(n), kan aan die

hand van die prosesse om ? en F(n) te verkry, verduidelik word.
Die proses om F(n) te verkry verloop soos volg:

. Vorm alle moontlike terme (of woorde), t, met behulp van slegs die voort-
bringers, sé {a,, a,, ..., a,}, + en +; en voeg 0 (as kleinste element) en I (as
grootste element) by. Dit lewer die absoluut vrye algebra, s¢ F(n), voort-
gebring deur {a,, a,, ..., a,} ten opsigte van die tipe -, +, 0, 1.

) Vorm ekwivalensieklasse onder die volgende relasie: vir t,, t, € F(n):

t, ~ t, as en slegs as die vergelyking t, = t, logies afgelei kan word uit die
aksiomas vir 'n distributiewe tralie. Die relasie ~ is 'n kongruensierelasie
op F(n), di. ~ is 'n ekwivalensie—relasie (refleksiewe, simmetriese en tran-
sitiewe binére relasie) waarvoor ons kan definieer: vir alle t,, t, € F(n):

[td - [ta s = [t; - tol en [t,] + [ta] - = [t; + ¢4,
waar [t] = {t’ € F(n) | t' ~t}; 0:=[0], 1:= (i)

. F(n)/~ is dan die vrye distributiewe tralie (F(n), -, +, 0, 1) voortgebring
deur {[a), [ag, .. [2,]}. |
Om (?, vV, A, T, F) te verkry, gaan ons s6 te werk:

. Beskou alle proposisionele sinne wat dpgebou kan word uit die proposisie-

| simbole p;, i € {1, 2, ..., n} met behulp van slegs disjunksie en konjunksie en
voeg by hierdie versameling die sinne T en F. Dit lewer die absoluut vrye
algebra, sé ?, voortgebring deur {p;, pa, ..., pn} met tipe -, +, 0, 1.

. Vorm ekwivalensieklasse onder die volgende kongruensierelasie: vir Py, P,
€7 |
P, = P, as en slegs as P, en P,, gesien as elemente van 'n distributiewe
tralie, dieselfde element voorstel. (% kan ook maar as = — logiese ekwiva-
lensie, beskou word, want as P,, P, € P en P, = P,, dan sal P, en P, die-
selfde element in 'n distributiewe tralie voorstel.)

) P/ is dan die tralie van alle logies nie—ekwivalente positiewe sinne in die
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taal voortgebring deur {py, ps, ..., pn}, di. P/2 = (P, V, A, T, F).

Die proses om ? te verkry is dus isomorf aan die proses om F(n) te verkry.
P is egter ook isomorf aan ¥ onder die funksie wat elke element van ? ontken, d.i.
onder die funksie | |

(PN T,F)— (/,A\ V,F, T); ~(P)=-Pe L
Die funksie is duidelik een—eenduidig (-P, = -P,= P, = P,) enop ¥ (viralle Ne ¥
bestaan daar ’'n P € P s6 dat N = P — vergelyk die karakterisering (Stelling 2.2.4)
van 'n negatiewe sin). Ook geld: ~(P,VP,)=-P, A-P,en~(P AP,)=-P,V-P,—
uit De Morgan se wette. Dus, P& A.

F(n) kan ook rekursief gekonstrueer word: & (n+1) is naamlik ’n sekere
(distributiewe) deeltralie van F(n) x F(n). Vir die bewys hiervan, benodig ons
Lemma 3.3.8 — 'n resultaat in dieselfde trant as "Corollary" 20, Gritzer [1971], p.
76 (en [1978], p. 65).

3.3.8 Lemma Veronderstel p(a,, ..., a,, f) en p’(ay, ..., a,, f) is twee polinome
van tipe -, +, 0, 1 en veronderstel dat
(*1) (Ya,) ... (Ya,)[p(ey, ..., ay, 0) = p’(ay, ..., €y, 0)]
sowel as
(*2) (Ya,) ... (Va))[p(ay, ..., 0y, 1) = p’(ay, ..., €, 1))
in alle distributiewe tralies geld.

Dan geld

(*3) (Vo) ... (Vo )(VA)[p(ay, ..., @y, ) = D’ (ay, -y 4y, f)]

in alle distributiewe tralies.

Bewys

Dit is welbekend (Gratzer [1978]) dat elke distributiewe tralie van tipe -, +, isomorf
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is aan 'n deeltralie van (PA, n, U), vir 'n versameling A; of (Birkhoff [1944]) isomorf
ingebed kan word as 'n subdirekte produk binne (2“, -, +). Dit is maklik om te sien
dat dieselfde resultaat geld vir tralies van tipe -, 4+, 0, 1: Veronderstel naamlik dat
(2, -, +, 0, 1) ’n distributiewe tralie is en dat ¢ : (&, -, +) = (LA, N, U) 'n
inbedding is. Neem aan p(0) = B(C A) en p(1) = C(C A). Dan is natuurlik B C
p(d) C Cviralled e &. Die funksie ¥ : (9, -, +, 0, 1) — (£(C-B), n, U, ¢, C-B);
#¥(d) = ¢(d) — B is dan die gevraagde inbedding.

Veronderstel nou (*1) en (*2) geld vir alle distributiewe tralies. Laat &
enige distributiewe tralie wees. Dan is & isomorf aan ’n deeltralie van 'n produk
van die distributiewe tralie 2 = {0, 1}. Omdat 2 (*1) en (*2) bevredig, bevredig 2
ook (*3). Maar, sinne van die vorm (*3) bly behoue onder die neem van produkte en

deeltralies, dus & bevredig ook (*3). o

3.3.9 Stelling Laat {a, a,, ..., a,} die vrye voortbringers van (F(n), -, +,0, 1)
wees. Dan is
F:={(c,d) € () x F() | c<din F(n)}
n distribuﬁ‘ewe deeltralie van F(n) x F(n) en
F = (F(n+1), -, +, (0, 0), (1, 1)),

vry voortgebring deur {(a,, a,), (a,, a,), ..., (35, 24), (0, 1)}.

. & is 'n distributiewe deeltralie van (n) x F(n): Veronderstel (c, d), (c’,
d’)e F. Dusc<denc’ <d’. Hieruit volgdatc-c’¢<d-d’enc+c’
<d+d’ en dusdat (c,d) - (¢’,d’)=(c-c’,d-d")en(c,d)+ (c’,d’)
=(c +c¢’,d + d’) elemente van F is.  is dus 'n deeltralie van F(n) x
F(n). Omdat F(n) distributief is, is F(n) x F(n) en dus ook F distri-
butief.
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(3 -, +, (0,0), (1,1)) word voortgebring deur ¥ = {(a,, a,), (ag, 3), --ry
(ap, ap), (0,1)} (waar {a,, a,, ..., a,} die versameling vrye voortbringers
van F(n)is): Ons kyk eers hoe F se elemente kan lyk. Neem enige (c, d)
€ &; dan
(c,d) = (¢, c + d) (onthouc < d)
= (¢, ¢) + (0, d)
= (¢, c) + [(d, d) - (0, 1)], of
(c, d) = [(c,c) + (0, 1)] - (d, d).
Elke ¢, d € F(n) is te skryf as ¢ = p(a,, ay, ..., a,), d = p’(3,, 3y, ..., 8g),
waar p en p’ polinome van tipe -, +, 0, 1is. Dan is (c, ¢) = (p(a,, 2y, .-,
ag)s D(3p 8y -y 2g)) = Pl(3p 2)), (3y 8y), -y (3, 3y)] en (d, d) = p’[(a,,
a,), (g a,), ..., (8, a,)].  Volgens bostaande is elke (c, d) € F dus te skryf
as (¢, d) = q[(a;, 3), (2, 3y), .-, (2p, 3y), (0, 1)], waar q 'n polinoom van
tipe -, +, 0, 1is. Ons gee 'n eenvoudige voorbeeld:
(¢, d) = [(a, - 1) - (3, +2y), (2 + 35) + (ag - 0)]
= [a; - (3, + ay), (3, + a5) + 0]
=[a;- (a,+ 3g), 3+ 2] _ _
= [a;+ (ay+ a5), 3, « (3 +35)] + [(2 + 35, 3, + a5) - (0, 1)]
= [(ap ay) - (35 + 3), (35 + 39)] + [(‘(34’ 3,) + (a5, a5)) - (0, 1)]
= [(a;2y) - ((25 35) + (a3, 2y))] + [((ay, a,) + (25, 35)) - (0, 1)].
(&, - +,(0,0), (1, 1)) word dus voortgebring deur ¥.
(&, +,(0,0), (1, 1)) word vry voortgebring deur ¥: Laat f enige funksie
van ¥ na’n distributiéwe tralie & wees. (Te bewys: fkan uitgebrei word
tot 'n (unieke) homomorfie  : F— 9.)
Definieer { : F— 9;
Hpl(ap 30) - (3gs 20), (0, Dl = Dli(ay ), - Ko 3,), £0, 1)
—~  Ons bewys eers dat { goed gedefinieer is (d.i. dat { 'n funksie is):

Laat p en p’ twee polinome (van tipe -, +, 0, 1) wees waarvoor
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p(ap ag), -y (2 3p), (0, 1)) = p’[(ay, ), -y (aps 3p)s (0, 1)] in &

d..

(*4) p(ay .. 35 0)=p'(ay, ..., 3y, 0) in F(n),

en

(*5) play . ag, 1) =p’(ay ...y 2y, 1) in F(n).

Vir { om ’n funksie te wees, moet in @ geld dat

(*6) p[f(a,l, a'l)i ) f(a‘m a’n)’ f(07 1)] = P'[f(av a‘l)? t f(a'n’ a‘n)’
1(0, 1)].

* (*4) beskryf 'n verband wat in & (n) tussen die vrye voort-
bringers a,, a,, ..., a, geld. S6 'n verband kan alleen geld indien dit
afleibaar is uit die aksiomas vir ’n distributiewe tralie van tipe -, +,
0,1. (Dus, p(ay, ..., 3y, 0) ~ p*(ay, ..., a5, 0) volgens ons beskrywing
van die proses om F(n) te verkry.) Dit beteken dat

(Va)) ... (Vay)[p(ay, ..., @y, 0) = p’(ay, ..., ap, 0))]
in alle distributiewe tralies moet geld. Soortgelyk volg uit (*5) dat

(Va)) ... (Va,)[p(ay, ..., ay, 1) = p*(ay, ..., a5, 1)]
in alle distributiewe tralies moet geld. Uit Lemma 3.3.8 volg dat
(*3) (Yay) ... (Va,)(VB)[p(ay, ..., ay, B) = P’ (0y, -, 0y, F)]
in alle distributiewe tralies moet geld. Dus, in die besonder geld
(*6) in 9. |
Dit is maklik om te sien dat { 'n homomorfie is: Beskou (c, d) =
pl(ay 3y, -y (2, @), (0, 1)] en (¢, d7) = p[(ay 3y s (3g a,),
(0,1)j uit . Danis(c,d) - (¢/,d’)=(c-c’,d-d’)=p"[(ay
ay); .oy (ap, ay), (0, 1)), waarp’” =p - p’.
Dus,
flle, ) - (¢, )] = p“[i(ay ) - Koy 2y), €0, 1)

= p[f(a'p a'l)) ) f(al'p an)) f(Ox 1)] :
p’[f(ay 3y), ..., f(ay, 2y), £(0, 1)]
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= f[(c, d)] - f[(c’, d")].
Soortgelyk geld f[(c, d) + (¢, d*)] = f[(c, d)] + f[(c’, 4*)).
- Dit is ook duidelik dat f} ¥ ={. 0

As ’n toepassing van Stelling 3.3.9 wil ons nou aantoon dat (F(3), -, +, 0,
1) 'n distributiewe deeltralie van (P(2), v, A, T, F) x ({(2), A, V, F, T) is: (F(3), -,
+, 0, 1) is naamlik die tralie voortgebring deur {(p, ~q), (-3, ¢), (T, T)} en het (F, T)
as grootste, en (T, F) as kleinste element: Ons weet dat {p, ¢} vir (?(2), V, A\ T, F)
en {-p, ~q} vir (#{(2), A, V, F, T) vry voortbring. Elke P € P(2) kan dus geskryf word
as P = p(p, ¢), waar p 'n polinoom van tipe -, +, .0, 1is. Die bijeksie h : {p, ¢} —
{p, ¢}; W(p) = ¢, h(q) = p kan dus uitgebrei word tot 'n outomorfie i : (P(2), V, A,
T, F) — (P(2), V, A, T, F); h(P) (= h[p(p, 9)]) = plh(p), h(g)]. Definicer nou die
isomorfie h*: (P(2), V, A, T, F) — (M(2), A, V, F, T); h*(P) = (-~ o h)(P). Dan be-
skryf (volgens 3.3.9) {(P, N) € P(2) x /{2) | h*(P) < Nin }{2)} die vrye distributiewe
tralie met drie voortbringers. Ons wil nou aantoon dat (p, ~¢), (g, ~p), (T, T) die
drie voortbringers is. Volgens 3.3.9 geld dat as {a,, a,} vir (¥(2), -, +, 0, 1) vry
.voortbring, dan word (F(3), -, +, (0, 0), (1, 1)) vry voortgebring deur {(a,, a,), (a,,
a,), (0,1)}. Onder die isomorfie h*, is h*(p) = ~¢, h*(¢) = ~p, h*(T) = F en h*(F)
= T. Stel ons vir ?(2), p=a,, ¢=2a, T =0enF =1 (want T is die kleinste in ?(2)
en F die grootste), word (?(2), v, A, 0, 1) vry voortgebring deur {a,, a,}. Onder die
isomorfie h*, kan vir #{2), ~¢ = a,, -p = a,, F = 0 en T = 1 beskou word, sodat
{(p, ~9), (¢, ~p), (T, T)} = {(a, a,), (3 a,), (0, 1)} die versameling vrye voort-
bringers van (F(3), -, +, (0, 0), (1, 1)) is, waar (0, 0) = (T, F)en (1,1) = (F, T).

Die diagram van (¥(3), -, +) — die vrye distributiewe tralie voortgebring
deur drie vrye voortbringers met tipe -, +, is 'n bekende diagram in die literatuur
van tralieteorie (sien byvoorbeeld Balbes & Dwinger [1974], p. 90; Gratzer [1971],
p.46 en [1978], p. 38). Interessant genoeg is die diagram van (F(3), -, +) dieselfde
as die diagram van Figuur 19 — die diagram van die deeltralie van (?(2), v, A, T, F)
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x (M2), A, v, F, T) van agtien elemente, voortgebring deur die ingebedde parsieel-
geordende versameling g[(2W — {¢}) / = ] (g([X]) = (8X, vX)) van 12 elemente.
Die diagram van Figuur 19 is naamlik die vrye distributiewe tralie voortgebring deur
(p, ~9), (g, 7p), (T, T), met tipe -, +. Alle elemente, (P, N), van die diagram van
Figuur 19 kan dus deur middel van - en + in terme van (p, -g), (g, p) en (T, T)
geskryf word, waar (P, N,) - (P, N;) = (P, VP, N AN,)en (P, N;) + (P, N,) =
(P, AP, N,V N,): Neem byvoorbeeld (P, N) = (pV ¢,~pV-g). Danis(pVgpV
) =0@VeT) (prAgpV-g)=(T) - (¢T) - (pPAgpV-g)=(pAT, gV
T) - (qAT,~pVT) - (pAgpVg)=[(p g+ (T, T) - [(¢ ~p) + (T, T)] - [(p,
~q) + (g, "p)]. Voeg ons dus die pare (T, F) (as kleinste element) en (F, T) (as
grootste element) by die diagram, kry ons die vrye distributiewe tralie voortgebring
deur {(p, ~g), (g, ~p), (T, T)} met tipe -, +, 0, 1 — wat soos reeds betoog, beskryf
word deur {(P, N)€ P(2) x /(2) | h*(P) < N in 4(2))}.

Vir n = 2 kan (PW — {¢}) / & dus in die vrye distributiewe tralie met
n + 1 voortbringers ingebed word.  Dit blyk of hierdie situasie net vir n < 2 geld:
Laat (g[(#W — {¢}) / &) die tralie voortgebring deur g[( PW — {¢}) / S ] aan-
dui. Virn=1gdd dan: (gl(PW —{4}) / B = gl(PW - {¢}) / B] ¢ (7(2),
L 4) envirn =2 g[(PW —{$}) /&1 (I(), -, +), maar (gl(PW ~ {4}) /
= ]) = (F(3), -, +). Dus, vir n = 1,is g[( PW — {¢}) / & ] nie "groot genoeg" om
(F(n + 1), -, +) voort te bring nie; virn = 2 is dit wel. Vir n > 3 lyk dit egter of
gl(2W — {g}) / ] vir (F(n + 1), -, +) eg omvat.

'n Bekende probleem op die gebied van "vrye distributiewe tralies", is die bepaling
van |(F(n), -, +, 0, 1)|, d.i. die bepaling van die aantal elemente in die vrye
distributiewe tralie met n voortbringers en tipe -, +, 0, 1. Uit die feit dat (F(n), -,
+,0,1) 2 (7 V, A, T, F) 2 (K A, V, F, T), is die probleem om |(F(m), -, +, 0, 1)] te
bereken ekwivalent daaraan om die volgende te bepaal: die aantal

° logies nie—ekwivalente positiewe (of negatiewe) proposisionele sinne in 'n
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taal met n voortbringers;

J positiewe (of ncgatiewe) konfigurasies (of deelversamelings) van (W, <);

J isotone (of antitone) funksies f : 2" — 2

. semifilters (of semi-ideale) in (27, <);

. totaal ongeordende ("onafhanklike") deelversamelings ("anti—kettings") in

(2", <), waar die le¢ declversameling ook ingesluit word. (Sien ook Dudek

(1901).)

Die probleem is vir die eerste keer deur Dedekind in 1897 gestel en staan
dan ook as Dedekind se probleem bekend. Dedekind self het [(F(n), -, +, 0, 1)]
bercken virn < 4: |[(F(1)] =3, |[(F(2)] =6, |(F(3)| = 20en |(F(4)] = 168
(almal ten opsigte van tipe -, +, 0, 1). As reaksie hierop het Church in 1940 bewys
dat |(F(5)] = 7 581 en Ward in 1946 dat |(F(6)| = 7 828 354 (Balbes & Dwinger
[1971); Grétzer [1978]; Kleitman [1960]; en Whitman [1961]). Eers in 1988 is die
probleem opgelos — deur A. Kisielewicz [1988).

Ter afsluiting van hierdie afdeling wil ons aantoon dat die waarheidsgetrou-
heid—preordening &, saamgetrek tot 'n parsiéle ordening onder &, as retrak in die
kategorie van versamelings in P x ¥ sit: Vir elke X € #W is aX C a(aX n 9X) en vX
C v(aX n vX) (want X ¢ aX en X € vX). Die omgekeerde geld ook: a(aX n vX) €
a(aX) n a(vX) = aX n W (vir X # ¢) = aX; en soortgelyk, v(aX n vX) € vX (sien
Afdeling 2.1). Dus, aX = a(aX n vX) en vX = v(aX n vX), wat betcken aX N vX &
X. Wat meer is, aX n vX is die grootste versameling wérelde ekwivalent aan X
onder &, d.i. aX n vX is die maksimum—clement in [X]: Y € (X] & aY = aX en Y
=X =2aYNvY=aXN9X=2YCaXnvuX. IndiesinkanaXnvX asdie "kano-
niese" representant (of verteenwoordiger) van [X] beskou word.  Ter illustrasie kan
die leser die vier waarheidsgetrou—ckwivalente sinne p— g, ¢ — p, p+—= qen T (in
Figuur 14, Afdeling 3.1) beskou.  Die positiewe afsluitings sowel as die ncgatiewe

afsluitings van die vier sinne is T. Dus, vir hierdie vier sinne is aX A vX = T (of 8X
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n vX) = W) en is T die "kanoniese" verteenwoordiger van die ekwivalensieklas (mo-
dulo=S)vanp— g, q—p,p—genT.

Definieer nou (soos voorheen)

B: (PW [ 5,5) — (7, 2) « (¥, O g([X)) = (aX, ¥X)
en

g :Pxh— 2W/&; g'((P,N)) =[PnN].
Dat g 'n injeksie (d.i. 'n ecn—eenduidige funksic) is, is reeds bespreek.  Dit is ook
duidelik dat g 'n funksie is. g’ is egter ook 'n surjeksie (d.i. 'n op—funksie): vir
elke X € W (of [X] € W / &) bestaan daar 'n (P, N) € P x ¥s6 dat P = aXen N
= vX en dus, g’((P, N)) = [P n N] = [X]. Verder geld dat (g’ o g)([X]) = (g‘((2X,
vX)) = [X] en dusis g o g =id5,,w/:=.’.

Die epimorfie g’ is dus 'n retraksie, die monomorfie g 'n koretraksie en
PW [ S 'nretrak van ? x ¥ in die kategorie van versamelings.

Die leser sal dalk nou wonder hoekom ons juis in die kategorie van ver-

samelings werk en nie in dic kategorie van parsiéle ordeninge nie. Die rede hiervoor:

g is wel orde-behoudend, maar g’ nie. Ter illustrasie van hierdie punt versoek ons
die leser om weer terug te blaai na Figuur 19. Selfs vir hierdie deeltralie van 7 x ¥,
voortgebring deur g[( W - {¢}) / & ] is g’ nie orde~behoudend nie: (p, ~pV ~¢q) ¢
(PA g pVg) (inPx i), maarg ((p,pV-q)zpA~g&FF=g((phAg-pVng)

34 DIE PARSIELE WAARHEIDSGETROUHEIDORDENING

Soos reeds besprecek, is die relasie &= nie antisimmetrics op (logics ekwivalente klasse
van) sinne nie. Ecn manier om hierdie probleem te oorbrug, is om ekwivalensicklasse
onder die relasie & te vorm, d.i. om die preordening & tot 'n parsiéle ordening
"saam te trek" (soos bespreek in Afdeling 3.3). Hierdié proses het egter 'n growwer

relasie tot gevolg. Ons wil nou aantoon dat dit moontlik is om 'n parsiéle ordening
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te verkry deur die preordening & op 'n natuurlike manier te verfyn. Vir hierdie

verfyningsproses word die volgende begrippe benodig:

34.1 Definisics Viralle X C W:

(1) oX : = aX n vX, dic konvekse inhoud van X;

(2) X : = (W —0oX) U X, die nie—konvekse inhoud van X.

Die konvekse inhoud, oX, van 'n versameling moontlike wérelde X, is maar
net die versameling {w € W | (3x, x* € X)(x ¢ w ¢ x*) — vandaar die benaming "die
konvekse inhoud van X". As X 'n konfigurasie is met "gate" tussen sy elemente, vul
oX hierdie "gate". Ter illustrasie hiervan beskou ons die konfigurasie X = {(1,1,1),
(0,0,0)} — voorgestel deur Figuur 20, in dic taal voortgebring deur die drie
.veranderlikes, h, ren w. Omdat r = (1,1,1) en r* = (0,0,0) elemente van X is, is oX
= W — al die "gate" (in hierdie geval, al die oningekleurde posisies) tussen r en r*
word dus ook ingekleur.

As X die teorie is wat met die konfigurasie X oorcenkom, d.i. Mod(X) = X,
dan dui ons met oX en X die teorieé aan wat onderskeidelik met oX en X oorcen-
kom. In die eindige geval geld dus oX = o(Mod X) = Mod(eX) en &X = o/(Mod X)
= Mod(d'X). o is 'n afsluitingsoperasic op PW, dus X € oX. In die notasic van
sinne betcken dit dat die konvekse inhoud oX = aX A vX logics aflcibaar is uit X, d.i.
X b oX. In Tabel 2 (Afdeling 3.1) word dic konvekse inhoude oX en die nie—konvek-
sc inhoude ¢’X van die scstien logics nic—ckwivalente sinne X van die taal voortge-
bring deur {p, ¢} gelys. Uit Tabel 2 is dit dan ook duidclik dat &' nie 'n af-
sluitingsoperasie op $W is nie: F F p— g, maar ¢(F) § &(p — q).

Op hierdie stadium is dit gepas om die leser te verwys na Oddie se artikel

"Truthlikeness and the convexity of propositions” (in Kuipers [1987], pp. 197 - 216).
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(0,0,0)

Figuur 20

Sommige van die idees wat deur Oddie bespreek (en uiteindelik as ontoereikend
‘gekritiseer) word, toon sekere ooreenkomste met van ons begrippe. ’n Sprekende
voorbeeld hiervan is die begrip "konvekse proposisié" ("convex proposition") van
Goldstick en O’Neill [1988].  Die rol van hierdie begrip in die definiéring van
waarheidsgetrouheid word ook deur Oddie vir dié proposisionele geval ondersoek.

Ons noem 'n teorie (sin of proposisie) X konveks indien die volgende geld:
as x, x’ € Mod(X) en x ¢ w < x’ in (W, <), dan w € Mod(X). Ons begrip van kon-
veksiteit berus dus op die idee van tussenliggend in die ordening van die Boole—algebra
van moontlike wérelde. Hulle definieer, soortgelyk, 'n konvekse proposisie as 'n
proposisie wat alle tussenliggende wérelde insluit, maar ’n ander betekenis word aan
"tussenliggend" geheg. Vir hulle 1é ’'n wéreld w tussen wérelde x en x’ as daar geen
korter pad as deur w van x na x’ bestaan nie (waar die "lengte" van 'n "pad" tussen
twee wérelde x, x’ € 2" bepaal word deur die aantal "aangrensende" wérelde (d.i.
wérelde wat in net een van die n posisies van mekaar verskil) tussen x en x*). Vir
elke twee wérelde, x en x’, wat vergelykbaar in (W, <) is, is daar egter altyd ten

minste een kortpad wat x en x’ verbind; en enige w wat tussen x en x* in (W, €) is,
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1é op s6 'n kortpad. Die omgekeerde is nie altyd waar nie — enige twee wérelde
word immers deur 'n kortpad verbind. Dus, minder versamelings is konveks in terme
van hulle beskrywing as in terme van ons beskrywing, wat daarop neerkom dat ons
konvekse afsluiting oX in die algemeen 'n kleiner versameling van moontlike wérelde
as Oddie se "konvekse omhulling" van X is. Anders gestel: vir 'n ‘teorie X, is die
konvekse inhoud ¢X logies sterker as die "konvekse inhoud" (d.i. die konjunksie van
alle konvekse sinne afleibaar uit X — soos beskryf deur Oddie) van X.

Dat ons beskrywing van konveksiteit verkieslik bo dié van Oddie mag wees,
kan deur die volgende voorbeeld geillustreer word: As beide p en ¢ waar is, dan
behoort p V ¢ as meer waarheidsgetrou as ~p V ~q beskou te word. Dit sal wel die
geval wees volgens ons beskrywing (sien Figuur 21), maar nie volgens Oddie se

beskrywing nie — soos uitgewys deur Oddie self ([1987], p. 200).

In baie gevalle is oX = X, byvoorbeeld vir die sin X = (h A r) « ~w (sien Afdeling
22)isaAXz-~w— (hA7),vX=(hAr) > wendus,0X=X. AsX=0X,isdX=T
(di. X = W). Aan die ander kant, as X # oX, is X = X V X = oX — X die
logies swakste sin wat deur konjunksie by oX gevoeg kan word om ’'n sin logies

ekwivalent aan X te verkry:
342 Stelling Viralle X C W:

X =o0oXndX,d.i.
X z=oX AX.

Gegee X, en dus ¢X, is &'X die grootste versameling moontlike wérelde wat
die vergelyking bevredig. Soortgelyk, is #X die logies swakste sin wat die

ekwivalensie bevredig.
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Bewys

Uit die definisies van oX en ¢X is dit duidelik dat X = oX A dX.

Veronderstel X = oX A Y (Te bewys: Y k oX — X, d.i. as vir v e W, v(Y)
= 1, dan moet v(¢X — X) =1.) Neem aan v(Y) =1 en v(oX — X) = 0, d.i. v(¢X)
=1, v(X) = 0. Dit is egter strydig met X = oX A Y. Dus, Y oX — X, wat bewys

dat d'X die logies swakste sin is waarvoor X = oX A X, u]

X is dus altyd die konjunksie van sy konvekse inhoud oX en sy nie~kon-
vekse inhoud dX. Omdat X F oX, of in terme van versamelings van moontlike
wérelde, X C oX, het oX minder logiese krag of inhoud as X. dJX herstel dus die
verlies aan logiese inhoud op die mees ekonomiese wyse. Anders gestel: JX =
(W —0X) U X beskryf benewens die elemente van X dié elemente van W wat nie mo-
delle in oX is nie, dit wil s¢ W — 0'X beskryf die elemente van oX — X, d.i. die "gate"
in X wat "opgevul" word deur oX. AsoX = T, d.i. oX het geen logiese inhoud nie, is
natuurlik ¢’X = X. Byvoorbeeld vir die sin X = (A A r A w) V(2h A T A W) — ge-
illustreer deur Figuur 20, isoX = TendX = X; «dX = (-AVarv-w)A(AV rV w)
verteenwoordig die "gate" in X wat "opgevul" word deur oX. In die geval van twee
veranderlikes, is die sinne X waarvoor oX = T presies die vier waarheidsgetrou—ek-
wivalente sinne p — ¢, ¢ — p, p « gen T (vergelyk Tabel 2). Soos die leser teen
hierdie tyd seker kon insien, is oX = T as en slegs as r € X en r* € X.

In die bewys van 3.4.2 het ons op ’n stadium aangeneem v(oX — X) =0,
vir v € W. Ons sal nou bewys dat dié v nooit die reéle wéreld kan wees nie. Anders

gestel, r € &’X vir alle sinne X:
343 Stelling Vir enige sin X is

X (d.i. oX — X) altyd waar.
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Bewys

Daar is twee moontlikhede:

(1) vX £ T: Dit beteken vX # Wof r ¢ vX (en dus ook r ¢ X). Dus, r¢ oX =
aX n vX, wat impliseer r € (W — oX) U X = ¢X. Gevolglik is & X waar.

(2) vX=T: Omdat r € X, is X = oX A X waar. Dus, ¢’X is waar. o

Soos reeds betoog in die vorige afdeling, is vir alle X ¢ W, AX n vX & X;
en is AX N vX = oX die grootste versameling wérelde met dié eienskap, d.i. Y &= X
= AYNVY = aXNvX = YCoX (Onskanook bewys o X=0Y=X&SY: oX
=oY=XCoYenY(oX=X&Y.) Virelke XCWegelddus X EX S X &E
aX. As X positief is en X # ¢ (d.i. X is waar), is natuurlik vX = Wen oX = aX =
X; enas X negatiefisen X # ¢, isaX = Wen oX =vX =X (Vir X = ¢ geld
natuurlik X = aX = vX = oX) |

Ons het bewys dat die preordening & nie onderskei tussen sinne met dieselfde
konvekse inhoude nie. Om hierdie saak reg te stel verfyn ons die preordening &= tot

die parsiéle ordening v=:
3.4.4 Definisie Viralle X, YC W:

XFY: & X&Yen
asoock Y= X,dan X 2 Y
(& X&Yen

as oX = oY, dan X J @Y),

in welke geval ons sé dat X minder (of net s0) waarheidsgetrou as Y in die

parsiéle waarheidsgetrouheidordening 1s.
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Die verfyning van die preordening & tot die parsiéle ordening & verloop
dus soos volg: as X # Y, maar wel oX = oY, dan X £ Y. (Dit volg uit die feit dat
XzoXAdXenY z=oYAdY.) Dienie—konvekse inhoude onderskei dus logies nie-
ekwivalente sinne met dieselfde konvekse inhoude. ~Omdat nie—konvekse inhoude
altyd waar is, is dit logies om die logies sterkste van die nie—konvekse inhoude as die
mees waarheidsgetroue te beskou. As oX = oY (di. X & Y) kanonsdan ook X+ Y

"eenvoudiger" definieer:
3.4.5 Stelling As oX = oY, dan

XEYdMYEFIXeaYEX

Bewys

Die eerste deel (X & Y & dY k &X) van die ekwivalensies volg direk uit die definisie
van X &Y. Uit die feit dat X = oX A X; Y = oY A @Y, volg duidelik da.t‘as oX =
oY en dY F X, dan Y F X. Vir die bewys van die omgekeerde gebruik ons 3.4.2:
Veronderstel oX = oY en Yk X, di. oY A Y FoX A @X of oX A @Y F X. Omdat

dX die logies swakste sin Z is waarvoor oX A Z k X, moet &Y k o’X. o

Figuur 21 illustreer die parsi€le waarheidsgetrouheidordening & van die
sestien logies nie—ekwivalente teorieé in die taal voortgebring deur {p, ¢}. In die
diagram word die versameling modelle van elk van die sestien sinne ook aangedui.
Die vier sinne, p & ¢, ¢— p, p — qen T, wat dieselfde konvekse inhoude het, is hier
(soos beskryf in 3.4.5) georden volgens omgekeerde (logiese) afleibaarheid. Ons wys
die leser daarop dat & (net soos &) 'n uitbreiding van die produkordening < op W is,
d.i.

x<y & {x}={y} & {x}+={y}.
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Vir alle waar positiewe sinne geld (volgens Stelling 3.1.4) X &Y as en slegs

as Y F X. Ons kan hierdie ekwivalensie uitbrei tot: vir alle waar positiewe sinne is

pVyg
W
pAg p+4q q—-'p<%"‘ ‘bp—*q phAg

ap Vg
g P
F ﬂp A ﬁq

Figuur 21
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X =Y asenslegs as X & Y as en slegs as Y k X (vir siilke sinne is X = AX, Y = &Y,
vX = vY = T, wat beteken oX = oY as en slegs as X = Y). In Afdeling 3.1 het ons
bewys dat vir die groter versameling van alle waar sinne dit slegs die geval is dat Y k
X=X=Yenniedat X&Y = Yk X. Dieleser mag dalk nou wonder of dit nie
nou met die strenger ordening & geld dat X & Y as en slegs as Y k X.  Die ant-
woord is weer eens: NEE. Figuur 22 illustreer die omgekeerde van die afleibaar-
heidsordening en Figuur 23 die parsi€le waarheidsgetrouheidordening van die agt
waar sinne van ons illustratiewe taal. Meer waar teorie€ is vergelykbaar onder & as
onder k, byvoorbeeld in Figuur 23 het ons p «» ¢ & p V ¢, maar hierdie twee sinne is
onvergelykbaar in Figuur 22 met betrekking tot k. Natuurlik, as beide X en Y waar

is(vX=vY=W)enYFX(YCX,dusaYCaX),dan X&=Y (en X EY).

%
%

/.\q
Y
PV g
LH
p— g
T

q
g—vp PV g pP—yq

Figuur 22 Figuur 23

p
g—7p
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Ons sluit hierdie afdeling (en hoofstuk) af deur aan te toon dat die
afsluitingsoperasics A en v al dic formele eienskappe van die modale operator "dit is
moontlik dat ..." — soos geaksiomatiscer in die modale sisteem S, het.

Modale logika kan kortliks beskryf word as die logika van "moontlikheid"
cn "noodsaaklikheid" omdat modale logika primér dic studie van sinne van dic vorm
"dit is moontlik dat X" en "dit is noodsaaklik dat X", is. Om dic proposisiclogika
tot 'n modale logika uit te brei, word die taal van die proposisiclogika met twee
ckstra simbole toegerus: o: "dit is moontlik dat"; o: "dit is noodsaaklik dat", wat
as unére operatore op die sinne van die taal optrece. Die aksiomas en deduksicredls
van die proposisiclogika word dan uitgebrei om dié nuwe simbole ook te kan hanteer
— ons sal sulke uitbreidings (van proposisiclogika na modale logika) modale sisteme
noem. Daar bestaan 'n verskeidenheid van modale sisteme waarvan die bekendste
die sisteme S, tot Sy (met 'n tocname in deduktiewe krag vanaf S, tot §;) van C.I.
Lewis is.  (Sien Hughes en Cresswell [1968); Kneale & Kneale [1966]; en Von
Wright [1957].)

Die modale operatore o en o is wedersyds definicerbaar in terme van die
ander een:

oX «— -0-X; en
oX « 0~ X.
'n Modale sisteem kan dus 6f in terme van o, 6f in terme van o beskryf word. 'n
o—gebascerde modale sistcem dedukticf-ckwivalent aan Lewis se S, is dié van Von
Wright sc X’, wat 8008 volg daar uitsien (in Hughes & Cresswell [1968)):
Aksiomas
Die aksiomas van die proposisielogika:
(A1) (pvP)—p
(A2)  q—(p V)
(A3)  (pvo)—(qVp)
(A)  (¢—rn)=((pva—(pV 1
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asook:
(A5)  p—op
(A6)  opV g) « (op Vog);
(A7)  oop—op;
waar p, ¢ en r atomiese proposisiesimbole is.
Deduksiereels
Die deduksiereéls van die proposisielogika:
(D1) Reél van substitusie;
(D2) Modus Ponens;
asook:
(D3) FX = F (m0X);
(D4) F(XeY)=F (0X ~ oY),
waar X en Y proposisionele sinne is en F X as "X is afleibaar" gelees moet word. In
die lig van die deduktiewe—ekwivalensie van §, en A’, sal ons na A’ as §, verwys.
Ons sal nou bewys dat as ons die modale operator o met die proposisionele
operator A (of v) vervang, al die aksiomas van §, (en dus ook van § | — S3) toutologieé
&an die klassieke proposisielogika is; en dat al die deduksiereéls van &, (en dus van §;

— §,) toutologieé behou.

3.4.6 Stelling Viro=a (of v):

(1) is al die aksiomas van §, toutologie€;
(2) behou al die deduksiereéls van S, toutologieg.
Bewys

Ons hoef 3.4.6 (1) natuurlik slegs te bewys vir (A5) — (A7), en 3.4.6 (2) vir (D3) en
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(D4”) — die res van die aksiomas van §, is vanselfsprekend toutologieé van die
proposisielogika; en die res van die deduksiereéls behou vanselfsprekend toutologieg.
Laat p en ¢ (volgens die "reél van substitusie") enige proposisionele sinne

wees.

(1) Uit die feit dat a en v afsluitingsoperasies is, volg dat viro = A of 0 = v,
Mod(p — op) = W en Mod(o op — op) = W, wat bewys dat (A5) en (A7)
toutologieé is. Vir o = a of v het ons bewys dat vir enige X en Y, o(X U Y)
= 0X U oY (sien Afdeling 2.1 — eienskap (4) van die afsluitingsoperasie A :
PW — #W). Hieruit volg dat Mod[o(p V ¢)] = Mod[op V og] en dus dat
Mod[o(p V ¢) « (op V 0g)] = W, sodat (A6) 'n toutologie is.

(2) (D3) behou toutologieé, want as X 'n toutologie is, is X = T (d.i. X = W),
-X=F,o0X=F, endus-0oX =T. Ook (D4) behou toutologieé: as X «»
Y 'n toutologie is, is X = Y en dus oX = oY — gevolglik is oX « oY ook

'n toutologie. o

Die twee keuses, 0 = A of 0 = v, lewer dus twee interpretasies van §,
waaronder al die stellings wat uit §, afgelei kan word, toutologieé van die
proposisielogika is. Ons kan dus die gevolgtrekking maak dat die formele stelsel S,
meer begrippe as net die modale begrippe aksiomatiseer. |

Die volgende (deduktief sterker) modale sisteem van Lewis is die sisteem S
en word verkry deur aksioma (A7) met aksioma (A8) te vervang:

(A8) o~op — -op. |

Ons interpretasies van o (as A of v) lewer vir (A8) egter nie toutologieé van die
proposisielogika nie: As p byvoorbeeld (volgens (D1)) met enige atomiese sin, d.i. 'n
positiewe lettersin, vervang word geld die volgende: Mod(a~ap — ~ap) = Mod(a-p

— ~p) (want ap = p) = Mod(T — ~p) = Mod(~p) # W — dus vir o = 4 is (A8) nie
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'n toutologie nie.  Soortgelyk kan ons aantoon dat vir o = v (A8) ook nie 'n

toutologie is nie: vervang p met enige negatiewe lettersin.

—000—
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HOOFSTUK 4

DATAGETROUHEID AS ORDENINGSBEGINSEL
VIR TEORIEE

There could be no fairer destiny for any ... theory than that it should point
the way to a more comprehensive theory in which it lives on, as a limiting
case.

— ALBERT EINSTEIN (in Popper [1969)], p. 32).

In die vorige hoofstuk is ’n parsiéle ordening, ¥, as 'n model van waarheidsgetrouheid
gedefinieer.  Watter model van waarheidsgetrouheid ook al vir die ordening van
teorieé gebruik word; daar is altyd 'n fundamentele probleem: om te kan besluit of
een teorie nader aan die waarheid as ’'n ander teorie is, is volledige kennis oor die
waarheid nodig — in welke geval dit half verspot is om enige teorie behalwe die per-
fekte een te oorweeg. Volledige kennis oor die waarheid is egter 'n geidealiseerde
geval — in plaas van een reéle wéreld, sal ons beskikbare kennis vir ons in die
algemeen 'n versameling moontlike werelde beskryf. bit beteken dat ons in die
algemeen nie so gelukkig (soos in die vorige hoofstuk) is om presies te weet watter
moontlike wéreld die waarheid verteenwoordig nie — ons weet meer dikwels net dat
die reé€le wéreld een van 'n versafneling moontlike wérelde moet wees.

Die doel met hierdie hoofstuk is dan die definiéring van ordeninge op W en
P W waarvolgens alle moontlike wérelde en alle moontlike konfigurasies (d.i. teorie€)
in die lig van sekere inligting oor die waarheid vergelyk kan word.  Vir hierdie
hoofstuk kan die inligting oor die waarheid enige konfigurasie wees, wat ons die data
of informasie sal noem en met D sal aandui. Alhoewel ons aanneem dat die reéle

wéreld — die spesifieke wéreld wat die waarheid beskryf, altyd een van die elemente
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van D is, sal ons eerder van die datagetrouheid (of informasiegetrouheid) as die
waarheidsgetrouheid van teorieé praat.

Die taal waarin ons werk is weer eens die proposisietaal voqrtgebring deur
{p1, P2, ..., Pn} met behulp van die konnektiewe -, A, V, —, «» en +. In Afdeling 4.1
definieer ons vier ordeninge op W en in terme daarvan twee leksikografiese ordeninge
op W — 'n ordening wat met 'n dapper benadering en 'n ordening wat met 'n ver-
siglige benadering tot datagetrouheid geassosieer kan wbrd. Die twee ordeninge se
eienskappe met betrekking tot informatiwiteit en betroubaarheid word bespreek en
ons toon onder andere in Afdeling 4.2 aan dat vir D = W en D = ¢, die twee
ordeninge maar net dié van omgekeerde logiese afleibaarheid en logiese afleibaarheid
is. Behalwe vir die twee leksikografiese ordeninge op P W, definieer ons ook twee
produkordeninge — waarvan een ’n veralgemening van die parsiéle ordening <= is.

In Afdeling 4.2 propageer ons ook die proposisionele logika as 'n model vir
onsekerheid in digitale inligtingsoordrag en vind daarin ’'n mooi toepassing vir ons

beskrywing van datagetrouheid.

4.1 'N DAPPER EN °N VERSIGTIGE BENADERING TOT
DATAGETROUHEID

Beskou ’n injeksie f van A(+) in A(L) wat vir elke p; € A(+), 6f op p; 6f op ~pi
afbeeld. Ons kan f: A(+) — A(L) dan uniek uitbrei tot 'n bijeksie f : A(L) —
A(L), di. ftA(+) = f, met f(~p;) ekwivalent aan -f(p;). Omdat alle sinne van die
taal deur die lettersinne, (+)p;, met behulp van konjunksie en disjunksie voortgebring
word, induseer elke bijeksie f : A(L) — A(L) 'n unieke outomorfie f* van die Boole-
algebra 27" _ die Boole—algebra van alle konfigurasies of alle logies nie—ekwivalente
sinne van die taal. Onder die elemente van die Boole—algebra 27" kom natuurlik die

2n lettersinne voor; en wat f* met die lettersinne doen, bepaal volledig wat f* met die
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res van die sinne doen en f*!A(L) = {.  Ons sal daarom al sulke geinduseerde outo-
morfieé van 2’“, letter—outomorfiee (of kortweg: L—outomorfieé) noem.

Elke L—outomorfie f* word geinduseer deur 'n bijeksie { : A(L) — A(L), wat
op sy beurt weer 'n uitbreiding’van 'ninjeksie f: A(+) — A(L)is. S6 'n injeksie kan
ook geskryf word as 'n n—tal (f,f,,...,f;)) van nulle en ene, waar f; = 1 as f(pi) = pi
(di. f(-p;) = p;) en f; = 0 as f(p;) = ~p; (di. { (~p;) = pi). S6 'n n—tal gee al die
nodige informasie omtrent die geinduseerde L-—outomo\rﬁe en ons spreek dan af om
voortaan 'n L-outomorfie met (f,f,,...,f,) aan te dui. In dié sin kan 'n L—outomorfie
ook as 'n moontlike wéreld of valuasie beskou word. Skryf ons dus (f,f,,...,f ) kan dit
op 'n L—outomorfie of op 'n moontlike wéreld dui.

Onder die elemente van die Boole—algebra, 2’“, kom die 2" diagramsinne

_voor, d.i. die sinne wat slegs een moontlike wéreld as model het. Stlke sinne is van

die vorm ()p; A (¥)p2 A ... A (#)pn. ’n L—outomorfie, (f,f,,...,f,), toegepas op ’n
‘diagramsin (of die ooreenkomstige moontlike wéreld) lewer weer 'n diagramsin: Neem
byvoorbeeld (f,,f,,f;) = (0,1,0). Dit is die L—outomorfie wat p, op ~p; afbeeld (en dus
2p1 Op p1); P2 0p P2 (en dus ~pz 0p 7pz); en p3 op ~p; (en dus ~p3 op p3). Dus,
(£l f5)(p1 A p2 A p3) = (0,1,0)(ops A p2 A p3) = (0,1,0)(0,1,1) = p1 A p3 A p3 =
(1,1,0) — die L-outomorfie wat p; op ps (71 0p “p1); p20Pp pa (~p2 0P ~p2); en p3 0p
2p3 (7p3 op ps) afbeeld.

Vir die diagramsin p; A py A ... A py (d.i. die diagram {py, p, ..., pn} of va-
luasie (1,1,...,1)) geld natuurlik: (f,f,,...,f;)(1,1,...,1) = (f,f,,....f;) — byvoorbeeld:
(1,0,1)(p1 A p2 A p3) = (1,0,1)(1,1,1) = (1,0,1). Dit is ook duidelik dat (f,f,,...,f;) =
(1,1,...,1) toegepas op enige diagramsin maar net weer die diagramsin lewer —
byvoorbeeld: (1,1,1)(py A 7p2 A =p3) = p1 A =p2 A -p3; en dat (f,f,,...,f;) = (0,0,...,0)
toegepas op enige diagramsin (of sy ooreenkomstige valuasie), net mooi die ontken-
ning van elke lettersin in die diagramsin tot gevolg het: (0,0,0)(p; A ~p2 A ~p3) = (~ps
A p2 A p3). As ’n L-outomorfie op homself toegepas word lewer dit natuurlik altyd
die L—outomorfie (1,1,...,1) — byvoorbeeld: (0,1,0)(0,1,0) = (1,1,1).
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As x,y € W, bestaan daar 'n unieke L—outomorfie, h, wat op x toegepas, vir
y sal lewer. Ons sal hierdie unieke h sommer met x —— y aandui, byvoorbeeld vir x
= (0,1,0), y = (1,0,0), is x — y = (0,0,1). Dit is duidelik dat x — y = y —> x.
As [(f,f5,....f,) ¥ (81,8g)-18,)] = (hphy,...,h ), beskryf h dus in watter posisies i, f;
= g; (di. as h; = 1); en in watter posisies i, f; # g; (di. as h; = 0). Die
L—outomorfie (of moontlike wéreld), h, meet dus hoe ver f en g van mekaar af 18, of
hoe versoenbaar, of hoe onversoenbaar f en g is. Hoe groter die versameling { i | h;
= 1}, hoe hoér is die graad van versoenbaarheid tussen f en g.  Dit beteken dat f
totaal versoenbaar met g is as en slegs as f = g, as en slegs as (f — g) = (1,1,...,1);
en dat f en g totaal onversoenbaar is as en slegs as f en g in elke posisie verskil, as en
slegs as (f — g) = (0,0,...,0). Die L—outomorfie (f,f,,..,f,) — (1,1,..,1) is
natuurlik (f,f,,...,f,). (Vergelyk ook Heidema & Labuschagne [1990].)

Ons wil nou die idee van grade van versoenbaarheid tussen twee moontlike
wérelde gebruik om die versoenbaarheid van ’n moontlike wéreld x met ons data te

definieer, waar ons data enige konfigurasie D, of die ooteenkomstige tedrie (sin) D is:
4.1.1 Definisie Vir enige x € W definieer ons
D(x):={x~—d|deD} -
as die graad van versoenbaarheid van x met die data D.

Dat D(x), of die ooreenkomstige teorie D(x), die mate van versoenbaarheid
van x met die data meet, sal aan die hand van Tabel 3 verduidelik word: Beskou die
taal voortgebring deur {p, ¢} (= {p1, p2}). In hierdie taal is daar vier moontlike
wérelde (of L—outomofﬁeé) — s00s in die boonste ry van die tabel. Vyf moontlike
gevalle van D (of D) word beskou: D= W = 2?(D =T); D = {(1,1), (1,0), (0,1)} (D
=pVas D={(11), (L0} D=p; D={(LU}(D=pAg) e D= (D=F).
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D(x) en D(x)
g (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
w W w
T T T T T
{(1,1),(1,0),(0,1)}{(1,1),(1,0),(0,1)}|{(1,0),(1,1),(0,0)} |{(0,1),(0,0),(1,1)}|{(0,0),(0,1),(1,0)}
pVyq Vg g—p p—q pVng
- {(1,1), (1,0)} {(1,1), (1,0)} {(1,0), (1,1} | {(0,2), (0,0)} {(0,0), (0,1)}
p p P ' p P
{(1,1)} {(1,1)} {(1,0)} {(0,1)} {(0,0)}
PAg pPAg pAg phg apA-g
¢ ¢ ¢
F
Tabel §

Die inskrywings in die tabel gee D(x) (en die ooreenkomstige D(x)) vir die vier

moontlike x’e en vyf moontlike keuses van D (of D).

Dié vyf moontlike keuses van D hanteer, wat sy aantal elemente betref, al

die moontlike keuses in hierdie taal en beskryf terselfdertyd gevalle van geen

informasie tot volledige en selfs teenstrydige informasie oor die waarheid: As D = W
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het ons geen informasie nie, want sover ons kennis betref, weet ons net die reéle
wéreld moet een van die moontlike wérelde wees, maar ons het nie die vaagste benul
watter een dit nou eintlik moet wees nie. Vir D = p vV ¢ weet ons bietjie meer — die
reéle wéreld kan nie (0,0) wees nie, maar ons weet nog steeds nie of p of ¢ die geval
moet wees nie. In teenstelling hiermee, weet ons dat, indien D = p, p definitief nie
die geval is nie; oor g en ~q weet ons egter niks nie. Hierdie geval (D = p) beskryf
dus die geval van "halwe informasie": oor een van die twee proposisiesimbole het ons
sekerheid. As D = p A ¢ het D slegs een element, wat volledige informasie oor die
waarheid beteken — die geval soos bespreek in Hoofstuk 3. D = ¢ verteenwoordig
die geval van teenstrydige data D = F oor die waarheid. Ons sal later aantoon dat
vir D = F en D = T die datagetrouheidordeninge wat ons gaan definieer, dieselfde
diagramme lewer — seker nie 'n verstommende resultaat nie, want geen informasie is
net so nutteloos as teenstrydige informasie.

As vir x € W, D(x) die L-outomorfie (1,1,...,1) bevat, beteken dit dat x
totaal versoenbaar met een moontlike wéreld in D is; én as D(x) nie die L—outomorfie
(0,0,...,0) bevat nie, beteken dit dat daar geen element van D is wat totaal in stryd, of
totaal onversoenbaar, met x is nie. Anders gestel: (1,1,...,1) € D(x) as en slegs as x €
D (of (1,1,...,1) ¢ D(x) as en slegs as x € (W — D) — die komplement van D in W);
en (0,0,...,0) € D(x) as en slegs as x* € D, waar x* die valuasie is wat presies in elke
posisie die teenoorgestelde waardes van x het, d.i. (x — x*) = (0,0,...,0).

As D = F is D(x) = ¢, want daar is geen element in D om met ’n moontlike
wéreld te vergelyk nie. Vir die geval D = {(1,1)} is dit duidelik dat (1,1) totaal
versoenbaar; (1,0) en (0,1) "half" versoenbaar; en (0,0) totaal onversoenbaar met D
is. As D = {(1,1), (1,0)} is (1,1) € D((1,1)); (1,1) € D((1,0)); (0,0) ¢ D((1,1)); en
(0,0) ¢ D((1,0)) wat beteken dat (1,1) en (1,0) totaal versoenbaar met een (maar nie
dieselfde) element va.n'D is; en ook totaal onversoenbaar met geen element van D is.
Die moontlike wérelde (0,1) en (0,0) is egter totaal onversoenbaar met 'n element van

D = {(1,1), (1,0)}, want (0,0) € D((0,1)) en (0,0) € D((0,0))-
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Vir D = {(1,1), (1,0), (0,1)} is W — D = {(0,0)} — (0,0) is dus die enigste
moontlike wéreld wat nie totaal versoenbaar met 'n element van D is nie, terwyl (1,1)
die enigste valuasie is wat nie totaal onversoenbaar met 'n element van D is nie:
(1,1)* = (0,0) ¢ D. (Let wel: nie totaal versoenbaar beteken nie dieselfde as totaal
onversoenbaar nie.) Vir die geval D = W is daar natuurlik altyd een-element d € D
wat totaal versoenbaar met ’'n moontlike wéreld x is, naamlik d = x; eneend € D

wat totaal onversoenbaar met x is, naamlik d = x*.

In Hoofstuk 2, Afdeling 2, is die positiewe afsluiting, AX, en negatiewe afsluiting, vX,
van 'n konfigurasie X C W (in die proposisielogika) in terme van die produkordening
(£) op W beskou. Ons 'doen nou dieselfde vir die konfigurasie D(x) vir elke x, d.i. vir
elke x € W, neem ons aD(x) en vD(x) (of aAD(x) en vD(x)) van D(x) C (W, <). Tabel
4 gee AD(x), en Tabel 5 vD(x) vir die vier moontlike x’e en vyf moontlike keuses vir D
'van Tabel 3 — waar AD(x) en vD(x) geneem word in terme van die produkordening,

voorgestel deur Figuur 24.

(1,1)

(1,0) (0,1)

(0,0)

Figuur 24
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aD(x)
X
D (1,1) (1,0) (0,1) (o,b)
T T T T T
pVy pVyq T T T
p P P T T
phg phyg P g T
F F F . F F
Tabel 4
vD(x)
X
D (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
T T T T T
pVyq T T T ~p Vg
p T T np ap
phyg T g p ap Aag
F F F F F

Tabel 5
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In terme van aAD(x) en vD(x) definieer ons nou vier preordeninge op W vir

elke D:
4.1.2 Definisies Vir enige x, y € W:

(1) X ésy : &  AD(y) kaD(x) en
as ook aD(x) k aD(y), dan x = y;

(2) x$y: o & vD(x) k vD(y);
(3) x{y: &  vD(x)FvD(y)en
as ook vD(y) F vD(x), dan x =y;

(4) x$y: @ aD(y) F aD(x).

Die ordeninge < en < is versterkings van onderskeidelik ¢ en< ,di.x <y
b cs tw bw bs

S
= x< < <y. : < < 1 x¥¢

x{yenx{y=x{y (Let wel ceng kan ook soos volg vertaal word: x <y

& aD(y) c aD(x) of x = y; x <y & vD(x) C.vD(y) of x = y.) Meer moontlike

Ccs

wérelde is dus in terme van ¢ (< ) asin terme'van ¢ (<) vergelykbaar. Ons sal £

cw bw bs "cs bs

en < sterk ordeninge op W noem — vandaar die "s" (vir sterk ("strong") of streng)

in bs en cs; en é en ¢ swak ordeninge — die simbool "w" dui hier op die be-

skrywing "weak". ) Watc‘:iie betekenis van "b" en "c" is, sal binnekort verduidelik
word. Vir ons illustratiewe taal met twee proposisionele veranderlikes, p en ¢, lewer
die vier ordeninge viiD=TenD=F; D=pV g D =p, en D = p A gonderskeidelik
die diagramme voorgestel in Tabelle 6, 7, 8 en 9.

As D =T (di. D = W) is vir elke x € W, (1,1,...,1) € D(x) en (0,0,...,0) €
D(x) wat beteken aD(x) = vD(x) = T. Alle x ¢ W is dus ekwivalent in terme van die

swak ordeninge, § en < ; en onvergelykbaar in terme van die sterk ordeninge, t<ss
w cw
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Dit is duidelik dat dié uitspraak ook vir D = F geld (sien Tabel 6).

Dz=TenD=F
55" § S " S
(L1 (L,o) (01)  (0,0) (1‘1) (}50) (0‘1) (o.,o)
Tabel 6
D=pvyg
< <
bs bw
(1,1) (1,1) (1,0) (0,1)
(1,0) (0,1) (0,0) (0,0)
és éw
Ly (Lo (o) (1,1)
(0,0) (1,00 (01) (0,0

Tabel 7
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D=p
és en %S éw e %W
(1,1) (1,0) (1,1) (1,0)
* —9
‘" "
(0,1) (00) 01) (00)
Tabel 8
D=pAgq
T
(1,1)
(1,0) (0,1)
(0,0)

Tabel 9
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As ons volledige informasie oor die waarheid het, bestaan die konfigurasie D
uit slegs ecen moontlike wéreld, naamlik die reéle wéreld, wat ons in Hoofstuk 3 as r =
(1,1,...,1) gencem het. Al is r nou enige moontlike wéreld, het vir elke x € W, D(x)
net een clement.  (As r = (1,1,..,1), is hierdic element van D(x) natuurlik x self.)
Dan is aD(x) = aD(y), of vD(x) = vD(y), as en slegs as I(x) = D(y), as en slegs as
x =y en dus is x gsy & x %wy, be gwy & x gny. As r wel as die wéreld (1,1,...,1)
geneem word, geld verder aD(y) F aD(x) as en slegs as x < y in die produkordening
van W; en net so, vD(x) k vD(y) as en slegs as x <y in (W, ¢). Dus, as D =
{(1,1,...,1)} geld:

xg.ymxé'ycaxéuyﬁxéwyﬁxSy
— sien Tabel 9. Ons sal voortaan met "volledige informasie" altyd D = {(1,1,...,1)}
bedoel.

In die algemeen geld dat as x ¢ D (d.i. x ¢ W—D)eny € D, dat x é.y en
dus ook, x l<_my: xfD& (1,1,.,1) £ D(x) @ vD(x) # T, enye D & (1,1,...,1) €
D(y) & vD(y) = T. Hicruit volg ook dat virx ¢ Deny€ D,y wa en dus, y g'x; en
dat alle x € D ekwivalent is in terme van éw, maar onvergelykbaar in terme van ,S;,' In
die ordeninge %, en E' is alle wérelde wat nic in die data D is nie, dus eg onder alle
wérelde wat wel in D is. Soortgelyk geld dat as x* ¢ D en y* € D, dat x g'y en dus
ook, x g‘y: x* ¢ D& (0,0,...,0) £ D(x) & aD(x) # T; eny* € D & (0,0,...,0) € D(y)
& aD(y) = T. Dit beteken dat in dic ordeninge ‘<_:' en é. 'n wéreld y wat in stryd met
een element van D is, nooit bokant 'n wéreld x wat 'n mate van versoenbaarheid met
alle clemente van D het, en waarvoor dus vir alle d € D, (x — d) # (0,0,...,0),

geplaas sal word nie.

In Hoofstuk 3 — die geval van volledige informasic oor dic waarheid — het ons die
elemente van W volgens die produkordening georden.  Alle afsluitingsoperasics is in
terme van die produkordening gedefinicer en dus ook, indirek, alle waarheidsgetrou-

heidordeninge. N6, met ons data as enige teorie D, of enige konfigurasie D, beskou
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ons nog steeds die produkordening op W vir die bepaling van die positiewe en
negatiewe afsluitings van die graad van versoenbaarheid, D(x), van x € W. aD(x)
en vD(x), verkry op hierdie manier, word gebruik om die vier ordeninge és, éw, gs en
<, op W te definieer. Dié vier ordeninge (en nie die produkordening' nie) gaan ons
nou gebruik om positiewe en negatiewe afsluitingsoperasies op P W te definieer, wat
op hulle beurt weer gebruik gaan word in die definiéring van datagetrouheidordeninge
van teorieé.

Dat, soos voorheen geredeneer, vir volledigé informasie, d.i. vir D =
{(1,1,...,1)}, és, éw, %s en %W maar net die produkordening op W is, is nie bloot
toevallig nie. Die doel met hierdie hoofstuk is om (vir enige data D), 'n algemene
beskrywing van datagetrouheid te gee — die geval van volledige informasie soos

beskryf in Hoofstuk 3, waar ons D as {(1,1,...,1)} geneem het, moet dus 'n spesiale

geval van 86 ’n beskrywing wees.
4.1.3 Definisies Viralle X C W:

(1) Ab)s( c={weW| (Ix e X)(x l<st)}, die sterk positiewe afsiuiting van X;

(2) X := {weW | (Ixe X)(w € x)}, die swak negatiewe afsluiting van X;
w w

(3) z)s( r={we W | (Ixe X)(w ésx)}, die sterk negatiewe afsluiting van X;
(4) aX:={we W | (Ix € X)(x ¢ w)}, die swak positiewe afsluiting van X.
cw cw

Ons kan natuurlik ook nogy,a ,4 env: 2W — 2PW definieer — vir
bs" bw cs cw .

ons doeleindes is % , g ,V ena : PW — PW egter voldoende. Die sterk positiewe
] W CS8 cw

afsluiting %X van X en die swak positiewe afluiting %X van X word dus onderskeidelik
8 w

in terme van die sterk ordening é en swak ordening ¢ op W gedefinieer — met és en
s cw
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< gedefinieer in terme van positiewe afsluitings in (W, <). Aan die ander kant word
die sterk negatiewe afsluiting Z)s( en swak negatiewe afsluiting g)‘s van X respek-
tiewelik aan die hand van die sterk ordening %s en swak or@ening éw op W beskryf,
waar { en < in terme van negatiewe afsluitings in (W, <) gedefinieer is. " Soos die
gebrmk is, sal ons die teorieé wat onderskeidelik met AX vX vX en aX ooreenkom,

bw c¢s CwW

met AX vX, vX en aX aandui. Omdat die ordemnge < en S op W onderskeidelik

bw’' cs cw

versterkmgs van { en % is, geld vir alle X C W: AX C aXen vX C vX of in die
cw w .

cw
“notasie van sinne: AX k aX en vX k vX.

bs cw cs bw

Ons noem 'n teorie X (of konfigurasie X) sterk positief as en slegs as X = ﬁ(
(of X = ﬁ§); sterk negatief as en slegs as X = z)s( (of X = Z)s(); swak positief as en
slegs as X = lcs)§ (of X = tcs)vg); en swak negatiefas en slegé as X = g)vg (of X = g}w().
die beskrywing van konfigurasies in die algemeen (Afdeling 2.1) het ons W op die na-
tuurlike manier, naamlik deur inklusie, georden. Al die begrippe (byvoorbeeld dié
van ’'n isotone konfigurasie) soos toe gedefinieer kan egter nou net so in terme van die
spesiale ordeninge < < < en gw beskryf word en sal daarom nie weer behandel word
nie.

In die geval van volledige informasie oor die waarheid, d.i. D = {(1,1,...,1)}
= {r}, lei die partisie op die versameling van alle moontlike wérelde in {r} en W —
{r}, tot 'n partisie o§ die sinne van die taal (in dié wat waar is in die reéle wéreld en
dié wat onwaar is in die reéle wéreld) en induseer sodoende 'n baie growwe preor-

dening op die sinne van die taal. (Vergelyk Afdeling 3.1.) Vir die algemene geval

waar D enige konfigurasie is, lei die partisie op W, in D en W — D, tot ’n trigotomie:
4.1.4  Definisies Vir enige teorie X:
(1) X is D-waar: ass D k X;

(2) X is D-onwaar: ass D k 2X (ass X k 2D);
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(3) X is D—onbepaald : ass Dk X en D F -X.

In die notasie van konfigurasies is X dus D—waarass DC X (ass DN X =
D); D—onwaarass DC (W —X) (ass X C(W-D),ass (W-D)nX=X,ass DnX
= ¢); en D—onbepaald ass X nie D-waar of D-onwaar is nie (d.i. ass DnX#Den D
NX#passDN(W—-X)# ¢enDnX# ¢). Diesin T is natuurlik altyd D-waar en
F altyd D-onwaar. As D = ¢ is beide hierdie sinne en ook alle ander sinne D—waar
sowel as D—onwaar, sodat ons nie 'n egte trigotomie kry nie. Beskou ons al die sinne
in een van die drie klasse, D—waar, D—onwaar en D—onbepaald, as ekwivalent aan
mekaar, en plaas ons elke D—onwaar sin onder elke D—onbepaalde sin; elke D—onbe-
paalde sin onder elke D—waar sin, kry ons ’n baie growwe preordening op die sinne
van die taal. Een van die parsiéle datagetrouheidordeninge wat ons nou op W

gaan definieer, is 'n verfyning van hierdie preordening.
4.1.5 Definisies Viralle X, YC W:

(1) XLY: & AX)AYe
b bs

a5 8X = 8Y, dan yX g‘vY en
S bs
as ook nog X =vY,dan X1 Y,

U‘

bw bw

in welke geval ons sé dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die dapper

leksikografiese datagetrouheidordening is.

(2) XLY: & vX(_:v\sfen
cSs
ast—vY dan aAX 2 aYen
cCS8 cw cw

asooknogAX—AY dan X CY,
cw

in welke geval ons sé dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die
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versigtige leksikografiese datagetrouheidordening is.

Die ordeninge, < en < op W, en operasies, s eny op £W, wat gebruik
bs bw bs bw
word om % op PW te definieer, het almal 'n "b" — vir "brave" ("dapper"), "bold"
en selfs "brash", in hul notasie. Hierteenoor, word die ordeninge, < en < op W, en
Cs . cw

operasies, v _en A wat nodig is vir die ordening C, uitgewys deur die "c¢" — vir
Ccs C Cc

w
"cautious" ("versigtig"), "circumspect" en selfs "cowardly", in hul notasie. Beide die
dapper ordening, %, en versigtige ordening, %, is 1eksikograﬁese ordeninge: vir die
relasiepaar X % Y vergelyk mens X en Y eers net in terme van hul sterk positiewe af-
sluitings %)s( en %¥ — indien %)S( die konfigurasie ﬁ}( eg bevat, dan geld X % Y. Net
as gelykheid (ﬁ)_f = %g) geld is dit nodig om die swak negatiewe afsluitings g}w( en g:{
van X en Y te vergelyk, waarvoor ons dan vereis dat dié van X eg bevat in dié van Y
moet wees. As ook g}vg = g}'{, dan word die logies sterkste teorie as meer datagetrou
of informasiegetrou beskou.

Aan die ander kant, word vir die relasiepaar X % Y, eers net die sterk
negatiewe afsluitings vX en vY van X en Y beskou. Indien nodig (d.i. as g)s( = z\s()

CcsS cSs
word ook die swak positiewe afsluitings AX en AY vergelyk. As ook %X = 'A¥,v isY
Ccw cw

w C
meer informasiegetrou as X in die versigtige ordening as Y logies swakker as X is.

Die leser mag dalk nou wonder hoekom ons nou juis op hierdie kombinasies
van positiewe en negatiewe afsluitings besluit het vir die defini€éring van data-
getrouheidordening; en meer nog — juis op hierdie spesifieke volgordes in die
leksikografiese definiéring daarvan. Ons antwoord hierop: ander variasies is wel
ondersoek en oorweeg, maar volgens ons beskouing lewer % en % intuitief die mees
bevredigende resultate — juis omdat % en % voorsiening maak vir twee verskillende
benaderings met betrekking tot die ordening (in terme van die beskikbare data) van
teorieé. Dat % met 'n dapper benadering en % met 'n Yersigtige benadering geasso-

sieer kan word, kan soos volg verduidelik word. In die leksikografiese ordening, %, is

die eerste prioriteit 'n hoé positiewe logiese inhoud — die teorie met die logjes
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sterkste positiewe afsluiting word dus eers oorweeg as die beste kandidaat vir data-
getrouheid.  Vir hierdie eerste stap in die leksikografiese vergelyking van teorieé
volgens %, word die sterk positiewe afsluitingsoperasie, 8, gebruik.  Die sterk
positiewe afsluiting tARs( van 'n konfigurasie X bestaan uit alle w ¢ W waarvoor daar 'n
x € X gevind kan word s6 dat x gsw. Om g}‘( te bepaal soek mens dus vir 'n moont-
like wéreld w € W, 'n moontlike wéreld x € X wat "slegter" as w is. Omdat 'n sterk
ordening op W vir hierdie "soekproses" gebruik word, gaan s6 'n x moeilik gevind
word. Staande in 'n sekere wéreld (w) sé mens dus (met die gebruik van die sterk
positiewe afsluiting) moeilik dat ’n ander wéreld slegter is.

Die tweede prioriteit in die leksikografiese ordening, E, is lae negatiewe
logiese 1nhoud, wat bepaal word in terme van die swak negatiewe afslustingsoperasie
v Vir die bepaling van die swak negatiewe afsluiting g}w( van ’n konfigurasie X,
word vir 'n w € W, 'n x € X gesoek s6 dat w gwx, d.i. 'n x € X s6 dat x beter as w is.
Omdat 'n swak ordening op W vir hierdie doel gebruik word, sal s6 ’n x maklik gevind
word. Maak mens dus gebruik van gw, sal mens, staande in 'n sekere wéreld, maklik
'n ander wéreld as beter beskou.

Indien nodig, word daar in die laaste deel van die leksikografiese ordening %,
voorkeur gegee aan hoé logiese inhoud, d.i. aan informatiwitest. 1In al drie die stappe
van die ordening % word dus 'n dapperheid weerspieél. |

Hierteenoor, word in die leksikografiese ordening %, 'n versigtigheid weer-
spie€l. As eerste prioriteit het die ordening, %, 'n lae negatiewe logiese inhoud — dié
word bepaal in terme van die sterk negatiewe afsluitingsoperasie v. Die sterk nega-
tiewe afsluiting z}'( van 'n konfigurasie X word bepaal deur vir 'nw € W, 'nx € X te
soek wat beter as w is, d.i. 'n x € X waarvoor w %sx. Omdat ons nou werk met ’n
sterk ordening op W, gaan 86 ’'n x € X moeilik gevind word. Staande in een wéreld sé
mens dus nou moeilik d.at 'n ander wéreld beter is.

Die tweede prioriteit in die ordening, %, is hoe positiewe logiese inhoud wat

bepaal word in terme van die swak positiewe afsluitingsoperasie a. Vir ’n wéreld w
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Houdings teenoor teorieé

Aspekte van die
definisie

C
dapper C

versigtig C
C

a) Leksikografiese
ordening

die eerste prioriteit
is hoé positiewe lo—
giese inhoud

die eerste prioriteit
is lae negatiewe lo—
giese inhoud

b) positiewe inhoud

A word gebruik:
bs

staande in een
wéreld, sé hy moeilik
dat 'n ander wéreld
slegter is

A word gebruik:
cw

staande in een
wéreld, sé hy maklik
dat ’n ander wéreld
slegter is

¢) negatiewe inhoud

v word gebruik:
bw

staande in een
wéreld, sé hy maklik
dat ’n ander wéreld
beter is

v word gebruik:
Ccs

staande in een
wéreld, sé hy moeilik
dat 'n ander wéreld
beter is

d) logiese inhoud

in gevalle waar lo—
giese inhoud alleen
die deurslag moet
gee, verkies hy hoé
logiese inhoud
(informatiwiteit)

in gevalle waar lo—
giese inhoud alleen
die deurslag moet
gee, verkies hy lae
logiese inhoud
(betroubaarheid)

Tabel 10
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om tot g}f van 'n konfigurasie X te behoort, moet x %ww vir 'n x € X Dit beteken
dat daar vir 'n w € W, 'n wéreld gesoek word wat slegter as w is — dié sal maklik
gevind word, want ons werk hier met 'n swak ordening op W. Staande in 'n wéreld w
sé mens dus nou maklik dat 'n ander wéreld slegter is.

In die laaste plek word daar (indien nodig) in die ordening, %, voorkeur
gegee aan lae logiese inhoud, d.i. aan betroubaarheid. In Tabel 10 gee ons 'n
opsomming van die voorafgaande bespreking oor die filosofiese aspekte met betrekking
tot die ordeninge % en _lc;

Die partisie van die sinne van die taal in D—waar, D-onwaar en D—onbe-
paalde sinne induseer soos reeds bespreek, 'n growwe preordening op die sinne van die
taal — waarvolgens alle D—onwaar sinne onder alle D—onbepaalde sinne en laasge-
noemde weer onder alle D—waar sinne is.  Ons sal nou bewys (Stelling 4.1.7) dat ook
die versigtige leksikografiese ordening %, vir alle D # F, al die D—waar sinne bo al die
D-onbepaalde sinne en dié weer bo alle D-onwaar sinne plaas. Vir die bewys van

Stelling 4.1.7 maak ons gebruik van die volgende resultate:

4.1.6 Stelling Vir D # ¢ geld vir alle XC W:

(1) Vir X D—waar is AX en AX D—waar; yX=vX=W.
bs cw bw cs

(2) Vir X D-onbepaald is aX en aX nooit D—onwaar nie; vX = W; vX is
bs cw bw cs
D—onbepaald.

(3) Vir X D—onwaar is va en Z)s{ D-onwaar.
w

(1) As D C X, dan D € aX, aX, vX, vX. Vir alle w € W bestaan daar 'n x € X
bs cw bw cs ‘
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s6 dat w gsx (as w € W ~ D, neem enige x € D, dan is vD(w) € vD(x) = W;
g ‘

as w € D, neem x = w). Dus, vX = W en gevolglik, gx =W.
CcSs w

X n D¢ ¢ impliseer %)s(nD#qbendus,%)w(nD# ¢ Viralewe W
bestaan daar 'n x € X (naamlik x € D) s6 dat vD(w) C vD(x), d.i. w (¢ x—
dus gzs = W. Maar virw € D — X is daar geen x € X 56 dat w %sx, d.w.s.
vD(w) c vD(x) of w = x, nie. Dus, vir 86.’n w geld w ¢ g)sﬁ, sodat D n z%(#

DenDn g)s(# ¢. Gevolglik is vX D—onbepaald.
[ ] :

X D—onwaar impliseer (1,1,...,1) ¢ D(x) vir alle x € X. Vir allew € D is

daar dus geen x € X 56 dat vD(w) = W C vD(x), d.w.s. s6 dat w ¢ x nie.

Vir alle w € D geld dus w ¢ gX, sodat D n gx = ¢, en gevolglik ook D n \cr)s§
w w

= ¢. vXen vXis dus beide D-onwaar. o
w CS

Die leksikografiese ordeninge C en % is duidelik parsiéle ordeninge, want X %
C

YenY % X as en slegs as X = Y (en soortgelyk vir %). As X £ Y beteken X % Y (en

X % Y) dus dat "Y "eg" meer datagetrou as X is", d.i. dat X lc: Y (en X E Y).

4.1.7

Bewys

XCY:
[+

Stelling Vir D # F geld vir alle D—onwaar X, D-onbepaalde Y en D—waar
Z:

Uit stelling 4.1.6 (3) volg dat ‘c’§ C (W = D). . Vir ’'n willekeurige x € g)s{

geld nou die volgende: x € W — D, d.i. (1,1,..,,1) ¢ D(x), wat beteken dat vD(x) # W.

Omdat YN D # ¢ (want Y is D—onbepaald), bestaan daar 'ny € Y (naamlik y € D) s6
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dat vD(x) c vD(y) = W. Dus, x %sy vir'ny € Y sodat x € z}f en gevolglik, z§ C Z¥
Verder geld dat Z¥¢ Z)s(: Uit 4.1.6 (2) volg dat z\sf nND#¢. Virye n[ N D bestaan
daar dus geen x € X s6 dat vD(y) (= W) € vD(x) of y = x nie (want X is D-onwaar
en gevolglik (1,1,...,1) ¢ D(x) vir alle x € X), d.i. daar bestaan geen x € X 56 dat y ésx

nie. Dit beteken y ¢ Z)s( waaruit volg dat vXcvYendus X LY.
CcSs cS§s C

YCZ vYND#¢enyYND#D. "Beskou'ny € Y. Asy €D, bestaan daar 'n z
€ Z (naamlik z = y — want Z is D-waar en dus D C Z) s6 dat y %sz endusy € z%
As y ¢ D, bestaan daar 'n z € Z (naamlik z € D) s6 dat vD(y) ¢ vD(z) = W, di. y <
z, en gevolglik y € Z% Dus, \ps{ C Z% Dié inklusie is egter streng, want DN Y # D,
maar D ¢ Z% Daar bestaan dus 'nz € D C Z%’ z ¢ Y. Vir so ’n z bestaan daar dan
geen y € ¥ s6 dat vD(z) (= W) ¢ vD(y) of z = y nie. Dit beteken z ¢ Z\sf Dus, \ZWSI

C z% waaruit volg dat Y C Z. O
p !

Die versigtige parsiéle ordening, %, is dus 'n verfyning van die growwe
preordening wat behoedsaam alle D-onwaar sinne onder alle D—onbepaalde sinne; en
laasgenoemde onder alle D—waar sinne plaas. In teenstelling hiermee, sal in terme
van die dapper ordening, %, 'n D-onwaar sin soms bo 'n D—onbepaalde sin; en selfs
onverskrokke bo 'n D—waar sin geplaas word. '

In plaas van parsiéle leksikografiese ordeninge op # W, kan mens ook par-
siéle produkordeninge definieer, waarmee ons bedoel dat in plaas van om aan een
afsluitingsoperasie prioriteit te gee, ’n positiewe en negatiewe afsluitingsoperasie
gelyke gewig kan dra. Die mees interessante produkordeninge, volgens ons bevinding,

is dié wat juis van % en C produkordeninge maak:
C
4.1.8 Definisies Vir alle X, YC W:

(1) XgY: e

o'b
o
(| W]
o b
4
o
%
[[mn]
o'q
>
[4°]
=
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as gelykheid in albei gevalle geld, dan Y € X,

in welke geval ons sé dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die dapper

datagetrouheidprodukordening is.

(2) X{Y: & vXCvY, aX2daYen

c [+ } cC8 Cw cw

as gelykheid in albei gevalle geld, dan X C Y,

in welke geval ons sé dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die

versigtige datagetrouheidprodukordening is.

Omdat g gegrond is op dieselfde ordeninge op W as %, is g vir dieselfde redes
as %, 'n dapper ordening.  Soortgelyk, kan é weer met 'n versigtige benadering
geassosicer word. Dit is duidelik dat é en é versterkings van onderskeidelik % en % is,
di. X f; Y=X E Yen X é Y=X % Y. In terme van E kan 'n D—onwaar sin by-
voorbeeld bo 'n D—onbepaalde en selfs bo 'n D—waar sin geplaas word: X % F vir alle
X: %g =FPk %}s( Alhoewel die ordening ?, dapper is, is dit egter nie s6 dapper soos sy
roekelose neef % nie. Stelling 4.1.9 (1) wys dat in terme van g, geen D-onwaar sin
bokant 'n D-onbepaalde, en nog minder bokant 'n D—waar sin geplaas word nie. 'n
D-onbepaalde sin kan egter wel nog (in terme van é) bokant 'n D-waar sin geplaas
word (sien Afdeling 4.2).

Volgens Stelling 4.1.7, is in terme van (E:, alle D-waar sinne bokant alle
D-onbepaalde sinne, wat weer bo alle D—onwaar sinne is. Sommige van hierdie
relasies verdwyn in é: in terme van g is nic meer alle D—onwaar sinne vergelykbaar
met alle D—onbepaalde sinne nie en ook nie alle D-onbepaalde sinne meer vergelyk-
baar met alle D-waar sinne nie. Dit geld egter nog steeds in 4 (soos in %) dat geen
D-onwaar sin bokant 'n D-onbepaalde sin geplaas word nie, en ook geen D—onbe-

paalde sin bo 'n D-waar sin nie (4.1.9 (2)) — behalwe as D = F.
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4.1.9 Stelling Vir D # F geld vir alle D-onwaar X, D—onbepaalde Y en D—waar
Z:

(1) ZfXenY§X;
() ZY,YiXenZ{X.

Bewys

(1) Volgens Stelling 4.1.6 (3) is yX D-onwaar, d.i. vX 1 D = ¢, wat impliseer
w w
vX # W. Volgens 4.1.6 (1) en (2) is Z = yY = W sodat yX C vZ en vX C
bw bw bw bw bw bw
vY, waaruit volg dat Z t XenY ¥ X.
bw b

(2)  Volgens Stelling 4.1.7 geld X CYCZ —dusZEY, Yt XenZ ¢ X; en
' C C C C C
gevolglik Z % Y, Y¥XenZ§ X. o
[+ C

in die volgende afdeling sal bogenoemde resultate aan die hand van voorbeelde in 'n
eenvoudige taal vir verskillende keuses vir D geillustreer word. Ons vertrou dat die
voorbeelde nie net meer lig sal werp op die eienskappe van %, _E_, é en é nie, maar ook
op die filosofiese aspekte met betrekking tot hierdie relasies.

42 TUSSEN (OMGEKEERDE) LOGIESE AFLEIBAARHEID EN
WAARHEIDSGETRQUHEID

Vir sowel die geval van geen informasie oor die waarheid (D = T) as die geval van
teenstrydige informasie (D = F), is al die elemente van W = 2" onvergelykbaar in

terme van die sterk ordeninge, g en Ss’ op W (vergelyk Tabel 6 in die vorige
] c )
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afdeling); dus %)s( = xcqs( = X viralle X ¢ W. Gevolglik is die dapper leksikografiese
ordening% in dié twee gevalle maar net dié van omgekeerde logiese afleibaarheid (d);
terwyl die versigtige lekstkografiese ordening % dié van logiese afleibaarheidis. Dit wil
sé:

X % Yo YEXen

X % YeXkY.
Alle x € Wis vir D = T of D = F ekwivalent in terme van die swak ordeninge éw en %w
op W (sien Tabel 6), wat beteken dat vir alle ¢ # X C W, vbz'{ = %25 = W. Gevolglik
isviralle X, Y#F:

X é Y& YEXen

X é YeoXEkY.
Let wel: Die sin F is vir alle D C W, met geen ander sin in terme van die produk-
ordeninge, é en é, vergelykbaar nie. Aan die ander kant geld viralle X, DCW: X %
FenF % X, d.i. F is bokant alle teorieé€ in % en onderkant alle teorieé in %

In die geval van geen informasie (D = T) of teenstrydige informasie (D = F),
18 Y dus ’n beter teorie as X in die dapper of progressiewe model, %, van datage-
trouheid, as Y meer informatief as X is (en dieselfde geld vir g as X, Y # F).
Hierteenoor is Y beter as X in die versigtige of konserwatiewe model, % (en é, as X, Y
# F), as Y meer betroubaar as X is. Omdat die groter konfigurasie 'n beter kans het
om die onbekende reéle wéreld te bevat, verkies die konserwatiewe persoon telkens die
groter bo die kleiner konfigurasie. Die progressiewe persoon, aan die ander kant,
verkies 'n teorie wat baie sé — al sou dit "baie lieg" beteken.
Ter illustrasie van die ordeninge %, %, g en é beskou ons die taal voort-

gebring deur {p, g}. Figuur 25 illustreer die ordening o (d.i. C viiD=Ten D = F)
van omgekeerde logiese afleibaarheid, van die sestien logies nie—ekwivalente sinne in
hierdie taal. Die diagram van die ordening k (d.i. % vir D = T en D = F) is presies net
die omgekeerde van Figuur 25 en word deur Figuur 26 geillustreer. Vir D = TenD =

F is die diagramme van f; en < dieselfde as dié van onderskeidelik % en % behalwe dat,
C



134

Figuur 25

(CviiD=TenD=zF)
b
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in teenstelling met die situasie in E en %, F met geen ander sin in 1(; en.é vergelykbaar
is nie.

As D = T, is T die enigste D—waar sin en F die enigste D—onwaar sin.
Figure 25 en 26 is dan ’'n duidelike illustrasie van Stellings 4.1.7, 4.1.9 en die
besprekings daarom: In terme van % is alle D-onwaar sinne onder alle D—onbepaalde
sinne en alle D—onbepaalde sinne onder alle D—waar sinne (Figuur 26); terwyl in die
ordening % die D-onwaar sin F bo al die D—onbepaalde sinne en D—waar sin T is
(Figuur 25). Omdat (vir D = T) die lyne na F die enigste lyne is wat verdwyn as die
ordening % na é versterk word, is dit duidelik dat volgens 4.1.9 (1) geen D-onwaar sin
in é bokant 'n D-waar of D—onbepaalde sin is nie — al die D—onbepaalde sinne is
egter bokant die D—waar sinne. Laasgenoemde gebeur duidelik nie in é nie — geen
D—-onbepaalde sin is bo 'n D—waar sin nie, wat klop met 4.1.9 (2).

Vir D = F, is alle sinne D-waar, maar ook D—onwaar. Uit Figure 25 en 26
is dit nou duidelik hoekom ons hierdie geval in die formulerings van 4.1.7 en 4.1.9

quitgesluit het.

Die volgende geval wat ons wil illustreer is dié van D = p v ¢, d.i. D = {(1,1), (1,0),
(0,1)}. D = pV g verteenwoordig die geval van data waarvolgens ons oor geen letter-
sin uitspraak kan lewer nie, d.i. ons het geen idee of (+)p of (¢)g in die reéle wéreld
voorkom nie — ons weet slegs dat (0,0) nie die reéle wéreld is nie (of dat =p A ~q nie
die geval is nie).

Tabel 11 gee vir D = p v g, die sterk positiewe afsluitings Ab}s(, swak nega-
tiewe afsluitings vb)‘s, sterk negatiewe afsluitings 2)8( en swak positiewe afsluitings 2?’(
van die sestien logies nie—ekwivalente sinne X — 800s geneem in terme van respek-
tiewelik gs, t(aw’ %s en %w geillustreer in Tabel 7. Ons dui ook vir elke X aan of dit
D-waar (), D-onwaar (o) of D-onbepaald is. Dit sal ons ook in die diagramme van
%, é, % en é aandui deur die posisies van D—waar, D-onwaar en D-onbepaalde sinne

onderskeidelik met o, 0 en o voor te stel. Aan die hand van Tabel 11 sal ons nou
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stapsgewys die proses wat lei tot die tekening van die dapper leksikografiese ordening
% vir D = p vV ¢— geillustreer deur Figuur 29 — beskryf.

Die eerste vereiste vir die relasiepaar X % Y om te geld, is dat Ab}s( b) %\s(. As
eerste stap in die konstruksie van % orden ons dus eers al die sterk positiewe
afsluitings van die konfigurasies volgens omgekeerde inklusie.  Dit beteken niks
anders nie as dat ons 7, — die versameling van sterk positiewe sinne, dit wil sé sinne
X waarvoor X = %)s(, volgens omgekeerde logiese afleibaarheid orden.  Figuur 27
illustreer (7, 4) vir ons illustratiewe taal.

Die volgende stap in die konstruksie van % is om die leksikografiese produk
(P, 4) @ (¥, k) te vorm — waar 4, die versameling van alle swak negatiewe sinne is,
d.i. al die sinne X waarvoor X = g)\g. Die leksikografiese produk (7, 4) @ (4, F)
word verkry deur vir elke P € 7,, al die sinne X; waarvoor ﬁ)s(i = P, se swak negatiewe
afsluitings g}w(i met P af te paar. Die ordening op die leksikografiese produk is die
leksikografiese ordening: vir alle (Py, Ny), (P2, N2) € (7, 4) @ (4,, F):

(Py, Ny) € (P2, Ng) @ P2 Pyenas Py = Py, dan Ny k Ny.
(As D sodanig is dat elke sin sterk positief is, kom ’Ps. met P W ooreen, d.i. Py is die
versameling van alle sinne, en dan is hierdie stap (om (7, 4) @ (4, F) te beskou)
natuurlik onnodig.) |

Volgens Tabel 11 is daar byvoorbeeld twee sinne X, naamlik p en p A ng,
waarvoor ﬁ)s( = p. Dit lewer die pare (p, vbsp)) en (p, g&p‘ A ~q)). In die produk (7
{) @ (¥,, k) is dié twee pare egter een en dieselfde element, want gSp) = g&p A-g) =
T. Hierteenooris virpe— g€ 7, per ¢= tA)gp —g) = ggjp A ~g) — wat die elemente
(P gyrerd) =y T) en (p & 6 ¥(pAg)=(p—qpAgvan? @
¥, tot gevolg het. Omdat ~p A ~gk T is (p ~ ¢, 7p A ~¢) onder (p « ¢, T) in (7, 4)
@ (4, k) — geillustreer deur Figuur 28.

Al wat nou nog gedoen moet word om % te konstrueer, is om met die behoud
van die ordening in die leksikografiese produk, vir elke (P, N) € (7, 4) @ (4, F) al

die sinne X waarvoor %X =P en gx = N, volgens omgekeerde logiese afleibaarheid te
8 w
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D=pvg

X aX vX vX aX

bs bw cs cw
[
T T T T T
p p T ¢—p T
q q T p—q T
PAg PAg T Py PAg

[ ]
pVQq pVyq T T T
p—q P—q T pP—q T
g—p g—p T g—p T
peq peg T peq T
ap p— g T ap T
~q g—7p T ~q T
0

apA-g pegq ap A g apAag T
aphAg q - T p T
pAg P T ~q T
apVng T T apVgq T
P+q pVyg T ~p Vg T
(0]
F F F F F

Tabel 11
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‘."j

Figuur 27

orden. ’n Sin X sal dan volgens hierdie laaste stap onder ’n sin Y wees as en slegs as
X % Y. Ter illustrasie van die laaste stap in die konstfuksie van %, beskou ons die
paar (p v g, T) van (7, 4) @ (¥,, F): die sinne X waarvoor Ab)s( =pVgen g}‘g =T,is -
die sinne p V gen p + ¢ (sien Tabel 11); omdat p + g+ p V ggeld p Vv q%p+ q.
Figuur 29 illustreer die dapper leksikografiese ordening % vieD=pVvag

Vir die relasiepaar X g Y moet %¥ o %)s( en g)‘s 4 g\w{. Die eerste deel (%\sf k
Ab)s() van bostaande konjunksie geld alreeds as X % Y. Dit beteken dat as X % Y geld
X § Y as en slegs as gz'{ ¢ g}'{. Om die leksikografiese ordening % tot die produk -

ordening g te versterk, is dus nie moeilik nie: vir elke relasiepaar X E Y kyk ons net



140

(F,F)

(», T) (¢,T)

(¢—p T) (p— ¢ T)

(T,T)

Figuur 28

of yX k vY — indien wel, dan X { Y. (AsyX =vyY en X L Y impliseer dit natuurlik
bw bw b bw bw b

sXJ)aYof AX=AYen Y C X.) Ons kan dus < konstrueer deur (7, 4) @ (4, F) in
bs ~ bs bs bs b

plaas van leksikografies, komponentsgewys te orden: vir alle (P, Ny), (P2, N3) € 7, @
y =

(P], Nl) < (Pg, N2) & PokPien Ny k Ny
en dan soos vir %, vir elke (P, N) € 7, @ ¥, alle X waarvoor %)s( = Pen g)vg =N

volgens omgekeerde logiese afleibaarheid te orden. Lyne in Figuur 28 wat met

hierdie versterkte ordening van ?, @ ¥, uitgeskakel word, is byvoorbeeld dié tussen
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F
(0]
PAg
pA-g &@peyg x “pAg
p . "IpAﬂq q
g P+ g np
g—p ®rVy p—q
pVg
o
T
Figuur 29

(%virDsqu)
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(pAg T)en (F,F); tussen (p— g, T) en (p« ¢ ~p A g); entussen (¢— p, T) en
(p e ¢ ~pA-g). Omdat ons sinne wat volgens transitiwiteit vergelykbaar is nie ook
met 'n lyn verbind nie, kan ons natuurlik nie sonder meer lyne uitvee nie — "nuwe"
lyne moet dikwels "oues" vervang: die lyn tussen (p — ¢, T) en (p « ¢, "p A 19)
word weggeneem, maar dié tussen (p — ¢, T) en (p «~ ¢, T) moet behou word. Die
diagram van f—, vitr D = p V ¢ word deur Figuur 30 geillustreer.  Let op, dat in
teenstelling met %, is p 16( ap A g

Vir die konstruksie van die versigtige ordeninge % (leksikografies) en é
(produk) gebruik ons metodes, soortgelyk aan dié vir die konstruering van % en g.
Die proses vir C is kortliks as volg: Beskou die leksikografiese produk (4, k) @ (7, )
van die sterk negatiewe sinne (al die sinne X waarvoor X = Vcl)s() met die swak
positiewe sinne (alle sinne X waarvoor X = zcs)é), en orden dit leksikografies: vir alle
(Ny, Py), (Ng, Po) € (4, F) @ (7, 4):

(Ny, Py) ¢« (Ng, Pg) & Nk Nyenas Ny = Ny, dan Py k Py,
‘Met die behoud van dié ordening word vir etke (N, P) € (4, F) @ (?,, 4) al die sinne
X Waarvoor Z)S( =Nen %)‘5 = P volgens logiese afleibaarheid georden. é word verkry
deur al dié relasiepare X % Y te neem waarvoor g?'( k ﬁ.)w( . Figuur 31 illustreer % en
Figuur 32 é virD=pV q Met behulp van Tabel 11 behoort dit vir die leser duidelik
te wees hoekom byvoorbeeld p A ¢ % penpA qics .

Die dapper karakter van die datagetrouheidordening, %, is duidelik te
bespeur in sy diagram vir D = p vV ¢ (Figuur 29): Die D-onwaar sin, =p A =g, wat geen
wéreld met die data deel nie word bo sinne verkies wat een (byvoorbeeld -p), twee
(byvoorbeeld p — ¢) en selfs drie (byvoorbeeld T) wérelde met D deel. Dat vir
laasgenoemde drie sinne T % (r—9 E wp, wys juis hoe ’n geringe rol die "deel van
wérelde met D" in hierdie ordening speel. Die sin ~p A ~q word daarom nie as beter
as p V q beskou nie — maar ook nie as slegter nie. Dat dié ordening informatiwiteit
hoog aanslaan, word duidelik deur die relasie paar p V ¢ % p + ggeillustreer: pV gen

p + ¢ het dieselfde sterk positiewe afsluitings en dieselfde swak negatiewe afsluitings;
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O

phAg

PAng - aphg

oy

¢ P+ q ap
g—7p +:qu pP—yq
p Vg
®
T
Figuur $0

(gvirD-:-qu)
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T

¢
pVgq
g—p ®-pV-g
) pP+yq
" pAg
PAng ®pe g
-lpAﬂq

o)

F

Figuur 81

(CvirD=
C

pVy)

p—4q
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pAg
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T
®
pVgq
q—p o pVq pP—q
pe ap+q q
'lq -|p
pA-g pe g pAg
"pAg
F
o)
Figuur 52

(gvirDsqu)
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P + ¢ het egter sterker deduktiewe krag as p V ¢ en word daarom eerder verkies.

Die versigtige leksikografiese ordening L (Figuur 31) daarenteen, plaas p + ¢
onder -p V ~g omdat ~p V ~¢ 'n logies swakker sin is. Die klem op betroubaarheid
kom ook in die relasiepaar p V ¢ % T na vore. Die "deel van wérelde met D" is dan

ook vir hierdie ordening, in teenstelling met %, belangrik: néi geld ~p € (p — q) % T.
Cc

In die taal voortgebring deur {p, ¢}, verteenwoordig die keuse D = p die geval van
"halwe" informasie oor die waarheid: D = {(1,1), (1,0)} bestaan nie net uit die helfte
van die moontlike wérelde van W = 2? nie, maar is ook die modelle van één van die
twee atomiese lettersinne. Vir D = {(1,1), (1,0)} weet ons dus dat die re¢le wéreld
(wat ons nie ken nie) 'n model van p moet wees; en dus nie 'n model van -p nie.
Omdat die "waarheid" vir sover dit ons kennis aangaan deur 6f (1,1) 6f (1,0) beskryf
kan word, het ons geen idee of ¢ of ¢ moet geld nie. In dié sin gee ons data dus
ﬁitspraak oor twee van die vier lettersinne. Ons sal die ordeninge %, %, é en é van die
sestien logies nie—ekwivalente sinne van ons illustratiewe taal vir D = p nou illustreer
en bespreek.

In tabel 12 word (vir hierdie geval — D = p) die sterk positiewe afsluiting
g)s(, swak negatiewe afsluiting g}é, sterk negatiewe afsluiting Z)s( en swak positiewe
afsluiting %}é (soos geneem in terme van die ordeninge voorgestel in Tabel 8 in
Afdeling 4.1) van elkeen van die sestien sinne X gegee. Volgens die tabel is die sinne
T, p, pV ¢ en ¢ — p D—waar (die sinne met o), terwyl ~p, "p A ¢, "p A gen F
D-onwaar (die sinne met o) is — die res van die sinne is natuurlik D—onbepaald. 7,
¥,, ¥ en P, is nou onderskeidelik die versamelings {T,p,pAqgpVg qg—p pAng,
F}; {T,p, F}; {T,p— ¢, p,"pA~gpAgpV-gF} en{T,p, F}

Volgens die dapper leksikografiese ordening C (geillustreer deur Figuur 33)
word die sinne, p A gen p A ~g, wat presies deur een (méar verskillende) element van
D bevredig word, roekeloos as beter as die sin p geévalueer omdat AbSp A g), %Sp Ag)cC

%Sp). Die D-onwaar sinne, 7p A 2g en 2p A ¢, wat in hierdie ordeninge as meer
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D=p
X aX vX vX aX
bs bw cs cwW
[ ] .
T T T T T
[ ]
P P T T P
g pVg T p—gq T
PAg phAg T pP—q p
e
pVyq pVygq T T T
p— q T T p—q T
[ ]
g—p qg—7p T T. T
perg g—p T p—q T
- :
ap T ap ap T
~q qg—p T -upV'lq' T
0
ap Ag g—p ap p A g T
0 . ,
pAg pVyq p aphg T
pAng pA-g T apVg P
ap Vg T T ap Vg T
p+4q PV T N AR T
o
F F F F F

Tabel 12
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;lpA‘qu

P Vg

p

Figuur §8
(% vir D = p)
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=10

Figuur 84

(é vir D = p)
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p
Vg g—p
pPhg \ pAg

Figuur 35

(% vir D = p)
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F
o

Figuur 86

(é vir D = p)
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datcgctrou as byvoorbeeld die D-waar sin T beskou word, kan volgens Stelling 4.1.9
(1) in die dapper produkordening g (geillustreer deur Figuur 34) nie meer bokant T,
p — gof ~p V ~q geplaas word nie.

In die versigtige leksikografiese ordening % (Figuur 35) word die sin D = p
bokant alle sinne geplaas — ook bokant T, want %ST) p) %gp). Let op watter posisies
die sinne p A gen p A ¢ in hierdie ordening beklee. Die versterkte weergawe (é)
word deur Figuur 36 geillustreer. Interessant genoeg he; ons dat p — q% “pAgpA
q%p—’ g, maar p — qg-rp/\ gen ~p A qu—o g VirpAgenpV ggeld weer: pV

qu/\q,p/\quvq,p/\quvqenpvq!csp/\q.

Die laaste geval wat ons wil bespreek is die geval van volledige informasie oor die
waarheid, waar ons soos afgespreek, die informasie as D = {(1,1,...,,1)} neem. In
.Hoofstuk 3 het ons die preordening < en parsiéle ordening & gebruik om die
waarheidsgetrouheid van teorieé te evalueer. Ons wil nou aantoon dat in hierdie
geval die dapper datagetrouheidordening g maar net die waarheidsgetrouheidordening
«is.

Soos reeds betoog, is vir D = {(1,1,...,1)}, d.i. vir D = py A pa A ... A py, die
sterk ordeninge, és en %s, en die swak ordening, éw en gw, op W maar net die produk-
ordening. Vir elke teorie X is sy sterk en swak positiewe afsluitings dus maar net sy
positiewe afsluiting (soos beskryf in Hoofstuk 2, Afdeling 2) — dus %)s( z Lc\)'g = aX; en
soortgelyk, g)s( z g}‘s = vX. In die besonder is vir die sestien logies nie—ekwivalente
sinne van ons illustratiewe taal, AX en vX soos gelys in Tabel 2, Afdeling 3.1. Vir
volledige informasie is natuurlik alle sinne 6f D—waar 6f D-onwaar en dan praat ons
sommer net van waar en onwaar (in plaas van byvoorbeeld D—waar). In Figuur 37
(die illustrasie van %) kan die leser duidelik sien dat heelwat onwaar sinne as meer
datagetrou (of dan meer waarheidsgetrou) as waar sinne in die dapper ordening g

beskou word. Die sin p A ¢ wat in die illustratiewe taal die volle waarheid

verteenwoordig is egter behalwe vir die sin F, "beter" as al die sinne; terwyl die sin
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ap A ¢, wat die "anti—waarheid" verkondig, heel laaste in die ry van "nader—aan—die-
waarheid" staan.

Volgens Stelling 3.4.5 (Afdeling 3.4) geld vir alle teorieé X, Y, dat as oX =
oY (d.i. AX =aYenvX =vY)dan X &=Y ass Y  X. Dit beteken niks anders nie as
dat vir die geval van volledige informasie oor die waarheid, die dapper datagetrou-
heidprodukordening é, maar net die parsiéle waarheidsgetrouheidordening & is. Vir
ons illustratiewe taal lewer E dus die ordening van Figuur 21 (Afdeling 3.4).

Figuur 38 illustreer die versigtige leksikografiese ordening % van die sestien
logies nie—ekwivalente sinne van ons illustratiewe taal vir D = p A ¢. Soos ons nou al
van hierdie ordening kan verwag, word die sin p A ¢ heel bo geplaas en ook alle waar
sinne bokant alle onwaar sinne. Interessant genoeg is die boonste vyf sinne in die
diagram georden volgens omgekeerde logiese afleibaarheid, terwyl die onderste vier
sinne in die diagram volgens logiese afleibaarheid georden is. (Die boonste vyf is
‘natuurlik positief en die onderste vier negatief.) Diesinne T, ¢— p, p— genpe g
is die enigste sinne wat dieselfde positiewe sowel as diéselfde negatiewe afsluitings het
(wat vir dié eenvoudige taal — positiewe en negatiewe afsluitings, die sin T is). Dit
beteken dat dié vier sinne die enigste posisies ié waar die diagram van é (Figuur 39)
van dié van ?, (Figuur 21 in Afdeling 3.4) kan verskil: in Figuur 21 word die vier
sinne volgens omgekeerde logiese afleibaarheid georden; in Figuur 39 volgens logiese
afleibaarheid. Dit is interessant om daarop te let dat p « q% p+4qp+ q% P g

maar dat dié twee sinne onvergelykbaar is met betrekking tot é en «.
. c

Behalwe vir die illustrasies van die leksikografiese ordeninge, % en _cl;, en die
produkordeninge, 3 en é, wil ons in hierdie afdeling ook die leser oortuig van die
toepassingsmoontlikhede van ons teorie oor datagetrouheid in digitale inligtings-
oordrag. Ons sal begin deur aan te toon dat die proposisionele logika as model vir
onsekerheid in digitale inligtingsoordrag kan dien.

Digitale inligtingsoordrag handel kortliks oor die oorseining van boodskappe



154

F
PAg
p q
PA~g phyg
pVy k

QP+yq

p=q
q—7p p—q
. |
' apV-og
g ap

P Aog
Figuur 87

(%virDspAq)



155

pAg
P q
pVy
T | .
g—7p pP—q
per g

j)l’“l‘q

Lp V‘ﬂq
PA~g p ‘A q
al] ’p
ap A g

F

Figuur 38
(CvirD=pAyg)
c



156

pAg

Figuur 39
(é virD=pAg)



157

wat gekodeer is as 'n eindige string simbole — gekies uit enige eindige alfabet. Enige

eindige alfabet kan egter in terme van die Boole—algebra 2 = {0, 1} gekodeer word,

sodat ons sonder verlies aan algemeenheid die alfabet as {0, 1} kan neem. Vir ons
doel sal ons aanneem dat die lengte van die boodskappe bekend is — ‘meer spesifiek;

ons veronderstel die boodskappe is van lengte n. Elke boodskap is dus maar net 'n

n—tal nulle en ene; of 'n moontlike wéreld of valuasie v : {py, ps, ..., pn} — {0, 1}.
Die sender stuur die boodskap deur ’'n sekere kanaal aan die ontvanger.

Wanneer daar ruis (of versteurings) in die kanaal van oorseining voorkom, kan dit

gebeur dat die boodskap foutief oorgesein word, en wat dan in die omruil van simbole

manifesteer: 0+~ 1, 1 — 0. Ons gee 'n eenvoudige voorbeeld: 'n Gekodeerde
deeltjie van ’'n satellietfoto (as boodskap), sé (1,0,0,1), word deur die lugruimte (as

kanaal) na ’n ontvanger op die aarde gestuur. As gevolg van versteurings, 008

‘weerlig, word die boodskap foutief as (1,1,0,0) ontvang.

| In die geval van boodskappe met lengte n,‘is daar in totaal 2" moontlike

boodskappe — waarvan, in beginsel, enigeen by die ontvanger kan uitkom. ~Afhang-

ende van die data waaroor hy (of sy of dit) beskik, het die ontvanger ’n sekere graad
van (on)sekerheid oor die korrekte boodskap wat op 'n spektrum, van totale sekerheid
aan die een kant, tot totale onsekerheid aan die ander kantv, kan varieer:

. Totale sekerheid: die ontvanger het volledige data oor die korrekte boodskap
en weet dus presies watter een van die 27 mqontlike n—talle die korrekte
boodskap is. |

. Totale onsekerheid: die ontvanger het geen of teenstrydige data — vir sover
hy weet kan die boodskap enigeen van die 2" moontlikhede wees.

. Tussenin: die ontvanger weet die korrekte boodskap moet eem van 'n
versameling boodskappe wees.

Elke moontlike toestand van die ontvanger se kennis (en dus van sy (on)sekerheid)

oor die korrekte boodskap is dus maar net 'n versameling boodskappe (moontlike

wérelde of valuasies), d.i. ’n konfigurasie, of sin in die proposisietaal met n
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voortbringers. Die proposisielogika kan dus gebruik word om onsekerheid in digitale
inligtingsoordrag uit te druk.

Op grond van sy kennis (data) oor die korrekte boodskap, kan die ontvanger
nou sekere vermoedens uitspreek (of raaiskote waag) oor wat die korrekte boodskap
moet wees, waarmee ons bedoel dat die ontvanger vermoed (of raai) dat die korrekte
boodskap een van ’'n sekere versameling boodskappe moet wees.  Dus, met 'n
raaiskoot of vermoede bedoel ons weer eens maar net een of ander konfigurasie, wat
natuurlik weer met 'n proposisie ooreenkom. Ons beskrywing van informasiege-
trouheid stel die ontvanger dan in staat om in die lig van sy kennis oor die korrekte
boodskap, nie alleenlik alle moontlike boodskappe asook alle moontlike raaiskote (d.i.
versamelings moontlike boodskappe) te vergelyk nie — hy kan boonop 'n persoonlike
-stempel op die vergelykingsproses plaas. Daarmee bedoel ons dat ons beskrywing van
informasiegetrouheid voorsiening maak vir die ontvanger met 'n dapper ingesteldheid
sowel as vir die een met 'n meer versigtige benadering.  Natuurlik vereis sekere
situasies 'n meer konserwatiewe benadering, terwyl die ontvanger met andef situasies
madr sy nek bietjie kan uitsteek (sonder die vrees dat hy "onthoof" sal word in die
proses). Ons gee ’n eenvoudige voorbeeld:

Veronderstel ons werk met boodskappe van lengten = 2. Danis W = 2" =
{(1,1), (1,0), (0,1), (0,0)} — die versameling van alle moontlike boodskappe van
lengte 2. Ons neem aan dat die ontvanger oor inligting beskik waarvolgens hy weet
die korrekte boodskap moet (1,1) of (1,0) wees, d.i. D = {(1,1), (1,0)}. Werk ons
met die proposisietaal voortgebring deur {p, g}, beteken dit D = p. Veronderstel p en
¢ dra onderskeidelik die betekenisse van "val basis P aan" en "val basis Q aan". Dan
kom die elemente vaﬂ W = 2" met die volgende boodskappe ooreen: (1,1): val basis
P en basis Q aan; (1,0): val basis P aan, maar nie basis Q nie; (0,1): val basis Q
aan, nie basis P nie; en (0,0): moenie basis P aanval nie en ook nie basis Q nie.
Volgens sy beskikbare inligting weet die ontvanger (veronderstel hy is 'n weermag-

generaal) net dat hy basis P moet aanval, oor basis Q is hy in die duister. Vir'n
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generaal wie se bevordering afhang van ’'n suksesvolle aanslag, is hierdie onvolledige
inligting 'n nagmerrie — moet hy nou basis Q aanval of nie. Afhangende van die
erns van die situasie en sy eie ingesteldheid besluit hy dan op ordeninge op W om
uiteindelik alle moontlike raaiskote te orden en hom sodoende te help in sy besluit-
nemingsproses.

'n Verantwoordelike generaal sal waarskynlik die belangrikheid en sterkte
van basisse P en Q oorweeg voordat hy besluit of die situasie hom tot 'n dapper of
versigtige benadering leen.  Sou hy besluit dit is beter om liewers nie waaghalsig te
wees nie ('n derde wéreldoorlog kan miskien deur sy optrede om basis Q aan te val
ontketen word) sal hy volgens Figuur 35 (of Figuur 36 as hy ekstra versigtig is) die
raaiskoot {(1,1), (1,0)} (d.i. p) bo byvoorbeeld {(1,1)} (d.i. p A g) oorweeg. Hitler se
‘manne aan die ander kant, sou waarskynlik minder versigtig wees om basis Q aan te
val (want hulle sou dit tog uiteindelik een of ander tyd moes doen) en dan eerder een
van die dapper ordeninge (% of g) gebruik om hulle besluitnemingsproses te rig —
volgens Figure 33 en 34 sou hulle dan p A ¢ bo p oorweeg.

In die geval van sulke eenvoudige voorbeelde (boodskappe met lengte 2) mag
dit vir die leser onnodig voorkom om byvoorbeeld vir D ={(1,1), (1,0)} raaiskote soos
{(0,1), (0,0)} te corweeg, omdat die "beste" raaiskote so duidelik uitkenbaar is (nie
dat daar nie generaals is wat wel heeltemal in stryd met die inligting sal handel nie —
ons sal liewers nie voorbeelde noem nie). Vir gevalle met boodskappe van langer
lengtes (wat 'n proposisietaal met meer veranderlikes beteken) is dit egter nié so
maklik om die beste raaiskote uit te ken nie en dan kom ons informasiegetrouheid-

ordeninge wel handig te pas.

—000—
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SLOTOPMERKINGS

Die hele verhaal oor die waarheidsgetrouheid— en datagetrouheidordeninge van
teorieé het afgespeel binne die raamwerk van ’n baie eenvoudige proposisionele taal.
Ons hoop om in die nabye toekoms die ordeningrelasies en hul eienskappe in groter
diepte te ondersoek — ons beoog onder andere om hulle ook vir teorie€ in die taal
van die predikaatlogika te definieer en bestudeer. Argumente vir die bestudering van
eenvoudige teorieé in die studie van waarheidsgetrouheid bestaan daar egter wel —
as iemand byvoorbeeld Popper se idee aan eenvoudige voorbeelde getoets het, sou dit
nie 'n dekade geneem het om die probleem in sy definisie raak te sien nie.

Die bestudering van toepassingsmoontlikhede in onder andere die Psigolo-
gie, is 'n verdere beoogde navorsingsprojek. Daar bestaan alreeds wiskundige model-
lerings vir die teorieé oor voorkeure (sien Moutafakis [1987]) en dit skyn of ons

ordeningrelasies ook in hierdie veld aangewend kan word.

Ons het aangetoon dat vir die geval van geen informasie (d.i. D = T), die
dapper ordening, %, met omgekeerde logiese afleibaarheid ooreenkom; en die
versigtige ordening, %, met logiese afleibaarheid. Ons ordeninge, % en %, is dus
veralgemenings van die gewone afleibaarheidsrelasie.  As gevolg van hierdie feit is
daar ook nog ’'n ander belowende toepassingsmoontlikheid van ons ordeningrelasies ~—

naamlik in die studie van deduktiewe databasisse waar mens die gewone afleibaar-

heidsrelasie met % of C kan vervang.
[+

~——000—
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INDEKS VAN NOTASIES

Notasie Beskrywing Bladsy
2(A) magsversameling van A ' 11
2 Boole-algebra, {0, 1} 11
2t versameling van alle funksies van
Ain 2 ‘ 11
W 11
C, X, Yens. konfigurasie 11
A positiewe afsluitingsoperasie 14
v | negatiewe afsluitingsoperasie 15
(*)ps positiewe of negatiewe lettersin 17
CA(+) versameling van alle positiewe
lettersinne | 17
>A(L) versameling van alle lettersinne 18
X, ¥, Z €ns. moontlike wéreld | 18
V, W €ens. valuasie 18
. nie | 19
A en 19
v of 19
— as ... dan ... 19
- ass 19
+ eksklusiewe of 19
X, Y, Z ens. ‘teorie (sin) 19
S sin ’ 19

xkX x is 'n model van X 19
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie

Mod(X)

-

Beskrywing

versameling modelle van X

logiese ekwivalensie

toutologie

kontradiksie

semantiese afleibaarheid

reéle wéreld

anti—wéreld
waarheidsgetrouheid—preordening
waarheidsgetrouheid—ekwivalensie
versameling van alle positiewe sinne
versameling van alle negatiewe sinne
deduktiewe afsluiting van X
positiewe konfigurasie

negatiewe konfigurasie

versameling positiewe sinne in taal
voortgebring deur {p, g}
versameling negatiewe sinne in taal
voortgebring deur {p, g}

positiewe sin

negatiewe sin

kleinste element in tralie

‘grootste element in tralie

vrye distributiewe tralie met n

voortbringers

Bladsy

19
19
19
20
25
44
46
53
55
68
68
68
75
75

76

76
76
]
88
88

88
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie

oX
dX

A
-~

D (of D)
D(x) (of D(x))

olm

OlA OLA

Beskrywing

konvekse inhoud van X
nie—konvekse inhoud van X

parsiéle waarheidsgetrouheidbrdening
data

graad van versoenbaarheid van x

met D (of D)

sterk ordeninge

swak ordeninge

sterk positiewe afsluiting

swak positiewe afsluiting

sterk negatiewe afsluiting .

swak negatiewe afsluiting

dapper leksikografiese datagetrou—
heidordening

versigtige leksikografiese datage—
trouheidordening

dapper datagetrouheidprodukordening
versigtige datagetrouheidproduk—

ordening

‘D—waar

D—onwaar

D—onbepaald
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98
08
102
110

113
115
118
118
122
122
122
122

124

124
130

131
136
136
136
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie Beskrywing

P versameling van alle sterk

positiewe sinne

X, versameling van alle swak
negatiewe sinne

Q@ leksikografiese produk

4 leksikografiese ordening

Py versameling van alle swak
positiewe sinne

¥ versameling van alle sterk

negatiewe sinne
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137

137

137

137

142
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INDEKS VAN BEGRIPPE

Begrip

antitone konfigurasie

anti-wéreld

beskryfbare (aksiomatiseerbare) konfigurasie -
betroubaarheid

dapper datagetrouheidprodukordening
dapper leksikografiese datagetrouheidordening
data

deduktiewe afsluiting

diagram

diagramsin

dialektiese tralie

D—onbepaald

D-onwaar

D-waar

filter

graad van versoenbaarheid

ideaal

infimum

informatiwiteit

isotone konfigurasie

karakteristieke funksie

konfigurasie

kontradiksie
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46
21
63
131
124
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68
18
18
77
124
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113
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip

konvekse inhoud

L: leksikografiese ordening
letter—outomorfie (L—outomorfie)
lettersin
logies—ekwivalent

M: magsversameling
model
moontlike wéreld

N: negatiewe afsluiting
negatiewe inhoud
negatiewe konfigurasie
negatiewe sin

nie—konvekse inhoud

0: onwaarheid—inhoud
onwaar sin
P: parsiéle ordening

parsi€le waarheidsgetrouheidordening
positiewe afsluiting

positiewe inhoud

positiewe konfigurasie

positiewe sin

preordening

produkordening

R: reéle wéreld

Bladsy

98
137
112

17

19

11

19

18

15

70

12

24
98

62

44

73
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14

70

12

24
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip ' B Bladsy
S: sin ' 19
sterk negatiewe afsluiting 122
sterk negatiewe konfigurasie (sin, teorie) | 123
sterk ordening _ ‘ | 118
sterk positiewe afsluiting 122
sterk positiewe konfigurasie (sin, teorie) 123
supremum ' 7
swak negatiewe afsluiting 122
swak negatiewe konfigurasie (sin, teorie) 123
swak ordening . 118
swak positiewe afsluiting 122
swak positiewe konfigurasie (sin, teorie) - 123
T: teorie 19
totaal onversoenbaar | 113
totaal versoenbaar 113
toutologie : 19
tralie ' ‘ 75
V: valuasie 18
versigtige datagetrouheidprodukordening - 131

versigtige leksikografiese datagetrouheid—

ordening - 124
volledige disjunktiewe normaalvorm ' 23
volledige distributiewe tralie 76

vrye distributiewe tralie 88
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip Bladsy
W: waarheid—inhoud 62
waarheidsgetrou—ekwivalent : 55
waarheidsgetrouheid—preordening ‘ 53
waar sin 44

— 00—



174

INDEKS VAN TABELLE

Tabel Bladsy
1 22
) 52
3 114
4 117
5 117
6 119
7 119
8 120
9 120
10 | 127
11 138
12 _ 147

— 00—



Figuur

Ot e W

[=2]

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

175

INDEKS VAN FIGURE

Bladsy

17
21
21
22
33
34
45
48
48
48
49
50
54
56
70
72
76
76
78
99
104
105
105



176

INDEKS VAN FIGURE (VERVOLG)

Figuur Bladsy
24 . 116
25 134
26 , , 135
27 | 139
28 140
29 141
30 143
31 144
32 145

. 33 148
34 | 149

35 150
36 ‘ T
37 154
38 | 155
39 156

—000—



