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I think, Socrates, as presumably you do yourself, that in this life it is either altogether

beyond our powers, or at least very difficult, to attain certain knowledge about matters

such as these. And yet a man would be a coward if he did not try with all his might to

refute every argument about them, refusing to give up before he has worn himself out by

examining them from all sides. For he must do one of two things: either he must

learn, or discover, the truth about these matters, or if that is beyond his powers, he

must grasp whatever human doctrine seems to him to be the best, and to offer the

hardest resistance to refutationj and, mounting on it as upon a raft, he must venture

into danger and sail upon it through life, unless he can mount on something stronger,

less dangerous, andmore trustworthy ...

- PLATO (in Popper [1969], p. 252).
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OPSOMMING

Oral waar informasie of empiriese data benut moet word, byvoorbee1d in die keuse

tussen twee opponerende teoriee of in die ontwerp van 'n deskundige stelsel om

besluitneming te ondersteun, tree fundamentele vrae na vore: wanneer is, met

betrekking tot gegewe informasie of data, een teorie in verge1yking met 'n ander een

meer waarheidsgetrou, meer betroubaar, of meer informatief?

Die eerste formele definisie van waarheidsgetrouheid is deur Popper gefor­

muleer. Popper se kwalitatiewe definisie van waarheidsgetrouheid herus op die

beginsel van logiese afleibaarheid: hoe groter die versame1ing van waar sinne

afleibaar uit 'n teorie en hoe kleiner die versameling van onwaar sinne afleibaar uit 'n

teorie, hoe nader is die teorie aan die waarheid. In Hoofstuk 1 bespreek ons kortliks

Popper se benadering tot waarheidsgetrouheid. Enkele ander be1angrike benaderings

word ook bekyk, onder andere die van Oddie, Kuipers en Niiniluoto.

In Hoofstuk 2 definieer ons die begrip konfigurasie - eers in die algemeen

(Afdeling 2.1) en daarna in die proposisielogika (Afdeling 2.2) en predikaatlogika

(Afdeling 2.3). Die begrippe van 'n positiewe en negatiewe konfigurasie word ook

omskryf (2.1) en die betekenis daarvan in die proposisielogika (2.2) en predikaat­

logika (2.3). Positiewe en negatiewe konfigurasies word op 'n aantal maniere,

semanties en sintakties, gekarakteriseer.

In die proposisielogika is die begrip "konfigurasie" 'n gemeenskaplike

veralgemening van sinskonnektiewe, sinne en teoriee. Die begrip dien dan ook as

raamwerk vir die vergelyking van teoriee in terme van hul waarheidsgetrouheid

(Hoofstuk 3).

In Hoofstuk 3 word 'n model vir die vergelyking van proposisionele teoriee

teen die agtergrond van voUedige informasie oor die "werkllkheid" voorgestel. Ons

definieer naamlik in Afdeling 3.1 'n waarheidsgetrouheid-proordening van teoriee in
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terme van die positiewe en negatiewe afsluitings van teoriee. Hierdie voorstel lewer

dieselfde waarheidsgetrouheid-preordening as wat deur Brink en Heidema as 'n

"magsordening" gedefinieer is. Die ooreenkomste en verskille van die preordening

met Popper se definisie van waarheidsgetrouheid word in Afdeling 3.2 bespreek.

Die waarheidsgetrouheid-preordening kan tot 'n parsiele ordening saamge­

trek word en dan in 'n voUedige distributiewe tralie ingebed word. In Afdeling 3.3

beskryf ons hierdie inbeddingsproses en toon aan dat elke tralie van aile positiewe (of

negatiewe) konfigurasies isomorf aan 'n vrye distributiewe tralie is. 'n Rekursiewe

konstruksie vir die verkryging van die vrye distributiewe tralie met n + 1 voort­

bringers uit die vrye distributiewe tralie met n voortbringers, word ook voorgestel.

Die waarheidsgetrouheid-preordening kan aan die hand van die konvekse en

nie-konvekse inhoud van elke teorie, oak verfyn word tot 'n parsiele ordening - die

proses word in Afdeling 3.4 bespreek. (Vir 'n verkorte weergawe van Hoofstuk 3,

verwys ons die leser na die artikels van Burger en Heidema ([1990] en [1997]).)

In Hoofstuk 4 veralgemeen ons die hele verhaal van Hoofstuk 3 - die

verhaal van die waarheidsgetrouheidordening van proposisionele teoriee teen die

agtergrond van volledige informasie oor die waarheid - na die geval van onvoUedige

informasie. Twee leksikografiese ordeninge word in 4.1 gedefinieer vir die verge­

lyking van teoriee se datagetrouheid - een wat met'n dapper en een wat met 'n

versigtige benadering tot datagetrouheid geassosieer kan word. Die ordeninge kan

versterk word tot produkordeninge. Filosofiese eienskappe van die ordeninge word

bespreek, onder andere die eienskappe met betrekking tot betroubaarheid en informa­

tiwiteit. Die modellering van onsekerheid in digitale inligtingsoordrag word in 4.2

geopper as 'n toepassingsmoontlikheid van die ordeninge.

--000--
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SUMMARY

Frequently when information or empirical data has to be employed, e.g. in choosing

between rival scientific theories or in the design of a scientific system to support

decision making, fundamental questions come to the fore: when is, relative to

available information, one theory closer to the truth, more dependable, or more

informative than another theory?

In 1960 Popper gave the first formal explication of verisimilitude (truth­

likeness). Popper's qualitative theory of truthlikeness employed the notion of logical

consequence: a theory is closer to the truth the larger the set of its true consequences

and the smaller the set of its false consequences. In Chapter 1 we discuss Popper's

theory of truthlikeness as well as a few other important approaches, such as those of

Oddie, Kuipers and Niiniluoto.

The notion, configuration, is defined in Chapter 2 - firstly in general

(Section 2.1) and then in the propositional logic (Section 2.2) and predicate logic

(Section 2.3). The notions of a positive and negative configuration are also described

(2;1) as well as their meanings in the propositional logic (2.2) and predicate logic

(2.3). Positive and negative configurations are characterized, semantically and

syntactically, in a number of equivalent ways.

The notion "configuration" is in the propositional logic a common genera­

lisation of connectives, sentences and theories. Because of this fact, configurations

provide a framework within which we can compare the truthlikeness of theories

(Chapter 3).

In Chapter 3 we propose a model for the comparison of propositional

theories against the background of full information about the "actual world". We

define namely (in Section 3.1) a verisimilar preordering of theories by employing the

positive and negative closure of each theory. This proposal delivers the same
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verisimilar preordering of theories that has been defined by Brink and Heidema as a

"power ordering". The similarities and differences of the preordering to Popper's

definition of truthlikeness are discussed in Section 3.2.

The preordering may be collapsed to a partial ordering and then embedded

into a complete distributive lattice. In Section 3.3 we describe this embedding process

and also show that each lattice of all positive (or negative) configurations is

isomorphic to a free distributive lattice. A recursive construction for obtaining the

free distributive lattice with n + 1 generators from the free distributive lattice with n

generators is also proposed.

The preordering may also be refined to a partial ordering by employing the

conoeo-conieni and non-convex content of each theory - we discuss this process in

Section 3.4. (We refer the reader to the papers of Burger and Heidema ([1990] &

[199?]) for a shorter version of Chapter 3.)

In Chapter 4 we generalise the whole story of Chapter 3, i.e. the story of

the veri similar ordering of propositional theories against the background of full

information, to the case of incomplete information. We define (in 4.1) two

lexicographical orderings - one which may be associated with a brave approach and

one which may be associated with a cautious approach to the comparison of theories

in terms of available information. These orderings may be strengthened to product

orderings. Philosophical properties of the orderings are discussed, among others the

properties in connection with dependability and informativity. The modelling of

uncertainty in the transfer of digital information is proposed (in 4.2) as a possibility

for application of the orderings..

--{lOo--
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HOOFSTUK 1

WAARHEIDSGETROUHEID - IN BESPREKING
VAN ENKELE BELANGRIKE BENADERINGS

The gods did not reveal, from the beginning,

All things to us; but in the course of time,

Through seeking we may learn, and know things better.

But as for certain truth, no man has known it,

Nor will he know it; neither of the gods,

Nor yet of all the things of which I speak.

And even if by chance he were to utter

The final truth, he would himselfnot know it;

For all is but a woven web of guesses.

- XENOPHANES (in Popper [1969], p. 26).

Die probleem van waarheidsgetrouheid ("verisimilitude") is om te kan spesifiseer

wanneer een teorie nader aan die waarheid (of werklikheid) is as 'n ander teorie.

Alhoewel van die vroegste filosowe, soos byvoorbeeld Plato, reeds oor die waarheid

van teoriee gewonder en getwyfel het, is die probleem vanwaarheidsgetrouheid vir die

eerste keer formeel aangepak deur Popper in 1960 ([1969] en [1972]).

Professor Sir Karl Raimund Popper is op 28 Julie 1902 in Himmelhof in die

distrik Ober St. Veit in Wenen gebore. As die jongste van drie kinders, met 'n

akademikus as vader en 'n uiters musikale moeder, het Popper in 'n ryk opvoed­

kundige milieu, omring deur filosofiese boeke, opgegroei. Vroeg reeds het hy oor

allerlei filosofiese vrae gewonder (Schilpp [1974]).

Popper se filosofie oor waarheidsgetrouheid het eintlik ontstaan na aan­

leiding van sy filosofie oor die doel van die wetenskap. Volgens Popper behoort die
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doel van enige wetenskap die openbaarmaking van die onbekende werklikheid te wees.

In hierdie proses - die proses om die waarheid te probeer ontdek - vind daar 'n

konstante groei plaas. Nie slegs groei ons kennis oor die onbekende werklikheid nie,

maar die wetenskap groei ook. Vir Popper is die konstante groei of vooruitgang van

die wetenskap essensieel vir die empiriese en rasionele karakter van die wetenskap:

"It is the way of its growth which makes science rational and empirical" (Popper

[1969], p. 215). Die groeiproses word bewerkstellig deur die evaluering van bestaande

teoriee. Bestaande teoriee word gedurig heroorweeg en aanvaar of verwerp en deur

beter teoriee vervang. Popper [1969] self stel dit so: "... it is not the accumulation

of observations which I have in mind when I speak of the growth of scientific know­

ledge, but the repeated overthrow of scientific theories and their replacement by

better and more satisfactory ones" (p. 215).

Popper gebruik die kriterium van weerlegbaarheid of toetsbaarheid om

tussen teoriee te diskrimineer. Hoe meer weerlegbaar 'n teorie is, hoe meer

wetenskaplik is die teorie vir Popper. Ackermann [1976] stel dit so: "... Popper's

views of scientific methodology are his conception of falsifiability as a way of

distinguishing genuinely scientific statements from nonscientific statements ... " (p. 6).

Die mate van weerlegbaarheid waaroor 'n teorie beskik hang egter saam met die mate

van logiese inhoud of deduktiewe krag van die teorie. 'n Teorie met 'n sterk logiese

inhoud, dit wil se 'n teorie wat baie se of wat 'n hoe mate van empiriese informasie

bevat, kan "strenger" getoets word as 'n teorie met 'n swak logiese inhoud. Dit

beteken dat 'n teorie wat cor 'n hoe mate van deduktiewe krag beskik, 'n kleiner

waarskynlikheid het om as "waar" bewys te word as 'n teorie met swak deduktiewe

krag. 'n Groot waarskynlikheid (om "waar" te wees) kom dus ooreen met 'n swak

logiese inhoud. Aldus Popper [1969] beskik 'n bevredigende teorie dus ocr die

volgende eienskappe: "All these properties, which ... we desire in a theory can be

shown to amount to one and the same thing: to a higher degree of empirical content

or of testability... In short, we prefer an interesting, daring, and highly
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informative theory to a trivial one'' (p. 217).

Popper klassifiseer homself as 'n "negativist" wanneer dit gaan oor die

beoordeling van teoriee as aanvaarbaar of onaanvaarbaar deurdat hy slegs in die

kritisering en toetsing van teoriee belangstel en glad nie poog om teoriee as geldig te

bevestig nie. Popper glo dan ook dat geen teorie as waar bewys kan word nie; al ons

teoriee is onwaar; en die strewe na Die Waarheid dus 'n nimmereindigende proses:

"The way in which knowledge progresses, and especially our scientific knowledge, is

by unjustified (and unjustifiable) anticipations, by guesses, by tentative solutions to

our problems, by conjectures" (Popper [1969], p. vii).

Alhoewel Die Waarheid nooit ten volle geken kan word nie, moet die weten­

skap steeds streef en soek na hierdie Waarheid (anders stagneer die wetenskap). 'n

Bevredigende teorie moet dus nie net oor 'n sterk logiese inhoud beskik nie, die teorie

moet ook in ooreenstemming met bestaande feite wees en poog om die onbekende

waarheid te verduidelik en te openbaar. Volgens Popper [1969] moet beide kriteria

geld wanneer teoriee geevalueer word: "Thus we accept the idea that the task of

science is the search for truth, that is, for true theories ... Yet we also stress that

truth is not the only aim of science. We want more than mere truth: what we look

for is interesting truth - truth which is hard to corne by ... truth which has a high

degree of explanatory power ... I therefore hold that both ideas - the idea of truth,

in the sense of correspondence with the facts, and the idea of content - play about

equally important roles in our considerations" (pp. 229,231).

Die kombinasie van bogenoemde twee kriteria lei uiteindelik tot Popper se

definisie van waarheidsgetrouheid. Popper glo, dat alhoewel die Volle Waarheid

nooit bereik kan word nie, daar wel tog grade van nade~aan-die-waarheid bestaan.

Dit beteken, een onwaar teorie kan 'n beter beskrywing of benadering van die waar­

heid wees as 'n ander teorie. In Popper se eie woorde: "This suggests that we com­

bine here the ideas of truth and content into one - the idea of a degree of better (or

worse) correspondence to truth ... the idea of ." verisimilitude" ([1969], pp. 232, 233).
"
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Popper gebruik die beginsel van logiese afleibaarheid in sy kwalitatiewe de­

finisie van waarheidsgetrouheid. Hy beskou naamlik die versamelings van waar en

onwaar sinne afleibaar nit 'n teorie en noem dit onderskeidelik die "truth-content" en

"falsity-content" van die teorie. Hoe groter die "truth-content" en hoe kleiner die

"falsity-content" van 'n teorie, hoe nader aan die waarheid is die teorie. Formeel

gestel, in Popper se eie woorde (in Miller [1974], p. 167):

"Assuming that the truth-content and the falsity-content of two theories

t 1 and t 2 are comparable, we can say that t 2 is more closely similar to the

truth, or corresponds better to the facts, than t l' if and only if either

(a) the truth-content but not the falsity-content of t2 exceeds that of til

(b) the falsity-content of t 1, but not its truth-content, exceeds that of t 2."

Die grootste tekortkoming van Popper se definisie is in 1974 deur David

Miller en Pavel Tichy gelyktydig maar onafhanklik aangetoon: volgens Popper se

definisie kan geen onwaar teorie nader aan die waarheid wees as 'n ander onwaar

teorie me. Dus, teoriee wat onwaar sinne bevat is onvergelykbaar in terme van

waarheidsgetrouheid (Harris [1974]; Miller [1974]; Oddie [1986]; Tichy [1974] en

[1976]).

Reaksies op hierdie probleem was lewendig en 'n hele vloedgolf van be­

sprekings het gevolg met allerlei nuwe voorstelle vir definisies van waar­

heidsgetrouheid - met die van Niiniluoto as die mees omvattende. 'n Oorsig van

die eerste drie boeke oor die onderwerp, naamlik die van Oddie [1986], Kuipers [1987],

en Niiniluoto [1987], word gegee in Brink [1989]. Een van die nuwer benaderings,

wat gebruik maak van die wiskundige begrippe van magsversameling, magsoperasie

en magsrelasie, is die van Brink en Heidema ([1987) en [1989]). Die benaderings van

Oddie, Niiniluoto, Kuipers, Schurz en Weingartner word nou kortliks bespreek.

Volgens Oddie kan alle teoriee oor waarheidsgetrouheid in een van twee

'.
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kategoriee ingedeel word: die "probability-eontent"-benadering en die "likeness'<- of

"similarity"-benadering, waarvan hy laasgenoemde as die belowendste beskou.

Volgens die "probability-eontent"-benadering word die waarheidsgetrouheid van 'n

teorie deur sy waarheidswaarde tesame met sy logiese inhoud bepaal. Die "simi­

larity"-benadering beskou twee teoriee "naby" aan mekaar indien die twee teoriee

baie soortgelyk is; een teorie (Ttl sal dus nader aan die waarheid wees as 'n ander

teorie (T 2) indien T 1 'n grater ooreenkoms met die waarheid as T2 toon (in Kuipers

[1987)).

Beide Oddie en Niiniluoto se teoriee oor waarheidsgetrouheid funksioneer

binne die "similarity"-benadering. Simplisties beskou, word die waarheidsgetrou­

heid van twee teoriee, a en f3, in terme van 'n afstandsfunksie, ~(a, f3) E [0,1]'

gedefinieer: hoe kleiner die afstand tussen twee teoriee, hoe meer gelyksoortig is die

twee teoriee, Die afstand tussen 'n teorie a en Die Waarheid (r) is dan die spesiale

geval A(a, r), waar 'n afname in afstand op 'n toename in waarheidsgetrouheid dui,

Volgens Brink [1989] moet, afhangende van die konteks, die definisie van Oddie egter

telkens verskillend geinterpreteer word, Dit beteken dat sy definisie, wat in terme

van 'n spesiale geval geformaliseer word, nie sonder meer veralgemeen kan word nie,

Brink [1989] beskou dan ook die definisie van Niiniluoto as meer gesofistikeerd as die

van Oddie: "But where Oddie single-mindedly chooses between alternatives from

the outset, Niiniluoto plays the field" (p. 184). In teenstelling met die van Oddie

maak Niiniluoto se definisie oak voorsiening vir die evaluering van waarheidsgetrou­

heid in terme van twee komponente: 'n waarheidskomponent en 'n injormasiekompo­

nent. Kuipers [1987] stel dit so: "... the degree of truthlikeness of a particular

answer is defined as a weighted combination of two factors which reflect our cognitive

interest in hitting close to the truth and excluding false alternatives" (p. 2).

Waarheidsgetrouheid van teoriee word vergelyk in terme van die gelyksoor­

tigheid wat die teoriee met die waarheid toano Dit veronderstel dat die waarheid

bekend moet wees - dat ons oor volledige inligting omtrent die waarheid beskik.

"
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Die probleem van waarheidsgetrouheid (teen die agtergrond van volledige informasie)

staan as die "logical problem of truthlikeness" bekend. Wanneer waarheidsgetrou­

heid in terme van onvolledige informasie (omtrent die werklikheid) geevalueer word,

word daarna verwys as die "epistemic problem of truthlikeness". Niiniluoto het

beide probleme in sy boek "Truthlikeness" [1987] behandel.

Die "similarity"-benaderings van Oddie en Niiniluoto kan as linguisties of

sintakties geklassifiseer word. Dit beteken 'n teorie word as 'n linguistieke entiteit,

'n versameling sinne, beskou. In teenstelling hiermee is die benadering van Kuipers

semanties of model-ieoreiies van aard, met dieklem op strukture. Teoriee se

waarheidsgetrouheid word nou nie meer in terme van die versamelings sinne waaruit

die teoriee bestaan gedefinieer nie, maar in terme van die modelle van die sinne, dit

wil se in terme van die versamelingteoretiese strukture.

Volgens Brink [1989] is die belangrikste bydrae van Kuipers se gelyk­

soortigheiddefinisie die diskriminasie tussen twee verskillende variante van

waarheidsgetrouheid. Kuipers onderskei naamlik, tussen wat hy noem, die

"descriptive truth" en die "theoretical truth". Die "descriptive truth" is die

struktuur wat die werklike wereld verteenwoordig, terwyl die "theoretical truth" dui

op die versameling van strukture wat die versameling van empiries moontlike struk­

ture verteenwoordig. Die "tipe" waarheid wat beskou word, bepaal dan die definisie

van waarheidsgetrouheid, soos wat Brink ([1989], p. 197) opmerk: "Likeness to de­

scriptive truth, then, is descriptive verisimilitude, and likeness to theoretical truth is

theoretical verisimilitude". (Sien oak Kuipers [1987].)

Schurz en Weingartner [1987] se benadering tot waarheidsgetrouheid toon

'n groot ooreenkoms met die van Popper. Volgens Oddie se klassifisering van die

teoriee oor waarheidsgetrouheid, is Schurz en Weingartner (en ook Popper) se

definisie 'n goeie voorbeeld van die "content"-benadering. Popper het die ver­

samelings van waar en onwaar sinne afleibaar uit 'n teorie beskou en dit onder­

skeidelik die "truth-content" en "falsity-content" van die teorie genoem. Die
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probleme wat met Popper se definisie ondervind is, het ons reeds bespreek. Schurz

en Weingartner toon hoe hierdie probleme oorkom kan word deur sekere beperkings

op die deduktiewe afsluiting van 'n teorie T (d.w.s. op die versameling sinne afleibaar

nit T) te plaas en dan die versameling in sy waar en onwaar dele te splits. In die

eerste plek word die versameling logiese gevolge (afleidings) van T tot "relevante"

gevolge beperk. Op die wyse word irrelevante logiese afleidings uitgeskakel. As p 'n

logiese gevolg van T is, is dit byvoorbeeld irrelevant, om vir 'n arbitrere 'Y, die

gevolgtrekking te maak dat PV 'Y ook 'n logiese gevolg van T is. In die tweede plek

word alle "oorbodige" gevolgtrekkings van die versameling relevante afleidings ge­

elimineer. Dit beteken elke relevante afleiding word ontbind in onherleibare

konjunktiewe elemente en dan word slegs die onherleibare ontbinde elemente gebruik.

'n Relevante afleiding Il van T wat nie in die vorm van 'n konjunksie is nie, word

vervang met 'n sin a*, waar a* logies ekwivalent is aan e, en Il* 'n konjunksie met die

maksimum aantal konjunkte is. As a sowel as Plogiese afleidings uit T is, is dit

byvoorbeeld onnodig om nog Il APoak as 'n afleiding te beskou - a II pas oorbodige

afleiding uit T kan dus geelimineer word (in Kuipers [1987]).

Dit sal in Hoofstuk 3 aangetoon word dat die waarheidsgetrouheidordening,

wat oorspronklik deur Brink en Heidema ([1987], [1989]) in terme van die begrippe

van magsversameling en -ordening gedefinieer is en nou deur ons (Burger en

Heidema) in terme van ander begrippe gepropageer word, sekere ooreenkomste met

die van Popper, en dus ook met die van Schurz en Weingartner, toon. Net soos

Popper, Schurz en Weingartner maak ons oak van die deduktiewe afsluiting van

teoriee gebruik, maar ons beperk ons tot slegs die positiewe en negatiewe sinne

afleibaar nit teoriee. Meer hieroor later.

Elkeen van die benaderings van Oddie, Niiniluoto, Kuipers, Schurz en Weingartner

wat bespreek is, weerspieel 'n positiewe reaksie op die hele kwessie van waarheids­

getrouheid wat sy ontstaan aan Popper te danke het. Daar is egter weI filosowe wat
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sterk gekant is teen die hele waarheidsgetrouheid-beweging - mense 5005 Thomas

Kuhn. In Kuhn se histories-sosiologiese benadering tot die wetenskap, staan die

begrip "paradigma" sentraal. Hy definieer dit as volg: "These I take to be

universally recognized scientific achievements that for a time provide model problems

and solutions to a community of practitioners" (Kuhn [1970], p. viii).

As 'n historikus, sien Kuhn geen sin in die vergelyking van teoriee in terme

van waarheidsgetrouheid nie: "All historically significant theories have agreed with

the facts, but only more or less. There is no more precise answer to the question

whether or how well an individual theory fits the facts" ([1970], p. 147). Kuhn

beskou teoriee as onvergelykbaar op grond van die volgende argumente: (1) die voor­

stellers van die verskillende teoriee (paradigmas) verskil dikwels oor die lys van

probleme wat deur die teoriee opgelos behoort te word; hulle standaarde en definisies

van die wetenskap verskil; (2) dikwels word die betekenis van woorde verskillend

geinterpreteer, sodat kommunikasiegapings en misverstande tussen die voorstellers

van teoriee ontstaan; (3) voorstellers van teoriee werk dikwels in verskillende

"werelde" - 5005 wetenskaplikes wie se eksperimente in verskillende omstandighede

plaasvind.

Volgens Kuhn het alle teoriee hulle ontstaan te danke aan een of ander

krisis in die geskiedenis van die wetenskap. In teenstelling met Popper se kriterium

van weerlegbaarheid vir 'n bevredigende wetenskaplike teorie, glo Kuhn dat 'n weten­

skaplike teorie immuun teen weerlegbaarheid kan wees. Teoriee word nie vervang op

grond van toetsing of weerlegbaarheid nie, soos Kuhn [1970] opmerk: "... once it has

achieved the status of paradigm, a scientific theory is declared invalid only if an

alternate candidate is available to take its place. No process yet disclosed by the

historical study of scientific development at all resembles the methodological stereo­

type of falsification by direct comparison with nature" (p. 77). 'n Nuwe teorie hoef

oak nie in konflik met sy voorganger te wees nie - dit kan naamlik slegs nuwe feno­

mene probeer beskryf of verklaar. Geen teorie kan egter oplossings bied vir al die
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probleme op 'n sekere tydstip nie - en hiermee gaan Goethe akkoord:

Wir steuern dabei auf Hypothesen los, auf imaginare Inseln, aber die eigent­
liche Synthese wird wahrscheinlich ein unentdecktes Land bleiben. Und mich
wundert es nicht, wenn ich bedenke, wie schwer es gehalten, selbst in so

einfachen Dingen wie die Fjlanze und die Farbe zu einiger Synthese zu
gelangen.

- In Eckermann ([1911], p. 234).

We steer by hypotheses to imaginary islands; but the proper synthesis will
probably remain an undiscovered country; and I do not wonder at this, when
I consider how difficult it is to obtain any synthesis even in such simple things

as plants and colours.

- In Eckermann ([1971], p. 294).

-<>00--

"
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HOOFSTUK 2

KONFIGURASIES

But I shall let the little I have learnt go forth into the day in' order that

someone better than I may guess the truth, and in his work may prove

and rebuke my error. At this I shall rejoice that I was yet a means

whereby this truthhas come to light.

- ALBRECHT DURER (in Popper [1969], p. 2).

Die tema van hierdie hoofstuk is konfigurasies. Die begrip word eerstens in die

algemeen gedefinieer en verduidelik (in Afdeling 2.1) voordat die betekenis daarvan in

die proposisielogika (Afdeling 2.2) en predikaatlogika (Afdeling 2.3) ondersoek word.

Positiewe en negatiewe konfigurasies word gedefinieer met die oog op die latere

vergelyking van teoriee ten opsigte van hul waarheidsgetrouheid en informasiege­

trouheid, waarin hierdie begrippe dan juis die hoofrolle vertolk. 'n Aantal

ekwivalente karakteriserings van positiewe en negatiewe konfigurasies word bespreek,

onder andere die karakterisering in terme van die positiewe en negatiewe afsluitings

van 'n konfigurasie. Laasgenoemde twee begrippe kan by toepassing op die logika

semanties en sintakties beskryf word. Daar word ook aangetoon hoe die begrip

konfigurasie as 'n gemeenskaplike veralgemening van sinskonnektiewe, sinne en

teoriee beskou kan word. As gevolg van hierdie feit, vorm konfigurasies die

raamwerk van al ons besprekings oor waarheidsgetrouheid en informasiegetrouheid,

dit wil se dat alle begrippe en ordeninge, in die bespreking van waarheidsgetrouheid

(Hoofstuk 3) en informasiegetrouheid (Hoofstuk 4), in terme van konfigurasies

gedefinieer kan word.

'.
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2.1 POSITIEWE EN NEGATIEWE KONFIGURASIES

Ons begin met enige nie-lee versameling A wat ons die onderliggende versameling sal

noem. Die magsversameling !JA van A kan dan gedefinieer word as die versameling

van alle deelversamelings van A. Dus,

!JA = {B I B £ A}.

Laat 2 die twee-element-Boole-algebra {a, I} met °< 1 aandui. Die magsver­

sameling .9'A van A kan dan ook as die versameling van alle karakteristieke funksies

van deelversamelings van A beskou word, dit wil se:

.1A = {v: A - 2},

wat oak as die versameling 2A geskryf kan word. Vir elke deelversameling B van A

word sy karakteristieke funksie soos volg gedefinieer:

{

1 as a E B
VB : A - 2, waar vB(a) = °as a ¢ B .

Die begrip konfigurasie ("configuration") kan nou of in terme van 'n deel­

versameling van .9'A Of in terme van 'n karakteristieke funksie van 'n deelversame-

ling van .9'A beskryfword:

2.1.1 Definisie Laat W ~ .9'A.

'n Konfigurasie C is enige deelversameling van W.

'n Konfigurasie C is dus 'n element van die magsversameling .9'.9' A van

!J'A, dit wil se C is 'n versameling van deelversamelings van A. Ons kan 'n

konfigurasie C egter ook as 'n karakteristieke funksie C : W - 2 van 'n deel­

versameling van W sien: gegee enige deelversameling evan W, dit wil se van .9'A,

dan bestaan die karakteristieke funksie:
'.
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{

l aSVE C
C : W -+ 2, waar C(v) =

Oasv¢C.

Die versameling van alle konfigurasies vorm dus die versameling 2wof .9W

wat bevat is in die versameling 22A of .9.9A.

Vir die definiering van die begrippe positiewe en negatiewe konfigurasie

word 'n ordening op W benodig. Ons orden W ~ !/J A op die natuurlike manier,

naamlik deur inklusie. Dan het ons dat as v, w E W en v ~ w (gesien as deel­

versamelings van A), dan v-1(1) ~ w-1(1), waar v en w nou as karakteristieke funksies

beskou word.

2.1.2 Definisies Beskou 'n konfigurasie (C, 0 ~ (W, O.

(1) C word positiefgenoem indien die volgende geld:

as v E C, w EW en v ~ w, dan w EC.

(2) C word negatiefgenoem indien dit geld dat:

as v E C, wE Wen w ~ v, dan wE C.

Let wel dat in hierdie geval die elemente van W as deelversamelings van A

beskou word, dit wil se die funksies v en w staan vir die deelversamelings van A

waarvan hul die onderskeie karakteristieke funksies is.

'n Konfigurasie C sal dus as positiefgeetiketteer word as C na bo geslote is.

Dit beteken dat as v E C, dan moet alles wat beter (of hoer] as v in (W, 0 is, ook in

C wees. Net so, sal C negatiefwees as C na onder geslote is (as v in (W, ~) is, moet

alles wat laer as v in (W, ~) is, ook in C wees). Dit alles beteken niks anders nie as

dat 'n positiewe konfigurasie 'n semifilter in (W, 0 is en dat 'n negatiewe konfigurasie

'n semi-ideaal in (W, 0 is.
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As C as 'n karakteristieke funksie C : W -- 2 beskou word, is C positief as

geld dat:

as C(v) = I, w E W en v·~l) ~ w-l(l), dan C(w) = I,

en negatief as geld dat:

as C(v) = I, wE Wen w-l(l) ~ v-l(l), dan C(w) =1.

(Hier word die elemente van W natuurlik as karakteristieke funksies van deelver­

samelings van A beskou.)

Laasgenoemde metode van klassifisering van 'n konfigurasie C : W -+ 2 as

positief of negatief kom respektiewelik met die klassifisering van 'n konfigurasie as

isotoon of antitoon ooreen. Vervolgens eers die definisies van die laaste twee

begrippe: isotoon en antitoon:

2.1.3 Definisies Beskou 'n konfigurasie C : W -+ 2.

(1) Cis isotoon as C die orde beliou. Dit beteken dat vir alle v, w EW,

as v ~ w (in W), dan C(v) 5 C(w) (in 2).

(2) Cis antitoon as C die orde omkeer.

Positiewe konfigurasies kan nou net sowel as isotone konfigurasies

geetiketteer word en negatiewe konfigurasies as anti tone konfigurasies. Stelling 2.1.4

stipuleer hierdie verbande:

2.1.4 Stelling Vir 'n konfigurasie C:

(1) Cis positiefas en slegs as C isotoon is.

(2) Cis negatiefas en slegs as C antitoon is.

"
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Bewys

(1) Veronderstel Cis positief (d.i. C(v) = 1, w EWen v-1(1) ~ w-1(1) impliseer

C(w) = 1). Laat v £ w. (Te bewys: C(v) ~ C(w).) As C(v) = 0, dan

C(v) ~ C(w). As C(v) = 1, dan, omdat v ~ w, geld v-1(1) ~ w-1(1) en dus

C(w) = 1.

Omgekeerd, veronderstel C is orde-behoudend (d.i, v £ w impliseer

C(v) ~ C(w)). As C(v)= 1 en v-1(1) ~ w-1(1), dan geld v £ w en dus C(v)

~ C(w) waaruit volg dat C(w) = 1.

(2) Soortgelyk aan die bewys van (1). o

'n Verdere manier om konfigurasies as positief of negatief te karakteriseer,

geskied by wyse van die positiewe (2.1.5) en negatiewe (2.1.6) afsluitingsoperasies.

Hierdie twee afsluitingsoperasies vorm die kern van die definisies van waarheidsge­

trouheidordeninge wat later volg. In die definisies van die ordeninge gaan ons die

simbole (vet letters) X en Y (in plaas van C1 en C2) gebruik wanneer twee konfigu­

rasies ten opsigte van hul waarheidsgetrouheid vergelyk word. X (en Y) sal dus

voortaan op 'n konfigurasie dui.

2.1.5 Definisie Die positiewe ajsluitingsoperasie Ii : .9'W -+ .9'W word soos volg

gedefinieer: vir alle X £W:

sx. = {w E W I (3x E X)(x ~ w)}.

liX word die positiewe afsluiting van X genoem.

Ii : .9'W -+ .9'W is 'n afsluitingsoperasie:



15

(1) X ~ AX;

(2) A(AX) = AX;

(3) As X, Y ~ W, X ~ Y, dan AX ~ AY.

Hierdie afsluitingsoperasie het ook die volgende spesiale eienskap:

(4) AsX= U{Xi liE I}, danAX= U{AXi liE I}.

Die laaste spesiale eienskap (4) is die enigste een wat me onmiddellik

duidelik mag wees nie: AX = A[U{X i liE I}l ~ A[U{AXi liE I}l = U{AXi liE I} ­

vir die geldigheid van die laaste stap moet die leser bietjie vorentoe blaai na Lemma

2.2.2 (1); omgekeerd: vir alle j geld AXj ~ A[U{X i liE I}l en dus, U{AX i liE I} ~

A[U{Xi liE Ij], (Dit is natuurlik ook moontlik om eienskap (4) direk te bewys.)

As X = n{Xi liE I}, geld wel dat AX ~ n{AX i liE I} (want vir elke j geld

n{Xi liE I} ~ Xj ' dus A[n{Xi liE I}l ~ AXj en daarom A[n{Xi liE I}l ~ n{AXi I
i EI}), maar nie die omgekeerde nie. As X = n{Xi liE I} byvoorbeeld 'n lee

versameling is, dan AX = ¢, terwyl n{AXi liE I} nie noodwendig leeg sal wees nie.

Die positiewe afsluiting AX van 'n konfigurasie X kan 5005 volg beskryf

word: om AX te verkry word al die elemente van X, asook al die elemente in W wat

bokant 'n element van X in (W, ~) Ie, geneem. Vergelyk ons nou die beskrywing van

AX met die definisie van 'n positiewe konfigurasie, is dit maklik om te sien dat X =

AX (dit wil se al die elemente wat "beter" as die elemente van X in (W, ~) is, le ook

in X) as en slegs as X 'n positiewe konfigurasie (volgens 2.1.2 (1)) is.

2.1.6 Definisie Die negatiewe afsluitingsoperasie v : ,9JW -+ ,9JW word soos volg

gedefinieer: vir alle X ~ W:

vX: = {w E W I (3x E X)(w ~ x)}.

vX word die negatiewe afsluiting van X genoem.
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V : !fJW --+ !fJW is, soortgelyk aan A: !J>W --+ !fJW, 'n afsluitingsoperasie

en het ook die spesiale eienskap dat as X = U{Xi liE I}, dan is vX = U{vXi liE I}.

Ook die beskrywing van die negatiewe afsluiting vX van 'n konfigurasie X is soort­

gelyk aan die van AX - al verskil, vir vX word al die elemente in W wat onder 'n

element van X in (W, ~) le, geneem. 'n Konfigurasie X kan dan ook in terme van sy

negatiewe afsluiting as negatief gekarakteriseer word: X is negatief as en slegs as

X=vX.

Die volgende voorbeeld mag help om die gedefinieerde begrippe en die

onderlinge verbande wat tussen hulle geld, te verduidelik: Beskou die Boole-algebra

{.9'({h, r, w}), 0 soos voorgestel in Figuur 1. Die operasies hier ter sprake is

natuurlik die versamelingteoretiese operasies van deursnede, vereniging en komple­

ment. Ons beskou die konfigurasie (versameling van deelversamelings van {h, r, w})

X = {{h, r}, {h, w}, {r, w}, {wHo Hierdie betrokke deelversamelings van {h, r, w}

word met ingekleurde posisies in Figuur 1 aangedui. Die positiewe afsluiting AX van

X moot dan bestaan uit alle elemente van X asook alle elemente van !fJ ({h, r, w})

wat bokant 'n element van X le. Vir AX moet ons dus alle oningekleurde posisies

bokant 'n ingekleurde posisie ook inkleur. Uit Figuur 1 is dit duidelik dat AX die

versameling {{h, r, w}, {h, r}, {h, w}, {r, w}, {w}} moet wees. Die versameling

{h, r, w} kom dus in AX voor, maar nie in X nie. Dus X *AX en daarom is X nie 'n

positiewe konfigurasie nie. Dit is ook maklik om te sien dat X nie aan die vereistes

van die definisie (2.1.2 (1)) van 'n positiewe konfigurasie voldoen nie: beskou

byvoorbeeld die versamelings v = {h, r} en w = {h, r, w} - v is duidelik bevat in w

en v E X, maar w ;. X.

Indien ons X as 'n karakteristieke funksie X: !fJ ({h, r, w}) --+ 2 beskou,

waar al die elemente van !fJ({h, r, w}) wat op 1 afgebeeld word weer eens met 'n in­

gekleurde posisie aangedui word, sien ons dat X oak nie isotoon is nie: {r, w} ~ {h, r,

w} maar X ({r, w}) = 1 en X ({h, r, w}) = O. Die orde word dus nie behou nie.

Met behulp van dieselfde figuur kan aangetoon word dat vX = {{h, r},
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{h, r, w}

{h, r}

{h}

Figuur 1

{r, w}

{w}

{h, w}, {r, w}, {h}, {r}, {w}, ¢}. (Vir vX word al die oningekleurde posisies onder

'n ingekleurde posisie ook ingekleur.) X is dus ook nie 'n negatiewe konfigurasie nie.

In die volgende afdeling word die voorafgaande begrippe teen die agtergrond van die

proposisielogika gekleur en verkry sodoende meer spesifieke betekenisse.

2.2 KONFIGURASIES IN DIE PROPOSISIELOGIKA

In hierdie geval is die nie-lee onderliggende versameling A, waarmee ons in die vorige

afdeling begin het, die versameling van proposisiesimbole Pi, d.i. A = {Pi lie I},

waar I enige indeksversameling kan wees. A is dus 'n deelversameling van die ver­

sameling van alle lettersinne (:i:)pi. ("Lettersin" ("literal") is 'n begrip uit die

Rekenaarwetenskap en beteken net: 'n Pi sonder of met 'n negasieteken.) Meer

spesifiek: A is die versameling van positiewe lettersinne (d.i. Pi'S sonder 'n

negasieteken). Om verwarring te voorkom, sal ons eerder A(+) in plaas van A
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gebruik vir die versameling van atomiese sinne (positiewe lettersinne). Die ver-

sameling van aile lettersinne sal met A(L) aangedui word, d.i. A(L) = {(*)Pi liE I}.

'n Moontlike wereld, x, is 'n maksimale konsistente deelversameling van die

versameling A(L) van lettersinne (*)Pi. 'n Moontlike wereld moet dus vir elke i, Of

Pi of 'Pi bevat. Die beskrywing van 'n moontlike wereld kan aan die hand van enige

een van die volgende vorme geskied:

(i) 'n valuasie v : A(+) -+ {O, 1};

(ii) die ooreenstemmende deelversameling (wat ons die diagram sal noem) van

A(L), waar Pi geneem word as V(Pi) = 1 (d.i. Pi is waar onder v of v

bevredig Pi) en 'Pi geneem word as V(Pi) = 0 (d.i. 'Pi is waaronder v);

(iii) die ooreenstemmende deelversameling v-t(1) van A(+) wat bestaan uit

daardie Pi'S wat waar is onder die valuasie v en waarvoor v die karak­

teristieke funksie is;

(iv) in die geval as A(+) eindig is, byvoorbeeld I = {1, 2, ... , n}, die oor­

eenstemmende rytjie van nulle en ene (v(Pt), V(P2), ..., v(Pn));

(v) weer eens as A(+) eindig is en byvoorbeeld I = {1, 2, ..., n}, die

ooreenstemmende diagramsin (*)Pt A (* )P2 A ... A (*)Pn - die konjunksie

van al die lettersinne (*)Pi wat waar is onder v.

Elke valuasie v : A(+) -+ 2 (of v : I -+ 2) kan dus as 'n deelversameling

van A(+) of as 'n karakteristieke funksie van 'n deelversameling van A(+) beskou

word. Laat W nou die versameling van aUe moontlike werelde of valuasies v : A(+)

-+ 2 aandui, d.i. W = 2A(+) (= 21) of W = JlA(+). (Die leser kan ook maar aan W

as W(+) dink, omdat W nou die versameling van alle deelversamelings van A(+) is.)

'n Konfigurasie (d.i. 'n deelversameling van die magsversameling van A(+), of 'n

element van die magsversameling van die magsversameling van A(+)) - sien Afde­

ling 2.1 - is dan nou niks anders as 'n versameling valuasies of 'n versameling
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moontlike werelde nie. Die beskrywing van konfigurasies in die proposisielogika is

dus 'n spesiale gevaI van die algemene beskrywing van konfigurasies in Afdeling 2.1:

nOll is 2W
, die versameling van alle konfigurasies, nie net bevat in 2:zA(+) = .9>J'A(+)

nie; 2wis nou gelyk aan 22A(+).

Proposisies word uit die proposisiesimbole Pi en die konnektiewe , (nie), A

(en), V (of), -+ (as ... dan ...), +-+ (ass) en + (eksklusiewe of) opgebou.

Laasgenoemde konnektief beteken net: PI + P2 as en slegs as of PI Of P2, maar nie

beide nie. 'n Teorie X (gewone hoofletters word vir hierdie doel gebruik) is enige

versameling proposisiesinne. 8005 weI bekend, kan 'n valuasie op die versameling

van atomiese sinne (d.i. op die positiewe lettersinne) volgens die gewone waarheids­

tabelle van die konnektiewe, rekursief uitgebrei word tot 'n valuasie op die ver­

sameling van aIle sinne. 'n Moontlike wereld (of valuasie), x, wat 'n sin 8 waar

maak (of bevredig) word 'n model van 8 genoem en ons skryfx Is 8 vir II X bevredig die

sin 811 of "x is 'n model van 8". 'n Model, x, van 'n ieorie X, is dan 'n moontlike

wereld wat X bevredig, wat beteken dat x alle sinne S in die teorie X waar maak, d.i.

x I- 8 vir aIle 8 E X (of kortweg x I- X). Die versameling modelle van X sal ons met

die ooreenkomstige vet letter X en ook soms (waar nodig) met Mod(X) aandui. Dus,

X (= Mod(X)) is die konfigurasie {x I x I- X} (= {x I x I- 8 vir aIle 8 EX}).

Ter wille daarvan om die verduidelikings wat volg so eenvoudig en duidelik as moont­

lik aan die leser te bied, salons ons voortaan beperk tot slegs 'n eindig voortgebringde

proposisietaal. Meer spesifiek: die proposisietaaI voortgebring deur A(+) = {Ph P2,

..., Pn}. In hierdie taal is daar slegs eindig veel, om presies te wees, 2n moontlike

werelde en slegs eindig veel (meer presies 22n
) logies nie-ekwivalente sinne. (Twee

sinne (of teoriee) X en Y word logies ekwivalent genoem as hulle versamelings modelle

dieselfde is, d.i. X :: Y as en slegs as Mod(X) = Mod(Y).) Elke teorie is dus 'n

eindige versameling sinne en kan deur konjunksie as 'n enkelsin geskryf word. Die

sin wat die ekwivaIensieklas van aIle toutologiee (d.i. logiese waarhede) verteen-
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woordig sal ons met T aandui, en die sin wat die ekwivalensieklas van alle kontradik­

sies (d.i. logiese onwaarhede) verteenwoordig met F. T word deur alle valuasies en F

deur geen valuasie bevredig, wat beteken Mod(T) = W en Mod(F) = ¢.

Die volgende voorbeeld mag help om die verband tussen teoriee, sinne en

versamelings modelle te verduidelik: Beskou die taal voortgebring deur twee veran­

derlikes. In plaas van die simbole PI en P2 gebruik ons eerder pen q, sodat A(+) nou

die versameling {p, q} is. Die teorie (versameling sinne), {,(p A q), P V 'q, P V q}

kan deur konjunksie as die enkelsin [,(p A q) A (p V ,q) A (p V q)] geskryf word, wat

logies ekwivalent aan die sin p A 'q is. In hierdie taal voortgebring deur {p, q} is

daar vier moontlike werelde, naamlik {p, q}, {p, ,q}, {,p, q} en {,p, ,q}. Die

versameling modelle van p A 'q, d.i. die versameling moontlike werelde wat p A 'q

waar maak, is dan die konfigurasie {{p, ,q}} wat bestaan uit die enkele moontlike

wereld {p, 'q} of (1,0). Dit is dan ook die valuasie v : {p, q} -+ 2 wat aan p 'n 1

toevoeg en aan q 'n O.

In die geval van n proposisiesimbole is daar 2n moontlike werelde en elke

moontlike wereld, gesien as die n-tal (V(PI), V(P2), ..., V(Pn)) van nulle en ene, is 'n

element van die Boole-algebra 2n • Die ordening, ~, van die Boole-algebra W = 2n

is die produkordening: vir alle x = (Xl, X2, ..., xn), y = (Yl, Y2, ..., Yn) E 2n:

(Xl, X2, ..., xn) ~ (Yl, Y2, ... , Yn) ¢::} Xi ~ Yi (in 2) vir alle i E{1, 2, ... , n}.

Dit beteken dat Y bokant X in (2n , ~) sal wees as Y in elke posisie "beter of net so

goed as" x is. Ter illustrasie van hierdie ordening beskou ons weer die taal voort­

gebring deur {p, q}. W is in hierdie geval die Boole-algebra (22, ~) - soos geillus­

treer deur Figuur 2. Figuur 3 gee W as die Boole-algebra (.9'({p, q}), O.

In die geval van eindig veel voort bringers Pi bestaan daar een-een ooreen­

komste tussen die versameling van aile sinnej die versameling van aUe konfigurasiesj

en die versameling van aUe n-ere konnektiewe. Dit beteken dat in die geval van

'.
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{p}

{p, q}

Figuur 3

{q}

eindig veel proposisiesimbole, elke konfigurasie X die versameling modelle van 'n

teorie X is; of dat elke konfigurasie deur 'n teorie (en selfs deur 'n enkelsin) beskryf

kan word. Ter verduideliking van hierdie een--€en ooreenkomste tussen teoriee

(sinne), konfigurasies en n-ere konnektiewe in die eindige geval, beskou ons die taal

voortgebring deur drie veranderlikes. In plaas van die simbole PI, P2 en P3 gebruik

ons die letters h, r en w na aanleiding van die bekende voorbeeld in die literatuur oor

waarheidsgetrouheid, waar h, r en w respektiewelik die sinne "It is hot", "It is

raining" en "It is windy" voorstel. Beskou nou die sin X = (h " r) +-+ -,win die taal

voortgebring deur {h, r, w} en sy waarheidstabel (Tabel 1). Elke deelry (daarmee

bedoel ons 'n ry in die waarheidstabel sander 'n inskrywing in die hoofkolom) stel 'n

moontlike wereld x E W = 23 voor. (In die opstel van die waarheidstabel word, soos

dit die gebruik is, 'n leksikografiese ordening op W geplaas. Dit is dieselfde ordening

wat byvoorbeeld in die opstel van woordeboeke gebruik word.) Ons orden W = 23
,

soos afgespreek, deur die produkordening. Figuur 4 illustreer die ordening van die

agt moontlike werelde. Die laaste kolom in die waarheidstabel gee die diagramsin

wat met elke moontlike wereld ooreenkom, d.i, die diagramsin wat deur die spesifieke

valuasie of deelry bevredig word.
"



22

h r w (h /\ r) +-+ 'w diagramsin

1 1 1 ° hArAw

1 1 ° 1 hArA,w

1 ° 1 1 h A-,r A w

1 ° ° ° h A,r A ,w

° 1 1 1 ,h A rAw

° 1 ° ° ,hArA,w

° ° 1 1 ,h A,r A w

° ° ° ° ,h A ,rA,w

Tabell

(1,1,1)

(1,1,0)

(1,0,0)

(0,0,0)

Figuur 4

(0,1,1)

(0,0,1)

Die versameling modelle van X is die konfigurasie X = {(l,l,O), (1,0,1),

(0,1,1), (O,O,l)} - geillustreer deur die ingekleurde posisies in Figuur 4. (Figuur 1

(Afdeling 2.1) stel dieselfde konfigurasie voor - egter net as 'n deelversameling
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van (.9' ({h, r, w}), 0.) Dit is dieselfde versameling van deelrye wat 'n 1 in die

hoofkolom van die waarheidstabel van X het. Dus, gegee enige teorie X, kan die

konfigurasie X wat met X ooreenkom, verkry word deur al daardie moontlike werelde

wat 'n 1 in die hoofkolom van die waarheidstabel van X het, te neem. .

'n Konfigurasie X kom weer met die waarheidstabel van 'n sin X ooreen:

deur aan elke x E X 'n 1 in die hoofkolom toe te ken en aan die res van die moontlike

werelde in 2n 'n 0 toe te ken, word die hoofkolom van die sin X, wat die konfigurasie

X as versameling modelle het, verkry. Om die sin X (of 'n logies ekwivalente vorm

daarvan) te verkry word die disjunksie van al die diagramsinne met die waarde 1

geneem. Dit lewer 'n sin in volledige disjunktiewe normaalvorm, d.i. 'n sin geskryf as

die disjunksie van konjunksies van lettersinne, maar met die eienskap dat elke

proposisiesimbool, Pi, presies een maal sonder of met 'n negasieteken in elke disjunk

voorkom. Vir ons voorbeeld lewer dit die sin (h A r A ,w) V (h A,r II w) V (,h A r II

w) V (..,h A -,r A w), wat logies ekwivalent aan die sin (h II r) - -,w is.

Die verband met 'n n-ere konnektief volg nou maklik: elke konnektief kan

natuurlik deur 'n waarheidstabel G weergegee word wat weer met 'n sin X ooreen­

kom, naamlik die sin wat juis G as waarheidstabel het. Die sin X kom op sy beurt

weer met 'n konfigurasie X ooreen. Elke konnektief is dus ook 'n konfigurasie

X: 2n - 2. 'n Moontlike wereld is 'n deelversameling van {Ph P2, .", Pn}; 'n

konfigurasie is 'n deelversameling van .YJ ({Ph P2, .", Pn}). Omdat daar 2n

deelversamelings van {PI, P2, .", Pn} is, is daar dus 22n konfigurasies of logies

nie-ekwivalente sinne.

Die een~en ooreenkoms tussen die versameling van alle sinne en aile konfi­

gurasies is natuurlik ook 'n isomorfie van Doole-algebras: As X deur X beskryfword

en Y deur Y, dan word X n Y, X U Y en W - X (die komplement van X in W)

respektiewelik deur X II V, X VY en ,X beskryf.

Aan die hand van die voorafgaande voorbeeld is aangetoon dat, in die

eindige geval, elke konfigurasie beskryjbaar (of aksiomatiseerbaar) is. In die geval
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van oneindig veel voortbringers is dit egter nie die geval nie - 5005 aangetoon deur

Brink en Heidema [1989]. In die oneindige geval is daar meer konfigurasies as teoriee

en alhoewel elke sin en elke teorie met 'n konfigurasie ooreenkom - die versameling

van alle valuasies wat die sin of teorie waar maak - is nie elke konfigurasie be­

skryfbaar deur 'n teorie nie. Die konfigurasies wat weI as die versameling modelle

van 'n teorie optree word deur Brink, Pretorius en Vermeulen [1991] in 'n interes­

sante resultaat gekarakteriseer (p. 9: Lemma 4.1). Daar word 'n topologie op die

versameling W geplaas en dan verteenwoordig al die kompakte deelroimtes van W

presies die beskryfbare konfigurasies.

Teen die agtergrond van 'n eindig voortgebringde proposisielogika, kyk ens nou weer

na die begrippe 5005 gedefinieer in Afdeling 2.1. As X die teorie is wat die

konfigurasie X as versameling modelle het, word die teorie wat met die positiewe

afsluiting ~X (noll geneem in terme van die produkordening) van X ooreenkom, met

~X aangedui; en die teorie wat met die negatiewe afsluiting vX (ook in terme van die

produkordening) van X ooreenkom, met vX. Dit beteken (in die eindige geval) dat

indien X = Mod(X), dan is

~X = l1Mod(X) = Mod(~X)j en

vX = vMod(X) = Mod(vX).

Ons noem dan 'n sin X positiejas X :: ~X en negatiejas X:: vX.

Die positiewe afsluiting l1X en die negatiewe afsluiting vX van 'n teorie X

kan semantiesen sintakties beskryf word. In Afdeling 2.1 is alles wat nodig is vir die

semantiese beskrywing reeds bespreek - dit word nou net kortliks herhaal: Seman­

ties word die positiewe en negatiewe afsluiting van 'n teorie X soos volg verkry: ~X is

die teorie van l1X, en laasgenoemde word verkry deur al die werelde van X, asook alle

werelde wat bo 'n wereld van X in (2n , ~) le, te neem; vX beskryf vX en laasge­

noemde word verkry deur al die werelde van X, asook alle werelde wat onder 'n

wereld van X in (2n, ~) le, te neem. Die sin X = (h A r) +-+ 'w (van ons vorige



25

voorbeeld) is dan duidelik nie positief of negatief nie: volgens Figuur 4 is t.[(h A r) +-+

,w] se modelle die versameling {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (O,O,l)} en v[(h Ar)

+-+ ,w] s'n die versameling {(l,l,O), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (O,O,O)},

Die twee versamelings kom onderskeidelik met die sinne ,w -+ (h A r) en (h A r) -+

'w ooreen. (Die leser sal onthou dat hierdie spesifieke geval reeds in Afdeling 2.1

bespreek is.) Die sin X = (h A r) +-+ ,w se waarheidstabel kom met 'n karakteristieke

funksie (of konfigurasie) X : 23 -+ 2, ooreen. Die feit dat X nag positief, nag negatief

is, kom natuurlik ooreen met die feit dat X : 23 --+ 2 nag isotoon nag antitoon is: X

behou nie regdeur die orde nie: (1,1,0) ~ (1,1,1) maar X ((1,1,0)) > X ((1,1,1)) en X

keer ook nie regdeur die orde om nie, want (1,0,0) < (1,0,1), maar X ((1,0,0)) <

X ((1,0,1)).

Omdat t. en v afsluitingsoperasies op .9'W is, geld X ~ t.X en X ~ vX wat

vir die ooreenstemmende sinne beteken X F t.X en X F vX, d.i. X is logies sterker as

t.X en vX, of t.X en vX is afleibaar uit X. Meer nog: t.X is die kleinste positiewe

versameling en vX die kleinste negatiewe versameling wat X omvai; dus t.X is die

logies sterkste positiewe en vX die logies sterkste negatiewe sin afleibaar uit X. Die

simbool F, wat nou semantiese afleibaarheid uitdruk, gebruik ons oak om aan te dui

dat 'n moontlike wereld 'n sin (of teorie) bevredig. Hierdie dubbele gebruik behoort

nie die leser te verwar nie, want X 1= Y beteken maar net: Mod(X) ~ Mod(Y), wat

weer beteken: as v E Wen v I- X, dan moet v ook vir Y bevredig.

Die sintaktiese beskrywing van t.X (as X gegee is) geskied aan die hand van

die volgende algoritme: skryf die waarheidstabel van X neer (met PlI Pz, "., po aan

die bokant van die kolomme) en gaan deur die volgende stappe:

(t.1) As X :: F (logiese onwaarheid), d.i. X = ¢, dan is daar slegs nulle in die

hoofkolom en ons definieer t.X :: F.

(t.2) As die n-tal (0,0,,,.,0) 'n 1 in die hoofkolom het, dan definieer ons t.X :: T

(logiese waarheid).

As nie (t.1) of (t.2) die geval is nie, dan:

"
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(1l3) Vir elke ry in die waarheidstabel wat 'n 1 in die hoofkolom het, word die

konjunksie van al daardie Pi'S wat die waarde 1 in die betrokke ry het,
,

geneem. Laat ~ die versameling van al die konjunksies wat op hierdie

wyse verkry is, aandui.
I .

Verwyder uit ~ al die konjunksies wat nie minimaal is nie, d.i. al daardie
, I

konjunksies K E ~ waarvoor daar 'n konjunksie L E ~ bestaan wat

opgebou is uit 'n egte deelversameling van daardie proposisiesimbole wat in

K voorkom. Die oorblywende konjunksies vorm die versameling ~.

Die disjunksie van die elemente in ~ is dan llX.

Vir die sintaktiese beskrywing van vX gebruik ons 'n soortgelyke algoritme

- dit behels die volgende stappe:

(vt) As X:: F, dan vX:: F.

(v2) As die n-tal (1,1,...,1) 'n 1 in die hoofkolom het, definieer ons vX :: T.

As nie (vt) of (v2) die geval is nie, dan:

(v3) Vir elke ry in die waarheidstabel wat 'n 1 in die hoofkolom het, word die

konjunksie van al daardie 'Pi'S waarvoor Pi die waarde 0 in die betrokke ry
,

aanneem, geneem. Laat" die versameling konjunksies aandui.
,

(v4) Verwyder uit" al die konjunksies wat nie minimaal is nie en vorm so die

versameling ".

(vS) Neem die disjunksie van die elemente van" vir vX.

,
Ons wys daarop dat stappe (1l4) en (v4) (die krimping van ~ na ~ en

van '" na J\,) slegs vir die doel van elegansie en ekonomie gedoen word - die
, ,

disjunksie van die elemente in ~ (" ) en van die in ~ (,,) is logies ekwivalent.

Die leser moet homself of haarself daarvan vergewis dat dit wat sintakties in stappe 3

van die algoritmes aan 'n spesifieke ry (van die waarheidstabel wat 'n 1 in die

hoofkolom het) gedoen word, semanties met die inkleur van die posisie van die
"
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betrokke wereld asook alle posisies daarbo in (2'\ ~) (vir AX) en alle posisies ondertoe

(vir vX), ooreenkom. Dit kan 5005 volg verduidelik word: die modelle van die

konjunksie van die Pi'S wat die waarde 1 aanneem, is presies die wereld (wat met die

betrokke ry ooreenkom) asook alle werelde boontoe, d.i. alle werelde wat in ten minste

die relevante Pi'S 'n 1 het; die modelle van die konjunksie van die 'Pi'S waarvoor Pi

die waarde 0 (in die betrokke ry) aanneem is presies die wereld asook alle werelde

ondertoe, d.i. alle werelde wat in ten minste die betrokke posisies 'n 0 het.

Ter illustrasie van die voorafgaande algoritmes vir die verkryging van AX

en vX van 'n teorie X, bepaal ons nou die positiewe en negatiewe afsluiting van ons

voorbeeldsin X = (h II r) ...... 'w sintakties. Ons versoek die leser om terug te blaai na

waar die waarheidstabel (Tabel 1) van hierdie sin gegee is. Dit is maklik om te sien

dat geeneen van (AI), (A2), (vi) of (v2) van die twee algoritmes hier die geval is nie.
,

Met die toepassing van stappe (A3) en (v3) verkry ons ~ = {h A r, hAw, rAw, w}
,

en" = {'W, ,r, ,h, ,h II 'r}. Deur al die konjunksies wat nie minimaal is nie te

verwyder (volgens (A4) en (v4)), het ons dan ~ = {h A r, w} en " = {'w, 'r, ,h}.

Die disjunksie van die elemente van ~ (stap (AS)) lewer die sin (h II r) V w wat

logies ekwivalent aan 'w -+ (h II r) is - soos reeds aangetoon, die positiewe

afsluiting AX van X; die disjunksie van die clemente van" (stap (vS)) lewer die sin

,h V -,r V -,w :: (h II r) -+ 'w - die negatiewe afsluiting vX van X.

Indien X reeds in disjunktiewe normaalvorm geskryf is (dit wil se X is

geskryf as die disjunksie van konjunksies van lettersinne (*)Pi) kan AX en vX ook aan

die hand van die volgende resultaat bepaal word:

2.2.1 Stelling Vir enige sin X in disjunktiewe normaalvorm, kan AX en vX deur

die volgende algoritme verkry word:

• As X :: F, dan AX :: vX :: F.

• As X t F, dan:

(a) word AX verkry deur alle voorkomste van 'Pi'S in X met T te

'.
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vervang;

(b) word vX verkry deur alle voorkomste van Pi'S (wat dus nie deur 'n

negasieteken voorafgegaan word nie) in X met T te vervang.

Bewys

Veronderstel eerstens dat X in volledige disjunktiewe normaalvorm is, dit wil se elke Pi

kom in elke disjunk van X presies een maal, sonder of met 'n negasieteken, voor. 'n

Disjunk wat in X optree, kom ooreen met 'n ry in X se waarheidstabel wat 'n 1 in die

hoofkolom "het. Die vervanging van negatiewe lettersinne (voortbringers met 'n ne­

gasieteken) in hierdie disjunk met T (in die beskrywing van die algoritme (a) vir die

verkryging van AX) lewer 'n sin wat logies ekwivalent is aan die sin wat verkry word

deur die konjunksie te neem van daardie Pi'S wat 'n 1 in die betrokke ry van die waar­

heidstabel gekry het. Volgens die vorige beskrywing van die algoritme om AX uit X

se waarheidstabel te vind, sal (a) dus inderdaad die korrekte t.X lewer. (Let op dat as

die disjunk 'Pt " 'P2 " ... " 'Pn in X voorkom, dan word dit vervang met T " T " ...

"" T, d.i. met T, en die hele X word gereduseer tot T vir AX - wat klop met (A2).)

'n Soortgelyke argument toon dat (b) die korrekte vX lewer.

Veronderstel nou dat X (t F) in algemene disjunktiewe normaalvorm is, dit

wil se X is 'n disjunksie van konjunksies van lettersinne. Ons sal nou aantoon dat

(a) weer eens die korrekte t.X lewer. Beskou enigeen van die disjunkte, se D, wat in

X voorkom. Om konkreet te wees, byvoorbeeld D = Pt "'P2. Vorm nou die dis­

junksie D* van alle moontlike konjunksies

Dr = Pt" 'P2 "(%)P3"'"'' (%)Pn

wat gevorm kan word deur by D alle moontlike kombinasies van die orige lettersinne

(%)pi met konjunksie te voeg. Dit is duidelik dat D logies ekwivalent is aan D*. Die

proses om elke negatiewe lettersin met T te vervang (sien (a)) lewer in die geval van

D 'n sin ekwivalent aan die konjunksie van die positiewe lettersinne in D: Pt " T



29

Ter verduideliking van die voorafgaande bespreking pas ons Stelling 2.2.1

op ons voorbeeldsin X = (h Ar) +-+ 'w toe. X se volledige disjunktiewe normaalvorm

is die sin (h II r II ,w) V (h lI,r II w) V (,h Ar II w) V (,h II ,r Aw). Die vervanging

van alle negatiewe lettersinne met T lewer l1X :: (h ArAT) V (h ATAW) V (T Ar A

w) V (T II TAW) wat logies ekwivalent aan die sin 'w -+ (h II r) is. Vir vX moet alle

positiewe lettersinne met T vervang word. Deur dit te doen verkry ons vX :: (T AT

A,w) V (T II ,r II T) V (,h ATAT) V (,h A,r II T) :: (h " r) -+ 'w.

X kan egter ook logies ekwivalent wees aan 'n sin in algemene disjunktiewe

normaalvorm: X:: (h II r II ,w) V (,h Aw) V (,r Aw). Proses (a) toegepas op X in

hierdie vorm lewer l1X :: (h ArAT) V (T Aw) V(T II w) :: 'w -+ (h Ar); en proses

(b) het die sin vX:: (T II T A,w) V (,h AT) V(,r II T) :: (h II r) -+'w tot gevolg.
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Na aanleiding van die vorige beskrywings van die algoritmes om fiX en vX

nit X se waarheidstabel te verkry, kan ons nou bewys dat vir die positiewe afsluiting

fiX van 'n konfigurasie X altyd een van die volgende uitsprake moet geld: fiX = ¢

(verteenwoordig logiese onwaarheid); fiX = W (verteenwoordig logiese waarheid);

of, fiX verteenwoordig 'n sin wat met slegs die gebruik van konjunksie en disjunksie

nit proposisiesimbole Pi opgebou kan word.' Laasgenoemde geval kom ooreen met die

klassieke sintaktiese definisie van 'n "positiewe sin" in die proposisielogika (vergelyk

Chang & Keisler [1991], p. 13). Die klassifisering van fiX in bogenoemde drie vorme,

kom met Stelling 2.2.3 se karakterisering van 'n positiewe sin X ooreen: as X positief

is geld X:: fiX of X = fiX. Vir die bewys van Stelling 2.2.3 word die volgende lemma

benodig:

2.2.2 Lemma As {Xi liE I} 'n versameling positiewe konfigurasies is, danis

(1) U{Xi liE I} positief, en

(2) n{Xi liE I} positief.

Bewys

(1) Ons moet bewys U{Xi liE I} = fi[U{X i liE I}]. Uit eienskap (1) van b. :

.9'W-+ .9'Was afsluitingsoperasie volg dat U{Xi liE I} ~ b.[U{Xi liE I}].

Omgekeerd: As w E b.[U{Xi liE I}], bestaan daar 'n x E U{Xi liE I} s6

dat w ~ x. Dus w E fiX i vir 'n i E1. Maar b.Xi = Xi vir aile i E I (want Xi

is positief), dus w E U{Xi liE I}.

(2) n{Xi liE I} ~ fi[n{Xi liE I}]. Omgekeerd: As w E fi[n{Xi liE Ij],

bestaan daar 'n x En{Xi liE I} s6 dat w ~ x. Dit beteken w E fiX i = Xi
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vir alle i E I en dus, w E n{Xi liE I}. o

Dan is X deur middel van n en U opgebou uit die versamelings

2.2.3 Stelling Vir enige sin X geld: X is positief (d.i. X :: 6X) as en slegs as X

ekwivalent is aan een van die volgende:

(a) F of

(b) T of

(c) 'n Sin wat opgebou is ui t proposisiesimbole Pi met behulp van slegs

konjunksie en disjunksie.

Bewys

Veronderstel (a) geld, d.i. X :: F of X = ¢. Volgens die algoritme (stap (61)) is AX ::

Fen dus is X positief. As (b) die geval is, d.i. X :: T of X = W, is dit duidelik dat X

positief is. Laat geval (c) geld en veronderstel X is deur middel van" en V opgebou

nit Pi , Pi , ..., Pi .
1 2 t

modelle van Pi's E {I, 2, ..., t}. Die versamelings modelle van Pi's E {I, 2, .", t}
s s

is egter positief, want die modelle van Pi is die moontlike wereld (0,0,.",0,1,0,0,.",0)
s

met 'n 1 in die is-de posisie asook aIle werelde bokant die een in (W, ~). Volgens

Lemma 2.2.2 word positiwiteit deur die vereniging en deursnede van versamelings

werelde behou. Die konfigurasie X wat met X ooreenkom is dus positief, sodat X

positief is.

Omgekeerd, veronderstel X is positief. Dan geld X :: 6X en dus, volgens

die algoritmiese konstruksie van 6X, geld (a), (b) of (c). o

Die karakterisering van 'n negatiewe sin X word deur Stelling 2.2.4

weergegee.
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2.2.4 Stelling Vir enige sin X is die volgende ekwivalent:

(1) X is negatief (d.i. X:: vX);

(2) X:: ,Y, vir 'n positieweYj

(3) Xis logies ekwivalent aan een van die volgende:

(a) T of

(b) F of

(c) 'n Sin wat opgebou is uit die ontkennings van proposisiesimbole Pi

met behulp van slegs konjunksie en disjunksie.

Bewys

(1) <=> (3): 'n Resultaat soortgelyk aan Lemma 2.2.2 kan ook vir 'n versameling

van negatiewe konfigurasies Xi bewys word. Die bewys is dan analoog aan die van

Stelling 2.2.3.

(3)~ (2): Beide T en F is positief en negatief en is die ontkennings van

mekaar. Met die toepassing van De Morgan se wette is dit maklik om te sien dat die

ontkenning van 'n sin X met die vorm (c) positief is.

(2)~ (3): Triviaal, as Stelling 2.2.3 se karakterisering van 'n positiewe Y in

gedagte gehou word. 0

Behalwe vir T en F kan 'n positiewe sin altyd herskryf word tot 'n sin wat

uit slegs die simbole A, V en positiewe lettersinne bestaan, en 'n negatiewe sin tot 'n

sin wat uit slegs die simbole A, V en negatiewe lettersinne bestaan. In die sin verwys

die "positief" en "negatief" in die onderskeid van lettersinne nie net na die af- of

aanwesigheid van 'n negasieteken nie, maar oak na die gebruik van die simbole (Pi of

'Pi) in die karakteriserings van positiewe en negatiewe sinne.
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Figure 5 en 6 is 'n duidelike illustrasie van onderskeidelik Stelling 2.2.3 en

2.2.4: In die taal voortgebring deur {p, q} is daar sestien logies nie-ekwivalente

sinne, waarvan ses positief (voorgestel deur Figuur 5) en ses negatief (Figuur 6) is.

Dit is maklik om te sien dat die res van die sestien sinne, naamlik die sinne p II "q,

"p II q, P -+ q :: "p V q, q -+ P s P V "q, P .-. q :: (p II q) V (.,p II .,q) en p + q ::

(.,p II q) V (p II .,q) n6g aan Stelling 2.2.3 n6g aan Stelling 2.2.4 voldoen en dus n6g

positief n6g negatiefis. Die enigste sinne wat beide positief en negatief is, is T en F.

Figuur 5

'.
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Figuur 6

Soos afgespreek het ons die begrippe, soos gedefinieer in Afdeling 2.1, teen die

agtergrond van 'n eindig voortgebringde proposisionele logika bespreek. In so 'n taal

is elke konfigurasie beskryfbaar deur 'n teorie (en selfs deur 'n enkelsin). Dit beteken

dat elke konfigurasie as die versameling modelle X van 'n teorie X optree. In be­

sonder word die konfigurasies fiX en vX respektiewelik deur die enkelsinne fiX en vX

beskryf. Die vraag is non: Kan die positiewe afsluiting fiX en die negatiewe af­

sluiting vX van 'n beskryfbare konfigurasie X beskryf word in die geval van oneindig

veel voortbringers; en indien weI, deur watter teoriee?

'.
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Beskou die proposisionele taal voortgebring deur enige aantal proposisie­

simbole Pi, i E I. Laat X = {Sj I j E J} enige teorie (d.i. 'n versameling sinne Sj' j E

J) wees en laat X" die versameling van aUe eindige konjunksies van sinne v.it X aandui.

Met ander woorde, X" se elemente is alle sinne van die vorm Sj 1 " Sj 2" ... " Sjk' waar

k enige natuurlike getal ~ 1 is. X" is dan oneindig, want daar bestaan oneindig vee!

sulke konjunksies. Die versameling modelle van X is dan diese!fde as die versameling

modelle van X" (d.i. X (= Mod(X)) = Mod(X")): Volgens Brink en Heidema [1989]

is Mod(X) = n{Mod(S) I SEX} - "Theorem" 4.3, p. 11; en Mod(X1 " X2) =

Mod(X1) n Mod(X2) - "Theorem" 5.2, p. 15. Dus, Mod(X") is die deursnede van

die versamelings modelle van alle sinne van die vorm Sjl " Sj2 " ... "Sjk' Deur die

herhaalde toepassing van "Theorem" 5.2 is die versameling modelle van elkeen van

die sinne weer die deursnede van die versamelings modelle van al die sinne Sjt' t E{I,

2, ... , k} wat in die betrokke konjunksie optree. Omdat X" bestaan uit alle

moontlike eindige konjunksies van sinne nit X, kry ons dat Mod(X") = Mod(X) = X.

Ons sal nou aantoon dat AX, d.i. AMod(X), wel beskryfbaar is. Met ander

woorde, ons sal aantoon dat AX die versameling modelle van 'n teorie is - die teorie

soos beskryf in die volgende definisie:

2.2.5 Definisie Met X en X" soos beskryf hierbo, definieer:

AX" : = {AS I SEX"}.

2.2.6 Stelling Mod(AX") = AX, d.i. AX" beskryf die konfigurasie AX.

Bewys

Mod(6X") ~ AX: Laat w E Mod(AX"), d.i. w ~ AS vir aile SEX". Dit beteken w is

'n model van AS, vir alle SEX", wat weer beteken w E Mod(AS) = AMod(S) (want

'.
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S E XII en S is dus 'n eindige konjunksie). Vir elke S E XII bestaan daar dus 'n

moontlike wereld (d.i. valuasie) Vs so dat Vs ~ w (wat beteken v;l(1) ~ w-1(1) - sien

Afdeling 2.1) en Vs to S. Stel Y : = {'Pi I W(Pi) = O}, dit wil se Y is die versameling

van alle negatiewe lettersinne wat waar is onder die valuasie w. Dan is w 'n model

van Y (d.i. w to Y) en ons kan die feit dat vs ~ w uitdruk as vs r Y. (Onthou: w FY

beteken dat w aan alle elemente 'Pi van Y 'n 1 toeken en dus aan alle ooreenkomstige

positiewe lettersinne Pi 'n 0 moet toeken. Die feit dat Vs ~ w beteken dat Vs ook aan

al sulke positiewe lettersinne Pi 'n 0 moet toeken.) Dus Vs(Pi) = 0 vir alle 'Pi E Y.

Beskou nou die versameling sinne X UY. Enige eindige deelversameling Z

van X UY het nou 'n model: As Z ~ Y, dan w r Z (en Vs f= Z vir alle vs)j as Z nX f

<P, neem die konjunksie S van die eindig vee! sinne in Z nX. Dan geld S E XII en dus

Vs r Y. Ook het ons Vs r S, en dus Vs 1= Z, met ander woorde Z het 'n model vs'

Volgens die kompaktheidseienskap van die proposisielogika het X uY 'n model, se v.

Dus v 1= X en v f= Y. Uit v 1= Y, volg dat v ~ w wat beteken dat w E t:.X.

t:.X ~ Mod(t:.XII): Laat w E t:.X, dus w E t:.Mod(X). Daar bestaan dus 'n va­

luasie v E Mod(X) met v ~ w, d.i. daar bestaan 'n moontlike wereld v, so dat v I- X en

v ~ w. Maar Mod(X) = Mod(XII), dus v 1= xl\, waaruit volg dat v 1= S vir aile S E XII

en dus v f= t:.S vir aile SEX" (aangesien S 1= t:.S),sodat w 1= t:.S vir aile S E XII (omdat

v ~ w) en dus wI- t:.X II. Dus w E Mod(l1XII).
D

Die negatiewe afsluiting vX van 'n beskryfbare konfigurasie X word op sy

beurt beskryf deur die teorie vXII: = {vS I S E XII}, d.i. Mod(vXII) = vX. Die bewys

hiervan is soortgelyk aan die vir t:.X en sal nie hier bespreek word rue.

2.3 KONFIGURASIES IN DIE PREDIKAATLOGIKA

In die vorige afdeling het ons die begrip "konfigurasie" se betekenis in die
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proposisielogika bespreek - in die proposisielogika kom 'n konfigurasie (as 'n

spesiale geval van die begrip soos gedefinieer in 2.1) met 'n versameling valuasies op

'n vaste versameling (A(+)) van atomiese proposisies ooreen. In die predikaatlogika

kry die begrip "konfigurasie" egter 'n algemener betekenis as in 2.1. Voordat ons die

betekenis bespreek, eers 'n beskrywing van die taal waarin ons werk.

Laat .:I die taal van die predikaatlogika aandui wat opgebou is uit die

volgende simbole: die standaard logiese simbole (d.i. die konnektiewe " II, V, -, +-+

en die kwantore 3 en V); aftelbaar veel veranderlikes; 'n versameling relasiesimbole

{Rj I j E J}, waar Rj 7j-er is; 'n versameling funksiesimbole {F1 lIE L}, waar F1

6r-er is; en 'n versameling K van konstant-simbole. 'n Interpretasie 23 van die taal

is dan van die vorm 23 = (B, {Qj I j E J}, {G1 I I E L}, g) waar B die onderliggende

versameling van die interpretasie is; Rj as die 7j-ere relasie Qj op B geinterpreteer

word; F1 as die 61-ere funksie GloP B geinterpreteer word; en die konstant-simbole

onder die funksie g : K - B geinterpreteer word. Ons definieer dan 'n konfigurasie

as enige klas van interpretasies van .:I.

In Afdeling 2.1 is 'n konfigurasie as 'n sekere versameling gedefinieer,

naamlik as 'n versameling van deelversamelings van 'n vaste versameling A (of as 'n

versameling van karakteristieke funksies van deelversamelings van A). Soos

verduidelik in 2.2, is die beskrywing van konfigurasies in die proposisielogika 'n

spesiale geval van die algemene beskrywing in 2.1: in die proposisielogika is 'n

konfigurasie 'n versameling modelle, d.i. 'n versameling van valuasies op die

versameling A(+) van atomiese sinne (of positiewe lettersinne). In die predi­

kaatlogika beskou ons 'n konfigurasie egter as 'n klas van interpretasies of modelle.

Hier kry die begrip dus 'n algemener betekenis as in 2.1, omdat dit onmoontlik is om

in die predikaatlogika net na versamelings van modelle te kyk en dit onmoontlik is

om interpretasies weer te gee deur valuasies op 'n vaste versameling van atomiese

sinne.

Volgens 2.1 is 'n konfigurasie, se X, positief as X = fiX, d.i. as X na bo
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geslote is, waar "na bo geslote" in terme van inklusie van die elemente van X beskryf

word. Die begrip van 'n positiewe konfigurasie kan ons net so deurvoer na die

proposisielogika, omdat die elemente van 'n konfigurasie, X, in die proposisielogika

ook deur inklusie (of die produkordening) georden word. Ook in die predikaatlogika

is 'n konfigurasie X positiefas X na bo geslote is, maar non word die elemente van X

nie deur inklusie georden nie - die ordening op X word non gedefinieer in terme van

homomorfiee tussen sy elemente. Voordat ons die ordening beskryf, omskryf ons eers

die begrip "homomorfie" in die predikaatlogika.

Laat 1)3 = (B, {Qj I j EJ}, {G1, IE L}, g) en 1)3' = (B', {Qj I j EJ}, {Gi

I I E L}, s') twee interpretasies van.:! wees. 'n Homomorfie ': ~ --+ 1)3' is 'n

fnnksie ': B --+ B' so dat:

(1)

(2)

'(3)

vir aile j E J, (b., b2, ••• , b
1j

) E Qj ~ (bi, b2, ..., b1j)E Qj;

vir aile IE L, [G1(bt, b2, ... , b,)]' = Gi(b'l' b2, ..., bb);
ul 1

vir aile k E K, (g(k))' = g'(k).

Die ordening op interpretasies van die taal word dan soos volg gedefinieer: vir alle ~,

1)3' :

~ ~ 1)3': as en slegs as daar 'n surjektiewe homomorfie ': I.E --+ 1)3' bestaan.

'n Interpretasie 1)3 is dus in hierdie ordening onder 'n interpretasie 1)3' as 1)3' 'n

homomorfe beeld van 1)3 is. Die ordening word non gebruik om die begrip van 'n

positiewe konfigurasie te definieer.

2.3.1 Definisie Beskou 'n konfigurasie X.

X word positiefgenoem as die volgende geld:

as I.E E X en I.B ~ I.E', dan I.E' E X.
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In die predikaatlogika word 'n sin, S, (d.i. 'n formule sonder vrye

veranderlikes) positiefgenoem as S opgebou is uit atomiese formules met behulp van

slegs s, V, V en 3 (sien Chang en Keisler [1991]' p. 72). 'n Teorie, X, (d.i. 'n

versameling sinne) word dan positief genoem as X logies ekwivalent aan 'n ver­

sameling positiewe sinne is. (Net soos in die proposisionele geval , is X :: Y (d.i.

teorie X is logies ekwivaIent aan Y) as Mod(X) = Mod(Y) (d.i. X = Y) - ons neem

ook aan dat die begrip van "'n interpretasie is 'n model van 'n teorie X" aan die leser

bekend is.) Met bogenoemde beskrywing van 'n positiewe teorie (of 'n sin) word die

teoriee (of sinne) T en F (onderskeidelik die ekwivalensieklas van aIle logiese waar

teoriee en die ekwivalensieklas van aIle logiese onwaar teoriee) dus uitgesluit. Ons

sal net soos in die proposisielogika beide hierdie teoriee ook insluit by die versameling

van positiewe teoriee, Met die insluiting van die twee teoriee (T en F) klop boge­

noemde definisie van positiewe teoriee met die volgende karakterisering (bekend as

Lyndon se Homomorfiestelling):

"'n Teorie X is logies ekwivalent aan 'n positiewe versameling sinne (d.i, X

is positief) as en slegs as X behoue bly onder homomorfe beelde (d.i. as

Mod(X) = X geslote is onder hornomorfe beelde" (Barwise [1977], p. 72).

In die proposisielogika geld, volgens Stelling 2.2.3, dat 'n konfigurasie X

positief is (d.i. X is na bo geslote; of X = l1X) as en slegs as X ekwivalent is aan F of

T of 'n sin wat opgebou is uit positiewe lettersinne met behulp van slegs konjunksie

en disjunksie. Analoog hieraan kan ons nou vir die predikaatlogika die volgende

uitspraak lewer: 'n aksiomatiseerbare konfigurasie X is positiefas en slegs as X logies

ekwivalent aan 'n positiewe teorie is. (Die uitspraak volg direk uit die "Lyndon

Homomorphism Theorem" en Definisie 2.3.1.)

Net soos in 2.1 en 2.2 is 'n negatiewe konfigurasie" in die predikaatlogika, 'n

konfigurasie wat na onder geslote is:

".
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2.3.2 Definisie Beskou 'n konfigurasie X.

Ons noem X negatiejas die volgende geld:

as 23' E X en 23 ~ 23' , dan 23 E X.

Volgens Definisie 2.3.2 is 'n konfigurasie dus negatief as X geslote is onder homomorje

oerbeelde: as 23' E X en daar 'n surjektiewe homomorfie ': 23 -+ ~, bestaan, dan

moet 23 E X.

Analoog aan die proposisionele geval word 'n sin in die predikaatlogika

negatiejgenoem as dit logies ekwivalent aan die ontkenning van 'n positiewe sin is,

d.i. as dit opgebou is nit die ontkennings van atomiese sinne met behulp van slegs II,

V, V en 3 (sien Chang en Keisler [1991], p. 313). 'n Negatiewe ieorie is dan maar net

'n versameling van negatiewe sinne. Volgens ons afspraak om ook die teoriee T en F

as elemente van die versameling van positiewe teoriee te neem, is T sowel as F nou

ook negatief: T =,F en F =.,T. Volgens Stelling 2.2.4, is in die proposisielogika, 'n

konfigurasie X negatief (d.i. X = vX) as en slegs as X =,y vir 'n positiewe teorie Y.

Dit is maklik om te sien dat ons ook in die predikaatIogika so 'n uitspraak kan lewer:

'n konfigurasie X, beskryf deur 'n sin X, is negatief as en slegs as X =,Y, vir 'n

positiewe sin Y.

Alhoewel ons Die 'n algemene (of selfs aksiomatiseerbare) konfigurasie in die

predikaatlogika met 'n versameling valuasies op een vaste versameling atomiese sinne

kan laat ooreenkom nie, kan ons so 'n konfigurasie tog met 'n klas van versamelings

van valuasies laat ooreenkom - een versameling vir elke element van die

konfigurasie. Ons beskryf vir elke moontlike interpretasie 'n versameling valuasies:

Laat 23 = (B, {Qj I j E J}, {GIll E L}, g) 'n interpretasie van .t wees en

vorm die taal .t(B) - met .t(B) bedoel ons die taal wat net soos .t lyk, behalwe

dat 8Y konstantsimbole nou K U B is (met K n B = ¢). Met elke surjektiewe
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homomorfie ': ~ -+ ~I kom 'n deelversameling A(+) van alle atomiese sinne van

.t'(B) ooreen, naamlik die atomiese sinne van $ (B) wat waar is onder die

interpretasie ~I = (B/, {Qj I j E J}, {Gi 11 E L}, s: U ,), waar s: = ~ 0 I en ~I

gesien word as 'n interpretasie van ..t(B). Noem die versameling sinne D+(~/) ­

"die positiewe diagram van ~/". ~ is selfook te sien as 'n interpretasie van .t(B),

naamlik as die interpretasie (B, {Qj I j E J}, {GIll E L}, g Uidn) en dan is D+(~) £

D+(~ I) (want homomorfiee behou die waarheid van atomiese sinne]. Trouens vir

enige twee homomorfe beelde ~I en ~I I van ~ geld:

D+(~/) ~ D+(~") as en slegs as ~I $ ~II.

Vir elke interpretasie ~ (as 'n element van 'n konfigurasie X) kan sy

homomorfe beelde se preordening, $, dus wel weergegee word deur die inklusierelasie

tussen versamelings van atomiese sinne.

--<>00-
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HOOFSTUK 3

WAARHEIDSGETROUHEIDORDENINGE VAN
TEORIEE: DIE SPESIALE GEVAL VAN

VOLLEDIGE INFORMASIE OOR
DIE WAARHEID

It foUows, therefore, that truth manifests itself...

- BENEDICTUS DE SPINOZA (in Popper

[1969], p. 3).

Every man carries about him a touchstone ...

to distinguish ... truth from appearances.

- JOHN LOCKE (in Popper [1969]' p. 3).

In hierdie hoofstuk het ons die definiering van enkele waarheidsgetrouheidordeninge

van teoriee in die proposisielogika teen die agtergrond van volledige informasie oor die

waarheid, ten doel. Die doelwit verteenwoordig natuurlik 'n hoogs geidealiseerde

geval wanneer dit met die wetenskaplike praktyk vergelyk word: as die waarheid ten

volle bekend is, is dit mos onnodig am te besluit of teorie Y nader aan die waarheid is

as teorie X; die enigste teorie van belang is dan die een wat die volledige waarheid

beskryf. Die leser sal dalk nou vra: Hoekorn beskou ons dan hierdie getdealiseerde

geval van volledige informasie? Die antwoord Ie daarin dat die spesiale geval 'n

gerieflike raamwerk vorm waarteen ons dan die algemene, realistiese geval kan

beskou: Hoe evalueer ons die relatiewe waarheidsgetrouheid van teoriee wanneer ons

oar slegs gedeeltelike informasie oar die waarheid beskik? Die "epistemiese" en

"metodologiese" vraag sal in Hoofstuk 4 bespreek word; in hierdie hoofstuk

konsentreer ons slegs op die "semantiese" en "Iogiese" vraag.

'.
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Die definiering van die waarheidsgetrouheidordeninge geskied aan die hand

van die volgende begrippe: die positiewe ajsluiting, die negatiewe ajsluiting, die

konuekse inhoud en die nie-konvekse inhoud van 'n teorie. In Afdeling 3.1 sal ons

aantoon dat ons met behulp van die begrippe, positiewe en negatiewe afsluiting, 'n

preordening kan definieer wat ooreenstem met die waarheidsgetrouheid-preordening

wat Brink en Heidema ([1987], [1989]) in terme van die wiskundige begrippe van

magsversameling, magsoperasie en magsrelasie gedefinieer het. Ons sal ook aantoon

(in 3.4) dat, deur die begrippe konvekse inhoud en nie-konvekse inhoud ook te

betrek, 'n parsiele ordening verkry word wat 'n verfyning van bogenoemde ordening

van Brink en Heidema is.

'n Verdere doelwit is om die leser (in 3.1) daarvan te oortuig dat ons

definisie van waarheidsgetrouheid die twee aspekte van die intultiewe begrip

nadeT'-aan-die-waarheid, naamlik die van meer betroubaar en meer informatieJ,

ineenvleg en versoen.

Oddie [1990] het op sekere ooreenkomste tussen die benadering van Brink

en Heidema en ander benaderings gewys. In reaksiehierop belowe Brink en Heidema

[1991] 'n latere verduideliking betreffende die verwantskap tussen hulle en Popper se

benadering. Ons sal nou hierdie belofte in Afdeling 3.2 nakom.

In Afdeling 3.3 toon ons aan hoe die waarheidsgetrouheid-preordening (eers

modulo antisimmetrie saamgetrek tot 'n parsiele ordening) in 'n volledige distributiewe

tralie ingebed kan word - naamlik die produk van die tralie van positiewe teoriee

met die tralie van negatiewe teoriee, Ons toon ook aan dat elke tralie van alle

positiewe (of negatiewe konfigurasies) isomorf aan 'n vrye distributiewe tralie is.

3.1 DIE WAARHEIDSGETROUHEID-PREORDENING

Ons beskou weer eens, ter wille van eenvoudigheid, 'n eindig voortgebringde
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proposisionele taal, naamlik die taal voortgebring deur proposisiesimbole Pi, i E{I, 2,

... , n}; en opgebou deur die konnektiewe " A, V, --+, +-+, en +. (Die taal sal regdeur

Hoofstuk 3 gebruik word.) Soos reeds verduidelik in Hoofstuk 2, is daar in hierdie
n

taal 2n moontlike werelde of valuasies en 22 logies nie-ekwivalente proposisies (sinne

of teoriee). Anders gestel: daar is 22n konfigurasies of versamelings van

versamelings moontlike werelde.

Ons doelwit is om te kan besluit wanneer een teorie nader aan die waarheid

(of meer waarheidsgetrou) as 'n ander teorie is. Vir die doel van hierdie hoofstuk is

"die waarheid" volledig bekend (d.i. ons ken volledig die waarheidswaarde van elke

Pi) en is "die waarheid" een spesifieke moontlike wereld (d.i. 'n maksimale

konsistente deelversameling van A(L)). Hierdie spesifieke moontlike wereld sal as

die reeie wereld bekend staan en sal met die letter r aangedui word. (Die leser moet

hierdie notasie vir die reele wereld nie met die kursiewe letter r verwar nie.

Laasgenoemde is die simbool wat gebruik word vir die proposisie "it is raining" in

voorbeelde waar ons werk met 'n taal voortgebring deur drie veranderlikes.) Sonder

verlies aan algemeenheid kan ons (gerieflikheidshalwe) die reele wereld, r, as die

valuasie wat 'n I (vir "waar") aan elke Pi toeken, neem. Die reele wereld is dus die

valuasie r = (1,1, ,1) wat die diagramsin PI A P2 A ... A Pn waar maak of bevredig,

d.i. r ~ PI AP2 A APn. Dit beteken dat r die diagram {Ph P2, ..., Pn} van positiewe

lettersinne is - wat natuurlik maar net die versameling A(+) van voortbringers van

die taal is. Vir die versameling van alle moontlike werelde geld dan: W = .9'(r) =

.9A(+).

"Die waarheid" (of die reele wereld), r, bepaalvir elke sin van die taal of

dit "waar" of "onwaar" is: Ons noem 'n sin (teorie) X waar as dit waar is in die reele

wereld, d.i. as r E Mod(X) = X of r I- X. Soortgelyk, word 'n sin X onwaar genoem

as dit onwaar is in die reele wereld, wat maar net beteken r ¢ X, d.i. r ~ X of r I- ,X.

Op die wyse kategoriseer "die waarheid" die versameling sinne van die taal in waar

en onwaar sinne en verkry ons 'n baie growwe preordening (of "kwasi-ordening", d.i.
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• 'n refleksiewe, transitiewe relasie) op die sinne van die taal: sin X is onder sin Y as

en slegs as X onwaar is of Y waar is onder r. Dit beteken dat al die waar sinne ekwi­

valent is onder die preordening en bokant al die onwaar sinne (wat ook ekwivalent is

onder die ordening) in die ordening moet wees. Figuur 7 illustreer hierdie ordening

vir die sestien logies nie-ekwivalente sinne van die taal voortgebring deur die

versameling {P, q}. Hier is r = {p, q}, d.i. r is die valuasie (1,1) wat die sin p II q

bevredig. Die sin X = 'p II 'q is dan byvoorbeeld onder die sin Y = q -+ p in die

ordening want r I- q-+ p. (Elke moontlike wereld (of valuasie) verdeel natuurlik die

sinne van die taal in twee kategoriee: die wat waar is onder die valuasie en die wat

onwaar is.)

T p --+ q
• •

pllq q--+ P
waar sinne • •

pVq p+-+q

• ••

• •
F P II 'q

• •onwaar sinne ,p V'q ,p II q

• •,p II 'q p+q

Figuur 7

.,



46

Ons kan ook 'n anti-we reId ("anti-world") definieer. Die anti-wereld

verteenwoordig dit wat maksimaal in stryd met die waarheid of reele wereld is en is

in aIle opsigte presies die teenoorgestelde van die reele wereld. Ons sal die anti-

wereld met r* aandui. Vir r = {Ph P2, , Pn} is r* die diagram {-'Ph -'P2, ... , -'Pn},

d.i. die valuasie wat aan elke Pi, i E {I, 2, , n} 'n °toeken (of aan elke -'Pi, i E {I, 2,

... , n} 'n I toeken) en dus die sin -'Pt II -'P2 II ... II -'Pn bevredig. Die anti-wereld r* =
(0,0,...,0) is dus niks anders as die lee deelversameling van r nie.

Die anti-wereld is die valuasie wat presies die teenoorgestelde waardes, as

die reele wereld, aan die Pi'S toeken, en die begrip "onwaar sin" is die duaal van die

begrip "waar sin". Tog kan ons nie die anti-wereld, in plaas van die reele wereld,

gebruik om sinne as waar of onwaar te klassifiseer nie. Ter verduideliking van

hierdie laaste punt beskou ons weer Figuur 7. Hier is r = {p, q} - die boonste

helfte van A(L); dus r* is die diagram {-,p, -,q} - verteenwoordig deur die onderste

helfte van A(L), of die valuasie (0,0) wat die sin -,p II -'q bevredig. Beskou nou die

sinne P ..... qen -,p II q. Die modelle van P +-+ q is die versameling moontlike werelde

{(l,l), (D,D)}, d.i. Mod(p ..... q) = {{p, q}, {-,p, -,q}}; terwyl Mod(-,p II q) = {(O,l)} =

{{.,p, q}}. Dus, r EMod (p ..... q) en r t Mod (-,p II q). Per definisie is p ..... q dus

waar en -'P II q onwaar. Ons het ook r* E Mod(p ..... q) en r* t Mod(-,p II q). Mens

kan dus nie redeneer dat 'n sin X waar is as r* YX en onwaar is as r* r X nie.

Ons wil, soos reeds opgemerk, die waarheidsgetrouheid van teoriee in terme

van hul positiewe en negatiewe afsluitings vergelyk. In Hoofstuk 2, Afdeling 1, het

ons verduidelik wat die terme positiewe afsluiting en negatiewe afsluiting van 'n kon­

figurasie beteken. Die ordening wat ons op W geplaas het vir die algemene beskry­

wing van die begrippe, was die van inklusie van deelversamelings van A. In die

geval van 'n proposisionele taal met eindig veel voortbringers Pi, i E {I, 2, ..., n], kan

W as die Boole-algebra 2n beskou word en dan is die ordening op W - gesien as die

versameling van alle moontlike valuasies v : {Ph P2, ..., Pn} --+ {O, I}, maar net die

produkordening (~). Die vraag is nou: Is vir ons doel (die definiering van 'n

'.
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waarhcidsgetrouheidordening op die sinne van 'n eindige proposisionele taal) die

produkordening 'n "sinvoUe" ordening op W? 'n Ordening op W is "sinvol" as dit 'n

waarheidsgetrouheidordening op die elemente van W is en dit dan uitgebrei kan word

tot 'n waarheidsgetrouheidordening op die elemente van !/JW. Meer spesifiek: ons

vereis 'n ordening op W wat nie net 'n waarheidsgetrouheidordening op die ver­

sameling van alle moontlike werelde sal wees nie, maar wat ook van so 'n aard is dat

deur die neem van positiewe en negatiewe afsluitings op !/JW, dit uitgebrei kan word

tot 'n waarheidsgetrouheidordening op die versameling van alle moontlike versamelings

van moontlike werelde. Die antwoord op bostaande vraag is dan JA - ons keuse

van die reele wereld as r = (1,1,...,1) sorg dat die produkordening oak 'n waarheids­

getrouheidordening is. (Dat dit ook uitgebrei kan word tot 'n waarheids­

getrouheidordening op konfigurasies, sal bietjie later in hierdie hoofstuk bespreek

word.) Volgens die produkordening moet die reele wereld r = (1,1, ...,1), wat in elke

posisie "beter of net so goed as" al die ander moontlike werelde (nou gesien as rytjies

van nulle en ene) is, heel bo in die ordening (W, ~) wees; terwyl die anti-wereld r* =

(0,0,...,0), wat in elke posisie "slegter of net so sleg as" al die ander moontlike werelde

is, heel onder in (W, ~) moot wees. Omdat die elemente van W ook as deelver­

samelings van r = {Ph P2, ..., Pn} beskou kan word, is die produkordening natuurlik

dieselfde as die van inklusie op deelversamelings van r. Vir alle x = (X1l X2, ..., xn),

y = (Y1l Y2, ..., Yn) EW geld dus:

x ~ Y ~ Xi ~ Yi (in 2) vir alle i E {1, 2, ..., n};

~ x nr ~ Y n r;

~ x nr* ~ Yn r*;

~ daar meer (of net soveel) positiewe (of waar)

lettersinne Pi (en dus minder (of net soveel)

negatiewe (of onwaar) lettersinne , Pi) in Y

voorkom as in x;

~ Y"nader of net so naby aan" die reele wereld r
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= (1,1, ... ,1) is as x.

Die taal voortgebring deur {p, q} gaan ons voortaan dikwels gebruik ­

vera! ter illustrasie van die waarheidsgetrouheid-preordening wat ons bietjie later

gaan definieer. Daarom illustreer ons weer vir die gerief van die leser die ordening op

W vir hierdie geval: Figuur 8 illustreer W = 22 - georden deur die produkordening;

Figuur 9 gee W = .9' ({p, q}) - georden deur inklusie; en Figuur 10 dui die

ooreenstemmende diagramme aan.

(I,D)

(1,1)

(0,0)

Figuur 8

(0,1)

{p, q}

{p}

{p, q}

v
¢

Figuur 9

{q}

{,p, ,q}

Figuur 10

{,p, q}
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Figuur 11 mag verder help om die waarheidsgetrouheidkarakter van die

produkordening te illustreer: A(L), die versameling van aile lettersinne, (±)Pi' word

verdeel in twee dele - die boonste helfte verteenwoordig al die Iettersinne wat in r

voorkom, d.i. al die positiewe (of waar) lettersinne; en die onderste helfte ver­

teenwoordig al die lettersinne wat in r* voorkom, d.i. al die negatiewe (of onwaar)

lettersinne. Moontlike wereld y is dan 'n beier(of net so 'n goeie) beskrywing van die

reele wereld r = {PI, P2, ... , Pn} as moontlike wereld x, indien y se deursnede met r

groter as (of gelyk aan) x se deursnede met r is; of ekwivalent hieraan, as x se

deursnede met r* grater as (of gelyk aan) y se deursnede met r* is. (Ons spreek af

om voortaan met die beskrywing "moontlike wereld y is 'n beter (of swakker)

beskrywing van die reele wereld as x'' (of kortweg: fly is beter (of swakker) as x'']

altyd ook die moontlikheid van x = y in te sluit.)

r

r*

,,
:.............
, x,,,,,,,,,

"1 ,, ,
: '\ jY, ,
: "'x ,,
,~,,

Figuur 11
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Veronderstel ODS SOU 'n ander moontlike wereld as {PI, P2, ... , Pn} vir die

reele wereld kies. Dan is die produkordening op W nie meer 'n waarheidsgetrouheid ­

ordening op W me. Die ordening op W wat natuurlik weI nog aan die vereiste van

waarheidsgetrouheid sal voldoen, is die van inklusie op deursnedes met r (of inklusie

op deelversamelings van r), waar r nou as 'n diagram, d.i. 'n maksimale konsistente

versameling lettersinne, beskou word: x is onder y as en slegs as x nr ~ y n r. Ter

illustrasie van hierdie punt beskou ons die, nou reeds bekende, taal voortgebring deur

{p, q}, maar nou met r gekies as {p, ,q} = (1,0) en dus, r* = {,p, q} = (0,1). In

Figuur 12 word die ordening van inklusie van deursnedes met r = {p, ,q} uitgebeeld.

Hierdie ordening besit duidelik die eienskap van waarheidsgetrouheid: r staan heel bo

in die ordening en r*, wat in stryd met "die waarheid" is, heel onder. Halfpad in die

ordening kom die diagramme {p, q} en {,p, ,q} voor. Beide hierdie diagramme

weers pieel die "helfte" van "die waarheid", die "helftes" verskil egter en daarom is

hulle onvergelykbaar wat die ordening betref. Vergelyk die leser nou hierdie

ordening met die produkordening (Figuur 8) en sy ekwivalente vorme (Figure 9 en

.10), is dit maklik om te sien dat die produkordening nie vir hierdie geval aan die

vereiste van waarheidsgetrouheid voldoen nie. Ons keuse van die reele wereld as

{Ph P2, ..., Pn} is dus in meer as een opsig gerieflik.

{p, q}

Figuur 12
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In ons eindig voortgebringde proposisionele taal kan elke konfigurasie deur 'n enkelsin

beskryf word, so ook die konfigurasies liX en vX - die positiewe en negatiewe af­

sluiting van 'n konfigurasie X: As X die teorie is wat die konfigurasie X beskryf, d.i,

X = Mod(X), dan word liX deur die sin liX en vX deur die sin vX beskryf. Dit bete­

ken dat liX = liMod(X) = Mod(liX) en vX = vMod(X) = Mod(vX). In Hoofstuk 2,

Afdeling 2, is algoritmes geformuleer wat liX en vX sintakties beskryf. Die

algoritmes, asook aile resultate voortspruitend daaruit, is in terme van die

produkordening op W geformuleer. (Die leser moet homself of haarself daarvan

vergewis dat indien ons 'n ander ordening as die produkordening (of een van sy

ekwivalente vorme) op W sou gebruik, die algoritmes nie meer geld nie.) Ons is dus

in alle opsigte terug in die situasie van Afdeling 2.2.

am die positiewe afsluiting liX van 'n teorie X te verkry, word Mod(X) =
X tesame met al die moontlike werelde wat bokant 'n x E X in (W, ~) voorkom,

geneem. Dit beteken dat die reele wereld r = (1,1, ... ,1) altyd 'n model van liX sal

wees (d.i. r E liX) behalwe as X 'n kontradiksie (oflogiese onwaarheid) is, want dan is

X :: liX :: F of, semanties beskou, X = liX = <p. Dus as X f <P, verteenwoordig die

positiewe afsluiting liX van X altyd 'n waar teorie liX. Aan die ander kant word die

negatiewe afsluiting vX van 'n teorie X verkry deur die konfigurasie X asook aile

moontlike werelde wat onder 'n x E X in (W, ~) Ie, te neem. Hierdie beskrywing van

vX het tot gevolg dat die negatiewe afsluiting van aile watir sinne ekwivalent is aan

die sin T: as X waar is, geld rEX en dus vX = W. As X egter met 'n onwaar sin X

ooreenkom, kom die konfigurasie vX altyd met 'n onwaar sin vX ooreen: as X on­

waar is, is r t X en dus oak, r t vX. In Tabel 2 word die positiewe afsluitings liX en

die negatiewe afsluitings vX van die sestien logies nie-ekwivalente sinne X van ons

illustratiewe taal gelys. Die waarheid of onwaarheid van die sestien sinne en hul

afsluitings word ook aangedui. As die leser nou Tabel 2, asook Figure 5, 6 (Afdeling

2.2) en 7 beskou, sal hy of sy sien dat daar meer waar en onwaar as onderskeidelik

positiewe en negatiewe sinne is. Meer spesifiek, as ons F by die versameling van

'.
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X l1X vX oX cfX

waar T T T T T
onwaar

waar p p T P T
onwaar

waar q q T q T
onwaar

waar pllq pllq T pllq T
onwaar

waar pVq pVq T pVq T
onwaar

waar p~ q T T T p- q
onwaar

waar q~p T T T q- p
onwaar

waar p+-+q T T T p.-.q
onwaar

waar T T
onwaar "p "p "p

waar T T
onwaar "q "q "q

waar T T
onwaar "p II "q "p II "q "p II "q

waar q T
onwaar "p II q "p "p II q

waar p T
onwaar p II "q "q P II "q

waar T T
onwaar .,p V "q "p V "q .,p V"q

waar pVq T
onwaar p+q .,p V "q p+q

waar T
onwaar F F F F

Tabel2
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positiewe sinne sou uitsluit en T by die versameling van negatiewe sinne, is die

versameling van positiewe sinne eg bevat in die versameling van waar sinne, en die

versameling van negatiewe sinne eg bevat in die versameling van onwaar sinne. Vir

die versameling A(L) van lettersinne geld natuurlik dat die versameling van waar

(onwaar) lettersinne dieselfde as die versameling van positiewe (negatiewe) letter­

sinne is. Dat die sin T so baie keer in die tabel voorkom is as gevolg van die feit dat

vir aIle waar teoriee X, vX :: T en vir aile X ¢ F, X negatief, llX s T.

Die vraag "Wanneer is 'n moontlike wereld y 'n beter beskrywing van die waarheid (of

reele wereld r) as 'n moontlike wereld x?", word in terme van die produkordening

beantwoord: wanneer y meer (of net soveel) positiewe lettersinne as x bevat. Nou

wil ons die idee van "nader aan die waarheid" na versamelings van moontlike uerelde

uitbrei: wanneer is 'n konfigurasie Y (of teorie Y) 'n beter beskrywing van die

werklikheid as 'n konftgurasie X (of teorie X)? Ons antwoord op hierdie vraag het as

oorsprong die waarheidsgetrouheid-preordening van Brink en Heidema ([1987] en

[1989]) - gedefinieer in terme van die wiskundige begrippe van magsversameling en

magsordening:

3.1.1 Definisie Laat ~ die ordening op 'n versamelingA aandui. Dan word die

magsordening ~ op die magsversameling .!J A gedefinieer as die relasie tus­

sen deelversamelings van A waarvoor die volgende geld: vir alle X, Y £ A:

X~ Yass (Vx E X)(3y E Y) [x ~ y] & (Vy E Y) (3x E X) [x ~ y].

Indien (A, ~) as die Boole-algebra (W, ~) beskou word, is, soos voorgestel

deur Brink en Heidema ([1987], [1989]), die ooreensternmende mags-preordening (0£

kwasi-ordening) ~ van versamelings van werelde 'n waarheidsgetrouheid-preordening

van die teoriee wat met die versamelings werelde ooreenkom. Dit beteken dat vir

".
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teoriee X, Y: X ~ Y per definisie geld ass X ~ Y. (Vir argumente tot

ondersteuning van die beskouing dat die preordeningrelasie *= 'n waarheidsge­

trouheid-preordening is, verwys ons die leser na die artikels van Brink en Heidema.)

Die waarheidsgetrouheid van teoriee word dus maar net in terme van die konfigu­

rasies waarmee hulle ooreenkom gedefinieer.

Ter verduideliking van die waarheidsgetrouheid-preordening~, beskou ons

die sinne X = p --+ q en Y = p van ons illustratiewe taal, In Figuur 13 is X die

versameling moontlike werelde ingesluit deur die klein stippeltjies en Y die

versameling ingesluit deur die groter stippels. Y = p is dan meer waarheidsgetrou

(of nader aan die waarheid) as X = p --+ q, d.i. X ~ Y, want vir elke x E X =

{{p, q}, {'p, q}, {,p, ,q}} ={(l,l), (0,1), (O,O)} bestaan daar 'n y E Y = {{p, q}, {p,

,q}} = {(l,l), (1,0)} wat 'n beter beskrywing van die reele wereld r = {p, q} = (1,1)

is (neem byvoorbeeld telkens y = (1,1»; en vir elke y E Y bestaan daar 'n x E X wat

'n swakker beskrywing van die reele wereld is (neem byvoorbeeld telkens x = (0,0».

{p, q}

tr-"'"
/ ~ ... "--

~ --/ -.
/ -'-

/ --
~ "

~ -.
/ '

{p, ,q} \ \, {,p, q}
.... ",,,,,,,,,,,,,, ,

I '"-' ,

Figuur 19
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In Figuur 14 (wat met Brink & Heidema [1987], "Figure 6", p. 540, oor­

eenstem) word die waarheidsgetrouheid-preordening ~ vir die geval van twee

proposisionele veranderlikes geillustreer. Die annotasies in die diagram spesifiseer

die sestien logies nie-ekwivalente teoriee (sinne) eerder as die ooreenstemmende

versamelings van moontlike werelde. Hier geld X ~ Y as X onder Y in die diagram

is en daar 'n pyl (direk of transitief) vanaf X na Y is. Vir die gerief van die leser

onderskei ons ook die agt waar sinne van die agt onwaar sinne deur net die posisies

van die waar sinne in te kleur. Die sinne q - p, p - q, p ..... q en T is met

horisontale lyne verbind wat pyle in beide rigtings het. Dit beteken dat vir die

betrokke vier sinne die relasie~ in beide rigtings geld (byvoorbeeld: p ..... q~ T en

T *= P ..... q) en dat die sinne dus ekwivalent is onder es. Ons sal sulke sinne

waarheidsgetrou-ekwivalent noem en die ekwivalensierelasie wat tussen hulle geld met

~ aandui.

Onthou dat in hierdie geval "die waarheid" oor die "reele wereld" r = (1,1)

is, terwyl die enkel-element-konfigurasie {r} met die sin p II q ooreenkom - die sin

wat nou die waarheid, die volle waarheid, en niks anders as die volle waarheid

verteenwoordig nie. Dit maak dan oak sin dat die spesifieke sin heel bo in die

diagram (Figuur 14) moet staan, terwyl die sin 'p II 'q, wat met die enkel-element­

konfigurasie {r*} oareenkom en wat 'n infame leuen oor "die waarheid" verkondig,

heel onder. Die sinne P " 'q en ,p II q kom onderskeidelik met die enkeI-element­

konfigurasies {{p, ,q}} en {{'P, q}} ooreen; beide hierdie diagramsinne is die

konjunksie van een waar (positiewe) en een onwaar (negatiewe) lettersin. Elkeen

van die sinne p " 'q en ,p II q het dus net mooi een (maar verskillende) heIfte van

"die waarheid" p " q beet, maar ook terselfdertyd een helfte van "die onwaarheid"

beet. In die sin is dit sinvol dat die twee sinne halfpad tussen "die volle waarheid", p

II q, en "totale onwaarheid", 'p II 'q, in die diagram voorkom.

Die vier sinne p " q, p " 'q, 'p II q en ,p " 'q word onderskeidelik deur die

valuasies (1,1), (1,0), (0,1) en (0,0) bevredig, wat op hulle beurt weer met die
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pAq

•

Figuur 14

diagramme {p, q}, {p, ,q}, {,p, q}, {,p, ,q} ooreenkom. Beskou ons die diagramme

as deelversamelings van r = {p, q} kom hulle onderskeidelik met die deelversamelings

{p, q}, {p}, {q} en ¢ ooreen. Dit beteken Mod(p " q) = {(l,l)} = {{p, q}};

Mod(p A,q) = {(I,D)} = {{p, ,q}} = {{p}}; Mod(,p" q) = {(O,l)} = {{,p, q}} =

{{q}}j en Mod(,p" 'q)} = {(O,O)} = {{'p, 'q}} = {¢}. Vergelyk ons nou die
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ordening van die vier moontlike werelde (1,1), (1,0), (0,1) en (0,0) in (W, ~) ­

Figuur 8 (of {p, q}, {p}, {q}, ¢> - Figuur 9; of {p, q}, {p, ,q}, {,p, q}, {,p, ,q}­

Figuur 10) met die van hulle ooreenstemmende diagramsinne in (.1JW,~) - Figuur

14, is dit maklik om te sien dat die onderlinge posisies vanaf (W, ~) na (.1JW, ~) nie

verander nie. Die magsordening ~ op versamelings van moontlike werelde (d.i. op

konfigurasies of teoriee) is dus 'n uitbreiding van die produkordening ~ op enkel

(moontlike) werelde. In die algemeen geld dan: vir alle x, yEW:

x ~ y (in W) ~ {x}~ {y} in .1JW.

Die ordening *= op diagramsinne is dus maar net die van inklusie op die oor­

eenstemmende diagramme. (Vergelyk ook Brink & Heidema [1987], p. 542.)

In die begin van die afdeling is 'n baie growwe preordening op die ver­

sameling sinne van die taal gedefinieer - die preordening waarvolgens al die waar

sinne bo al die onwaar sinne is. Die preordening word verfyn deur die waarheids­

getrouheid-preordening ~. Dit beteken dat die waarheidsgetrouheid-preordening

~, as versameling geordende pare sinne, eg bevat is in die growwe preordening. In

die preordening ~ is byvoorbeeld nie meer alle waar sinne bo alle onwaar sinne nie,

maar dit geld nog steeds dat geen onwaar sin bo 'n waar sin is nie (sienBrink &

Heidema [1987]). Wat die versameling van lettersinne bet ref kry ons egter nog steeds

die spesiale situasie dat al die positiewe (d.i. waar) lettersinne bo al die negatiewe (d.i.

onwaar) lettersinne in (.9'W, ~) is, alhoewel die positiewe (en so ook die negatiewe)

lettersinne nou onderling onvergelykbaar is (vergelyk Figuur 14). Dus, vir elke

positiewe lettersin Pi, i E {I, 2, ... , n} en vir elke negatiewe lettersin 'Pj, j E {I, 2,

... , n} geld 'Pj ~ Pi. Ons kan dit soos volg verduidelik: Vir elke positiewe lettersin

Pi is daar presies 2n/2 moontlike werelde wat Pi bevredig, naamlik die moontlike

werelde wat in ten minste die posisie Pi 'n 1 het. Dieselfde geld vir negatiewe

lettersinne: daar is 2n/2 moontlike werelde wat 'n °in posisie Pj het. Dit beteken

dat vir alle Pi, r E Mod(Pi) en vir alle Pj, r* E Mod('Pj). Vir elke 'Pj en elke Pi geld

dan: vir elke x E Mod(,pj) is daar 'n y (naamlik r) E Mod(Pi) waarvoor x ~ y;

"
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envir elke y E Mod(Pi) is daar 'n x (naamlik r*) E Mod(,pj) waarvoor x ~ y.

Brink en Heidema [1987] onderskei die twee helftes van die waarheidsge­

trouheid-preordening ~ met ~ en ~ :

X == Y ass (Vx E X)(3y E Y) [x ~ y]j en

X~ Y ass (Vy E Y)(3x E X) [x ~ y].

Die konjunksie (of deursnede) van == en ~ is dus~. Hulle maak ook die volgende

notasie-afsprake:

X~YbetekenY~ x,

X 7Ybeteken Y~X;

X =:; Y beteken X == Y en X =7 Y.

'n Hele klompie interessante result ate oar die gedrag en eienskappe van die

relasies == en :::::7 (en kombinasies daarvan) met betrekking tot waarheid en

onwaarheid, konjunksie en disjunksie van teoriee ensovoorts, word deur Brink en

Heidema [1987] bewys. Ons sal net 'n lys van sommige van die resultate gee - vir

bewyse daarvan verwys ons die leser na bogenoemde artikel. Onthou dat 'n teorie X

waar is as en slegs as r E Mod(X) = X. Die konjunksie van twee teoriee X en Y is

dus waar as en slegs as die reele wereld 'n model van beide X en Y is, d.i. as r E

Mod(X) n Mod(Y) = Mod(X II Y); terwyl die disjunksie van twee teoriee X en Y

waar is as en slegs as die reele wereld 'n model van ten minste een van die teoriee is,

d.i. as r E Mod(X) UMod(Y) = Mod(X VV).

Vir enige teoriee X en Y geld:

(1) As X :: Y, dan X~ Y.

(2) As Y waaris, dan X == Y.

(3) As X waaris en Y onwaar is, dan X * Y (en dus X~ V).

(4) XIIY=;XenXIIY1=:;Y.

(5) X~XVYenY~XVY.

(6) As beide X en Y waar is, dan X VY ~ X~ X A Y.

(7) As X waaris en Y onwaar is, dan

"
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(a) X#XAY

(b) Yen X AY mag 6f vergelykbaar Of onvergelykbaar in terme van ~

of~ wees.

(c) XVY~X

(d) XVY~Y

(8) As beide X en Y onwaar is, dan mag X en X A Y 6f vergelykbaar 6f

onvergelykbaar in terme van ~ of~ wees.

Soortgelyk vir X en X VY.

Vir voorbeelde ter ondersteuning van die resultate kan die leser weer Figuur

14 van nader bekyk. Dit is duidelik dat die eerste resultaat net in een rigting geld:

dit is heel moontlik dat X~ Y en Y ~ X (en dus X ~ Y) maar dat X t Y. Verge­

lyk maar net die vier sinne q - p, p +-+ q, P - q en T in Figuur 14, Dit beteken dat

die relasie ~ nie antisimmetries op die versameling (Iogies ekwivaIente klasse van)

sinne is nie. Resultaat (2) geld omdat vir Y waar, is r E Yen dus is daar altyd 'n

model van Y wat "beter'' as aile modelle van X is. Dit is interessant om daarop te

let dat die sin F - die sin wat aile logiese teenstrydighede verteenwoordig, met geen

ander sin in terme van ~ vergelyk kan word rue. Die rede is dat geen moontlike

wereld vir F bevredig nie, d.i. Mod(F) = <p. Volgens resultaat (2) geld wel dat

F =X vir aile waar teoriee X. Dit is egter ook die geval dat F ~ X vir aile teoriee

X: vir e1ke (daar is geen) model van F is daar altyd 'n model van X te vinde wat

hoer op in die produkordening van die versameling moontlike werelde le. Die ander

helfte van die relasie~ geld egter nooit nie--triviaal nie, d.i, vir aile teoriee X 1F, is

F ~ X: daar kan nooit 'n model van F gevind word wat "slegter" as 'n model van X

is nie. Soortgelyk geld X =1= F vir aile X t F (vir waar teoriee X, volg dit uit

resu1taat (3)), maar weI X~ F vir aile teoriee X.

Op grond van die resultate lys Brink en Heidema [1987] sekere algemene

beginsels (wat hulle noem "Principles concerning verisimilitude") met betrekking tot

"



60

die vergelyking van teorice in terme van die waarheidsgetrouheid-preordening ~.

Ons herhaal die lys hier en volg hulle afspraak dat die beskrywings "verrneerdering

(of vermindering) in waarheidsgetrouheid" en "meer (of minder) waarheidsgetrou" die

moontlikheid van ekwivalente waarhcidsgetrouheid oak insluit:

(1) Geen onwaar teorie is meer waarheidsgetrou as enige waar teorie nie.

(2) Vir waar teoriee word waarheidsgetrouheid deur konjunksie verrnecrder en

deur disjunksie verminder.

(3) Die waarheidsgetrouheid van 'n waar teorie word nie vermeerder deur

konjunksie met 'n onwaar teorie nie - dit word 6f verminder 6f die

resultaat is 'n onvergelykbare teorie.

(4) Die waarheidsgetrouheid van 'n onwaar teorie mag of vermeerder of

verminder of onvergelykbaar word deur die konjunksie met 'n waar teorie.

(5) Die waarheidsgetrouheid van 'n waar teorie word vermindcr deur disjunksie

met 'n onwaar teorie.

(6) Die waarheidsgetrouheid van 'n onwaar teorie word nie verminder deur

disjunksie met 'n waar teorie Die - dit word 6f vermeerder 6f die resultaat

is 'n onvergelykbare teorie.

(7) Vir onwaar teoriee word waarheidsgetrouheid deur konjunksie, sowel as

disjunksie, of vermeerder of verminder of onvergelykbaar gemaak,

Ter ondersteuning van bogenoemde beginscls kan die loser weer eens Figuur

14 beskou. Waarop ons nou wil fokusseer, is die feit dat Brink en llcidema se waar­

heidsgetrouhcid-prcordcning, ~, ekwivalent in terme van po!itiewe en negatiewe

afsluitings beskryf kan word. Die feit is oak (in 'n ander konteks) deur Pretorius

[1988], p. 2) bewys: en dit skyn of magsrelasies op die wyse van Dcfinisie 3.1.2 vir die

cerate keer deur Walker [1984] bcskryf is.

3.1.2 Dcfinisic Vir alle X, Y ~ W:
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x *= Y ass X ~ vY en AX 2 Y,

in welke geval ons se dat X minder (of net so) waarheidsgetrou as Y in die

waarheidsgetrouheid-preordening is.

Uit die fcit dat A: !/JW -+ !/JW en v : !/JW - 9JW afsluitingsoperasics is,

kan die ordening *= ook gcdefinieer word as: vir aIle X, Y ~ W:

X~ Y ass vX ~ vY en AX 2 AY.

Dit is amper triviaal am aan te toon dat ons definisie (3.1.2) van die

waarheidsgetrouheid-preordening ~ ekwivalent is aan die van Brink en Heidema

(3.1.1) met A = W: die eerste helfte van Definisie 3.1.1, (Vx E X)(3y E Y)[x $ y],

beteken maar net dat X ~ vY (en dus vX ~ vY); en die tweede helfte, (Vy E Y)

(3x E X)[x $ y], maar net dat Y ~ AX (en dus AY ~ AX).

Vir enige teorie X geld aItyd dat vX ~ X *= AX, d.i. elke teorie X is aItyd

ten minste net so waarheidsgetrou as sy negatiewe afsluiting vX en hoogstens net so

waarheidsgetrou as sy positiewe afsluiting AX. Dit kan soos volg verduidelik word:

v(vX) = vX; AX = A(AX) en as X t- ¢, is A(VX) = W 2 AX en vX ~ V(AX) = W.

(Onthou dat vir aIle ¢ t- X ~ W: r E AX, r* E vX en dus, V(AX) :: T en A(VX) :: T.

As natuurlik X = ¢, is vX = X = AX = ¢.)

Met die notasie X~ Y hedoel ons X~ Y en Y~ X. In terme van Dcfi­

nisie 3.1.2 beteken X~ Y dus vX = vY en AX = AY. Indien X ~ F, bestaan die

volgende waarheidsgetrouheid-ekwivaIensies:

3.1.3 Stelling As X I ¢, geld:

(1) AX~ X U{r} en

(2) vX~ XU {r*}.
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Bewys

(1) V(AX) = Wen veXu{r}) = vx Uv({r}) =vX UW = W.

A(AX) = AX en 6(X U{r}) = 6X UA({r}) = AX U{r} =AX.

(2) V(vX) = vX en veX u{r*}) =vX U{r*} =ex

A(VX) =W en 6(X U{r*}) = A({r*}) = W. D

Die versamelings van waar en onwaar sinne afleibaar uit 'n teorie X word

respektiewelik die waarheid-inhoud ("truth-eontent") en onwaarheid-inhoud

("falsity-eontent") van X genoem. (Vergelyk ook Hoofstuk 1: Popper se filosofie

oor waarheidsgetrouheid.) In die geval van 'n eindig voortgebringde proposisionele

taal kan elke versameling sinne (d.i. 'n teorie) deur konjunksie as 'n enkelsin geskryf

word. In 56 'n taal beskryfdie begrippe waarheid-inhoud en onwaarheid-inhoud van

X dus twee spesifieke sinne, naamlik onderskeidelik die logies sierkste waar en logies

sterkste onwaar sin ajleibaar uit X.

Die feit dat vir 'n nie--lee konfigurasie X geld dat fiX en X U {r} waar­

heidsgetrou-ekwivalent is (uit 3.1.3 (1)) beteken dus dat vir 'n nie-teenstrydige

("non-eontradictoryll) teorie X, sy waarheid-inhoud - voorgestel deur die ver­

sameling moontlike werelde X U{r}, altyd presies net so na aan die waarheid as sy

positiewe afsluiting AX is, en ten minste net so naby aan die waarheid as X self is.

Vir 'n voorbeeld om die argument te illustreer, versoek ons die leser om terug te blaai

na Figuur 4 (Afdeling 2.2) en daarop te let dat A[(h 1\ r) +-+ ,w)] :: (h 1\ r) V w nie slegs

die positiewe afsluiting nie, maar ook die waarheid-inhoud van (h 1\ r) +-+ ,w is, In

hierdie voorbeeld is die logies sterkste positiewe sin afleibaar nit X (naamlik AX), dus

nie slegs waarheidsgetrou-ekwivalent aan die logies sterkste waar sin afleibaar uit X

nie - AX is ook logies ekwivalent aan die waarheid-inhoud van X, d.i. AX = XU [r].

(Vir X I ¢ en X positief, d.i, rEX, geld natuurlik altyd dat AX = X = X U

"
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{r}.) Die spesiale situasie (dat AX = X U {r}) geld egter nie in die algemeen nie.

Neem byvoorbeeld die waar sin p +-+ q in Figuur 14: A(p +-+ q) :: T, maar Mod(p ..... q)

U{r} kom met die sin p ..... q ooreen.

Ons wys die leser daarop dat die versameling werelde X U{r*} nie in die

algemeen die onwaarheid-inhoud van 'n teorie X voorstel nie. Dit volg uit die

argument dat waar- of onwaarheid van teoriee nie in terme van die anti-wereld r*

gedefinieer kan word nie. Neem maar net enige waar teorie X, dan stel X U{r*}

nooit 'n onwaar teorie voor nie.

Vir die gerief van die leser gee ons nou 'n opsomming van enkele

interessante feite: Vir alle X ~ W geld:

• X is positief ¢:::} X = AX;

• X is negatief ¢:::} X = vX;

• X is positiefen negatief ¢:::} X = W of X = ¢;

• X is waar ¢:::} rEX ¢:::} 'lX = W;

• r* EX¢:::} AX =W;

• X is positiefen X f ¢~ X is waar;

• X is negatiefen X t ¢~ r* EX;

• X is waar ¢:::} W~ X;

• X is waar~ X~ llX;

• X~ AX, AX t ¢:::::} X is waar;

• r* EX~ X~'lX;

• X~ 'lX, 'lX f ¢:::::} r* E X;

• X is waar en r* EX~ X~ W.

Filosofies beskou, is die waarheidsgetrouheidordening 'n gebalanseerde ineenvlegting

van die twee, skynbaar mededingende, komponente van die intuitiewe begrip nader­

aan-die-waarheid. Die twee komponente ter sprake is die van betroubaarheid aan

die een kant, en die van informatiwiteit (logiese inhoud) aan die ander kant.

"
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'n Teorie X is waar as r E Mod(X). Dus, hoe meer modelle 'n teorie X het (d.i. hoe

groter die versameling X is), hoe groter is die kans of waarskynlikheid dat X waar kan

wees. Aan die ander kant, gaan 'n hoe mate van informatiwiteit (of deduktiewe

krag) van 'n teorie hand-aan-hand met 'n klein versameling modelle. Dus, 'n teorie

met min modelle gee ons baie inligting (oor die werklikheid) en 'n toename in infoT'­

matiwiteit lei tot 'n afname in betroubaarheid. Dink maar net aan die sinne T en F

en hulle logies ekwivalente vorme in die taal voortgebring deur {h, r, w}, waar h, r en

w onderskeidelik die betekenis van "dit is warm", "dit is reenerig" en "dit is win­

derig" in die metataal het. Die sin h V ,h:: T, wat se "dit is warm of dit is nie warm

nie", is dan baie betroubaar in die sin dat wat ook al die werklike weeromstandighede

is, die sin is altyd waar (d.i. Mod(T) = W). Tis egter glad nie informatief van aard

nie, want "dit is warm of dit is nie warm nie" vertel ons niks van die kwiklesing daar

buite nie. Die sin T is dan ook uit alle sinne afleibaar (d.i. X 1= T vir alle teoriee X).

Vergelyk ons dit nou met h A,h :: F, wat se "dit is warm en dit is nie warm nie", ver­

kondig laasgenoemde 'n onmoontlike situasie in die weer. F is dus baie informatief

(s6 baie dat hy eintlik te veel se) maar glad nie betroubaar nie, want h A ,h is altyd

onwaar, maak nie saak wat die werklike weertoestand is nie. (Ons maak natuurlik

nie hier voorsiening vir beskrywings soos "dit is tussenin-weer" nie - wat dalk ook

as "dit is warm en dit is oak nie warm nie" uitgedruk kon word.)

Hoe minder modelle 'n teorie X het, hoe kleiner is die kans dat r E Mod(X)

en dus dat X waar is. As X egter 'n waar teorie is, beteken 'n kleiner versameling

modelle X 'n beter benadering van die situasie dat die reele wereld die enigste model

van X kan wees. Die begrip "meer informatief" het dus vir waar sinne (in die

spesiale geval van volledige informasie) die betekenis van "'n grater voldoen daaraan

am die voUe waarheid te wees".

Die feit dat die relasie X~ Y 'n gebalanseerde ineenvlegting van die kom­

ponente van betroubaarheid en informatiwiteit is, word die beste geillustreer deur die

geval waar vY ~ T (wat beteken dat Y onwaar is en ook, omdat X~ Y en dus X ~
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vX ~ vY, X onwaaris) en t:.Y 1- F (sodat Yen ook, omdat t:.X 2 t:.Y, X nie so onwaar

is nie, d.i. beide X en Y is nie-teenstrydig):

In die notasie van sinne kan die definisie van die relasie X *= Y geskryf

word as

vX F vY en liY F t:.X.

In die eerste helfte, vX r vY, van die konjunksie is die negatiewe afsluiting van X

logies sterker as die van Y. Van die twee onwaar negatiewe afsluitings vX en vY van

onderskeidelik X en Y, is dit dus vX wat die sterkste bewering maak. Y, in sy

onwaar negatiewe afsluiting, lieg dus nie so erg soos X wat in sy onwaar negatiewe

afsluiting erger (of "sterker") leuens vertel. In hierdie sin kan ons Y as meet be­

troubaar of geloofwaardig as X beskou.

Hierteenoor, vertel die tweede helfte, t:.Y r t:.X, ons dat van die waar

positiewe afsluitings t:.X en liY van onderskeidelik X en Y, dit t:.Y is wat die sterkste

logiese krag het. In hierdie sin kan Y as meer informatiefas X beskou word.

Ter illustrasie van die voorafgaande bespreking blaai ons terug na Figuur 14

en kies X = 'p en Y = p + q. Dan is p + q nader aan die waarheid, p " q, as 'p,

want wat die negatiewe afsluitings betref is p + q meer betroubaar as 'p: v(,p):: 'p

F v(p + q) s ,p V 'q; en wat die positiewe afsluitings betref is p + q meer informatief

as 'p: t:.(p + q) :: p V qF t:.(,p) :: T.

As ons nou die geval beskou waar beide X en Y sowel positief as me­

teenstrydig is (wat beteken dat X :: AX ¢ Fen Y :: t:.Y ¢ F, en wat impliseer dat vX ::

vY:: T), dan kry ons die interessante verskynsel dat

X~ Y as en slegs as Y F X (3.1.4 (1)).

DUB, dan is die waarheidsgetrouheid-preordening tussen sulke sinne die van om­

gekeerde ajleibaarheid en dan beteken groter waarheidsgetrouheid dieselfde as sterker

deduktiewe krag. Vir tn voorbeeld van hierdie geval kyk ons na die boonste ruit van

Figuur 14 wat die nie-triviale vier van die sea positiewe sinne voorstel, d.i. die

positiewe sinne T en F is nie ingesluit nie. Die sin p A q wat die heel naaste aan die

'.
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waarheid is, het oak die sterkste logiese krag (en dus die kleinste versameling

modelle) van die vier sinne in die mit.

Vir die geval waar beide X en Y sowel negatiej as nie-teenstrydig is (d.i.

X:: vX ~ F, Y :: vY ~ F, AX :: AY :: T), geld net mooi die teenoorgestelde van die

vorige geval:

X~ Y as en slegs as X F Y (3.1.4 (2)).

Vir sulke sinne beteken groter waarheidsgetrouheid dus minder logiese inhoud. Vir

voorbeelde hiervan kyk ons nou na die onderste mit van Figuur 14 wat die

nie-triviale vier van die ses negatiewe sinne voorstel. In die ruit het die logies

swakste van die vier sinne, naamlik 'p V ,q, die grootste waarheidsgetrouheid.

3.1.4 Stelling Vir enige twee sinne X en Y:

(1) As beide X en Y sowel positiefas nie--teenstrydig is, dan

X~Yass YF X.

(2) As beide X en Y sowel negatiefas nie--teenstrydig is, dan

X~Yass X F Y.

Bewys

(1) se X *= Y, d.i. -x '" vY en AY 1= AX. Maar, omdat vx :: vY :: T, AX:: X

en AY :: Y, geld Y I- X. Die omgekeerde geld soortgelyk.

(2) Uit die feit dat vX :: X, vY s Yen AX:: t:.Y :: T. u

Dit beteken dat VIr nie--teenstrydige positiewe sinne die volgende

beskrywings dieselfde betekenis het:

'.
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het grater waarheidsgetrouheid as;

het meer logiese (deduktiewe) krag (ofinhoud) as;

het kleiner (logiese) waarskynlikheid as (d.i. het 'n kleiner kans om waar te

wees as);

het 'n kleiner versameling modelle as;

terwyl vir nie-teenstrydige negatiewe sinne die volgende ooreenstem:

het groter waarheidsgetrouheid as;

het minder logiese inhoud as;

het groter waarskynlikheid as (d.i. het 'n grater kans om waar te wees as);

het 'n groter versameling modelle as.

Vir sinne wat nag positief nag negatief is, is die waarheidsgetrauheid-preordening 'n

subtiele vermenging van die twee opponerende ordeninge - a£lei baarheid en omge­

keerde afleibaarheid.

Stelling 3.1.4 geld duidelik net as X t F en Y t F. (Onthou, ten opsigte

van *=, is F met geen sin (behalwe F self) vergelykbaar nie.) Met F uitgesluit is die

versameling van positiewe teoriee eg bevat in die versameling van waar teoriee. Die

leser mag dalk nou wonder of Stelling 3.1.4 (l),d.i. X ~ Y ass Y 1= X, wat geld vir

alle waar positiewe teoriee, tot die groter versameling van aUe waar teoriee uitgebrei

kan word. Die antwoord is: NEE. Meer waar teoriee is vergelykbaar onder *= as

onder F: Beskou byvoorbeeld die sinne q -+ p en p -+ q in Figuur 14: p --+ q~ q--+

p (en oak q --+ p~ p --+ q), maar q --+ p ~ p --+ q (en oak p -+ q~ q--+ p). As beide

X en Y waar is (d.i. vX = vY = W) en Y r X (d.i. Y ~ Xen dus, AY ~ AX), dan geld

egter X? Y. Vir die groter klas van waar teoriee, geld Stelling 3.1.4 (1) dus net in

een rigting. Die leser mag dalk oak wonder of daar vir die versameling van onwaar

sinne, enige verwantskap tussen die relasies *= en I- bestaan. Die antwoord hierop is:

NEE - selfs al sou F nit die versameling van onwaar sinne uitgesluit word: 'p"'q

~ p + q (sien Figuur 14), maar ,p " 'q ~ p + q en p + q~ ,p "'q; p"'q!-' p + q,

maar p " 'q # p + qen p + q#= p " 'q.

'.



68

Ons het aangetoon dat die waarheidsgetrouheid-prcordening (of magsordening) ~

tussen konfigurasies (en dus oak tussen teoriee) oak in terme van die positiewe en

negatiewe afsluitings van konfigurasies gedefinieer kan word. Ons kan egter oak nag

'n ander beskrywing van~ gee - hierdie keer in terme van die versamelings van aile

positiewe en aUe negatiewe sinne afleibaar uit 'n teorie.

Laat l' en JI onderskeidelik die versameling van aUe positiewe en die

versameling van aUe negatiewe sinne van ons eindige proposisionele taal aandui, d.i.

r := {X I X:: llX} en

JI: = {X I X:: vX}.

Laat verder, vir enige teorie X, 1 die deduktiewe afsluiting van X aandui, d.i.

1 : = {S I X fo S}

- die versameling van alle sinne in die taal wat uit X afieibaar is. Dan is

1 nr={S E r I X I- S}

die versameling van aile positiewe sinne afleibaar uii X; en

1 n JI ={S E JlI X I- S}

die versameling van aile negatiewe sinne afleibaar uit X. Omdat llX en vX

onderskeidelik die logies sterkste positiewe sin en die logies sterkste negatiewe sin

a£leibaar uit X is, kan ons oak skryf:

1 nl' = {S E l' I AX I- S} en

1 n JI = {S E JlI vX I- S}.

Hoe logies sterker llX en vX is, hoe meer sinne is onderskeidelik uit llX en vX

a£leibaar en dus, hoe groter is die onderskeie versamelings 1 nl' en 1 nJI. Dus,

vX fo vY ass 1 nJl2 y nJI en

AY fo AX ass y nl' 2 1 n1'.

Oit beteken dat die preordening~ oak soos volg beskryf kan word:

X ? Y ass 1 n Jl2 y n .v en y nr 2 1 n1'.

Sou die leser nou, in plaas van aan AX en vX, eerder aan 1 n l' en 1 n .v as

onderskeidelik die positiewe en negatiewe afsluitings van X wou dink, het ons geen
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besware nie. Dit mag dalk selfs help OTJl die ooreenkomste, maar ook verskille, van

ons benadering van waarheidsgetrouheid met die van Popper beter te begryp.

3.2 'N VERGELYKING VAN DIE W AARHEIDSGETROUB;EID­

PREORDENING MET POPPER SE DEFINI5IE VAN

WAARHEID5GETROUHEID

Laat 1 en 1 respektiewelik die versameling van alle waar en die versameling van aUe

onwaar teoriee (sinne) in ons eindig voortgebringde proposisionele taal aandui. Dan

dui, vir enige teorie X, 1 n1 en 1 n 1 onderskeidelik die versameling van alle waar en

die versameling van aIle onwaar sinne afleibaar uit X aan, d.i.

1 n1 = {5 I X 1= S en r 1= S} en

1 n1 = {S I X F S en d· ..,5}.

Volgens Popper se kwalitatiewe definisie isteorie Y dan meer waarheids­

getrou as X indien

1 n1 2Yn1 en y n 1 21 n1,

waar, soos gei1lustreer deur Figuur 15, ten minste een van die inklusies streng moet

wees - 'n onmoontlike situasie, soos ontdek deur Miller en Tichy, as beide 1 n1 en

y n1 nie-leeg is. Ons verduidelik die argument net kortliks: Veronderstell n1 f <P

en y n 1 f <P, d.i. daar is ten minste een onwaar sin afieibaar uit X en ten minste een

onwaar sin afieibaar uit Y - dus X, sowel as Y, moet onwaar wees. Laat nou eers 1

n1 J Yn1. Ons sal bewys Yn1 } 1 n1. Neem 'n 5 E 1 n1, 5 t y n1 en 'n 5' EY n

1. Dan is 5 onwaar, 5' onwaar en dus 5' -+ 5 :: ..,5' V5 waar. Verder geld 5' -+

5 E 1 n1 (want X r 5 en 5 ~ 5' -+ 5), maar 5' -+ 5 t y n1, want Y I- 5' en Y ¥ 5.

Dus, y n1 } 1 n1. Begin nou by die tweede dee! van Popper se relasie en laat Yn1

J 1 n 1. Kies 5 E Y n1, 5 tIn 1 en 5' E Y n1. Dan is 5 II 5' onwaar (want 5' is

onwaar), Y 1= 5 II 5' (want Y 1= 5 en Y 1= 5'), maar X ¥ 5 II 5' (want X"w 5). Dus
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t

1

Figuur 15

s" S' EYn1, maar S II S' i 1 n1.

Dit blyk duidelik uit Figuur 14 dat in terme van ons definisie (*=) van

waarheidsgetrouheid, die vergelyking van onwaar teoriee wel moontlik is - die leser

kan maar net die sinne in die onderste ruit in Figuur 14 beskou.

Vir 'n teorie X, word 1 nr die waarheid-inhoud van X genoem en 1 n1 die

onwaarheid-inhoud. Ons het daarop gewys dat (in die eindige geval) AX =1 nl' en

vX =1 n }I, d.i. deur konjunksie kan die versameling van alle positiewe en die

versameling van aile negatiewe sinne afleibaar uit X onderskeidelik as die enkelsinne

AX en vX geskryf word. In die sin kan ons AX ook die positiewe inhoud, en vX ook

die negatiewe inhoud van X noem (om aan te sluit by 1 nr en 1 n1).

"
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Vir die sinne T en F geld nou die volgende: Beide T en F is positief sowel

as negatief (6T :: vT :: T en 6F :: vF :: F). Die waarheid-inhoud van T is die

versameling {T}, of die enkelsin 'I'; die onwaarheid-inhoud van F is die versameling

1, of die enkelsin F. Die waarheid-inhoud en die positiewe inhoud (of positiewe

afsluiting 6T) van T is dus dieselfde; en vir F is sy onwaarheid-inhoud en negatiewe

inhoud (vF) weer dieselfde. Vergelyk ons nou die onwaarheid-inhoud van T met sy

negatiewe inhoud vT (wat naamlik die versameling {T} of die sin Tis) sien ons dat

die onwaarheid-inhoud van T 'n lee versameling is, want geen onwaar sin is uit T af­

leibaar nie. Elke versameling sinne (d.i. teorie) is egter logies ekwivalent aan 'n

enkelsin - so ook die lee versameling. Daar bestaan dus 'n enkelsin, se X, s6 dat X

:: ¢ (waar ¢ nou die lee-versameling sinne is), d.i. daar bestaan 'n sin X waarvoor

geld dat elke model van X ook 'n model van ¢ sal wees, en andersom: elke model van

¢ ook 'n model van X sal wees. 'n Moontlike wereld (of valuasie), x, is 'n model van

'n versameling (se 9') van sinne as geld: S E 9' ~ x F S. Vir die lee versameling sal

dit dan beteken: S E ¢ ~ x 1= S. Aangesien daar geen sin in die lee versameling is

nie, voldoen aile x E W aan die implikasie en is Mod(¢) = W, wat beteken ¢ :: T.

Vir die sin T is dus ook sy onwaarheid-inhoud logies ekwivalent aan sy negatiewe

inhoud vT. Wat die sin F bet ref, kry ons die interessante situasie: sy positiewe

inhoud 6F :: F is logies sierker as sy waarheid-inhoud: AIle sinne (en dus ook alle

waar sinne) is uit F afleibaar; dit beteken dat F se waarheid-inhoud die versameling

1 is. Die versameling 1 is egter 'n konsistente versameling, d.i. daar bestaan ten

minste een vaIuasie v 56 dat v(S) = 1 vir alle S E 1 (elke S E 1 is waar, dus r E

Mod(S) vir alle S E1). Die versameling 1 kan dus nooit logies ekwivalent aan die sin

F woos nie.

Elke negatiewe sin (behalwe T) is onwaar en elke positiewe sin (behalwe F)

is waar. Op grond van hierdie feit en die voorafgaande betoog kan ons nou se: vir

enige teorie X geld:

ex :: 1 n }/~ .( n1 en
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vir enige X, X 1F geld:

AX :: 1 nl' £1 n1.

Dit beteken dat vX afleibaar is nit (en in sommige gevalle ekwivalent is aan) Popper

se onwaarheid-inhond van X; en soortgelyk, dat (vir X 1 F) AX logies swakker is (of

ekwivalent is aan) Popper se waarheid-inhoud van X. In die sin is ons idee X ~ Y,

naamlik dat X 'n logies sterker negatiewe inhoud maar logies swakker positiewe inhoud

as Y het, 'n variant van Popper se idee dat X 'n logies sterker onwaarheid-inhoud en

logies swakker waarheid-inhoud as Y moet he.

Figuur 16 illustreer dit wat ons propageer. (Let weI: T is die enigste waar

negatiewe sin - die kolletjie in die 'v-driehoek; en F is die enigste onwaar positiewe

sin - die kolletjie in die '}'-{}riehoek, Ons sluit F by 1 sowel as by Y nit (d.i. X 1F

en Y 1 F) - vandaar die kringetjie om die kolletjie, want soos reeds bespreek, is F,

wat *= bet ref, met geen sin (behalwe F self) vergelykbaar nie.)

r

1 /\
,/ \

' .... - _..... \
\
\
\

Figuur 16

"
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In ons definisie (3.1.2) van die waarheidsgetrouheidrelasie X ~ Y, vereis

ons nie dat ten minste een van die inklusies, vX £ vY en AX ~ AY, streng moet wees

nie. Die rede hiervoor is dat vir logies nie-ekwivalente sinne X en Y (d.i. X t Y),

dit weI kan geld dat vX :: vY en AX :: AY, wat dan beteken X~ Y. Ons relasie ~ is

dus refleksief, transitief, maar nie antisimmetries nie; ~ is dus 'n preordening, maar

nie 'n parsfele ordening nie. Hierteenoor, vereis Popper in sy beskrywing van "Y is

meer waarheidsgetrou as X", dat ten minste een van die inklusies Xn 1 ~ Yn 1 en y n

1 ~ 1 n1, streng moet wees.

Opsommend, die volgende paar punte: Laat X en Y enige twee teoriee

wees:

As Popper X en Y se waarheidsgetrouheid wil vergelyk, neem hy die

deduktiewe afsluitings, 1 van X en y van Y, en beskou dan die

deelversamelings Xn1 en 1 n1 van Xi y n1 en y n1 van y.

Ons neem die deduktiewe afsluitings X en y, maar beskou dan die

deelversameIings Xn 'P en 1 nJI van X; .Yn 'P en y nJI van y.

Xn JI £ Xn1, en vir X t F geld ook dat Xn 'P £ Xn1. (As X :: F, geld: Xn

'PJln1.)

As X positief is en X t F geld:

Xn'P::Xn1::X

As X negatief is, is 1 nJI:: 1 n1 :: 1.

Volgens Popper is enige twee onwaar sinne se waarheidsgetrouheid

onvergelykbaar; volgens ons - net sommige pare s'n.

In die literatuur oar waarheidsgetrouheid vind mens ook nog ander voorstelle vir die

verkryging van geskikte deelversamelings van 1 en 1. Een so 'n voorstel is die van

Schurz en Weingartner se "relevance criterion" ([1987]): Hulle beperk die klas van

alle logiese gevolge van 'n teorie tot "relevante" gevolge voordat dit in waar en



74

onwaar gevolge verdeel word. In Hoofstuk 1 is hierdie benadering reeds kortliks

bespreek.

3.3 WAARHEIDSGETROUHEID EN DIE DIALEKTIESE TRALIE

Elke valuasie van ons eindig voortgebringde proposisionele taal induseer 'n baie

growwe preordening op die teoriee (sinne) van die taal: X ~ Y as X onwaar of Y waar

is onder die valuasie. Elke valuasie verdeel dus die sinne van die taal in twee

kategoriee. As die valuasie die reele wereld r = (1,1,... ,1) is, noem ons hierdie

kategoriee die versameling van olle waar sinne en die versameling van aUe onwaar

sinne. In die sin is die growwe preordening ook 'n baie growwe waarheidsge-

trouheidordening. Die waarheidsgetrouheid-preordening kan verfyn word deur eers

elke teorie in sy "positiewe" en "negatiewe" deel te splits en dan teoriee volgens

hierdie dele te vergeIyk - dit lewer die waarheidsgetrouheidordening (!fJW, ~), wat

'n preordening is maar nie 'n parsiele ordening nie.

Een manier om van ~ 'n parsiele ordening te maak, is om ekwivalensie-

klasse onder die relasie ~ te vorm, d.i, om alle sinne wat waarheidsgetrou-ekwivalent

is, in een klas te versamel. Die geinduseerde waarheidsgetrouheidordening

(!]'JW / ~, ~) van sulke ekwivalensieklasse is dan 'n pcrsiele ordening. Vir die taal

voortgebring deur {p, q}, sal dit dan beteken dat die vier sinne q-+ p, P +-+ q, P-+ q

en T (vergelyk Figuur 14), of eintlik die konfigurasies waarmee hulle ooreenkom, as

een element in (!fJW / ~, ~) beskou word: Hierdie vier sinne het dieselfde positiewe

afsluiting, naamlik T; asook dieseIfde negatiewe afsluiting, toevallig weer T. (Met

drie of meer proposisionele veranderlikes kan interessanter voorbeelde gevind word.)

!]'JW / ~ het dUB in hierdie geval13 elemente.

Indien 'n parsiele ordening die eienskap het dat elke twee elemente 'n

supremum (kleinste bogrens) sowel as 'n infimum (grootste ondergrens) het, dan is
"
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die parsiele ordening 'n tralie. Uit die antisimmetriese eienskap van 'n parsiele

ordening volg natuurlik dat so 'n kleinste bogrens en grootste ondergrens uniek moet

wees. Dus, (9JW / ~, ~) saI 'n traIie wees as vir aIle [X], [Y] E 9JW / ~ (die

ekwivaIensieklasse van X en Y) sup {[X]' [Y]} en in! {[X], [Y]} bestaan. Vergelyk

ons nou Figuur 14, is dit maklik om te sien dat die proses om die preordening (9JW,

~) tot 'n parsiele ordening (9JW / ~, ~) saam te trek, nie 'n traIie oplewer nie:

omdat die sin F met geen ander sin in terme van *= vergelykbaar is nie, bestaan

sup {[¢], [Xl} vir geen ¢ f X E 9J W nie. Die parsiele ordening (( 9J W - {¢}) / ~,

*=) van 12 elemente is egter weI 'n tralie.

Vir drie of meer proposisionele veranderlikes is dit nie meer so maklik om

uit die skets van (9JW, ~) vas te stel of (( 9JW - {¢}) / ~, ~) 'n traIie is nie - in

die taal voortgebring deur {pI, P2, P3} is daar byvoorbeeld 256 logies nie-ekwivalente

sinne, d.i. 256 konfigurasies. Pretorius [1988] het egter bewys dat vir n ~ 3 die

parsiele ordening (( 9JW- {¢}) / ~, *=) nie 'n tralie is nie.

Alhoewel (( 9JW - {¢}) / ~, ~) nie in die algemeen 'n tralie is nie, kan

(.YJW / ~, ~) en dus ook (( 9JW - {¢}) / ~, ~), weI in 'n volledige distributiewe

tralie ingebed word. Ons beskryf die proses kortliks.

Laat, soos voorheen, P die versameling van aIle positiewe, en JI die

versameling van aIle negatiewe sinne van die taal voortgebring deur {Ph P2, ... , Pn}

aandui. Omdat elke sin met 'n konfigurasie, d.i. 'n versameling moontlike werelde,

ooreenkom, kan ons aan l' en JI ook maar dink as die versamelings van onderskeidelik

aIle positiewe en aIle negatiewe konfigurasies. Orden l' en JI (nou gesien as

versamelings van konfigurasies) deur respektiewelik omgekeerde inklusie (2) en

inklusie (0. Dan is ('P, ~) en (P, ~) parsiele ordeninge met die sin F (of die

konfigurasie ¢) heel bo in ('P, ~) en heel onder in (I, ~); en die sin T (of die

konfigurasie W) heel onder in (1', ~) en heel bo in (JI, O·Elke deelversameling {Pi I
i E I} van l' en elke deelversameling {N i liE I} van I het 'n supremum en infimum:
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sup {Pi liE I} = n{piii E I},

in!{Piii E I} = U{Piii E I},

sup {Ni liE I} = U{Ni liE I} en

in!{Niii E I} = n{Niii E I}.

(1', 2) en (Y, 0 is dus nie slegs tralies nie, hulle is ook volledige tralies.

Beide (1', 2) en (Y, 0 bevredig natuurlik ook die distributiewe eienskappe, sodat ons

van (1', 2) en (Y, 0 as voUedige distributiewe tralies kan praat. Figuur 17 illustreer

(1', 2) en Figuur 18 (Y, 0 vir onderskeidelik die ses positiewe en ses negatiewe sinne in

die taal voortgebring deur {p, q}. (Wanneer ons werk in die taal voortgebring deur

{p, q}, sal ons 1'(2) en .v(2) in plaas van l' en Y skryf. Ons reserveer dus die notasies

l' en Y vir die taal voortgebring deur {Pll P2, ..., Pn}.) Die annotasies in die

diagramme van 1'(2) en .v(2) dui hier die sinne eerder as die ooreenstemmende

konfigurasies aan.

Volgens Stelling 3.1.4 geld vir nie-teenstrydige positiewe sinne, se P 1 en P 2'

P

F

T

Figuur 17

q 'q

'.

T

'p V 'q

'p II 'q

F

Figuur 18

,p
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dat Pi €= P 2 ass P 2 F Pi (d.i. ass P 2 ~ Pi); en vir nie-teenstrydige negatiewe sinne,

se N1 en N2, dat N1 ~ N2 ass N1 I- N2 (d.i. ass N1 ~ N2) . Sluit ons F by die

versamelings 'P en JI uit, is die ordening 2 op 'P sowel as die ordening ~ op JI weer die

van die waarheidsgetrouheid-preordening. Hierdie feit blyk duidelik uit die verge­

lyking van Figuur 14 met Figure 17 en 18.

Die produk van die volledige distributiewe tralies ('P, 2) en (JI, ~) is weer 'n

volledige distributiewe tralie. Die ordening van die produk ('P, 2) lC (JI, 0, is die

produkordening: vir alle (Pl' N1) en (P 2' N2) E ('P, 2) lC (JI, 0:
(Pi' N1) ~ (P2, N2) ¢::> P12 P 2 en N1 ~ N2,

en suprema en infima in hierdie tralie word gegee deur:

sup {(Pi' Ni) liE I} = (n{Pi liE I}, U{Ni liE I}) en

inf{(Pi , Ni) liE I} = (U{Pi liE I}, n{Ni liE I}).

Ons sal hierdie produk van die tralie van positiewe teoriee met die tralie van

negatiewe teoriee, die dialektiese tralie noem. (Die woord "dialekties" het sy oor­

sprong in die filosofie en beteken die bymekaarbring van die tese (positiewe deel) en

antitese (negatiewe deel) van 'n argument.)

Definieer nou

g : (,9JW / ~, *=) -+ ('P, 2) lC (JI, 0; g([X]) = (l1X, vX).

Dat g 'n funksie is, is duidelik. Verder geld:

(1) g is een-eenduidig:

As g([X)) = g([Y]), is (l1X, ex) = (6Y, vY), wat beteken dat l1X = l1Y, vX

= vYen dus, X~ Y of [X] = [Y];

(2) g is isotoon (d.i. orde-behoudend):

As X~ Y beteken dit 6X ~ 6Yen vx ~ vY. Dus, (6X, vX) ~ (6Y, vY) of

g([X)) ~ g([YJ).

Uit (1) en (2) volg nou dat g 'n isotone inbedding van die parsiele ordening (!/JW /

~, ~) in die volledige distributiewe dialektiese tralie ('P, 2) lC (JI, ~) is.

In die taal voortgebring deur {p, q} is, soos reeds betoog, die parsiele
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ordening ((.9'W - {¢}) / ~, *=) wel 'n tralie. Die funksie g : ((.9'W- {¢}) / ;:;, ~)

..... 1'(2) lC .£'(2); g([X]) = (~X, llX) is egter selfs vir hierdie geval nie 'n tralie-

homomorfie nie, met ander woorde suprema en infima word nie deur g behou nie.

(p A q, T)

•

Figuur 19
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Figuur 19 illustreer juis hierdie punt. Met twee proposisionele veranderlikes is daar

ses positiewe en ses negatiewe sinne; die produk 1'(2) )( Jl(2) het dus 36 elemente.

(!PW - {¢}) /~, en dus ook g[(J?W - {¢}) / ~], het 12 elemente. Die distribu­

tiewe deeltralie (voorgestel deur Figuur 19) van 1'(2) )( Jl(2) wat deur g[(J?W - {¢}) /

~ ] voortgebring word, het egter 18 elemente. Die ses elemente wat bykom is die

wat onderstreep is in Figuur 19.

Vir die inbedding van (J?W / ~, ~) in die dialektiese tralie (1', 2) )( (J', ~),

neem ons vir elke sin X (of konfigurasie X) sy positiewe en negatiewe afsluiting en

vorm dan die paar (6X, vX), wat 'n element van 11 )( fis. (Vir alle Y~ X, d.i. alle

Y E [X], sal natuurlik geld dat (6Y, vY) = (6X, vX).) Deur die inbeddingsproses toe

te pas, weet ons dus presies welke elemente van 11 )( f die beeld-elemente van !fJW /

~ is. Sou mens egter wou begin deur eers alle elemente van 11 )( JI te beskou, en dan

die pare (P, N) (= (P, N)) E11)( fuit te sonder waarvoor P = 6X en N = vX vir 'n X

E J?W, is hierdie elemente van P )( f nie so maklik herkenbaar nie. 'n Paar ekwiva-

lente karakteriserings van siilke pare word in Stelling 3.3.2 gegee. Vervolgens eers 'n

definiering van die begrippe wat in die karakteriserings voorkom.

3.3.1 Definisies Vir alle X ~ (W, ~):

(1) min X : = {x E X I ,(3x' E X)(x' < x)}, die uersamelitu; van aUe minimale

elemente in X;

(2) max X : = {x E X I ,(3x' E X)(x' > x)}, die versameling van alle maksi­

male elemente in X;

(3) X: die ideaal in (W, ~), voortgebring deur X;

(4) X: die filter in (W, ~), voortgebring deur X.

"
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'n Konfigurasie, se U ~ W, is 'n ideaal in (W, ~) as:

(i) U E U en x ~ U::::} x E U, d.i. U is na onder geslote;

(ii) u, v E U::::} sup [u, v} E U.

Die begrip "filter" is die duaal van "ideaal", Dus, U is 'n filter in (W, ~) as Una bo

geslote is en geslote is onder die neem van infimums.

3.3.2 Stelling Vir P E 'P en N E 'vis die volgende bewerings ekwivalent:

(1) (3X ~ W)(P = AX en N = vX);

(2) A(P n N) = P en V(P n N) = N;

(3) (3Y ~ W)(P = AYen max N ~ Y ~ N);

(4) maxN ~ P en min P ~ N;

(5) (3Z ~ W)(N =vZen min P ~ Z ~ Pl.

Bewys

(1) ==> (2): Neem aan daar bestaan 'n X ~ W s6 dat AX = P en vX = N. Dan is

A(P n N) = A(l1X nvX) = AX = P; en v(P n N) = V(AX nvX) = vX = N. DUB, be­

wering (2) geld.

(2) ==> (3): Neem aan A(P n N) = P en v(P n N) = N. Stel Y = P n N. Dan geld:

(i) P nN ~ N ~ if (dus Y ~ N).

(ii) max N ~ P nN: Veronderstel max N { P nN, se n E max N, n t P nN [d.i,

n E N, maar n t P, want max N ~ N). Volgens (2) is N = v(P n N), dus

n E v(P nN), wat beteken n ~ x vir 'n x E P n N. As n < x (E N), is n t
max N - teenstrydig met die aanname dat n E max N; as n = x, is n E P

- strydig met die aanname dat n t P. Die veronderstelling dat max N {

P nN lewer dus 'n teenstrydigheid en dus is max N ~ P nN.

Uit (i) en (ii) volg nou dat bewering (3) geld vir Y = P n N. (Dat 11Y = P volg

'.



maxN ~ Y ~ 6Y = P.

min P ~ N: Ons bewys eers min P ~ Y: Veronderstel min P { Y, se p E

min P, p ¢ Y. Dan is p ¢ 6Y (want as p E 6Y is p ~ y vir 'n y E Y ~ 6Y ~

P, wat beteken p ¢ min P (as p > y); of p E Y (as p = y)). Maar as p ¢
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natuurlik direk nit die aanname dat (2) geld.)

(3) ==> (4): Neem aan daar bestaan 'n Y ~ W s6 dat P = 6Yen max N ~ Y ~ N. Dan

geld:

(i)

(ii)

6Y, is p ¢ P en dus oak, p ¢ minP - teenstrydig met ons aanname dat p E

min P. Dus, min P ~ Y. Ook is min P ~ N: Veronderstel min P { N, se

p E min P, p ¢ N. Dit beteken p E Y (uit min P ~ V). Maar, Y ~ N (uit

die aanname dat (3) geld), dus p ¢ N en PEN, waaruit volg dat p > y vir

y E max N ~ P. Dit is egter strydig met p E min P. Dus, min P ~ N.

Uit (i) en (ii) volg nou dat bewering (4) geld.

(4) ==> (5): Neem aan max N ~ P en min P ~ N. Stel Z = P nN. Dan geld:

(i) v(P nN) ~ vN =N; en omgekeerd, N = vN = v(max N) ~ v(P nN).

(ii) min P ~ P nN en P nN ~ P ~ P.

DUB vir Z = P nN geld bewering (5).

(5) ==> (1): Neem aan daar bestaan 'n Z ~ W, so dat N = vZ en min P ~ Z ~ P. Stel

X = P nZ. Dan geld:

(i) 6(P n Z) ~ 6P = P; en omgekeerd, P = 6P = A(min P) ~ A(P n Z).

(ii) v(P n Z) ~ vZ = N. Omgekeerd: As n E N, is n E vZ, dus n 5 z vir 'n

z E Z. Maar Z ~ P, dus vir z E Z, is z E P of z < p vir 'n p E min P ~ P.

Daar bestaan dUB 'n w E P n Z met n 5 w (as z E P, neem w = z, dan is n 5

z vir z E P nZ; as z < p vir p E min P, neem w = p, dan is n < pEP nZ).

DUB, N ~ v(P nZ).

Uit (i) en (ii) volg dan dat (1) geld vir X = P n Z. 0

Ter illustrasie van Stelling 3.3.2 blaai ons terug na Figuur 19. In die

"
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diagram word die 18 elemente van die deeltralie van die dialektiese tralie 1'(2) )( 1(2)

as geordende pare van sinne (eerder as konfigurasies) geskryf. Ons sal die ver­

duideliking van Stelling 3.3.2 hierby aanpas. As X die sin is wat met die kon­

figurasie X ooreenkom, dan bedoel ons met max X, min X, Xen Xmaar net die sinne

wat onderskeidelik met die konfigurasies max X, min X, Xen X, ooreenkom. Die 12

elemente in die diagram wat nie onderstreep is nie, is die beeldelemente (onder g) van

die elemente van (,jJW - {¢}) / ~. Vir hierdie pare sinne moet 3.3.2 (1), en dus

ook 3.3.2 (2), (3), (4) en (5), geld. Neem byvoorbeeld die paar (P, N) = (p Vq, ,p V

,q), d.i. die paar (P, N) = ({(l,l), (1,0), (O,l)}, {(I,D), (0,1), (O,O)}). P= N=W,

dus P:: N :: T; en max N = min P = {(I,D), (O,l)}, dus max N :: min P :: P + q.

Dan geld:

(1) P :: 6(p + q) en N :: v(p + q) - vergelyk Tabel 2;

(2) 6(P II N) :: 6(p + q) :: P en v(P II N) :: v(p + q) :: N;

.(3) P :: 6(p + q) en maxN :: p + qr N;

(4) maxN r P en minP 1= N;

(5) N::v(p+q)enminP::p+qrP.

Dit is duidelik dat 3.3.2 (2), en dus ook die res van die ekwivalente bewerings, nie vir

die onderstreepte ses elemente geld nie. Neem byvoorbeeld die paar (p II q, 'p V ,q):

A((p II q) II (,P V, q)) :: 6F :: F ~ p A q.

Veronderstel Stelling 3.3.2 se bewerings geld vir twee pare (P l' N1) en (P 2'

N2) van die produk 1')()/, d.i. daar bestaan 'n Xl ~ W so dat (P 1, N1) = (AX1, vX1) ;

en daar bestaan 'n X2 ~ W so dat (P2, N2) = (6X2, vX2) . Die vraag is nou: Wan­

neer sal 3.3.2 se bewerings vir sup {(P1, N1) , (P 2, N2)} = (P1 n P 2, N1 U N2) = (6X1 n

AX2, vX1 U vX2) geld; en wanneer sal hulle vir in! {(Pl' N1)' (P 2' N2)} = (P1 UP 2'

N 1 n N2) = (AX1 U6X2, vX1 nvX2) geld? Voordat ons hierdie vraag beantwoord­

eers die nodige agtergrondkennis daarvoor.

(W, ~), die versameling van alle moontlike werelde of valuasies v : {Ph P2,

... , Pn} -+ 2, georden deur die produkordening, is 'n volledige distributiewe tralie.

'.
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Suprema en infima in hierdie traIie word 300S volg gedefinieer: vir x = (Xl, X2, ... ,

xn) , Y = (Yt, Y2, ... , Yn) E W:

sup {X, y} : =X YY : =(Xl YYh X2 YY2, , Xn YYn) en

inj{x, y} : = X AY : = (Xl AYh X2 AY2, , Xn AYn),

waar vir aIle i E {I, 2, ..., n], Xi YYi = sup {Xi, Yi} in 2 en Xi AYi = inj {Xi, Yi} in 2.

Aan die hand hiervan kan ons nou die volgende definieer:

3.3.3 Definisies Laat X, Y ~ W.

(1) X VY: = {w EW I (3x E X)(3y E Y)(w = X Yy)}

(2) X AY : ={w EW I (3x E X)(3y E Y)(w = X Ay)}.

(Die twee operasies Ven Aop die magsversameling !! W is wat Chris Brink in sy

publikasies (byvoorbeeld [199?] oor magstrukture) sou noem die "magsoperasies" Y+

en 11.+.)

Soos ons reeds bewys het, is t,X U t:.Y = t,(X U Y) en vX U vY = v(X U V).

Wat deursnede betref, geld die inklusies slegs in een rigting: t,X n t:.Y 2 t:.(X nY) en

vX nvY 2 v(X nY) - sien Afdeling 2.1. Stelling 3.3.4 (1) druk nou die deursnede

van die positiewe afsluitings van X en Yin terme van die positiewe afsluiting van die

konfigurasie X VY uit; en 3.3.4 (2) doen dieselfde vir die deursnede van die nega­

tiewe afsluitings in terme van die negatiewe afsluiting van X Ay.

3.3.4 Stelling Vir enigeX, Y ~ W:

(1) t:.xnt:.Y=t:.(XVY);

(2) vX nvY = v(X AV).
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Bewys

(1) W EAX nAY ¢:::} w EAX en w EAY

¢:::} (3x E X)(w ~ x) en (3y EY)(w ~ y)

¢:::} (3x E X)(3y E Y)(w ~ x V y = (se) W')

¢:::} (3w ' E X VY)(w ~ w')

¢:::} w E6(X II V).

(2) wE ex n vY ¢:::} wE vX en wE vY

¢:::} (3x E X)(w ~ x) en (3y EY)(w ~ y)

¢:::} (3x E X)(3y E Y)(w $ x t. y = (se) w")

¢:::} (3w ' EX AY)(w $ w')

¢:::} wE v(X AV). 0

(1) As vX1 = vX2 (se N1(= N2) = N), geld 3.3.2 (1) - (5) vir (Pi n P 2, N) en

(P1UP2,N).

(2) As 6X1 = 6X2 (se P l(= P 2) = P), geld 3.3.2 (1) - (5) vir (P, N1 U N2) en

(P, N l nN2) .

Bewys

(1)
I I

Omdat 3.3.2 (3) vir (P l' N) geld, bestaan daar 'n Xl £ W so dat Pi = 6X1

I • I

en max N £x, £ Nj omdat 3.3.2 (3) vir (P 2' N) geld, bestaan daar 'n X2 £
, , ... , I

W s6 dat P2 = 6X2 en max N £ X 2 £ N. Dan is Pi n P2 = AX 1 n 6X2 =
I ... , ... I. I ...

A(X 1 VX2) - uit 3.3.4 (1); en max N ~ max N Vmax N £ x, VX2 £ N.
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Daar bestaan dus 'n Y ~ W, naamlik Y = X 1 V X2, s6 dat P1 nP2 = IiYen

max N ~ Y ~ N. Dus, 3.3.2 (3) (en dus 3.3.2 (1) - (5)) geld vir sup {(P l'
, ,

N), (P2, N)}. Wat inf{(P1, N), (P2, N)} betref, is P l UP2 = AX 1 UAX2 =
" , I ..,

A(X 1 U X2) en maxN ~ X 1 UX2 ~ N. Dus, daar bestaan 'n'Z ~ W, naam-
, , v

lik x, U X2, s6 dat P 1 U P 2 = AZ en max N ~ Z ~ N, wat beteken dat 3.3.2

(1) - (5) vir inf{(Pl' N), (P 2' N)} geld.

,
Omdat 3.3.2 (5) vir (P, N1) en (P, N2) geld, bestaan daar 'n X 1 ~ W en 'n

I I , • , I

X2 ~ W s6 dat N1 = vX 1 en min P ~ x, ~ P; en N2 = vX2 en min P ~ X2
... , , " I I ....

~ P. Dan is N l UN2 = ex, UvX2 = v(X 1 UX 2) en min P ~ x, U X2 ~ P;
I I I ... , ,,.

en N l n N2 = vX1 n vX2 = v(X1 II X 2) - uit 3.3.4 (2), en min P ~ Xl II
, ... I ,

X2 ~ P. Dus, daar bestaan 'n Y ~ W, naamlik Xl U X2, s6 dat N 1 U N2 =
... ,... ,

vYen min P ~ Y ~ P; en daar bestaan 'n Z ~ W, naamlik Xl " X 2, s6 dat

N1 n N2 = vZ en min P ~ Z ~ P. Stelling 3.3.2 (1) - (5) geld dus vir sup

o

en een van die twee komponente van (P l' N1) aan die ooreenstemmende komponent

van (P 2, N2) gelyk sou wees, dan is sup {(Pl, N1) , (P2, N2)} = (AU, vU) vir 'n U ~ Wj

en inf {(P1, N1) , (P2, N2)} = (AV, vV) vir 'n V ~ W. Gevolg 3.3.6 (1) beskryf nou

sup {(P l' N1)' (P2' N2)} as N1= W of N2 = w, en 3.3.6 (2) beskryf inf {(P l' N1)'

(P2, N2)} as P 1 = W of P2 = W.

(1) As XlI ¢, X2 1 ¢ en x, ofX2 is positiej, is

sup {(P1, N1) , (P 2, N2)} = (A(X1 VX2) , v(Xl VX2) ) ·

'.
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(2) As Xl f ¢, X2 # ¢ en Xl ofX2 is negatiej, is

in/{(P1, N1) , (P 2, N2)} = (6(X 1 AX2) , v(X1 AX2)).

Bewys

(1) As Xl f ¢, X2 f ¢ en Xl of X2 is positief, is r E Xl UX2 en r E Xl VX2.

Dus, v(X1 UX2) =v(X1 VX2) = W; en sup {(P l' N1) , (P2, N2n = (6X1 n

6X2, vX1 UvX2) = (6(X1 VX2) , v(X1 UX2)) = (6(X1 VX2) , v(X1 VX2) ) .

(2) As Xl f ¢, X2 f ¢ en Xl of X2 is negatief, is r* E Xl UX2 en r* E Xl AX2.

Dus, 6(X1 UX2) =6(X1 " X2) = W; en in/ {(P l' N1)' (P 2' N2n = (6X1 U

6X2, vX1 nvX2) = (6(X1 UX2) , v(X 1 " X2)) = (6(X1 AX2), v(X1 "X2)) . 0

Ter illustrasie van Gevolg 3.3.6 blaai ons weer terug na Figuur 19. As die

sinne X en Y onderskeidelik met die konfigurasies X en Y ooreenkom, bedoel ons met

X VY en X " Y die sinne wat respektiewelik met die konfigurasies X VY en X AY

ooreenkom. Ons beskou eers die situasie van 3.3.6 (1). Neem (P l' N1) = (p, ,q) ::

(6(p 1\ ,q), v(p 1\ ,q)) en (P 2' N 2) = ( P V q, T) ~ (6(p V q), v(p V q)). Die sin pV qis

dus positief en daarom is v(p V q) :: T. Dan is sup {(p, ,q), (p V q, Tn :: (p, T) ::

(6[(p 1\ ,q) V(p Vq)], v[(p 1\ ,q) V(p Vq)]). Dit is nou ook duidelik hoekom 3.3.6 (1)

nie vir die infimum van (P l' N1) en (P2' N2) dieselfde tipe uitspraak kan lewer nie:

inf {(p, ,q), (p V q, Tn :: (p V q, ,q) - 'n onderstreepte inskrywing, wat beteken dat

daar geen sin X bestaan s6 dat p V q s 6X en ,q s vX. Beskou ons nou 3.3.6 (2) vir

(P 1, N1) = (p, ,q) en (P3, N3) = (T, ,p V,q):: (6(,p V,q), v(,p V,q)) is inf{(p, ,q),

(T, ,p V,qn :: (T, ,q) :: (6[(p 1\ ,q) A(,p V ,q)], v[(p 1\ ,q) A(,p V 'q)]). Die

supremum van (P l' N1) en (P 3' N3)' naamlik (p, ,p V ,q), is nou onderstreep, wat

beteken dat Stelling 3.3.2 (1) nie vir (p, ,p V,q) geld nie..

Beskou weer (Pi' N1) = (6X1, vX1) en (P2, N2) = (6X2, vX2) vir Xl' Xl ~
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W. Soos hierbo gei1lustreer, kan daar met die beperkings van 3.3.6 (1) op Xl' X2 nie

altyd 'n U £ W gevind word so dat inf {(PI' N1) , (P 2, N2)} = (flU, 'lU)j en net so,

kan daar met die beperkings van 3.3.6 (2) op Xl en X2, nie altyd 'n V £ W gevind

word so dat sup {(PI' N1) , (P 2, N2)} = (flV, 'lV). Die vraag ontstaan nou: Watter

ander beperkings op Xl en X2 is nodig s6 dat daar weI so 'n U en V gevind kan word?

Gevolg 3.3.7 gee die antwoord hierop.

(1) As XII <P, X2 1 <p en beide X. en X2 is positief, is

sup {(PI' N1) , (P2, N2)} = (fl(Xl nX2) , 'l(Xl nX2) ) en

inf{(P1, N1) , (P 2, N2)} = (fl(Xl UX2) , 'l(Xl uX2))

(2) As X. 1 <P, X2 j <p en beide X, en X2 is negatief, is

sup {(P l' N1)' (P2' N2)} = (fl(Xl U X2) , 'l(Xl uX2) ) en

inf{(P 1, N1) , (P 2, N2)} = (fl(Xl nX2) , 'l(Xl nX2)) .

Bewys

(1) Se Xl j <p, X2 j <p en X, = flXl' X2 = flX2• Dan is flX 1 nflX2 = Xl n X2 =
fl(Xl nX2) - sien Lemma 2.2.2; en 'lX 1 U 'lX2 = v(Xl U X2) = 'l(X l nX2)

= 'lX1 n 'lX2 = W (want r E x, nX2) · Dus, sup {(PI' N1) , (P2, N2)} = (Xl

n X2, W) = (fl(Xl nX2) , 'l(Xl nX2))j en inf {(PI' N1) , (P 2, N2)} = (Xl U

X2, W) = (fl(Xl UX2) , 'l(Xl uX2)) .

(2) Se Xl 1 <P, X2 j <p en Xl = 'lXI' X2 = 'lX2• Dan is 'lX1 nvX2 = 'l(Xl nX2)

en flX1 U flX 2 =fl(X l U X2) = fl(X I n X2) = flX 1 nflX2 = W (want r* EXl n

X2) . Dus, (PI nP 21 Nl U N2) = (W, XI U X2) = (fl(Xl U X2) , 'l(X l U X2)) ;

'.
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Daar bestaan natuurlik gevalle waar 3.3.2 se vyf bcwerings nie vir (1\, NI)

en oak nie vir (P 2, N2) geld nie, maar wei vir (1\ nP2, N I U N2) en (PI U P 2, N I nN2)

- vergelyk Figuur 19. Cevolge 3.3.5, 3.3.6 en 3.3.7 lewer net uitsprake oar (P I n

P2' N I U N2) en (PI U P 2, N I n N2) vir pare (PI' NI) en (P 2, N2) waarvoor 3.3.2 (1)­

(5) wei geld. Of ons met hierdie gevolge at die gevalle dek waarvoor sup {(PI' NI) ,

(P2, N2)} en in/{(P" NI), (1)2' N2)} van sulke pare aan 3.3.2 (1) - (5) voldocn, is nog

'n ope vraag.

'P, die versamcling van alle positiewc konfigurasics in die taal voortgebring deur {Pit

P2, ... , PII}, is 'n volledige distributiewe tralie onder die operasies U (vir infimum) en n

(vir supremum). Die onderste (of kleinste) clement in (P, ~) is die konfigurasie W;

en die boonste (of grootste) clement in (I', 2) is die lee-konfigurasie (,p). Behalwe

vir Wen ¢, word al die clemente van (I', 2) voortgebring deur {Pit P2, ..., Pn} met

bchulp van Uen n (vergelyk Stelling 2.2.3). (P,~) is dus 'n tralie van tipe " +,0, I,

waar • op 'n infimumoperasie, + op 'n supremumoperasie, Oop 'n kleinste element en

1 op 'n grootste element dui. (0 en 1 is nul-ere operasies.) Ons sprcck af om

voortaan [tensy andcrs vermeld) alle tralics ten opsigte van tipe " +, 0, 1 te beskou,

d.i. tralies wat altyd ook nog 'n kleinste element (0) en grootste clement (1) het.

Wannccr ons 'n spcsifieke tralie, byvoorbceld 'P, wil beskryf, sal die simbole " +,0, I,

geinterpretecr word. Vir ('P, 2) (of kortweg: 'P) geld dan: . = u, + =n, 0 = Wen 1

= ¢; terwyl vir (i, ~) (of 1) geld: . = n, + = U, 0 = ,p en 1 = W. Omdat, in die

cindige geval, elke konfigurasie met 'n tcorie (en sclfs 'n enkelsin) oorcenkom; en vir

aile teoriee X en Y, Mod (X A Y) = Mod (X) n Mod (Y), Mod (X V Y) = Mod (X) U

Mod (Y), Jean ons die tralies 'P en i onderskeideli k as ('P, V, A, T, F) of ('P, U, 0, W, ,p);

(I, A, V, F, T) of (i, n, U, ,p, W) bcskryf.

Ons kan aan 'P (en aan i) ook dink as <1'(n) - die vrye diJtributiewe tralie
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met n vrye voortbringers met tipe " +, 0, 1. Dat 'P isomorf is aan 3t(n), kan aan die

hand van die prosesse om 'P en 3t(n) te verkry, verduidelik word.

Die proses om Y(n) te verkry verloop soos volg:

• Vorm aIle moontlike terme (ofwoorde), t, met behulp van slegs die voort­

bringers, se [a., a2, ••• , an}, . en +; en voeg 5 (as kleinste element) en I (as

grootste element) by. Dit lewer die absoluut vrye algebra, se j'(n), voort­

gebring deur {a1, a2, ... , an} ten opsigte van die tipe " +,0, 1.

• Vorm ekwivalensieklasse onder die volgende relasie: vir t 1, t 2 E j'(n):

t 1 Nt2 as en slegs as die vergelyking t 1 = t 2 logies afgelei kan word uit die

aksiomas vir 'n distributiewe tralie. Die relasie Nis 'n kongruensierelasie

op j'(n), d.i. Nis 'n ekwivalensie-relasie (re£leksiewe, simmetriese en tran­

sitiewe binere relasie) waarvoor ons kan definieer: vir alle t 1, t 2 E 5(n):

[tJ . [t2] : = [t1• t 2] en [tJ + [t2] : = [t1+ t2]'

waar [t] = {t' E 5(n) I t ' Nt]: 0: = [5],1: = [I].

• ~(n)/N is dan die vrye distributiewe tralie (3t(n), " +, 0, 1) voortgebring

deur {[aJ, [a2], ••• , [an]}'

am (1', v, A, T, F) te verkry, gaan ons s6 te werk:

• Beskou alle proposisionele sinne wat opgebou kan word nit die proposisie­

simbole Pi, i E {1, 2, ..., n} met behulp van slegs disjunksie en konjunksie en

voeg by hierdie versameling die sinne T en F. Dit lewer die absoluut vrye

algebra, se 1', voortgebring deur {Ph P2, ..., Pn} met tipe " +, 0, 1.

• Vorm ekwivalensieklasse onder die volgende kongruensierelasie: vir Pl' P 2

E 1':

P1 ~ P 2 as en slegs as P 1 en P2' gesien as elemente van 'n distributiewe

tralie, dieselfde element voorstel. (~kan ook maar as :: -logiese ekwiva­

lensie, beskou word, want as Pl' P 2 E l' en P 1 :: P2' dan sal P1 en P2 die­

selfde element in 'n distributiewe tralie voorstel.)

• 1'/~ is dan die tralie van aIle logies nie-ekwivaIente positiewe sinne in die
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taal voortgebring deur {Ph P2, ..., Pn}, d.i. 1/~ = ('P, V, A, T, F).

Die proses om 'P te verkry is dus isomorfaan die proses om .5t(n) te verkry.

1 is egter oak isomorf aan JI onder die funksie wat elke element van 1 ontken, d.i.

onder die funksie

, : (1, V, A, T, F) -+ (JI, A, V, F, T)j ,(P) = ,P E JI. .

Die funksie is duidelik een-eenduidig (,P 1 :: ,P2 =* P 1 :: P 2) en op JI (vir alle N E JI

bestaan daar 'n P E 'P s6 dat N :: -P - vergelyk die karakterisering (Stelling 2.2.4)

van 'n negatiewe sin). Ook geld: ,(P 1 VP 2) :: ,P1 A,P 2 en ,(P 1 AP2) :: ,P 1 V,P2­

uit De Morgan se wette. Dus, 'P ~ .Y.

.5t(n) kan ook rekursief gekonstrueer word: .5t(n+l) is naamlik 'n sekere

(distributiewe) deeltralie van .5t(n) )( .5t(n). Vir die bewys hiervan, benodig ons

Lemma 3.3.8 - 'n resultaat in dieselfde trant as "Corollary" 20, Gratzer [1971], p.

76 (en [1978], p. 65).

3.3.8 Lemma Veronderstel p(a l, ..., an' fJ) en p/(a l , ... , an' fJ) is twee polinome

van tipe " +, 0, 1 en veronderstel dat

(*1) (Val)'" (Van)[p(a l, ..., an' 0) = p/(a l , ... , an' 0)]

sowel as

(*2) (Val) ... (Van)[p(a l, ..., an' 1) = p/(a l, ..., an' 1)]

in alle distributiewe tralies geld.

Dan geld

(*3) (Val) ... (Van)(VfJ)[p(a l, ..., an' fJ) = p/(a l , ... , an' fi)]

in alle distributiewe tralies.

Bewys

Dit is welbekend (Gratzer [1978]) dat elke distributiewe tralie van tipe " +, isomorf

'.
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is aan 'n deeltralie van (!JA, n, U), vir 'n versameling A; of (Birkhoff [1944]) isomorf

ingebed kan word as 'n subdirekte produk binne (1, 0, +). Dit is maklik om te sien

dat dieselfde resultaat geld vir tralies van tipe 0, +, 0, 1: Veronderstel naamlik dat

(~, 0, +, 0, 1) 'n distributiewe tralie is en dat tp : (~, 0, +) -+ (~A, n, u) 'n

inbedding is. Neem aan tp(O) = B(~ A) en tp(1) = C(~ A). Dan is natuurlik B ~

tp(d) ~ C vir alle d E~. Die funksie 1/J: (..0, 0, +,0,1) -+ (!J(C-B), 'n, u, ¢, C-B)i

1/J(d) = tp(d) - B is dan die gevraagde inbedding.

Veronderstel nou (*1) en (*2) geld vir alle distributiewe tralies. Laat..0

enige distributiewe tralie wees. Dan is ~ isomorf aan 'n deeltralie van 'n produk

van die distributiewe tralie 2 = {O, 1}. Omdat 2 (*1) en (*2) bevredig, bevredig 2

oak. (*3). Maar, sinne van die vorm (*3) bly behoue onder die neem van produkte en

deeltralies, dus ~ bevredig oak (*3). 0

3.3.9 Stelling Laat {ai' a2, ... , an} die vrye voortbringers van (.9"(n), 0, +,0, 1)

woos. Dan is

.9": = {( c, d) E Y(n) lC .9"(n) I c ~ din .9"(n)}

'n distributiewe deeltralie van ~(n) lC .9"(n) en

.9" = (~(n+l); " +, (0, 0), (1, 1»,

Bewys

• .9" is 'n distributiewe deeltralie van .5t(n) lC .9"(n): Veronderstel (c, d), (c',

d') E.5t. Dus c ~ den c- ~ d'. Hieruit volg dat co c' ~ d . d ' en c + c '

~ d + d ' en dus dat (c, d) 0 (c-, d') = (c 0 c-, dod') en (c, d) + (c, d-)

= (c + c-, d + d') elemente van Y is. .9" is dus 'n deeltralie van .5t(n) !C

.5t(n). Omdat ~(n) distributief is, is ~(n) lC '.9"(n) en dus ook .5t distri­

butief.

"
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• (~ " +, (0,0), (1,1)) word voortgebring deur r = {(ai' all, (a2, a2) , .. "

(an' an), (0, I)} (waar {a., a2, ••• , an} die versameling vrye voortbringers

van ~(n) is): Ons kyk eers hoe :7 se elemente kan lyk. Neem enige (e, d)

E ~j dan

(e, d) = (e, e +d) (onthou c 5 d)

= (e, e) + (0, d)

= (c, e) + [Id, d) , (0, 1)]' of

(e, d) = [(e, c) + (0, 1)] , (d, d).

Elke e, d E ~(n) is te skryf as e = p(al, a2, .i., an), d = p/(al, a2, ... , an),

waar p en pi polinome van tipe " +,0, 1 is, Dan is (c, e) = (p(al, a2, ... ,

an), peal' a2, , an» = p[(al, a.), (a2, a2) , ••• , (an, an)] en (d, d) = p/[(al,

all, (a2, a2) , , (an' an)]' Volgens bostaande is elke (e, d) E :7 dus te skryf

as (e, d) = q[(a1, a.), (a2, a2) , ... , (an' an), (0, 1)], waar q 'n polinoom van

tipe " +, 0, 1 is. Ons gee 'n eenvoudige voorbeeld:

(e, d) = [Cal . 1) . (a2 + aa), (a, + as) + (a6 , 0)]

= [al· (a2 + aa), (a, + as) + 0]

= [a l . (a2 + aa), a4 + a~

= [a. . (a2 + aa), al ' (a2 + aa)] + [(a4 + as, a4 + as) . (0, 1)]

= [(ai' al) , «a2 +aa), (a2 + aa)] + [«a 4, a4) + (as, as» . (0, 1)]

= [Cal al) . «a2, a2) + (aa, aa))) + [«a 4, a4) + (as' as)) . (0, 1)].

(~, . +, (0, 0), (1, 1)) word dus voortgebring deur r.

• (:7, . +, (0, 0), (1, 1)) word vry voortgebring deur r: Laat f enige funksie

van rna 'n distributiewe tralie !P wees. (Te bewys: f kan uitgebrei word

tot 'n (unieke) homomorfie f : ~-+ ~.)

Definieer f : :.1-+ !P j

{[p[(al, al), ..., (an' an), (0, 1)]] = p[C(al, all, ..., f(an, an), f(O, 1)].

Ons bewys eers dat f goed gedefinieer is (d.i, dat f 'n funksie is):

Laat p en pi twee polinome (van tipe " +, 0, 1) wees waarvoor

"
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p[(al, all, ..., (an, an), (0, 1)] = pi [(al, all, ..., (an' an), (0, 1)] in ~

d.i.

(*4) p(al, ..., an, 0) =p'(a l, ..., an' 0) in jr(n),

en

(*5) p(al, ..., an, 1) = p' (a., ..., an' 1) in jr(n).

Vir f om 'n funksie te wees, moet in .fP geld dat

(*6) p[f(al, all, ..., f(an, an), f(O, 1)] = p'[f(a l, all, ..., {(an, an),

{(O, 1)].

(*4) beskryf 'n verband wat in.5'(n) tussen die vrye voort­

bringers al, a2, .•. , an geld. S6 'n verband kan alleen geld indien dit

afleibaar is uit die aksiomas vir 'n distributiewe tralie van tipe " +,

0, 1. (Dus, p(al, ... , an' 0) N p- (al, ..., an' 0) volgens ons beskrywing

van die proses om jr(n) te verkry.) Dit beteken dat

(Val) ... (Van)[p(a l, ..., an' 0) = p'(a l, ..., an' 0)]

in alle distributiewe tralies moet geld. Soortgelyk volg uit (*5) dat

(Val) ... (Van)[p(a l, ..., an' 1) = p'(a l, ..., an' 1)]

in alle distributiewe tralies moet geld. Uit Lemma 3.3.8 volg dat

in alle distributiewe tralies moet geld. Dus, in die besonder geld

(*6) in e.
Dit is maklik om te sien dat f 'n homomorfie is: Beskou (c, d) =

p[(al, all, ..., (an' an), (0, 1)] en (c-, d-) = p'[(al, all, ..., (an' an)'

(0,1)] uit jr. Dan is (c, d) . (c, d') = (c . c-, d . d-) = p"[(al,

all, ..., (an, an), (0, 1)], waar p" = p . p'.

Dus,

f[(c, d) . [c, d')] = p' , [{(al, all, ..., {(an' an), f(O, 1)]

= p[f(al, all, , f(a~, an), f(O, 1)] •

p'[f(al, all, , f(an, an), f(O, 1)]

"
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= {[(c, d)] , {[(c', d')].

Soortgelyk geld f[(c, d) + (c, d')] = f[(c, d)] + f[(c', d')].

Dit is ook duidelik dat f t r = f. 0

As 'n toepassing van Stelling 3.3.9 wil ons nou aantoon dat (~(3), " +, 0,

1) 'n distributiewe deeltralie van (1'(2), V, A, T, F) )( (jt{2), A, V, F, T) is: (9(3), "

+, 0, 1) is naamlik die tralie voortgebring deur {(p, 'q), ('p, q), (T, Tn en het (F, T)

as grootste, en (T, F) as kleinste element: Ons weet dat {p, q} vir (7'(2), V, A, T, F)

en {'p, ,q} vir (jt{2), A, V, F, T) vry voortbring. Elke P E 7'(2) kan dus geskryf word

as p = p(p, q), waar p 'n polinoom van tipe " +, 0, 1 is. Die bijeksie h : {p, q} --+

{p, q}; h(p) = q, h(q) = p kan dus uitgebrei word tot 'n outomorfie h: (1'(2), V, A,

T, F) --+ (7'(2), V, A, T, F); h(P) (= h[p(p, q»)) = p[h(p), h(q)]. Definieer nou die

isomorfie h*: (7'(2), V, A, T, F) --+ (jt{2), A, V, F, T); h*(P) = (, 0 h)(P). Dan be­

skryf (volgens 3.3.9) {(P, N) E 7'(2) )( N(2) I h*(P) ~ N in jt{2n die vrye distributiewe

tralie met drie voortbringers. Ons wil nou aantoon dat (p, 'q), (q, ,p), (T, T) die

drie voortbringers is. Volgens 3.3.9 geld dat as [a., a2} vir (.1'(2), " +, 0, 1) vry

voortbring, dan word (.1'(3), " +, (0, 0), (1, 1» vry voortgebring deur {(ai' al), (a2,

a2) , (0, I)}. Onder die isomorfie h*, is h*(p) = 'q, h*(q) = ,p, h*(T) = Fen h*(F)

= T. Ste1 ons vir 7'(2), p =ai' q = a21 T =°en F =1 (want T is die kleinstein 7'(2)

en F die grootste), word (1'(2), V, A, 0, 1) vry voortgebring deur {ai' a2} . Onder die

isomorfie h*, kan vir jt{2), 'q = ai' 'p = a2, F = 0 en T = 1 beskou word, sodat

{(p, ,q), (q, ,p), (T, T)} = {(ai' all, (a2, a2) , (0, I)} die versameling vrye voort­

bringers van (~(3), ',+, (0, 0), (1,1» is, waar (0, 0) =(T, F) en (1,1) =(F, T).

Die diagram van (~(3), " +) - die vrye distributiewe tralie voortgebring

deur drie vrye voortbringers met tipe " +, is 'n bekende diagram in die literatuur

van tralieteorie (sien byvoorbeeld Balbes & Dwinger [1974], p. 90; Gratzer [1971],

p.46 en [1978], p. 38). Interessant genoeg is die diagram van (9(3), ., +) dieselfde

as die diagram van Figuur 19 - die diagram van die deeltralie van (7'(2), V, A, T, F)
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lC (ji(2), A, V, F, T) van agtien elemente, voortgebring deur die ingebedde parsieel­

geordende versameling g[(.9'W - {</>}) / ~ ) (g([X)) = (6X, vX)) van 12.elemente.

Die diagram van Figuur 19 is naamlik die vrye distributiewe tralie voortgebring deur

(p, ,q), (q, ,p), (T, T), met tipe " +. Alle elemente, (P, N), van die diagram van

Figuur 19 kan dus deur middel van' en + in terme van (p, ,q), (q, ,p) en (T, T)

geskryf word, waar (P l' N1) • (P 2' N2) = (P 1VP2' N1AN2) en (Pl' Ni) + (P 2' N2) =
\ (P 1 AP2' N1 V N2): Neem byvoorbeeld (P, N) = (p V q, ,p V,q). Dan is (p V q, 'p V

,q) = (p V q, T) • (p Aq, 'p V ,q) = (p, T) • (q, T) • (p Aq, ,p V ,q) = (p AT, 'q V

T) • (q AT,'p V T) • (p Aq,'p V ,q) = [(p, ,q) + (T, T») • [(q, ,p) + (T, T») • [(p,

,q) + (q, ,p»). Voeg ons dus die pare (T, F) (as kleinste element) en (F, T) (as

grootste element) by die diagram, kry ons die vrye distributiewe tralie voortgebring

deur {(p, ,q), (q, ,p), (T, Tn met tipe " +, 0,1- wat soos reeds betoog, beskryf

word deur {(P, N)e 1'(2) lC J!(2) I h*(P) S N in J!(2)n.

Vir n = 2 kan (.9'W - {</>}) / F; dus in die vrye distributiewe tralie met

·n + 1 voortbringers ingebed word. Dit blyk of hierdie situasie net vir n S 2 geld:

Laat (g[(.9'W - {</>}) / ~ ]) die tralie voortgebring deur g[(.9'W - {</>}) / ~ 1aan­

dui. Vir n = 1 geld dan: (g[(.9'W - {</>}) / ~]) = g[(.9'W - {</>}) / ~) C (~(2),

" +)j en vir n = 2: g[(JJW - {</>}) / ~) c (~(3), " +), maar (g[(.9'W - {</>}) /

g]) = (..5J'(3), " +). Dus, vir n = 1, is g[(.9'W- {</>}) / ~ 1nie "groot genoeg" om

(.5T(n + 1), " +) voort te bring nie; vir n = 2 is dit wel. Vir n ~ 3 Iyk dit egter of

g[(.9'W - {</>}) /~) vir (..5J'(n + 1), " +) eg omvat.

'n Bekende probleem op die gebied van "vrye distributiewe tralies", is die bepaling

van I(..5J' (n), " +, 0, 1)I, d.i. die bepaling van die aantal elemente in die vrye

distributiewe tralie met n voortbringers en tipe " +, 0, 1. Uit die feit dat (..5J'(n), "

+,0, 1) ~ (1', V, A, T, F) ~ (Y, A, V, F, T), is die probleem om I(sr(n), " +, 0, 1)1 te

bereken ekwivalent daaraan om die volgende te bepaal: die aantal

• logies nie-ekwivalente positiewe (of negatiewe) proposisionele sinne in 'n

"
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taal met n voortbringers;

• positiewe (oC ncgatiewe) konfigurasies (oC deelversamelings) van (W, $)j

• isotone (oC antitonc) Cunksies C: 2" - 2j

• semifilters (oC semi-ideale) in (2", $);

• totaal ongcordcnde ("onaChanklike") deelversamelings ("anti-kettings") in

(2", $), waar die Ire declversameling ook ingesluit word. [Sien ook Dudek

[1991].)

Die problecm is vir die eerste keer deur Dedekind in 1897 gestel en staan

dan ook as Dedekind se probleem bekend. Dedekind self het I("-(n), " +, 0, 1)1

bereken vir n $ 4: 1(3(1)1 = 3, 1(3(2)1 = 6, 1(3(3)1 = 20 en 1(3(4)1 =168

(almal ten opsigte van tipe " +, 0, 1). As reaksie hierop het Church in 1940 bcwys

dat I(.1'(5)I = 7 581 en Ward in 1946 dat I(.1'(6)I = 7 828 354 (Balhes & Dwingcr

[1971]; Gratzer [1978]j Kicitman [1969]; en Whitman [1961)). Ecrs in 1988 is die

probIecm opgelos - deur A. Kisielewicz [1988].

Ter aCsIuiting van hierdie aCdeling wil ons aantoon dat die waarhcidsgctrou­

heid-preordening ~, saamgetrek tot 'n parsiele ordening onder ~, as retrak in die

kategorie van versamelings in 'PIC K sit: Vir elke X E .9W is 6X ~ 6(6X n vX) en vX

~ V(6X n vX) (want X ~ 6X en X ~ vX). Die omgekecrde geld ook: 6(6X n vX) ~

A(AX) n A(VX) = AX n W (vir X # ¢) =6Xj en soortgelyk, V(AX n vX) ~ vX (sien

Afdeling 2.1). Dus, AX = A(AX n 'lX) enex =V(AX n ex), wat betoken AX n vX ~

X. Wat meer is, AX n 'lX is die grootste versameling w~relde ekwivalent aan X

onder ~, d.i. AX n vX is die maksimum-element in [X]: Y E [X] ~ AY = AX en vY

= 'lX~ AY n 'lY =AX n 'lX~ Y ~ AX n 'lX. In die sin kan AX n vX as die "kano­

niese" representant (oC vertccnwoordiger) van [X] beskou word. Ter illustrasie kan

die leser die vier waarhcidsgctrou--(!kwivalente sinne p - q, q - p, p - q en T (in

Figuur 14, Afdeling 3.1) bcskou. Die positiewe aCsluitings sowel as die negatiewe

afsluitings van die vier sinne is T. Dus, vir hierdie vier sinne is 6X 11 'lX :: T (or AX
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n vX) = W) en is T die "kanoniese" verteenwoordiger van die ekwivalensieklas (mo­

dulo~) van p- q, q- p, p .... qen T.

Definieer nou (soos voorheen)

g: (.9W I ~,~) - (1, ~) • (1, ~)j g([XJ) = (AX, vX)

en

s: :1.1- .9WI~; g'((P, N)) = [P n N].

Dat g 'n injeksie (d.i, 'n een-ecnduidlge funksie) is, is reeds bespreek. Dit is ook

duidclik dat s: 'n £unksie is. s: is cgtcr ook 'n surjeksic (d.i, 'n op-£unksie): vir

e1ke X E .9W (0£ [X] E .9W I ~) bcstaan daar 'n (P, N) E1 • 186 dat P = AX en N

=vX en dus, g'((P, N)) = [P n N] = [X]. Vcrdcr gcld dat (g' 0 g)([X)) = (g'((AX,

vX)) =[X] en dus is gog' =id.9W / ~ .

Die epimorfie s: is dus 'n rctraksie, die monomorfie g 'n korctraksie en

.9W I ~ 'n retrak van1 • JI in die kategorie van versamelings.

Die leser sal dalk nou wonder hoekom ons juis in die kategorie van ver­

samelings werk en nie in die kategorie van parsiele ordcninge nie, Die rede hiervoor:

g is weI orde-behoudend, maar g' nie. Ter illustrasie van hierdie punt versoek ons

die leser om weer terug te blaai na Figuur 19. Selfs vir hierdie deeltralie van 1 • JI,

voortgebring deur g[(.9W - {4>}) / ~ ] is g' nie orde-behoudend nie: (p,'p V ,q) ~

(p" q,'p V ,q) (in1. Y), maar g'((p,'p V ,q)):: p" 'q# F:: g'((p" q"p V ,q)).

3.4 DIE PARSIELE WAARIIEIDSGETROUIIEIDORDENING

500s reeds bespreek, is die re1asie ? nie antislmmetries op (logics ekwivalcntc klasse

van) sinne nie. Een manier om hierdic probleem te oorbrug, is om ekwivalensieklasse

onder die re1asie ~ te vorm, d.i. om die prcordcning ~ tot 'n parsiCle ordening

"sum te trek" (soos bespreek in A£dcling 3.3). Hierdie proses het egter 'n grot.llWtr

relasie tot gevolg. Oos wil nou aantoon dat dit moontlik is om 'n parsiele ordening
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te verkry deur die prcordening ~ op 'n natuurlike manier te ver!'Jn. Vir hierdie

verfynlngsproses word die volgende begrippc bcnodig:

3.4.1 Dcfiniaics Vir alle X ~ W:

(1) oX: = 6XnvX, die konvek3e inhoud van X;

(2) C!X : = (W - oX) UX, die nie-konvek3e inhoud van X.

Die konvekse inhoud, oX, van 'n versameling moontlike w~relde X, is maar

net die vcrsameling {w EWI (3x, x' E X)(x ~ w ~ x') - vandaardie bcnaming "die

leonvekse inhoud van X". As X 'n konfigurasie is met "gate" tussen sy clemente, vul

oX hierdie "gate". Ter illustrasie hiervan bcskou ons die konfigurasie X = {(1,1,1),

(O,O,O)} - voorgestel deur Figuur 20, in die taal voortgebring deur die drie

veranderlikcs, h, ren w. Omdat r = (1,1,1) en r· = (0,0,0) clemente van X is, is oX

= W - at die "gate" (in hierdie geval, at die oningekleurde posisies) tussen r en r·

word dus ook ingekleur.

As X die teorie is wat met die konfigurasie X ooreenkom, d.i. Mod(X) =X,

dan dui ons met oX en C!X die teoriee aan wat onderskeidclik met oX en c!X ooreen­

kom. In die eindige geval geld dUB oX =o(Mod X) =Mod(oX) en c!X =d(Mod X)

= Mod(dX). 0 is 'n afsluitingsopcrasie op .9W, dus X ~ oX. In die notasie van

sinne bcteken dit dat die konvekse inhoud oX :: 6X " vX logics aneibaar is uit X, d.i.

X t- oX. In Tabcl 2 (Afdeling 3.1) word die konvekse inhoude oX en die nie-konvek­

se inhoude dX van die sesuen logics nie-ckwivalente sinne X van die tul voortge­

bring deur {p, q} gelys. Uit Tabcl 2 il dit dan ook duidelik dat c! nie 'n a(­

Iluitingsoperaaie op .9W il nie: F t- p - q, maar c!(F) J' d(p - q).

Op hierdie stadium is dit gepu om die lescr te verwys na Oddie se artikel

"Truthlikcocss and the convexity of propositions" (in Kuipers (1987], pp. 197 - 216).
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(1,1,1)

(1,1,0)

(1,0,0)

(0,0,0)

Figuur 20

(0,1,1)

(0,0,1)

Sommige van die idees wat deur Oddie bespreek (en uiteindelik as ontoereikend

.gekritiseer) word, toon sekere ooreenkomste met van ons begrippe. 'n Sprekende

voorbeeld hiervan is die begrip "konvekse proposisie" ("convex proposition") van

Goldstick en O'Neill [1988]. Die rol van hierdie begrip in die definiering van

waarheidsgetrouheid word ook deur Oddie vir die proposisionele geval ondersoek.

Ons noem 'n teorie (sin of proposisie) X konveks indien die volgende geld:

as x, x' E Mod(X) en x S w ~ x' in (W, ~), dan w E Mod(X). Ons begrip van kon­

veksiteit berus dus op die idee van tussenliggend in die ordening van die Boole-algebra

van moontlike werelde. Hulle definieer, soortgelyk, 'n konvekse proposisie as 'n

proposisie wat aile tussenliggende werelde insluit, maar 'n ander betekenis word aan

"tussenliggend" geheg. Vir hulle Ie 'n wereld w tussen werelde x en x' as daar geen

korter pad as deur w van x na x' bestaan nie (waar die "lengte" van 'n "pad" tussen

twee werelde x, x' E2n bepaal word deur die aantal "aangrensende" werelde [d.i.

werelde wat in net een van die n posisies van mekaar verskil] tussen x en x I ). Vir

elke twee werelde, x en x", wat vergelykbaar in (W, ~) is, is daar egter altyd ten

minste een kortpad wat x en x' verbind; en enige w wat tussen x en x' in (W, ~) is,
"
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Ie op s6 'n kortpad. Die omgekeerde is nie altyd waar nie - enige twee werelde

word immers deur 'n kortpad verbind. Dus, minder versamelings is konveks in terme

van hulle beskrywing as in terme van ons beskrywing, wat daarop neerkom dat ons

konvekse afsluiting oX in die algemeen 'n kleiner versameling van moontlike werelde

as Oddie se "konvekse omhulling" van X is. Anders gestel: vir 'n teorie X, is die

konvekse inhoud oX logies sterker as die "konvekse inhoud" (d.i. die konjunksie van

aIle konvekse sinne afleibaar uit X - soos beskryfdeur Oddie) van X.

Dat ons beskrywing van konveksiteit verkieslik bo die van Oddie mag wees,

kan deur die volgende voorbeeld geillustreer word: As beide p en q waar is, dan

behoort p V q as meer waarheidsgetrou as ,p V 'q beskou te word. Dit sal weI die

geval wees volgens ons beskrywing (sien Figuur 21), maar nie volgens Oddie se

beskrywing nie - soos uitgewys deur Oddie self ([1987], p. 200).

In baie gevalle is oX :: X, byvoorbeeld vir die sin X ;::: (h A r) +-+ 'w (sien Afdeling

2.2) is AX :: 'W --+ (h Ar), vX :: (h " r) --+ ,wen dus, oX :: X. As X :: oX, is d'X :: T

(d.i. d'X = W). Aan die ander kant, as X t oX, is d'X :: 'oX V X :: oX --+ X die

logies swakste sin wat deur konjunksie by oX gevoeg kan word om 'n sin logies

ekwivalent aan X te verkry:

3.4.2 Stelling Vir aIle X ~ W:

X =-x nd'X, d.i.

X:: -x Aex.

Gegee X, en dus oX, is d"X die grootste versameling moontlike werelde wat

die vergelyking bevredig. Soortgelyk, is d'X die logies swakste sin wat die

ekwivalensie bevredig.

'.
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Bewys

Uit die definisies van oX en d'X is dit duidelik dat X :: oX " d'X.

Veronderstel X :: oX A Y (Te bewys: Y'" oX -+ X, d.i, as vir v E W, v(Y)

= 1, dan moet v(oX -+ X) = 1.) Neem aan v(Y) = 1 en v(oX -+ X) = 0, d.i, v(oX)

= 1, v(X) =0. Dit is egter strydig met X :: oX AY. Dus, Y'" oX --+ X, wat bewys

dat d'X die logies swakste sin is waarvoor X :: oX " d'X. , 0

X is dus altyd die konjunksie van sy konvekse inhoud eX en sy nie-kon­

vekse inhoud d'X. Omdat X '" oX, of in terme van versamelings van moontlike

werelde, X ~ oX, het oX minder logiese krag of inhoud as X. d'X herstel dus die

verlies aan logiese inhoud op die mees ekonomiese wyse. Anders gestel: d'X =
.(W - oX) UX beskryf benewens die elemente van X die elemente van W wat nie mo­

delle in oX is nie, dit wil se W - d'X beskryf die elemente van oX- X, d.i. die "gate"

in X wat "opgevul" word deur oX. As oX :: T, d.i. oX het geen logiese inhoud nie, is

natuurlik d'X :: X. Byvoorbeeld vir die sin X ~ (h " r " w) V (,h " ,r A ,w) - ge­

Illustreer deur Figuur 20, is oX :: T en cfX :: X; ,d'X:: (,h V ,r V ,w) " (h V r V w)

verteenwoordig die "gate" in X wat "opgevul" word deureX. In die geval van twee

veranderlikes, is die sinne X waarvoor e-X :: T presies die vier waarheidsgetrou-ek­

wivalente sinne p --+ q, q -+ p, P +-+ q en T (vergelyk Tabel 2). Soos die leser teen

hierdie tyd seker kon insien, is oX :: T as en slegs as rEX en r* E X.

In die bewys van 3.4.2 het ons op 'n stadium aangeneem v(oX --+ X) = 0,

vir v E W. Ons sal nou bewys dat die v nooit die reele wereld kan wees nie. Anders

gestel, r Ed'X vir alle sinne X:

3.4.3 Stelling Vir enige sin X is

d'X (d.i. oX -+ X) altyd waar. '.



102

Bewys

Daar is twee moontlikhede:

(1) vX ¢ T: Dit beteken vX ~ W of r i vX (en dus ook r i X).. Dus, r i oX =
AX nvX, wat impliseer r E(W- oX) UX = cfX. Gevolglik is cfX waar.

(2) vX:: T: Omdat rEX, is X:: -x II cfX waar. Dus, cfX is waar. 0

Soos reeds betoog in die vorige afdeling, is vir alle X £ W, AX n vX~ X;

en is AX n vX = oX die grootste versameling werelde met die eienskap, d.i, Y~ X

~ AY nvY = AX nvX ==} Y £ oX. (Ons kan oak bewys oX =oY ==} X~ Y: oX

= 0 Y ==} X £ 0 Yen Y £eX ==} X~ Y.) Vir elke X £ W geld dus vX~ X ~ oX~

AX. As X positief is en X:f. ¢> (d.i. X is waar), is natuurlik vX = Wen oX =AX =

.X; en as X negatief is en X ~ ¢>, is l1X = W en eX = vX = X. (Vir X = ¢> geld

natuurlik X = AX = vX=oX.)

Ons het bewys dat die preordening ~ nie onderskei tussen sinne met dieselfde

konvekse inhoude nie. Om hierdie saak reg te stel verfyn ons die preordening~ tot

die parsiele ordening ;:: :

3.4.4 Definisie Vir alle X, Y cW:

X~Y: ~ X~Yen

as ook Y~ X, dan cfX ~ cfY

(~ X~Yen

as oX = 0 Y, dan cfX ~ cfY),

in welke geval ons se dat X minder (of net so) waarheidsgetrou as Y in die

parsiele waarheidsgetrouheidordening is. :.
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Die verfyning van die preordening ~ tot die parsiele ordening ~ verloop

dus soos volg: as X t Y, maar wei oX :: oY, dan C/X t c/Y. (Dit volg uit die feit dat

X :: oX " c/X en Y :: oY Ac/Y.) Die nie-konvekse inhoude onderskei dus logies nie­

ekwivalente sinne met dieselfde konvekse inhoude. Omdat nie-konvekse inhoude

altyd waar is, is dit logies om die logies sterksie van die nie-konvekse inhoude as die

mees waarheidsgetroue te beskou. As oX :: 0 Y (d.i. X~ Y) kan ons dan ook X~ Y

"eenvoudiger" definieer:

3.4.5 Stelling As oX :: 0 Y, dan

X~ Y~ C/Y I- C/X ~ Y.I- X.

Bewys

Die eerste deel (X~ Y~ C/Y 1= c/X) van die ekwivalensies volg direk uit die definisie

van X~ Y. Uit die feit dat X :: oX "cfX; Y:· 0 Y /I cfY, volg duidelik dat as oX ::

eY en C/Y I- C/X, dan Y I- X. Vir die bewys van die omgekeerde gebruik ons 3.4.2:

Veronderstel oX :: 0 Y en Y 1= X, d.i. 0 Y /I C/Y I- oX /I cfX of oX /I C/Y I- X. Omdat

d'X die logies swakste sin Z is waarvoor oX AZ I- X, moet C/Y I- cfX. 0

Figuur 21 illustreer die parsiele waarheidsgetrouheidordening := van die

sestien logies nie-ekwivalente teoriee in die taal voortgebring deur {p, q}. In die

diagram word die versameling modelle van elk van die sestien sinne ook aangedui,

Die vier sinne, p .... q, q-+ p, P --+ q en TI wat dieselfde konvekse inhoude het, is hier

(soos beskryf in 3.4.5) georden volgens omgekeerde (logiese) afleibaarheid. Ons wys

die leser daarop dat~ (net soos ~) 'n uitbreiding van die produkordening ~ op W is,

d.L

x ~ y ~ {x}?: {y}~ {x}·~ {y}.
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Vir alle waar positiewe sinne geld (volgens Stelling 3.1.4) X~ Y as en slegs

as Y ~ X. Ons kan hierdie ekwivalensie uitbrei tot: vir alle waar positiewe sinne is

Figuur 21
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x~ Y as en slegs as X~ Y as en slegs as Y "" X (vir sulke sinne is X =t\X, Y s t\Y,

vX =vY =T, wat beteken eX =oYas en slegs as X =V). In Afdeling 3.1 het ons

bewys dat vir die groter versameling van aIle waar sinne dit slegs die geval is dat Y ""

X => X~ Yen nie dat X~ Y => Y,," X. Die leser mag dalk nou wonder of dit nie

nou met die strenger ordening ~ geld dat X~ Y as en slegs as Y ~ X. Die ant­

woord is weer eens: NEE. Figuur 22 illustreer die omgekeerde van die afleibaar­

heidsordening en Figuur 23 die parsiele waarheidsgetrouheidordening van die agt

waar sinne van ons illustratiewe taal. Meer waar teoriee is vergelykbaar onder ;= as

onder "", byvoorbeeld in Figuur 23 het ons p +-+ q~ p V q, maar hierdie twee sinne is

onvergelykbaar in Figuur 22 met betrekking tot 1=. Natuurlik, as beide X en Y waar

is (vX = vY = W) en Y 1= X (Y ~ X, dus t\Y ~ AX), dan X~ Y (en X~ V).

pAq

T

Figuur 22

"

T

Figuur 29
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Ons Iluit hierdie afdeling (en hoofstuk) af deur aan te toon dat die

aCsluiUngsopcrasiel A en v at die formcle eienskappe van die modale operator "dit il

moontlik dat ..." - S008 geaksiomatiseer in die modale sisteem $4' het.

Modale logika kan korUiks beskryf word as die logika van "moontlikheid"

cn "noodsaaklikheid" omdat modale logika prim~r die studie van sinne van die vorm

"dit il moontlik dat X" en "dit is noodsaaklik dat X", is. Om die proposisielogika

tot 'n modale logika uit te brei, word die taal van die proposisiclogika met twee

ekstre simbole toegerus: 0: "dit is moontlik datil; 0: "dit is noodsaaklik datil, wat

as unere operatore op die sinne van die taal optree. Die aksiomas en dcdukslereels

van die proposisielogika word dan uitgebrci om die nuwe simbole ook te kan hantccr

- ons sal sulke ultbreidlngs (van proposisielogika na modale logika) modale sisteme

noem. Daar bestaan 'n verskcidcnheid van modale sisteme waarvan die bekendste

die sisteme $1 tot $5 (met 'n toename in deduktlewe bag vanaf $1 tot $5) van C.I.

Lewis is. (Sicn Hughes en Cresswell [1968]; Kneale k Kneale [1966]j en Von

Wright [1957].)

Die modale operatore 0 en 0 is wedcrsyds definiccrbaar in terrne van die

ander een:

oX - -n-X; en

oX - "1(hX.

'n Modale sistccm kan dus 6C in terme van 0, 6f in terme van 0 bcskryf word. 'n

o-gebasccrde modale sisteem dedukucl-ekwivalent aan Lewis se $4 is die van Von

Wright 8C){', wat 8001 volg daar uitsien (in flughcs k Cresswell (19681):

Ak.tiom4J

Die aksiomu van die propoaisielogika:

(AI) (pvp)-pj

(A2) q- (p V q)j

(A3) (p V q) - (qv p)j

(A4) (q- r) - [(p V q) - (p V r));
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asook:

(A5) p ....... 0p;

(A6) o(p V q) +-+ (op Voq)j

(A7) oop ....... 0Pj

waar p, qen r atomiese proposisiesimbole is.

Deduksiere'els

Die deduksiereels van die proposisielogika:

(D1) Reel van substitusie;

(D2) Modus Ponens;

asook:

(D3) ~ X~ ~ (,Q-lX);

(D4) ~ (X +-+ Y) ~ ~ (oX +-+ oY),

waar X en Y proposisionele sinne is en ~ X as "X is afleibaar" gelees moet word. In

die lig van die deduktiewe-ekwivalensie van S4 en }(', salons na)(' as S4 verwys.

Ons sal nou bewys dat as ons die modale operator 0 met die proposisionele

operator lJ. (of v) vervang, al die aksiomas van S4 (en dus oak van Sl - S3) toutologiee

van die klassieke proposisielogika is; en dat al die deduksiereels van S4 (en dus van Sl

- S3) toutologiee behou.

3.4.6 Stelling Vir 0 = lJ. (of v):

(1) is al die aksiomas van S4 toutologiee;

(2) behou al die deduksiereels van S4 toutologiee.

Bewys

Ons hoe! 3.4,6 (1) natuurlik slegs te bewys vir (A5) - (A7); en 3.4.6 (2) vir (D3) en
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(D4) - die res van die aksiomas van 8. is vanselfsprekend toutologiee van die

proposisielogika: en die res van die deduksiereels behou vanselfsprekend toutologiee.

Laat p en q (volgens die "reel van substitusie") enige proposisionele sinne

wees.

(1) Uit die feit dat s en V afsluitingsoperasies is, volg dat vir 0 = I:J. of 0 = v,

Mod(p -+ op) =Wen Mod(o op -+ op) = W, wat bewys dat (A5) en (A7)

toutologiee is. Vir 0 = I:J. ofv het ons bewys dat vir enige X en Y, O(X UY)

= oX UoY (sien Afdeling 2.1 - eienskap (4) van die afsluitingsoperasie I:J. :

~W -+ ~W). Hieruit volg dat Mod[o(p V q)] = Mod[op Voq] en dus dat

Mod[o(p V q) .... (op V oq)] = W, sodat (A6) 'n toutologie is.

(2) (D3) behou toutologiee, want as X 'n toutologie is, is X :: T (d.i. X = W),

,X :: F, ~X :: F, en dus ,~X :: T. Ook (D4) behou toutologiee: as X +-+

Y 'n toutologie is, is X = Yen dus oX = oY - gevolglik is oX .... oY oak

'n toutologie. 0

Die twee keuses, 0 = t>. of 0 = v, lewer dus twee interpretasies van 84

waaronder al die stellings wat uit S. afgelei kan word, toutologiee van die

proposisielogika is. Ons kan dus die gevolgtrekking maak dat die formele stelsel 8.

meer begrippe as net die modale begrippe aksiomatiseer.

Die volgende (deduktief sterker) modale sisteem van Lewis is die sisteem 86

en word verkry deur aksioma (A7) met aksioma (AB) te vervang:

(AB) o-op -+ ,op.

Ons interpretasies van 0 (as I:J. of v) lewer vir (AB) egter nie toutologiee van die

proposisielogika nie: As p byvoorbeeld (volgens (D!» met enige atomiese sin, d.i. 'n

positiewe lettersin, vervang word geld die volgende: Mod(t>.,t>.p -+ 'I:J.p) = Mod(I:J.'p

--+ ,p) (want I:J.P :: p) = Mod(T -+ ,p) =Mod(,p) # W'- dus vir 0 = to is (AB) nie
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'n toutologie nie. Soortgelyk kan ons aantoon dat vir 0 = V (AB) oak nie 'n

toutologie is Die: vervang p met enige negatiewe lettersin.

--000--
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HOOFSTUK 4

DATAGETROUHEID AS ORDENINGSBEGINSEL
VIR TEORIEE

There could be no fairer destiny for any... theory than that it should point

the way to a more comprehensive theory in which it lives on, as a limiting
case.

- ALBERT EINSTEIN (in Popper [1969], p. 32).

In die vorige hoofstuk is 'n parsiele ordening, ~, as 'n model van waarheidsgetrouheid

gedefinieer. Watter model van waarheidsgetrouheid oak al vir die ordening van

teoriee gebruik word: daar is altyd 'n fundamentele probleem: om te kan besluit of

een teorie nader aan die waarheid as 'n ander teorie is, is volledige kennis oor die

waarheid nodig - in welke geval dit half verspot is am enige teorie behalwe die per­

fekte een te oorweeg. Volledige kennis oor die waarheid is egter 'n geidealiseerde

gevaI - in plaas van een reele wereld, sal ons beskikbare kennis vir ons in die

algemeen 'n versameling moontlike werelde beskryf. Dit beteken dat ons in die

algemeen nie so gelukkig (5005 in die vorige hoofstuk) is om presies te weet watter

moontlike wereld die waarheid verteenwoordig nie - ons weet meer dikwels net dat

die reele were1d een van 'n versameling moontlike werelde moet wees.

Die doel met hierdie hoofstuk is dan die definiering van ordeninge op W en

.9W waarvolgens aile moontlike werelde en alle moontlike konfigurasies (d.i. teoriee)

in die lig van sekere .inligting oor die waarheid vergelyk kan word. Vir hierdie

hoofstuk kan die inligting oor die waarheid enige konfigurasie woos, wat ons die data

of informasie sal noem en met D sal aandui. Alhoewel ons aanneem dat die reele

wereld - die spesifieke wereld wat die waarheid beskryf, altyd een van die elemente
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van D is, sal ons eerder van die datagetrouheid (of informasiegetrouheid) as die

waarheidsgetrouheid van teoriee praat.

Die taal waarin ons werk is weer eens die proposisietaal voortgebring deur

{Ph P2, ..., Pn} met behulp van die konnektiewe " A, V, --+, +-+ en +. In Afdeling 4.1

definieer ons vier ordeninge op W en in terme daarvan twee leksikografiese ordeninge

op .9'W- 'n ordening wat met 'n dapper benadering en 'n ordening wat met 'n ver­

sigtige benadering tot datagetrouheid geassosieer kan word. Die twee ordeninge se

eienskappe met betrekking tot informatiwiteit en betroubaarheid word bespreek en

ons toon onder andere in Afdeling 4.2 aan dat vir D = W en D = f1J, die twee

ordeninge maar net die van omgekeerde logiese afleibaarheid en logiese afleibaarheid

is. Behalwe vir die twee leksikografiese ordeninge op .9'W, definieer ons ook twee

produkordeninge - waarvan een 'n veralgemening van die parsiele ordening ~ is.

In Afdeling 4.2 propageer ons ook die proposisionele logika as 'n model vir

onsekerheid in digitale inligtingsoordrag en vind daarin 'n mooi toepassing vir ons

beskrywing van datagetrouheid.

4.1 'N DAPPER EN 'N VERSIGTIGE BENADERING TOT

DATAGETROUHEID

Beskou 'n injeksie f van A(+) in A(L) wat vir elke Pi E A(+), 6f op Pi 6f op 'Pi

afbeeld. Ons kan f : A(+) --+ A(L) dan uniek uitbrei tot 'n bijeksie I: A(L)--+

A(L), d.i. ItA(+) = f, met I('Pi) ekwivalent aan ,f(Pi). Omdat alle sinne van die

taal deur die lettersinne, (:t:)Pi' met behulp van konjunks~e en disjunksie voortgebring

word, induseer elke bijeksie I : A(L) --+ A(L) 'n unieke outomorfie f* van die Boole­

algebra 2tt - die Boole-algebra van alle konfigurasies of alle logies nie-ekwivalente

sinne van die taal. Onder die elemente van die Boole-algebra 2tt kom natuurlik die

2n lettersinne voor; en wat f* met die lettersinne doen, bepaal volledig wat f* met die



112

res van die sinne doen en f* tA(L) = f. Ons sal daarom al sulke geinduseerde outo­
n

morfiee van 22 , letter-ouiomorfiee (ofkortweg: L-outomorfiee) noem.

Elke L-outomorfie f* word gemduseer deur 'n bijeksie f : A(L) -+ A(L), wat

op sy beurt weer 'n uitbreiding van 'n injeksie f: A(+) -+ A(L) is. S6'n injeksie kan

ook geskryf word as 'n n-tal (fI,f2,... ,fn) van nulle en ene, waar fi = 1 as f(Pi) = Pi

(d.i. f( 'Pi) = 'Pi) en fi =0 as f(Pi) ='Pi (d.i. f ('Pi) =Pi). S6'n n-tal gee al die

nodige informasie omtrent die gemduseerde L-outomorfle en ons spreek dan af om

voortaan 'n L-outomorfie met (f1'£2,...,fo) aan te dui. In die sin kan 'n L-outomorfie

ook as 'n moontlike wereld of valuasie beskou word. Skryf ons dus (fI,f2, ... ,fn) kan dit

op 'n L-outomorfie ofop 'n moontlike wereld dui.

Onder die elemente van die Boole-algebra, 2f1 , kom die 2n diagramsinne

voor, d.i. die sinne wat slegs een moontlike wereld as model het. Stilke sinne is van

die vorm (:l: )Pl A (:l: )P2 A ... A (:l: )Pn. 'n L-outomorfie, (f1,f2, ... ,fn) , toegepas op 'n

diagramsin (of die ooreenkomstige moontlike wereld) lewer weer 'n diagramsin: Neem

byvoorbeeld (f1,f2'£3) = (0,1,0). Dit is die L-outomorfie wat PlOP 'Pl afbeeld (en dus

'Pl op PI); P2 op P2 (en dus 'P2 op 'P2); en P3 op 'P3 (en dus 'P3 op P3). Dus,

(fI,f2,f3)('PI A P2 A P3) = (O,I,O)('PI A P2 A P3) = (0,1,0)(0,1,1) = PI A P2 A 'P3 =

(1,1,0) - die L-outomorfie wat PlOP PI ('PI op 'PI); P2 op P2 ('P2 op 'P2); en P3 op

'P3 ('P3 op P3) afbeeld.

Vir die diagramsin PI A P2 A A Po (d.i. die diagram {Ph P2, ..., Pn} of va-

luasie (1,1,...,1)) geld natuurlik: (fl,f2, ,fo)(I,I, ...,I) = (fI,f2, ... ,fn) - byvoorbeeld:

(I,O,I)(PI A P2 A P3) = (1,0,1)(1,1,1) = (1,0,1). Dit is ook duidelik dat (fI,f2,... ,fn ) =

(1,1,...,1) toegepas op enige diagramsin maar net weer die diagramsin lewer ­

byvoorbeeld: (1,I,I)(PI A 'P2 A 'P3) = PI A 'P2 A 'P3; en dat (fI,f2,... ,fn) = (0,0,...,0)

toegepas op enige diagramsin (of sy ooreenkomstige valuasie), net mooi die ontken­

ning van elke lettersin in die diagramsin tot gevolg het: (O,O,O)(PI II 'P2 II 'P3) = ('PI

1\ P2 A P3). AS'n L-outomorfie op homself toegepas word lewer dit natuurlik altyd

die L-outomorfie (1,1, ...,1) - byvoorbeeld: (0,1,0)(0,1,0) = (1,1,1).
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As x, YE W, bestaan daar 'n unieke L-outomorfie, h, wat op x toegepas, vir

y sallewer. Ons sal hierdie unieke h sommer met x ......... y aandui, byvoorbeeld vir x

= (0,1,0), Y= (1,0,0), is x y = (0,0,1). Dit is duidelik dat x ......... y =y ......... x.

As [(f1,f2, ...,fn) ......... (gl,g21 ,gn)] = (h1,h2,· ..,hn), beskryfh dus in watter posisies I, fi

= gi (d.i. as hi = l)j en in watter posisies i, fi t gi (d.i. as h.i = 0). Die

L-outomorfie (of moontlike wereld), h, meet dus hoe ver fen g van mekaar af Ie, of

hoe versoenbaar, of hoe onversoenbaar f en g is. Hoe groter die versameling {i I hi

= I}, hoe hoer is die graad van versoenbaarheid tussen f en g. Dit beteken dat f

totaal versoenbaar met g is as en slegs as f = g, as en slegs as (f ......... g) = (1,1, ....I);

en dat f en g totaal onversoenbaar is as en slegs as f en g in elke posisie verskil, as en

slegs as (f g) = (0,0, ...,0). Die L-outomorfie (f1If2, ...,fn) ......... (1,1,...,1) is

natuurlik (f1,f2, ,fn). (Vergelyk ook Heidema & Labuschagne [1990].)

Ons wil nou die idee van grade van versoenbaarheid tussen twee moontlike

werelde gebruik om die versoenbaarheid van 'n moontlike wereld x met ons data te

definieer, waar ons data enige konfigurasie D, of die ooreenkomstige teorie (sin) Dis:

4.1.1 Definisie Vir enigex E W definieer ons

D(x) : = {x 1--+ did E D}

as die graad van versoenbaarheid vanx met die data D.

Dat D(x), of die ooreenkomstige teorie D(x), die mate van versoenbaarheid

van x met die data meet, sal aan die hand van Tabel 3 verduidelik word: Beskou die

taal voortgebring deur {p, q} (= {Ph P2}). In hierdie taal is daar vier moontlike

werelde (of L-outomorfiee) - soos in die boonste ry van die tabel. Vyf moontlike

gevalle van D (of D) word beskou: D=W = 22 (D :: T); D ={(1,1), (1,0), (0,1)} (D

:: p Vq); D = {(l,l), (l,O)} (D :: p)j D = {(1,1)} (D s p II q)j en D = ¢J (D :: F).
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D(x) en D(x)

~ (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

W W W W W

T T T T T

{(l,l),(1,0),(0,1)) {(l,l ),(1,0),(0,1)) {(1,0),(1,1),(O,O)} {(O,l),(0,0),(1,1)) {(0,0),(0,1),(1,0)}

pVq pVq q--+p P --+ q 'p v >«

{(l,l), (1,0)} {(l,l), (1,0)} {(I,D), (l,l)} {(O,l), (O,O)} {(O,O), (O,l)}

P P p 'p 'p

{(l,l)} {(l,l)} {(I,D)} {(O,l)} {(O,O)}

pllq pllq P lI'q 'p A q ,p A'q

if> if> if> if> if>

F F F F F

Tabe19

Die inskrywings in die tabel gee D(x) (en die ooreenkomstige D(x)) vir die vier

moontlike x'e en vyfmoontlike keuses van D (of D).

Die vyf moontlike keuses van D hanteer, wat sy aantal elemente betref, al

die moontlike keuses in hierdie taal en beskryf terselfdertyd gevalle van geen

informasie tot volledige en selfs teenstrydige informasie oor die waarheid: As D = W



115

het ons goon informasie nie, want sover ons kennis betref, weet ons net die reele

wereld moet een van die moontlike werelde wees, maar ons het nie die vaagste benul

watter een dit nou eintlik moet wees nie. Vir D :: p V qweet ons bietjie meer - die

reele wereld kan nie (0,0) woos nie, maar ons weet nog steeds nie of p of q die geval

moet woos nie. In teenstelling hiermee, weet ons dat, indien D s p, :P definitief nie

die geval is nie; oor q en 'q weet ons egter niks nie, Hierdie geval (D :: p) beskryf

dus die geval van "halwe informasie": oor een van die twee proposisiesimbole het ons

sekerheid. As D :: p A q het D slegs een element, wat volledige informasie oor die

waarheid beteken - die geval soos bespreek in Hoofstuk 3. D = ¢ verteenwoordig

die geval van teenstrydige data D :: F oor die waarheid. Ons sal later aantoon dat

vir D :: F en D :: T die datagetrouheidordeninge wat ons gaan definieer, dieselfde

diagramme lewer - seker nie 'n verstommende resultaat nie, want geen informasie is

net so nutteloos as teenstrydige informasie,

As vir x E W, D(x) die L--<>utomorfie (1,1, ...,1) bevat, beteken dit dat x

totaal versoenbaar met een moontlike wereld in D is; en as D(x) nie die L-outomorfie

(0,0,...,0) bevat nie, beteken dit dat daar goon element van Dis wat totaal in stryd, of

totaal onversoenbaar, met x is nie. Anders gestel: (1,1,...,1) E D(x) as en slegs as x E

D (of (1,1,...,1) t D(x) as en slegs as x E (W - D) - die komplement van Din W)j

en (0,0,...,0) E D(x) as en slegs as x* E D, waar x* die valuasie is wat presies in elke

posisie die teenoorgestelde waardes vanx het, d.i. (x 1----+ x*) = (0,0, ...,0).

As D :: F is D(x) = ¢, want daar is geen element in D om met 'n moontlike

wereld te vergelyk nie. Vir die geval D = {(1,1)} is dit duidelik dat (1,1) totaal

versoenbaar: (1,0) en (0,1) "half" versoenbaar; en (0,0) totaal onversoenbaar met D

is. As D = {(l,l), (I,D)} is (1,1) ED((l,l»j (1,1) ED((I,O»; (0,0);' D((l,l»j en

(0,0) t D((I,O» wat beteken dat (1,1) en (I,D) totaal versoenbaar met een (maar nie

dieselfde) element van D is; en ook totaal onversoenbaar met geen element van Dis.

Die moontlike werelde (0,1) en (0,0) is egter totaal onversoenbaar met 'n element van

D ={(l,l), (I,D)}, want (0,0) ED((O,I» en (0,0) ED((O,O».



116

Vir D = {(I,1), (1,0), (O,l)} is W - D = {(O,O)} - (0,0) is dus die enigste

moontlike wereld wat nie totaal versoenbaar met 'n element van Dis nie, terwyl (1,1)

die enigste valuasie is wat nie totaal onversoenbaar met 'n element van D is nie:

(1,1)* = (0,0) t D. (Let weI: nie totaal versoenbaar beteken nie dieselfde as totaal

onversoenbaar nie.) Vir die geval D = W is daar natuurlik altyd een: element d E D

wat totaal versoenbaar met 'n moontlike wereld x is, naamlik d = x; en een d E D

wat totaal onversoenbaar met x is, naamlik d = x*.

In Hoofstuk 2, Afdeling 2, is die positiewe afsluiting, ~X, en negatiewe afsluiting, vX,

van 'n konfigurasie X ~ W (in die proposisielogika) in terme van die produkordening

(~) op W beskou. Ons doen nou dieselfde vir die konfigurasie D(x) vir elke x, d.i. vir

elke x E W, neem ons ~D(x) en vD(x) (of ~D(x) en vD(x)) van D(x) ~ (W, ~). Tabel

4 gee ~D(x), en Tabel 5 vD(x) vir die vier moontlike x'e en vyf moontlike keuses vir D

'van Tabel 3 - waar ~D(x) en vD(x) geneem word in terme van die produkordening,

voorgestel deur Figuur 24.

(1,1)

"(1,0)

(0,0)

Figv:ur 24

(0,1)
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I1D(x)

~ (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

T T T T T
_._----- ._...--.-

pVq PV q T T T

p p p T T

p A q pAq P q T
·_-0

F F F F F
I

Tabe14

vD(x)

~ (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

T T T T T

pVq T T T ,p V'q

P T T ,p 'p
-.

pAq T 'q ,p ,p A'q

F F F F F

Tabe15
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In terme van liD(x) en vD(x) definieer ons nou vier preordeninge op W vir

elke D:

4.1.2 Definisies Vir enige x, yEW:

(1)

(2)

(3)

(4)

x <y:
55

x< y: {::}
5w

x y y : {::}
cs

x$ y: {::}
cw

liD(y) ~ liD(x) en

as ook liD(x) "" liD(y), dan x = Yi

vD(x) ~ vD(y);

vD(x) ~ vD(y) en

as ook vD(y) 1= vD(x), dan x = y;

liD(y) ~ AD(x).

Die ordeninge < en $ is versterkings van onderskeidelik $ en < I d.i. x <Y
Iis cs cw ow 55

~ x $ y en x $ y~ x < y. (Let weI: < en $ kan ook soos volg vertaal word: x <y
cw cs 5w Iis cs 55

~ liD(y) ( liD(x) of x = Yi x $ y {::} vD(x) c.vD(y) of x = y.) Meer moontlike
cs

werelde is dus in terme van $ « ) as in termevan < ($) vergelykbaar. Ons sal <
cw ow 55 CS 5s

en $ sterk ordeninge op W noem - vandaar die "s" (virsterk ("strong") of streng)
cs

in bs en es; en < en $ swak ordeninge - die simbool "w" dui hier op die be-
5w cw

skrywing "weak". Wat die betekenis van "b" en "e" is, sal binnekort verduidelik

word. Vir ons illustratiewe taal met twee proposisionele veranderlikes, p en Q, lewer

die vier ordeninge vir D :: T en D :: F: D:: p V l[, D:: Pi en D :: P II Qonderskeidelik

die diagramme voorgestel in Tabelle 6, 7, 8 en 9.

As D :: T (d.i. D = W) is vir elke x E W, (1,1,...,1) E D(x) en (0,0, ...,0) E

D(x) wat beteken AD(x) :: vD(x) :: T. AIle x EW is dus ekwivalent in terme van die

swak ordeninge, < en $; en onvergelykbaar in terme van die sterk ordeninge, <
ow cw 5s
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en <. Dit is duidelik dat die uitspraak ook vir D :: F geld (sien Tabel 6).cs

D:: Ten D:: F

< en < < en 5os cs ow cw

(1,1) (1,0) (0,1) (0,0) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
• • • • • • • •

Tabel6

D:: p V q

(1,0)

<os

(1,1)

(0,1)

<cs

(0,0)

(1,1)

<
ow

(1,0)

(0,0)

<cw

(0,1)

(1,1)

(0,0)

(0,1)

Tabel7

(1,1)

(1,0)' (0,1) (0,0)
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D-=p

< en < < en <os CS 5w cw

(1,1) (1,0) (1,1) (~,O)

4

(0,1) (0,0) (0,1) (0,0)

TabelB

D -= P A q

<
5s

<ow <cs

(1,1)

<
cw

(1,0)

(0,0)

Tabel9

(0,1)
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As ons voUedige informcsie oor die waarheid het, bestaan die konfigurasie 0

uit slegs cen moontlike w~reld, naamlik die reele w~reld, wat ons in lloofstuk 3 as r =
(1,1,...,1) gencem het. Al is r nou enige moontlike w~reld, het vir elke x E W, D(x)

net een element. (As r = (1,1,...,1), is hierdie element van D(x) natuurlik x self.)

Dan is AO(X) = AO(y), of vD(x) =vD(y), as en slegs as D(x) = D(y), as en slegs as

x = y en dus is x <Y~ x ~ y, x < y ~ x ~ y. As r wei as die w~reld (1,1,,,.,1)
Ii, cw Ii" I:'

gencem word, geld verder AD(y) I- AD(x) as en slegs as x S y in die produkordening

van Wj en net so, vD(x) I- vD(y) as en slegs as x S y in (W, ~). Dus, as 0 =

{(1,1,...,1)} geld:

x<y~x< y~xSy~xs y~x~y
Iii Ii" CI C"

- sien Tabcl 9. Ons sal voortaan met "volledige informasie" altyd D = {(1,1,,,.,I)}

bcdocl.

In die aIgemccn geld dat as x t 0 [d.i. x E W - D) en yeO, dat x S y en
CI

dus oak, x < y: x t 0 ~ (1,1,,,.,l) t D(x) ~ vD(x) ~ T; en y E D ~ (1,1,,,.,1) e
6.

D(y)~ vD(y) :: T. Hieruit volg ook dat vir x t Den y E D, Yt x en dus, y I Xi en
flw CI

dat alle x E 0 ekwivalent is in tcrme van < ,maar onvergelykbaar in terme van ~. In
Ii. CI

die ordeninge ~ en < is alle werelde wat nie in die data D is nie, dus eg onder alle
CI Ii.

wcrelde wat wei in Dis. Soortgclyk geld dat as x· t D en y. e D, dat x i y en dus
c.

ook, x !l: x· t D~ (0,0, ...,0) t D(x) ~ AD(x) ~ T: en y. e D~ (0,0,,,.,0) e D(y)

~ AD(y) :: T. Dit beteken dat in dieordeninge ~ en < 'n wereld y wat in stryd met
c. Ii.

cen element van 0 is, nooit bokant 'n wcreld x wat 'n mate van vcrsocnbaarheid met

aUe clemente van D het, en waarvoor dus vir alle d E D, (x - d) # (0,0,...,0),

geplaas sal word nie.

In lloofstuk 3 - die geval van vollcdige informasie oor die waarheid - bet ons die

clemente van W volgens die produkordening georden. Alle afsluitingsopcrasics il in

terme van die produkordening gedcfinicer en dUI ook, indirck, alle waarheid.getrou­

hcidordeninge. N6u, met ons data as enige tcorie D, of cnige konfigurasie D, beskou
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ons nog steeds die produkordening op W vir die bepaling van die positiewe en

negatiewe afsluitings van die graad van versoenbaarheid, D(x), van x E W. 6D(x)

en vD(x), verkry op hierdie manier, word gebruik om die vier ordeninge < ,< ,~ en
58 5w CS

~ op W te definieer. Die vier ordeninge (en nie die produkordening nie) gaan ons
cw

nou gebruik om positiewe en negatiewe afsluitingsoperasies op ,JJW te definieer, wat

op hulle beurt weer gebruik gaan word in die definiering van datagetrouheidordeninge

van teoriee,

Dat, soos voorheen geredeneer, vir volledige informasie, d.i. vir D =
{(l,l,...,l)}, <, < ,~ en ~ maar net die produkordening op W is, is nie bloot

58 5w C8 cw

toevallig nie. Die doe! met hierdie hoofstuk is om (vir enige data D), 'n algemene

beskrywing van datagetrouheid te gee - die geval van volledige informasie soos

beskryf in Hoofstuk 3, waar ons D as {(l,l,...,l)} geneem het, moet dus 'n spesiale

geval van s6 'n beskrywing wees.

4.1.3

(1)

(2)

(3)

(4)

Definisies Vir alle X ~ W:

6X: = {w E W I (3x E X)(x< w)}, die sterk positiewe afsluiting van X;
b 8 58

vX: = {w E W I (3x E X)(w < x)}, die swak negatiewe afsluiting vanXj
bw 5w

vX: = {w E W I (3x E X)(w ~ x)}, die sterk negatiewe afsluiting van X;
c s cs

6X : = {w E W I (3x E X)(x ~ w)}, die swak positiewe afsluiting van X.
cw cw

Ons kan natuurlik ook nog v , 6 , 6 en v: .9W -+ .9W definieer - vir
bs bw C8 CW .

ons doeleindes is 6 ,v ,v en 6 : .9W -+ !fJW egter voldoende. Die sterk positiewe
bs bw C8 cw

afsluiting 6X van X en die swak positiewe afluiting 6X van X word dus onderskeidelik
b s cw

in terme van die sterk ordening < en swak ordening ~ op W gedefinieer - met <6 en
68 cw s
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~ gedefinieer in terme van positiewe afsluitings in (W, ~). Aan die ander kant word
cw

die sterk negatiewe afsluiting vX en swak negatiewe afsluiting vX van X respek-
cs bw .

tiewelik aan die hand van die sterk ordening ~ en swak ordening < op W beskryf,
cs . ow ,

waar ~ en < in terme van negatiewe afsluitings in (W, ~) gedefinieer is. Soos die
cs ow

gebruik is, sal ons die teoriee wat onderskeidelik met flX, vX, vX en flX ooreenkom,
b s bw C8 cw

met flX, vX, vX en flX aandui, Omdat die ordeninge < en ~ op W onderskeidelik
b 8 b W C 8 C W D8 cs

versterkings van ~ en < is, geld vir alle X ~ W: flX ~ flX en vX ~ vXj of in die
cw ow b 8 ewe 8 . b w

notasie van sinne: flX I- flX en vX r vX.
b 8 ewe 8 bw

Ons noem 'n teorie X (of konfigurasie X) sterk positief as en slegs as X :: flX
bs

(of X = flX); sterk negatiefas en slegs as X :: vX (of X = vX); swak positiefas en
b s C8 ,C8

slegs as X:: flX (of X = flX); en swak negatiefas en slegs as X:: vX (of X = vX). In
cw cw bw bw

die beskrywing van konfigurasies in die algemeen (Afdeling 2.1) het ons Wop die na-

tuurlike manier, naamlik deur inklusie, georden. Al die begrippe (byvoorbeeld die

van 'n isotone konfigurasie) soos toe gedefinieer kan egter nou net so in terme van die

spesiale ordeninge <, < ,~ en ~ beskryf word en sal daarom nie weer behandel word
08 oW C8 CW

nie.

In die geval van volledige informasie oor die waarheid, d.i. D = {(l,l, ...,l)}

= {r}, lei die partisie op die versameling van alle moontlike werelde in {r} en W ­

{r}, tot 'n partisie op die sinne van die taal (in die wat waar is in die reele wereld en

die wat onwaar is in die reele wereld) en induseer sodoende 'n baie growwe preor­

dening op die sinne van die taal. (Vergelyk Afdeling 3.1.) Vir die algemene geval

waar D enige konfigurasie is, lei die partisie op W, in D en W - D, tot 'n trigotomie:

4.1.4 Definisies Vir enige teorie X:

(1) X is D-waar: ass D I- X;

(2) X is D-onwaar: ass D I- ,X (ass X I- -D);
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(3) X is D-onbepaald: ass D)' X en D )' ,X.

In die notasie van konfigurasies is X dus D-waar ass D ~ X (ass D n X =
D): D-onwaarass D ~ (W-X) (ass X ~ (W - D), ass (W - D) nX = X, ass D nX

= tP)i en D-onbepaald ass X nie D-waar of D-onwaar is nie (d.i. ass D n X #D en D

nX # tP, ass D n(W- X) # tP en D nX of tP). Die sin Tis natuurlik altyd D-waar en

F altyd D-onwaar. As D = tP is beide hierdie sinne en ook alle ander sinne D-waar

sowel as D-onwaar, sodat ons nie 'n egte trigotomie kry nie. Beskou ons al die sinne

in een van die drie klasse, D-waar, D-onwaar en De-onbepaald, as ekwivalent aan

mekaar, en plaas ons elke D-onwaar sin onder elke D-onbepaalde sin; elke D-onbe­

paalde sin onder elke D-waar sin, kry ons 'n baie growwe preordening op die sinne

van die taal, Een van die parsiele datagetrouheidordeninge wat ons nou op .:; W

gaan definieer, is 'n verfyning van hierdie preordening.

4.1.5 Definisies Vir alle X, Y ~ W:

(1) XCV: ~
6

sx o t.Yen
b s - b s

as t.X = t.Y, dan vX ( vYen
bs bs bw-bw

as oak nog vX = vY, dan X ~ Y,
bw bw

in welke geval ons se dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die dapper

leksikografiese datagetrouheidordening is.

(2) XCV:
C

vx C vYen
c s - c s

as vX = vY, dan AX ~ AYen
cs cs cw cw

as oak nog AX = AY, dan X ~ Y,
cw cw

in welke geval ons se dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die
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versigtige leksikografiese datagetrouheidordening is.

Die ordeninge, < en < op W, en operasies, Ii en v op .9W, wat gebruik
Iis 5w bs bw

word om ~ op .9W te definieer, het almal 'n "b" - vir "brave" ("dapper"), "bold"

en selfs "brash", in hul notasie. Hierteenoor, word die ordeninge, ~ en ~ op W, en
cs . cw

operasies, v en Ii wat nodig is vir die ordening k, uitgewys deur die "c" - vir
cs cw c

"cautious" ("versigtig"), "circumspect" en selfs "cowardly", in hul notasie. Heide die

dapper ordening, ~, en versigtige ordening, ~, is leksikografiese ordeninge: vir die

relasiepaar X [ Y vergelyk mens X en Y eers net in terme van hul sterk positiewe af-
5

sluitings AX en AY - indien fiX die konfigurasie fiY eg bevat, dan geld X [Y. Net
bs bs bs b s 5

as gelykheid (fiX = fiY) geld is dit nodig om die swak negatiewe afsluitings vX en vY
b s b s bw bw

van X en Y te vergelyk, waarvoor ons dan vereis dat die van X eg bevat in die van Y

moet wees. As ook vX = vY, dan word die logies sierksie teorie as meer datagetrou
bw bw

of informasiegetrou beskou.

Aan die ander kant, word vir die relasiepaar X k Y, eers net die sterk
c

negatiewe afsluitings vX en vY van X en Y beskou. Indien nodig (d.i. as vX = vY)
cs cs cs cs

word ook die swak positiewe afsluitings fiX en fiY vergelyk. As ook fiX = fiY, is Y
cw cw cw cw

meer informasiegetrou as X in die versigtige ordening as Y logies swakker as X is.

Die leser mag dalk nou wonder hoekom ons nou juis op hierdiekombinasies

van positiewe en negatiewe afsluitings besluit het vir die definiering van data­

getrouheidordening; en meer nog - juis op hierdie spesifieke volgordes in die

leksikografiese definiering daarvan. Ons antwoord hierop: ander variasies is wei

ondersoek en oorweeg, maar volgens ons beskouing lewer ~ en ~ intuitief die mees

bevredigende resultate - juis omdat ~ en ~ voorsiening maak vir twee verskillende

benaderings met betrekking tot die ordening (in terme van die beskikbare data) van

teoriee, Dat [ met 'n dapper benadering en k met 'n versigtige benadering geasso-
Ii c.

sieer kan word, kan soos volg verduidelik word. In die leksikografiese ordening, ~, is

die eersie prioriteit 'n hoe positiewe logiese inhoud - die teorie met die logies
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sterkste positiewe afsluiting word dus eers oorweeg as die beste kandidaat vir data­

getrouheid. Vir hierdie eerste stap in die leksikografiese vergelyking van teoriee

volgens [, word die sterk positiewe afsluitingsoperasie, s , gebruik. Die sterk
5 bs

positiewe afsluiting llX van 'n konfigurasie X bestaan uit alle w E W waarvoor daar 'n
bs

x E X gevind kan word so dat x <w. Om llX te bepaal soek mens dus vir 'n moont-os b s

like wereld w E W, 'n moontlike wereld x E X wat "slegter" as w is. Omdat 'n sterk

ordening op W vir hierdie "soekproses" gebruik word, gaan so 'n x moeilik gevind

word. Staande in 'n sekere wereld (w) se mens dus (met die gebruik van die sterk

positiewe afsluiting) moeilik dat 'n ander wereld slegter is.

Die tweede prioriteit in die leksikografiese ordening, [, is lae negatiewe
5

logiese inhoud, wat bepaal word in terme van die swak negatiewe afsluitingsoperasie

s , Vir die bepaling van die swak negatiewe afsluiting vX van 'n konfigurasie X,
bw bw

word vir 'n w E W, 'n x E X gesoek 56 dat w < x, d.i. 'n x E X so dat x beter as wis.ow
Omdat 'n swak ordening op W vir hierdie doel gebruik word, sal s6 'n x maklik gevind

word. Maak mens dus gebruik van v , sal mens, staande in 'n sekere wereld, maklik
bw

'n ander wereld as beter beskou.

Indien nodig, word daar in die laaste deel van die leksikografiese ordening [,
5

voorkeur gegee aan hoe logiese inhoud, d.i. aan ~nformatiwiteit. In al drie die stappe

van die ordening [ word dus 'n dapperheid weerspieel.
5

Hierteenoor, word in die leksikografiese ordening ~, 'n versigtigheid weer­
c

spieel. As eersie prioriteit het die ordening, ~, 'n lae negatiewe logiese inhoud - die
c

word bepaal in terme van die sterk negatiewe afsluitingsoperasie s . Die sterk nega­
cs

tiewe afsluiting vX van 'n konfigurasie X word bepaal deur vir 'n w E W, 'n x E X te
cs

soek wat beter as w is, d.i. 'n x E X waarvoor w ~ x. Omdat ons nou werk met 'n
cs

sterk ordening op W, gaan so 'n x E X moeilik gevind word. Staande in een wereld s~

mens dus nou moeilik dat 'n ander wereld beter is.

Die tweede prioriteit in die ordening, ~, is hoe positiewe logiese inhoud wat
c

bepaal word in terme van die swak positiewe afsluitingsoperasie s . Vir 'n wereld w
cw
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Houdings teenoor teoriee I

Aspekte van die dapper r versigtig ~

definisie 5 c

a) Leksikografiese die eerste prioriteit die eerste prioriteit

ordening is hoe posi tiewe lo- is 1ae negatiewe 10-

giese inhoud giese inhoud

b) positiewe inhoud A word gebruik: A word gebruik:
bs cw

staande in een staande in een

wereld, se hy moeilik wereld, se hy maklik

dat 'n ander wereld dat 'n ander wereld

slegter is slegter is

c) negatiewe inhoud v word gebruik: v word gebruik:
bw cs

staande in een staande in een

wereld, se hy maklik wereld, se hy moeilik
dat 'n ander wereld dat 'n ander wereld

beier is beter is

d) logiese inhoud in gevalle waar lo- in gevalle waar 10-

giese inhoud aIleen giese inhoud alleen

die deurs1ag moet die deurslag moot

gee, verkies hy hoe' gee, verkies hy lae

logiese inhoud logiese inhoud

(informatiwiteit) (betroubaarheid)

Tabell0
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om tot ~X van 'n konfigurasie X te behoort, moot x ~ w vir 'n x E X. Dit beteken
cw cw

dat daar vir 'n w E W, 'n wereId gesoek word wat slegter as w is - die sal maklik

gevind word, want ons werk hier met 'n swak ordening op W. Staande in 'n wereld w

se mens dus nou maklik dat 'n ander wereld slegter is.

In die laaste plek word daar (indien nodig) in die ordening, ~, voorkeur
c

gegee aan lee logiese inhoud, d.i. aan betroubaarheid. In Tabel 10 gee ons 'n

opsomming van die voorafgaande bespreking oor die filosofiese aspekte met betrekking

tot die ordeninge t en C.
Ii C

Die partisie van die sinne van die taal in Ii--waar, D-onwaar en Ds-onbe-

paalde sinne induseer soos reeds bespreek, 'n growwe preordening op die sinne van die

taaI - waarvolgens aIle D-onwaar sinne onder alle D-onbepaalde sinne en laasge­

noemde weer onder aIle D-waar sinne is. Ons sal nou bewys (Stelling 4.1.7) dat ook

die versigtige leksikografiese ordening ~, vir alle D ~ F, al die D-waar sinne bo al die
c

D-onbepaaIde sinne en die weer bo alle D-onwaar sinne plaas. Vir die bewys van

Stelling 4.1.7 maakons gebruik van die volgende resultate:

4.1.6

(I)

(2)

(3)

(1)

Stelling Vir D I ¢J geld vir aIle X ~ w.:

Vir X D-waar is ~X en AX D-waar; vX =vX = W.
bs cw bw cs

Vir X D-onbepaald is AX en ~X nooit D-onwaar nie; vX = Wj vX is
b s c w bw c s

D-onbepaald.

Vir X D-onwaar is vX en vX D-onwaar.
bw c s

As D £ X, dan D £ ~X, AX, vX, vX. Vir alle w EW bestaan daar 'n x EX
bs cw bw cs
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so dat w ~ x (as w E W - D, neem enige xED, dan is vD(w) c vD(x) = Wj
cs

as WED, neem x = w). Dus, vX = Wen gevolglik, vX = W.
cs bw

(2) x n D f ~ impliseer 6X n D f ¢> en dus, 6X n D f ¢>. Vir alle w E W
bs cw

bestaan daar 'n x E X (naamlik x ED) so dat vD(w) ~ vD(x)~ d.i. w ~wx-

dus vX = W. Maar vir wED - X is daar geen x EX so dat w ~ x, d.w.s.
bw cs

vD(w) C vD(x) of w = x, nie. Dus, vir so 'n w geld w t vX, sodat D nvX f
escs

Den D nvX f ¢>. Gevolglik is vX D-onbepaald.
cs cs .

(3) X D-onwaar impliseer (1,1, ...,1) t D(x) vir alle x E X. Vir alle wED is

daar dus geen x E X so dat vD(w) = W ~ vD(x), d.w.s. so dat w ~wx nie.

Vir alle wED geld dus w t vX, sodat D nvX = <P, en gevolglik ook D nvX
bw bw cs

= ¢>. vXen vXis dus beide D-onwaar. 0
bw cs

Die leksikografiese ordeninge !; en ~ is duidelik parsiele ordeninge, want X !;
cue

Y en Y !; X as en slegs as X s Y (en soortgelyk vir ~). As X ~ Y beteken X ~ Y (en
cue

X t Y) dus dat "Y "eg" meer datagetrou as X is"; d.i. dat X [ Y (en X t V).
Deb

4.1. 7 Stelling Vir D ~ F geld vir alle Ds-onwaar X, Ds-onbepaalde Y en D-waar

z:

X [Y [Z.
c c

Bewys

X r Y: Uit stelling 4.1.6 (3) volg dat vX ~ (W - D). . Vir 'n willekeurige x E vX
c esCs

geld nou die volgende: x EW - D, d.i. (1,1,...,1) t D(x), wat beteken dat vD(x) f W.

Omdat Y n D f ¢> (want Y is D-onbepaald), bestaan daar 'n y EY (naamlik y E D) so
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dat vD(x) C vD(y) =W. Dus, x $ y vir 'n y E Y sodat x EvY en gevolglik, vX £ vY.
cs e s e s e s

Verder geld dat vY ~ vX: Uit 4.1.6 (2) volg dat vY n D j ¢. Vir y EvY nD bestaan
es es es es

daar dus geen x E X s6 dat vD(y) (= W) C vD(x) of y = x nie (want X is D-onwaar

en gevolglik (1,1,.",1) ¢ D(x) vir alle x EX), d.i, daar bestaan geen x EX s6 dat y $ x
es

nie. Dit beteken y ¢ vX waaruit volg dat vX C vYen dus X [Y.
es es es e

Y r z: vY nD j ¢ en vY nD j D.. Beskou 'n y EvY. As y ED, bestaan daar 'n z
e cs cs es

E Z (naamlik z = y - want Z is D-waar en dus D £ Z) s6 dat y $ z en dus y E vZ.
es e s

As y ¢ D, bestaan daar 'n z E Z (naamlik ZED) s6 dat vD(y) C vD(z) = W, d.i. Y$
es

s, en gevolglik y EvZ. Dus, vY ~ vZ. Die inklusie is egter streng, want D nY j D,
es e s es

maar D ~ vZ. Daar bestaan dus 'n zED ~ vZ, z ¢ Y. Vir so 'n z bestaan daar dan
cs es

geen y E Y; s6 dat vD(z) (= W) C vD(y) of z = y nie. Dit beteken z ¢ vY. Dus, vY
e s e s

C vZ waaruit volg dat Y [ Z.
cs c

D

Die versigtige parsiele ordening, ~, is dus 'n verfyning van die growwe
e

preordening wat behoedsaam aile D-onwaar sinne onder aile D-onbepaaIde sinne; en

laasgenoemde onder alle D-waar sinne plaas. In teenstelling hiermee, sal in terme

van die dapper ordening, [, 'n D-onwaar sin soms bo 'n D-onbepaaIde sin; en selfs
Ii .

onverskrokke bo 'n D-waar sin geplaas word.

In plaas van parsiele leksikografiese ordeninge op .9' W, kan mens ook par­

siele produ.kordeninge definieer, waarmee ons bedoel dat in plaas van om aan een

afsluitingsoperasie prioriteit te gee, 'n positiewe en negatiewe afsluitingsoperasie

gelyke gewig kan dra. Die mees interessante produkordeninge, volgens ons bevinding,

is die wat juis van ~ en ~ produkordeninge maak:

4.1.8 Definisies Vir aile X, Y ~ W:

(1) X-<Y: ~s
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as gelykheid in albei gevalle geld, dan Y ~ X,

in welke geval ons s~ dat X minder(of net so) datagetrou as Y in die dapper

datagetrouheidprodukordening is.

(2) X-<Y: ~c -x ~ vY, AX ~ AYen
CII CII CW CW

as gelykheid in albci gevalle geld, dan X ~ Y,

in welke gevaI ons se dat X minder (of net so) datagetrou as Y in die

versigtige datagetrouheidprodukordening is.

Omdat -< gegrond is op dieselfde ordeninge op W as (, is -< vir dieselfde redes
666

as ~, 'n dapper ordening. Soortgelyk, kan ~ weer met 'n versigtige benadering

geassosieer word. Dit is duidelik dat -< en -< versterkings van onderskeidelik t en Cis,n c 6 c
d.i. X -< Y~ X CY en X -< Y ~ X (Y. In terme van Ckan 'n D~nwaar sin by-

6 (j C C 6

voorbecld bo 'n D-onbepaalde en selfs 00 'n D-waar sin geplaas word: X ( F vir alle
6

X: AF =F .. AX. Alhoewel die ordening -< dapper is, is dit egter Die s6 dapper soos sy
bl h II 6

roekelose neef C Die. Stelling 4.1.9 (1) wys dat in terme van -<, geen D-onwaar sin
(j [)

bokant 'n D-onbepaalde, en nog minder bokant 'n D-waar sin geplaas word Die. 'n

Ds-onbepaalde sin kan egter weI nog (in termc van -<) bokant 'n D-waar sin geplaas
6

word (sien Afdeling 4.2).

Volgens Stelling 4.1.7, is in terme van ~, aIle D-waar sinne bokant aIle
c

D-onbcpaalde sinne, wat weer bo alle D-onwaar sinne is. Sommige van hierdie

relasies verdwyn in~: in terme van ~ is nie meer alle D-onwaar sinne vergclykbaar
c c

met alle D-onbcpaalde sinne nie en ook Die alle D-onbcpaalde sinne meer vergelyk-

bur met aIle D-waar sinne Die. Dit geld egter nog steeds in ~ (soos in h) dat geen
C c

D-onwaar sin bokant 'n D-onbcpaalde sin geplaas word nie, en ook geen D-onbe-

paaldesin 00 'n D-wur sin nie (4.1.9 (2)) - behaIwe as D =F.
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4.1.9 Stelling Vir D t F geld vir alle D-onwaar X, Ds-onbepaalde Yen D-waar

z:

(1) Z ~ X en Y ~ X;

(2) Z i Y, Y ~ X en Z ~ X.
c c c

Bewys

(1)

(2)

Volgens Stelling 4.1.6 (3) is vX D-onwaar, d.i. vX n D = <P, wat impliseer
bw bw

ex f W. Volgens 4.1.6 (1) en (2) is vZ = vY = W sodat ex ( vZ en ex (
bw bw bw bw bw bw

vY, waaruit volg dat Z ~ X en Y ~ X.
bw 0 0

Volgens Stelling 4.1.7 geld X r v c Z _. dus Z gY, Y ~ X en Z tt X; en
, C C C C C

gevolglik Z ~ Y, y ~ X en Z ~ X.
C C C

D

In die volgende afdeling sal bogenoemde resultate aan die hand van voorbeelde in 'n

eenvoudige taal vir verskillende keuses vir D geillustreer word. Ons vertrou dat die

voorbeelde nie net meer lig sal werp op die eienskappe van ~, ~, ~ en ~ nie, maar ook

op die filosofiese aspekte met betrekking tot hierdie relasies.

4.2 TUSSEN (OMGEKEERDE) LOGIESE AFLEIBAARHEID EN

WAARHEIDSGETROUHEID

Vir Bowel die geval van geen informasie oor die waarheid (0 :: T) as die geval van

teenstrydige informasie (D :: F), is al die elemente van W = 2n onvergelykbaar in

terme van die sterk ordeninge, < en ~ , op W (vergelyk Tabel 6 in die vorige
os cs
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afdeling); dus AX = vX = X vir alle X ~ W. Gevolglik is die dapper leksikografiese
b s c s

ordening ~ in die twee gevaIle maar net die van omgekeerde logiese afleibaarheid (=I);

terwyl die versigtige leksikografiese ordening ~ die van logiese afleibaarheid is. Dit wil
c

se:

x [Y ~ Y faX en
6

X [Y ~ X I- Y.
c

AUe x E W is vir D :: T of D :: F ekwivaIent in terme van die swak ordeninge < en <ow cw
op W (sien Tabel 6), wat beteken dat vir alle ¢ f X ~ W, vX = AX = W. Gevolglik

bw cw

is vir aIle X, Y ¢ F:

X-<Y~YFXen
I)

X -< Y ~ X F Y.c
Let wei: Die sin F is vir alle D ~ W, met geen ander sin in terme van die produk-

ordeninge, ~ en ~' vergelykbaar nie. Aan die ander kant geld vir aIle X, D ~ W: X ~

Fen F !; X, d.i. F is bokant aIle teoriee in ~ en onderkant alle teoriee in !;.
cue

In die geval van geen informasie (D :: T) of teenstrydige informasie (D :: F),

'is Y dus 'n beter teorie as X in die dapper of progressiewe model, [, van datage­s
trouheid, as Y meer informatief as X is (en dieselfde geld vir -< as X, Y ¢ F).

5

Hierteenoor is Y beter as X in die versigtige of konserwatiewe model, ~ (en ~, as X, Y
c c

¢ F), as Y meer beiroubaa» as X is. Omdat die groter konfigurasie 'n beter kans het

om die onbekende reele wereld te bevat, verkies die konserwatiewe persoon teIkens die

groter bo die kleiner konfigurasie. Die progressiewe persoon, aan die ander kant,

verkies 'n teorie wat baie se - al sou dit "baie lieg" beteken.

Ter illustrasie van die ordeninge [, [, -< en -< beskou ons die taaI voort­
Ii c 5 c

gebring deur {p, q}. Figuur 25 illustreer die ordening 9 (d.i. [ vir D :: T en D :: F)
Ii

van omgekeerde logiese afleibaarheid, van die sestien logies nie-ekwivalente sinne in

hierdie taal. Die diagram van die ordening I- (d.i. !; vir D :: T en D :: F) is presies net
c

die omgekeerde van Figuur 25 en word deur Figuur 26 geillustreer. Vir D s T en D ::

F is die diagramme van -< en -< dieselfde as die van onderskeidelik [ en [ behalwe dat,o C 6 C
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F

T

Figuur 25

(C vir D :: T en D :: F)
s
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T

F

Figuur 26

(~ vir D :: T en D :: F)
c
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in teenstelling met die situasie in ~ en ~, F met geen ander sin in ~ en ~ vergelykbaar

is nie.

As D :: T, is T die enigste D-waar sin en F die enigste D-onwaar sin.

Figure 25 en 26 is dan 'n duidelike illustrasie van Stellings 4.1.7, 4.1.9 en die

besprekings daarom: In terme van ~ is aIle D-onwaar sinne onder aIle D-onbepaaIde
c

sinne en aIle D-onbepaaIde sinne onder aIle D-waar sinne (Figuur 26); terwyl in die

ordening fl die D-onwaar sin F bo al die D-onbepaalde sinne en D-waar sin T is

(Figuur 25). Omdat (vir D :: T) die lyne na F dieenigste lyneis wat verdwyn as die

ordening C na -< versterk word, is dit duidelik dat volgens 4.1.9 (1) geen D-onwaar sin
6 fi .

in ~ bokant 'n D-waar of D-onbepaaIde sin is nie - al die D-onbepaalde sinne is

egter bokant die D-waar sinne. Laasgenoemde gebeur duidelik nie in ~ nie - geen
c

D-onbepaaIde sin is bo 'n D-waar sin nie, wat klop met 4.1.9 (2).

Vir D :: F, is aIle sinne D-waar, maar oak D-onwaar. Uit Figure 25 en 26

is dit nou duidelik hoekom ons hierdie geval in die formulerings van 4.1.7 en 4.1.9

uitgesluit het.

Die volgende geval wat ons wil illustreer is die van D :: p V q, d.i. D = {(l,l), (1,0),

(0,1n. D:: p V qverteenwoordig die geval van"data waarvolgens ons oar geen letter­

sin uitspraak kan lewer nie, d.i. ons het geen idee of (%)p of (%)q in die reele wereld

voarkom nie - ons weet slegs dat (0,0) nie die reele wereld is nie (of dat 'p A 'q nie

die gevaI is nie).

Tabel 11 gee vir D :: p V q, die sterk positiewe afsluitings !lX, swak nega­
bs

tiewe afsluitings vX, sterk negatiewe afsluitings vX en swak positiewe afsluitings fiX
bw cs cw

van die sestien logies nie-ekwivalente sinne X - soos geneem in terme van respek-

tiewelik <, < ,~ en ~ genIustreer in Tabel 7. Ons dui oak vir elke X aan of dit
5s fiw cs cw

D-waar (.), D-onwaar (0) of D-onbepaald is. Dit sal ons oak in die diagramme van

fl' ~, ~ en ~ aandui deur die posisies van D-waar, D-onwaar en D-onbepaalde sinne

onderskeidelik met ., a en e voor te stel, Aan die hand van Tabel 11 sal ons nou
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stapsgewys die proses wat lei tot die tekening van die dapper leksikografiese ordening

~ vir D s p Vq- gei1lustreer deur Figuur 29 - beskryf.

Die eerste vereiste vir die relasiepaar X [ Y om te geld, is dat t.X J sY. As
l5 bs-bs

eerste stap in die konstruksie van [ orden ons dus eers al die sterk positiewe
l5

afsluitings van die konfigurasies volgens omgekeerde inklusie. Dit beteken niks

anders nie as dat ons 1's - die versameling van sterk positiewe sinne, 'dit wil se sinne

X waarvoor X :: AX, volgens omgekeerde logiese afleibaarheid orden. Figuur 27
bs

illustreer (1s' ~) vir ons illustratiewe taal.

Die volgende stap in die konstruksie van [ is om die leksikografiese produko
(1s' ~) @ (Jlw' 1-) te vorm - waar Jlw die versameling van aIle swak negatiewe sinne is,

d.i. al die sinne X waarvoor X s vX. Die leksikografiese produk (1'5' ~) @ u; 1-)
bw

word verkrydeur vir elke P E ' s' al die sinne Xi waarvoor AXi = P, se swak negatiewe
bs

afsluitings VXi met P af te paar. Die ordening op die leksikografiese produk is die
bw

leksikografiese ordening: vir alle (Ph Nt), (P2, N2) E (1's' =1) @ (Yw' 1=):

(Ph Nt) «(P2, N2) <=} P21- Pt en as Pj s P2, dan Ntl- N2.

(As D sodanig is dat elke sin sterk positief is, kom 1s met :J'W ooreen, d.i. 15 is die

versameling van alle sinne, en dan is hierdie stap (om (1'Sl =I) @ (Jlw' 1-) te beskou)

natuurlik onnodig.)

Volgens Tabel 11 is daar byvoorbeeld twee sinne X, naamlik p en p II ,q,

waarvoor t.X = p. Dit lewer die pare (p, v( p)) en (p, v( p "'q)). In die produk (1s'
b s b~ b~

,) @ (Jlw' 1-) is die twee pare egter een en dieselfde element, want ~ip) :: ~ip A ,q) ::

T. Hierteenoor is vir p +-+ qE 1's' p..... q:: A(p +-+ q) :: A(,p " ,q) - wat die elemente
b~ b~ .

(p +-+ q, ~ip +-+ q)) = (p +-+ q, T) en (p +-+ q, ~i'p II ,q)) = (p +-+ q, ,p A ,q) van ' s @

Yw tot gevolg het. Omdat op II 'q I- T is (p +-+ q, ,p II ,q) onder (p +-+ q, T) in (1's' ~)

@ (Jlw' 1-) - gei11ustreer deur Figuur 28.

Al wat nou nog gedoen moot word om [ te konstrueer, is om met die behoud
'6

van die ordening in die leksikografiese produk, vir elke (P, N) E (1s' ,) @ (Yw' 1-) al

die sinne X waarvoor AX :: P en vX :: N, volgens omgekeerde logiese afleibaarheid te
bs bw
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D:: p V q

X 6X vX vX 6X
bs bw c s cw

•
T T T T T

p p T q-+ p T

q q T p-+ q' T

pAq pAq T p ..... q pAq

•
pVq pVq T T T

p-+ q p-+q T P -+ q T

q-+ P q-+ P T q-+ P T

p ..... q p ..... q T p ..... q T

'p p-q T 'p T

'q q-p T 'q T

0

'p A'q p ..... q 'p A'q 'p A'q T

'p A q q T 'p T

p A'q P T 'q T

'p V'q T T ,p V'q T

p+q pVq T ,p s >« T

0

F F F F F

Tabelll
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F

p

q-+ p

T

Figuur 27

q

p-+q

orden. 'n Sin X sal dan volgens hierdie laaste stap onder 'n sin Y wees as en slegs as

X [Y. Ter illustrasie van die laaste stap in die konstruksie van [, beskou ons die
5 5

paar (p V q, T) van ('Ps' =0 @ (A/w' r): die sinne X waarvoor llX = P V qen 'lX = T, is
bs bw

die sinne p V q en p + q (sien Tabel 11); omdat p + q r p V q geld p V q ~ p + q.

Figuur 29 illustreer die dapper leksikografiese ordening t vir D :: p V q.
. 5

Vir die relasiepaar X -< Y moet flY r flX en 'lX ~ 'lY. Die eerste dee! (flY I-
'6 bs bs bw bw bs

flX) van bostaande konjunksie geld alreeds as X [Y. Dit beteken dat as X t Y geld
bs '6 5

X ~ Y as en slegs as 'lX It 'lY. Om die leksikografiese ordening t tot die produk -o bw l bw 5

ordening -< te versterk, is dus nie moeilik nie: vir elkerelasiepaar X [ Y kyk ODS net
5 5
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(F,F)

(p, T)

(q- p, T)

(T,T)

Figuur 28

(q, T)

(p- q, T)

of vX "" vY - indien weI, dan X -< Y. (As vX :: vY en X c Y impliseer dit natuurlik
bw bw 6 bw bw l5

llX ~ llY of llX = llYen Y ~ X.) Ons kan dus -< konstrueer deur ('Ps' =0 @ (Yw' "") in
bs bs bs bs Ii

plaas van leksikografies, komponentsgewys te orden: vir aIle (Ph NI), (P2, N2) e 'Ps @

Yw:

(Ph N1) ~ (P2, N2) ~ P2 r PI en NI r N2;

en dan soos vir [, vir elke (P, N) e 'Ps @ Jlw' alle X waarvoor llX :: P en vX :: N
l5 . bs bw

volgens omgekeerde logiese afleibaarheid te orden. Lyne in Figuur 28 wat met

hierdie versterkte ordening van 'P
5

@ Yw uitgeskakel word, is byvoorbeeld die tussen
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F

T

Figv:ur 29

(C vir D :: p V q)
6

q

p-+ q
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(p A q, T) en (F, F); tussen (p - q, T) en (p +-+ q, ,p A .,q)j en tussen (q- p, T) en

(p +-+ q, .,p A.,q). Omdat ons sinne wat volgens transitiwiteit vergelykbaar is nie ook

met 'n lyn verbind nie, kan ons natuurlik nie sonder meer lyne uitvee nie - "nuwe"

lyne moet dikwels "oues" vervang: die lyn tussen (p - q, T) en (p +-+ q, .,p A .,q)

word weggeneem, maar die tussen (p - q, T) en (p +-+ q, T) moet behou word. Die

diagram van -< vir D :: p V q word deur Figuur 30 gei1lustreer. Let op, dat ins
teenstelling met ~, is .,p ~ "p A .,q.

Vir die konstruksie van die versigtige ordeninge ~ (leksikografies) en ~
c c

(produk) gebruik ons metodes, soortgelyk aan die vir die konstruering van [ en -<.
'5 Ii

Die proses vir ~ is kortliks as volg: Beskou die leksikografiese produk (.vs' 1-) @ ('Pw' =0
c

van die sterk negatiewe sinne (al die sinne X waarvoor X :: vX) met die swak
c s

positiewe sinne (alle sinne X waarvoor X :: taX), en orden dit leksikografies: vir aile
cw

(Nh PI), (N2, P2) E (j's' F) @ ('Pw' ~):

(Nit PI) ( (N2, P2) ¢::} NIF N2en as N I:: N2, dan P2 "" PI'

'Met die behoud van die ordening word vir elke (N, P) E (.vs' F) @ ('Pw' 9) al die sinne

X waarvoor vX :: N en taX :: P volgens logiese afleibaarheid georden. ~ word verkry
esc w c

deur aI die relasiepare X J; Y te neem waarvoor taY "" taX. Figuur 31 illustreer J; en
c cw cw c

Figuur 32 ~ vir D :: p V q. Met behulp van Tabel 11 behoort dit vir die leser duidelik
c

te wees hoekom byvoorbeeld p A q ~ p en p A q ~ p.
c c

Die dapper karakter van die datagetrouheidordening, C, is duidelik te
Ii

bespeur in sy diagram vir D :: p V q (Figuur 29): Die D-onwaar sin, .,p A"q, wat geen

wereld met die data deel nie word b6 sinne verkies wat een (byvoorbeeld "p), twee

(byvoorbeeld p - q) en selfs drie (byvoorbeeld T) werelde met D deel. Dat vir

laasgenoemde drie sinne T t (p - q) t .,p, wys juis hoe 'n geringe rol die "deel van
'5 '5

werelde met D" in hierdie ordening speel. Die sin "p A "q word daarom nie as beter

as p Vq beskou nie - maar ook nie as slegter nie. Dat die ordening informatiwiteit

hoog aanslaan, word duidelik deur die relasie paar p V q CP+ qgei1lustreer: p V q ens
p + q het dieselfde sterk positiewe afsluitings en dieselfde swak negatiewe afsluitings;



143

F
o

pl\q

,p 1\ q

q

'p

q-+ p pVq

T

Figuur 90

(-< vir D :: p V q)
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(~ vir D =p Vq)
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(~ vir D :: p V q)
c
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p + q het egter sterker deduktiewe krag as p V qen word daarom eerder verkies.

Die versigtige leksikografiese ordening ~ (Figuur 31) daarenteen, plaas p + q
c

onder ,p V 'q omdat 'p V 'q 'n logies swakker sin is. Die klem op betroubaarheid

kom oak in die relasiepaar p V q ~ T na vore. Die "deel van werelde met D" is dan
c

ook vir hierdie ordening, in teenstelling met [5' belangrik: nou geld ,p ~. (p -+ q) ~ T.
c c

In die taal voortgebring deur {p, q}, verteenwoordig die keuse D :: p die geval van

"halwe" informasie oor die waarheid: D = {(l,l), (l,O)}bestaan nie net nit die helfte

van die moontlike werelde van W = 22 nie, maar is ook die modelle van een van die

twee atomiese lettersinne. Vir D = {(l,l), (l,O)} weet ons dus dat die reele wereld

(wat ons nie ken nie) 'n model van p moet wees; en dus nie 'n model van ,p nie.

Omdat die "waarheid" vir sover dit ons kennis aangaan deur Of (1,1) of (1,0) beskryf

kan word, het ons geen idee of q of 'q moet geld nie. In die sin gee ons data dus

uitspraak oor twee van die vier lettersinne. Ons sal die ordeninge [, ~, -< en ~ van die
. 5 cDc

sestien logies nie-ekwivalente sinne van ons illustratiewe taal vir D :: p nou illustreer

en bespreek.

In tabel 12 word (vir hierdie geval - D s p) die sterk positiewe afsluiting

AX, swak negatiewe afsluiting vX, sterk negatiewe afsluiting vX en swak positiewe
bs bw cs

afsluiting AX (soos geneem in terme van die ordeninge voorgestel in Tabel 8 in
cw

Afdeling 4.1) van elkeen van die sestien sinne X gegee. Volgens die tabel is die sinne

T, p, p V q en q -+ P D-waar (die sinne met .), terwyl 'p, 'p " 'q, 'p " q en F

D-onwaar (die sinne met 0) is - die res van die sinne is natuurlik D-onbepaald. 'Ps'

Jlw' Jls en r, is nou onderskeidelik die versamelings {T, p, p " q, p V q, q -+ p, P " ,q,

F}j {T, ,p, F}; {T, p -+ q, ,p, 'p" 'q, 'p " q, 'P V 'q, F}; en {T, p, F}.

Volgens die dapper leksikografiese ordening [ (gei1lustreer deur Figuur 33)
5

word die sinne, p" q en p " 'q, wat presies deur een (maar verskillende) element van

D bevredig word, roekeloos as beter as die sin pgeevalueer omdat ~~P " q), ~~P " ,q) C

~~p). Die D-onwaar sinne, ,p " 'q en 'p " q, wat in hierdie ordeninge as meer
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D=p

X AX vX vX AX
bs bw cs cw

•
T T T T T

•
p p T T /I P

q pVq T p-+q T

pllq pllq T P -+ q P

•
pVq pVq T T T

p --+ q T T p -+ q T

· .
q--+ p q-+ p T T. T

p ..... q q-+ P T p-+q T

0
,p T 'p 'p T

'q q-+ p T ,p V'q T

0

,p lI'q q-+ P ,p ,p II 'q T

0
,p II q pVq 'p 'p II q T

p lI'q P lI'q T ,p V'q P

'p V'q T T ,p V'q T

p+q pVq T ,p V'q T

0

F F F F F

Tabel12
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(~ vir D :: p)
c
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datcgctrou as byvoorbeeld die D-waar sin T beskou word, kan volgens Stelling 4.1.9

(1) in die dapper produkordening -< (geillustreer deur Figuur 34) nie meer bokant T,
Ii

P-+ q of ,p V 'q geplaas word nie.

In die versigtige leksikografiese ordening ~ (Figuur 35) word die sin D :: p
c .

bokant alle sinne geplaas - ook bokant T, want ~~T) J ~~p). Let op watter posisies

die sinne p " q en p " 'q in hierdie ordening beklee. Die versterkte weergawe (~)
c

word deur Figuur 36 geillustreer. Interessant genoeg het ons dat p -+ qC 'p " q, ,p "
Ii

q ~ P-+ q, maar p -+ q ~ 'p " qen ,p " q ~ p -+ q. Vir p II qen p V q geld weer: p V

q [ P " q, P " q ~ P V q, P " q ~ p V q en P V q ~ P II q.
Ii c c c

Die laaste geval wat ons wit bespreek is die geval van volledige informasie oor die

waarheid, waar ons soos afgespreek, die informasie as D = {(I,I,...,I)} neem. In

.Hoofstuk 3 het ons die preordening ~ en parsiele ordening ~ gebruik om die

waarheidsgetrouheid van teoriee te evalueer. Ons wit nou aantoon dat in hierdie

geval die dapper datagetrouheidordening -< maar net die waarheidsgetrouheidordeningo
&-.
_IS.

Soos reeds betoog, is vir D = {(I,I,,,.,I)}, d.i. vir D = PI " P2 " ... " Pn, die

sterk ordeninge, < en ~ , en die swak ordening, < en ~ ,op W maar net die produk-
os cs ow cw

ordening. Vir elke teorie X is sy sterk en swak positiewe afsluitings dus maar net sy

positiewe afsluiting (soos beskryf in Hoofstuk 2, Afdeling 2) - dus AX :: AX =AX; en
bs cw

soortgelyk, vX :: vX =vX. In die besonder is vir die sestien logies nie-ekwivalente
cs bw

sinne van ons illustratiewe taal, AX en vX soos gelys in TaOOI 2, Afdeling 3.1. Vir

volledige informasie is natuurlik aIle sinne 6f D-waar 6f Ds-onwaar en dan praat ons

sommer net van waar en onwaar (in plaas van byvoorbeeld D-waar). In Figuur 37

(die illustrasie van ~) kan die Jeser duidelik sien dat heeJwat onwaar sinne as meer

datagetrou (of dan meer waarheidsgetrou) as waar sinne in die dapper ordening ~

beskou word. Die sin p " q wat in die illustratiewe taal die volle waarheid

verteenwoordig is egter behalwe vir die sin F, "beter" as al die sinne; terwyl die sin
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'p II 'q, wat die "anti-waarheid" verkondig, heellaaste in die ry van "nader-aan-die­

waarheidII staan.

Volgens Stelling 3.4.5 (Afdeling 3.4) geld vir aIle teoriee X, Y, dat as oX ::

eY (d.i. AX :: AY en vX :: vY) dan X ;::: Y ass Y "" X. Dit beteken niks anders nie as

dat vir die geval van volledige informasie oar die waarheid, die dapper datagetrou­

heidprodukordening -<, maar net die parsiele waarheidsgetrouheidordening ~ is. Viro
ons illustratiewe taaIlewer -< dus die ordening van Figuur 21 (Afdeling 3.4).s

Figuur 38 illustreer die versigtige leksikografiese ordening ~ van die sestien
c

logies nie-ekwivalente sinne van ons illustratiewe taal vir D :: p II q. Soos ons nou aI

van hierdie ordening kan verwag, word die sin p II q heel bo geplaas en oak aile waar

sinne bokant aile onwaar sinne. Interessant genoeg is die boanste vyf sinne in die

diagram georden volgens omgekeerde logiese afleibaarheid, terwyl die onderste vier

sinne in die diagram volgens logiese afleibaarheid georden is. (Die boonste vyf is

.natuurlik positief en die onderste vier negatief.) Diesinne T, q- p, p -+ qen p +-+ q

is die enigste sinne wat dieselfde positiewe sowel as dieselfde negatiewe afsluitings het

(wat vir die eenvoudige taaI - positiewe en negatiewe afsluitings, die sin Tis). Dit

beteken dat die vier sinne die enigste posisies is waar die diagram van ~ (Figuur 39)
c

van die van -< (Figuur 21 in Afdeling 3.4) kan verskil: in Figuur 21 word die viero
sinne volgens omgekeerde logiese afleibaarheid georden; in Figuur 39 volgcns logiese

afleibaarheid. Dit is interessant om daarop te let dat p +-+ q ~ p + q, P+ q ~ p +-+ q,

maar dat die twee sinne onvergelykbaar is met betrekking tot ~ en ~.

BehaIwe vir die illustrasies van die leksikografiese ordeninge, ~ en ~, en die

produkordeninge, ~ en ~, wil ons in hierdie afdeling oak die leser oartuig van die

toepassingsmoantlikhede van ons teorie oar datagetrouheid in digitale inligtings­

oordrag. Ons sal begin deur aan te toon dat die proposisionele logika as model vir

onsekerheid in digitale inligtingsoordrag kan dien.

Digitale inligtingsoordrag handel kortliks oor die oorseining van boodskappe
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wat gekodeer is as 'n eindige string simbole - gekies uit enige eindige alfabet. Enige

eindige alfabet kan egter in terme van die Boole-algebra 2 = {O, I} gekodeer word,

sodat ons sonder verlies aan algemeenheid die alfabet as {O, I} kan neem. Vir ons

doel sal ons aanneem dat die lengte van die boodskappe bekend is _Omeer spesifiek:

ons veronderstel die boodskappe is van lengte n. Elke boodskap is dus maar net 'n

n-tal nulle en ene; of 'n moontlike wereld of valuasie v: {pI, P2, ..., Pn} -+ {O, I}.

Die sender stuur die boodskap deur 'n sekere kanaal aan die ontvanger.

Wanneer daar ruis (of versteurings) in die kanaal van oorseining voorkom, kan dit

gebeur dat die boodskap foutief oorgesein word, en wat dan in die omruil van simbole

manifesteer: 0.---. 1, 1 t--+ O. Ons gee 'n eenvoudige voorbeeld: 'n Gekodeerde

deeltjie van 'n satellietfoto (as boodskap), se (1,0,0,1), word deur die lugruimte (as

kanaal) na 'n ontvanger op die aarde gestuur. As gevolg van versteurings, soos

weerlig, word die boodskap foutief as (1,1,0,0) ontvang.

In die geval van boodskappe met lengte n, is daar in totaal 2n moontlike

boodskappe - waarvan, in beginsel, enigeen by die ontvanger kan uitkom. Afhang­

ende van die data waaroor hy (of sy of dit) beskik, het die ontvanger 'n sekere graad

van (on)sekerheid oor die korrekte boodskap wat op 'n spektrum, van totale sekerheid

aan die een kant, tot totale onsekerheid aan die ander kant, kan varieer:

• Totale sekerheid: die ontvanger het volledige data oor die korrekte boodskap

en weet dus presies watter een van die 2" moontlike n-talle die korrekte

boodskap is.

• Totale onsekerheid: die ontvanger het geen of teenstrydige data - vir sover

hy weet kan die boodskap enigeen van die 2" moontlikhede wees.

• Tussenin: die ontvanger weet die korrekte boodskap moet een van 'n

versameling boodskappe wees.

Elke moontlike toestand van die ontvanger se kennis (en dus van sy (on)sekerheid)

oor die korrekte boodskap is dus maar net 'n versameling boodskappe (moontlike

werelde of valuasies), d.i. 'n konfigurasie, of sin in die proposisietaal met n
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voortbringers. Die proposisielogika kan dus gebruik word om onsekerheid in digitale

inligtingsoordrag uit te druk.

Op grond van sy kennis (data) oor die korrekte boodskap, kan die ontvanger

nou sekere vermoedens uitspreek (of raaiskote waag) oor wat die korrekte boodskap

moet wees, waarmee ons bedoel dat die ontvanger vermoed (of raai) dat die korrekte

boodskap een van 'n sekere versameling boodskappe .moet wees. Dus, met 'n

raaiskoot of vermoede bedoel ons weer eens maar net een of ander konfigurasie, wat

natuurlik weer met 'n proposisie ooreenkom. Ons beskrywing van informasiege­

trouheid stel die ontvanger dan in staat om in die lig van sy kennis oor die korrekte

boodskap, nie alleenlik alle moontlike boodskappe asook alle moontlike raaiskote [d.i.

versamelings moontlike boodskappe) te vergelyk nie - hy kan boonop 'n persoonlike

·stempel op die vergelykingsproses plaas. Daarmee bedoel ons dat ons beskrywing van

informasiegetrouheid voorsiening maak vir die ontvanger met 'n dapper ingesteldheid

sowel as vir die een met 'n meer versigtige benadering. Natuurlik vereis sekere

situasies 'n meer konserwatiewe benadering, terwyl die ontvanger met ander situasies

maar sy nek bietjie kan uitsteek (sonder die vrees dat hy "onthoof" sal word in die

proses). Ons gee 'n eenvoudige voorbeeld:

Veronderstel ons werk met boodskappe van lengten =2. Dan is W =2° =
{(l,l), (1,0), (0,1), (O,O)} - die versameling van alle moontlike boodskappe van

lengte 2. Ons neem aan dat die ontvanger oor inligting beskik waarvolgens hy weet

die korrekte boodskap moet (1,1) of (1,0) wees, d.i. D = {(I,1), (I,D)}. Werk ons

met die proposisietaal voortgebring deur {p, q}, beteken dit D s p. Veronderstel pen

qdra onderskeidelik die betekenisse van "val basis P aan" en "val basis Qaan". Dan

kom die elemente van W = 2° met die volgende boodskappe ooreen: (1,1): val basis

P en basis Q aan; (1,0): val basis P aan, maar nie basis Q nie; (0,1): val basis Q

aan, nie basis P nie; en (0,0): moenie basis P aanval nie en ook nie basis Q nie.

Volgens sy beskikbare inligting weet die ontvanger (veronderstel hy is 'n weermag­

generaal) net dat hy basis P moet aanval, oor basis Q is hy in die duister. Vir 'n
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generaal wie se bevordering afhang van 'n suksesvolle aanslag, is hierdie onvolledige

inligting 'n nagmerrie - moot hy nou basis Q aanval of nie. Afhangende van die

erns van die situasie en sy eie ingesteldheid besluit hy dan op ordeninge op W om

uiteindelik alle moontlike raaiskote te orden en hom sodoende te help in sy besluit­

nemingsproses.

'n Verantwoordelike generaal sal waarskynlik die belangrikheid en sterkte

van basisse P en Q oorweeg voordat hy besluit of die situasie hom tot 'n dapper of

versigtige benadering leen. Sou hy besluit dit is beter om liewers nie waaghalsig te

wees nie ('n derde wereldcorlog kan miskien deur sy optrede om basis Q aan te val

ontketen word) sal hy volgens Figuur 35 (of Figuur 36 as hy ekstra versigtig is) die

raaiskoot {(1,1), (I,D)} (d.i. p) bo byvoorbeeld {(1,1)} (d.i. p II q) oorweeg. Hitler se

manne aan die ander kant, sou waarskynlik minder versigtig wees om basis Q aan te

val (want hulle sou dit tog uiteindelik een of ander tyd moos doen) en dan eerder een

van die dapper ordeninge (C of <) gebruik om hulle besluitnemingsproses te rig -
Ii Ii

volgens Figure33 en 34 sou hulle dan p II q bo p oorweeg,

In diegeval van sulke eenvoudige voorbeelde (boodskappe met lengte 2) mag

dit vir die leser onnodig voorkom om byvoorbeeld vir D = {(1,1), (I,D)} raaiskote soos

{(O,1), (O,O)} te oorweeg, omdat die "beste" raaiskote so duidelik uitkenbaar is (nie

dat daar nie generaals is wat weI heeltemal in stryd met die inligting sal handel nie ­

ons sal liewers nie voorbeelde noem nie). Vir gevalle met boodskappe van langer

lengtes (wat 'n proposisietaal met meer veranderlikes beteken) is dit egter nie so

maklik om die beste raaiskote uit te ken nie en dan kom ons informasiegetrouheid­

ordeninge weI handig te pas.

--<>00-
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SLOTOPMERKINGS

Die hele verhaal oor die waarheidsgetrouheid- en datagetrouheidordeninge van

teoriee het afgespeel binne die raamwerk van 'n baie eenvoudige proposisionele taal.

Ons hoop om in die nabye toekoms die ordeningrelasies en hul eienskappe in groter

diepte te ondersoek - ons beoog onder andere om hulle ook vir teoriee in die taal

van die predikaatlogika te definieer en bestudeer. Argumente vir die bestudering van

eenvoudige teoriee in die studie van waarheidsgetrouheid bestaan daar egter wel ­

as iemand byvoorbeeld Popper se idee aan eenvoudige voorbeelde getoets het, sou dit

nie 'n dekade geneem het om die probleem in sy definisie raak te sien nie.

Die bestudering van toepassingsmoontlikhede in onder andere die Psigolo­

gie, is 'n verdere beoogde navorsingsprojek. Daar bestaan alreeds wiskundige model­

.lerings vir die teoriee oar voorkeure (sien Moutafakis [1987]) en dit skyn of ons

ordeningrelasies oak in hierdie veld aangewend kan word.

Ons het aangetoon dat vir die geval van geen informasie (d.i. D :: T), die

dapper ordening, [, met omgekeerde logiese afleibaarheid ooreenkom; en dieo
versigtige ordening, l;;, met logiese afleibaarheid. Ons ordeninge, l;; en 5[' is dus

c c

veralgemenings van die gewone afleibaarheidsrelasie. As gevolg van hierdie feit is

daar ook nog 'n ander belowende toepassingsmoontlikheid van ons ordeningrelasies ­

naamlik in die studie van deduktiewe databasisse waar mens die gewone afleibaar­

heidsrelasie met ~ of ~ kan vervang.

--000--
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INDEKS VAN NOTASIES

Beskrywing Bladsy

.9'(A) rnagsversameling van A 11

2 Boole-algebra, {O, I} 11

2A versameling van alle funksies van

A in 2 11

W 11

C, X, Yens. konfigurasie 11

Ii positiewe afsluitingsoperasie 14

v negatiewe afsluitingsoperasie 15

(*)Pi positiewe of negatiewe lettersin 17

. A(+) versameling van aile positiewe

lettersinne 17

A(L) versameling van aile lettersinne 18

x, y, z ens. rnoontlike wereld 18

v, wens. valuasie 18

, nie 19

II en 19

V of 19

-+ as ... dan ... 19

+-+ ass 19

+ eksklusiewe of 19

X, Y, Z ens. .teorie (sin) 19

S sin 19

xl-X x is 'n model van X 19
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie Beskrywing Bladsy

Mod(X) versameling modelle van X 19

- logiese ekwivalensie 19

T toutologie 19

F kontradiksie 20

I- semantiese afleibaarheid 25

r reele wereld 44

r* anti-wereld 46

L- waarheidsgetrouheid-preordening 53~

~ waarheidsgetrouheid-ekwivaIensie 55t'"""7

1 versameling van aIle positiewe sinne 68

JI versameling van aIle negatiewe sinne 68

1 deduktiewe afsluiting van X 68

P positiewe konfigurasie 75

N negatiewe konfigurasie 75

1(2) versameling positiewe sinne in taaI

voortgebring deur {p, q} 76

1(2) versameling negatiewe sinne in taaI

voortgebring deur {p, q} 76

P positiewe sin 76

N negatiewe sin 77

0 kleinste element in tralie 88

1 grootste element in tralie 88

~(n) vrye distributiewe traIie met n

voortbringers 88
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie Beskrywing Bladsy

oX konvekse inhoud van X 98

cfX nie-konvekse inhoud van X 98

"-- parsiele waarheidsgetrouheidordening 102.--

D (of D) data 110

D(x) (of D(x» graad van versoenbaarheid van x

met D (of D) 113

x* 115

< en < sterk ordeninge 118
os cs

< en < swak ordeninge 118
.ow cw

t:. sterk positiewe afsluiting 122
bs

t:. swak positiewe afsluiting 122
cw

v sterk negatiewe afsluiting . 122
cs

v swak negatiewe afsluiting 122
cw
[ dapper leksikografiese datagetrou-
5

heidordening 124

[ versigtige leksikografiese datage-
c

trouheidordening 124

-< dapper datagetrouheidprodukordening 130
0

-< versigtige datagetrouheidproduk-c
ordening 131

• D-waar 136

0 D-onwaar 136

e D-onbepaald 136
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INDEKS VAN NOTASIES (VERVOLG)

Notasie Beskrywing Bladsy

1's versameling van aile sterk

positiewe sinne 137

lIw versameling van aile swak

negatiewe sinne 137

@ leksikografiese produk 137

( leksikografiese ordening 137

1'w versameling van aile swak

positiewe sinne 142

lis versameling van aile sterk

negatiewe sinne 142

--000--
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INDEKS VAN BEGRIPPE

B1adsl

A: antitone konfigurasie 13

anti-wereld 46

B: beskryfbare (aksiomatiseerbare) konfigurasie 21

betroubaarheid 63

D: dapper datagetrouheidprodukordening 131

dapper leksikografiese datagetrouheidordening 124

data 110

deduktiewe afsluiting 68

diagram 18

diagramsin 18

dialektiese tralie 77

D-onbepaald 124

D-onwaar 123

D-waar 123

F: filter 80

G: graad van versoenbaarheid 113

I : ideaal 80

infimum 74

informatiwiteit 63

isotone konfigurasie 13

K: karakteristieke funksie 11

konfigurasie 11

kontradiksie 20
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip Bladsy

konvekse inhoud 98

L: leksikografiese ordening 137

letter-outomorfie (L-outomorfie) 112

lettersin 17

logies-ekwivalent 19

M: magsversameling 11

model 19

moontlike wereld 18

N: negatiewe afsluiting 15

negatiewe inhoud 70

negatiewe konfigurasie 12

negatiewesin 24

nie-konvekse inhoud 98

0: onwaarheid-inhoud 62

onwaar sin 44

P: parsiele ordening 73

parsiele waarheidsgetrouheidordening 102

positiewe afsluiting 14

positiewe inhoud 70

positiewe konfigurasie 12

positiewe sin 24

preordening 44

produkordening 20

R: reele wereld 44
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip Bladsy

S: sin 19

sterk negatiewe afsluiting 122

sterk negatiewe konfigurasie (sin, teorie) 123

sterk ordening 118

sterk positiewe afsluiting 122

sterk positiewe konfigurasie (sin, teorie) 123

supremum 74

swak negatiewe afsluiting 122

swak negatiewe konfigurasie (sin, teorie) 123

swak ordening 118

swak positiewe afsluiting 122

swak positiewe konfigurasie (sin, teorie) 123

T: teorie 19

totaal onversoenbaar 113

totaal versoenbaar 113

toutologie 19

tralie 75

V: valuasie 18

versigtige datagetrouheidprodukordening 131

versigtige leksikografiese datagetrouheid-

ordening 124

volledige disjunktiewe normaalvorm 23

volledige distributiewe tralie 76

vrye distributiewe tralie 88
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INDEKS VAN BEGRIPPE (VERVOLG)

Begrip Bladsy

W: waarheid-inhoud

waarheidsgetrou-ekwivalent

waarheidsgetrouheid-preordening

waar sin
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62

55

53

44
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
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INDEKS VAN TABELLE

--000-

Bladsy

22

52

114

117

117

119

119

120

120

127

138

147
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INDEKS VAN FIGURE

Bladsy

1 17

\
2 21

3 21

4 22

5 33

6 34

7 45

8 48

9 48

10 48

11 49

12 50

13 54

14 56

15 70

16 72

17 76

18 76

19 78

20 99

21 104

22 105

23 105
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INDEKS VAN FIGURE (VERVOLG)

Figuur Bladsy

24 116

25 134

26 135

27 139

28 140

29 141

30 143

31 144

32 145

33 148

34 149

35 150

36 151

37 154

38 155

39 156
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