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Abstrakt
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forstéelse, inlédrning.

Syftet med mitt arbete &r att utreda vad det gyllene snittet innebér, samtidigt som detta
forhoppningsvis ger mig en grund for att senare i arbetslivet kunna anvéinda mig av denna
kunskap for att konstruera matematikuppgifter som dels innefattar den mystik som finns kring
gyllene snittet, men dven ta ut eleverna mer i verkligheten och genom gyllene snittet visa hur
matematik dyker upp pa ovéntade platser omkring oss dir deras formaga att analysera
geometri blir bittre. Speciellt som bade matematik- och naturkunskapslérare dr det av intresse
for mig, da naturen &r en vanlig plats dér detta snitt dyker upp.

Den andra delen av uppgiften gér dels ut pé att undersdka hur elever 1 gymnasiet, arskurs tva
tolkar och utfor geometri men &ven hur larare utfor och forhéller sig till
geometriundervisningen. Uppgiften som eleverna Ioste var 1 grupper av tre, dér jag spelade in
elevernas samtal for att sedan kunna analysera dem. Jag kommer med hjélp av Van Hiele-
nivaer forsoka kategorisera var deras forstaelse ligger samtidigt som jag isolerar vilken niva
som det mojligtvis finns kunskapsbrister pa och foresla vad som kan goras for att tgirda
dessa brister.

Det framkom tydligt hur elevernas forméga att ta fram tidigare inhdmtad kunskap 1 en
situation utan instruktioner var svart for dem, dér brist i deras analytiska formaga var mest
framtrddande.
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1. Inledning

1.1 Om forfattaren

Jag heter Simon Larsson och detta dr mitt examensarbete vilket kommer markera slutet pa
min utbildning till matematik- och naturkunskapslarare riktat mot gymnasiet. Under dels min
egen utbildning till ldrare men dven egna undervisning av elever i gymnasiet har jag mérkt att
elevers syn och instillning till matematik &r att det 4r ndgot som endast finns just 1 skolan.
Vildigt fa jag pratat med ser matematiken som en form av verklighetsbeskrivning och har
svart att oversitta det man gor 1 undervisningen till verkliga konkreta verklighetskoncept.

Framforallt 1 geometrin tycker jag detta dr beklagligt da allt omkring oss ar uppgjort av
geometriska former och dérfor ar létta att konkretisera och dverfora fran boken till
verkligheten. Naturen gommer en mingd spannande geometri vilket ledde in mig pa det
gyllene snittet. Jag var nyfiken pd om det som sades om det var sant eller inte, samt om jag
kunde anvédnda denna kunskap 1 min undervisning for att ta ut eleven fran sitt tankesétt att
matematik, det gors i matematikboken.

Det gyllene snittet har ldnge varit spannande for mig, atminstone sjilva idén om att det skulle
kunna finnas nagot som gor att vi ménniskor uppfattar nagot som vackrare. Huruvida detta ar
sant eller inte dr vildigt viktigt att studera, speciellt om man som jag planerar att eventuellt
anvédnda det 1 undervisningen. D4 maste jag kunna avgoéra vad som stimmer, vad som &r falskt
och vilket som inte gér att avgora.

Av denna anledning har jag valt att fokusera pa just det dr i mitt examensarbete dér jag ska
forsoka skilja myt fran verklighet och samtidigt fa en inblick 1 hur geometriundervisningen ser
ut i en gymnasieskola.

1.2 Syfte och fragestillningar

Syftet med mitt arbete &r att framforallt utveckla min egna matematiska kompetens samt soka
efter omraden jag kan integrera i min undervisning. Omradet jag valt att ldgga fokus pa
handlar om det gyllene snittet och min forhoppning ar att genom detta fa idéer till min
undervisning som erbjuder eleverna en mer levande och analytisk undervisning i geometri
som dven staimmer dverens med vad kursplanerna i matematik faktiskt kraver. Jag vill d&ven
utforska vad en undervisning som dr mer lagd at detta héllet kan ha for konsekvenser for
elevers forstaelse. For att lyckas med detta behover jag studera hur elever ser pa
geometriundervisning och hur de omsétter detta i praktiken. Geometri dr ndgot som &r
genomgdende for alla kursplaner genom skoltiden, vilket gor det till ett viktigt omrade att
studera och utveckla. Vad som vidare &r intressant &r att det &ven namns i kursplanerna &r hur
man ska relatera geometri till verkligheten. Detta inslag dr ndgot jag aldrig sjdlv sett eller
upplevt i undervisningen vilket vidare forstirker min tro till att det &r ett viktigt omrade att
studera ndrmare.



Mina fragestéllningar lyder:

e Hur kan geometriundervisningen se ut 1 en gymnasieskola?
e Vad ir det gyllene snittet och var uppkommer det genom historien?
e Hur ser elevers geometriforstielse ut pa gymnasiet?

1.3 Disposition

Till att borja med ska jag studera matematiken som innefattas i detta arbete for att dels kunna
konstruera en bra uppgift for eleverna jag ska prata med, men dven for att ge en bra grund for
mig som skriver arbetet. Detta kommer jag gora genom olika vetenskapliga artiklar,
kursplaner i matematik bade péd grundskoleniva och gymnasieniva. Jag kommer édven ta fram
underlag for att kunna utfora intervjuer och undersokningar pa ett adekvat vis.

Diérefter kommer jag att dels utfora intervjuer med ldrare och elever samt att analysera elever
som loser en geometriuppgift. Nir eleverna 16ser uppgiften spelas deras roster in. Elevernas
kommunikation och prestation kommer sedan att utvirderas med hjilp av Van Hiele-nivéer
vilka kommer att presenteras under teoretisk bakgrund.



2. Litteraturgenomgang

Samhdllsvetenskapliga metoder (2008) ér en bok skriven av Alan Bryman dér han gér
igenom bade kvalitativa och kvantitativa metoder for informationsinsamling. Han skriver ut
konkreta tips som dr bra att tdnka pa bade innan och efter en intervju vilket jag tagit till mig
nér jag skapade mina intervjumallar samt utforde sjdlva intervjuerna.

I artikeln An In-depth Investigation of the Divine Ratio (2006), publicerad av Birch Fett 1
Montana Mathematics Enthusiast, Montana University om hur gyllene snittet uppkommer
genom historier inom omraden som fornegyptisk matematik, fibonaccisekvenser och en rad
andra historiska kulturer. Fokus ligger pa det gyllene snittet dar han utreder vad och hur man
kan finna det i en rad konstverk samt i naturen. Han &r skeptisk till flera av de pastaende som
finns kring begreppet och han redogdr tydligt vad det finns for beldgg for de olika omrédena.
Fran denna artikel kommer jag himta information om det gyllene snittet och hur historien
kring begreppet ser ut.

I sin bok The golden ratio - The story of phi, the world most astonishing number (2001)
skriver Mario Livio om det gyllene snittet och om dess historiska influenser. Den redogdr for
en mingd pastaende dér konkreta exempel vévs in med matematiska resonemang for hur
gyllene snittet integrerar med olika omraden som natur, konstverk och geoetriska former.
Boken skrevs av honom d& han sjélv var vildigt intresserad av den mystik som det gyllene
snittet haller. Aven i denna bok hiimtar jag inspiration och information kring det gyllene
snittet.

Analysera mer i geometri publicerad (2011) i NCM — Namnaren skriver Britt Holmgren en kort
artikel som behandlar inldrningssvarigheter hos elever. Holmgren gar igenom ett antal uppgifter
som elever fétt Isa som f6ljs av en studie av den nya kursplanen Lgr11 samt om Van Hiele-
nivéer och hur dessa kan kontribuera till en béttre forstaelse for elevers eventuella svéarigheter i
geometriundervisningen. Artikeln anvénde jag som hjélp nir jag sjdlv skulle analysera
l6sningarna som eleverna i min undersékning gjorde.

The Van Hiele levels of geometric understanding, Professional handbook for teachers,
geometry: Explorations and applications (1998) skriven av Mason Marguerite skriver i
korthet om Van Hiele-nivaer och hur dessa ser ut. Hon beskriver dven hur man som lérare kan
anvénda sig av det och svarar pa vanliga frdgor angdende d&mnet. Jag har anvant mig av
hennes tips och insikt for att sjdlv forma en grund f6r min analys.

I Klassiska fraktaler (2009) av Per Alexandersson skriver forfattaren om ett antal klassiska
fraktaler och algoritmerna som ligger bakom dessa. Han har &ven med en introduktion till
fraktalbegreppet och en kort historia kring det. Han sjdlv beskriver sitt verk som en form av
receptbok dér han skriver ut parametrar till olika fraktaler da han sjdlv varit frustrerad over att
det varit svart att hitta dessa. Jag har anvént mig av hans forklaringar och algoritmer for
fraktaler for att studera begreppet.

Metodpraktikan (2012), ar skriven av Peter Esaiasson, Mikael Gilljam, Henrik Oscarsson och
Lena Wiangnerud. Boken tar upp samhillsvetenskapliga och utbildningsvetenskapliga
metodfrdgor och har en méngd tips att ta till sig infér en undersékning. Jag anvinde mig av
deras avsnitt om reliabilitet och validitet for att underbygga mina intervjuer och
undersokningar.



Thompson, J. (1991). Historiens Matematik (1991) skriver Jan Thompson om historiens
matematik och hur den uppkommer i kulturer som den forngrekiska, fornegyptiska och en
méngd andra. Han beskriver den ofta primitiva matematik som vissa av dessa kulturer anvint
sig av och sparar dess rotter.



3. Metod

I detta avsnitt kommer jag presentera vilka metoder jag anvént mig av for att besvara mina
fragestdllningar.

3.1 Val av metod

Jag valde att anvinda mig av en kvalitativ metod da mitt mél &r att utreda vilken niva elevers
forstaelse kring geometri ligger. Van Hiele-nivéer kréver att jag fér insikt i hur eleverna
tdnker och resonerar ndr de 16ser en uppgift, vilket vidare stirker valet om att gora en
kvalitativ undersokning.

3.2 Avgransningar

D& mitt arbete handlar om geometri och framforallt det gyllene snittet har jag valt att fokusera
pa nagra av de omrade dar detta dyker upp for analys. Jag kommer kort beskriva lite om
historian bakom de olika omraden jag viljer for att sedan studera matematiken bakom det. Da
ett av mina mél med arbetet &r att utdka min egen forstaelse av begreppet och att kunna
anvdnda mig av det i min egen undervisning valde jag flera omraden istéllet for att fokusera
pa enbart ett.

3.3 Datainsamling

For att kunna besvara mina fragestillningar har jag bestdmt mig for att dels intervjua elever
angdende geometri, men dven lata ett antal grupper 16sa en uppgift som jag sjélv konstruerat.
Jag ska dven intervjua larare angdende deras syn pa geometriundervisningen.

For att gora detta tog kontakt med rektorn for den skola som jag tidigare haft praktik pa for att
utfora min undersokning. Jag besokte skolan och informerade eleverna om hur och varfor jag
genomforde undersokningen och att allt var helt anonymt och frivillig. Jag beréttade &dven att
jag skulle spela in deras roster under tiden de 16ste uppgiften och att ljudupptagningen sedan
skulle tas bort, vilket det nu ar. Uppgiften testade jag pa elever innan sjdlva undersokningen
paborjades och eleverna tyckte den var knepig, men bra. Samtliga elever gar
samhiéllsvetenskapliga programmet i arskurs 2.

Intervjun kommer anvéndas som underlag i min analys, precis som elevernas formaga att 10sa
en uppgiften i geometri.



Uppgiften eleverna 16ste ser ut enligt foljande:

Konstruera samma geometriska figur, med samma kvadratiska bas fast med en tredjedel sa
stor volym.

Figuren i uppgiften dr tagen fran (Fett, 2006, s. 9) och editerad 1 efterhand.

Uppgiften l0stes i ett separat grupprum dér tiden eleverna spenderade med uppgiften
varierade mellan 10 till 20 minuter.

3.4 Konstruktion av intervju

For att jag skulle kunna skapa en intervju anvinde jag mig av boken Samhdllsvetenskapliga
metoder (2008) av Alan Bryman dér det talas om hur man maste tdnka pa ”Vad maste jag
veta fOr att kunna besvara mina olika fragstdllningar?”’(Bryman, 2008, s. 419). Han beskriver
vidare ett antal tips vilka jag anvdnt som grund nir jag formulerade min intervjumall. Nagra
av de tips som han nimnde var enligt f6ljande:

Skapa ett viss métt av ordning, men var beredd pa att dndra ordningen under intervjun.
Formulera frigor som underlattar svar pa véra fragestillningar.

Still inte ledande fragor.

Notera bakgrundsfakta som alder, kon, namn, antal ar som ldrare och hur langa de arbetat
pa skolan (Bryman, 2008, s.419f).

Intervjumallarna jag skapade finns med som bilaga 1 respektive bilaga 2.

3.5 GenomfOrande av intervjuerna

Sjilva genomforandet av intervjun maste dven den vara strukturerad och dven hir vinde jag
mig till Bryman och tog del av hans tankar kring genomforandet. Bryman delar med sig av
vad han kallar "tips for en framgéngsrik intervjuare”(Bryman, 2008, s. 240), dér han tar upp
ett antal punkter som t.ex:

e Jag maste vara insatt och veta vilka detaljer som ska fokuseras pa.

10



e Ha en strukturerad ordning genom dér jag beskriver syftet med intervjun och innan
intervjun startar fragar om intervjupersonen har eventuella fragor.

e Jag maste alltid visa hinsyn dér jag ska lata den intervjuade fa tala till punkt samt d4ven
ge dem tid att tinka efter en stilld fraga.

e Jag maste dven alltid var 6ppen och flexibel infor eventuella fordndringar.

3.6 Validitet och Reliabilitet

For att undersokningen ska ha god resultatsvaliditet krdvs det att man dels har
begreppsvaliditet samt reliabilitet 1 sin undersokning (Esaiasson, et al, 2012, s. 63).

For att adressera begreppsvaliditet sa krivs det ett avsaknande av systematiska fel vilket
enklast uppnds genom att ha operationaliseringar som stimmer bést 6verens med det jag
forsoker utreda samt att pé ett bra satt faktiskt testa dessa rent empiriskt (Esaiasson, et al,
2012, s. 60). Vidare beskrivs det hur reliabilitet innebér en franvaro av slumpmaéssiga och
osystematiska fel. Reliabiliteten handlar frimst om slarvfel under datainsamlingen samt den
efterfoljande databearbetningen (Esaiasson, et al, 2012, s. 63).

Eleverna som jag lat utféra min uppgift kinde mig vél da jag haft egen undervisning med dem
under en lidngre period. Da detta formodligen minskade deras nervdsitet infor uppgiften anser
jag detta som nagot gott. Uppgiften utfordes i ett separat rum vilket gjorde att
ljudupptagningens kvalitet var god. Detta forhindrade eventuella problem med
transkriberingen och 6kar ddrmed reliabiliten pa undersokningen och d& undersékningen
framst handlar om hur eleverna kommunicerar och 16ser uppgiften var detta av stor vikt.

Jag valde att analysera den grupp som lyckades bast med uppgiften och dirmed gav mig mest
underlag for analys. Deras kommunikation har jag postat som en del av resultats

Jag blundar dock inte for mojligheten att elevernas prestation paverkats av dels min nérvaro,
men dven att uppgiften utfordes 1 en isolerad lokal. Att det skedde ljudupptagning kan ocksa
ha paverkat deras kommunikation negativt.

Jag anser att min resultatsvaliditet dr god och att analysen av uppgiften kommer ge mig ett bra
verktyg inféor min kommande karridr inom ldraryrket.

3.7 Etik

Innan jag utforde nagon undersdkning tog jag del av och har utgétt ifran Vetenskapsradets
forskningsetiska principer (Vetenskapsradet, 2002, s. 6) vilket baseras pa fyra olika
grundlaggande krav: informationskrav, samtyckeskrav, konfidentialitetskrav och
nyttjandekrav.

Da jag informerade skolan och inblandade elever om mitt examensarbete innan uppfyllde jag
informationskravet. Vid samma tillfdlle informerade jag samtliga om att det var frivilligt
(Vetenskapsradet, 2002, s. 7). Alla dokument som jag arbetat med som anknyter till intervjuer
eller undersdkningar har blivit avidentifierade och all insamlad data anvénds endast till detta
arbete (Vetenskapsradet, 2002, s. 14).
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4. Teoretisk bakgrund

4.1 Geometri 1 kursplanerna

Geometri finns som ett avsnitt i varje kursplan och i den relativt nya ldroplanerna frén
skolverket finns det redan med fran kurs ett i grundskolan. Frén kurs ett till tre beskrivs ett
mal inom geometrin som att eleven ska fa mdojlighet att se ”Symmetri, till exempel 1 bilder
och 1 naturen, och hur symmetri kan konstrueras.”(Skolverket, 2011a). Man kan dven vidare
ldsa hur det for arskurs 4-6 beskrivs hur ” Symmetri i vardagen, i konsten och i naturen samt
hur symmetri kan konstrueras.”(Skolverket, 2011a). Elever ska alltsa redan fran tidig alder
utsdttas for geometri och hur den kan relatera och forankras 1 verkligheten och &r ndgot som ér
genomgdende for alla kurser pa grundskolan.

Aven pa gymnasiet kan man utlisa liknande formuleringar, nimligen: ”Begreppet symmetri
och olika typer av symmetriska transformationer av figurer i planet samt symmetriers
forekomst 1 naturen och 1 konst fran olika kulturer.”(Skolverket, 2011b). Det &r alltsa sé att
dven pd gymnasiet s betonas vikten av att koppla geometri till verkliga foreteelser dér
tydligen geometrin dven ska védvas in med konst och kultur. Hur detta ska goras anges inte,
utan ldraren tycks ha stor frihet att vdlja detta sjélv.

Detta verkar heller inte vara ndgot som dr nytt, utan en tillbakablick pa kursplanen for
matematik A 1 Ldroplan for de frivilliga skolformerna - Lpf 94 avslojas formuleringar som
hénvisar till att eleven ska “kénna till hur matematiken paverkar var kultur nér det géller till
exempel arkitektur, formgivning, musik eller konst samt hur matematikens modeller kan
beskriva forlopp och former i naturen.”(Skolverket, 1994). Detta knyts visserligen inte direkt
till geometri vilket dr ndgot de verkar ha korrigerat i den nya versionen Lgrl1 som jag
ndmnde ovan.

Geometrin och hur den skall knytas till verkligheten har alltsa en central roll i kursplanerna
och gor det till ett intressant omrade att utveckla och studera narmare. Speciellt d& de nya
laroplanerna sétter ett dnnu storre fokus pa det én tidigare version.

4.2 Van Hiele-nivaer

Hollanska forskarna Pierre Van Hiele och Dina van Hiele-Geldof anvénde sig av foljande
nivaer for att beskriva elevers forstaelse av geometri. Enligt Van Hiele var det imperativt att
eleven gick igenom samtliga av dessa nivéer for att kunna utvecklas. Han uttrycker dven att
ett stort problem som ofta uppkommer 1 klassrum &r att 1araren kommunicerar pa en hogre
Van Hiele-niva dn vad eleven ar kapabel att forsta (Mason, 1998, s. 6). Konsekvenserna for
detta blir att eleven som inte helt uppnatt forstaelsen som krdvs hamnar mer och mer efter
vilket resulterar negativt pa elevens prestation.

Foljande nivaer pastar Van Hiele att man maste gi igenom:
Niva 1: Igenkédnning.(Visualisering)
Pé den forsta nivan lir sig eleven att kinna igen en geometrisk figur men inte nédvandigvis

tar hansyn till den geometriska figuren som helhet. Ingen hinsyn tas heller till objektets olika
delar. Ett exempel kan vara hur en elev kdnner igen en triangel, men inte nigra vidare
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egenskaper hos den. Eleven ser helt enkelt triangeln som ett objekt som liknar ndgot i
verkligheten och baserar det pa perception, inte resonemang (Mason, 1998, s. 4).

Niva 2: Analys

Hér kan eleven analysera det geometriska objektet och rdkna upp olika egenskaper som den
besitter. Vad eleven inte kan dr dock att se hur dessa egenskaper forhéller sig till varandra.

Eleven kan heller ej avgora vilka av dessa egenskaper som &r nog for att beskriva objektet
(Mason, 1998, s. 4).

Niva 3: Abstraktion

Pa denna nivén kan eleven forstd sambandet mellan olika figurer och kan ge meningsfulla
definitioner for dem och argumentera for dessa. Hir kan de dra logiska slutsatser som att alla
kvadrater kan ses som en typ av rektangel (Mason, 1998, s. 4).

Niva 4: Deduktion

Hiér forstar eleven vikten av sjidlva deduktionen och hur axiom spelar in under bevisforning.
Det dr pa denna niva en elev dr som sjélv kan konstruera bevis, men inte ndodvandigvis forstar
varfor axiom dr sa viktigt (Mason, 1998, s. 4).

Niva 5: Stringens

Naér eleven natt niva 5 forstar hen att precision dr viktigt. Eleven kan utveckla egna teorier och
jamfora olika matematiska system. Detta utan att anvéinda konkreta foremal. Hen forstar dven
skillnaden mellan ickeeuklidisk och euklidisk geometri (Mason, 1998, s. 5).

Dessa nivéer beskriver hur en elev standigt gar mot ett mer abstrakt tinkande 1 geometrin.
Den forsta nivan (Igenkinning) forvintas en elev vara pa redan i forskolan dér eleven kan
identifiera olika former och relatera dessa till t.ex. hur den liknar formen pa en dorr eller
fonster. Niva 2 (Analys) utokar detta dir eleven nu kan inse mer egenskaper hos det
geometriska objektet och identifiera hur t.ex. en kvadrat har parallella sidor. Det &r forst pa
niva 3 som man bdrjar omsitta den inhdmtade information i formler for berdkningar vilket ér
den niva man oftast arbetar pa under hogstadiet och framforallt gymnasiet. Den sista nivan
Stringens forvéntas en elev inte nd upp till forrén universitetsniva.

Britt Holmgren (2011) skriver i sin artikel i NCM — Namnaren att eleverna maste na de olika
nivaerna i tur och ordning, det vill sdga de kan enligt van Hiele inte hoppa 6ver nagon av
dessa. Hon fortsétter dock att beskriva att ny forskning visar att en elev faktiskt kan befinna
sig pa olika nivéer beroende pa vilket omrdde som behandlas inom geometrin.(Holmgren,
2011, s. 13). Holmgren beskriver dven ett scenario dir en elev har svarigheter att utfora
berdkningar och detta da kan bero pa hur eleven inte fatt spendera tillrackligt med tid i niva 2
(Analys). Hon forklarar att eleven helt enkelt inte fatt tillrickligt med tid med att empiriskt
analysera vad de olika formerna har for egenskaper (Holmgren, 2011, s. 14).

Detta verkar dven vara ett vanligt problem bland elever dir forskning faktiskt tyder pa att

eleverna behdver ha mer tid till en mer utforskande verksamhet, det vill sdga mer tid i niva 2
(Holmgren, 2011, s. 14).
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4.3 Gyllene snittet (¢)

Det gyllene snittet har varit fokus for en hel del kontrovers genom aren, dir det finns en
méngd péstaenden om hur historiska verk i allt frdn Leonardo da Vincis konst, till
fornegyptens pyramider och hur det gyllene snittet uppkommer och har anvénds vid
konstruktionen av dessa fantastiska verk. Aven i naturen hittar man ménga hiinvisningar till
hur det gyllene snittet uppkommer. Huruvida detta dr sant eller inte &r svart att svara pa, da
dessa péstaende baseras pé att konstnirerna och arkitekterna faktiskt kénde till det forhallande
som representerar gyllene snittet och sedan aktivt valde att anvinda sig av det.

Birch Fett (2006) beskriver kort om historian bakom namnet och symbolen pa det gyllene
snittet med att ”The symbol (1) means "the cut" or "the section" in Greek. In the early
twentieth century, American mathematician gave the golden ratio a new name. Mark Barr
represented the Golden Ratio as phi (¢), which is the first Greek letter in the name of Phidias*
(Fett, 2006, s. 158). Han fortsatter med att beskriva hur man sedan faktiskt beh6ll namnet fi
for att hedra konstniren och att detta namn sedan fortsatte att anvindas.

Det gyllene snittet, eller the Divine Ratio eller The Divine Section som det ibland kallas kan 1
enkelhet forklaras genom bilden nedan.

Om man delar upp en stricka i en ldngre del AB samt en kortare stricka AC sé ska strickan
AB forhalla sig till AC som AC forhaller sig till CB. Detta formulerar man som:

Om vi tillskriver strickan som dir lingden har laingden x betyder det att langden har
lingden 1. Anvindning av ovan formel ger oss da att:

Forenkling av denna ekvation ger att dér kvadratkomplettering ger oss tvd mdjliga 16sningar;

ndmligen:

D4 vi pratar om en lédngd forkastar vi den negativa ldsningen och konstaterar dé att

Denna proportion dr alltséd den konstant som beskriver det gyllene snittet, alltsd forhéllandet
mellan dessa tva ldngder och kallas fi (o).
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4.3.1 Gyllene trianglar och
pentagrammet

Som jag ndmnde tidigare tycks det
gyllene snittet dyka upp i olika
konstverk, som t.ex. fornegyptens
Cheopspyramid. Det sdgs hir att de
fornegyptiska arkitekterna anvénde
sig av nagot som kallas en gyllene
triangel for att konstruera dess matt.
En gyllene triangel &r ldttast att
beskriva genom att studera en
geometrisk figur som med sédkerhet
innehéller det gyllene snittet,
nédmligen pentagrammet.

Figur 1: Pentagram (Fett, 2006, s. 163)

I figur 1 (Fett, 20006, s. 163) beskrivs sjidlva konstruktionen av ett pentagram och utgors av att
man pé en punkt A ritar en cirkel med radie a, f6ljt av detsamma vid punkt B. Sedan vid punkt
P konstruerar man en mittpunktsnormal PQ pa linjen AB.

Drar man linjer mellan de olika vertexpunkterna kommer det hir uppstd fem stycken sé
kallade gyllene trianglar. Gyllene snittet uppkommer i dessa da man dividerar basen med
hojden. Dessa trianglar har tva vinklar som &r 72° och en som &r 36°. Virt att ndmna hér ir att
dessa fem gyllene trianglarna tillsammans utgor det vi kallas en pentagon vilket illustreras i
figur 2.

Fett beskriver det genom att vi ”From the
Pythagoreans and the construction of the pentagram

(which has five equal-area golden triangles) it can be
seen that the length of the longer side to that of the

shorter side is in golden proportion.”(Fett, 2006, s.

158). Figur 2 (Livio 2001, s. 206) illustrerar dven hur

man kan innesluta ett odndligt antal mindre
pentagoner inne i ett pentagram.

Figur 2: Pentagoner ( Livio 2001, s. 206)
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4.3 .2 Fibonaccisekvensen

Leonardo da Pisa foddes 1172 e.v.t. och ir kanske mer kind som Fibonacci. Fibonacci dr mest

kand for att han introducerade vérlden for det sé kallade kaninproblemet och Fett (2006)
beskriver problemet enligt:

The rabbit problem asked to find the number of rabbits after » months,
given that adult rabbits produce a pair of rabbits each month, offspring take one
month to reach reproductive maturity, and that all the rabbits are immortal. This

problem gave the mathematical world the series of Fibonacci numbers (Fett,
2006, s. 160)

Tabell 1

Tabellen ovan presenterar hur serien utvecklas dér representerar antalet kaniner efter
ménader. berdknas genom att ta ddr man som i tabell 1 kan se hur t.ex. .

Tabell 1 illustrerar 4ven hur konvergerar mot det gyllene snittet och vid kommer vilket
borjar likna det vi kénner till som det gyllene snittet.

Detta kan dven uttryckas som att:

Denna serie uppkommer ocksa i1 det som kallas en gyllene rektangel vilket illustreras 1 figur 3
(EIC, 2014).

En gyllene rektangel ar en rektangel dér o e

forhallandet mellan langden och bredden ar exakt el N

gyllene snittet. Det ségs att denna rektangel dr den 2
som vi manniskor tycker dr vackrast, men Fett /
forklarar hur ménniskan inte kan skilja pé en / 3
rektangel vars forhallande mellan langd och bredd

ar 1.6 eller 1.7. Det framgar dock att det dock / ZER
verkar som att vi ménniskor foredrar rektanglar .‘.‘ ‘
som &r vildigt néra det gyllene snittet (Fett. 2006. | % 3
s. 167).

Aven Euklides (325 f.v.t. — 265 f.v.t.) var intresserad av rektanglar och visade faktiskt hur
man far fram gyllene snittet ur dessa. Euklides anvidnde sig dock inte av bendmningen gyllene
snittet men grekerna ansag att de rektanglar som innehdll gyllene snittet var speciellt
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vilproportionerliga vilket influerade deras konst och arkitektur (Thompson, 1991, s. 228-
230).

I detta skede kinns det naturligt att nimnda det som kallas Fibonaccispiralen, eller det
allmdnna namnet logaritmisk spiral. Figur 4 visar det typiska utseendet pd denna kurva samt
ger en tydlig bild 6ver hur den gyllene rektangeln sammanvévs med den logarimiska spiralen.
Den generella formen for en logaritmisk spiral ges av den poléra ekvationen:

I ekvationen ovan representerar avstandet frdn kurvans ursprung, vinkeln métt i radianer som
kurvan fardats och den naturliga logaritmen. Konstanten i formeln avgor
utbredningshastigheten for spiralen och i den spiral som visas i figur 4 &r denna konstant a
exakt .

\

Figur 4: Fibonaccispiral (Wikipedia 2015) Figur 5: Fossilt parlbétsskal (Persson 1994)

I figur 5 syns en bild pa ett fossil av en péarlbatssnécka som foljer den logaritmiska spiralens
monster. Den logaritmiska spiralens monster uppkommer pa ett flertal stéllen i naturen. Man
kan se spiralen uppkomma i spiralgalaxer, solrosen och i tornados (Livio, 2001, s. 117).

4.3 .3 Fraktaler

Fraktaler uppkommer ofta i naturen och &r ett exempel pd komplexa system som faktiskt ar
forhallandevis enkla att beskriva. Per Alexandersson (2014) beskriver att "En annan
anledning &r att fraktaler uppstar i granslandet mellan fasta regler och kaos. Detta forekommer
naturligt i naturen, dér fysikens lagar ar bestimda.”(Alexandersson, s. 4). Han fortsitter med
att beskriva hur t.ex. blixten tar den snabbaste vdgen ner och att blixten, nér den delar upp sig
kan ses som smé kopior av sig sjdlv (Alexandersson, 2014, s. 5). En fraktal kan alltsa i korthet
beskrivas som en mindre kopia av sig sjélv.

Séttet som man generar fram dessa mindre kopior av ett givet geometrisk objekt fas genom en

sa kallad itererad process. GOor man denna iterering tillrackligt mycket kommer det i manga
fall uppkomma fraktaler (Alexandersson, 2014, s. 5).
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Definition: Ett itererande funktionssystem dr en dndlig uppsittning av funktioner som
avbildar planet pa sig sjédlv: . Har behover det inte vara frén planet till planet, utan rummet till
rummet (Alexandersson, 2014, s. 5).

Om det ovan ndmnda frén definitionen ar helt uppfyllt, samt att varje ar kontraherande, alltsa
att den avbildar ett omrade pa ett omrade med mindre area, s& kommer det att finnas en
méngd S, sédan att:

Det ér just denna méngden som kallas for systemet attraktor, vilket innebér att vid en
slumpvandring av detta system kommer den mingden hjéilpa till att konvergera mot den
speciella mdngd som dé genererar fraktala egenskaper (Alexandersson, 2014, s. 5).

Om vi skulle ha en midngd och anvénda oss av den ovan nimnda formeln kommer den att
efter tillrdckligt ménga itereringar generera en fraktal.

For att generera en fraktal som liknar en ormbunke, som ofta kallas Barnsley-ombunken
anvinder man sig av den sé kallade Chaos game-algoritmen. 1 denna anvinder vi oss av ett
itererande funktionssystem  dir en punkt viljs slumpmassigt. Detta dr ett exempel pa sa

kallade affina system som alla kan skrivas pa formen:

dér och é&r konstanter. Punkten avbildas alltsa pa . Pa matrisform skrivs det ut enligt:

Funktionen ovan dr kontraherande om (Alexandersson, 2014, s. 6).

For att dterga till Barnsleys ormbunke krévs det faktiskt bara fyra funktioner for att skapa en
fraktal med utseende som i figur 6. Dessa fyra funktioner har foljande utseende:

(Alexandersson, 2014, s. 11)

Den forsta funktionen kommer generera det som kommer sta for stjdlken, medan avbildar
sjdlva ormbunken pé det nedersta vinstra, respektive det nedersta hogra delbladet. Den sista
avbildningen krymper och roterar ormbunken medurs och flyttar den uppat, sé att den tiacker
alla utom de understa delbladen (Alexandersson, 2014, s. 6)
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Figur 6: Barnsleys ormbunke (Alexandersson, 2014, s. 11).

For att visa hur det gyllene snittet mer konkret uppkommer niar man pratar om fraktaler kan vi
betrakta figur 7 och 8.

(a) (b) (a) (b)

Figur 7 (Livio, 2001, s. 219) Figur 8 (Livio, 2001, s. 219)

Figuren visar ett vildigt forenklat system dir man liter en gren forgrena sig i tva mindre, till
en skala av och en vinkel Om vi hér hade valt ett tal som ar storre &n hade grenarna flyttats
lite ndrmare varandra allt eftersom fler grenar uppstér. Det dr faktiskt sa att vid exakt &r
grenarna precis intill varandra. Gar man over detta tal, kommer grenarna som léttast ses i figur
8b att gé dver och dverlappa varandra, istdllet for att som i figuren ligga precis intill varandra
(Livio, 2001, s. 219).

Som bevis for detta kan vi studera figur 8a. Det kan konstateras att ett kriterium for att de
olika grenarna ska precis rora vid varandra &r att grenarna som inte dr vertikala ska bilda en
summa dir ska vara lika stor som de allt kortare grenarna och uppat. Alla dessa komponenter
ar givna av deras totala langd multiplicerat med . Just anvinds da deras forgreningsvinkel var

Detta ger:
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Division med resulterar i:

Da detta dr en odndlig geometrisk serie, alltsa en serie termer dér varje term ar lika med den
forra multiplicerat med en konstant. Detta uttrycker vi pa foljande vis:

och division med ger oss ekvationen . Genom att multiplicera upp far vi den ekvivalenta
ekvationen: . Denna andragradsekvation har den positiva losningen (Livio, 2001, s.265-266).

4.3.4 Gyllene snittet 1 Cheops-pyramiden

Som jag tidigare ndmnde finns det personer som pastar hur det gyllene snittet gér att hitta i
bland annat fornegyptens pyramider. Hur dr det d4 man pastér sig ha hittat detta?

Livio berittar att Midhat J. Gazales I hans bok Gnomon: From Pharaohs to Fractals hur det
tydligen rapporterats hur den gamla grekiska historikern Herodotos (485 f.v.t. — 425 f.v.t.)
larde sig fran de fornegyptiska présterna att pyramidens hojd var lika med arean av dess
trianguléra laterala sida. Vad som gor detta pastdende intressant &r att det faktiskt implicerar
att pyramiden var konstruerad si att forhdllandet av hojden pé dess trianguléra sida till halva
basen faktiskt dverensstimmer med det gyllene snittet (Livio, 2001, s. 56).

Figur 9 (Fett, 20006, s. 9).

Fran figur 9 (Fett, 2006, s. 9) ovan kan vi se hur vi med hjilp av Pythagoras sats kan fa ut
hur:

Vi kan vidare konstatera att och genom att substituera in uttrycket for i ovan ekvation att .
Dividerar vi bdda sidorna med fér vi att .
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Om vi ansitter att far vi ekvationen vilket dr exakt den ekvation som tidigare anvindes for
att bestimma vérdet pa det gyllene snittet, alltsa .

Det man kan utldsa frin de métningar som faktiskt gjorts av pyramiden ar dock att det inte
stimmer Overens med de matt som krévs for att f ett exakt pa gyllene snittet, vilket gor det
svart att avgora om de fornegyptiska arkitekterna faktiskt kénde till det gyllene snittet.
Berikningar kommer véldigt nédra det gyllene snittet ndr man anvénder sig av matten pa
pyramiden ().

Fett redogor for mojligheten att de fornegyptiska matematikerna skulle kunna kénna till
virdet pd gyllene snittet genom deras metod att rikna med fraktioner. Nedan visar en bild
(figur 10: Fett, 2006, s. 166) pa hur man med hjilp av Fibonacci och fornegyptens
raknemetod kan komma fram till en approximering av gyllene snittet.

1/2=1/2

3/5=1/2+ 1/10

8/13 = 1/2+1/10 + 1/65

21/34=1/2+ 1/10 + 1/65 + 1/442

55/89 = 1/2 + 1/10 + 1/65 + 1/442 + 1/3026

144/233 = 1/2 + 1/10 + 1/65 + 1/442 + 1/3026 + 1/20737

Figur 10 (Fett, 2006, s. 166)

Som det &r just nu finns det dock inga konkreta bevis for att fornegyptens matematiker eller
arkitekter hade nagon kéinnedom om gyllene snittet. Jag far darfor tillsvidare anta att de
pastaende som cirkulerar inte dr sanna. Jag blundar dock inte for mdjligheten att de kande till
det. Fett avslutar sin discussion om Cheops-pyramiden med att sdga: "However, it seems
unlikely that ancient Egyptians were aware of the Fibonacci numbers. Egyptian math is
considered an applied math, no records have been found on the theory behind their
mathematics.”(Fett, 2006, s. 166).

4.3.5 Gyllene snittet i konst

Det hade varit svart att inte ndimna maéleri och konstverk ndr man pratar om gyllene snittet da
detta dr ett av de vanligast omrdde som debatteras. [dén om att t.ex. den gyllene rektangeln ar
den som vi médnniskor uppfattar som allra vackrast har saklart spelat en stor roll for manga
konstnérer.

1509 publicerade en man vid namn Piciolo sitt verk Divina Proportione (The Divine
Proportion) vilket innehdll information of det gyllene snittet och motiveringar till varfér man
borde anvénda sig av det. Argumenten grundades pa religidsa uppfattningar som att t.ex.
definitionen for gyllene snittet innehéller tre langder precis 1 enlighet med kristendomens
treenighet (Livio, 2001, s.131-132). Det beskrivs dven hur Leonardo da Vinci (1452-1519)
bidrog med flera skisser pd foremal som innehdll det gyllene snittet vilket dd gor att Leonardo
da Vinci utan tvekan kénde till det gyllene snittet (Livio, 2001, s. 133).

Leonardo da Vinci dr formodligen den konstnir som man frimst kopplar thop med det gyllene
snittet d& han har varit 1 fokus i en mingd studier. De verk som man diskuterar mest ar ”...the
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unfinished canvas of ‘St. Jerome’, the two versions of ‘Madonna of the Rocks,’ the drawing
of ‘a head of an old man,” and the famous ‘Mona Lisa’.”(Livio, 2001 s. 162).

Han beréttar vidare hur han valt att inte analysera “Mona Lisa” da det utforts en sa enormt
stor mingd studier pa det specifika verk och att ingen verkat komma fram till ndgot
otvivelaktigt svar (Livio, 2001, s. 162).

Som ett exempel pd hur en studie av ett konstverk gar till kan vi studera Leonardo da Vincis
verk ”a head of an old man” i figur 3 (Livio, 2001, s. 165). Rutnétet som syns i ansiktet ar
utritade av Leonardo nadgon gang kring ar 1490. Anledningen till varfér denna mélning kanske
ar extra intressant dr hur den avslojar hur Leonardo anvénde sig av rektanglar for att
konstruera sina proportioner och samma proportioner kan man finna i manga av hans andra
maélningar. Tyvirr dr linjerna sd grovt ritade att det 4r omojligt att bestimma ett exakt virde,
men rektanglarna &r véldigt ndra en gyllene rektangel (Livio, 2001, s. 164-165).

Figur 11: ”A head of an old man” (Livio, 2001, s. 165)

Det finns otvivelaktigt ménga historiska verk ddr man kan finna gyllene snittet men vildigt
lite bevis for att det var ett aktivt val fran konstndrens sida. Fett (2006) beskriver hur:

In the thirteenth century three artists' work contain close proportions to
the Golden Rectangle. Italian painter and architect Giotto di Bondone
(1267-1337) painted the "Ognissanti Madonna" which is also known as
"Madonna in Glory." Both the painting as a whole and the central figures
in the painting can be inscribed by Golden Rectangles. Similarly, Sienese
artist Duccio di Buoninsegna's (1255-1319) "Madonna Rucellai" and
Florentine painter Cenni de Pepo's (1240-1302) "Santa Trinita Madonna"
can be inscribed by Golden Rectangles.(B, Fett, 2006, s. 169)
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Da dessa verk mélades innan Piciolo sldppte sin bok Divini Proportione spekulerades det i att
konstnérerna inte medvetet inkluderade gyllene snittet i deras verk, utan var drivna att
anvénde den p.g.a. dess estetiska dragkraft (Fett, 2006, s. 169).

Det finns dven de som pastar artister inspirerats av skonheten i en logaritmisk spiral dir Livio
pastar hur kvinnans hér i Leonardo da Vincis malning ”Leda and the Swan” var format efter
en sadan form (Livio, 2001, s.118). Det ar kanske i relation till konsten och hur konstnérer
kan anvinda sig av gyllene snittet som vi faktiskt forstar hur mycket matematik som faktiskt
doljer sig i ansikten och i andra proportioner hos oss. Hir anvinds geometri och
grundldggande former som en grund for att skapa fantastika verk som far oss att hipna dven
efter hundratals &r.

5. Resultat

I detta avsnitt presenterar jag resultaten fran mina intervjuer samt min undersdkning.
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5.1 Larares installning till geometriundervisningen

Jag har totalt intervjuat tre larare (tvd kvinnor och en man) dér tva av dessa var relativt
nyexaminerade och den tredje en som varit verksam 1 ldraryrket under en langre tid.

Vad som framst framkom fran de intervjuer som jag genomfort visade hur tiden var den faktor
som absolut spelade stort roll for hur en lektions uppliagg ser ut. Vid valdigt fa tillféllen gjorde
lararen i fraga en egen uppgift, da det i néstan alla fall bedrev geometriundervisningen genom
kurslitteraturen. Det uttryckes hur kursplanerna visserligen gav stort utrymme for egen
tolkning, men att de trots detta allt som oftast blev arbete fran boken i en mer traditionell
undervisning dér liraren har en genomgéng pé dagens begrepp, foljt av eget arbete 1 boken.

Jag summerar kort varje enskild intervju nedan:

Larare 1: Detta var en av de yngre lararna som hade varit anstélld och jobbat pé skolan i
ungefar fyra ar. Hon beskrev sin geometriundervisning som en traditionell undervisning dér
hon néstan varje lektion introducerade ett nytt begrepp som sedan eleverna fick jobba med
under resten av lektionen. En bra uppgift tyckte hon var sddana som var av
problemldsningskaraktir, alltsd uppgifter dir véigen till malet inte var kéint direkt. Hon
uttryckte dven ett missndje med hur kurslitteraturen var uppbyggd, da det enligt hennes
erfarenhet var vildigt fa av denna typ dér. Hon visste inte vad det gyllene snittet var for nagot,
men hade hort talas om det. Jag beskrev da 1 korthet vad det innefattade och hon verkade
genuint intresserad av konceptet.

Lérare 2: Den andra jag intervjuade var en man som jobbat pd skolan i ungefar atta ar. Precis
som den forra intervjuade hade de liknande uppldgg men han anvinde sig ibland av
gruppuppgifter som komplement. Dessa uppgifter var oftast en uppgift som utférdes under ett
lektionstillfalle och han motiverade anvindandet av gruppuppgifter genom problemldsning.
Denna ldrare hade hort och ldst om gyllene snittet men inte anvént sig av det sjilv. Han trodde
att det var en bra id¢ att anvénda sig av begreppet da det minskar gapet mellan matematiken
pa lektionen och verkligheten. En oro som uttrycktes i relation till hur kurslitteraturen
utformats var hur uppgifterna ar uppdelad i olika svérighetsgrader (A, B och C-uppgifter) dér
A representerar E-niva och dvriga nivéer hogre. Ofta gor de elever som inte siktar pa ett hogre
betyg endast A-uppgifterna vilket resulterar i att de kan missa de lite svérare uppgifterna som
mer kriver problemlosning.

Larare 3: Den sista jag intervjuade var en dldre kvinna som varit verksam i lararyrket en
langre tid. Hon hade dock inte varit pa skolan jag besokte 1 mer dn tva ar. Nér hon beskrev
sina lektioner framkom det att hon var den som minst anvénde sig av den traditionella
undervisningen. Hon hade ofta egna uppgifter med sig till lektionen som ibland skulle 16sas
enskilt och ibland 1 grupp. Hon berédttade dven att dessa uppgifter var ndgot hon samlade i en
parm som hon anvdnde om och om igen. Gyllene snittet hade hon precis som de andra tva
lararna hort talas om, men inte lagt ndgot fokus pa.

Samtliga av de intervjuade ldrarna tyckte att det var vildigt intressant med det gyllene snittet
men erkédnde att de inte hade speciellt bra insikt 1 hur det verkligen fungerade. De var dock
viéldigt intresserade av information kring begreppet da de, precis som jag ansdg att det kunde
vara ett unikt sitt att géra det mer intressant for eleverna. Alla intervjuade ldrare ville ha en
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som forankrade undervisningen mer i vardagen som i t.ex. konst, natur och arkitektur men att
de inte riktigt visste hur de skulle gé till vdga for att genomfora det.

Ingen av de intervjuade lararna kénde heller till van Hiele-nivder men holl med efter en kort
redogorelse om att det var en viktig del av en ldrares uppgift att kunna identifiera detta. De
beskrev hur man gjorde denna bedémning hela tiden dock, &ven om man inte kédnde till teorin
bakom vad just Van Hiele beskrev.

5.2 Elevers instillning till geometriundervisningen

Jag intervjuade tre stycken elever som gick andra aret pd det samhillsvetenskapliga
programmet pa gymnasiet dér tva av dessa var tjejer. Intervjuerna i sig var relativt korta sa
istdllet for att ga in pé varje enskild intervju har jag valt att istdllet framfGra deras tankar
16pande 1 texten. Elever hade en relativt klar bild av vad fér dem geometri var. Eleverna
pratade med Gvertygelse om olika geometriska former och hur man riknade ut volym, area
och strackor. Endast en av eleverna nimnde att de vid ett tillfélle 1 tidigare 1 hogstadiet hade
haft en lektion dér de fick g ut pa skolgarden och méta vissa striackor, foljt av lektionstid dér
de sedan berdknade andra storheter som volym och area. Eleven tillade dven intressant nog att
detta var formodligen den lektion hen kom ihag bést.

Ingen av de intervjuade verkade speciellt intresserade av geometri vilket méarktes av deras
kommentarer och instdllning. De kunde heller ej svara speciellt utforligt nir jag stillde fragan
det var ndgot speciellt de hade svart for inom geometrin. Det verkade rdda en form av
konsensus hos eleverna dir samtliga jag intervjuade hade problem med att fé in all
information som presenterades for dem pé lektionerna. Det fanns sd méinga olika formler och
satser de skulle kunna, som t.ex. topptriangelsatsen, Pythagoras sats och transversalsatsen och
jag fick intrycket av att de forsokte memorera alla dessa som en form av glosa.

En summering for elevintervjuerna gor det klart att de flesta av eleverna ser geometri som ett
dmne man hittar 1 matematikboken, inte 1 verkligheten. Ingen av eleverna kan heller motivera
varfor de ér en bra id¢ att faktiskt ldra sig geometri vilket d& direkt reflekterar pa deras
instdllning till det.

5.3 Elevers losningar

Uppgiften utfordes tillsammans med tre olika grupper fran samma klass dér alla hade olika
kunskapsgrund. Virt att ndmna &r hur eleverna nyligen arbetat med just geometri, dir de fatt
trdna pa t.ex. Pythagoras sats, volym- och areaberdkning samt olika satser som
topptriangelsatsen och transversalsatsen. Den forsta gruppen bestod av tre killar och de hade
stora svarigheter med att identifiera vad som behdvdes goras. De kunde identifiera den
geometriska figuren som en pyramid samt att triangeln som fanns inuti skulle arbetas med pa
nagot vis. Samtliga i gruppen misslyckades med att koppla den réta vinkeln till Pythagoras
sats vilket resulterade i att uppgiften inte gick att 19sa. Ingen i gruppen kénde heller till vad
formeln for pyramidens volym var. Efter att ha kollat upp vad denna formel var gjorde de ett
forsok att sdtta upp den men markte snabbt att hdjden fattades.

Den andra gruppen som bestod av tva tjejer och en kille kunde identifiera att Pythagoras sats
skulle anviandas. De lyckades dock inte sitta upp formeln pa ett korrekt vis vilket i sin tur
ledde till att svaret de kom fram till var felaktigt och orimligt. Ingen i gruppen identifierade
dock att deras svar var orimligt.

25



Den sista gruppen var med tva killar och en tjej och var den grupp som klarade sig bist. Det
var framst tva elever i gruppen som diskuterade uppgiften dir den andra verkade forsta det pa
ett annat plan. Denna elev satt mest och holl med, men verkade forsté efter det att de andra tva
resonerat kring det. Det dr denna grupps diskussion jag valt att presentera, da den gav mig
mest underlag for analys. Namnen som ir angivna nedan &r inte elevernas riktiga namn utan
insatte for att gora ldsningen mer behaglig.

Detta var vad som hdnde under uppgiftlosningen och ett nytt stycke representerar hur eleverna
tar sig tid att ténka:

[1]Alva: Ah men det hdr har vi ju gjort!

[2}Bjorn: Sd det dr alltsa en pyramid

[3]Alva: Det dir ju sant som ni vet.. man tar ena sidan...

[4]Bjorn: Ar det en fyrsidig eller tresidig?

[5]Alva: Det dir ju en sdn..

[6] Christian: Det dr ju en fyrsidig, det ser du ju hdr.

[7]Bjérn: Ar det nagon som kan formeln till volymen av en pyramid?
[8]Bjérn: Ska vi tdnka logiskt sd borde det vara den... ganger den ganger hojden...
[9]Bjorn: Jag kollar upp snabbt pa telefonen.

[10]Alva: Alltsd, den sidan, ska ju vara en tredjedel.

[11]Bjorn: Basen gdanger hojden delat med tre.

[12]Alva: Aja da dr det bara att kéra pd, basen ganger hojden delat med tre...

[13]Bjorn: Dd har vi tvd okdnda och det dr ju inte sd bra...Vi kan kalla volymen for X.
[14]Alva: Men det spelar ju ingen roll

[15]Bjorn: Nej det har du rditt i.

[16]Alva: Men de tar ju ut varandra...

[17]Bjorn: Nja, sd ldtt kan det inte vara.

[18]Alva: Men dr det inte basytan man ska anvinda?

[19]Bjorn: Jo det dr det ju saklart, ddliga kdllor, wikipedia!

[20]Alva: Ja men dd dir det den da!

[21] Christian: Men da dr det, 3.83 ganger 3.83 da.
[22]Bjorn: Men ska man ta alla sidorna da eller? Ganger 4?
[23]Alva: Nej det dr arean du ska ta, inte omkretsen.
[24]Bjorn: A juste.

[25]Bjorn: Nu tog jag den ganger sig sjdlvt, skulle jag det?
[26]Bjorn: Men vi har ju inte hojden...

[27]Alva: Nu hamnade vi i samma situation som innan...

[28]Bjorn: Det dr svart att veta vad som dr relevant...vi mdste ju veta vad h dr i alla fall.
[29] Christian: 3.10 stdr ju ddr av ndgon anledning.

[30]Bjorn: Ja men den finns inte med i formeln.

[31]Christian: Nej men den finns ju med ddr

[32] Christian: Den stdr ju ddr av ndgon anledning.

[33]Alva: Kan man inte rikna ut arean pd alla sidorna...?

[Léngre paus hir dér de ténker]
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[34]Alva: Men den ddr, den dr ju rditvinklig.

[35]Alva: Pythagoras eller?

[36]Bjorn: Ja det maste det vara...

[37]Bjorn: Ja vi har ju alla sidorna...fér volymen behover vi h.

[38]Alva: Men kolla hdr, vi vet att den dr 3.10, den dr i mitten och dd gdr den ner sd...
[39]Alva: Om man rdknar ut skillnaden hdr och drar in kanske den blir kortare...

[40] Christian: Nej...

[41]Bjorn: Men om vi ska géra den hdr, vi har ju basen.

[42]Alva: Ja nu dr det ju enkelt.

[43]Alva: Fast hdlften da.

[44]Bjorn: Da tar vi den hdr ganger sig sjdlv

[45]Bjorn: Da dr det x* nu.

[46]Alva: Men alltsa den dr ju inte hdlften sd lang, det dr ju diagonalen.
[47]Bjorn: Ah nej det dr ju inte samma som den. Den kan ju inte vara 16 och den 3.
[48]Alva: Hur kan man hitta diagonalen pa den da?

[49]Bjorn: Det dr en triangel, som vi har mdtten pd... det dr Pythagoras sats igen.
[50]Alva: Gud vilken lang uppgift!

[51]Bjorn: 3.83 ganger 3.83 sd plus varandra
[52] Christian: Sen roten ur ocksd.

[53]Bjorn: D dir x’= 29.34
[54]Bjorn: Dd dr detta ldngden pd diagonalen.
[55] Christian: Sa 2.7...

[56]Bjorn: Nu kan vi gora Pythagoras sats pd den andra ocksd..
[57]Alva: Som vi tinkte fran borjan.

[58]Bjorn: Ta 2.7 dir istdllet
[59]Alva: Sa
[60] Christian: Sen roten ur ocksa?

[61]Alva: Men det blev ju samma som den andra sidan
[62]Bjorn: Ah ja men det dr klart det maste vara det
[63] Christian: Sa vi gjorde allt detta innan i onodan?
[64]Bjorn: Sa gar det om man dr dum!

[65]Alva: Okej men nu kan vi dtminstone fa ut héjden.

[66]Alva: 1.915 nu, sen 3.10
[67]Bjorn: Sen ska vi ta roten ur det hdr, om jag forstatt rtt.
[68]Bjorn: Sa det blir cirka 2.44

[69]Bjorn: Nu kan vi rdkna ut den hdr ekvationen i.a.f! Volymen
[70]Bjorn: Nu vet vi vad h dr, sd stoppa in det ddr bara.

[71]Alva: Volymen blir alltsa 35.8, avrunda till 36.
[72]Alva: Sen en tredjedel av 36 ocksa
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[73]Bjorn: 12 blir det da, det dr nya volymen alltsa.
[74]Alva: Gor det bakldnges nu bara

[75]Bjorn: 12 = och da maste vi ha mdttet. Basarean ganger hojden delat pa tre
[76] Christian: Basen ska vara samma.

[77]Alva: Men da dr vi ndstan klara, basen dr 14.66, men dd vet vi inte hojden. Den gdanger
den...
[78]Bjorn: Sa da har vi bara h kvar. Dela bdada sidorna med 14.66 nu. Det blir 2.45, hdrligt!

For att summera gruppens genomforande av uppgiften borjade dem med att ldsa igenom
uppgiften och att studera figuren som f6ljde med. Det kom snabbt fram till att den
geometriska figuren var en pyramid och vad deras uppgift var. Ingen i gruppen visste dock
vad volym-formeln for en pyramid var vilket resulterade i att en i gruppen kollade upp det pé
wikipedia.

Efter att de hittat formeln for volymen skrev det ner det pa ett papper de fatt och konstaterade
att de hade tvé obekanta i ekvationen vilket inte var speciellt bra. De tolkade dven formeln de
hittade pa wikipedia fel, ddr de istdllet for basarean 1 formeln anvinde sig av ldngden av en
bas. Detta kom dock en i gruppen pa men samma problem kvarstod, alltsa tvd obekanta och
en ekvation.

Hiér fastnade gruppen ett tag utan att ha en direkt plan for att komma vidare. Detta var tills
Alva i gruppen nimnde Pythagoras sats d4 de var misstinksamma mot den ldngd som var
omnidmnd som 3.10.

Efter tva forsok med Pythagoras sats for att fa ut langden pa diagonalen pa basytan kunde de
efter att ha dividerat denna med tva aterigen upprepa Pythagoras sats for att fa ut hojden.
Samtliga 1 gruppen missade dock faktumet att den okénda sidan b i triangeln méaste vara
samma som den angivna langden 1,915 pga. pyramidens utformning.

Information ovan kommer jag anvénda som grund i den analys som kommer i nista avsnitt.

6. Analys
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Som underlag for min analys har jag valt att anvdnda mig av Van Hiele-nivéer och ska nu
forsoka dissekera och utreda var eleverna, vars diskussion jag postat ovan befinner sig och om
det finns eventuella problem eller hinder i deras forstaelse. Intervjuerna kommer jag inte
analysera, dock kommer dessa anvéndas som underlag for diskussionen.

Samtliga av eleverna som utférde testet kunde identifiera objektet som en pyramid utan storre
problem vilket forvintas av en elev i gymnasiet. Van Hieles forsta nivd om igenkénning ar
alltsa nagot som inte behover diskuteras 1 analysen da denna nivan uppnés utan problem.

Endast en av grupperna kunde komma igdng med uppgiften genom att anvénda sig av
Pythagoras sats vilket da indikerar att de tvd Ovriga grupperna inte nddde upp till nivd 3,
namligen abstraktion av problemet. De kunde visserligen identifiera pyramiden och se hur det
fanns trianglar inuti objektet. Dock tog det stopp dir och de kunde inte ta fram fran minnet
hur Pythagoras sats skulle anvdndas. Misslyckandet att pa ett relevant sétt analysera figurerna
och anvénda sig av axiom tyder starkt pa att samtliga elever i bade grupp 1 och 2 arbetat {for
lite med att empiriskt analysera geometriska figurer och dess egenskaper.

Den tredje gruppen vars diskussion postades ovan anviande sig av Pythagoras sats efter att ha
konstaterat att dér dels fanns en triangel men dven att det var en rdt vinkel. Anvidndandet av
detta begrepp samt deras fortrogenhet med de underliggande axiomen tyder pa att atminstone
tvd personer (Alva och Bjorn) nadde upp till eller &tminstone behirskade delar av niva 3 i Van
Hieles skala.

Det kan dven konstateras att deras sprakbruk var véldigt vardagligt dér f4 matematiska termer
anvindes. Som exempel s fragar Bjorn[4] om pyramidens bas &r en fyrsidig eller tresidig
vilket sedan f6ljs upp med att Christian[5] svarar med att det dr en fyrsidig. Inte nagon géng
anvindes ord som katet eller hypotenusa heller. Istillet refererades dessa konsekvent till som
sidor. Det dr mycket mdjligt att uppgiften skulle blivit enklare for dem om deras sprakbruk
varit annorlunda. Hade deras analysformaga varit god nog och att de anvént begrepp som
ratvinklig, katet och hypotenusa kanske detta hade lett till att Pythagoras sats automatiskt
hade dykt upp i deras tankar.

For att studera ndrmare hur deras diskussion var kan det forst noteras hur Bjorn forsokte att
resonera sig fram till vad formeln f6r volym bor vara [8]. Han misslyckades dock med detta
da han gav upp snabbt och vinde sig istéllet till sin telefon [9] for hjdlp. Att eleverna inte
kunde hdmta formeln for volymen fran minnet forvénar mig inte, da de &r vana att alla dessa
finns pd en formelsamling. Vad som var mer intressant kanske var hur de forst misslyckades
med att tolka volymformeln pa ett korrekt vis och det var forst nér Alva [18] papekade att det
kanske var basarecan man skulle anvinda som det verkade klarna for de tva Ovriga
medlemmarna. Misslyckandet att tolka formeln korrekt tyder pa att det finns gap i deras
kunskap ddr man i Van Hiele-termer skulle kunna bekrifta att dtminstone tva av de tre
eleverna (Bjorn och Christian) befinner sig pa olika Van Hiele-nivaer samtidigt. Det ar alltsa
mojligt att Bjorn och Christian gatt for snabbt igenom grunderna for att sa snabbt som mgjligt
ta sig till vad de tror passar deras niva bittre.

Bjorn visar dven efter att det konstaterats att det dr basarean som ska anvindas hur han inte
riktigt dr inforstddd med vad som sker. I uttalande [22] fragar han om man ska summera alla
sidorna 1 den kvadratiska basen och vill alltsa rdkna ut omkretsen istéllet for arean vilket
vidare bekréftar att han har problem med grunderna. Det &r alltsé tveksamt vilken niva Bjorn
befinner sig pa, utan verkar pendla starkt mellan 2 och 3.
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Naér vil arean dr berdknad utbrister Bjorn att det ar svart att veta vad som ar relevant for att na
slutmélet [28]. Detta bekriftar vidare att han inte fullt bemaéstrat niva 2 dven om det kan bero
pa en ovana att utfora denna typ av uppgift som ar mer problemlosningsbaserad dn vad de
kanske &r vana vid. Att kunna plocka ut vad som é&r relevant for att kunna losa en uppgift ar
dock vad nivé 2, d.v.s. vad analysen framst fokuserar pa vilket dr nagot som Britt Holmgren
lagt mérke till i sin studie (Holmgren, 2011, s. 14).

Nér de vil kommit fram till vad de olika lingderna &r applicerar dem detta pa Pythagoras sats
och verkar inte ha nagra problem med att identifiera och separera kateter frdn hypotenusa.
Skulle jag tolka detta sa beror det formodligen pé att boken innehéller manga exempel dér
man inte sjdlv behover komma fram till lingderna pa kateter eller hypotenusa, utan dir dessa
redan dr angivna. Nér vil detta var klart kunde de identifiera en situation som de var vana vid
och dérefter 16sa uppgiften utan stérre problem. Det ar alltsd mojligt att deras laromedel
fokuserar for lite tid pd analysen och istéllet ger eleverna uppgifter som de mekaniskt ska 16sa
genom att anvdnda en formel. Foljdfragan blir dd om eleverna faktiskt forstar vad de rdknar
ut, eller om det ar helt mekaniskt.

En sammanfattning av elevernas prestation blir:

Alva: Hon var den som uppvisade storst kompetens vad géller sjidlva analysen av pyramiden.
Hon kunde identifiera hur man pa den ritvinkliga triangeln kunde anvinda sig av Pythagoras
sats [34-35], samt var den som frdn den kvadratiska basytan kunde skapa dnnu en ritvinklig
triangel. Detta visar hur Alva bemistrat niva 1 och 2 béttre &n de tva ovriga i gruppen och var
dérmed battre utrustad for att 16sa uppgiften.

Bjorn visade stora brister i sin formaga att analysera figuren och omsétta detta till ett
fungerande resonemang. Han kunde dels inte identifiera att Pythagoras sats skulle anvéndas
utan Alvas hjélp men inte heller fullt omsétta formeln for volym pa ett korrekt sétt. Han
visade dock upp ett bra mekaniskt radknande nér vil Pythagoras sats var uppsatt.

Christian ar véldigt svar att analysera med tanke pa att han var vildigt passiv. Jag far anta att
Christian inte kunde formulera argument eller resonemang kring uppgiften och darmed att
hans forstaelse for geometri dr ndgot lagre én bade Alvas och Bjorns. Att han verkade forsta
vad de andra pratade om tyder dock pa att han beméstrar niva 3 relativt bra, men att niva 2
fallit efter. Kommentarer som [63] dér han utbrister fragande om de gjort allt 1 onddan visar
ocksa pa en brist i forstaelse.

For att summera vad analysen givit dr det faktum som framst star ut att kunskapsnivdn som
eleverna uppvisar varierar kraftigt mellan varandra och att frimst handlar om en analytisk
skillnad 1 att kdnna igen och kunna identifiera egenskaper hos objekten.

7. Diskussion
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Elevernas forstaelse for geometri var generellt 1g da det enbart var en grupp som lyckades
med uppgiften. Detta trots att det var geometri som de nyligen jobbat med pa lektionerna och
alltsé borde vara farskt i deras minne.

Med tanke pd Van Hieles tanke om att en elev endast kan g vidare i sin utveckling om
tidigare nivaer dr bemdistrade tyder pa att elevernas tidigare undervisning i detta omrade inte
varit helt fullkomlig. Som min analys tydde pa verkade det huvudsakliga problemet ligga i
elevens analytiska forméga av de geometriska figurerna vilket kommer skapa stora problem
for dem att utveckla sin forstaelse allt eftersom undervisningen blir svarare. Med detta 1
atanke ar det en mycket god id¢ att som ldrare spendera ldngre tid pa de tidiga nivaerna i Van
Hieles skala och inte for tidigt ga vidare till niva 3 som omsitter information man fétt fran
analysen till berdkningar.

For att géra undervisningen sa meningsfull som mojligt ligger alltsa ett stort ansvar pa lararen
som maste kunna identifiera vilken niva eleven befinner sig pa. Aven de hogpresterande
eleverna som utférde uppgiften uppvisade svarigheterna med att analysera de relevanta
komponenterna och jag skulle tro att det &r ett mycket vanligt problem. Det férvanar mig inte
speciellt mycket da trenden i skolan numera gar mot ett allt med proceduriellt larande dér ett
mekaniskt ldrande gynnas.

En annan aspekt som dr speciellt intressant med undersdkningen ér att samtliga grupper jag lat
utfora uppgiften kommer frdn samma klass och har alltsa fatt samma undervisning. Endast en
av grupperna visade en forstdelse som dr hogre niva 2, vilket betonar vikten av att ldraren
maste vara medveten om att det finns stora skillnader dven inom klassen. De tva grupper som
forsokte 16sa uppgiften men inte lyckades komma speciellt langt kommer alltsd lyssna och
forsoka forstd samma innehall som den grupp som faktiskt nétt en hogre niva. For att gora
undervisningen meningsfull miste man alltsa som larare ta hinsyn och anpassa sitt sprakbruk
sé att man inte enbart kommunicerar med de elever som natt en hogre niva.

Av intervjuerna framgick det att eleverna generellt sett inte ansag geometri som nagot
spannande. Detta synsitt kommer naturligvis ha en negativ inverkan pé deras inldrning da det
kommer vara svérare for dem att hitta motivation att studera. Deras perspektiv pad geometrin
bekriftade dven min teori om att elever generellt sétt ser geometri som négot abstrakt som
aterfinns 1 matematikboken.

Vad géller ldrarnas kontribution sa ar det intressant att inte fler gor som Lérare 3 och gor mer
uppgifter som sedan kan sparas och ateranvindas. Jag tycker detta dr ett utmérkt system dir
man dven kan tdnka sig att forbéttra uppgiften allt eftersom man uppticker eventuella brister.
Jag tror dven det kan gynna eleven mycket, da matematiklektionernas uppldgg blir mindre
statiska dér eleven inte redan innan lektion vet vad som ska hédnda.

Skulle jag gjort om min undersékning och haft den information jag nu har hade jag
formodligen fordndrat min uppgift och istéllet valt uppgifter som mer fokuserat pa sjédlva
analysen av geometriska former. Det hade nu i efterhand eventuellt varit mer givande att se
olika grader av analysformaga da det var dér jag upplevde stora brister hos eleverna.

Det hér arbetet har varit mycket givande for mig da den teoretiska delen ndrmast 6ppnade en
ny mystisk dorr till ett av matematikens morkare horn. Jag har dven fatt en béttre forstaelse
for hur elever tolkar och arbetar med geometri vilket ar ndgot jag kommer ha stor nytta av i
min arbetskarridr.
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8. Slutsatser
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Vad giller den myriad av pastaende kring det gyllene snittet och hur den anvénds finns det
valdigt lite 1 form av konkreta bevis. Ménga av de sa kallade bevis som skapats dr starkt
beroende pé osdkra métningar dér det oftast blir ndgot som &r ndra gyllene snittet men inte ett
exakt svar. For att konkretisera sa kan man alltid fa fram gyllene snittet ndgonstans, beroende
pa hur tjocka linjer man ritar som dr grund for berdkningen.

For att dterkoppla till mina ursprungliga fragestéllningar vilka var:

e Hur kan geometriundervisningen se ut 1 en gymnasieskola?
e Vad ér det gyllene snittet och var dyker det upp genom historien?
e Hur ser elevers geometriforstielse ut pa gymnasiet?

Samtliga av dessa anser jag att jag har utforskat och besvarat med hjilp av mina
litteraturstudier, intervjuer och undersékningar.

Studien av det gyllene snittet har varit vildigt givande, da det fatt mig att dels inse hur mycket
matematiken finns 1 naturen omkring oss 1 form av logaritmiska spiraler eller 1 former som
pentagrammet. Det dr badde oerhdrt intressant men ocksé ndgot som kan vara en resurs for mig
som ldrare nir jag konstruerar lektionsplaner i inte bara geometri, utan dven andra omraden.
Det finns dven grund for att gora ett &mnesdverskridande projekt dir man inkluderar
matematik med t.ex. naturkunskap.

Att kursplanerna dndrades till att mer betona verklighetsexempel tyder dven pa att det ar ett
problem som fler identifierat i den svenska undervisningen.

Larares och elevers instéllning till geometriundervisningen visar en vilja att bryta de monster
som de uttrycker som enbart handlar om att komma forbi uppgifter som finns 1
kurslitteraturen och lirarna ansig att idén om gyllene snittet var god. Aven om en del av
matematiken som ligger till grund for t.ex. fraktaler eller logarimiska spiraler ar for hog for en
gymnasieelev, kan man anvédnda det som inspirationskélla och konstruera uppgifter med detta
som utgangspunkt. Vad géller Cheops-pyramiden kan man tdnka sig en uppgift som utformas
som ett mysterium, dir elevens uppgift ar att forsoka lista ut om det gyllene snittet faktiskt
kan hittas.

Mainniskokroppen som dven den pastds uppvisa gyllene snittet bade hér och dér kan dven den
anvindas som grund for uppgifter istéllet for att lata eleven stindigt arbeta med en bok.
Genom att gora det kan matematikundervisning g& mer mot en form av laborativ upplevelse
dér vérlden omkring oss agerar som material for inldrning istéillet for boken de ar vana vid.
Detta arbetssitt kan vidare styrkas genom att det nyligen i Lgr11 tillades ett centralt innehall
som behandlar problemldsning.

Trots de bristfdlliga bevisen finns dir uppenbarligen en stor fascination kring det gyllene
snittet. Det rader heller inga tvivel om att man faktiskt kan anvénda det ndr man sjilv
konstruerar uppgifter. Det kan bidra till att ett stdrre intresse for matematik uppstar, samtidigt
som man arbetar mer med verkliga exempel som kopplas till vér kulturella historia.
Uppgifterna kan dd dven utformas sé att problemlosning kommer in pé ett annat vis, dér man
kan koppla in samtliga Van Hiele-nivaer samtidigt. Frutom att det kan gora det léttare for
lararen att identifiera vilken niva en elev befinner sig pd, kommer det uppmérksamma eleven
pa att matematik, det dr inget som bara finns 1 en bok utan ¢verallt omkring oss.
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Bilaga 1
Intervjuguide - Lirare

Inledande fragor
Generella

Hur ldnge har du arbetat som matematiklérare?
Hur lédnge har du arbetat pd skolan?

Hur ser en typiskt geometrilektion ut for dig?
Vad anser du ir en bra geometriuppgift?

Har du hort talas om van Hiele-nivaer?

Uppfoljningsfragor
Mer specifika fragor som riktar sig till geometri.

e Hur ldnge har du anvént dig av denna metod 1 undervisningen?
e Har du uppmérksammat ett speciellt omrade som verkar svarare for eleverna?
e Hur I6ser eleverna problem?

Sonderade fragor
For konkreta exempel.

e Har du ndgon geometriuppgift som du kan visa som du anser vara bra?

e Hur skulle du introducera ett nytt begrepp inom geometrin?
e Brukar du ha grupparbeten?
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Bilaga 2
Intervjuguide - Elev

Inledande fragor
Generella

Vad innebar matematik for dig?

Hur ser en typisk matematiklektion ut?

Ar det ndgon speciell matematiklektion du kommer ihag extra bra?
Vad innebér geometri for dig?

Vad tycker du om kurslitteraturen?

Vad tycker du om lararens genomgéngar?

Uppfoljningsfragor
Mer specifika fragor som riktar sig till geometri.

e Ar det nigot speciellt du har svart med i geometriundervisningen?

e Ar du noggrann nir du skriver ner dina 18sningsgangar?
e Brukar du hinga med pd genomgéngarna?
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Bilaga 3
Vad sdgs?

[1]Alva: Ah men det hdr har vi ju gjort!

[2}Bjorn: Sd det dr alltsa en pyramid

[3]Alva: Det dir ju sant som ni vet.. man tar ena sidan...

[4]Bjorn: Ar det en fyrsidig eller tresidig?

[5]Alva: Det dr ju en sdn..

[6] Christian: Det dr ju en fyrsidig, det ser du ju hdr.

[7]Bjérn: Ar det ndigon som kan formeln till volymen av en pyramid?
[8]Bjorn: Ska vi tdnka logiskt sd borde det vara den... ganger den ganger hojden...
[9]Bjorn: Jag kollar upp snabbt pd telefonen.

[10]Alva: Alltsd, den sidan, ska ju vara en tredjedel.

[11]Bjorn: Basen ganger hojden delat med tre.

[12]Alva: Aja da dr det bara att kéra pd, basen ganger hojden delat med tre...

[13]Bjorn: Dd har vi tvd okdnda och det dr ju inte sd bra...Vi kan kalla volymen for X.
[14]Alva: Men det spelar ju ingen roll

[15]Bjorn: Nej det har du rdtt i.

[16]Alva: Men de tar ju ut varandra...

[17]Bjorn: Nja, sd ldtt kan det inte vara.

[18]Alva: Men dr det inte basytan man ska anvinda?

[19]Bjorn: Jo det dr det ju saklart, ddliga kdllor, wikipedia!

[20]Alva: Ja men da dir det den da!

[21]Christian: Men da dr det, 3.83 gdanger 3.83 dd.
[22]Bjorn: Men ska man ta alla sidorna da eller? Ganger 4?
[23]Alva: Nej det dr arean du ska ta, inte omkretsen.
[24]Bjorn: A juste.

[25]Bjorn: Nu tog jag den gdnger sig sjdlvt, skulle jag det?
[26] Bjorn: Men vi har ju inte héojden...

[27]Alva: Nu hamnade vi i samma situation som innan...

[28]Bjorn: Det dr svart att veta vad som dr relevant...vi mdste ju veta vad h dr i alla fall.
[29] Christian: 3.10 stdr ju ddr av ndgon anledning.

[30]Bjorn: Ja men den finns inte med i formeln.

[31]Christian: Nej men den finns ju med ddir

[32]Christian: Den stdr ju ddr av ndgon anledning.

[33]Alva: Kan man inte rikna ut arean pd alla sidorna...?

[Léngre paus hir dér de ténker]

[34]Alva: Men den ddr, den dr ju rdtvinklig.

[35]Alva: Pythagoras eller?

[36]Bjorn: Ja det maste det vara...

[37]Bjorn: Ja vi har ju alla sidorna...fér volymen behover vi h.

[38]Alva: Men kolla hdr, vi vet att den dr 3.10, den dr i mitten och dd gdr den ner sd...
[39]Alva: Om man riknar ut skillnaden hdr och drar in kanske den blir kortare...

[40] Christian: Nej...
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[41]Bjorn: Men om vi ska gora den hdr, vi har ju basen.
[42]Alva: Ja nu dr det ju enkelt.
[43]Alva: Fast hdlften da.

[44]Bjorn: Dd tar vi den hdr ganger sig sjdlv

[45]Bjorn: Dd dr det x° nu.

[46]Alva: Men alltsa den dr ju inte hilften sd lang, det dr ju diagonalen.
[47]Bjorn: Ah nej det dr ju inte samma som den. Den kan ju inte vara 16 och den 3.
[48]Alva: Hur kan man hitta diagonalen pa den da?

[49]Bjorn: Det dr en triangel, som vi har mdtten pd... det dr Pythagoras sats igen.
[50]Alva: Gud vilken lang uppgift!

[51]Bjorn: 3.83 ganger 3.83 sd plus varandra
[52] Christian: Sen roten ur ocksd.

[53]Bjorn: Di dr x’= 29.34
[54]Bjorn: Dd dr detta ldngden pd diagonalen.
[55] Christian: Sa 2.7...

[56]Bjorn: Nu kan vi gora Pythagoras sats pa den andra ocksd..
[57]Alva: Som vi tinkte frdn bérjan.

[58]Bjorn: Ta 2.7 ddr istdllet
[59]Alva: Sa
[60] Christian: Sen roten ur ocksda?

[61]Alva: Men det blev ju samma som den andra sidan
[62]Bjorn: Ah ja men det dr klart det maste vara det
[63] Christian: Sd vi gjorde allt detta innan i onodan?
[64]Bjorn: Sa gar det om man dr dum!

[65]Alva: Okej men nu kan vi atminstone fd ut héjden.

[66]Alva: 1.915 nu, sen 3.10
[67]Bjorn: Sen ska vi ta roten ur det hdr, om jag forstdtt rditt.
[68]Bjorn: Sa det blir cirka 2.44

[69]Bjorn: Nu kan vi rdkna ut den hdr ekvationen i.a.f! Volymen
[70]Bjorn: Nu vet vi vad h dr, sd stoppa in det ddr bara.

[71]Alva: Volymen blir alltsd 35.8, avrunda till 36.
[72]Alva: Sen en tredjedel av 36 ocksd

[73]Bjorn: 12 blir det dd, det dr nya volymen alltsa.
[74]Alva: Gor det bakldnges nu bara

[75]Bjorn: 12 = och da mdste vi ha mattet. Basarean ganger hojden delat pd tre
[76] Christian: Basen ska vara samma.
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[77]Alva: Men dd dr vi néstan klara, basen dr 14.66, men dd vet vi inte hojden. Den gdanger
den...
[78]Bjorn: Sa da har vi bara h kvar. Dela bdda sidorna med 14.66 nu. Det blir 2.45, hdrligt!
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