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palavras-chave

resumo

Modelo de Kuramoto, sincronizagdo, transi¢cdes de fase, redes complexas,
campos aleatérios

Neste trabalho é estudado o modelo de Kuramoto num grafo completo, em
redes scale-free com uma distribuicdo de ligagdes P(q) ~ ¢~7 e na pre-
senca de campos aleatérios com magnitude constante e gaussiana. Para
tal, foi considerado o método Ott-Antonsen e uma aproximacdo “annealed
network” . Num grafo completo, na presenca de campos aleatérios gaussia-
nos, e em redes scale-free com 2 < v < 5 na presenca de ambos os campos
aleatdrios referidos, foram encontradas transi¢cdes de fase continuas. Con-
siderando a presenca de campos aleatdrios com magnitude constante num
grafo completo e em redes scale-free com v > 5, encontraram-se transi¢des
de fase continua (h < v/2) e descontinua (h > v/2). Para uma rede SF com
v = 3, foi observada uma transicdo de fase de ordem infinita. Os resulta-
dos do modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de campos
aleatdrios com magnitude constante foram comparados aos de simula¢des,
tendo-se verificado uma boa concordancia. Verifica-se que, independente-
mente da topologia de rede, a constante de acoplamento critico aumenta
com a magnitude do campo considerado. Na topologia de rede scale-free,
concluiu-se que o valor do acoplamento critico diminui a3 medida que va-
lor de v diminui e que o grau de sincronizacdo aumenta com o aumento
do ndmero médio das ligacdes na rede. A presenca de campos aleatérios
com magnitude gaussiana num grafo completo e numa rede scale-free com
7 > 2 ndo destrdi a transicdo de fase continua e ndo altera o comportamento
critico do modelo de Kuramoto.
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In the present work, a random field Kuramoto model is studied in complete
graphs and scale-free networks with the degree distribution P(q) ~ ¢~ 7, ta-
king into account constant random fields with constant magnitude as well
as gaussian distributed. For this purpose, the Ott-Antonsen method and the
annealed-network approximation are used. A continuous phase transition is
found in the case of complete graph and gaussian random fields, and in
the case of scale-free networks with 2 < v < 5 in the presence of random
fields with both constant and gaussian magnitude. In the case of random
fields with a constant magnitude and the architectures: complete graph and
scale-free network with v > 5, both first (b > /2) and second (h < v/2)
order phase transition are found. In a scale-free network with v = 3, it is
revealed an infinite order phase transition. The numerical results for random
field Kuramoto model with constant magnitude in complete graph are com-
pared to simulations and a good agreement is found between the theoretical
approach and simulations. It is shown that the critical coupling increases
when increasing the field magnitude, independently of network topology.
For scale-free networks, the critical coupling decreases when decreasing
and the synchronization degree increases when increasing the mean degree
of the network. In the case of complete graph and a scale-free network
with v > 2, gaussian random fields do not destroy the continuous phase
transition and do not change critical behavior of the Kuramoto model.
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Capitulo 1

Introducao

A sincronizacao é um fenémeno que ocorre em sistemas onde a interagao dos elementos
conduz a sua coordenacao. Este fenémeno estd presente em diversos exemplos na natureza,
como na luz intermitente produzida pelos pirilampos, no gorjear em unissono dos grilos, nas
células pacemaker do coracao (células responsaveis pelo ritmo cardiaco), entre outros E] O
ciclo circadiano, um ciclo biolégico de aproximadamente 24 horas, inerente a maioria dos seres
vivos e influenciado por fatores externos como a luz, temperatura, marés e ventos, constitui
outro exemplo de sincronizacao. Este ciclo tem origem na atividade sindptica do ntcleo
supraquiasmético (SCN) do hipotdlamo anterior, que constitui um conjunto de multiplos
osciladores circadianos auténomos designados por células-relégio. Em [2] foi monitorizada
a frequéncia (firing rate) destas células-relégio, provenientes de um rato, e concluiu-se que
o ciclo circadiano associado a este ser vivo era determinado pela média dos periodos das
células-relogio. Apesar de individualmente exibirem fases e periodos distintos na mesma
cultura, a sua interacao conduz ao fenémeno de sincronizacao e origina um unico periodo: o
ciclo circadiano.

Em 1665, Christiaan Huygens, fisico-matematico e inventor do relégio de péndulo, descre-
veu pela primeira vez o fenémeno de sincronizacao quando observou que péndulos suspensos
lado-a-lado passariam a movimentar-se a mesma frequéncia e desfasados de 180°. Huygens
concluiu que este tipo de coincidéncia entre os dois péndulos resultava de movimentos imper-
cetiveis de um referencial comum aos dois elementos E] O fenémeno de sincronizacao esteve
associado a dois elementos em interacao até 1966, ano em que Wiener impulsionou a ideia
de uma sincronizagao a uma escala maior quando constatou que na natureza, sistemas cons-
tituidos por varios elementos que revelavam uma componente periddica, sincronizavam-se.
Apesar de introduzir esta ideia pioneira, Wiener nao fez progressos matematicos significati-
vos neste campo @] Os progressos foram realizados por Winfree, em 1967, ao considerar uma
familia de osciladores quase-idénticos, fracamente acoplados e caracterizados por uma fase e
uma frequéncia natural intrinseca. No ambito de uma aproximacao de campo médio, em que
cada oscilador “sente” o ritmo coletivo gerado pelos restantes, Winfree previu a existéncia
de transigoes de fase na dinamica da familia de osciladores: observou que nenhum estado de
sincronizacao ocorria no sistema para uma interacao fraca entre osciladores; aumentando a
interagao, a partir de um certo valor critico, um estado parcial de sincronizacao emergia ﬂa]
Em 1975, Kuramoto desenvolveu um modelo que se tornou no modelo de exceléncia para o



estudo da sincronizagao ao descrever as ideias de Winfree na forma matemaética ﬂa]

d; al
—r =wit D T (0= 6), (1.1)
j=1

sendo N o numero total de osciladores, #; a fase do oscilador 7 = 1, ..., N, w; a sua frequéncia
natural e I';; a funcao de interacao entre o oscilador j e o oscilador i. Kuramoto resolveu
este conjunto de equagoes para um acoplamento total entre osciladores (cada oscilador i esta
acoplado aos restantes), mediado por uma fungao de interagao sinusoidal,

Pji((gj — 61) = %Sin(ej — (92), (1.2)

onde K representa a constante de acoplamento. Quando se tem ¢; = 6;, os osciladores
apresentam a mesma fase, i.e., estdo sincronizados, e por isso o termo da interacao é nulo;
para ; = 0; + 5, o termo de interagao ¢ K, que tera de ser forte o suficiente para ultrapassar
a dispersao das frequéncias naturais e induzir assim a sincronizacao, i.e., terd de ser superior
ao acoplamento critico, K.. Por outras palavras, quando K < K., todos os osciladores
encontram-se dessincronizados, enquanto que para K > K., emerge uma fracao de osciladores
sincronizados no sistema. Esta fracao aumenta a medida que a interacao entre osciladores se
torna mais forte. Este é o comportamento da transi¢ao de fase de segunda ordem prevista
por Winfree.

Embora Kuramoto tenha desenvolvido um modelo onde todos os osciladores interagem
entre si, em geral, os osciladores podem nao interagir com todos os outros osciladores do sis-
tema. Isto é, os osciladores podem formar entre si uma rede com uma determinada estrutura,
diferente de um grafo completo como no caso estudado por Kuramoto. Uma rede ou um
grafo consiste num conjunto de nodos ligados entre si por conexoes (links). Redes complexas,
por definicao, sao redes com arquiteturas mais complexas do que as redes classicas aleatorias,
cuja distribuigao de conexdes obedece a distribuicao de Poisson |7]. Muitos dos sistemas re-
ais, como é o caso das redes neuronais, possuem a estrutura de uma rede complexa ﬂé] e sao
caracterizados pela presenca de hubs (nodos com elevado nimero de conexoes), loops (um
“percurso” na rede que liga o nodo a si préprio) e apresentam natureza small-world (pequeno
mundo, onde a maioria dos nodos sao alcancados pelos restantes num nimero reduzido de
passos ﬂQ]), pelo que se concluiu que redes aleatérias simples de natureza homogénea nao
constituem uma boa representacao da arquitetura encontrada nos sistemas reais. Em 1999,
Barabasi e Albert m] propuseram um método que visa a construcao de redes com estas ca-
racteristicas, baseado num mecanismo de preferential attachment (ligagao preferencial), onde
um novo nodo ¢é adicionado a rede e ligado a outros nodos ja existentes de acordo com o
seu numero de ligagoes, de tal modo que nodos com um maior nimero de ligacoes atraem
mais fortemente as ligacoes dos novos nodos , |ﬁ|] Estas redes foram denominadas de
scale-free networks (rede SF, redes sem escala) por serem caracterizadas por uma distribuigao
de ligagoes segundo uma lei de poténcia P(q) ~ ¢~ HE] A multiplicagao de P(gq) por uma
constante nao altera a escala desta fungao, o que significa que P(q) é desprovida de escala, e
dai a denominagao.

Em ﬂﬂ@] foi estudado o modelo de Kuramoto numa rede SF e concluiu-se que a transigao
de fase do estado dessincronizado para o estado sincronizado é de segunda ordem. Apesar do
comportamento critico presente numa rede SF com ~ > 5 ser similar ao comportamento critico
encontrado no modelo de Kuramoto original num grafo completo, o mesmo nao foi observado



numa rede SF com v < 5 (as diferengas serao apresentadas no capitulo 3). Também foram
encontradas diferencas nos comportamentos criticos para os intervalos 3 < v < 5e 2 <y < 3.
Mas sera a heterogeneidade do nimero de ligagOes existente numa rede SF suficiente para
modelar sistemas complexos reais? Apesar desta arquitetura de rede apresentar nimero de
ligagoes muito desiguais entre nodos, estes permanecem semelhantes entre si.

Neste trabalho, de forma a conferir outro tipo de heterogeneidade ao sistema, considerou-
se a existéncia de campos aleatérios (com magnitude constante e gaussiana) no modelo de
Kuramoto. Similarmente ao trabalho desenvolvido em ﬂﬁ], concluiu-se que estes campos
aleatoérios locais, cujas diregoes atuam nos osciladores do modelo de Kuramoto, originam uma
“imobilizacao” aleatéria (random pinning) no sistema. O facto do pinning ser aleatério faz
com que os osciladores “sintam” o campo de formas diferentes, o que resulta numa distin¢ao
entre nodos e, consequentemente, num aumento de heterogeneidade no modelo de Kuramoto.
Note-se que a influéncia desses campos aleatérios ja foi estudada no modelo de Ising (ver,
por exemplo, @]), um modelo matematico, proposto por Ernest Ising ﬂﬂ], que descreve o
emergir espontaneo de ordem num sistema de spins a interagirem entre si. Para uma interacao
total entre spins, i.e., em que cada spin interage com todos os outros (grafo completo) € na
presenca de campos aleatorios com magnitude gaussiana, verifica-se uma transicao de fase
de segunda ordem do estado paramagnético para o estado ferromagnético ordenado, cujo
expoente critico é 5 = 1/2. Na presenga de campos aleatérios com magnitude constante, por
sua vez, verificam-se as transicoes de fase de primeira e de segunda ordem, separadas por
um ponto tricritico da temperatura HE, @] No modelo de Ising numa rede SF, a presenca
de campos aleatérios gaussianos também originam uma transicao de fase de primeira ordem
para y > 2 ﬂ]

Assim, neste trabalho vamos comecar por abordar o modelo de Kuramoto na sua forma
original, no ambito de uma rede complexa e na presenc¢a de campos aleatérios; seguidamente
é referido o método de Ott-Antonsen, que nos permite obter uma solugao analitica do modelo
de Kuramoto, e s@o apresentados os resultados do modelo para uma ligacao entre fases dos
osciladores segundo um grafo completo e uma rede SF, na presenca dos campos aleatorios
referidos. Os resultados do modelo de Kuramoto com os campos aleatérios de magnitude
constante e num grafo completo sao aqui comparados aos de simulacoes. Por fim, os resultados
obtidos sao discutidos e comparados no capitulo da conclusao.



Capitulo 2

O Modelo de Kuramoto

No seu modelo original ﬂa], Kuramoto descreveu a evolugao das fases de um sistema de
N osciladores, onde cada oscilador esté ligado aos restantes, através do conjunto de equagoes
diferenciais

N
% = w; + % Z sin(6; — 6;), (2.1)
7j=1
em que K ¢é a constante de acoplamento, 6; é a fase associada ao oscilador i = 1,..., N e w; a
sua frequéncia natural. As frequéncias naturais obedecem a uma distribuigao g(w), geralmente
simétrica e centrada na frequéncia natural média 2.

O parametro de ordem é uma grandeza macroscopica que se define em sistemas que
sofrem transicoes de fase de uma fase desordenada para uma fase ordenada, de tal modo que
o parametro de ordem ¢ nulo na fase desordenada e nao nulo na fase ordenada @] Neste
sistema de IV osciladores, o parametro de ordem ¢ definido por ]

1o
z=re? = N Z eili, (2.2)
j=1

onde r(t) mede a coeréncia das fases e ¥(t) representa a média das mesmas. A representagao
esquemdtica do pardmetro de ordem, presente na Fig. 2], ajuda-nos a compreender melhor
a dinamica das fases: cada ponto correspondente & fase de um oscilador, 6;, ¢ disposto ao
longo de um circulo trigonométrico unitario; o angulo ¢ é a média das fases e r mede o
grau de sincronizagao. Quando a interagao entre osciladores é fraca ou inexistente, o sistema
apresenta-se dessincronizado e as fases estao distribuidas uniformemente ao longo do circulo
trigonométrico unitario. Nesta situacao tem-se r ~ 0 ] A medida que se fortalece a
interagao, os osciladores sincronizam-se entre si e o valor de r aumenta até ter-se r ~ 1, que
corresponde a um estado de sincronizagao total ]

De forma a visualizar o caracter de campo médio do modelo de Kuramoto, é conveniente
reescrever a Eq. (2.1]) em termos do parametro de ordem ] Para tal, multiplicam-se ambos
os lados da Eq. (Z2) por e e isolam-se as partes imaginarias,

N
rsin(e — 0) = % S sin(0) — 6). (2.3)
j=1

4



Figura 2.1: Representagao esquematica do parametro de ordem da Eq. (Z22)): os pontos pretos
correspondentes as fases dos osciladores, 0, estao dispostas ao longo do circulo trigonométrico
unitario; v representa a média das fases e r mede a coeréncia das mesmas: quanto maior o
grau de sincronizacao do sistema, maior o valor de r. Figura adaptada de ﬂﬂ]

Substituindo na Eq. (2.1), obtém-se

@i _ w; + Kr sin(y — 0;), (2.4)
dt
concluindo-se assim que cada oscilador interage com os restantes através das quantidades de
campo médio: r e 1 [21].

Verifica-se que a familia de osciladores se divide em dois grupos: osciladores com frequéncias
naturais perto do centro da distribuigao g(w) s@o os primeiros a sincronizarem-se, apresen-
tando uma frequéncia e fase média: 2 e 1), respetivamente; osciladores com frequéncias
afastadas do centro de distribuicao continuam dispersos ao longo do circulo trigonométrico
unitario. A este estado da-se o nome de sincronizacao parcial. A medida que K aumenta,
mais osciladores sao adicionados a este “cluster” sincronizado até ser atingido um estado de
sincronizacao total (r = 1) ] O valor do acoplamento que define a transicao do estado des-
sincronizado para o estado de sincronizacao parcial corresponde a constante de acoplamento
critico, K..

A constante de acoplamento critico pode ser deduzida a partir da Eq. (24]). Uma vez
interessados em solugdes estaciondrias, tem-se que () roda uniformemente com velocidade
angular 2 e r(t) = r. Por outro lado, alterando o referencial para o referencial de rotagao,
w — Q+ w, tem-se ¥(t) = 1, que sem perda de generalidade vamos assumir ¢ = 0. Daqui
resulta um parametro de ordem real, z = r, e a Eq. (Z4)) é reescrita

s = w; — Krsinb;. (2.5)
dt

Nesta forma podemos constatar os dois grupos de osciladores anteriormente referidos: oscila-
dores com frequéncias naturais |w;| < Kr apresentam fases bloqueadas em v e a frequéncia
Q) (no referencial original); osciladores com frequéncias naturais |w;| > Kr, continuam disper-
sos ao longo do circulo trigonométrico unitério e possuem um movimento caracterizado por
recorrentes aceleragoes e desaceleragoes [21]. Por existir uma fracao de osciladores dispersos
num estado de sincronizacao parcial e de modo a manter o parametro de ordem constante
nesse estado, Kuramoto assumiu uma distribuicao estacionéria para o conjunto de osciladores



dispersos e introduziu a fungao

p(0,w) = # (2.6)

 |w— Krsinf|’

para representar o conjunto de osciladores sincronizados com fase 6 e frequéncia natural w,
em que C' é a constante de normalizagao ﬂa] O parametro de ordem, por sua vez, tem em
conta a contribuigao dos dois grupos de osciladores referidos e o seu valor constante tem que
ser consistente com a Eq. ([22]). Deste modo, a partir de uma condigao de auto-consisténcia,
define-se

<ei0> = <ei6>bloqueado + <ei0>dispersm (2.7)

onde ( ) é um valor expectével. Sendo (¢??) = re’ e, uma vez que ¢ = 0, tem-se

r= <ei6>bloqueado + <ei0>disperso- (28)

Para a fracao de osciladores sincronizados, o valor expectavel do parametro de ordem é dado
por

Kr
<ele>bloqueado - / COS 6((,«)) g(w) dwa (29)
Kr

uma vez que para uma distribuicao g(w) simétrica, tem-se (sin @)ploqueado = 0. Para a fracao
de osciladores dessincronizados, por sua vez, o valor expectavel do parametro de ordem é

<€i9>disper50:/ /|| « eiep(a,W)g(W)deQ, (210)
—7 J|w|>KT

que é nulo devido as simetrias g(w) = g(—w) e p(0 + m, —w) = p(f,w). Deste modo, conclui-
se que o parametro de ordem estd confinado a fragdo de osciladores sincronizados, onde as
frequéncias naturais sao

w; = Krsin6;. (2.11)

Substituindo a Eq. (211) na Eq. (29), obtém-se a expressao para o parametro de ordem ﬂﬂ]

r= Kr/2 cos® 0 g(Krsinf)d, (2.12)

jus
2

que apresenta duas solugoes: a solucao trivial, r = 0, correspondente ao estado dessincroni-
zado e a solucao positiva, r > 0, que corresponde ao estado sincronizado. A estabilidade de
cada uma destas solugoes depende do valor de K, sendo que quando uma ¢é estavel, a outra é
instavel. A solugao nao nula satisfaz a equacao
w/2
K cos? @ g(Krsinf)d = 1, (2.13)
—7/2

a partir da qual se deduz a expressao para a constante de acoplamento critico, ﬂﬂ]

Ko=——0. (2.14)



Segundo uma distribui¢ao Lorentziana,

1
g(w) = @1 (2.15)

a solucao positiva do parametro de ordem apresenta-se

_ B K (2.16)
T = K N .

ue é valida para K > K., com K. = 2. Este foi o resultado que Kuramoto demonstrou em
E] Assim, conclui-se que para K = K., ocorre no sistema uma transigao de fase continua (de
segunda ordem) do estado dessincronizado para o estado sincronizado, i.e., r cresce a partir
de 0 até 1 segundo uma lei de poténcia cujo o expoente critico é 5 = 1/2 (ver, por exemplo,
ﬂﬂ]) Este resultado serd demonstrado no capitulo 3.

Em geral, os osciladores podem nao interagir todos entre si. Neste caso, o oscilador 7 é
definido como sendo um nodo na rede, o qual esta ligado a ¢; outros nodos, sendo estes ¢;
nodos os unicos que interagem com o oscilador i. A conexao entre osciladores, por sua vez,
¢ representada pela matriz de adjacéncia, a;;, que toma valor 1 se existir uma conexao do
oscilador 4 para o oscilador j ou 0 caso contrario. Note-se que este ¢ o caso geral, pois a;;
pode ser diferente de aj; no caso de um grafo direcionado. Assim, para uma rede complexa,
a evolugao das fases dos osciladores é descrita por ﬂ]

db, al
1 .
—L =Wt KZ ai; sin(6; — 6;), (2.17)
7=1
que é geral para qualquer arquitetura de rede E] De forma a permitir a resolucao analitica
da Eq. 2I7) para N — oo osciladores, consideramos uma aproximagao do tipo “annealed
network” (rede “recozida” em traducao livre), que se baseia na substitui¢ao de a;; pelo seu
valor médio [7]
q:q;
{ai;) = ’
YT Ng)
onde (g) é o numero médio de ligagdes entre nodos (mean degree). A principal ideia desta
aproximacao é substituir a rede complexa por um grafo completo weighted (“pesado”), em
que os “pesos” das ligacoes correépondem ao numero de ligacoes do par de nodos em causa.

Assim, a Eq. ([2I7)) é redefinida 12, @]

(2.18)

N
do; Kg; )
— = w; ; 0; — 0, 2.19
dt Wi + N<q> ]Zlq] Sln( J Z) ( )
e o parametro de ordem
1 XN
z=reV = ——) ¢ €%, (2.20)
N{q) jzl !

Neste caso, a contribuicao de cada nodo tem o “peso” do niimero de ligacoes a ele associado,
pelo que, nodos com maior nimero de ligagoes tém uma contribuicao mais significativa para
a sincronizagao. Rescrevendo a Eq. (Z19]) usando a Eq. (2.20), obtém-se

% = w; — Kq;rsin(0; — ). (2.21)



De forma a facilitar a compreensao do modelo de Kuramoto no ambito das redes comple-
xas, considere-se uma rede aleatéria nao direcionada com N = 4 nodos, presente na Fig.
Quando o acoplamento entre nodos ¢é fraco ou inexistente, as fases nao estao correlacionadas e

Figura 2.2: Rede aleatéria nao direcionada com N =4 e (q) = 1.5.

apresentam valores distintos, como se observa na Fig. 2.3} para um acoplamento nao nulo, as

L [(@)]

04
0.35
03
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

&Ho

Figura 2.3: (a) Representacao esquematica das fases (pontos pretos) de um sistema de N =4
osciladores, dispostos na rede da Fig. ([22]). Na auséncia de acoplamento, verifica-se que as
fases nao se encontram correlacionadas. (b) Distribuigao gaussiana das frequéncias naturais:
wy (circulo), we (quadrado), ws (tridngulo), wy (hexagrama).

fases evoluem de acordo com a Eq. (2I7)). Integrando as quatro equagdes resultantes, cujas
frequéncias naturais estao definidas na Fig. 23] e substituindo as fases obtidas na Eq. (Z20),
obtém-se r e 1. As equagoes foram integradas para um tempo (7') suficientemente grande,
de forma a r e 1) se estabilizarem (estado estaciondrio). Para um acoplamento fraco, essa
estabilizacao nao ocorre independentemente do intervalo de tempo considerado. Na Fig. 2.4],
podemos observar as evolugoes das fases com o acoplamento K: verifica-se que quanto maior
o acoplamento entre os osciladores, maior sera r e, consequentemente, maior o grau de sincro-
nizacao do sistema que é caracterizado por fases cada vez mais similares entre si. Na Fig. [2.4]
(a), apesar de se ter K < K, verifica-se r > 0. Este é um resultado que surge por consi-
derarmos uma sistema finito, pelo que ocorrem sempre flutuacées no parametro de ordem.



Neste caso em especifico, por o sistema ser composto por tao poucos osciladores, as flutuagoes
podem ser enormes.

G}

1.0,0,%

Figura 2.4: Evolugao das fases (pontos pretos) de N = 4 osciladores, dispostos na rede
aleatdria da Fig. 22 com o acoplamento K. Para K reduzido as fases ndo se encontram
correlacionadas. A medida que se aumenta K, as fases vao sincronizando-se e apresentam
valores cada vez mais similares entre si, o que resulta no aumento do parametro de ordem
(linha a preto): (a) K = 0.1, (b) K = 1.0, (¢) K = 3.0. O tridngulo preto corresponde a
média das fases, 1, que foi encontrado, juntamente com r, a partir da Eq. (220).

A passagem de um grafo completo para uma rede complexa confere um certa heteroge-
neidade ao sistema de osciladores, mais propriamente a interacao entre nodos. Contudo, os
nodos continuam similares entre si e perceber o fenémeno de sincronizacao em sistemas reais é
ainda uma questao em aberto ﬂ, B, %] Neste trabalho, de forma a considerar um outro tipo
de heterogeneidade entre nodos, introduzimos no modelo de Kuramoto um campo aleatério

[12),

—

h(¢) = h(cos(¢),sin(¢)), (2.22)

caracterizado pelo angulo ¢ e pela magnitude h, que vamos assumir serem quantidades nao
dependentes do tempo, mas que podem depender dele numa abordagem mais geral ﬂﬁ] A
energia da interagao oscilador ¢ - campo local h; é dada por

FE;, = —f;;'rfz = —h; COS(gbi — 91), (223)

em que

S

(0) = (cos(0),sin(0)) (2.24)
¢ um vetor unitario bidimensional associado a fase do oscilador ﬂﬂ] Consequentemente, a

forga resultante dessa interagao é

0F;
00;

= hl sin(gﬁi - 92), (225)

pelo que se conclui que o campo atua no sentido de forgar os osciladores a ficarem paralelos a
ele, i.e., desempenha um papel de pinning aleatério ﬂﬁ, ] Assim, verifica-se que apesar dos



nodos permanecerem iguais entre si, estes passam a “sentir” campos com diferentes direcoes,
resultando na heterogeneidade desejada. Adicionando esta forga a Eq. (2.19]), obtém-se

N
do; . .
o =W + KJEZI a;j sin(0; — 60;) + h;sin(¢; — 60;) (2.26)
e
N
—ZUJH-—E sin(6; — 6;) + h; sin(¢p; — 6;), 2.27

tendo em conta a aproximacao “annealed network”. Estas equagodes representam o conjunto
de equacoes diferenciais do modelo de Kuramoto com campos aleatérios em redes comple-
xas. Note-se que um outro tipo de desordem “quenched” (desordem constante no tempo) foi
estudada em [23], onde os autores incluiram a desordem nas frequéncias naturais.
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Capitulo 3

Comportamento critico do Modelo
de Kuramoto

Na natureza existem inimeros exemplos de sistemas que revelam transigoes de fase, como a
passagem de um gas ao estado liquido, a transicao de um estado paramagético a um magnético
ordenado, a emergéncia de uma fase supercondutora, entre outros ﬂﬂ] A familia de oscilado-
res, considerada no capitulo anterior, constitui outro exemplo de um sistema que revela uma
transicao de fase, cuja dinamica das fases obedece ao conjunto de equacoes diferenciais do
modelo de Kuramoto.

Segundo uma abordagem termodinamica, uma transicao de fase é uma mudanga abrupta
entre fases, causada pela variacao de um parametro de estado, como a temperatura T, pressao
P, ou campo magnético H [20]. As fases, por sua vez, podem ser distinguidas a partir do
parametro de ordem, ¢(X), onde X representa o conjunto de varidveis extensivas que carac-
terizam um dado sistema. Considerando uma transicao entre duas fases 1 e 2, o parametro de
ordem ¢ tal que é nulo na fase desordenada e nao nulo na fase ordenada @, ] Convencio-
nalmente, as transicoes de fase dividem-se em primeira e segunda ordem: enquanto que numa
transicao de fase de primeira ordem o parametro de ordem sofre uma descontinuidade, uma
transicao de fase de segunda ordem é caracterizada por um parametro de ordem continuo. Por
outro lado, no sistema de classificacdo de Paul Ehrenfest, podem ser consideradas transi¢oes
de fase de ordem superior, i.e., de ordem n + 1, se a descontinuidade do parametro de ordem
ocorrer na n—ésima derivada em ordem a X [20].

No capitulo anterior apresentou-se uma transicao de fase de segunda ordem no sistema
de N osciladores. Perceber o seu comportamento critico, i.e., a dindmica do sistema na vi-
zinhanca dﬂoﬁponto critico, K., requer uma andlise analitica do modelo de Kuramoto. Ott e

]

Antonsen propuseram um método que permite a resolugao deste modelo para N — oo
osciladores. Primeiro introduziram a func¢ao densidade de osciladores, F(0,w,t), que repre-
senta a fragao de osciladores que no tempo ¢, apresenta fase 6 e frequéncia natural w [26]. No

caso de uma rede complexa usando a aproxima(;éo “annealed network”, a funcao densidade
de osciladores é definida por F(0,w, q,t) e satisfaz as condigoes de normalizagao ﬂﬂ]

2
/ F(6,w,q,t) df dq (3.1)

oo 27
= / / F(0,w,q,t)d0dw. (3.2)
—o00 J0
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Em seguida, Ott e Antonsen propuseram a seguinte assungao @]

Pg)g(w)

F= =00 (L Fy 4 Fo), (3.3)
em que
o
Fi=F* =) Fu(w,qt)e™ (3.4)
n=1
€
F,(w,q,t) = a"(w,q,t). (3.5)

Uma vez que o numero de osciladores se mantém constante, F'(6,w,q,t) obedece & equagao
de continuidade

oF 0
E + % [U(H’W,q,t)F] - 0’ (36)

onde v(0,w, g,t) representa a frequéncia angular do oscilador 6, cuja frequéncia natural é w e
o nimero de conexdes é ¢, e assume a forma da Eq. (Z19), podendo ser reescrita

K A A
v(0,w,q,t) =w+ 2_zq <ze_’9 - z*e’9> , (3.7)

em que z* é o complexo conjugado do parametro de ordem. A ser considerado um sistema

com N — oo osciladores, o parametro de ordem deve ser definido no limite continuo, ou seja,
na forma

B 1 oo 400 2 0
z(t) = @/1 dq q/_oo dw/o F(f,w,q,t)e”do. (3.8)

Tendo em conta a fungao F'(6,w, q,t) definida na Eq. (33]), o tltimo integral em 6 da Eq. (3.8)
tem solucao P(q)g(w)a*(w,q,t), pelo que o parametro de ordem fica

[ qP(q) [T ) o (e .
2(t) = / o / o) @"(w..t) ddy (3.9)

Substituindo agora as Eq. 83) e (81) na Eq. 3.4), e projetando o resultado num espago
gerado pelas fungdes base ¢ (n > 0), obtém-se

3F+ g @ —i0 _ _x _if _@ * 10
ot 20 KWF 2 (ze Ze) Fe| == 7 (8.10)

Tendo em conta as Eqs. (4] e (8.3]), é obtida uma equacao para a(w,q,t),
K
&+ iwa + Tq (za® — 2*) =0, (3.11)
cuja solucdo estaciondria (& = 0) é
‘ 2
_[é_“(;r+,/1—(K“;r), se |w| < Kqr,
o [ ey B (3.12)
— —(=F) |, selw| > Kgr

12
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e satisfaz a condigao || < 1, necesséria para a convergéncia da Eq. (3.4]).

Vimos que uma solucao estacionaria implica 1/) = ) e, consequentemente, 1 (t) = Qt + 1)y,
pelo que o parametro de ordem pode ser rescrito z = re'(%+%0) Dada a simetria rotacional
do sistema, podemos rodar o referencial e definir w +— w4 €2, que origina 1y = 0. Deste modo,
podemos deduzir a expressao do parametro de ordem, r, no estado estacionario,

r=pen) = [ a2 [ o g0 +0) - (7 ) (3.13)

<Q> —Kqr qu

e da velocidade angular de grupo,

Q= (w)— /OO dqm/ 9w+ Q) sign(w) Vw? — (Kqr)? dw, (3.14)
1 <Q> |w|>Kqr

onde

+oo
(wy = / g(w) w dw (3.15)
—0o0

é a frequéncia natural média. Note-se que a fungao sign(w) atribui o sinal de w ao integral da
Eq. 3I4). Considerando uma distribuigao de frequéncias naturais g(w) simétrica em relagao
ao seu valor médio, este integral anula-se e obtém-se {2 = (w). Contudo, a solugao encontrada
é mais geral e estende-se para redes nao-triviais com distribuigoes de frequéncias assimétricas,
como Basnarkov e Urumov mostraram em resultados anteriores [27].

Tendo em conta a presenca de campos aleatérios, a frequéncia angular do oscilador 6 é
definida v(0,w, q, h, ¢,t) e assume a forma da Eq. (Z271]), podendo ser rescrita

v(0,w,q,h,t) = w4+ Kqrsin(y —6) + hsin(¢ — 0) (3.16)
_ Kq, 0 oy, Noie—0)  io—9)
= w+ 5; (ze ze )—{—21,(6 e ).

O parametro de ordem, por sua vez, é definido

B 00 q P( C]) 2 e’} +o00 .
2(t)= | ——— dg £(¢) do | dh f(h) g(w) a*(w,q,1) dw, (3.17)
1 (@) 0 0 —00
onde f(h) e £(¢) correspondem as distribui¢oes de magnitude e das diregoes dos campos,
respetivamente. Seguindo o procedimento anteriormente usado, obtemos
oF; 0

9Fy L O _Ka o D oio-g)
En +36(UF+)— 5 2 ¢ +2e (3.18)

e, consequentemente, tem-se a equagao para a(w, q, h,t),

K ho A
&+ iwa + 7q(za2 —2") 4 5( 2l _ e71%) = 0, (3.19)

cuja solugao estaciondria é

2 2_,,2__ —i 2 2,2
AVA?24+B? —w? —wB—i(Aw+BV A2+ B2 —w )’ se |W| < /A2+BQ

( b ¢) A2+B2 (3 20)
oW, q, N, ’
2_A2_R2_ ; 2_A2_R2_
ByVw?—-A2—-B Bj;—jr(l;l;/w A2—-B Aw)’ se| | > /A2 B2,
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com

A= Kqr+ hcos¢ (3.21)

e
B = hsin ¢. (3:22)
Considerando uma distribuigdo uniforme das diregoes, i.e., £(¢) = 1/2m, e a rotacao do

referencial w — w + €2, obtém-se o parametro de ordem real

_i u M - w elopglw )
r=5 d¢/ o dq/o dhf(h)/g( +Q) Re(aow,q 1) dw. (323

Para a distribuigao de Lorentz, definida na Eq. (2I5]), tem-se

2 i 2,2 i
(Kartheon )y (Kar Th oo G (an 7w hoins g || < /(R ¥ reos g ¥ (R 92

Re(ag(w,q,h, ¢)) = (3.24)

hsin ¢y/w2—(Kqr+hcos $)2 —(hsin ¢)2—w hsin -
o (I((qZ:Lhccfszﬁ)2)+(i(Lsisnli;)2) —, se |w| > \/(Kqr + hcos ¢)? + (hsin¢)?,

pelo que o parametro de ordem fica

po L %dqb/oodh £(h) /oo dq 129 Kqr + heos¢ . (3.25)

21 Jo 0 1 (@) \/(qu+hcosd>)2+h251n2¢+1+1
De forma a simplificar a notagao, vamos designar o lado direito desta equacao G(r). Nas
secgoes que se seguem serao consideradas as arquiteturas de grafo completo e de rede scale-
free, na presenca de campos aleatérios com magnitude constante e gaussiana. A resolucao da
Eq. [3.23) ditard o tipo de transi¢do de fase ocorrida do estado dessincronizado para o estado
sincronizado. Assim, a fim de se obter o seu comportamento critico, serd feita uma expansao
de Taylor da fungao G(r) na vizinhanga de K.

3.1 Grafos completos

Num grafo completo, todos os nodos estao ligados entre si (Fig. Bl). Considerando um
grafo com N nodos, cada nodo apresentard N — 1 ligacGes com os restantes, pelo que a
probabilidade de um nodo ter g ligagoes é dada por

P(q) = 6(g— N +1). (3.26)

CNAX
A

Figura 3.1: Representacao de um grafo completo nao direcionado com N = 10 nodos, onde
cada nodo estd conectado a todos os outros. Figura adaptada de @]
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Tendo em conta o conjunto de equagoes diferenciais do modelo de Kuramoto, definido na
Eq. (ZI7), vimos que ao ser considerado um grafo completo com a;; = 1, estamos perante
o modelo original de Kuramoto, definido na Eq. (2). Na sua forma original, o parametro
de ordem apresenta as solucoes r = 0 para K < K., e r ~ /K — K, na vizinhanca de K,
pelo que se conclui que a transicao de fase é de segunda ordem, apresenta o expoente critico
B =1/2 e ocorre para K. = 2, no caso de a distribui¢ao de frequéncias ser uma distribuigao
Lorentziana, Eq. ([2.13). Contudo, desde que Yeung e Strogratz HE] reportaram transicoes
de fase de primeira ordem no modelo, ao considerarem interagoes time-delayed (atrasos do
tempo, i.e., nao instantaneas), tem sido vasta a procura de transigoes de fase descontinuas
no modelo de Kuramoto. Em @], por exemplo, foi identificada uma transicao de fase de
primeira ordem no modelo, quando resolvido o método Ott-Antonsen para um grafo completo
e considerando um termo de inércia adicional d?6;/dt?. Em B], por sua vez, também foram
detetadas transicoes de fase de primeira ordem no modelo ao serem consideradas distribuicoes
de frequéncias naturais triangulares, Gaussianas, Lorentziana e Lorentziana bimodal, e uma
constante de acoplamento K |w;|.

A introdugao de campos aleatorios no modelo de Kuramoto e a forma como estes influen-
ciam a sincronizagao é um tema ainda nao estudado. Embora campos uniformes ja tenham
sido adicionados ao modelo em ﬂﬂ], nao foram realizadas as generalizagOes aqui consideradas,
nomeadamente a de campos aleatérios. Assim, nas subsecgoes que se seguem, serd estudada a
Eq. (8.23) num grafo completo e na presenca dos campos aleatérios com magnitude constante
e gaussiana.

3.1.1 Campos aleatérios com magnitude constante

Considere-se a presenca de campos aleatorios com magnitude constante, cuja distribuicao
da magnitude obedece a

f(z)=0(z — h). (3.27)
Substituindo esta funcao e a Eq. (320) na Eq. (825]), obtém-se

_ 1 27rd¢ Kr+ hcoso
21 Jo V(KEr+hcos¢)? +h2sin?¢p+1+1

., (3.28)

Neste trabalho estamos interessados em estudar o comportamento da transicao de um estado
nao sincronizado para um estado sincronizado. Para um campo nulo, h = 0, a Eq.(328]) é
dada por

Kr

T B Il 529

e apresenta as solucoes r = 0 para K < K. e

_ B2 (3.30)
r= e .

para K > K., com K, = 2. Uma vez que para K — K., 1/V K é praticamente constante, a
solucao nao nula assume a forma de r ~ VK — K, pelo que se conclui uma transicao de fase
de segunda ordem, cujo expoente critico é § = 1/2, de acordo com o demonstrado em ﬂa]
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Para h > 0, o comportamento critico e o valor do acoplamento critico podem ser deduzidos
a partir da expansao de Taylor da funcao G(r), definida no lado direito da Eq. (3:28]), na
vizinhanca de K., quando r << 1:

G(r) = G(0) + G'(0)r + G”(o)@ + G”’(o)@ + (3.31)
o T .

Demonstra-se que os termos com derivadas de ordem par sao nulos, pelo que se obtém

(Kr)®

r=wu(h)Kr +v(h) 5 +0(r?), (3.32)
() = (3.33)
1 '
3 1 9  h?

v(h) =

IR +§<h2+1)5/2. (3.34)
O valor critico do acoplamento, K., pode ser obtido na resolugao da equacao r = G(r), da
seguinte forma: na Fig. B2l podemos observar a fungdo r = r (linha tracejada a preto), e
as funcgoes G(r) para h = 1 e para os valores de acoplamentos: K = 2K, (curva a rosa),
K = K, (curva a vermelho) e K = K_./2 (curva a azul), obtidas a partir da integragdo da
Eq. 328)). Verifica-se que quando K < K., tem-se G(r) < r para r > 0, o que significa que
a equagao 7 = G(r) apresenta apenas a solugao trivial, r = 0. Para K > K., por sua vez,
tem-se G(r) > r para um dado intervalo de 7, pelo que a solucao da equagao r = G(r) surge
para r > 0. Por fim, para K = K, tem-se r = G(r) para r = 0, e além disso

G'(r=0)=1. (3.35)

Note-se que esta condicao separa os dois cendrios, de haver apenas a solugao trivial, e do
surgimento da solugao nao-trivial. Derivando analiticamente a funcao G(r) e igualando esse
resultado a unidade, obtém-se

K. = L =2Vh?+ 1. (3.36)
u(h)
Deste modo, conclui-se que a constante de acoplamento critico pode ser obtida a partir do
primeiro termo da expansao de Taylor. Para um campo nulo, tem-se K. = 2, de acordo com
a Eq. (330).
O comportamento critico da transicao, por sua vez, é deduzido a partir do termo ciibico
da expansao, onde da Eq. (832) apresenta as solugdes r = 0 para K < K. e

ro= 2(h*+1) (K — K.)'/?, (3.37)

2
K3(2 — h?)
para K > K.. Note-se que a expansao de Taylor apenas é valida para uma transicao de fase
continua, onde a solucao nao nula é real, i.e., para

K- K.
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Figura 3.2: Resolugao grafica da equagao r = G(r), definida na Eq. (3:28]) para h = 1 e para
os acoplamentos: K = K./2 (curva a azul), K = K, (curva a vermelho) e K = 2K, (curva a
rosa). Conclui-se que para K = K, (r << 1) a fungao r = r (reta preta tracejada) e a fungao
G(r) ambas apresentam declive igual a 1, pelo que é possivel obter o valor de K., definido na

Eq. 330), a partir da Eq. ([B.35]).

Para solugoes nao reais, por outro lado, a suposicao que r << 1 nao deverd ser valida, o
que significa que havera uma descontinuidade na vizinhanca de K. e a transicao de fase sera
de primeira ordem. Assim, a partir da anélise da Eq. (8.38]), conclui-se que ocorre uma
transicao de fase de segunda ordem para h < v/2 e uma transicio de fase de primeira ordem
para h > /2. Similarmente s generalizacoes consideradas na Eq. (330), a transicio de fase
continua apresenta o expoente critico § = 1/2.

O numero de pontos de intersecao entre as fungoes r = r e G(r) indica-nos também o
tipo de transicao de fase em causa: para uma transicao de fase de segunda ordem existem
dois pontos de intersecao para K > K., correspondentes a solugao trivial instavel e a solugao
estavel, respetivamente (ver Fig. B.2)); para uma transicao de primeira ordem, por outro lado,
podem ser encontrados até trés pontos de intersecao: a solucao trivial e duas solucoes nao
nulas. A resolu¢do numérica da equagao r = G(r) pode ser visualizada na Fig. B3] na
forma 7 — G(r) = 0. Graficamente, verificam-se trés pontos de intersecio para h = 2 (h > /2,
transicao de fase de primeira ordem) e dois pontos de intersegao parah =1 (h < V2, transicao
de fase de segunda ordem).

Na Fig.34l (a) e (b) podemos visualizar o parametro de ordem 7 em funcao do acoplamento
K para estes dois tipos de transicoes de fase, onde as curvas foram obtidas a partir das solugoes
numéricas da Eq. (328). Na Fig. B4l (a) verifica-se uma transigao de fase de segunda ordem,
uma vez que estamos perante um campo aleatério com magnitude h = 1 (h < v/2). Na
Fig. B4 (b), a magnitude do campo é h = 2 (h > v/2) e a presenca de um ciclo histerese
é um indicativo de uma transicao de fase de primeira ordem. Este ciclo surge a partir das
trés solugoes numéricas encontradas na Eq. (B:28)). Nesta situagao, o sistema salta do estado
r = 0 para o estado r > 0.

Recordando a teoria de Landau, na transicao de fase de segunda ordem, o potencial
termodinamico ®(¢) apresenta duas solugoes para K > K.: uma estavel correspondente ao
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r—-G(r)

-4t

Figura 3.3: Solugoes da equagao r — G(r) = 0 para h = 2 e K = 4.5 (curva a azul) e para
h=1e K = 3.0 (curva a vermelho). Verifica-se que para h = 2 (transicao de fase de primeira
ordem) a equacao apresenta trés solugoes e para h = 1 (transigao de fase de segunda ordem)
a equacao apresenta duas solugoes. O numero de solugoes da equacao em causa € indicativo
do tipo de transicao de fase ocorrida.

minimo global » > 0 e uma instavel, correspondente ao maximo local » = 0. Assim, para
K > K. o sistema vai permanecer na solucao estavel.

Para transicoes de fase de primeira ordem, por sua vez, a sincronizacao resulta de saltos
discretos de Barkhausen ﬂ, , ], i.e., a sincronizacao de dois osciladores pode conduzir
a sincronizacao de uma fracao macroscépica de N osciladores se isso for energeticamente
favoravel. Neste tipo de transicao de fase, ao contrario do que acontece numa transicao de
fase de segunda ordem, existem dois valores criticos de K: K. e K. Para K < K., o
sistema mantém-se no estado r = 0 que ¢é tnica solucao estavel do potencial termodinamico
de Landau. Quando K = K., surge em ®(¢) uma nova solugdo: um ponto sela (r > 0),
visivel na Fig. BAl (a). Fazendo aumentar K, o ponto sela dd origem a um ponto estédvel
ro (re > 0) e a um ponto instavel r; (11 < 72), que corresponde ao maximo local (ver
Fig. (b)). Quando o sistema se encontra num desses minimos, uma perturbacao tera de
ser significativamente forte para ultrapassar o maximo local e fazer evoluir o sistema para o
minimo seguinte. Daqui resultam os saltos da histerese. Para K = K5, por sua vez, o ponto
instével colide com o ponto estdvel e origina novamente o ponto sela (Fig. (c)), e para
K > Ko, existe unicamente a solucao estavel ro > 0.

A relagao entre os valores criticos do acoplamento e a magnitude do campo aleatério pode
ser observada na Fig. B.6l onde para cada valor de h, foi encontrado um valor critico do
acoplamento, que é a solugdo numérica da Eq. (828)). Uma vez que o nimero de solucoes
desta equagao varia consoante o tipo de transicao de fase, é de esperar um unico K. para a
transicao de fase continua e dois valores do acoplamento critico para a transicao descontinua.
Graficamente, verifica-se que para h < v/2, a transicdo de fase permanece continua (de se-
gunda ordem) e sem a presenca da histerese; a partir desse valor (h = v/2), a transicio
torna-se descontinua (primeira ordem) e passam a existir os valores criticos: K. e K. Este
ponto (h = \/5) constitui um ponto tricritico, um ponto de encontro das transigoes de fase
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Figura 3.4: Parametro de ordem r em funcao do acoplamento K do modelo de Kuramoto
num grafo completo e na presenca de campos aleatério com magnitude constante. (a) h = 1:
o sistema permanece num estado nao sincronizado (r = 0), para K < K., com K, de acordo
com a Eq. (B30]). A partir desse valor e & medida que se faz aumentar K, maior serd o nimero
de osciladores sincronizados e, consequentemente, maior serd r. (b) h = 2: o sistema salta
de um estado nao sincronizado (linha a preto) para um estado sincronizado (linha a azul).
A linha a vermelho, entre K. e K., corresponde aos pontos instdveis e as linhas pretas a
tracejado definem os limites do ciclo de histerese. As curvas foram tracadas a partir das
solugoes numéricas da Eq. ([B.28).

de primeira e de segunda ordem. Na figura podemos observar que K., K. e K. aumentam
com h. Este resultado surge do efeito de desordem (“pinning effect”) provocado pelo campo,
pelo que é necessario um acoplamento maior entre os osciladores para compensar esse efeito
e induzir a sincronizagao. Daqui resultam constantes de acoplamento critico maiores.

3.1.2 Campos aleatorios gaussianos

Considere um campo aleatério gaussiano, cuja distribuicao obedece a

(3.39)

1 —(h2 + h2)
)= 5 o[58

202

Substituindo esta fungao de distribuicao e a Eq. (326) na Eq. 825, e transformando o
sistema de coordenadas para o de coordenadas polares, obtém-se:

1 oo Kr+h
" T o2 / d¢/ dh h e /27 rtheosé ) (3.40)
T Jo 0 \/(Kr+hcos¢)2+h2s,in2¢+1+1

com h = /h2 + hz. Usando o procedimento anterior, chega-se a expansao de Taylor

K o] K 3 [ee]
r= l/ dh h e 7?27 y(h) + (rK) / dh h e "2 y(h) + O(r), (3.41)
0

o2 602 Jo
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Figura 3.5: Potencial termodindmico de Landau, ®(¢), juntamente com os pontos estaveis
(PE), pontos sela (PS) e ponto instével (PI), correspondentes a: (a) K = K., (b) Ko <
K<Koe (C) K =K.

com u(h) e v(h) definidos nas Eqs. (833]) e (8:34]), respetivamente. A partir do primeiro termo
da expansao, obtém-se a constante de acoplamento critico,

0,2

KC = oo ’
Jo° dh b e=h?/27%u(h)

(3.42)

que se reduz a K, = 2 para (h) =0 (¢ = 0). A Eq.41]), por sua vez, apresenta as solugdes
r=0para K < K. e

_ —60 1/2

" \/ KK3 [ dh b e=1?/20% v(h) (K - Ke) (3.43)
para K > K., com K, definido na Eq. (8:42]). Note-se que o radicando é positivo para qualquer
valor de o desde que o integral em h seja negativo. Deste modo, verifica-se que a solucao nao
nula é sempre real no intervalo de K considerado, pelo que se conclui que a transicao de fase
é de segunda ordem e apresenta o expoente critico § = 1/2. Na Fig. B.7 podemos observar o
parametro de ordem r em fun¢ao do acoplamento K, para o ~ 0, 0.8, 1.6, correspondente aos
valores médios de campo (h) = 0, 1,2, respetivamente, onde as curvas foram obtidas a partir
das solugbes numéricas da Eq. (3:40]). Verifica-se que para (h) = 2 jd nao surge um ciclo de
histerese como se observou no modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca do
campo aleatério com magnitude h = 2. Graficamente, observa-se que K. aumenta a medida
que (h) aumenta. Este é o resultado esperado pois é necessario um acoplamento maior para
contrariar o efeito de desordem provocado pelo campo.

A relacao entre o e K. pode ser visualizado no diagrama de fases presente na Fig.
os pontos pretos constituem as solugbes numéricas da Eq. ([340), para um dado valor de
o, e a curva tedrica (curva a preto) foi obtida a partir da Eq. (842). Uma vez que na
presenca de campos aleatorios com magnitude gaussiana ja nao se verificam transicoes de fase
de primeira ordem, tem-se apenas uma constante de acoplamento critico para cada valor de
o. Para 0 — 0o observa-se uma relacao de linearidade no diagrama de fases, que pode ser
demonstrada a partir da Eq. [3:42]), onde o integral tem solucao

% peh?/200 1 1
/(; dhﬁ\/Q—_i_l = Z V 27 exp <@> o|l— erf % . (344)
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Figura 3.6: Diagrama de fases do modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de
campos aleatérios com magnitude constante. A curva a preto foi obtida a partir da Eq. (8.30])
e corresponde a uma transicao de fase de segunda ordem que ocorre para h < v/2. O ponto
h = /2 (ponto preto) constitui um ponto tricritico a partir do qual surge a transicao de
fase de primeira ordem e, consequentemente, os dois valores criticos do acoplamento: K.
(curva a azul) e K. (curva a vermelho), que foram obtidos a partir das solugdes numéricas
da Eq. (3.28]). No diagrama de fases podemos visualizar as regioes I, IT e 111, correspondentes
ao estado dessincronizado, a regiao da histerese e ao estado sincronizado, respetivamente.

Para 0 — oo, tem-se erf(0) ~ 0, ficando a expressao reduzida a /2w o/4. Consequentemente,
obtém-se a relacao linear

K.~ C o, (3.45)

com C = 4/7/8.

3.1.3 Comparacao entre a teoria e a simulagao

Nesta subseccao sao comparados os resultados obtidos através de simulacoes com os re-
sultados numéricos para o modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de campos
aleatérios com magnitude constante. Nas simulagoes resolveu-se a Eq. ([2:26]) com o método
de Euler, de forma semelhante ao exemplo ilustrativo estudado no capitulo 2 para uma rede
com 4 nodos. Usou-se para o efeito do mesmo um passo discreto At = 0.001 e um grafo
completo com N = 10 nodos. A partir da Fig. 3.3}, verifica-se que os resultados numéricos da
simulagao (pontos e curvas a tracejado) estao de acordo com a solugao numérica da Eq. (3:28])
(curvas a azul e a vermelho), o que por um lado valida a andlise analitica em causa, e por
outro mostra que uma rede com 10% nodos se comporta de forma semelhante a um grafo
infinito.

21



0.7F

0.6

0.3

0.1r

K

Figura 3.7: Parametro de ordem r em funcao do acoplamento K do modelo de Kuramoto
num grafo completo e na presenga de um campo aleatério gaussiano com os valores: (h) = 0,
o = 0 (curva a azul); (h) = 1, 0 ~ 0.8 (curva a vermelho) e (h) = 2, 0 ~ 1.8 (curva a
preto). As curvas foram obtidas a partir das solugdes numéricas da Eq. [340). Verifica-se
que para estes parametros de campo, a transicao de fase é de segunda ordem e ocorre para o
K. definido na Eq. ([3.42).

3.2 Redes scale-free

Numa rede scale-free (SF) (Fig. BI0), a distribuicao das ligagoes decai segundo uma lei
de poténcia ﬂﬁ]

P(q) ocq . (3.46)

A topologia deste tipo de rede é definida pelo valor do expoente 7: enquanto que para
2 < v < 3, atopologia ¢ caracterizada pela presenca de hubs, que confere uma heterogeneidade
as ligacoes entre os nodos da rede, para v > 3, a presenca de hubs é quase inexistente e a
rede assemelha-se a uma rede aleatéria simples (tree-like). Note-se que muitos sistemas reais
apresentam uma arquitetura de rede SF com 2 < v < 3 ﬂ, |ﬁ|] Para v < 2, por sua vez, a
estrutura afasta-se bastante da topologia tree-like E] Neste intervalo de v tem-se (q) — oo
e a aproximacao annealed network deixa de ser vélida, i.e., a;; o< 1/(q) — 0, pelo que vamos
apenas considerar distribuicoes com v > 2.

Usando os métodos anteriores, demonstra-se que numa rede SF a transi¢ao de fase do
estado dessincronizado para o estado sincronizado é de segunda ordem, ocorre para

K,=—1 (3.47)

que é valido para vy > 3, e apresenta os expoentes criticos = 1/2 para uma rede SF com
v>5ef=1/(y—3) para uma rede SF com 3 < v < 5, que estd de acordo com ﬂﬂ]

Para uma rede SF com + > 5 e na presenca de campos aleatérios com magnitude constante,
tal como para um grafo completo, foi detetada uma transicao de fase de primeira ordem. Para
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Figura 3.8: Diagrama de fases do modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca
de campos aleatérios gaussianos. Os pontos pretos correspondem as solugdes numéricas da
Eq. 340) e a curva tedrica (a preto) foi obtida a partir da Eq. (:42]). No diagrama de fases
encontramos as regioes I e III, que correspondem aos estados dessincronizado e sincronizado,
respetivamente.

14 do que foi estudado em ﬂﬂ], aqui também foi estudado o limite 2 < v < 3, cuja transicao
de fase encontrada é de segunda ordem, ocorre para K. = 0 e apresenta o expoente critico
B = (y—2)/(3 7). Estudou-se ainda o limite v = 3, cuja transicdo de fase é de ordem
infinita e surge para K. = 0. Estes resultados serao mostrados nas subseccoes seguintes.

3.2.1 Campos aleatérios com magnitude constante

Considerando campos aleatorios com magnitude constante, cuja distribuicao esta definida

na Eq. B217), a Eq. (828 é reescrita

1 [ *  qP(q) Kqr + hcos ¢
r=— | do | dq ,
21 Jo 1 (@) V(Kqr+hcos¢)? + h2sinp+ 1+ 1

(3.48)

com P(q) de acordo com a Eq. (840), para v > 2. Fazendo uma expansao de Taylor na
vizinhanca de K, (r << 1), obtém-se

= <q—2> U T 3 <q—4> v ﬁ o
P K u) K o) S+ 00, (3.49)
onde
(¢") = /IOO q" P(q) dq (3.50)

corresponde ao momento de ordem n e as funcoes u(h) e v(h) estao definidas nas Eqs. (8.33))
e (334), respetivamente. Dados os limites de convergéncia do quarto momento, esta expansao
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Figura 3.9: Comparagao de resultados numéricos da simulagao realizada (pontos e curvas a
tracejado) com as solugoes numéricas da Eq. (B:28) (curvas a azul e a vermelho). Os resultados
destas simulagoes foram obtidos pela Dr. Sooyeon Yoon.

de Taylor s6 é vélida no intervalo v > 5. Assim, do primeiro termo da expansao, deduz-se o
valor critico da constante de acoplamento,

Kol L (3.51)

(¢%) u(h)’

que se reduz a Eq. (841), para h = 0 (e quando se considera uma distribuigao Lorentziana
das frequéncias naturais na Eq. (2I5])). Do termo cibico obtém-se o comportamento critico,
onde a Eq. (8.49) apresenta as solugdes r = 0 para K < K. e

r=2(h?+ m/% (K — K.)'/2, (3.52)

para K > K., que por sua vez é real para

715 = ;g >0, (3.53)
uma vez que (¢") > 0,V n € N. Similarmente ao modelo de Kuramoto num grafo completo
e na presencga de campos aleatérios com magnitude constante, numa rede SF com expoente
v > 5, a transicdo de fase é de segunda ordem para h < /2 e de primeira ordem para
h > v/2. Na Fig. BII, podemos observar este resultado para uma rede SF com v = 6 e
para os campos h = 0,1, 3, onde as curvas foram obtidas a partir das solugdes numéricas da
Eq. 348). Verifica-se que para h = 0 e h = 1 (h < v/2) a transicdo é continua; para h = 3
(h > +/2), por sua vez, observa-se um ciclo de histerese, como o esperado para uma transicao
fase de primeira ordem. Graficamente, também se verifica que K, aumenta com h (efeito de
desordem do campo).
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Figura 3.10: Representacao de uma rede scale-free. As cores presentes na rede indicam os
nodos com maior nimero de ligagbes: ¢ = 33 (vermelho); ¢ = 12 (azul); ¢ = 11 (verde).
Figura adaptada de @]

Considerando agora o intervalo 2 < v < 5, com a excecao de v = 3 que sera considerado
mais adiante, é conveniente reescrever a Eq. (3:48]) na forma

_ [T P@)a .
r—/l @ Go(Kqr) dq, (3.54)

com

1 [ Kqr + hcos(¢)
Go(Kqr) = —
olar) 2 Jo  \/(Kqr+ hcos(¢))? + h2sin?(¢) + 1 + 1

do. (3.55)

Neste caso, integra-se duas vezes por partes o integral até se obter um termo convergente
no intervalo de v considerado. Para facilitar esta andlise, introduz-se a mudanga de varidvel
x = Kqr, obtendo-se

C acg*z Go(xo) xaw& G (zo) :anr?’ 1 /OO ,
r= — + + Gy 7 3dx | ,(3.56
( P ¢ ) B O e B A (3:56)

sendo g = Kr e C a constante de normalizacao de P(q), definida por

1

C = T 5 -
S daa™

(3.57)

Na vizinhanca de K, tem-se z9 << 1, pelo que os termos Gy(x¢) e G{(zo) podem ser obtidos
a partir das expansoes de Taylor,
v(h
Go(zo) = wu(h) zo+ % x5+ O(x) (3.58)

Ghiro) = uh)+ W 03+ 0,
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Figura 3.11: Parametro de ordem r em func¢ao do acoplamento K do modelo de Kuramoto
numa rede SF com v = 6 e na presenga de campos aleatérios com magnitudes: h = 0 (curva
a rosa), h = 1 (curva a azul claro) e 3 (curvas a prato, a vermelho e a azul). As curvas da
figura foram obtidas a partir das solugoes numéricas da Eq. (8.48]). Verifica-se que para h = 3
a transicao de fase é de primeira ordem, o que se conclui da presenca do ciclo de histerese:
o sistema salta de um estado dessincronizado (linha a preto) para um estado sincronizado
(curva a azul escuro). As linhas pretas a tracejado definem os limites do ciclo de histerese.
Para h = 0 e h = 1, as transicoes de fase sao de segunda ordem e ocorrem para um K,

definido na Eq. (BX1)).

com u(h) e v(h) definidos nas Eq. (833)) e (834]), respetivamente. O integral, por sua vez,
pode ser separado em

e8] o8 o
/ Gy a2 " de = / Gy ™7 3da — / Gy 277 3 da. (3.59)
T 0 0

0

No intervalo de ~ considerado (2 < v < 5), o primeiro termo do lado direito desta equagao,
resulta numa constante dependente da magnitude do campo. No segundo termo, por sua vez,
pode ser efetuada uma expansao de Taylor de G{j(z), uma vez que no intervalo [0, zg], tem-se
x << 1. Daqui resulta

v(h) 2y

o (3.60)

o (o.0]
/ Gy o 73 dx = / Gy o 3dx —
T 0

0

Substituindo todas as expansdes de Taylor efetuadas e este ltimo resultado na Eq. (350,
obtém-se

v(h)
6(y —5)

(Kr)3 +

¢ <UM)uaﬂ+

r=—
¥—3

()

Para « > 5 e na vizinhanca de K = K, o termo r é superior a r7~2, pelo que se considera
77~2 uma correcao de ordem superior que pode ser desprezada. Substituindo na Eq. (361,

r -2 o0
%/0 Gy(x) x=7 3 dx>. (3.61)
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os valores

(@) =—— (3.62)

(q") = —— (3.63)

obtém-se a Eq. (3.32).
Para 3 < v < 5, o tltimo termo da Eq. B81)), »—7*3, é superior a 72, pelo que a equacio
é rescrita

T o~

c u(h) r (KT)772 > " T x—7+3 T
[ (Kr)+ )/0 Gy () d (3.64)

(a) [v—3 (2-706 -~

e apresenta as solucoes: r =0 para K < K. e

9 _ 1/(v=3) -
[<q2> K. Kv<g>fi°° Gg()x) z—7+3 d:c] (K~ K02, (3.65)

para K > K., com K, definido na Eq. (B.5I]). Verifica-se que a solu¢ao nao nula é sempre
real, indicando que a transicao de fase é de segunda ordem e apresenta o expoente critico
B =1/(v — 3). Este resultado vai ao encontro do resultado encontrado em [12], para h = 0.
Dado este intervalo de v, tem-se § > 1/2, pelo que a transicao de fase vai sendo mais “suave”
a medida que v diminui.

Considerando-se agora o caso 2 < vy < 3, tem-se como termo dominante o ltimo termo

da Eq. (861]), ficando
C  (Kr)p? - —7+3
TN@(Q—’Y)(?’—’Y)/O Go(x) x dz, (3.66)
que apresenta as solucoes r =0 e

[ @e-ynE-y V0P K 2)/(-3)
Oy G (x)ar3de

: (3.67)

que é sempre real para K > 0, pelo que ocorre uma transicao de fase de segunda ordem para
K. =0, cujo expoente critico é § = (2 —v)/(y — 3). Neste intervalo de v, o expoente critico
cresce de 0 até infinito.

Nas Fig. (a) e (b) podemos observar o comportamento do parametro de ordem r
em funcao do acoplamento K, para uma rede SF com (a) v = 4 e com (b) v = 2.5, na
presenca dos campos aleatérios com magnitude h = 0, 1,3, onde as curvas foram obtidas a
partir das solucdes numéricas da Eq. ([E54). Observa-se que para h > /2, o comportamento
é qualitativamente o mesmo que h < v/2 e que o valor de K, diminui com a diminuicao de ~.
Isto deve-se ao facto da probabilidade de existirem nodos altamente conectados, que facilitam
a sincronizacao, aumentar a medida que v diminui. Este resultado pode ser mostrado na
substituicao de {¢?) (definido na Eq. (862)) e de {q) = C/(y — 2) na Eq. (351, resultando
na expressao da constante de acoplamento critico em funcao de ~,
=3 1

L (3.68)

Re=0 00wy
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Nesta forma pode-se concluir que K. diminui a medida que se faz diminuir v > 3. Na Fig.
(a) verifica-se que K. aumenta com h, resultado que surge do efeito de desordem provocado
pelo campo. Na Fig. (b), como era de esperar, a transigao de fase de segunda ordem ocorre
para K. = 0, independentemente do valor de h. Contudo, os osciladores vao-se sincronizando
mais dificilmente & medida que h aumenta (para um mesmo K, tem-se r(hy) > r(ha) se
hy < hz).

0.91 091
(a) (b)
0.8 08f

071 071

0.6 061

0.5- 051
T

041 04r

0.3r 031
0.2- 02r
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Figura 3.12: Parametro de ordem r em fungao do acoplamento K do modelo de Kuramoto
numa rede SF com (a) v =4 e (b) v = 2.5, e na presenga de campos aleatérios com magnitude
h =0 (curva a azul), h = 1 (curva a vermelho) e h = 3 (curva a preto). Verifica-se que a
transicao de fase é de segunda ordem independentemente do valor de h e de «y considerados.
Em (a) o K. esté definido na Eq. (B51); em (b) tem-se K, = 0.

Os diagramas de fases do modelo de Kuramoto numa rede SF e na presenca de campos
aleatérios com magnitude constante podem ser observados nas Fig. B3 (a) e (b), para os
expoentes v = 6 e v = 4, respetivamente. Na Fig. (a) o diagrama de fases apresenta-se
de acordo com a transicio de fase de primeira ordem encontrada para h > /2. Compara-
tivamente ao diagrama de fases do modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca
de campos aleatérios com magnitude constante, tem-se uma regiao II menor. A menor area
é uma outra representagao daquilo que se pode ver na Fig. BI1] (comparar as Figs. B4 (b)
e BIT]). Verifica-se assim que a alteragao da topologia faz com que a regiao da histerese seja
menor. Na Fig. (b), por sua vez, o diagrama de fases é tipico de uma transigao de fase
continua. Os pontos pretos correspondem as solu¢oes numéricas da Eq. (3:48]), para um dado
h e para v = 4, e a curva tedrica foi obtida a partir da Eq. (351]). Neste diagrama de fases
observa-se uma relacao de linearidade entre h e K., para valores altos do campo. De facto,
para h — 0o, tem-se

1 1

u(h)—)h—Fﬁ—%

+o (3.69)
pelo que a Eq. (BE])) fica

Ko~ 250, (3.70)
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Figura 3.13: Diagramas de fases do modelo de Kuramoto numa rede SF e na presencga de
campos aleatérios com magnitude constante. (a) Rede SF com 7 = 6: a linha a preto
corresponde a uma transicio de fase de segunda ordem que ocorre para h < v/2. O ponto
h = /2 constitui um ponto tricritico (ponto a preto), a partir do qual surge a transicio
de fase de primeira ordem e, consequentemente, os dois valores criticos: K. (linha a azul)
e K. (linha a vermelho). No diagrama de fases podemos visualizar as regioces I, II e III,
correspondentes ao estado dessincronizado, a regiao da histerese e ao estado sincronizado,
respetivamente. (b) Rede SF com v = 4: diagrama de fases tipico para uma transicao de
fase de segunda ordem. Os pontos pretos resultam da solugdo numérica da Eq. (B48) e a
curva tedrica foi obtida a partir da Eq. (351]). Verifica-se que K. aumenta com h e que para
h — o0, existe uma relacao de linearidade no diagrama de fases.

Viu-se que para o intervalo 3 < v < 5, tem-se 8 > 1/2, pelo que é de esperar que para
~v = 3 a transicao de fase seja a mais “suave” de todas (8 — c0), i.e., seja de ordem infinita.
Este resultado pode ser deduzido a partir da Eq. (3.54]), onde para v = 3 se obtém

C B v(h)(Kr)?

15 —u(h)Krn(Kr) — Kr /000 G () ln(m)dm} , (3.71)

cujo terceiro termo é dominante. Assim, a equacao resultante apresenta as soluces 7 =0 e

r=exp G%) , (3.72)

que é sempre positiva e nunca diverge para qualquer derivada em K, pelo que se conclui que
estamos perante uma transicao de fase de ordem infinita, que ocorre para K. = 0. Vimos no
Capitulo 2 que nodos com maior nimero de ligacoes tém uma contribuigao mais significativa
para a sincronizac¢ao, o que se espera que r aumente com o aumento de (g), visto aumentar
(q) é similar a aumentar o acoplamento K da rede. Apesar deste comportamento nao ser
6bvio na Eq. (372), ele é facilmente deduzido tendo em conta que

C =2q (3.73)

(a) = 2qo, (3.74)
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pelo que a Eq. (8.72) fica
2 2
r= 0 exp <_7<q>u(h)K> . (3.75)

Nesta forma podemos afirmar que o grau de sincronizagao aumentara para um numero maior
de nodos interligados. Note-se que esta relagao entre r e (q) verifica-se em todas as topologias
de rede SF consideradas.

3.2.2 Campos aleatorios gaussianos

Considerando campos aleatérios gaussianos, cuja distribuicao estd definida na Eq (8:39]),
a Eq. (B:25]) é reescrita

[e’e) 27 [e%s)
. %/ dh h 67h2/262i/ d(b/ dq qP(q) Kqr + hcoso . (3.76)
= Jo 27 Jo 1 (@) \/(

Kqr+hcos¢)? +h2sin®¢+1+1

com P(q) de acordo com a Eq. ([3.46]). Seguindo o mesmo método anteriormente usado, a
expansao de Taylor, valida no intervalo v > 5, é dada por

_ﬁ@ = o—h?/20%, (Kr)g(q_4> 00 h2 202, r
=— <q>/0 dh h (h) + 6o <q>/0 dh h (h) +O(r®), (3.77)

com u(h) e v(h) definidos nas Eqs. (833) e ([B.34]), respetivamente. Do primeiro termo da
expansao, obtemos o valor de K,

2

KC_(q> o2 73 o

= = 3.78
(@) [;°dh h e ??27%u(h) v =2 [ dh h e /27 u(h)’ (8.78)

que é valido para v > 3. A Eq. (B77), por sua vez, apresenta as solugoes: r = 0 para K < K,
e

_ ~6(g)0?
. \/KCK3<q4> T dnne gy K~ K (3.79)

para K > K., com K, definido na Eq. (318]). Fazendo uma anélise da solugdo nao nula,
conclui-se que esta é real no intervalo de K considerado, o que corresponde a um transicao de
fase de segunda ordem, cujo expoente critico é § = 1/2. Tal como no modelo de Kuramoto
num grafo completo, a presenca de campos aleatorios gaussianos impede o surgir da transicao
de fase de primeira ordem, encontrada para o caso de campos aleatorios com magnitude
constante. A semelhanca deste comportamento com o encontrado no grafo completo deve-se
ao facto destas duas topologias serem similares entre si para v > 5. Na Fig. B.14] podemos
observar o parametro de ordem r em funcao do acoplamento K para uma rede SF com v = 6
e considerando campos aleatorios gaussianos com o ~ 0, 0.8, 1.6, correspondentes aos valores
médios de campo (h) = 0,1, 2, respetivamente. As curvas foram obtidas a partir das solugdes
numéricas da Eq. (B70]). Verifica-se que para (h) = 2 ji nao ocorre uma transicao de fase de
primeira ordem e que K. aumenta com (h) (efeito de desordem).
Para 2 < v < 5, volta a ser feita a integracao por partes do integral

1 [ e[S P
r=— dh h e 1?1?27 / dqM Go(Kqr), (3.80)
7= Jo 1 (q)
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Figura 3.14: Parametro de ordem r em funcao do acoplamento K numa rede SF com v = 6
e na presenca de um campo aleatério gaussiano com valores (h) = 0, ¢ = 0 (curva a azul),
(h) =1, 0 ~ 0.8 (curva a vermelho), (h) =2, o ~ 1.8 (curva a preto). Para estes parametros
de campo e de rede, a transicao de fase é de segunda ordem e ocorre para um K. de acordo
com a Eq. (B.78]). As curvas foram obtidas a partir da resolucao numérica da Eq. (B.70]).

com Go(Kqr) definido na Eq. (355) e obtém-se

oo ~—2 o
r= g [ ann e B )+ 2O ey - e [ Gl o a3
sendo z = Kqr e C definido na Eq. (8.57)). Viu-se na seccao anterior que certos termos desta
equacao constituem uma aproximacao de ordem superior, podendo assim ser desprezados, e
que a escolha dos termos dominantes depende exclusivamente do valor de . Deste modo,
obtemos os mesmos resultados da seccao anterior, mas agora com o integral em h. Assim, as
solugoes nao nulas (K > K,.) sao:

. (@) 0% (2—7) o (K — K.)'/073) (3.82)
(¢?) Ke K72 [°dh h e=??/27% [ G(x) 2=7+3 da ¢ '
para 3 < v < 5 e K, definido na Eq. B18), e
1/(v=3)
2
C [y dh he=h?/2* (X Gh(x) 2=7F3 da ’

para 2 < v < 3 e K. = 0. Para v = 3, por sua vez, a solu¢ao nao nula é dada por

2 2
K(g) P [ (q) JZdh h e—h2/202u(h)K] (3.84)
Conclui-se assim que para 2 < v < 5, a presenca de campos aleatérios com magnitude

gaussiana nao altera os expoentes criticos encontrados no modelo de Kuramoto com campos
aleatérios de magnitude constante.
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Na Fig. BI5, podemos observar o parametro de ordem r em funcao do acoplamento
K para uma rede SF com (a) v = 4 e (b) v = 2.5, e na presenga dos campos aleatorios
gaussianos com o ~ 0, 0.8, 1.6, onde as curvas foram obtidas a partir das solu¢ées numéricas
da Eq. (3.:80). Verifica-se que a transigao de fase é de segunda ordem independentemente dos
parametros do campo considerados e que o valor de K. diminui a medida que se faz diminuir
v (ver Eq. (B18])). Para v = 2.5, tal como se verifica para o caso do campo aleatério com
magnitude constante, tem-se r(K, hy) < r(K, he) para hy > hy, uma vez que a sincronizacao
dos osciladores ¢é dificultada pelo efeito de desordem provocado pelo campo.

0.8 0.8
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0.3 0.3
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Figura 3.15: Parametro de ordem r em fungao do acoplamento K numa rede SF com (a)
v =4 e (b) v = 2.5, e na presenga de campos aleatérios gaussianos com valores (h) = 0,
o =0 (curva a azul), (h) =1, 0 ~ 0.8 (curva a vermelho), (h) = 2, o ~ 1.8 (curva preta). As
curvas foram obtidas a partir das solugoes numéricas da Eq. (8.80]). Verifica-se que para estes
parametros de rede e de campo a transicao de fase é de segunda ordem. Em (a) a transicao
de fase ocorre para K. de acordo com a Eq. (B18) e em (b) tem-se K. = 0.

Os diagramas de fases do modelo de Kuramoto numa rede SF e na presenca de campos
aleatdrios gaussianos podem ser visualizados na Fig. B.J6] para uma rede SF com (a) vy =6 e
(b) com v = 4.5. Os pontos pretos em (a) e (b) foram obtidos a partir das solu¢oes numéricas
da Eq. (376) e da Eq. (3:80), respetivamente, para um dado o, e as curvas tedricas obtidas
a partir da Eq. B78). Como era de esperar, K., K. e K. aumentam com o, uma vez
que se tem o  (h), é necessario um valor maior do acoplamento para contrariar o efeito de
desordem provocado pelo campo. Na Fig. (b), observa-se uma relacao de linearidade no
limite h — oo, pois dada a Eq. [344), obtém-se, K. x o. Comparativamente ao diagrama
de fases do modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de campos aleatérios
gaussianos, os declives sdo maiores para o caso de rede SF, pois de acordo com a Eq. (B.18),
os declives dependem de v e diminuem a medida que v diminui. Este resultado é devido a
existéncia de hubs nesta topologia, que facilitam a sincronizacao, pelo que os valores de K.
encontrados para cada o sao menores do que no caso do grafo completo.

Em suma, verifica-se que a presenca de campos aleatdérios gaussianos inibem o surgir de
uma transicao de fase de primeira ordem, encontrada para uma rede SF com v > 5 e na
presenca de campos aleatérios com magnitude constante. Para 2 < ~ < 5, a presenca de
campos aleatdérios gaussianos nao altera o valor dos expoentes criticos. Também se verifica
que numa rede SF, o estado sincronizado surge mais facilmente do que num grafo completo,
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Figura 3.16: Diagrama de fase do modelo de Kuramoto numa rede SF com (a) v = 6 , (b)
v = 4.5, e na presenca de campos aleatérios gaussianos. Os pontos pretos em (a) e em (b)
correspondem as solugoes numéricas das Eqs. (B70) e (3.80), respetivamente, e as curvas
tedricas (preto) foram obtidas a partir da Eq. (878]). Nos dois diagramas de fases verifica-se
que K. aumenta com o. Para ¢ — 0o observa-se uma relagao de linearidade.

uma vez que na primeira topologia existe uma maior diversidade nas ligacoes. A medida
que v diminui, os maiores hubs na rede terao mais ligacoes, pelo que o estado sincronizado
também surge mais facilmente a medida que v diminui. Segue-se o capitulo das conclusoes,
onde serao referidos e discutidos os resultados obtidos.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho foi estudado o modelo de Kuramoto num grafo completo e numa rede
scale-free (SF), na presenga de campos aleatérios com magnitude constante e gaussiana.

Comegou-se por abordar o fenémeno da sincronizacao e introduziu-se o modelo de Kura-
moto: o modelo de exceléncia para o estudo da sincronizacao num sistema de N osciladores
fracamente acoplados. Na sua forma original, Kuramoto considerou um grafo completo,
contudo, em muitos sistemas reais, os osciladores podem formar entre si uma rede com de-
terminada estrutura, diferente da estrutura de grafo completo. Muitos desses sistemas reais
apresentam uma arquitetura de rede caracterizada pela presenca de hubs, loops e propriedades
small-world. Daqui resulta a motivacao de resolver o modelo de Kuramoto numa rede SF,
de forma a compreender o fenémeno da sincronizacao em redes mais préximas dos sistemas
reais. Para se considerar outro tipo de heterogeneidade no sistema de osciladores, diferente
da existente nas ligacoes dos nodos de uma rede SF, introduziu-se no modelo de Kuramoto a
presenca de campos aleatérios, que originam um efeito de “pinning” aleatério. A contribuigao
desses campos aleatdrios jé foi considerada no modelo de Ising |16], um modelo matematico
que descreve o emergir espontaneo de ordem de um estado paramagnético para um estado
ferromagnético ordenado.

No capitulo 2, abordou-se o modelo de Kuramoto. Comecou-se por descrever o modelo
na sua forma original, onde cada oscilador estd ligado a todos os outros e, em seguida, foi
abordado o modelo de Kuramoto para uma arquitetura diferente do grafo completo, onde
cada oscilador i é definido como sendo um nodo na rede, que esta ligado a ¢; outros nodos,
sendo estes ¢; nodos os unicos que interagem com o oscilador i. Para resolver o modelo
para uma familia de N — oo osciladores, dispostos numa rede complexa, considerou-se uma
aproximacao do tipo “annealed network”, que substitui a rede complexa por um grafo com-
pleto “pesado”, em que os “pesos” das ligagoes correspondem ao numero de ligacoes do par
de nodos em causa. Por fim, foram introduzidos os campos aleatorios de magnitude h e de
direcao ¢ e foi deduzido o conjunto de equacoes diferenciais do modelo de Kuramoto numa
rede complexa e na presenca desses campos.

No capitulo 3 foi estudado o comportamento critico do modelo de Kuramoto para as duas
topologias de rede: grafo completo e rede SF, e na presenca dos campos aleatérios: de mag-
nitude constante e gaussiana. Para tal, considerou-se o método Ott-Antonsen, que permite
a resolucao do modelo de Kuramoto. Através desse método, obteve-se uma expressao para
o parametro de ordem no limite estacionario, tendo em conta uma distribuicao Lorentziana
das frequéncias naturais e uma distribui¢do uniforme das dire¢oes dos campos. De forma a
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estudar o comportamento critico do modelo nas arquiteturas de rede referidas e na presenca
dos campos aleatorios, estudou-se a expansao de Taylor do parametro de ordem deduzido,
na vizinhanca de K.. Assim, na seccao 1 deste capitulo considerou-se a topologia de grafo
completo, cujos resultados numéricos foram comparados a resultados de simulacoes na sec¢ao
3. Na seccao 2, considerou-se uma rede SF.

Os principais resultados do presente trabalho sao:

e No modelo de Kuramoto num grafo completo e na auséncia de campos aleatérios,
confirmou-se que a transicao de fase do estado dessincronizado para o estado sincroni-
zado é de segunda ordem e ocorre para K. = 2. Na vizinhanga desse valor, o parametro
de ordem assume a forma de r ~ (K — K.)? com 8 = 1/2. Assim, quando K = K.,
o grau de sincronizagao, r, cresce de 0 até 1 segundo a lei de poténcia referida, na
vizinhanca de K.. Este foi o resultado encontrado por Kuramoto no seu paper original

ld).

e No modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de campos aleatérios com
magnitude constante, ocorre uma transicao de fase de segunda ordem para h < v/2 e
uma transicao de fase de primeira ordem para h > /2. Similarmente ao comportamento
encontrado na auséncia dos campos, a transicao de fase de segunda ordem apresenta
o expoente critico f = 1/2. A constante de acoplamento critico, por sua vez, é dada
por K. = 2v/h? + 1. Para a transicao de fase de primeira ordem existem dois valores
criticos do acoplamento: K. e K., que limitam o ciclo de histerese. No diagrama
de fases podemos observar que K., K. e K. aumentam com h. Este resultado surge
do efeito de desordem (“pinning effect”) provocado pelo campo, pelo que é necessario
um maior acoplamento entre osciladores para compensar esse efeito e induzir assim a
sincronizacao, resultando em valores de K. maiores. Estes dois tipos de transicao de
fase também foram encontrado no modelo de Ising num grafo completo e na presenca
de campos aleatdrios com magnitude constante ﬂﬁ @]

e No modelo de Kuramoto num grafo completo e na presenca de campos aleatorios gaus-
sianos, a transigao de fase do estado dessincronizado para o estado sincronizado é de
segunda ordem, ocorre para K, = o2/ fooo dh h e=h*/20 (2v/h% +1)~! e apresenta o ex-
poente critico § = 1/2. Verifica-se que K, aumenta com o valor de (h), pois é necessério
um acoplamento maior para contrariar o efeito de desordem provocado pelo campo, e
que para (h) > /2 j4 ndo surge uma transicao de fase de primeira ordem. Este resul-
tado é similar ao encontrado no modelo de Ising num grafo completo e na presenca de
campos aleatdrios gaussianos, onde se concluiu apenas a existéncia de transigoes de fase
de segunda ordem HE, @] Por outro lado, ao contrario do que acontece no modelo de
Ising, em que para o > 0. nao existe uma transicao de fase, ficando o sistema sempre no
estado desordenado independentemente da temperatura, no modelo de Kuramoto nao
existe 0., ou seja, o acoplamento consegue sempre “vencer” o efeito de desordem para
um acoplamento suficientemente grande.

Uma vez que a topologia da rede SF depende do expoente ~ da lei de poténcia que define a
distribuicao das ligacoes, os resultados que se seguem sao divididos para os intervalos: v > b,
I<y<H2<y<3ey=23:

e No modelo de Kuramoto numa rede SF com v > 5 e na presenca de campos aleatérios
com magnitude constante, a transicao de fase do estado dessincronizado para o estado
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sincronizado é de segunda ordem para h < v/2 e de primeira ordem para h > 2. A
transicao de fase de segunda ordem ocorre para K. = 2(q)v/h? 4+ 1/{¢?) e apresenta o
expoente critico f = 1/2. Para h > /2 e comparativamente ao modelo de Kuramoto
num grafo completo e na presenca de campos aleatérios com magnitude constante,
verifica-se que a alteracao para uma topologia SF resulta numa regidao de histerese
menor. Na presenca de campos aleatérios gaussianos, s6 ocorre no sistema uma transicao
de fase de segunda ordem para K. = o*(q)/(¢*) [, dh he1?/20% (2y/R2 1)1 e cujo
expoente critico é § = 1/2. Tal como no modelo de Kuramoto num grafo completo, a
presenca de campos aleatérios gaussianos impede o surgir de uma transi¢ao de fase de
primeira ordem, encontrada para o caso de campos aleatorios com magnitude constante.
Nesta topologia SF a diversidade do nimero de ligagoes facilita a sincronizagao, pelo
que os valores de K. s@o menores do que para um grafo completo, onde a diversidade
das ligagoes é nula. Tanto na presenca de campos aleatorios com magnitude constante
como na presenga de campos aleatérios gaussianos, verifica-se que K. aumenta com
o valor de (h), pois é necessario um acoplamento maior para contrariar o efeito de
desordem provocado pelo campo. Nao obstante as pequenas diferencas quantitativas
entre a rede SF com ~ > 5 e o grafo completo, verifica-se que qualitativamente as
duas topologias dao origem a comportamentos criticos semelhantes. Os resultados aqui
referidos sao distintos dos encontrados no modelo de Ising numa rede SF com v > 5,
onde na presenca de campos aleatérios gaussianos se verifica uma transicao de fase de
primeira ordem [17].

No modelo de Kuramoto numa rede SF com 3 < v < 5, a transicao de fase do modelo
de Kuramoto do estado dessincronizado para o estado sincronizado é de segunda ordem
e apresenta o expoente critico f = 1/(y — 3), independentemente dos campos aleatérios
considerados. Tendo em conta o intervalo de 7, tem-se 8 > 1/2, o que significa que
quanto maior o expoente, mais “suave” se dd a transicao para o estado sincronizado.
O valor de K., por sua vez, é K. = 2(¢)v/h% + 1/(¢?) na presenca de campos aleatérios
com magnitude constante ¢ K. = a2(q)/(¢*) [~ dh he /20" (2y/hZ +1)~! na presenca
de campos aleatérios gaussianos, similarmente ao caso v > 5. Comparativamente a
topologia apresentada anteriormente, a diversidade do ntimero de ligacoes é maior, pelo
que a sincronizacao ocorre mais facilmente, o que se conclui a partir da expressao da
constante de acoplamento critico em funcgao de «y. Verifica-se assim que K. diminui a
medida que ~ diminui.

No modelo de Kuramoto numa rede SF com 2 < v < 3, a transicao de fase do estado
dessincronizado para o estado sincronizado é de segunda ordem, ocorre para K. = 0
e apresenta o expoente critico f = (2 — v)/(y — 3), independentemente dos campos
aleatorios considerados. Neste caso tem-se [ a crescer de 0 até infinito. Nesta topologia
surge a presenca de hubs, pelo que a sincronizacao aqui surge mais facilmente do que
nas topologias anteriores. Os resultados aqui referidos sao distintos dos encontrados
no modelo de Ising numa rede SF com ~ neste intervalo, onde na presenca de campos
aleatdrios gaussianos se verifica uma transigao de fase de primeira ordem [17].

No modelo de Kuramoto numa rede SF com v = 3, a transicao de fase é de ordem
infinita e ocorre para K. = 0, independentemente dos campos aleatérios considerados.
Este resultado é distinto do encontrado no modelo de Ising, onde na presenca de campos
aleatdrios gaussianos verifica-se uma transigao de fase de primeira ordem [7].
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Note-se que na auséncia de campos aleatérios, o comportamento do modelo de Ising era

similar ao modelo de Kuramoto, de onde se poderia supor que pertencessem & mesma classe

de universalidade.

Porém a consideracao de campos aleatérios vieram demonstrar que os

modelos tém comportamentos distintos. Segue-se a tabela resumo dos resultados obtidos:

h grafo completo rede SF
¥>5 3<y<h 2<y<3 vy=3
heo | T K—K, | T VK=K | roc(K—K)/0™3 | o g2-7/(-3) TO(%I;/K)
= 2(q) _ ) — —
K.=2 K. =24 K. =74 K,=0 K.=0
rooVEK—Ke | roxVE-Ke | o K)W=3) | o g@=1/(-3) exp(~1/K)
K. — 1 _ (@ rX K
h>0 ¢ = wm Ke=1mum | g - @ K. —0 K. —0
he =vV2 () | he =2 (%) ¢~ (@)ulh) c c=
h rovVEK — K. | rocVEK — K. | roc (K—K)V0™3) | g@-7/(-3) T(XMKUK)
gauss _ o2 _ {g)o? _ {g)o? _ _
Ke = 7 Ke=nre | K= e K. =0 K.=0

Tabela 4.1: Tabela dos resultados: (¥) para h < v/2 tem-se uma transicio de fase de segunda
ordem e para h > /2 uma transicio de fase de primeira ordem; F(o) = Jo dh h e /20%y(h),

com u(h) = (2v/h2 +1)7L.
Assim, as conclusoes deste trabalho sao:

e Nas arquiteturas grafo completo e rede SF com v > 5, a presencga dos campos aleatérios
com magnitude gaussiana impede o surgir de uma transicao de fase de primeira ordem,
que tinha sido encontrada para campos aleatérios com magnitude constante. Para
redes SF com 3 < v < 5, 2 < v < 3 e~y =3, adistribuigdo gaussiana da magnitude
dos campos nao altera os expoentes criticos, pelo que os comportamentos criticos sao
qualitativamente os mesmos para os dois campos.

e Para cada tipo de topologia de rede K. aumenta com (h), pois é necessario um maior
acoplamento para contrariar o efeito de desordem provocado pelo campo.

e Numa rede SF, o valor de K. diminui & medida que « diminui, devido ao aparecimento
de hubs que facilitam a sincronizacao.

e Numa rede SF, verifica-se que o grau de sincronizagao aumenta com o nimero médio de
ligagoes na rede, como era de esperar, uma vez que aumentar (¢) é similar a aumentar
o acoplamento da rede.

e Verifica-se que os resultados tedricos do modelo de Kuramoto num grafo completo e
na presenca de campos aleatorios com magnitude constante estao de acordo com as
simulacoes do modelo.

e Verifica-se 0 mesmo comportamento no modelo de Ising e no modelo de Kuramoto para
um grafo completo e comportamentos distintos entre os dois modelos quando conside-
rada uma arquitetura de rede SF.

Futuramente, seria interessante considerar campos aleatérios que rodam a diferentes frequéncias
(caso geral) e também o efeito de acoplamentos negativos (anti-sincronia) @, |. Similar-
mente ao trabalho realizado em ], também podera ser estudada a dinamica de relaxacao
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(como é que o sistema relaxa para os estados estaciondrios) do modelo de Kuramoto nas
arquiteturas de rede consideradas e na presenca dos campos aleatérios referidos.
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