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Kumpulan kampuskirjasto

Tässä tutkielmassa tarkastellaan tähtienvälisen pölyn dynamiikkaa, joka kytkeytyy sähkömagneet-
tisen säteilyn sirontaan. Klassisen mekaniikan perustavanlaatuisimpiin pyörimisyhtälöihin perustu-
va pölyhiukkasen dynamiikka ja sirontatapahtuman Maxwellin yhtälöistä juontuva dynaaminen pe-
rusta kytketään tutkielmassa uudella tavalla ratkaisemalla ongelmassa keskeinen sirontatapahtuma
sironnan integraaliyhtälömenetelmän avulla.

Lukija johdatellaan myös esiteltyyn teoriaan pohjautuvan numeerisen menetelmän äärelle. Erään
olemassa olevan sironnan integraaliyhtälöesityksen toteutuksen ympärille laaditaan viitekehys
Fortran-ohjelmistolle, joka laskee hilaverkon avulla mallinnetun homogeenisen hiukkasen dyna-
miikkaa.

Tutkielman teoreettisessa osuudessa luodaan teoreettinen viitekehys mielivaltaisen muotoisen hiuk-
kasen dynamiikalle, jossa liikeyhtälöiden voimatermit ovat seurausta sähkömagneettisesta siron-
tatapahtumasta. Lisäksi sirontatapahtumaan liittyvät elektrodynamiikan perusteet sekä itse siron-
taongelman ratkaisu pintaintegraaliyhtälöformalismilla esitellään teoreettisessa osuudessa.

Numeerisessa osuudessa esitellään hiukkasen mallinnus sekä luonnehditaan teoreettisen viiteke-
hyksen sekä olemassa olevan pintaintegraalimenetelmän yhdistävän Fortran-ohjelmiston rakenne.
Osuudessa käsitellään myös ohjelmiston toiminnan kannalta oleellisimmat algoritmit.

Liikeyhtälöitä ratkaisevan Runge-Kutta-integraattorin oikea toiminta varmennetaan työssä asetta-
malla tunnettuja tuloksia tuottavia sidosehtoja ja vääntöjä. Kosmista ympäristöä mallintavilla al-
kuehdoilla pintaintegraaliyhtälömenetelmällä lasketun sirontavuorovaikutuksen määräämä dyna-
miikka tuottaa odotettuja tuloksia. Tulosten perusteella voidaan tulkita työssä esitetyn viitekehyk-
sen olevan kehityskelpoinen, kun tavoitteena on mallintaa hiukkasdynamiikkaa erilaisissa kosmi-
sissa ympäristöissä.
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1. Johdanto

Tähtienvälinen pöly on tunnettu epäsuorasti vuodesta 1785 Uranuksenkin ensim-

mäisenä havainneen William Herschelin avaruuden pimeistä alueista tekemien

epäsuorien havaintojen kautta [1]. Täydellinen varmuus pölyn olemassaolosta

saatiin vuonna 1930 Trumplerin absorptio- ja punertumamittausten perusteel-

la [2]. Myöhemmin, vuonna 1949, Hall ja Hiltner havaitsivat toisistaan riippu-

matta tähtienvälisen pölyn määrän kanssa korreloivan galaktisen valon polarisaa-

tion, joka yleisesti oli galaktista tasoa vasten kohtisuorassa [3, 4]. Hiltner tunnisti

nopeasti polarisaation synnyttäjiksi magneettikentän suhteen orientoituneet epä-

symmetriset pölyhiukkaset [5].

Sittemmin tähtienvälisen pölyn polarisoimaa säteilyä on tutkittu ultraviolet-

tialueelta [6] lähi-infrapuna-alueelle [7]. Havainnot osoittavat tähtienvälisen pö-

lyn olevan magneettista ja mahdollistavan magneettikenttien geometrian ja voi-

makkuuden tutkimisen [8, 9]. Pölyn polarisaatio tarjoaa kattavan ja taloudellisen

tavan tutkia tähtienvälistä aluetta, mikäli pölyn orientoitumismekanismit tunne-

taan [10].

Systemaattista tähtienvälisen pölyn orientoitumista selittämään kehitettiin

useita mekanismeja. Davisin ja Greensteinin galaktisen magneettikentän aiheutta-

ma paramagneettinen relaksaatiomekanismi [8] oli ensimmäisiä, joskin sittemmin

painoarvoltaan melko mitättömäksi todettuja mekanismeja [11]. Erilaisista meka-

nismeista tietyssä tilanteessa dominoivin määräytyy monimuotoisten kosmisten

ympäristöjen mukaisesti. Kuitenkin Lazarianin pitkäaikaisen työn perusteella eräs

merkittävimmistä pölyhiukkasten orientoitumismekanimeista on niin kutsuttu sä-

teilyvääntö (Radiative Torque, RAT). Yksinkertaistettuna mekanismi perustuu epä-

symmetrisessä hiukkasessa tapahtuvan valonsironnan voimavaikutuksiin [12].

Säteilyvääntöjen tutkimuksessa käsitellään valonsirontaa enintään mikromet-

riluokan hiukkasista, jonka yhteydessä tehty numeerinen analyysi on tapahtu-

nut usein diskreettiä dipoliapproksimaatiota käyttävien numeeristen sirontaoh-
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jelmistojen, esimerkiksi Discrete Dipole Scattering -ohjelmiston (DDSCAT) [13]

avustuksella. Pölyhiukkasen orientoitumismekanismien määrän sekä numeeristen

rajoitusten vuoksi säteilyvääntömekanismin tutkimus on kattanut vuosikymme-

niä. Eri mekanismien yhteensovittaminen ja pölyhiukkasen orientoitumiseen kyt-

keytyvien tähtitieteellisten havaintojen tekeminen on ollut tutkimuksen pääosas-

sa. Kerätyn tiedon avulla on esimerkiksi määritetty galaktinen magneettikenttä

Planck-satelliitin polarisaatiodatan kautta ratkaisemalla inversio-ongelma, jossa

mitatun polarisaation avulla määritettiin pölyn pyörimiseen kytkeytyvä magneet-

tikenttä [14, 15].

Maxwellin yhtälöiden numeeriseen ratkaisuun liittyvät eri menetelmät ovat

kehittyneet viime vuosikymmeninä. Sirontaongelmissa käytettyjä menetelmiä on

useita, joista erityisesti niin kutsutut sironnan integraaliyhtälöesitykset ovat kehit-

tyneet sekä matemaattisen että numeerisen perustansa osalta. Tässä tutkielmassa

tarkastellaan yksittäisen pölyhiukkasen dynamiikkaa säteilykentässä niin teoreet-

tisista kuin numeerisista perustavanlaatuisista lähtökohdista. Pintaintegraaliyhtä-

löesityksen avulla ratkaistaan sirontatapahtuman aiheuttamat voimat tehokkaasti

hiukkasen orientaation muuttuessa, mikä mahdollistaa liikeyhtälöiden eksplisiitti-

sen integroinnin.

Työssä yhdistetään jäykän kappaleen liikeyhtälöt, hiukkasen diskretisointi-

skeema ja pintaintegraaliyhtälöesitys elektrodynaamisine perusteineen teoreetti-

seksi viitekehykseksi. Viitekehyksen mukaisesti laadittu Fortran-ohjelmisto ja sen

testitulokset niin teoreettisesti tunnetuille erikoistapauksille kuin vapaille väräh-

telijöille esitetään työn lopussa.
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1.1 Käytetyt konventiot

Tässä tutkielmassa merkitään matemaattisia ja fysikaalisia olioita selkeyden vuok-

si seuraavalla tavalla.

Symboli Kuvaus
#–

F, #–a Vektori

ê Yksikkövektori

M Matriisi

T Tensori

Tij,Mij Tensori- tai matriisikomponentti

L (Integrodifferentiaali)operaattori
˙( ) Aikaderivaatta d

dt

εijk Levi-Civita-symboli



2. Tähtienvälisen aineen
dynamiikkaa

Tähtienvälisen pölyhiukkasen dynamiikan määräävät sen liikeyhtälöt, jotka voi-

daan esittää Newtonin toisen lain mukaisesti niin etenemis- kuin pyörimisliikkeel-

le vektoriyhtälöinä

#–

F =
d #–p

dt
,

#–

N =
d

#–

L

dt
,

(2.1)

missä
#–

F on hiukkaseen vaikuttava voima, #–p hiukkasen liikemäärä ja analogisesti
#–

N hiukkaseen vaikuttava voiman momentti sekä
#–

L hiukkasen pyörimismäärä.

Kun liikeyhtälöitä käsitellään kosmisessa ympäristössä, ovat vuorovaikutuk-

set pelkistettyjä, ja yksittäinen pölyhiukkanen voi tietyissä tapauksissa olla hy-

vinkin eristyksissä muusta maailmankaikkeudesta mahdollisia sähkömagneettisia

taustakenttiä lukuun ottamatta. Tästä syystä ja hiukkasten epäsymmetrisyyden

vuoksi liikeyhtälöt jäävät vaille vahvoja reunaehtoja, eli yhtälöitä (2.1) ei ole mah-

dollista sieventää erityisen pitkälle niiden alkuperäisestä muodostaan.

Liikeyhtälöiden käsittely etenemisliikkeen tapauksessa on suoraviivaista, ja

se ohitetaan tässä luvussa. Pyörimisen liikeyhtälöt ovat sen sijaan keskiössä, tässä

luvussa esitellään viitekehys, jonka mukaisesti pölyhiukkasen liikeyhtälöiden oike-

aa puolta, eli hiukkasen vastetta ulkoisiin voima- ja vääntötermeihin myöhemmin

numeerisesti käsitellään.
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2.1. KIINTEÄN JÄYKÄN KAPPALEEN LIIKEYHTÄLÖT 5

2.1 Kiinteän jäykän kappaleen liikeyhtälöt

Avaruuspöly muodostuu kiinteistä kappaleista, joita tässä työssä approksimoidaan

jäykkinä kappaleina. Hiukkasen inertiaalikoordinaatistossa {x} hiukkasen paikka

voi muuttua ajan funktiona, kun taas hiukkasen lepokoordinaatisto {y} on kiin-

teästi hiukkasen massakeskipisteessä #–r CM, jossa hiukkasen muodostavien massa-

pisteiden hitausmomenttien summa kumoutuu,
∑

imi
#–r i = 0. Lisäksi lepokoordi-

naatiston akselit kiinnitetään hiukkaseen, jolloin koordinaatisto myös pyörii hiuk-

kasen mukana. Muodostuu klassisen mekaniikan perusteista tuttu systeemi, jonka

teoriaa käsitellään nyt mukaillen alan perusteoksia, esimerkiksi Goldsteinin, Poo-

len ja Safkon teosta [16].

Kuva 1: Hiukkasen paikka inertiaali- sekä lepokoordinaatistoidensa avulla esitettynä. Massakeski-
pisteen sijainti muuttuu ajan funktiona. Kuvassa lepokoordinaatisto on kiinnitetty hiukkasen pää-
hitausmomenttiakseleihin, jotka esitellään myöhemmin.

Hiukkanen on jäykkä kappale, mikäli hiukkasen osien väliset etäisyydet eivät

muutu, eli hiukkanen säilyttää muotonsa. Merkitään pisteen paikkaa koordinaatis-

ton origosta vektorilla #–r ′ inertiaalikoordinaatistossa ja vektorilla #–r hiukkasen le-

pokoordinaatistossa. Merkitään lisäksi inertiaali- ja lepokoordinaatiston etäisyys-
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vektoriksi
#–

R = #–r CM. Tällöin inertiaalikoordinaatistossa paikan muutos voidaan

kiinnittää lepokoordinaatiston koordinaattien avulla:

#̇–r
′
=

#̇–

R + #̇–r + #–ω × #–r =
#̇–

R + #–ω × #–r , (2.2)

jossa #̇–r = 0 jäykän kappaleen ehdon nojalla. Ristitulotermissä kulmanopeus #–ω on

hiukkasen kulmanopeus inertiaalikoordinaatistossa.

Erillisistä massapisteistä muodostuvan hiukkasen liike-energiaksi saadaan

K =
1

2

∑
i

mi(
#̇–r
′
)2 =

1

2

∑
i

mi(
#̇–

R + #–ω × #–r )2

=
1

2

∑
i

mi
#̇–

R
2

+
∑
i

mi
#̇–

R · ( #–ω × #–r ) +
1

2

∑
i

mi(
#–ω × #–r )2.

(2.3)

Jokaisessa massapisteessä
#–

R ja #–ω pysyvät vakioina. Merkitään lisäksi hiukkasen

kokonaismassaksi
∑

imi = M , jolloin 1
2

∑
imi

#̇–

R
2

= 1
2
M

#̇–

R
2

ja
∑

imi
#̇–

R · ( #–ω × #–r ) =
#̇–

R ·( #–ω×∑imiri) = 0, sillä summatermi lasketaan massakeskipisteessä. Muutetaan

ristitulon neliö vektori-identiteettien avulla muotoon ( #–ω × #–r )2 = ( #–ω × #–r ) · ( #–ω ×
#–r ) = ω2r2

i − ( #–ω · #–r i)
2, näin ollen liike-energia saa muodon

K =
1

2
M

#̇–

R
2

+
1

2

∑
i

mi

[
ω2r2

i − ( #–ω · #–r i)
2
]
≡ KCM +Krot, (2.4)

jossa KCM on hiukkasen etenemisliike-energia, joka voidaan samaistaa massakes-

kipisteen etenemisen kanssa ja Krot on hiukkasen pyörimisenergia. Pyörimisener-

gian lauseketta voidaan käsitellä komponenttimuodossa, esimerkiksi massapisteen

mi etäisyys lepokoordinaatiston origosta on #–r i =
∑3

j=1 yij êj, missä kertoimet yij
ovat karteesiset komponentit. Nyt pyörimisenergia saa muodon

Krot =
1

2

∑
i

mi

[
3∑
j=1

ω2
j

3∑
k=1

yik −
(

3∑
j=1

ωjyij

)(
3∑

k=1

ωkyik

)]
. (2.5)

Kirjoitetaan pyörimisenergia Einsteinin summaussäännön avulla, jolloin jäljelle

jäävä summa on massapisteiden yli, ja merkintä voidaan lyhentää
∑

imi[· · · ]i =
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∑
m[· · · ], jolloin saadaan

Krot =
1

2

∑
m
[
ω2
j y

2
k − (ωjyj)(ωkyk)

]
i

=
1

2

∑
m
[
ωiωkδiky

2
k − ωiωkyiyk

]
=

1

2

∑
ωim

[
δiky

2
k − yiyk

]
ωk

≡
∑ 1

2
ωiIikωk

=
1

2
#–ω · I · #–ω,

(2.6)

tai tensorimuodon sijaan vektorimuodossa, jolloin tensorin I korvaa matriisi I, jol-

loin

Krot =
1

2
#–ω · I #–ω. (2.7)

Yllä on siis määritelty niin kutsuttu hitausmomenttitensori I, jonka kompo-

nentit hiukkasen lepokoordinaatistossa {y} ovat

(Ijk) =


∑
i=1,N

mi(y
2
i + z2

i ) − ∑
i=1,N

mixiyi − ∑
i=1,N

mixizi

− ∑
i=1,N

mixiyi
∑
i=1,N

mi(x
2
i + z2

i ) − ∑
i=1,N

miyizi

− ∑
i=1,N

mixizi − ∑
i=1,N

miyizi
∑
i=1,N

mi(x
2
i + y2

i )

 , (2.8)

missä kappaleen muodostavat N kappaletta massapisteitämi. Kyseessä on siis sym-

metrinen tensori Ijk = Ikj, jonka komponentit ovat jatkuvalle aineelle ilmaistavissa

myös integraaleina

(Ijk) =


∫

(y2 + z2)dm −
∫
xydm −

∫
xzdm

−
∫
xydm

∫
(x2 + z2)dm −

∫
yzdm

−
∫
xzdm −

∫
yzdm

∫
(x2 + y2)dm

 , (2.9)

jossa massa-alkio on dm = ρ( #–r )dr3. Koska tensorin komponenttimatriisi on reaali-

nen ja symmetrinen, on se diagonalisoituva. Komponenttimatriisi diagonalisoituu

niin kutsutussa pääakselikoordinaatistossa, jossa diagonaalisia hitausmomentteja

Ijj kutsutaan hiukkasen päähitausmomenteiksi. Diagonaalisessa tapauksessa lii-

keyhtälöt ovat yksinkertaisimmassa muodossaan, ja tästä syystä pääakselikoordi-

naatisto on hyödyllinen pyörimisen analyyttisessa ja numeerisessa käsittelyssä.

Hiukkasen pyörimismäärä massakeskipisteen suhteen laboratoriokoordinaa-

tistossa {x} on
#–

L =
∑

m #–r × #̇–r x =
∑

m #–r × ( #–ω × #–r ) =
∑

m
[
r2 #–ω − #–r ( #–r · #–ω)

]
. (2.10)
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Vastaavasti pyörimismäärän komponentit hiukkasen lepokoordinaatistossa

{y}, summaussäännön avulla merkittynä ovat

Li =
∑

m
[
y2
jωi − yi(ykωk)

] ∣∣∣∣ ωi = ωkδik

= ωk
∑

m
[
y2
j δik − yiyk

]
= Iikωk,

(2.11)

eli vektorimuodossa
#–

L = I #–ω. Jos lepokoordinaatisto {y} on pääakselikoordinaa-

tisto, saadaan
#–

L = (I1ω1, I2ω2, I3ω3). Yleisesti ottaen siis
#–

L ∦ #–ω, paitsi jos kyseessä

on joko pallohyrrä (Ij = I) tai muuten symmetrinen tapaus sopivin sidosehdoin

tai kulmanopeus on jonkin pääakselin suuntainen.

Analogisesti etenemisliikkeen tapauksen kanssa pyörimismäärää voi muuttaa

vääntö
#–

N, siis akselin suhteen vaikuttava voima. Laboratoriokoordinaatistossa {x}
siis

#–

N = d
#–
L

dt

∣∣
x
. Koska hiukkasen lepokoordinaatistossa {y} aikaderivaatta voidaan

kirjoittaa operaattorimuodossa d
dt

∣∣
x

= d
dt

∣∣
y

+ #–ω×, saadaan komponenttimuodossa

Ni =
dLi
dt

+ εijkωjLk. (2.12)

Jos lepokoordinaatistoksi valitaan hiukkasen pääakselikoordinaatisto, jossa

Li = Iiωi ja dIi
dt

= 0, saadaan lopulta

Ni = Ii
dωi
dt

+ εijkωjωkIk, (2.13)

eli vektorimuodossa
#–

N = I #̇–ω + #–ω × (I #–ω). (2.14)

Tarkastellaan vielä origon suhteen pyörivän pisteen #–r muutosta. Tangenti-

aalisen nopeuden määritelmä #̇–r = #–ω × #–r voidaan nyt kirjoittaa karteesisten sara-

keyksikkövektoreiden avulla matriisimuodossa

Ṙ =

 #–ω ×

rxxrxy
rxz

 #–ω ×

ryxryy
ryz

 #–ω ×

rzxrzy
rzz




=

 0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

R

≡ Ω∗R.

(2.15)
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Yllä merkintätapojen yhdistämisen apuna käytetään matriisimuunnosta ∗,

Ω∗ =

 0 −ωz ωy

ωz 0 ωx

−ωy ωx 0

 , (2.16)

jonka avulla vektorien ristitulo voidaan esittää matriisitulona. Matriisimuotoinen

liikeyhtälö on yhtäpitävä liikeyhtälön d #–r
dt

= #–ω × #–r kanssa, sillä #–r (t) = R(t) #–r 0.

Pyörimisdynamiikan määräävät yhtälöt ovat yksinkertaisimmassa muodos-

saan, kun hiukkasen lepokoordinaatistoksi on valittu sen pääakselikoordinaatisto,

jonka määrittäminen on numeerisesti suoraviivaista diagonalisoimalla hiukkasen

hitausmomenttitensori tunnettuja matriisimenetelmiä hyödyntäen.

2.2 Ellipsoidin liikeyhtälöistä

Kun pyörivä kappale on jollain tavalla symmetrinen, voidaan kappaleen liikeyh-

tälöitä tarkastella myös analyyttisesti. Tarkastellaan ellipsoidin muotoisen kappa-

leen, jonka päähitausmomentit ovat I1 = I2 < I3, vapaata pyörimistä tilanteessa
#–

N = 0. Tällöin Eulerin yhtälöistä (2.13) saadaan

I3ω̇3 = (I1 − I2)ω1ω2 = 0, (2.17)

eli ω̇3 = 0.

Kappaleen lepokoordinaatistossa siis suurinta hitausmomenttia vastaava kul-

manopeuden komponentti, ω3, on vakio. Tämän, sekä alkuoletuksen I1 = I2 avulla

loput Eulerin yhtälöistä voidaan kirjoittaa muodossa

ω̇1 =
(I1 − I3)ω3

I3

ω2 = Ωbω2,

ω̇2 = −(I1 − I3)ω3

I3

ω1 = −Ωbω1,

(2.18)

missä Ωb = (I1−I3)ω3

I3
on vakiotaajuus.

Asetetaan u = ω1 + iω2, jolloin kirjoittamalla

ω̇1 + iω̇2 = −Ωb(ω2 − iω1) = −iΩb(ω1 + iω2), (2.19)

saadaan differentiaaliyhtälöpari (2.18) muotoon

u̇ = −iΩbu. (2.20)
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Differentiaaliyhtälön (2.20) ratkaisuksi saadaan yhtälö

u = u0e
−iΩbt, (2.21)

joka voidaan ratkaista alkuarvo-ongelmana. Asettamalla ajanhetkellä t = 0 al-

kuarvot ω1 = ω0 ja ω2 = 0 saadaan u0 = ω0. Edelleen apumuuttujan u reaali- ja

imaginaariosista saadaan kappaleen lepokoordinaateissa kulmanopeudeksi

#–ω = (ω0 cos Ωbt, ω0 sin Ωbt, ω3). (2.22)

Lepokoordinaateissa pyörivän kulmanopeusvektorin muodostama pyörähdyskap-

pale on siis ympyräkartio.

2.3 Koordinaattimuunnokset

Menetelmät, joita tässä työssä sovelletaan, käyttävät kolmea eri koordinaatistoa

numeerisen työskentelyn eri vaiheissa. Koordinaatisto, jossa hiukkaseen kohdistu-

va säteily pysyy jatkuvasti samansuuntaisena, eli sen aaltovektori on vakio, on la-

boratoriokoordinaatisto, kun taas sirontalaskenta tapahtuu niin kutsutussa siron-

takoordinaatistossa, jossa pölyhiukkanen orientaatio säilyy ja aaltovektorin suunta

muuttuu. Simulaation alussa luonnollisesti sirontakoordinaatisto yhtyy laborato-

riokoordinaatiston kanssa. Pyörimisdynamiikkaan liittyvä numeriikka ratkaistaan

hiukkasen pääakselikoordinaatistossa, joka on laboratoriokoordinaatiston tapaan

paikallaan hiukkasen massakeskipisteessä. Koordinaatistojen aikakehitystä esite-

tään kuvassa 2.

Kaikkiaan hiukkasen liikettä tarkastellaan käyttäen kolmea koordinaatistoa,

joiden väliset muunnokset vektoreille on oleellista tunnistaa ja nimetä yksiselittei-

sesti. Nimetään sironta- ja pääakselikoordinaatistojen {x}sca ja {x}p välinen line-

aarikuvaus, Q : {x}sca → {x}p. Kuvaus laboratoriokoordinaatistosta sirontakoordi-

naatistoon saadaan vastaavasti suoraan rotaatiomatriisin avulla, lineaarikuvauk-

sella R : {x}lab → {x}sca, sillä laboratorio- ja sirontakoordinaatistot ovat alkutilan-

teessa yhtenevät. Yhdistämällä kuvauksia Q ja R eri tavoin saadaan muodostettua

kaikki muut kuvaukset koordinaatistojen välillä, esimerkiksi kuvaus QR : {x}lab →
{x}p, jossa kuvaus on nimetty esitysmatriisinsa QR mukaisesti, kuten kuvassa 3

esitetään.
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xlab
ylab

zlab

xp(t0)

yp(t0)

zp(t0)

xsca(t0)
ysca(t0)

zsca(t0)

xlab
ylab

zlab

xsca(t)

ysca(t)

zsca(t)

xp(t)

yp(t)

zp(t)

Kuva 2: Koordinaatistot {x}lab, {x}sca ja {x}p ajanhetkillä t = 0 ja t. Laboratoriokoordinaatisto
{x}lab pysyy paikoillaan, kun taas sirontakoordinaatisto {x}sca sekä pääakselikoordinaatisto {x}p

pyörivät hiukkaseen kiinnitettyinä.

Sironta,
{x}sca

Pääakseli,
{x}p

Qᵀ

Q

Laboratorio,
{x}lab

R

QR

Rᵀ

#–

k käännettävä sirontalaskua varten

#–

k vakio Dynamiikan laskeminen

Kuva 3: Yksinkertainen kaavio tässä työssä käytetyistä muunnoksista eri koordinaatistojen välillä
ja jokaisen koordinaatiston merkitys tiivistettynä.

Koordinaatistoista sekä sirontakoordinaatisto {x}sca että pääakselikoordinaa-

tisto {x}p ovat aikariippuvaisia, sillä R = R(t). Kuten luvussa 4 myöhemmin osoi-

tetaan, sirontatapahtumaan liittyvien voimien yksinkertaisin ratkaisu vaatii mal-

linnetun hiukkasen orientaation säilymistä, eli on toimittava hiukkasen inertiaa-

likoordinaatistossa. Sen sijaan herättävän kentän suuntaa, eli tasoaallon tapauk-

sessa aaltovektoria
#–

k , voidaan kääntää vapaasti. Aaltovektorin
#–

k rotaatiot on tä-

män näkökulmaeron vuoksi tehtävä käänteisrotaatioina aaltovektoriin
#–

k , jolloin



2.4. RUNGE-KUTTA-MENETELMÄ 12

sironta- ja laboratoriokoordinaatistojen väliset muunnokset kääntyvät myös voi-

mien ja vääntöjen suhteen. Tensorien koordinaattimuunnoksien tapauksessa käy-

tetään kaavaa

T′ = RTRᵀ, (2.23)

missä T on tensori ja R rotaatiomatriisi.

2.4 Runge-Kutta-menetelmä

Pölyhiukkasen pyörimisdynamiikan määräävät luvussa 2.1 määritetyt liikeyhtälöt

dR

dt
= Ω∗R,

d #–ω

dt
= I−1

(
#–

N− #–ω × (I #–ω)
)
.

(2.24)

Etenemisliikkeen liikeyhtälö
#–

F = d #–p
dt

= m #–a voidaan kirjoittaa kahtena yhtälönä

muodossa
d #–v

dt
=

#–

F/m,

d #–x

dt
= #–v .

(2.25)

Nopeuden #–v avulla paikan toista derivaattaa sisältävä differentiaaliyhtälö voidaan

siis muuttaa lineaariseksi differentiaaliyhtälöpariksi.

Muotoa dy
dt

= f(y, t) olevia differentiaaliyhtälöitä voidaan ratkaista numee-

risesti useilla menetelmillä, joista mahdollisesti yleisin on niin kutsuttu Runge-

Kutta-menetelmä. Menetelmä vastaa päällisin puolin hieman korjailtua Eulerin

menetelmää, joka perustuu päivitysyhtälön rakentamiseen suoraan erotusosamää-

rän kaavasta. Korjatussa menetelmässä integrointi tapahtuu käyttämällä hyödyksi

integrointipisteiden välillä testipisteitä, jotka eliminoivat virhetermejä alhaisissa

kertaluvuissa. Yleisessä muodossaan kertaluvun s Runge-Kutta-menetelmän muo-

dostaa algoritmi, jossa uusi askel aika-askeleen h kuluttua saadaan kaavasta

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

biki, (2.26)

jossa k1 = f(yn, tn) ja ki = f(yi+h(ai,1k1+ai,2k2+· · ·+ai,i−1ki−1), ti+cih). Kertoimet

aij, bi ja ci, joissa 1 ≤ j ≤ i ≤ s, on määrättävä sopivalla tavalla. Eksplisiittisiä

Runge-Kutta-menetelmiä on siis useita erilaisia [17].
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Eräs yleisimmin käytetty Runge-Kutta-menetelmä on neljännen kertaluvun

menetelmä, jossa mahdolliset kertoimet yksinkertaistuvat huomattavasti, yleisin

valinta kertoimille on bi = ci = 1, aii = (1
6
, 1

3
, 1

3
, 1

6
). Neljännen kertaluvun mene-

telmä on suhteellisen tarkka, mutta implementoinniltaan yksinkertainen ja nopea

varsinkin korkeamman kertaluvun menetelmiin verrattuna.

2.5 Rotaatiomatriisin päivitys

Jäykän kappaleen liikeyhtälöiden integroiminen Runge-Kutta menetelmällä on te-

hokas ja implementoinniltaan yksinkertainen menetelmä ratkaista kappaleen kul-

manopeus kun voimat tunnetaan. Menetelmän päivitysyhtälöt ovat kuitenkin ad-

ditiivisia, mikä on ongelma menetelmän soveltamisessa rotaatiomatriiseihin, joi-

den on toteutettava ortogonaalisuusehto RᵀR = I, missä R on rotaatiomatriisi ja

I on ykkösmatriisi.

Tarkastellaan vektorin #–r pyörähdystä akselin n̂ ympäri kulman θ verran. Ol-

koon pyörähtänyt vektori #–r ′. Vektori #–r voidaan hajottaa pyörähdysakselin suh-

teen yhdensuuntaiseen ja kohtisuoraan komponenttiin

#–r = #–r ‖ + #–r ⊥ = n̂(n̂ · #–r )− n̂× (n̂× #–r ). (2.27)

Ainoastaan komponentti #–r ⊥ muuttuu pyörähdyksen aikana, jolloin tuloksena on

Rodriguesin rotaatiokaava [18]

#–r ′ = n̂(n̂ · #–r ) + sin θ(n̂× #–r )− cos θn̂× (n̂× #–r ). (2.28)

Yhtälön (2.27) avulla saadaan pyörähdys esitettyä muodossa

#–r ′ = #–r + sin θ(n̂× #–r ) + (1− cos θ)n̂× (n̂× #–r ). (2.29)

Rodriguesin kaava saadaan esitettyä matriisimuodossa, kun merkitään #–r ′ =

R #–r ja käytetään matriisimuunnosta ∗ pyörähdysakselivektoriin. Tällöin tuloksena

on
R #–r = #–r + sin θN∗ #–r + (1− cos θ)N∗N∗ #–r

=
[
I + sin θN∗ + (1− cos θ)(N∗)2

]
#–r .

(2.30)

Koska alkuperäinen vektori #–r löytyy yhtälön molemmilta puolilta, voidaan yhtä-

pitävästi kirjoittaa matriisirelaatio

R = I + sin θN∗ + (1− cos θ)(N∗)2. (2.31)
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θ

O

n̂(n̂ · #–r )

n̂

n̂× #–r

n̂× (n̂× #–r )

#–r

#–r ′

Kuva 4: Skematiikka, kuinka pyörähdysvektori #–r ′ ilmaistaan alkuperäisen vektorin #–r ja pyöräh-
dysakselivektorin n̂ avulla.

Rotaatiomatriisin päivitysyhtälönä voidaan käyttää Rodriguesin rotaatiokaa-

vaa, kun pyörähdysakselivektoriksi valitaan keskimääräinen kulmanopeusvektori
#–ωavg = #–ω(t)+ d #–ω

2
, missä vektori d #–ω on kulmanopeuden muutos aika-askeleen aika-

na. Tällöin pyörähdyskulma dφ askeleen dt aikana on ensimmäisessä kertaluvussa

dφ = | #–ωavg|dt. (2.32)

Nyt Rodriguesin kaavaa voidaan käyttää rotaatiomatriisin päivitysyhtälönä

R(dt) = I + sin dφΩ∗avg + (1− cos dφ)(Ω∗avg)2, (2.33)

ja rotaatiomatriisin päivitys voidaan toteuttaa matriisikertolaskuna

R(t+ dt) = R(t)R(dt). (2.34)
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On huomattava, että vaikka rotaatiomatriisin päivitysyhtälö on rakennettu en-

simmäisessä kertaluvussa skalaarille dφ, yhtälön tärkein ominaisuus on rotaatio-

matriisin ortogonaalisuuden säilyttäminen. Rodriguesin rotaatiokaavassa keskei-

nen oletus on kulmanopeusvektorin vakioisuus aika-askeleen yli, joten esimerkiksi

puolisuunnikassäännön tai Runge-Kutta-algoritmin soveltaminen ei menetelmässä

ole mahdollista suoraviivaisesti. Esimerkiksi kattavassa rotaatiointegraattoreiden

vertailussa [19] käytetyt rotaatiopäivitysyhtälöt nojaavat ensimmäisen kertaluvun

rotaatiopäivitysyhtälöihin vailla suuria ongelmia.

2.6 Stabiili pyörimisliike ja dissipaatiot

Tarkastellaan tilannetta, jossa epäsymmetrinen kappale pyörii vapaasti ilman ul-

koisia vääntömomentteja. Pääakselikoordinaatistossa kappaleella on kolme päähi-

tausmomenttia, I1 > I2 > I3. Kappaleella on kulmanopeus #–ω = ωiêi, i = 1, 2, 3,

jota perturboidaan eri tilanteissa.

Kun kappale pyörii suurinta päähitausmomenttia vastaavan akselin ympäri,

perturboidaan pyörimista kahden muun akselin suhteen, jolloin #–ω = (ω1, λ, µ),

missä λ ja µ ovat hyvin pieniä. Nyt Eulerin yhtälöt saavat muodon

I1ω̇1 − (I2 − I3)λµ = 0,

I2λ̇− (I3 − I1)ω1µ = 0,

I3µ̇− (I1 − I2)ω1λ = 0.

(2.35)

Termi λµ on toista kertalukua, joten se voidaan jättää huomiotta pienillä pertur-

baatioilla. Tämän johdosta ω1 on likimain liikevakio. Kaksi muuta yhtälöä voidaan

kirjoittaa muodossa

λ̇ =

[
(I3 − I1)ω1

I2

]
µ,

µ̇ = −
[

(I2 − I1)ω1

I3

]
λ.

(2.36)

Derivoimalla ylempää yhtälöä ja sijoittamalla tulokseen alempi yhtälö saadaan

λ̈+

[
(I2 − I1)(I3 − I1)

I2I3

]
ω2

1λ = 0. (2.37)

Täsmälleen vastaava µ-yhtälö saadaan päinvastaisella sijoituksella. Termi kulma-

sulkeissa on nyt positiivinen, jolloin kyseessä on harmonisen värähtelijän yhtälö,
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jonka ratkaisu on muotoa λ = λ0 cos(Ω1t−α), missä λ0 ja α ovat integrointivakioi-

ta ja Ω1 =
[

(I2−I1)(I3−I1)
I2I3

] 1
2
ω1. Kappale siis värähtelee alkuperäisen kulmanopeus-

vektorinsa ympäri kulmanopeudella Ω1. Vastaavaan tilanteeseen päästään pienim-

män päähitausmomentin tapauksessa, eli perturbaatioista huolimatta pyöriminen

on vakaata näiden kahden akselin ympäri.

Keskimmäisen päähitausmomentin suhteen, jolloin kulmanopeus perturbaa-

tioineen on #–ω = (λ, ω2, µ). Aiempaan tapaan menettelemällä saadaan

λ̈−
[

(I2 − I1)(I3 − I2)

I1I3

]
ω2

2λ = 0. (2.38)

Kyseinen yhtälö ei ole yksinkertaisen harmonisen värähtelyn yhtälö, vaan tämän

yhtälön ratkaisut ovat muotoa λ = Aekt + Be−kt, missä A ja B ovat integrointi-

vakioita ja k =
[

(I2−I1)(I3−I2)
I1I3

]− 1
2
ω2. Perturbaatiot siis kasvavat eksponentiaalisesti

ajassa, ja kyseessä on epästabiili pyöriminen. Edelleen symmetrisessä tilanteessa,

jossa kaksi päähitausmomenttia ovat samat, voidaan pyörimisen osoittaa olevan

perturboidessa stabiilia ainoastaan kolmannen päähitausmomentin suhteen.

Käsitellessä realistisempaa pyörimistä on otettava huomioon erilaiset pyöri-

mistä stabiloivat dissipaatiomekanismit. Dissipaatiolla tarkoitetaan pyörimisener-

gian muuttumista muiksi energian muodoiksi, esimerkiksi ei-jäykän kappaleen

muodonmuutoksiin tai jäykän kappaleen tapauksessa pyörimisen stabiloitumista

suurimman päähitausmomentin määräämälle akselille. Myös jäykälle kappaleelle

on hahmoteltavissa useita erilaisia mekanismeja, jotka kytkevät kappaleen materi-

aaliominaisuudet ympäristötekijöihin. Eri dissipaatiomekanismit palauttavat kap-

paleen pyörimisen sille ominaiselle pyörimisenergia-alueelle [20]. Kaikkiaan eri-

laisten dissipaatiomekanismien tutkimus on monipuolinen ja alati kehittyvä [21]

ala, joka myös tämän työn viitekehyksessä tarjoaa jatkotutkimuskohteita.



3. Sähkömagneettisen sironnan
perusteet

Tässä luvussa tarkastellaan sähkömagneettisen sironnan numeerisen käsittelyn

kannalta klassisen elektrodynamiikan keskeisimpiä osa-alueita. Aiheet ovat laajal-

ti tunnettuja ja alan peruskirjallisuudessa perinpohjaisesti käsiteltyjä. Esimerkiksi

Jacksonin Classical Electrodynamics [22] on erinomainen perusteos.

Sähkömagneettisen sironnan teoria on pitkälti toista sataa vuotta vanhaa

klassiseen elektrodynamiikkaan perustuvaa teoriaa. Keskeisimmät kontribuutiot

tehtiin jo 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa. Sironta valon aallonpituuteen verrat-

tuna häviävän pienestä hiukkasesta on nimetty Lordi Rayleighin mukaan [23].

Vastaavaa suuren kappaleen teoriaa, geometrista sirontaa, on tutkittu optiikan

muodossa jo klassisten filosofien aikana.

Kahden ääripään väliin jää sironta hiukkasesta, jonka koko vastaa likimain

saapuvan valon aallonpituutta. Tässä tapauksessa ongelman yksinkertaistamiseksi

ei voi hyödyntää suoraviivaisia likimääräistyksiä. Gustav Mie kehitti analyyttisen

ratkaisun saapuvan säteilyn aallonpituutta vastaavan kokoluokan homogeenisesta

pallosta siroavalle valolle [24]. Tätä aallonpituusluokan sironnan erikoistapausta

kutsutaan Mien sironnaksi. Ratkaisua on onnistuttu laajentamaan muun muassa

ellipsoidelle ja äärettömille sylintereille sekä erilaisille koostumussymmetrioille.

Analyyttisia ratkaisuja on tosin edelleen vain kourallinen, ja ratkaisut koskevat

vähintäänkin optimistisesti idealisoituja kappaleita.

Numeeriset menetelmät mahdollistavat muodoltaan ja koostumukseltaan

mielivaltaisten kappaleiden elektrodynaamisen käsittelyn myös aallonpituutta vas-

taavassa kokoluokassa. Kulloinkin kyseessä olevan kappaleen ominaisuudet mää-

räävät ongelman, ja näitä ominaisuuksia pyritään parametrisoimaan järkevästi.

17
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3.1 Maxwellin yhtälöt

Kaiken elektrodynamiikan pohjalla ovat Maxwellin yhtälöt, jotka voidaan kirjoit-

taa väliaineen pisteessä vaikuttavien makroskooppisten kenttien avulla muodossa

∇ · #–

D = ρ,

∇× #–

E = −∂
#–

B

∂t
,

∇ · #–

B = 0,

∇× #–

H =
#–

J +
∂

#–

D

∂t
,

(3.1)

missä
#–

D = ε
#–

E on siirrosvirta, tai yhtälöiden symmetrisyyttä alleviivaten sähkö-

vuon tiheys, ε väliaineen permittiivisyys,
#–

B = µ
#–

H magneettivuon tiheys, µ vä-

liaineen permeabiliteetti ja J on magneettivuon indusoiva sähkövirta. Suureet
#–

E

ja
#–

H ovat sähkö- ja magneettikentän voimakkuudet, ja näitä suureita kutsutaan

jatkossa lyhyemmin pelkiksi kentiksi. Yhtälöt voidaan myös nimetä erikseen, jol-

loin esitetyssä järjestyksessä ensimmäinen tunnetaan Gaussin lakina sähkökentille,

toinen Faradayn induktiolakina, kolmas Gaussin lakina magneettikentille ja neljäs

Maxwellin-Ampèren lakina.

Sähkömagneettisen varauksen tiedetään säilyvän, ja tästä syystä Maxwell li-

säsi aiemmin Ampèren lakina tunnettuun lakiin siirrosvirtatermin ∂
#–
D
∂t

. Tällöin saa-

daan sähkövirran jatkuvuusyhtälö laskemalla muodostetun Maxwellin-Ampèren

lain divergenssi,

∇ · ∇ × #–

H = ∇ ·
(

#–

J +
∂

#–

D

∂t

)
= ∇ · #–

J +
∂

#–∇ ·D
∂t

= ∇ · #–

J +
∂ρ

∂t
. (3.2)

Yllä ∇·∇× #–

H = 0 vektorianalyysin identiteettien nojalla ja ∇· #–

D = ρ Gaussin lain

nojalla, jolloin saadaan sähkövarauksen jatkuvuusyhtälö

∇ · #–

J +
∂ρ

∂t
= 0. (3.3)
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Maxwellin yhtälöt voidaan myös ilmaista symmetrisessä muodossa,

∇ · #–

D = ρ,

∇× #–

E = − # –

M− ∂
#–

B

∂t
,

∇ · #–

B = m,

∇× #–

H =
#–

J +
∂

#–

E

∂t
,

(3.4)

missä on postuloitu klassisessa elektrodynamiikassa kiellettyjä magneettisia lähde-

termejä, magneettinen varaus m ja magneettinen virta
# –

M. Tällöin voidaan myös

muodostaa analogia magneettisten varausten säilyvyydelle magneettisen varauk-

sen jatkuvuusyhtälön muodossa,

∇ · # –

M +
∂m

∂t
= 0. (3.5)

Sähkömagneettisen kentän sisältämää energiaa voidaan tutkia kenttien te-

kemän työn kautta lähtien liikkeelle suoraan Maxwellin yhtälöistä. Näin löydetyn

energiatiheyden postuloidaan käsittävän myös staattiset kentät, ja määritellään

lineaarisessa ja isotrooppisessa väliaineessa kaavalla

uEM = uE + uM =
1

2
εE2 +

1

2µ
B2, (3.6)

missä uE on sähkökentän energiatiheys ja uM magneettikentän energiatiheys.

Tässä muodossa esitetyistä Maxwellin yhtälöistä on mahdollista johtaa erilai-

sia esityksiä matemaattisesti suoraviivaisemmin, joskin tiettävästi epäfysikaaliset

magneettiset lähdetermit on lopullisesta esityksestä poistettava. Myöhemmin täs-

sä työssä magneettisia lähdetermejä käytetään matemaattisina apuvälineinä, jois-

sa ne esiintyvät ekvivalenttilähteinä, eli lähteinä, jotka voisivat indusoida todellisia

kenttiä sirottavien pintojen sijaan.

3.2 Tasoaallot

Sähkömagneettinen tasoaalto, joka on ajan ja paikan funktiona värähtelevä kent-

tä, voidaan esittää matemaattisesti muodossa
#–

E =
#–

E0 exp
(

i
#–

k · #–x − iωt
)
,

#–

H =
#–

H0 exp
(

i
#–

k · #–x − iωt
)
.

(3.7)
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Tasoaalto on erikoistapaus aikaharmonisesta sähkömagneettisesta kentästä, jonka

aikariippuvuus on muotoa e−iωt. Aikaharmoniset kentät merkitään vastaisuudessa

merkintöjen yksinkertaistamiseksi samoilla symboleilla kuin yleiset kentät, kun

kentän laatu on asiayhteydestä selvä.

Fysikaalinen tasoaaltokenttä tulkitaan kompleksisen kentän reaaliosana, jol-

loin kentän matemaattinen käsittely on mahdollisimman yksinkertaista. Vektorit
#–

E0 ja
#–

H0 ovat vakiovektoreita, mahdollisesti kompleksisia, ja lisäksi myös aalto-

vektori
#–

k on mahdollisesti kompleksiarvoinen, jolloin se voidaan esittää reaali- ja

imaginaariosiensa avulla
#–

k =
#–

k ′ + i
#–

k ′′, jossa
#–

k ′,
#–

k ′′ ∈ R.

Yhtälö
#–

k · #–x = vakio määrää reaaliselle vektorille
#–

k tason, jonka normaali

on
#–

k . Tällöin siis
#–

k ′ on vakiovaiheiden tason normaali ja
#–

k ′′ on vakioamplitudien

tason normaali. Jos
#–

k ′ ‖ #–

k ′′, kutsutaan tasoaaltoa homogeeniseksi. Lineaarises-

sa, homogeenisessa ja isotrooppisessa väliaineessa, joka ei absorboi, tasoaalto on

homogeeninen, ja näin ollen sen aaltovektori on aallon etenemissuunnassa. Mi-

käli tasoaalto on epähomogeeninen, aaltovektorin reaaliosa
#–

k ′ on kohtisuorassa

aallon tasavaihepintoja vasten, kun taas aaltovektorin imaginaariosa
#–

k ′′ on kohti-

suorassa aallon tasa-amplitudipintoja vasten.

Tasoaaltojen matemaattisesta esityksestä saadaan Maxwellin yhtälöt kirjoi-

tettua lähteettömässä tilanteessa suoraviivaisesti muodossa
#–

k · #–

E0 = 0,
#–

k · #–

H0 = 0,
#–

k × #–

E0 = ωµ
#–

H0,
#–

k × #–

H0 = −ωε #–

E0.

(3.8)

3.3 Rajapinta- ja reunaehdot

Tarkastellaan sähkömagneettisen kentän käyttäytymistä kahden väliaineen raja-

pinnassa. Merkitään kenttiä ensimmäisessä väliaineessa parilla (
#–

E1,
#–

H1) ja toises-

sa väliaineessa parilla (
#–

E2,
#–

H2). Kun väliaineen i permittiivisyys εi ja permeabili-

teetti µi ovat vakioita, voidaan symmetristen Maxwellin yhtälöiden integroidusta
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muodosta johtaa reunaehdot

#–

E1t −
#–

E2t = − # –

Ms × n̂,
#–

H1t −
#–

H2t =
#–

J s × n̂,

D1n −D2n = ρs,

B1n −B2n = ms.

(3.9)

Nyt ρ ja m ovat mitä tahansa sähköisiä ja magneettisia pintavaraustiheyksiä raja-

pinnassa ja vastaavasti
#–

J s ja
# –

Ms mitkä tahansa sähköiset ja magneettiset rajapin-

tavirrat.

Kenttien tangentiaalisten komponenttien erotukset vastaavat siis nyt raja-

pintavirtoja ja normaalikomponenttien erotukset rajapinnan varaustiheyksiä. Toi-

saalta kenttävektorien tangentti- ja normaalikomponentit voidaan esittää pinnan

normaalivektorin n̂ avulla, esimerkiksi sähkökentälle

#–

E =
#–

Et +
#–

En = n̂× (
#–

E × n̂) + n̂(n̂ · #–

E). (3.10)

Tämän ja magneettikentän vastaavan hajotelman avulla saadaan tangentiaaliset

reunaehdot muotoon (
#–

E2 −
#–

E1

)
× n̂ = − # –

Ms,(
#–

H2 −
#–

H1

)
× n̂ =

#–

J s.
(3.11)

Yllä pintavirrat ovat määritelmänsä mukaan tangentiaalisia, jolloin oikean puo-

len ristitulotermit siistiytyvät pelkiksi pintavirtatermeiksi. Normaalikomponent-

tien yhtälöiden muoto ei hajotelmassa muutu, sillä esimerkiksi sähkövuon tihey-

delle saadaan n̂ · #–

D = Dn.

Saatuja reunaehtoja voidaan muokata vastaamaan erilaisia sähköisiä kappa-

leita. Esimerkiksi ideaalisen eristeen tapauksessa pintavaraustiheydet ja pintavir-

rat katoavat, jolloin saadaan lähteettömiksi reunaehdoiksi kutsutut ehdot.

Maxwellin yhtälöihin voidaan vaihtoehtoisesti liittää reunaehtoja, jotka mah-

dollistavat ongelmien käsittelyn sisemmästä väliaineesta riippumattomasti. Tällai-

sia reunaehtoja ovat esimerkiksi erilaisten täydellisten johteiden reunaehdot sekä

epätäydellisen johteen reunaehto, niin kutsuttu impedanssireunaehto (IBC, Impe-
dance Boundary Condition) [25].
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3.4 Maxwellin jännitystensori

Tutkielman myöhemmissä luvuissa käsitellään ilmiöitä, jotka liittyvät oleellises-

ti sähkömagneettisen kentän liikemäärään. Kvantititatiivisesti tämän liikemäärän

vuota ja siitä seuraavia vääntöilmiöitä voidaan käsitellä Lorentzin voiman tensori-

muodon avulla. Ulkoisissa kentissä
#–

E ja
#–

B nopeudella #–v tilavuudessa V liikkuviin

varauksiin ρ kohdistuva voima on

#–

F =

∫
V

(
#–

E + #–v × #–

B)ρ dV =

∫
V

(ρ
#–

E +
#–

J × #–

B) dV, (3.12)

jolloin voima tilavuusyksikköä kohti voidaan kirjoittaa muodossa

#–

f = ρ
#–

E +
#–

J × #–

B. (3.13)

Käyttämällä Gaussin ja Maxwellin-Ampèren lakeja saadaan yhtälö (3.13) kirjoitet-

tua pelkkien kenttien
#–

E ja
#–

B avulla,

#–

f = ε0(∇ · #–

E)
#–

E +

(
1

µ0

∇× #–

B − ε0
∂

#–

E

∂t

)
× #–

B. (3.14)

Yhtälöstä ristitermit saadaan siistittyä edelleen, esimerkiksi jälkimmäisin ter-

mi tulon derivointisäännön ja Faradayn lain avulla, ja saadaan

∂

∂t
(

#–

E × #–

B) =
∂

#–

E

∂t
× #–

B +
#–

E × ∂
#–

B

∂t
=
∂

#–

E

∂t
× #–

B − #–

E × (∇× #–

E), (3.15)

eli
∂

#–

E

∂t
× #–

B =
∂

∂t
(

#–

E × #–

B) +
#–

E × (∇× #–

E). (3.16)

Sijoittamalla saatu tulos ja lisäämällä ennalta viisaasti yhtälöön nolla muodossa

(∇ · #–

B)
#–

B yhtälöön (3.13) saadaan

#–

f = ε0[(∇· #–E)
#–

E− #–

E×(∇× #–

E)]+
1

µ0

[(∇· #–B)
#–

B− #–

B×(∇× #–

B)]−ε0
∂

∂t
(

#–

E× #–

B). (3.17)

Vektorikentän ristitulo roottorinsa kanssa saadaan sievennettyä käyttämällä vek-

torikentän neliön gradientin kaavaa, esimerkiksi sähkökentälle pätee

∇(E2) = 2(
#–

E · ∇)
#–

E + 2
#–

E × (∇× #–

E), (3.18)

eli
#–

E × (∇× #–

E) =
1

2
∇(E2)− (

#–

E · ∇)
#–

E. (3.19)
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Sama pätee myös magneettikentälle. Näin päästään varsin symmetriseen muotoon

#–

f = ε0[(∇ · #–

E)
#–

E + (
#–

E · ∇)
#–

E] +
1

µ0

[(∇ · #–

B)
#–

B + (
#–

B · ∇)
#–

B]

− 1

2

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
− ε0

∂

∂t
(

#–

E × #–

B).

(3.20)

Siirrytään tensorimuotoiseen yhtälöön esittelemällä Maxwellin jännitysten-

sori

Tij = ε0

(
EiEj −

1

2
δijE

2

)
+

1

µ0

(
BiBj −

1

2
δijB

2

)
. (3.21)

Nyt yhtälöstä (3.20) löytyvät jännitystensorin divergenssi ja Poyntingin vektorin
#–

S = 1
µ0

#–

E × #–

B aikaderivaatta, eli lopulta tensorimuodossa yhtälö (3.13) saa yksin-

kertaisen muodon
#–

f = ∇ · T− ε0µ0
∂

#–

S

∂t
. (3.22)

Kokonaisvoima saadaan integraalina kokonaistilavuuden yli, jolloin divergenssi-

lauseen
∫
V
∇ · #–

AdV =
∮
S

#–

A · n̂dS avulla, missä
#–

A on yleinen vektorikenttä, tulok-

sena on
#–

F =

∮
S

T · n̂ dS − ε0µ0
d

dt

∫
V

#–

S dV. (3.23)

Fysikaalisesti jännitystensori T siis kertoo voiman pinta-alayksikköä kohden. Jän-

nitystensorin diagonaalialkiot Tii kertovat säteilypaineen ja loput alkiot leikkaus-

jännityksen. Yhtälön (3.23) jälkimmäinen termi kertoo säteilykenttien kuljetta-

man energiavuon muutoksen, ja tämän termin keskiarvo yhdessä jaksonajassa on

nolla. Keskimääräinen voima on näin ollen

〈 #–

F〉 =

∮
S

〈T〉 · n̂ dS. (3.24)

Jatkossa käsiteltävät suureet oletetaan aikakeskiarvoistetuiksi, ja merkintöjen yk-

sinkertaistamisen vuoksi keskiarvoistukset jätetään eksplisiittisesti merkitsemättä,

ellei samanaikaisesti käsitellä keskiarvoistamattomia suureita.

Vastaavasti kokonaisvääntömomentti
#–

N pisteessä #–r saadaan ristitulona
#–

N =
#–r × #–

F, eli
#–

N =

∮
S

#–r × (T · n̂) dS. (3.25)

Tunnettua Maxwellin jännitystensoria käyttämällä voidaan siis ratkaista muun

muassa kappaleen pyörimisdynamiikka sähkömagneettisten kenttien vaikutukses-

ta.



4. Sironnan integraaliyhtälöesitys

Systeemissä, jossa on sähkömagneettinen aalto ja sen kanssa vuorovaikuttavia

kappaleita, esiintyy aina sirontaa, eli vuorovaikutuksessa kokonaiskenttä muut-

tuu ja vuorovaikutuksen läpikäynyttä kenttää kutsutaan sironneeksi aalloksi. Kun

saapuva aalto, esimerkiksi tasoaalto, ja sirottavan kappaleen geometria tunnetaan,

voidaan siroavat kentät ratkaista eri tavoilla. Sirottajan sisäiset ja ulkoiset kentät

voidaan ratkaista esimerkiksi kehittämällä ratkaisu sarjaksi Maxwellin yhtälöiden

tunnettuja ratkaisuja geometrian suhteen hyödyllisessä koordinaatistossa ja aset-

tamalla kertoimet samoiksi. Pallogeometrialla saadaan tällöin Mie-sirontaratkaisu

ja puoliavaruuksien rajapinnan tapauksessa Fresnel-kertoimet. Kehitelmämenetel-

mät toimivat kuitenkin vain hyvin rajalliselle joukolle erilaisia geometrioita, joskin

olemassa olevat ratkaisut toimivatkin erittäin hyvin näille erikoistapauksille.

Eräs toinen sirontaongelman ratkaisumenetelemä on diskretoida Maxwellin

yhtälöt differenssiyhtälöiksi ja diskretoida kappaleen geometria hilaverkon avul-

la. Tällöin muodostuu harva lineaarinen yhtälöryhmä, joka on ratkaistavissa hilan

jokaisessa pisteessä. Menetelmä mahdollistaa mielivaltaisten geometrioiden käsit-

telyn ja on suhteellisen yksinkertainen implementoida, mutta ei hyödynnä tunnet-

tuja Maxwellin yhtälöiden ratkaisuja tai ole kustannustehokkain tapa, sillä koko

avaruus, kappale ja sen ympäristö, on diskretoitava näissä menetelmissä.

Sironnan integraaliyhtälömenetelmät muodostavat kolmannen menetelmä-

ryhmän. Tässä luvussa keskitytään tämän ryhmän edustajiin, pintaintegraaliyh-

tälömenetelmiin. Kyseisissä menetelmissä pyritään korvaamaan fysikaalinen si-

rottaja myöhemmin esiteltävän pintaekvivalenssiperiaatteen avulla ekvivalenteilla

sähköisillä ja magneettisilla pintavirrantiheyksillä, jotka kokonaiskenttien
#–

H ja
#–

E

avulla ovat
#–

J s(
#–x ) = n̂× #–

H,
# –

Ms(
#–x ) = −n̂× #–

E.
(4.1)

Ekvivalentit pintavirrantiheydet ovat matemaattisia apusuureita, joiden avulla si-

24
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ronnut kenttä on mahdollista laskea homogeenisessä avaruudessa.

Hyödynnetään vektorimuotoista Greenin teoreemaa, jonka mukaisesti sirot-

tavan kappaleen pinnalla vaikuttavat kokonaiskenttien tangentiaalikomponentit

pitävät sisällään kaiken tiedon kappaleen sisäisistä kentistä. Tällöin samaistamal-

la kokonaiskenttien tangentiaaliosat ekvivalenttien pintavirrantiheyksien kanssa

saadaan kokonaiskenttien pintaintegraaliesitykset.

Pintavirrantiheydet voidaan ratkaista käyttämällä hyväksi reunaehtoja. Esi-

merkiksi kun sirottaja on täydellinen sähköjohdin, saapuvan sähkökentän tangen-

tiaalinen komponentti katoaa. Tällöin virrantiheys voidaan kirjoittaa integraaliyh-

tälönä saapuvan sähkökentän suhteen. Tätä ja vastaavia eri reunaehdoilla raken-

nettuja yhtälöitä kutsutaan sähkökentän tapauksessa sähkökentän integraaliyh-

tälöiksi (EFIE, Electric Field Integral Equation) ja magneettikenttien tapauksessa

magneettikentän integraaliyhtälöiksi (MFIE).

Integraaliesityksistä asetettujen reunaehtojen avulla rakennettujen integraa-

liyhtälöiden sisältämät virrantiheydet
#–

J s(
#–x ) ja

# –

Ms(
#–x ) voidaan ratkaista numee-

risesti erilaisten raja-alkiomenetelmien (BEM, Boundary Element Method) avulla.

Raja-alkiomenetelmissä pintavirrantiheydet kehitetään sarjoiksi jonkin kantafunk-

tiojoukon {fn}, n = 1, . . . , N avulla. Summissa on N tuntematonta kerrointa jn ja

mn,
#–

J s(
#–x ) ≈

N∑
n=1

jn
#–

f n( #–x ),

# –

Ms(
#–x ) ≈

N∑
n=1

mn
#–

f n( #–x ).

(4.2)

Yllä
#–

f n( #–x ) on tangentiaalinen vektoriarvoinen kantafunktio, joka on määritelty si-

rottajan pinnalla. Seuraavaksi muodostetaan sisätulo integraaliyhtälön kanssa jo-

kaisen kantafunktion kanssa, jolloin muodostuu kaksi kappaletta N×N lineaarisia

yhtälöryhmiä.

Pintaintegraaliyhtälömenetelmien etuna on niiden perustuminen tunnettui-

hin Maxwellin yhtälöiden ratkaisuihin, mikä tekee menetelmistä tehokkaita. Ne

eivät myöskään ole rajoittuneita tiettyihin geometrioihin, vaan sirottajat voivat ol-

la lähes mielivaltaisen muotoisia diskretoinnin rajoissa. Menetelmissä ongelmat

rajoittuvat myös tarkasti sirontaongelman kannalta relevantille alueelle, eikä las-

kentatehoa tarvitse tuhlata tyhjän avaruuden alueella.

Kolikon kääntöpuolena menetelmä on hankalahko implementoida, sillä rat-
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kaistavana on suuri joukko moniulotteisia, useassa tapauksessa vahvasti singulaa-

risia integraaleja, ja geometrioiden on oltava vähintäänkin paloittain homogeeni-

sia, ja jokaisella homogeenisella alueella on käytettävä alueelle ominaisia Greenin

funktioita ja integraaliyhtälöitä. Lisäksi ratkaistavat matriisiyhtälöt eivät ole har-

voja, kuten elementtimenetelmissä, jolloin ongelman kasvaessa on hyödynnettävä

entistä monimutkaisempia optimointimenetelmiä.

Yllä mainitut vahvuudet ja heikkoudet huomioiden tässä luvussa esitellään

perusta eräälle pintaintegraaliyhtälöesitykselle, jonka avulla työn numeerisessa

osuudessa ratkaistaan tähtienvälisen pölyhiukkasen dynamiikkaan kytkeytyvä si-

rontaongelma.

4.1 Sironnan pintaintegraaliesitys

Sähkömagneettisen sironnan integraaliyhtälöt voidaan ilmaista yleisessä muodos-

sa, joka soveltuu niin sironta- kuin antenniongelmiin. Integraaliyhtälöille tavoi-

tellaan pintaintegraalien avulla ilmaistua muotoa. Pintaintegraalimuotoiset yhtä-

löt soveltuvat ongelmien ratkaisujen kytkemiseen selkeämmin johonkin tiettyyn

sirottajan muotoon verrattuna tavanomaisiin reunaehtoihin nojautuvaan aaltoyh-

tälöratkaisuun. Ensin on ilmaistava sähkö- ja magneettikentät yleisessä muodossa

integraalien avulla, minkä jälkeen erilaisia reunaehtoja vastaavia integraaliyhtä-

löformulaatioita on muodostettavissa. Alaluvun loppuun asti edetään Poggion ja

Millerin [26] sekä Strattonin [27] mallien mukaisesti sironneiden kenttien inte-

graalimuotoja johdettaessa.

Käsitellään aikaharmonista ongelmaa symmetrisoitujen Maxwellin yhtälöi-

den
∇× #–

E = iωµ
#–

H− # –

M, ∇ · #–

E =
ρ

ε
,

∇× #–

H = −iωε
#–

E +
#–

J , ∇ · #–

H =
m

µ
,

(4.3)

jatkuvuusyhtälöiden

∇ · #–

J = iωρ, ∇ · # –

M = iωm, (4.4)

ja lineaarisen, homogeenisen ja isotrooppisen väliaineen vektorimuotoisten aalto-

yhtälöiden
∇×∇× #–

E − k2 #–

E = iωµ
#–

J −∇× # –

M,

∇×∇× #–

H− k2 #–

H = iωε
# –

M +∇× #–

J ,
(4.5)
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n̂s

n̂s

V

S1

S

Kuva 5: Sirontaongelma on rajattu tilavuuteen V , jonka reunapinta on S1, ja jossa sijaitsee säteilyä
sirottavia dielektrisiä kappaleita, joiden rajapintoja merkitään pinnaksi S. Pintojen normaalivekto-
reiden suunnat on valittu kuvan mukaisesti.

avulla. Yllä
#–

E ja
#–

H ovat sähkö- ja magneettivektorikentät, vastaavasti
#–

J ja
# –

M ovat

sähkö- ja magneettivirrantiheydet ja ρ ja m sähköiset ja magneettiset varaustihey-

det. Symmetrisoidessa Maxwellin yhtälöt otetaan siis käyttöön tiettävästi epäfysi-

kaalisia magneettisia lähdetermejä, joiden avulla yhtälöiden keskinäinen symmet-

risyys alleviivautuu entisestään.

Sirontaongelmassa nämä annetut yhtälöt pyritään ratkaisemaan tilavuudes-

sa V , jossa erilaiset lähdetermit muodostavat herättävän kentän, niin kutsutun

primäärikentän, ja jossa on erilaisia väliaineita eri sähköisin ominaisuuksin. En-

simmäinen askel on soveltaa vektorimuotoista Greenin lausetta∫
V

(
#–

Q ·∇×∇× #–

P− #–

P ·∇×∇× #–

Q) dV =

∫
Σ

(
#–

P×∇× #–

Q− #–

Q×∇× #–

P) ·d #–

S , (4.6)

jossa Σ = ∂V tai Σ = S + S1 on tilanteesta riippuen joko pelkkä tilavuuden V

reuna tai rajapintojen ja tilavuuden V reunojen S ja S1 summa ja
#–

Q ja
#–

P ovat

tilavuudessa V kahdesti jatkuvasti derivoituvia vektorifunktioita.

Valitaan vektorikentiksi
#–

P ja
#–

Q annettujen reunaehtojen sallimin vapauksin
#–

P =
#–

E ja
#–

Q = φâ, jossa φ = eikr

r
, r = | #–x − #–x ′| on Helmholtzin operaattorin
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Greenin funktion muotoa ja v on mielivaltainen yksikkövakiovektori. Tällöin

∇× #–

Q = ∇× (φâ) = ∇φ× â + φ∇× â = ∇φ× â + 0 = ∇φ× â,

∇×∇× #–

Q = ∇× (∇φ× â)

= ∇φ(∇ · â)− â∇ · (∇φ) + (â · ∇)∇φ− (∇φ · ∇)â

= 0 + âk2φ+ (â · ∇)∇φ− 0

= ∇(â · ∇φ) + âk2φ,

(4.7)

eli saadaan Greenin lauseen vasemman puolen integrandin ensimmäiseksi termik-

si
#–

P · ∇ ×∇× #–

Q =
#–

E · (∇(â · ∇φ) + âk2φ)

= k2φ
#–

E +
#–

E (∇(â · ∇φ))

= k2φ
#–

E +∇ ·
(

(â · ∇φ)
#–

E
)
− (â · ∇φ)(∇ · #–

E)

= k2φ
#–

E +∇ ·
(

(â · ∇φ)
#–

E
)
− ρ

ε
(â · ∇φ).

(4.8)

Integrandin toinen termi on vektoriaaltoyhtälöiden (4.5) avulla yksinkertaisesti
#–

Q · ∇ ×∇× #–

P = φâ · (k2 #–

E + iωµ
#–

J −∇× # –

M)

= k2φ
#–

E · â+ iωµφ
#–

J · â− φ(∇× # –

M) · â.
(4.9)

Greenin lauseen oikean puolen termeiksi saadaan vastaavanlaisella menette-

lyllä

#–

P ×∇× #–

Q =
#–

E × (∇φ× â) =
(

#–

E · â
)
∇φ−

(
#–

E · ∇φ
)

â,

#–

Q×∇× #–

P = φâ×
(

iωµ
#–

H− # –

M
)

= iωµφâ× #–

H− φâ× # –

M.
(4.10)

Koska d
#–

S = n̂dS, saadaan lopulta integraalitermeiksi skalaarikolmitulon ominai-

suuksien avulla

(
#–

P ×∇× #–

Q) · n̂ = (
#–

E · â)(∇φ · n̂)− (
#–

E · ∇φ)(n̂ · â),

(
#–

Q×∇× #–

P) · n̂ = iωµ(φâ× #–

H)− φ(â× # –

M) · â
= iωµφ(

#–

H× n̂) · â− φ(
# –

M× n̂) · â.
(4.11)

Kaikki integraalien termit lukuun ottamatta termiä ∇ ·
(

(â · ∇φ)
#–

E
)

ovat verran-

nollisia mielivaltaiseen vakiovektoriin â. Käyttämällä divergenssilausetta saadaan

viimeinenkin termeistä hyödylliseen muotoon:∫
V

∇ ·
(

(â · ∇φ)
#–

E
)

dV =

∫
Σ

(
(â · ∇φ)

#–

E
)
· n̂ dS =

∫
Σ

(
#–

E · n̂)(∇φ · â) dS, (4.12)
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eli kaikki integraalien termit ovat samalla tavalla verrannollisia vektorin â kanssa,

jolloin Greenin lauseen vasen ja oikea puoli muodostavat yhtälön∫
V

iωµφ
#–

J + φ∇× # –

M− ρ

ε
∇φ dV

=

∫
Σ

(
#–

E · n̂)∇φ+ (∇φ · n̂)
#–

E − (
#–

E · ∇φ)n̂− iωµφ(
#–

H× n̂) + φ(
# –

M× n̂) dS.

(4.13)

Siistitään yhtälöä edelleen. Vektori-identiteetin (∇φ · n̂)
#–

E−(
#–

E ·∇φ)n̂ =
#–

E×(∇φ×
n̂) , tulon derivointisäännön ∇× (φ

#–

A) = ∇φ× #–

A + φ∇× #–

A sekä Stokesin lauseen

avulla saadaan∫
V

φ∇× # –

M dV =

∫
V

∇× (φ
# –

M)−∇φ× # –

M dV =

∫
Σ

n̂× (φ
# –

M) dS −
∫
V

∇φ× # –

M dV,

(4.14)

jolloin päädytään viimein esitykseen, jossa virrantiheydet tilavuuden V sisällä on

ilmaistu pintaintegraalien avulla:∫
V

iωµφ
#–

J +∇φ× # –

M +
ρ

ε
∇φ dV =

∫
Σ

(n̂× #–

E)×∇φ+ (n̂ · #–

E)∇φ+ iωµ(n̂× #–

H)φ dS.

(4.15)

Yhtälön (4.15) käyttökelpoisuus eri tilanteissa riippuu siitä, millaisia deri-

voituvuus- ja jatkuvuusehtoja sähkökentällä
#–

E ja funktiolla
#–

Q on. Lisäksi Greenin

funktiolla φ on singulariteetti lähdepisteessä #–x = #–x ′. Tapaukset, joissa tarkastelu-

piste #–x on rajapinnoilla tai lähdepisteessä, on siis eristettävä integraaliyhtälöstä,

jotta sillä käytännössä olisi ratkaisuja.

Tarkastellaan siis kuvan 5 kaltaista esimerkkialuetta tilanteessa, jossa läh-

depiste on kappaleen pinnalla S. Suljetaan lähdepiste pallokuoren Ss sisälle ja

deformoidaan kappaleen pintaa S → S2 + S3, jossa S2 vastaa kappaleen reunan

painaumaa kappaleen sisälle, kun pallokuori asetetaan paikoilleen ja S3 → S, kun

pallokuori kutistetaan olemattomiin. Pintojen normaalivektorit n̂ ovat alueen V

sisänormaaleita, kun taas normaalivektorit n̂i ovat normaalivektoreita pinnoilla Si
poispäin alueesta V , kuten kuvassa 6 esitetään.

Tarkastellaan aluksi pelkkiä pintaintegraaleja lähdepisteen ympäristössä,

I =

∫
Ss+S2

(n̂× #–

E)×∇φ+ (n̂ · #–

E)∇φ+ iωµ(n̂× #–

H)φ dS, (4.16)

rajalla r = | #–x− #–x ′| → 0. Infinitesimaalisen lähellä lähdepistettä kaikki vaihetekijät

tekijöissä φ ja∇φ voidaan jättää huomiotta ja käsitellä pelkkiä kenttien keskiarvoja
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n̂

n̂

n̂1

n̂2

n̂3

n̂4

#–x
V

S1

S2

S3

Ss

Kuva 6: Tilanne, jossa tarkastelupiste sijaitsee sirottavalla pinnalla S. Tässä tapauksessa tarkaste-
lupiste on erotettava muusta kappaleesta pallopinnan sisälle ja pintaa Si on deformoitava siten,
että pallopinta ja kappaleen deformoitu pinta eivät kohtaa. Myöhemmin tilannetta tarkastellaan
rajalla, jossa peittävä pinta kutistuu olemattomiin.

lähdepisteessä #–x ′. Nyt

∇′φ = x̂i
∂φ

∂x′i
= x̂i

∂

∂x′i

e−ikr

| #–x − #–x ′| =
1

| #–x − #–x ′| x̂i
∂

∂x′i
e−ikr + e−ikrx̂i

∂

∂x′i

1

| #–x − #–x ′|

=
−ike−ikr

| #–x − #–x ′| x̂i
∂

∂x′i
| #–x − #–x ′|+ e−ikr

#–x − #–x ′

| #–x − #–x ′|3

=

(
ike−ikr

| #–x − #–x ′| + e−ikr 1

| #–x − #–x ′|2
)
x̂

=

(
1 + ikr

r

eikr

r

)
x̂.

(4.17)

Ylläolevan ja kenttien keskimääräisten arvojen avulla saadaan

I = lim
r→0

[
− #–

E

∫
Ss

dΩs +
#–

E

∫
S2

dΩ2

]
= − #–

E( #–x ) [4π − Ω2] , (4.18)

missä Ω2 on pinnan S2 pisteessä x näkyvä avaruuskulma rajalla r → 0. Yksityiskoh-

taisemmin tilanne käsitellään esimerkiksi Volakiksen teoksessa [28]. Toisin sanoen

pinnalla S kenttä saadaan ottamalla kentän keskiarvo aivan pinnan sisä- ja ulko-

puolesta. Tämä voidaan yleistää mille tahansa rajapinnalle tilavuuden V sisällä ja
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pudottaa alaindeksi tämän tiedon nojalla merkinnöistä. Jonkin pinnan ulkopuo-

lella taas Ω = 0. Sijoittamalla I yhtälöön (4.15) saadaan ilmaistua sähkökenttä

#–

E( #–x ) =
T ( #–x )

4π

∫
V

iωµφ
#–

J +∇′φ× # –

M +
ρ

ε
∇′φ dV ′

− T ( #–x )

4π
−
∫
S1+S

(n̂′ × #–

E)×∇′φ+ (n̂′ · #–

E)∇′φ+ iωµ(n̂′ × #–

H)φ dS ′,

(4.19)

missä T ( #–x ) = (1− Ω/4π)−1 ja −
∫
S1+S

on pintojen S1 ja S pääarvointegraali. Mag-

neettikenttä saadaan helposti korvaamalla kentät symmetristen Maxwellin yhtä-

löiden avulla, jolloin saadaan

#–

H( #–x ) =
T ( #–x )

4π

∫
V

iωεφ
# –

M +
#–

J ×∇′φ+
m

µ
∇′φ dV ′

− T ( #–x )

4π
−
∫
S1+S

(n̂′ × #–

H)×∇′φ+ (n̂′ · #–

H)∇′φ− iωε(n̂′ × #–

E)φ dS ′.

(4.20)

Nykykirjallisuudessa tässä muodossa ilmaistuja sironneiden kenttien inte-

graaliyhtälöitä kutsutaan Stratton-Chu-yhtälöiksi [27].

4.2 Pintaintegraaliyhtälöiden johto ja diskretointi

Seuraavaksi muodostetaan sironneiden kenttien Stratton-Chu-yhtälöistä eräs di-

elektristen kappaleiden sironnassa yksikäsitteisiä ja resonanssittomia ratkaisuja

tuottava [29] esitys, Poggio-Miller-Chan-Harrington-Wu-Tsai-esitys (PMCHWT).

Kyseiseen esitykseen viitataan jatkossa pintaintegraaliesityksenä aina, kun sekaan-

nuksen mahdollisuutta ei ole. Oletetaan kaikkien lähdetermien sijaitsevan kauka-

na sirottajista ja nimetään yhtälöiden (4.19) ja (4.20) tilavuusintegraalit niiden

sisältämien lähdekenttien mukaisesti primäärikentiksi
#–

Ei ja
#–

Hi, käsitellään mieli-

valtaista määrää sirottavia pintoja Si sekä sisällytetään kerroin 1/4π Greenin funk-

tioon φ, jolloin saadaan tiiviimmin kirjoitettua

#–

E( #–x ) = T ( #–x )

[
#–

Ei( #–x )−
∫
Si

(n̂′ × #–

E)×∇′φ+ (n̂′ · #–

E)∇′φ+ iωµ(n̂′ × #–

H)φ dS ′
]
,

#–

H( #–x ) = T ( #–x )

[
#–

Hi( #–x )−
∫
Si

(n̂′ × #–

H)×∇′φ+ (n̂′ · #–

H)∇′φ− iωε(n̂′ × #–

E)φ dS ′
]
.

(4.21)
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Nyt niin kutsuttu pintaekvivalenssiperiaate [30] toteaa, että kentät tarkastelutila-

vuudessa V määräytyvät yksiselitteisesti saapuvista primäärikentistä ja kappalei-

den pinnoille muodostuvisten kenttien tangenttikomponenteista, joita kutsutaan

ekvivalenteiksi pintavirroiksi (
#–

JS,
# –

MS), missä

#–

JS = n̂× #–

H,
# –

MS =
#–

E × n̂.
(4.22)

Maxwellin yhtälöiden ja ekvivalenttien pintavirtojen avulla voidaan ensin kirjoit-

taa [31]

n̂ · #–

E =
i

ωε
∇ · (n̂× #–

H) =
i

ωε
∇ · #–

JS,

n̂ · #–

H =
1

iωε
∇ · (n̂× #–

E) =
i

ωε
∇ · # –

MS,

(4.23)

jolloin kokonaisuudessaan kokonaiskentät ovat

#–

E( #–x ) = T ( #–x )

[
#–

Ei( #–x )−
∫
Si

− # –

MS ×∇′φ+
i

ωε
∇′ · #–

JS∇′φ+ iωµ
#–

JSφ dS ′
]

= T ( #–x )

[
#–

Ei( #–x ) +

∫
Si

# –

MS ×∇′φ−
i

ωε
∇′(∇′ · #–

JS)φ− iωµ
#–

JSφ dS ′
]
,

#–

H( #–x ) = T ( #–x )

[
#–

Hi(x)−
∫
Si

#–

JS ×∇′φ+
i

ωε
∇′ · # –

MS∇′φ+ iωε
# –

MSφ dS ′
]

= T ( #–x )

[
#–

Hi(x)−
∫
Si

#–

JS ×∇′φ+
i

ωε
∇′(∇′ · # –

MS)φ+ iωε
# –

MSφ dS ′
]
.

(4.24)

Määritellään integrodifferentiaalioperaattorit L ja K [32]:

L[
#–

F] ≡
∫
Si

k2 #–

Fφ+∇(∇′ · #–

F)φ dS ′,

K[
#–

F] ≡
∫
Si

∇′ × #–

Fφ dS ′,

(4.25)

jossa k = ω
√
εµ. Mikäli lähdetermit sijaitsevat jossain pinnalla Si, on operaatto-

reissa käsiteltävä jälleen integraalien pääarvoja. Nyt kokonaiskentät voidaan mää-

riteltyjen operaattoreiden avulla kirjoittaa tiiviisti

Θ( #–x )
#–

E( #–x ) =
#–

Ei( #–x )− η

ik
L[

#–

JS]−K[
# –

MS],

Θ( #–x )
#–

H( #–x ) =
#–

Hi( #–x )− 1

ikη
L[

# –

MS] +K[
#–

JS],
(4.26)

missä η =
√

µ
ε

on väliaineen impedanssi ja Θ( #–x ) = 1
T ( #–x )

.
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Saatuihin integraaliesityksiin ei vielä ole kiinnitetty mitään reunaehtoa kah-

den väliaineen rajapintaan, eli ne eivät ole vielä ratkaistavissa. Pintaintegraalie-

sitysyhtälöihin päästään, kun vaaditaan kenttien tangentiaalisten komponenttien

olevan jatkuvia rajapinnassa. Määritellään merkintöjä lyhentämään niin kutsuttu

tangenttijälkioperaattori γt[
#–

F] ≡ −n̂× n̂× #–

F ja saadaan reunaehdoiksi

γt(
#–

E1 −
#–

E2) = 0,

γt(
#–

H1 −
#–

H2) = 0.
(4.27)

Yhdistämällä kentät saadaan koottua tavoitellut pintaintegraaliesitysyhtälöt [26,

31, 32], jotka matriisimuodossa ovat
η1

ik1

γtL1 +
η2

ik2

γtL2 γtK1 + γtK2

−γtK1 − γtK2
1

ik1η1

γtL1 +
1

ik2η2

γtL2

( #–

J
# –

M

)
=

(
γt

#–

Ei

γt
#–

Hi

)
, (4.28)

missä alaindekseillä 1 ja 2 erotetaan keskenään homogeeniset ja isotrooppiset

tausta ja kappale. Erilaisia reunaehtoja käyttämällä ja yhdistelemällä niitä eri ta-

voin voidaan muodostaa mielivaltaisen monta menetelmää, joita on esimerkiksi

listattu viitteessä [32].

Yleisiä pintaintegraaliesitysyhtälöitä voidaan ratkaista numeerisesti niin kut-

sutun momenttimenetelmän avulla. Momenttimenetelmä on elektrodynamiikan

alalla vallitseva nimitys raja-alkiomenetelmälle (BEM) [33]. Yleisessä tapauksessa

momenttimenetelmässä ratkaistaan operaattoriyhtälö

A #–

f = #–s , (4.29)

jossa A on operaattori, #–s on tunnettu lähde(kenttä) ja
#–

f on tuntematon vas-

tekenttä. Yhtälön numeerisessa käsittelyssä sovelletaan yleensä elementtimene-

telmiä (FEM, Finite Element Method). Kehitetään
#–

f sarjaksi vektorifunktioiden
#–

f 1,
#–

f 2,
#–

f 3, . . . , avulla:
#–

f =
∑
n

αn
#–

f n, (4.30)

jossa αn ovat vakioita. Funktioita
#–

f n kutsutaan kantafunktioiksi. Kun momentti-

menetelmää sovelletaan numeriikassa, katkaistaan sarja (4.30) äärelliseksi sum-

maksi. Tämä vastaa tutkittavan pinnan jakamista hilaverkoksi, jonka jokaista hila-

alkiota vastaa yksi kantafunktio.
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Kantafunktiot voidaan valita hyvin vapaasti siten, että ne sopivat luonnolli-

sesti yhteen annetun ongelman reunaehtojen kanssa. Pintaintegraaliesitysyhtälöi-

den tapauksessa on luontevaa jakaa sirottava pinta kolmioverkoksi ja kantafunk-

tioiksi valita niin kutsutut Rao-Wilton-Glisson-kantafunktiot (RWG) [34]:

#–

f n( #–r ) =


ln

2A1

( #–r − #–r 1), #–r ∈ S1,

ln
2A2

( #–r 2 − #–r ), #–r ∈ S2,

0, muutoin.

(4.31)

Kantafunktion määritelmässä Ai on hila-alkion Si pinta-ala, ln on kolmioparin yh-

teisen sivun pituus ja vektorit ( #–r − #–r 1) sekä ( #–r 2− #–r ) ovat kolmioelementtien va-

paasta kärjestä #–r i lähtevät paikkavektorit. Valinta on luonteva, sillä RWG-funktiot

ovat divergenssikonformisia funktioita, jotka pakottavat kahden vierekkäisen ele-

mentin väliset normaalikomponentit jatkuviksi ja mahdollistavat integrandeissa

olevien singulariteettien heikentämisen [32].

Seuraavaksi operaattori A diskretoidaan testifunktioiden avulla muodosta-

malla matriisiyhtälö

A #–x =
#–

b , (4.32)

missä A on niin kutsuttu systeemimatriisi, vektori #–x sisältää diskretoidun tun-

temattoman funktion vakiokertoimet ja vektori
#–

b on herätevektori. Komponentit

Amn ja bm saadaan L2-sisätuloon 〈 #–w, #–s 〉 =
∫

Ω
#–w( #–r ) · #–s ( #–r )dΩ perustuvan testauk-

sen avulla:

Amn =
〈

#–wm, A(
#–

f )
〉
, bm =

〈
#–wm,

#–

b
〉
, m, n = 1, . . . , N. (4.33)

Testifunktiot #–wm valitaan siten, että matriisiyhtälö on voimassa operaattorin A
kuva-avaruudessa. Esimerkiksi pintaintegraaliesitykseen pohjautuvassa sironnas-

sa virtatermeistä saatavat kentät
#–

E ja
#–

H kuuluvat kuva-avaruuteen Hcurl, joten

testifunktiot t kuuluvat avaruuteen Hdiv. Testifunktioilla testataan esimerkiksi si-

sätulo 〈 #–
t , L(

#–

J )〉 [32]. Nyt käsiteltävässä tapauksessa testifunktioiksi voidaan va-

lita Galerkinin menetelmän [33] mukaisesti kantafunktiot itsensä, siis esimerkiksi

sähköisen pintavirran tapauksessa
#–
t n =

#–

Jn.

Yhtälön (4.28) systeemimatriisin ja herätevektoreiden alkiot lasketaan täs-

sä luvussa kuvatulla menetelmällä, ja tuntemattomat kertoimet ratkaistaan kään-

tämällä systeemimatriisi. Ratkaistuista kertoimista voidaan lopulta ratkaista in-

tegraaliesitysten avulla sironneet kentät kaikkialla avaruudessa paitsi sirottavalla
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pinnalla. Kuitenkin integrodifferentiaalioperaattorit L ja K ovat yhä singulaarisia

termien φ,∇φ ja ∇2φ osalta. Singulaarisuuden käsittely tapahtuu työssä käytetys-

sä ohjelmistossa tekstin [35] esittämällä tavalla.



5. Dynamiikan numeerinen
ratkaiseminen

Tähän mennessä on tarkasteltu niin pölyhiukkasen pyörimisdynamiikkaa, sähkö-

magneettisen sironnan pohjalla olevaa elektrodynamiikkaa sekä eksplisiittistä me-

netelmää ratkaista sirontaongelma pintaintegraaliyhtälömenetelmän avulla. Tässä

luvussa muodostetaan aiemmin esiteltyjen osa-alueiden avulla viitekehys sähkö-

magneettisessa säteilykentässä vuorovaikuttavan pölyhiukkasen dynamiikan nu-

meeriseen ratkaisemiseen. Lisäksi esitellään viitekehyksen mukaisesti toteutetun

Fortran-ohjelmiston algoritmeja sekä ohjelmiston testaamiseen laadittu testiym-

päristö. Hiukkasgeometrioina käytetään niin palloa, ellipsoidia kuin gaussista sa-

tunnaispalloa (Gaussian Random Sphere, GRS) [36].

Kuva 7: Diskretisoidut esimerkkigeometriat pallon ja gaussisen pallon tapauksissa. Ohjelmiston
määrittämät hiukkasten pääakselit, joista suurinta hitausmomenttia vastaava on korostettuna, ovat
kappaleiden massakeskipisteissä.

36
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5.1 Geometrian käsittely

Työssä käytetty pintaintegraaliyhtälömenetelmä ratkoo homogeenisen, kolmioele-

mentein monitahokkaaksi diskretoidun kappaleen sirontaa, josta seuraava dyna-

miikka on luontevaa ratkaista samaista diskretoitua kappaletta käyttäen. Homo-

geenisen monitahokkaan tapauksessa dynamiikan kannalta tärkeimmät hitaussuu-

reet eli kappaleen massa, massakeskipiste ja hitausmomenttitensori, on mahdol-

lista ratkaista tehokkaasti monitahokkaan kärkipisteiden avulla. Edetään kuten

viitteessä [37].

Monitahokkaan massan, massakeskipisteen ja hitausmomenttitensorin mää-

rittäminen vaatii kymmenen tilavuusintegraalin ratkaisua, kukin muotoa∫
V

p(x, y, z) dV, (5.1)

missä funktio p(x, y, z) on yksi kymmenestä polynomista

p(x, y, z) ∈ {1, x, y, z, x2, y2, z2, xy, xz, yz}. (5.2)

Valitsemalla vektoriarvoinen funktio
#–

F(x, y, z), joka toteuttaa ehdon∇· #–F(x, y, z) =

p(x, y, z), voidaan divergenssilauseen avulla tilavuusintegraali muuttaa pintainte-

graaliksi∫
V

p(x, y, z) dV =

∫
V

∇· #–F(x, y, z) dV =

∫
S

n̂· #–F(x, y, z) dS =
∑
f∈S

∫
f

n̂f ·
#–

F(x, y, z) dS,

(5.3)

missä n̂ on monitahokkaan pinnan S ulospäin osoittava yksikkönormaali ja f yk-

sittäinen kolmiotahkopinta. Valitaan jokaista funktiota p(x, y, z) vastaavat funktiot
#–

F(x, y, z) taulukon 1 mukaisesti.

p
#–

F p
#–

F

1 (x, 0, 0) y2 (0, y3/3, 0)

x (x2/2, 0, 0) z2 (0, 0, z3/3)

y (0, y2/2, 0) xy (x2y/2, 0, 0)

z (0, 0, z2/2) xz (0, 0, xz2/2)

x2 (x3/3, 0, 0) yz (0, y2z/2, 0)

Taulukko 1: Massasuureiden laskemiseen käytetyt funktiot p sekä jokaista vastaava vektorifunktio
#–

F, jonka divergenssi ∇ · #–

F = p.
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Ratkaistavat integraalit ovat muotoa (n̂f · l̂)
∫
f
q(x, y, z) dS, missä l̂ on jokin

yksikkövektoreista ı̂, ̂ tai k̂ ja q(x, y, z) ∈ {x, x2, y2, z2, x3, y3, z3, x2y, xz2, y2z}. Jo-

kaisella kolmiotahkolla on vastapäivään numeroidut kärkipisteet
#–

Pi = (xi, yi, zi),

i = 0, 1, 2. Referenssikärjestä
#–

P0 lähtee kaksi särmää
#–

Ei =
#–

Pi −
#–

P0 = (αi, βi, γi),

i = 1, 2. Kolmiotahko voidaan parametrisoida lukujen u ja v avulla, missä u ≥ 0,

v ≥ 0 ja u+ v ≤ 1, jolloin

#–

P(u, v) =
#–

P0 + u
#–

E1 + v
#–

E2

= (x0 + α1u+ α2v, y0 + β1u+ β2v, z0 + γ1u+ γ2v)

= (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

(5.4)

Nyt pinta-alkio voidaan esittää muodossa

dS =

∣∣∣∣∣∂
#–

P

∂u
× ∂

#–

P

∂v

∣∣∣∣∣ dudv =
∣∣∣ #–

E1 ×
#–

E2

∣∣∣ dudv, (5.5)

ja vastaavasti yksikkönormaali

n̂f =

#–

E1 ×
#–

E2∣∣∣ #–

E1 ×
#–

E2

∣∣∣ =
(β1γ2 − β2γ1, α2γ1 − α1γ2, α1β2 − α2β1)∣∣∣ #–

E1 ×
#–

E2

∣∣∣ =
(δ0, δ1, δ2)∣∣∣ #–

E1 ×
#–

E2

∣∣∣ . (5.6)

Parametrisaation avulla voidaan integraalit kirjoittaa muodossa

(n̂f · l̂)
∫
f

q(x, y, z) dS = (
#–

E1 ×
#–

E2 ·
#–

l )

∫ 1

0

∫ 1−v

0

q(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) dudv,

(5.7)

missä x(u, v), y(u, v) ja z(u, v) ovat kolmiotahkon
#–

P(u, v) komponentit. Yhtälön

(5.7) oikean puolen integraalit voidaan laskea kaikilla mahdollisilla funktioilla q.

Tuloksena saadaan termejä, jotka voidaan ilmaista kuuden apulausekkeen fi, gi,

i = 1, 2, 3, avulla. Kyseiset apulausekkeet lasketaan argumenteille w, jotka ovat

muotoa x = (x0, x1, x2), y = (y0, y1, y2) ja z = (z0, z1, z2) algoritmin

f1(w) = a+ w2,

f2(w) = c+ w2f1(w),

f3(w) = w0b+ w1c+ w2f2(w),

gi(w) = f2(w) + wi(f1(w) + wi),

(5.8)

avulla, missä a = w0 + w1, b = w2
0 ja c = b+ w1a ovat tilapäismuuttujia.
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Nyt kaikki integraalit kolmiotahkon yli voidaan kirjoittaa muodossa

(n̂f · ı̂)
∫
f

x dS =
δ0

6
f1(x), (n̂f · ̂)

∫
f

y3 dS =
δ1

20
f3(y),

(n̂f · ı̂)
∫
f

x2 dS =
δ0

12
f2(x), (n̂f · k̂)

∫
f

z3 dS =
δ2

20
f3(z),

(n̂f · ̂)
∫
f

y2 dS =
δ0

12
f2(y), (n̂f · ı̂)

∫
f

x2y dS =
δ0

60
(y0g0(x) + y1g1(x) + y2g2(x)),

(n̂f · k̂)

∫
f

z2 dS =
δ0

12
f2(z), (n̂f · ̂)

∫
f

y2z dS =
δ1

60
(z0g0(y) + z1g1(y + z2g2(y)),

(n̂f · ı̂)
∫
f

x3 dS =
δ0

20
f3(x), (n̂f · k̂)

∫
f

z2x dS =
δ2

60
(x0g0(z) + x1g1(z) + x2g2(z)).

(5.9)

Summattaessa kaikkien kolmiotahkojen yli ensimmäisestä integraalista saadaan

kappaleen tilavuus, kolmesta seuraavasta sen massakeskipiste ja lopuista kuu-

desta hitausmomenttitensorin yläkolmiokomponentit. Diagonalisoimalla ratkaistu

hitausmomenttitensori löydetään rotaatiomatriisi Q laboratoriokoordinaatistosta

pääakselikoordinaatistoon.

5.2 Liikeyhtälöiden integrointi

Tässä alaluvussa rakennetaan viitekehys integrointiohjelmistolle perustuen aiem-

paan teoriaan sekä aiemmin esitettyihin numeerisiin algoritmeihin. Ohjelmiston

sirontaongelman ratkaiseva osa perustuu Johannes Markkasen laatimaan pintain-

tegraaliyhtälömenetelmän sirontaohjelmistoon [32]. Sirontaohjelmisto määrittää

siroamistapahtumassa hiukkaseen vaikuttavat voimat ja väännöt kolmioelement-

tidiskretisaation avulla. Ohjelmistoa on muokattu vastaamaan fysikaalista lähtö-

tilannetta, jossa hiukkasen kokoparametri ka on säädettävissä hiukkaskokoa ku-

vaavan samantilavuuksisen pallon säteen a sekä saapuvan säteilyn aaltoluvun k

avulla. Lisäksi hiukkasen kompleksinen permittiivisyys ja saapuvan sähkökentän

amplitudi sekä dynamiikkaintegroinnissa käytettävä hiukkasen tiheys ovat säädet-

täviä suureita.

Sirontaohjelmisto määrittää hiukkasgeometriaan perustuen sironnan systee-

mimatriisin yhtälön (4.32) mukaisesti ja kääntää matriisin, jolloin sirontatapah-

tuman ratkaisu vaatii ainoastaan yhtälön (4.32) oikean puolen päivittämistä vas-

taamaan saapuvan säteilykentän ominaisuuksia sekä matriisi-vektoritulon laske-
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Suure
Koordinaatisto

#–

k
#–

N R

{x}lab
#–

k lab vakio R(t) = QᵀRp(t)

{x}sca
#–

k sca = R(t)
#–

k lab
#–

Nsca(t)

{x}p
#–

Np(t) = QRᵀ(t)
#–

Nsca Rp(t)

(1)

(2)

(3)

(4)

t = t + ∆t

Kuva 8: Dynamiikkaintegraattorin toimintaperiaate tiivistettynä: Ensimmäiseksi käännetään aal-
tovektori ja tuloksen avulla ratkaistaan vääntömomentit sirontaohjelmiston avulla. Seuraavaksi
käännetään vääntömomentit pääakselikoordinaatteihin ja kolmanneksi päivitetään rotaatiomatrii-
si pääakselikoordinaateissa. Lopuksi ratkaistaan uusi rotaatiomatriisi laboratoriokoordinaateissa.
Iteraatioiden yhteydessä päivitetään systeemimatriisiyhtälön oikea puoli.

mista. Kun systeemimatriisi on käännetty, voidaan liikeyhtälöiden integroiminen

aloittaa.

Alaluvussa 2.3 kuvataan menetelmä ratkaista sirontaongelma sirontakoordi-

naatistossa {x}sca, jossa koordinaatisto on kiinnitetty hiukkasen massakeskipistee-

seen ja ulkoinen säteilykenttä muuttaa suuntaansa. Kun ulkoisia kenttiä käänne-

tään, on pidettävä mielessä, että kuvan 3 mukaiset muunnokset laboratoriokoordi-

naateista sirontakoordinaatteihin on tehtävä käänteismuunnoksina aaltovektorille
#–

k . Tämä on seurausta siitä, että rotaatiomatriisi R on koordinaatistojen välinen

kuvaus, mutta sirontaongelman näkökulmasta koordinaatisto ei muutu, vaan aal-

tovektori
#–

k muuttaa suuntaansa.

Sirontaongelman ratkaisu valmiin systeemimatriisin avulla on suhteellisen

nopeaa, ja laskenta-aika on verrannollinen diskretointiin käytettyjen kolmioele-

menttien määrään. Määritetyt voimat ja väännöt käännetään laboratoriokoordi-

naattien kautta hiukkasen pääakselikoordinaatteihin. Muunnoksessa laboratorio-

koordinaatteihin on jälleen otettava huomioon oikeat muunnosmatriisit, minkä

jälkeen muunnos pääakselikoordinaatteihin tapahtuu normaalin käytännön mu-

kaisesti.

Liikeyhtälöistä ratkaistaan kulmanopeus Runge-Kutta-algoritmin avulla pää-

akselikoordinaateissa ja hiukkasen orientaatiota kuvaava rotaatiomatriisi päivi-

tetään Rodriguesin rotaatiokaavan (2.31) avulla. Massakeskipisteen etenemislii-

kettä kuvaavat yhtälöt voidaan sen sijaan ratkaista suoraviivaisen Runge-Kutta-
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algoritmin sovelluksen avulla.

Ratkaistu rotaatiomatriisi käännetään laboratoriokoordinaatteihin, jolloin si-

tä voidaan käyttää seuraavassa iteraatiossa jälleen aaltovektorin
#–

k kääntämiseen.

Iterointien yhteydessä päivitetään myös systeemimatriisiyhtälön (4.32) oikea puo-

li. Kokonainen iterointikierros on esitetty kuvassa 8.



6. Tulokset ja johtopäätökset

Ohjelmiston testaus jakaantuu kahteen osa-alueeseen, rotaatiointegraattorin oi-

kean toiminnan varmentamiseen analyyttisiin tuloksiin verrattaessa sekä tähtien-

välistä pölyhiukkasta mallintavien ajojen tulosten käsittelyyn.

6.1 Integraattorin toiminta

Integraattorin testaaminen tapahtuu tilanteissa, joissa pyörimisliike ja etenemislii-

ke on erotettu toisistaan. Etenemisliikkeen testaus on yksinkertaista, ja tapahtuu

kohdistamalla massakeskipisteeseen erilaisia voimia ajan funktiona. Analyyttiseen

ratkaisuun verrattaessa voidaan arvioida integraattorin virhettä aika-askeleen funk-

tiona.

Integraattorin testauksessa käytetään eksplisiittisen geometrian sijasta al-

kuparametrina asetettavaa hitausmomenttitensoria. Testikappaleet pyörivät jol-

lain alkukulmanopeudella #–ω 0 sekä ilman ulkoisia vääntömomentteja että ulkoisen

vääntömomentin
#–

Next = ẑlab × x̂b,3 vaikutuksen alaisuudessa.

Analyyttiseen ratkaisuun verrattaessa saadaan arvioitua integraattorin vir-

hettä asettamalla yläraja aika-askeleen aikana tapahtuvalle pyörähdykselle. Tämä

maksimipyörähdys θmax rajoittaa aika-askelta yhtälön ∆t = θmax
ω

mukaisesti. Ku-

vassa 11 esitetään absoluuttinen numeerinen virhe ajan funktiona. Kuvassa 12

havaitaan absoluuttisen virheen kasvavan spiraalimaisesti (∆ω1,∆ω2)-tasossa. Ab-

soluuttinen virhe kasvaa noin 10000-kertaisesti maksimipyörähdyksen kasvaessa

0.01 radiaanista 0.1 radiaaniin.

Epäsymmetrisen hyrrän tapauksessa luvussa 2.6 ennustettu käytös saadaan

toisinnettua integraattorissa. Asetetaan testikappaleen hitausmomenttitensoriksi

I = diag(1, 8, 4) ja tarkastellaan kahta eri alkukulmanopeutta, #–ω0,stab = (0, 1, 0.1)

sekä #–ω0,unstab = (0, 0.1, 1). Stabiili ja epästabiili tilanne eroavat toisistaan niin kul-

42
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manopeuksien aikakehityksen kuin testivektorin (0, 0, 1)body radan suhteen, kuten

kuvissa 13 ja 14 on esitetty.

Ulkoista vääntömomenttia voidaan mallintaa vektorilla
#–

Next = ẑlab × x̂3,body,

joka vastaa tilannetta, jossa symmetrisen ellipsoidin vastakkaisiin päihin asete-

taan vastakkaisiin suuntiin osoittavat raketit. Tilanne on analoginen toisesta pääs-

tään kiinnitetyn hyrrän pyörimiseen gravitaatiokentässä, vaikka testikappaleeseen

ei ole asetettu sidosehtoja. Vakaassa pyörimisessä ulkoinen vääntö saa kulmano-

peuskomponenteissa aikaan ylimääräisen värähtelytilan, kuten kuvissa 16 ja 17

esitetään.

Kuva 9: Symmetrisen ellipsoidin, I = diag(1, 1, 8), kulmanopeuden ja nopeuden ratkaisut tilan-
teessa, jossa alkukulmanopeus #–ω(t = 0) = (1, 0, 1). Tasainen kiihtyvyys näkyy nopeuden kuvaajas-
sa, kun taas kulmanopeuden kuvaajassa näkyy ympyräliike (ω1, ω2)-tasossa.
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Kuva 10: Sama tilanne kuin kuvassa 9, kulmanopeudet ajan funktiona teoreettisen ennusteen
mukaisesti punaisella katkoviivalla ja numeerinen tulos yhtenäisellä sinisellä viivalla, kun maksi-
mipyörähdys yhden akselin ympäri on rajoitettu 0.01 radiaaniin. Esityksen tarkkuuden puitteissa
numeerinen ja analyyttinen ratkaisu ovat päällekkäin.
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Kuva 11: Symmetrisen hyrrän numeerisen ratkaisun absoluuttisen virheen itseisarvo |∆ω1| ajan
funktiona eri maksimipyörähdyksillä θmax.
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Kuva 12: Symmetrisen hyrrän numeerisen ratkaisun absoluuttinen virhe (∆ω1, ∆ω2)-tasolla mak-
simipyörähdyksellä θmax = 0.01 radiaania. Virhe kasvaa spiraalimaisesti ajan funktiona.



6.1. INTEGRAATTORIN TOIMINTA 47

Kuva 13: Epäsymmetrisen testikappaleen, I = diag(1, 8, 4), kulmanopeuden aikakehitys stabiilissa
ja epästabiilissa tilanteessa. Vasemmalla stabiili tilanne ja oikealla epästabiili tilanne.

Kuva 14: Tilanne kuten kuvassa 13, testivektorin ratakäyrät vasemmalla stabiilissa tilanteessa ja
oikealla epästabiilissa tilanteessa.



6.1. INTEGRAATTORIN TOIMINTA 48

Kuva 15: Tilanne kuten kuvissa 13 ja 14. Stabiilin pyörimisen tapauksessa pyöriminen tapahtuu
pääasiassa suurinta hitausmomenttia vastaavan akselin ympäri, kun taas epästabiilissa tilanteessa
kulmanopeusvektorin kaikki komponentit värähtelevät merkittävästi.
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Kuva 16: Symmetrisen hyrrän kulmanopeudet tilanteessa, jossa ulkoinen vääntömomentti on 0
ja testihiukkaseen vaikuttaa vakiovoima. Kulmanopeusvektorin prekessio näkyy sinimuotoisena
kulmanopeuskomponenttien värähtelynä.
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Kuva 17: Tilanne kuin kuvassa 16, mutta jossa vääntömomentti on
#–

N = ẑlab × x̂3,body. Ulkoinen
vääntömomentti aiheuttaa kulmanopeuskomponenttien ylimääräisen värähtelytilan.
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6.2 Sirottavan hiukkasen pyöriminen

Tarkastellaan kuvassa 7 esitetyn gaussisen satunnaispallon muotoisen hiukkasen

dynamiikkaa sirontavuorovaikutuksessa. Hiukkasen pyörimistä mallinnetaan niin

levosta kuin sekä stabiilista että epästabiilista pyörimistilasta lähtien. Kokopara-

metrille ka asetetaan arvot 0.1, 1 ja 5 varioimalla kokoparametriä hiukkasen pal-

loekvivalenttisäteen a avulla ja asettamalla aaltoluvuksi 1.0 ·107 1
m . Kolmioelement-

tidiskretisaation karkeus asettaa rajan pintaintegraaliyhtälömenetelmän tarkkuu-

delle, tarkat tulokset vaativat vähintään kymmenen elementin mahtuvan yhden

aallonpituuden sisälle.

Hiukkasen diagnonalisoidussa hitausmomenttitensorissa I1 ≤ I2 ≤ I3. Kol-

men testikokoparametrin tapauksessa hiukkasten massat ja diagonalisoidut hi-

tausmomenttitensorit ovat

mka=0.1 = 9.0 · 10−19 kg, Ika=0.1 = diag(1.61010, 2.26925, 2.72165) · 10−40 kgm2,

mka=1 = 9.0 · 10−16 kg, Ika=1 = diag(1.61010, 2.26925, 2.72165) · 10−35 kgm2 ja

mka=5 = 1.12 · 10−13 kg, Ika=5 = diag(5.03158, 7.09141, 8.50516) · 10−32 kgm2.

Hiukkasten tiheys jokaisessa tilanteessa on 2000 kg
m3 . Stabiileissa alkutiloissa kulma-

nopeuden suurin komponentti on suurinta hitausmomenttia vastaava ω3 = −1.0 ja

perturbatiivinen komponentti on ω2 = 0.1. Epästabiilissa tilanteessa komponentit

on valittu päinvastaisiksi.

Simulaatiossa hiukkasen sähkömagneettista ympäristöä pidetään yksinker-

taisimpana mahdollisena. Primaarinen sähkökenttä on lineaarisesti polarisoitunut

ja kentän amplitudi on E0 = 0.01 V/m. Amplitudia vastaava sähkökentän energia-

tiheys on likimäärin Linnunradan taustasäteilyn energiatiheys [38], mallinnettu

hiukkanen vastaa näin ollen kylmää pölyhiukkasta. Lisäksi jokaisen testihiukka-

sen suhteellinen kompleksinen permittiivisyys on εr = 2.000 + 0.000i.

Kaikissa tilanteissa adaptiivista aika-askelta rajoittavana maksimipyörähdyk-

senä pidettiin 0.01 radiaania ja simulaatioiden pituudet rajattiin 1000 aika-aske-

leeseen. Ensimmäisenä tarkastellaan tilannetta, jossa erikokoiset hiukkaset lähte-

vät liikkeelle levosta. Kolmen eri kokoluokan hiukkasen dynamiikkaa käsitellään

kuvissa 18 – 20.

Stabiilista pyörähdystilasta aloittaessa kulmanopeuksien muutosten koko-

luokat pysyvät likimain samoina kolmen erikokoisen hiukkasen tapauksissa, kun
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verrataan vastaavankokoisia hiukkasia paikaltaan lähtiessä. Stabiilia alkutilannet-

ta käsitellään kuvissa 21 – 23.

Stabiilin ja epästabiilin tilan ero on samankaltainen kuin testikappaleella, jo-

ta käsiteltiin kuvassa 15, joskin aikaskaalat ovat pienempiä. Kaikissa tapauksissa

osa kulmanopeuden kehityksestä selittyy siis epästabiililla alkutilanteella. Tilan-

netta käsitellään kuvissa 24 – 26.

Kolmessa testitapauksessa hiukkasen vaste näkyvään valoon on selkein, kun

kokoparametri on pienimmillään, ka = 0.1. Muissa tapauksissa säteilyn vääntö-

vaikutukset jäävät pieniksi verrattuna hiukkasen vääntömomenteista riippumat-

tomaan pyörimiseen. Myös paikaltaan lähtevien hiukkasten tapauksessa erot eri

kokoparametrien välillä ovat selkeitä. Systeemin pidemmän ajan aikakehitykses-

tä saatujen tuloksien perusteella ei voi tehdä varmoja ennusteita, tämä siis jää

suurteholaskennan menetelmin ratkaistavaksi jatkokysymykseksi.
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Kuva 18: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun hiukkanen lähtee liikkeelle le-
vosta. Kulmanopeudet kehittyvät 10 sekunnin aikana selvästi.
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Kuva 19: Tilanne kuin kuvassa 18, mutta jossa ka = 1. Sirontavuorovaikutuksen väännöt muutta-
vat pyörimistilaa kertaluokkaa heikommin. Voimat kiihdyttävät hiukkasta likimain tasaisesti saa-
puvan säteilyn suunnassa.
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Kuva 20: Tilanne kuin kuvissa 18 ja 19, mutta jossa ka = 5.
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Kuva 21: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun alkukulmanopeus on stabiili. Si-
rontavuorovaikutuksessa ilmaantuvat väännöt muuttavat hiukkasen pyörimistilaa selvästi. Voimat
muuttavat hiukkasen etenemistilaa epälineaarisesti.



6.2. SIROTTAVAN HIUKKASEN PYÖRIMINEN 57

Kuva 22: Tilanne kuin kuvassa 21, mutta jossa ka = 1. Sirontavuorovaikutuksen väännöt eivät
muuta pyörimistilaa enää mainittavasti. Voimat kiihdyttävät hiukkasta likimain tasaisesti saapuvan
säteilyn suunnassa.
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Kuva 23: Tilanne kuin kuvissa 21 ja 22, mutta jossa ka = 5.
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Kuva 24: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun alkukulmanopeus on epästabiili.
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Kuva 25: Tilanne kuin kuvassa 24, mutta jossa ka = 1.
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Kuva 26: Tilanne kuin kuvissa 24 ja 25, mutta jossa ka = 5.



7. Yhteenveto

Tämän tutkielman tavoitteena oli luoda viitekehys tähtienvälisen pölyhiukkasen

dynamiikan laskemiseen tilanteessa, jossa dynamiikan määräävät sirontavuoro-

vaikutukset. Testisimulaatioiden perusteella voidaan todeta liikeyhtälöiden suoran

ratkaisemisen pintaintegraaliyhtälömenetelmän kautta olevan mahdollinen tapa

tutkia hiukkasdynamiikkaa realistisin alkuparametrein.

Integraattorin toimintaa testatessa todettiin, että liikeyhtälöiden suora nu-

meerinen ratkaisu yhtyy symmetristen hyrrien tapauksessa analyyttisen ratkaisun

kanssa. Virheen minimoimiseksi adaptiivisen aika-askelluksen määräävän maksi-

mipyörähdyksen arvon on hyvä olla alle 0.1 radiaania. Tämä maksimipyörähdys

mahdollistaa simulaation käsittävän useita tunteja myös ilman suurteholaskennan

työkaluja.

Sirontavuorovaikutuksen implementointi on testien perusteella onnistunut.

Numeerinen dynamiikan ratkaisu vastaa teoreettisia odotuksia. Tulosten perus-

teella simuloidun hiukkasen dynaaminen vaste sirontavuorovaikutukseen on mer-

kittävä, kun kokoparametri ka = 0.1. Näkyvän valon aallonpituuksien tapauksessa

tämä vastaa mikrometriluokan hiukkasen dynamiikan olevan tiukasti kytköksissä

valonsirontaan.

Menetelmän laajentaminen kattamaan erilaisia kosmisia ympäristöjä ja hiuk-

kasrakenteita on suoraviivaista. Pintaintegraalimenetelmän sijasta tilavuusinte-

graalimenetelmiä käyttämällä voidaan käsitellä paloittain homogeenisten raken-

teiden dynamiikkaa mielivaltaisten geometrioiden tapauksessa. Erilaisiin ympäris-

töihin tilanteen kytkeminen on mahdollista kytkentämekanismeja liikeyhtälöiden

yhteyteen lisäämällä. Esimerkiksi polarisoitumattoman valon ja useiden näkyvän

valon aallonpituuksien implementointi on suoraviivaista olemassa olevaan ohjel-

mistoon.

Tähtienvälisen pölyn polarisoitumisilmiöihin kiinteästi liittyvän orientaatio-

ongelman käsittely esitellyllä ohjelmistolla on mahdollista suurteholaskennan me-
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netelmin. Systeemin pitkän ajan aikakehitystä valottavissa suuren aikaskaalan si-

mulaatioissa on menetelmään lisättävä myös erilaisia kosmiseen ympäristöön kyt-

keytyviä kulmanopeuden dissipaatiomekanismeja. Dissipaatiomekanismien on ai-

emmissa tutkimuksissa todettu liittyvän oleellisesti siihen, mihin tilaan hiukkasen

pyöriminen lopulta stabiloituu.

Todellisuudessa tähtienvälisessä pölyssä tapahtuu myös sähkömagneettisen

säteilyn emissiota, jolla on myös vaikutus pölyhiukkasen dynamiikkaan. Emis-

siodynamiikan mallintaminen hyödyntäen tilavuusintegraaliyhtälömenetelmiä on

kiinnostava jatkotutkimusaihe.

Tutkimuskäyttöön soveltuakseen ohjelmiston ensisijaiseen jatkokehitykseen

kuuluu primäärikentän useiden polarisaatiotilojen sekä aallonpituuksien imple-

mentointi. Erilaisten dissipaatiomekanismien ja dynamiikkaan vaikuttavien teki-

jöiden, kuten ulkoisten magneettikenttien, lisääminen on oleellinen askel käytet-

täessä ohjelmistoa todellisia ympäristöjä vastaavissa tilanteissa. Lisäksi ohjelmis-

ton muokkaus rinnakkaislaskentaa hyödyntäväksi on keskeinen askel ohjelmiston

optimoinnissa. Monimutkaisempien hiukkasrakenteiden mallinnuksessa vastaavaa

dynamiikkaohjelmiston viitekehystä voidaan soveltaa tilavuusintegraaliyhtälöme-

netelmiä hyödyntäen.
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