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1. Johdanto

Tahtienvalinen poly on tunnettu epédsuorasti vuodesta 1785 Uranuksenkin ensim-
maisend havainneen William Herschelin avaruuden pimeistd alueista tekemien
epasuorien havaintojen kautta [1]. Taydellinen varmuus polyn olemassaolosta
saatiin vuonna 1930 Trumplerin absorptio- ja punertumamittausten perusteel-
la [2]. Myohemmin, vuonna 1949, Hall ja Hiltner havaitsivat toisistaan riippu-
matta tdhtienvilisen polyn méaaran kanssa korreloivan galaktisen valon polarisaa-
tion, joka yleisesti oli galaktista tasoa vasten kohtisuorassa [3, 4]. Hiltner tunnisti
nopeasti polarisaation synnyttdjiksi magneettikentdn suhteen orientoituneet epa-
symmetriset polyhiukkaset [5].

Sittemmin téhtienvélisen polyn polarisoimaa séateilya on tutkittu ultraviolet-
tialueelta [6] ldhi-infrapuna-alueelle [7]. Havainnot osoittavat tahtienvalisen po-
lyn olevan magneettista ja mahdollistavan magneettikenttien geometrian ja voi-
makkuuden tutkimisen [8, 9]. Polyn polarisaatio tarjoaa kattavan ja taloudellisen
tavan tutkia téhtienvélistd aluetta, mikali polyn orientoitumismekanismit tunne-
taan [10].

Systemaattista tahtienvéalisen polyn orientoitumista selittimain kehitettiin
useita mekanismeja. Davisin ja Greensteinin galaktisen magneettikentédn aiheutta-
ma paramagneettinen relaksaatiomekanismi [8] oli ensimmaisié, joskin sittemmin
painoarvoltaan melko mitattémaéksi todettuja mekanismeja [11]. Erilaisista meka-
nismeista tietyssa tilanteessa dominoivin maadraytyy monimuotoisten kosmisten
ympaéristojen mukaisesti. Kuitenkin Lazarianin pitkdaikaisen tyon perusteella erds
merkittavimmista polyhiukkasten orientoitumismekanimeista on niin kutsuttu sa-
teilyvaanto (Radiative Torque, RAT). Yksinkertaistettuna mekanismi perustuu epa-
symmetrisessd hiukkasessa tapahtuvan valonsironnan voimavaikutuksiin [12].

Sateilyvaantojen tutkimuksessa kasitellddn valonsirontaa enintddan mikromet-
riluokan hiukkasista, jonka yhteydessid tehty numeerinen analyysi on tapahtu-
nut usein diskreettid dipoliapproksimaatiota kayttdvien numeeristen sirontaoh-



jelmistojen, esimerkiksi Discrete Dipole Scattering -ohjelmiston (DDSCAT) [13]
avustuksella. Polyhiukkasen orientoitumismekanismien méaran sekd numeeristen
rajoitusten vuoksi sateilyviantomekanismin tutkimus on kattanut vuosikymme-
nid. Eri mekanismien yhteensovittaminen ja polyhiukkasen orientoitumiseen kyt-
keytyvien tahtitieteellisten havaintojen tekeminen on ollut tutkimuksen pa&osas-
sa. Keratyn tiedon avulla on esimerkiksi maaritetty galaktinen magneettikentta
Planck-satelliitin polarisaatiodatan kautta ratkaisemalla inversio-ongelma, jossa
mitatun polarisaation avulla méaéritettiin polyn pyorimiseen kytkeytyva magneet-
tikentta [14, 15].

Maxwellin yhtdléiden numeeriseen ratkaisuun liittyvat eri menetelmat ovat
kehittyneet viime vuosikymmenind. Sirontaongelmissa kaytettyjd menetelmid on
useita, joista erityisesti niin kutsutut sironnan integraaliyhtdloesitykset ovat kehit-
tyneet sekd matemaattisen etti numeerisen perustansa osalta. Tassi tutkielmassa
tarkastellaan yksittdisen polyhiukkasen dynamiikkaa sateilykentdssa niin teoreet-
tisista kuin numeerisista perustavanlaatuisista ldhtokohdista. Pintaintegraaliyhta-
loesityksen avulla ratkaistaan sirontatapahtuman aiheuttamat voimat tehokkaasti
hiukkasen orientaation muuttuessa, mikd mahdollistaa liikeyhtdloiden eksplisiitti-
sen integroinnin.

Tyossd yhdistetddn jaykdan kappaleen liikeyhtdlot, hiukkasen diskretisointi-
skeema ja pintaintegraaliyhtiloesitys elektrodynaamisine perusteineen teoreetti-
seksi viitekehykseksi. Viitekehyksen mukaisesti laadittu Fortran-ohjelmisto ja sen
testitulokset niin teoreettisesti tunnetuille erikoistapauksille kuin vapaille varah-
telijoille esitetddn tyon lopussa.
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1.1 Kaytetyt konventiot

Tassa tutkielmassa merkitddn matemaattisia ja fysikaalisia olioita selkeyden vuok-
si seuraavalla tavalla.

Symboli Kuvaus

f, a Vektori

é Yksikkovektori

M Matriisi

T Tensori

Tij, M;; Tensori- tai matriisikomponentti
L (Integrodifferentiaali)operaattori

: . . d
() Aikaderivaatta J;

€ijk Levi-Civita-symboli



2. Tahtienvalisen aineen
dynamiikkaa
Tahtienvélisen polyhiukkasen dynamiikan maaraavat sen liikeyhtdlot, jotka voi-

daan esittdd Newtonin toisen lain mukaisesti niin etenemis- kuin pyorimisliikkeel-

le vektoriyhtdloina

s 2.1
N dL
dt’

missd F on hiukkaseen vaikuttava voima, p hiukkasen lifkemaéré ja analogisesti
N hiukkaseen vaikuttava voiman momentti sekd L hiukkasen pyOrimismaara.

Kun liikeyhtaloita késitellddn kosmisessa ymparistossd, ovat vuorovaikutuk-
set pelkistettyja, ja yksittdinen polyhiukkanen voi tietyissa tapauksissa olla hy-
vinkin eristyksissd muusta maailmankaikkeudesta mahdollisia séhkomagneettisia
taustakenttid lukuun ottamatta. Tastd syystd ja hiukkasten epdsymmetrisyyden
vuoksi liikeyhtalot jaavat vaille vahvoja reunaehtoja, eli yhtédloitd (2.1) ei ole mah-
dollista sieventia erityisen pitkalle niiden alkuperéisestd muodostaan.

Liikeyhtédloiden kasittely etenemisliikkeen tapauksessa on suoraviivaista, ja
se ohitetaan tdssd luvussa. Pyorimisen liikeyhtédlot ovat sen sijaan keskiossa, tassa
luvussa esitelldan viitekehys, jonka mukaisesti pélyhiukkasen liikeyhtéléiden oike-
aa puolta, eli hiukkasen vastetta ulkoisiin voima- ja vadntotermeihin myohemmin
numeerisesti kisitelldan.
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2.1 Kiintean jaykan kappaleen liikeyhtalot

Avaruuspoly muodostuu kiinteista kappaleista, joita tdssa tyossa approksimoidaan
jaykkiné kappaleina. Hiukkasen inertiaalikoordinaatistossa {z} hiukkasen paikka
voi muuttua ajan funktiona, kun taas hiukkasen lepokoordinaatisto {y} on kiin-
tedsti hiukkasen massakeskipisteessd T ¢y, jossa hiukkasen muodostavien massa-
pisteiden hitausmomenttien summa kumoutuu, ), m;r; = 0. Lisdksi lepokoordi-
naatiston akselit kiinnitetddn hiukkaseen, jolloin koordinaatisto myos pyorii hiuk-
kasen mukana. Muodostuu klassisen mekaniikan perusteista tuttu systeemi, jonka
teoriaa kasitellddn nyt mukaillen alan perusteoksia, esimerkiksi Goldsteinin, Poo-
len ja Safkon teosta [16].

X

Kuva 1: Hiukkasen paikka inertiaali- seké lepokoordinaatistoidensa avulla esitettynd. Massakeski-
pisteen sijainti muuttuu ajan funktiona. Kuvassa lepokoordinaatisto on kiinnitetty hiukkasen paa-
hitausmomenttiakseleihin, jotka esitellddn myohemmin.

Hiukkanen on jaykka kappale, mikali hiukkasen osien viliset etdisyydet eivat
muutu, eli hiukkanen siilyttda muotonsa. Merkitddn pisteen paikkaa koordinaatis-
ton origosta vektorilla T’ inertiaalikoordinaatistossa ja vektorilla T hiukkasen le-
pokoordinaatistossa. Merkitdan liséksi inertiaali- ja lepokoordinaatiston etaisyys-
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vektoriksi R = Tcy. Téll6in inertiaalikoordinaatistossa paikan muutos voidaan
kiinnittaa lepokoordinaatiston koordinaattien avulla:

== L . =
=R+r+wxr=R+wxr, (2.2)
jossa T = 0 jaykdn kappaleen ehdon nojalla. Ristitulotermissi kulmanopeus & on
hiukkasen kulmanopeus inertiaalikoordinaatistossa.

Erillisistd massapisteistd muodostuvan hiukkasen liike-energiaksi saadaan

K:%Z (T ZmZR—i—wxr)
:_ZmlR +Zml (& X T) %Zmz(&’x T)?

(2.3)

Jokaisessa massapisteessa R ja @ pysyvit vak101na Merk1taan 11sak51 hiukkasen
kokonaismassaksi 3, m; = M, jolloin 1 3, m;R. 1MR jas,mR- (& xT)=
R (@ x Y ., mr;) = 0, silld summatermi lasketaan massakeskipisteessa. Muutetaan
ristitulon neli6 vektori-identiteettien avulla muotoon (w x T)? = (& x T) - (& X

T)=w’r?— (& - T;)?% ndin ollen liike-energia saa muodon

1= 1 2.2 (mr =2
KZEMR +§Zm, [W Ti—<W'ri)}EKCM+KrOt, (24)
A
jossa K¢y on hiukkasen etenemisliike-energia, joka voidaan samaistaa massakes-
kipisteen etenemisen kanssa ja K, on hiukkasen pyorimisenergia. Pyorimisener-
gian lauseketta voidaan kasitelld komponenttimuodossa, esimerkiksi massapisteen
m; etdisyys lepokoordinaatiston origosta on T; = 2321 Y;;€;, missd kertoimet y;;

ovat karteesiset komponentit. Nyt pyorimisenergia saa muodon

Kirjoitetaan pyoOrimisenergia Einsteinin summaussddnnon avulla, jolloin jiljelle
jddva summa on massapisteiden yli, ja merkintd voidaan lyhentdd >, m,[---];, =
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> m][-- -], jolloin saadaan
1
Kot = 5 Zm [%2%3 - (ijj)(wk;ykﬂi

1
= 3 Z m [wiwkéikylz - Wiwkyiyk}

- %szm [0 — vivi] wi (2.6)
. 1
= Z §Wi|ikwk
1_, —
=56 |- &,
tai tensorimuodon sijaan vektorimuodossa, jolloin tensorin | korvaa matriisi I, jol-
loin
Koo = 3318 @2.7)

Ylla on siis maaritelty niin kutsuttu hitausmomenttitensori I, jonka kompo-
nentit hiukkasen lepokoordinaatistossa {y} ovat

ZNmi(yf +z7) - 2 MNTYi T 2 T
i=1, i=1, =1,
()= | = 2 meww 30 miei+2l) = 3 mayiz | (2.8)
=1, =1, =1,
- ZNmixizi — ZNmiyizi ZNmZ(xf—i-yf)
i=1, i=1, =1,

missad kappaleen muodostavat N kappaletta massapisteitd m;. Kyseessa on siis sym-
metrinen tensori |;;, = l;;, jonka komponentit ovat jatkuvalle aineelle ilmaistavissa
myo0s integraaleina

J(W?*+2%)dm  — [aydm — [xzdm
(L) = — [zydm  [(@*+2%)dm - [yzdm |, (2.9
— [zzdm — [yzdm  [(2* +y*)dm

jossa massa-alkio on dm = p(7")dr3. Koska tensorin komponenttimatriisi on reaali-
nen ja symmetrinen, on se diagonalisoituva. Komponenttimatriisi diagonalisoituu
niin kutsutussa paaakselikoordinaatistossa, jossa diagonaalisia hitausmomentteja
I;; kutsutaan hiukkasen padhitausmomenteiksi. Diagonaalisessa tapauksessa lii-
keyhtalot ovat yksinkertaisimmassa muodossaan, ja tasta syysta padakselikoordi-
naatisto on hyodyllinen pyorimisen analyyttisessa ja numeerisessa kasittelyssa.

Hiukkasen pyorimisméaard massakeskipisteen suhteen laboratoriokoordinaa-
tistossa {x} on

L= mTxT, =) mFx(@xT)=Y» m[?&-7(r -&). (210
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Vastaavasti pyorimismédardan komponentit hiukkasen lepokoordinaatistossa
{y}, summaussddnnon avulla merkittyna ovat

L; = Z m [yiw; — yi(yrwr) | w; = wrdi,
= Wk Z m [yjz-fsik - yiyk] (2.11)
= Iikwkv

eli vektorimuodossa L = I&. Jos lepokoordinaatisto {y} on péiakselikoordinaa-
tisto, saadaan L= (lwy, Iows, Isws). Yleisesti ottaen siis L }f @, paitsi jos kyseessa
on joko pallohyrré (/; = I) tai muuten symmetrinen tapaus sopivin sidosehdoin
tai kulmanopeus on jonkin padakselin suuntainen.

Analogisesti etenemisliikkeen tapauksen kanssa pyorimismaarda voi muuttaa
vaantd N, siis akselin suhteen vaikuttava voima. Laboratoriokoordinaatistossa {z}
siis N = % .- Koska hiukkasen lepokoordinaatistossa {y} aikaderivaatta voidaan

kirjoittaa operaattorimuodossa < \x =4 |y + W x, saadaan komponenttimuodossa
dL;
Ni = d—tz + EijijLk' (212)

Jos lepokoordinaatistoksi valitaan hiukkasen paiakselikoordinaatisto, jossa

L; = Lw; ja 9 = 0, saadaan lopulta
dwi
Ni = IZE + qjkijklk, (213)
eli vektorimuodossa
N =I& + & x (I). (2.14)

Tarkastellaan vield origon suhteen pyorivdn pisteen ¥ muutosta. Tangenti-
aalisen nopeuden maaritelma T = & x T voidaan nyt kirjoittaa karteesisten sara-
keyksikkovektoreiden avulla matriisimuodossa

Tex Tya T2z
R=|®x Tay | @ X | ryy | @ x| 1y
TIZ IryZ TZZ
0 —w, wy (2.15)
=1 w, 0 —-w;|R
—Wy Wy 0

= Q'R.
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Ylla merkintitapojen yhdistimisen apuna kiytetdan matriisimuunnosta *,

0 —w, wy
Q= w, 0 wl, (2.16)

—wy wy O

jonka avulla vektorien ristitulo voidaan esittdd matriisitulona. Matriisimuotoinen
liikeyht&lé on yhtépitavi liikeyhtdlon 9 = & x T kanssa, silld T () = R(t) T.
Pyorimisdynamiikan maaraavat yhtdlot ovat yksinkertaisimmassa muodos-
saan, kun hiukkasen lepokoordinaatistoksi on valittu sen padaakselikoordinaatisto,
jonka méaarittiminen on numeerisesti suoraviivaista diagonalisoimalla hiukkasen
hitausmomenttitensori tunnettuja matriisimenetelmid hyodyntien.

2.2 Ellipsoidin liikeyhtéloista

Kun pyoriva kappale on jollain tavalla symmetrinen, voidaan kappaleen liikeyh-
taloitd tarkastella myoOs analyyttisesti. Tarkastellaan ellipsoidin muotoisen kappa-
leen, jonka padhitausmomentit ovat Iy = [, < I3, vapaata pyOrimista tilanteessa

—

N = 0. Téll6in Eulerin yhtaloista (2.13) saadaan
[3(,2.13 = ([1 — [2)w1w2 = O, (217)

eli w3 = 0.

Kappaleen lepokoordinaatistossa siis suurinta hitausmomenttia vastaava kul-
manopeuden komponentti, ws, on vakio. Tamaén, seka alkuoletuksen I; = I, avulla
loput Eulerin yhtéloistad voidaan kirjoittaa muodossa

I — 1.
Wy = & I 3)%“2 = Qywo,
3
(2.18)
. (I — I3)ws _
Wy = —— W = _wah
Iy
missa Q, = % on vakiotaajuus.
Asetetaan u = w; + iw,, jolloin kirjoittamalla
d)l + ICUQ = —Qb(WQ - iw1> = —in<W1 + iCOQ), (219)

saadaan differentiaaliyhtdlopari (2.18) muotoon

U = —iQpu. (2.20)
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Differentiaaliyhtdlon (2.20) ratkaisuksi saadaan yhtalo
u = uge S, (2.21D)

joka voidaan ratkaista alkuarvo-ongelmana. Asettamalla ajanhetkellda ¢ = 0 al-
kuarvot w; = wy ja wy = 0 saadaan uy = wy. Edelleen apumuuttujan u reaali- ja
imaginaariosista saadaan kappaleen lepokoordinaateissa kulmanopeudeksi

W = (wo cos Qpt, wosin Qpt, w3). (2.22)

Lepokoordinaateissa pyorivan kulmanopeusvektorin muodostama pyorahdyskap-
pale on siis ympyrakartio.

2.3 Koordinaattimuunnokset

Menetelmit, joita tissd tyOssa sovelletaan, kdyttivit kolmea eri koordinaatistoa
numeerisen tyoskentelyn eri vaiheissa. Koordinaatisto, jossa hiukkaseen kohdistu-
va sateily pysyy jatkuvasti samansuuntaisena, eli sen aaltovektori on vakio, on la-
boratoriokoordinaatisto, kun taas sirontalaskenta tapahtuu niin kutsutussa siron-
takoordinaatistossa, jossa polyhiukkanen orientaatio siilyy ja aaltovektorin suunta
muuttuu. Simulaation alussa luonnollisesti sirontakoordinaatisto yhtyy laborato-
riokoordinaatiston kanssa. Pyorimisdynamiikkaan liittyva numeriikka ratkaistaan
hiukkasen padakselikoordinaatistossa, joka on laboratoriokoordinaatiston tapaan
paikallaan hiukkasen massakeskipisteessd. Koordinaatistojen aikakehitysta esite-
tdan kuvassa 2.

Kaikkiaan hiukkasen liiketta tarkastellaan kdyttden kolmea koordinaatistoa,
joiden véliset muunnokset vektoreille on oleellista tunnistaa ja nimeta yksiselittei-
sesti. Nimetddn sironta- ja padakselikoordinaatistojen {z}, ja {z}, védlinen line-
aarikuvaus, @ : {z}s«ca — {2 },. Kuvaus laboratoriokoordinaatistosta sirontakoordi-
naatistoon saadaan vastaavasti suoraan rotaatiomatriisin avulla, lineaarikuvauk-
sella R : {x}1ab — {}sca, Silld laboratorio- ja sirontakoordinaatistot ovat alkutilan-
teessa yhtenevét. Yhdistdmalla kuvauksia ) ja R eri tavoin saadaan muodostettua
kaikki muut kuvaukset koordinaatistojen valilld, esimerkiksi kuvaus QR : {x}p —
{z}p, jossa kuvaus on nimetty esitysmatriisinsa QR mukaisesti, kuten kuvassa 3
esitetaan.
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ysca<t>

\ysca<t0>

- ) Ylab
Y1ab

Lsca (t())

Tlab

Llab

Kuva 2: Koordinaatistot {}ip, {x}sca ja {z}p ajanhetkilld ¢ = 0 ja ¢. Laboratoriokoordinaatisto
{z}ap pysyy paikoillaan, kun taas sirontakoordinaatisto {x}s. sekd padakselikoordinaatisto {z},
pyorivat hiukkaseen kiinnitettyina.

QR

R Q
Laboratorio, Sironta, Paaakseli,
[ {7 hap ] [ {7 }sca ] [ {z}p ]

k kaannettava sirontalaskua varten

k vakio Dynamiikan laskeminen

Kuva 3: Yksinkertainen kaavio téssa tyossa kéytetyistd muunnoksista eri koordinaatistojen vélilla
ja jokaisen koordinaatiston merkitys tiivistettyna.

Koordinaatistoista seké sirontakoordinaatisto {x }., ettd pddakselikoordinaa-
tisto {« }, ovat aikariippuvaisia, silld R = R(¢). Kuten luvussa 4 myohemmin osoi-
tetaan, sirontatapahtumaan liittyvien voimien yksinkertaisin ratkaisu vaatii mal-
linnetun hiukkasen orientaation sailymista, eli on toimittava hiukkasen inertiaa-
likoordinaatistossa. Sen sijaan herdttivian kentidn suuntaa, eli tasoaallon tapauk-
sessa aaltovektoria k, voidaan kaantii vapaasti. Aaltovektorin K rotaatiot on ti-
mén nikokulmaeron vuoksi tehtivé kiinteisrotaatioina aaltovektoriin k, jolloin
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sironta- ja laboratoriokoordinaatistojen valiset muunnokset kddntyvit myos voi-
mien ja vaantojen suhteen. Tensorien koordinaattimuunnoksien tapauksessa kay-
tetdan kaavaa

T =RTRT, (2.23)

missa T on tensori ja R rotaatiomatriisi.

2.4 Runge-Kutta-menetelma

Polyhiukkasen pyorimisdynamiikan maardaavat luvussa 2.1 maaritetyt liikeyhtalot

B o
. (2.24)
_ = -1 N — %3 3
=1 (N & x (Iw)) .
Etenemisliikkeen liikeyhtalo F = % = ma voidaan kirjoittaa kahtena yhtalona
muodossa 45
— =F/m,
di (2.25)
dx  _
— = V.
dt

Nopeuden Vv avulla paikan toista derivaattaa sisaltavéa differentiaaliyhtél6 voidaan
siis muuttaa lineaariseksi differentiaaliyhtalopariksi.

Muotoa % = f(y,t) olevia differentiaaliyhtél6itd voidaan ratkaista numee-
risesti useilla menetelmilld, joista mahdollisesti yleisin on niin kutsuttu Runge-
Kutta-menetelmd. Menetelméa vastaa paillisin puolin hieman korjailtua Eulerin
menetelmaa, joka perustuu paivitysyhtdlon rakentamiseen suoraan erotusosamaa-
rdn kaavasta. Korjatussa menetelmaéssa integrointi tapahtuu kayttamalla hyodyksi
integrointipisteiden valilla testipisteitd, jotka eliminoivat virhetermeja alhaisissa
kertaluvuissa. Yleisessa muodossaan kertaluvun s Runge-Kutta-menetelmén muo-
dostaa algoritmi, jossa uusi askel aika-askeleen h kuluttua saadaan kaavasta

S
Ynir = Yo T Y bik, (2.26)
=1
jossa ]{71 = f(yn; tn) ja kl = f(yl-+h(ai,1k1—|—ai72k2+~ . ~+ai7i,1ki,1), tl—FCZh) Kertoimet
a;j,b; ja ¢, joissa 1 < j < ¢ < s, on madrattava sopivalla tavalla. Eksplisiittisid
Runge-Kutta-menetelmii on siis useita erilaisia [17].
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Erds yleisimmin kaytetty Runge-Kutta-menetelméa on neljannen kertaluvun

menetelmd, jossa mahdolliset kertoimet yksinkertaistuvat huomattavasti, yleisin
1111
6737376
telma on suhteellisen tarkka, mutta implementoinniltaan yksinkertainen ja nopea

valinta kertoimille on b, = ¢; = 1, a; = ( ). Neljannen kertaluvun mene-

varsinkin korkeamman kertaluvun menetelmiin verrattuna.

2.5 Rotaatiomatriisin paivitys

Jaykan kappaleen liikeyhtédloiden integroiminen Runge-Kutta menetelmélla on te-
hokas ja implementoinniltaan yksinkertainen menetelma ratkaista kappaleen kul-
manopeus kun voimat tunnetaan. Menetelman paivitysyhtalot ovat kuitenkin ad-
ditiivisia, mikd on ongelma menetelméan soveltamisessa rotaatiomatriiseihin, joi-
den on toteutettava ortogonaalisuusehto RTR = I, missd R on rotaatiomatriisi ja
I on ykkosmatriisi.

Tarkastellaan vektorin ¥ pyordhdysta akselin i ympari kulman 6 verran. Ol-
koon pyorahtanyt vektori r’. Vektori T voidaan hajottaa pyorahdysakselin suh-

teen yhdensuuntaiseen ja kohtisuoraan komponenttiin

—

I‘:?”—F_I?J_: (fl?)—le(le?) (2.27)

=»

Ainoastaan komponentti ¥, muuttuu pyérdhdyksen aikana, jolloin tuloksena on
Rodriguesin rotaatiokaava [18]

—

r'=f(0-T)+sinf(i x T)—cosfin x (A X T). (2.28)
Yhtélon (2.27) avulla saadaan pyordhdys esitettyd muodossa
T'=T+sinf(fhx ¥)+ (1 —cosf)ir x (1 x T). (2.29)

Rodriguesin kaava saadaan esitettyd matriisimuodossa, kun merkitdan ¥’ =
RT ja kdytetddn matriisimuunnosta * pyorahdysakselivektoriin. Télloin tuloksena

on
RY =T +sindN*T + (1 — cos§)N*N*T

= [I+sindN* + (1 — cos0)(N*)*] T.

Koska alkuperdinen vektori T 10ytyy yhtdlon molemmilta puolilta, voidaan yhta-

(2.30)

pitavasti kirjoittaa matriisirelaatio

R = I +sindN* + (1 — cosd)(N*)% (2.31)
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@)

Kuva 4: Skematiikka, kuinka pyordhdysvektori T’ ilmaistaan alkuperiisen vektorin T ja pyordh-
dysakselivektorin i avulla.

Rotaatiomatriisin paivitysyhtdlona voidaan kayttaa Rodriguesin rotaatiokaa-
vaa, kun pyorahdysakselivektoriksi valitaan keskimdardinen kulmanopeusvektori
Wavg = @ (t)+92, missd vektori dw on kulmanopeuden muutos aika-askeleen aika-
na. Talloin pyorahdyskulma d¢ askeleen dt aikana on ensimmaisessa kertaluvussa

d¢ = |Davg|dt. (2.32)
Nyt Rodriguesin kaavaa voidaan kayttda rotaatiomatriisin paivitysyhtalona
R(dt) = I+ sindg Q,, + (1 — cosdg)(2,,)?, (2.33)
ja rotaatiomatriisin paivitys voidaan toteuttaa matriisikertolaskuna

R(t + dt) = R(H)R(d?). (2.34)
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On huomattava, ettd vaikka rotaatiomatriisin paivitysyhtdlo on rakennettu en-
simmadisessa kertaluvussa skalaarille d¢, yhtdlon tarkein ominaisuus on rotaatio-
matriisin ortogonaalisuuden siilyttiminen. Rodriguesin rotaatiokaavassa keskei-
nen oletus on kulmanopeusvektorin vakioisuus aika-askeleen yli, joten esimerkiksi
puolisuunnikassddnnon tai Runge-Kutta-algoritmin soveltaminen ei menetelméssa
ole mahdollista suoraviivaisesti. Esimerkiksi kattavassa rotaatiointegraattoreiden
vertailussa [19] kiytetyt rotaatiopdivitysyhtdlot nojaavat ensimmadisen kertaluvun

rotaatiopdivitysyhtdloihin vailla suuria ongelmia.

2.6 Stabiili pyorimisliike ja dissipaatiot

Tarkastellaan tilannetta, jossa epdsymmetrinen kappale pyorii vapaasti ilman ul-
koisia vidntomomentteja. Pddakselikoordinaatistossa kappaleella on kolme péaahi-
tausmomenttia, [; > I, > I3. Kappaleella on kulmanopeus @ = w;&;, i = 1,2, 3,
jota perturboidaan eri tilanteissa.

Kun kappale pyorii suurinta padhitausmomenttia vastaavan akselin ympari,
perturboidaan pyorimista kahden muun akselin suhteen, jolloin & = (wy, A, p),
missd A ja p ovat hyvin pienid. Nyt Eulerin yhtilot saavat muodon

Ilwl — ([2 — [3)>\/L = 0,
LA — (Is — I)wipu = 0, (2.35)
Ig/:L - (Il - Ig)wl/\ = 0.
Termi Ay on toista kertalukua, joten se voidaan jattda huomiotta pienilla pertur-
baatioilla. Tdméan johdosta w; on likimain liikevakio. Kaksi muuta yhtiloa voidaan

WU

kirjoittaa muodossa

I
(2.36)
. (-72 —Il)wl A
fit —n |*
Derivoimalla ylempaa yhtél64a ja sijoittamalla tulokseen alempi yhtdlo saadaan
. IL—0L)(I5—1
g |m s L) WX = 0. (2.37)
1,15

Tasmalleen vastaava u-yhtdlo saadaan pdinvastaisella sijoituksella. Termi kulma-

sulkeissa on nyt positiivinen, jolloin kyseessd on harmonisen varéhtelijan yhtalo,
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jonka ratkaisu on muotoa A = Ay cos(£2;t — o), missd \q ja « ovat integrointivakioi-

1
taja Q; = [%ﬁf#ﬂ 2

vektorinsa ympari kulmanopeudella (2;. Vastaavaan tilanteeseen paistaan pienim-

w1. Kappale siis varahtelee alkuperdisen kulmanopeus-

man paahitausmomentin tapauksessa, eli perturbaatioista huolimatta pyoriminen
on vakaata ndiden kahden akselin ympari.
Keskimmadisen padhitausmomentin suhteen, jolloin kulmanopeus perturbaa-

tioineen on @ = (\,ws, it). Aiempaan tapaan menettelemalla saadaan

o [a=L) (-1
o [z D)l = 1) w2\ = 0. (2.38)
I 1;

Kyseinen yhtalo ei ole yksinkertaisen harmonisen vardhtelyn yhtilo, vaan timén

yhtdlon ratkaisut ovat muotoa A = Aekt + Be ", missid A ja B ovat integrointi-

Ue=1)(UI3—12)
e

ajassa, ja kyseessa on epastabiili pyoriminen. Edelleen symmetrisessa tilanteessa,

)
vakioita ja k = [ ]75 wo. Perturbaatiot siis kasvavat eksponentiaalisesti
jossa kaksi padhitausmomenttia ovat samat, voidaan pyOrimisen osoittaa olevan
perturboidessa stabiilia ainoastaan kolmannen padhitausmomentin suhteen.
Kasitellessa realistisempaa pyOrimistd on otettava huomioon erilaiset pyori-
mista stabiloivat dissipaatiomekanismit. Dissipaatiolla tarkoitetaan pyorimisener-
gian muuttumista muiksi energian muodoiksi, esimerkiksi ei-jaykdn kappaleen
muodonmuutoksiin tai jiykdn kappaleen tapauksessa pyorimisen stabiloitumista
suurimman paahitausmomentin maiardamalle akselille. Myos jaykalle kappaleelle
on hahmoteltavissa useita erilaisia mekanismeja, jotka kytkevét kappaleen materi-
aaliominaisuudet ymparistotekijoihin. Eri dissipaatiomekanismit palauttavat kap-
paleen pyorimisen sille ominaiselle pyorimisenergia-alueelle [20]. Kaikkiaan eri-
laisten dissipaatiomekanismien tutkimus on monipuolinen ja alati kehittyva [21]

ala, joka my6s tdmén tyon viitekehyksessa tarjoaa jatkotutkimuskohteita.



3. Sahkomagneettisen sironnan
perusteet

Tassa luvussa tarkastellaan sihkomagneettisen sironnan numeerisen kasittelyn
kannalta klassisen elektrodynamiikan keskeisimpid osa-alueita. Aiheet ovat laajal-
ti tunnettuja ja alan peruskirjallisuudessa perinpohjaisesti kasiteltyji. Esimerkiksi
Jacksonin Classical Electrodynamics [22] on erinomainen perusteos.

Sdahkomagneettisen sironnan teoria on pitkélti toista sataa vuotta vanhaa
klassiseen elektrodynamiikkaan perustuvaa teoriaa. Keskeisimmaét kontribuutiot
tehtiin jo 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa. Sironta valon aallonpituuteen verrat-
tuna hividvan pienestd hiukkasesta on nimetty Lordi Rayleighin mukaan [23].
Vastaavaa suuren kappaleen teoriaa, geometrista sirontaa, on tutkittu optiikan
muodossa jo klassisten filosofien aikana.

Kahden aaripaan viliin jaa sironta hiukkasesta, jonka koko vastaa likimain
saapuvan valon aallonpituutta. Tdssa tapauksessa ongelman yksinkertaistamiseksi
ei voi hyodyntéda suoraviivaisia likiméaaraistyksid. Gustav Mie kehitti analyyttisen
ratkaisun saapuvan sateilyn aallonpituutta vastaavan kokoluokan homogeenisesta
pallosta siroavalle valolle [24]. Tatd aallonpituusluokan sironnan erikoistapausta
kutsutaan Mien sironnaksi. Ratkaisua on onnistuttu laajentamaan muun muassa
ellipsoidelle ja darettomille sylintereille seki erilaisille koostumussymmetrioille.
Analyyttisia ratkaisuja on tosin edelleen vain kourallinen, ja ratkaisut koskevat
vahintadnkin optimistisesti idealisoituja kappaleita.

Numeeriset menetelmit mahdollistavat muodoltaan ja koostumukseltaan
mielivaltaisten kappaleiden elektrodynaamisen késittelyn myos aallonpituutta vas-
taavassa kokoluokassa. Kulloinkin kyseessa olevan kappaleen ominaisuudet maa-
radvat ongelman, ja nditd ominaisuuksia pyritdan parametrisoimaan jarkevasti.

17
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3.1 Maxwellin yhtéalot

Kaiken elektrodynamiikan pohjalla ovat Maxwellin yhtélot, jotka voidaan kirjoit-
taa viliaineen pisteessa vaikuttavien makroskooppisten kenttien avulla muodossa

VD:pa

. F_ 0B

o (3.1)
V-B=0,

—~ - 0D

H-J+2
VX T

missi D = cE on siirrosvirta, tai yhtédloiden symmetrisyytta alleviivaten sahko-
vuon tiheys, ¢ véliaineen permittiivisyys, B = uﬁ magneettivuon tiheys, u va-
liaineen permeabiliteetti ja J on magneettivuon indusoiva sdhkovirta. Suureet E
ja H ovat sihko- ja magneettikentdn voimakkuudet, ja nditd suureita kutsutaan
jatkossa lyhyemmin pelkiksi kentiksi. Yhtdlot voidaan my0s nimeta erikseen, jol-
loin esitetyssa jarjestyksessa ensimmainen tunnetaan Gaussin lakina sdhkokentille,
toinen Faradayn induktiolakina, kolmas Gaussin lakina magneettikentille ja neljas
Maxwellin-Amperen lakina.

Sahkomagneettisen varauksen tiedetdan sdilyvéan, ja tasta syystd Maxwell li-
sdsi aiemmin Amperen lakina tunnettuun lakiin siirrosvirtatermin %. Talloin saa-
daan sahkovirran jatkuvuusyhtdlo laskemalla muodostetun Maxwellin-Ampéren
lain divergenssi,

~ 9V-D

. )
V-VXH:V-<J+8—>:V-J+ 5

- J
o VT +

. (3.2)

SS

YIIAV-V xH=0 vektorianalyysin identiteettien nojalla ja V - D= p Gaussin lain
nojalla, jolloin saadaan sahkovarauksen jatkuvuusyhtalo

~ 9p
V-J+a—0. (3.3)
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Maxwellin yhtél6t voidaan myos ilmaista symmetrisessd muodossa,

V-D=p,
_ —. OB
VXE-=-— —aa—,
. ¢ (3.4)
V-B=m,
—. - JE
H=J +-—
V x +8t’

missa on postuloitu klassisessa elektrodynamiikassa kiellettyja magneettisia lahde-
termejd, magneettinen varaus m ja magneettinen virta M. T&llsin voidaan myos
muodostaa analogia magneettisten varausten sdilyvyydelle magneettisen varauk-
sen jatkuvuusyhtdlon muodossa,

— Om
V~M+E:O. (3.5)
Sahkomagneettisen kentdn sisdltdmia energiaa voidaan tutkia kenttien te-
kemén tyon kautta lahtien liikkeelle suoraan Maxwellin yhtédloistd. Nadin loydetyn
energiatiheyden postuloidaan kisittdvidn myos staattiset kentdt, ja maaritellddan

lineaarisessa ja isotrooppisessa valiaineessa kaavalla

1 1
UM = UE + UM = §€E2 + @BQ, (36)

missd ug on sdhkokentdn energiatiheys ja uy magneettikentdn energiatiheys.

Tassd muodossa esitetyistd Maxwellin yhtédl6istd on mahdollista johtaa erilai-
sia esityksid matemaattisesti suoraviivaisemmin, joskin tiettdvasti epafysikaaliset
magneettiset ldhdetermit on lopullisesta esityksesta poistettava. Myohemmin tas-
sd tyossa magneettisia l1ahdetermeja kiytetddn matemaattisina apuvélineind, jois-
sa ne esiintyvat ekvivalenttildhteind, eli lahtein, jotka voisivat indusoida todellisia
kenttia sirottavien pintojen sijaan.

3.2 Tasoaallot

Sahkomagneettinen tasoaalto, joka on ajan ja paikan funktiona vardhteleva kent-
td, voidaan esittid matemaattisesti muodossa

E = Egexp <1E-§—iwt>, 3.7

—

H:ﬁoexp (il_g-)_f—iwt).
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Tasoaalto on erikoistapaus aikaharmonisesta ssthkomagneettisesta kentéstd, jonka
aikariippuvuus on muotoa e~ “!. Aikaharmoniset kentét merkitd4n vastaisuudessa
merkintojen yksinkertaistamiseksi samoilla symboleilla kuin yleiset kentdt, kun
kentédn laatu on asiayhteydesta selva.

Fysikaalinen tasoaaltokentta tulkitaan kompleksisen kentédn reaaliosana, jol-
loin kentdn matemaattinen kéasittely on mahdollisimman yksinkertaista. Vektorit
EO ja H, ovat vakiovektoreita, mahdollisesti kompleksisia, ja lisdksi myos aalto-
vektori k on mahdollisesti kompleksiarvoinen, jolloin se voidaan esittda reaali- ja
imaginaariosiensa avulla k = k’ +ik”, jossa k', kK" €R.

Yhtilé k - X = vakio méira reaaliselle vektorille k tason, jonka normaali
on k. Tallsin siis k’ on vakiovaiheiden tason normaali ja k" on vakioamplitudien
tason normaali. Jos k’ I k”, kutsutaan tasoaaltoa homogeeniseksi. Lineaarises-
sa, homogeenisessa ja isotrooppisessa viliaineessa, joka ei absorboi, tasoaalto on
homogeeninen, ja nidin ollen sen aaltovektori on aallon etenemissuunnassa. Mi-
kali tasoaalto on epdhomogeeninen, aaltovektorin reaaliosa k' on kohtisuorassa
aallon tasavaihepintoja vasten, kun taas aaltovektorin imaginaariosa k" on kohti-
suorassa aallon tasa-amplitudipintoja vasten.

Tasoaaltojen matemaattisesta esityksestd saadaan Maxwellin yhtélot kirjoi-
tettua lahteettoméssa tilanteessa suoraviivaisesti muodossa

K- By =0,

l_{ I__i() — 0,
= . (3.8)
k x EO = w,uHO,
l_{> X ﬁo = —(.U(:“E)(]

3.3 Rajapinta- ja reunaehdot

Tarkastellaan sahkomagneettisen kentin kayttdytymistd kahden viliaineen raja-
pinnassa. Merkitddn kenttid ensimmadisessé valiaineessa parilla (ﬁl, ﬁl) ja toises-
sa véliaineessa parilla (EQ, ﬁg). Kun véliaineen ¢ permittiivisyys ¢; ja permeabili-
teetti y; ovat vakioita, voidaan symmetristen Maxwellin yhtédl6iden integroidusta
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muodosta johtaa reunaehdot

ﬁ11t—ﬁ2t: J, xn,
Dln_D2n = Ps,

3.9

Bln - BQn = M.

Nyt p ja m ovat mitd tahansa sdhkoisid ja magneettisia pintavaraustiheyksia raja-
pinnassa ja vastaavasti J, ja M, mitki tahansa sidhkéiset ja magneettiset rajapin-
tavirrat.

Kenttien tangentiaalisten komponenttien erotukset vastaavat siis nyt raja-
pintavirtoja ja normaalikomponenttien erotukset rajapinnan varaustiheyksia. Toi-
saalta kenttdvektorien tangentti- ja normaalikomponentit voidaan esittdd pinnan
normaalivektorin i1 avulla, esimerkiksi sdahkokentalle

— — —

E=E,+E,=n0x(Exn)+a(h-E). (3.10)

=

Tamaéan ja magneettikentdn vastaavan hajotelman avulla saadaan tangentiaaliset
reunaehdot muotoon

—

_Ms7

(]_'jg — E1> X N
- (3.11)
Js.

<ﬁ2 — ﬁ1> X N
Ylla pintavirrat ovat maaritelmidnsd mukaan tangentiaalisia, jolloin oikean puo-
len ristitulotermit siistiytyvét pelkiksi pintavirtatermeiksi. Normaalikomponent-
tien yhtiloiden muoto ei hajotelmassa muutu, silla esimerkiksi sahkévuon tihey-
delle saadaan i - D = D,,.

Saatuja reunaehtoja voidaan muokata vastaamaan erilaisia sdhkoisida kappa-
leita. Esimerkiksi ideaalisen eristeen tapauksessa pintavaraustiheydet ja pintavir-
rat katoavat, jolloin saadaan lahteettomiksi reunaehdoiksi kutsutut ehdot.

Maxwellin yhtédl6ihin voidaan vaihtoehtoisesti liittda reunaehtoja, jotka mah-
dollistavat ongelmien késittelyn sisemmasté valiaineesta riippumattomasti. Tallai-
sia reunaehtoja ovat esimerkiksi erilaisten tdydellisten johteiden reunaehdot seka
epatdydellisen johteen reunaehto, niin kutsuttu impedanssireunaehto (IBC, Impe-
dance Boundary Condition) [25].
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3.4 Maxwellin jannitystensori

Tutkielman myohemmissa luvuissa kasitelladn ilmioitd, jotka liittyvat oleellises-
ti sdthkomagneettisen kentédn lilkemaaraan. Kvantititatiivisesti tdimén liikemaaran
vuota ja siitd seuraavia vaantoilmioita voidaan kasitelld Lorentzin voiman tensori-
muodon avulla. Ulkoisissa kentissi E ja B nopeudella Vv tilavuudessa V' liikkuviin

varauksiin p kohdistuva voima on

f:/(ﬂu?xE)pdvz/(pﬁ+3x1§)dv, (3.12)
\%4 \%

jolloin voima tilavuusyksikkoa kohti voidaan kirjoittaa muodossa
f =pE+ J xB. (3.13)

Kayttamalld Gaussin ja Maxwellin-Amperen lakeja saadaan yhtilo (3.13) kirjoitet-
tua pelkkien kenttien E ja B avulla,

- —= (1_ = 0E\ =

f =¢o(V-E)E + (—V x B — 50—> x B. (3.14)
Ho ot

Yhtélosta ristitermit saadaan siistittyd edelleen, esimerkiksi jalkimmaisin ter-

mi tulon derivointisddnnon ja Faradayn lain avulla, ja saadaan

= = OE = = 0B O0E = = —
eli .
OE = 0 = = = —
EXB:E(EXB)—I—EX(VXE). (3.16)

Sijoittamalla saatu tulos ja lisdédmalla ennalta viisaasti yhtdloon nolla muodossa
(V- ﬁ)ﬁ yhtéloon (3.13) saadaan

— — —

f =5[(V-E)E-E x(Vx E)]+M—[(V~B)]§—]§x (VXE)]—SO%(EX B). (3.17)
0

Vektorikentén ristitulo roottorinsa kanssa saadaan sievennettya kayttamalla vek-
torikentdn nelion gradientin kaavaa, esimerkiksi sahkokentélle patee

V(E?) =2(E - V)E + 2E x (V x E), (3.18)

eli

—

E x (VxE)= %V(EQ) —(E-V)E. (3.19)
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Sama patee myOs magneettikentélle. Nain pddstddn varsin symmetriseen muotoon

F—cl(V-B)E+(B-V)E + iw B)B + (B.V)B|

1 0

. L (3.20)
- = (50E2 + M—B2> —eo—(E x B).
0

2 ot
Siirrytdan tensorimuotoiseen yhtdloon esittelemélla Maxwellin jénnitysten-

sori

1 1 1
Tij =£&o (E@EJ — 5513E2> + % (BZB] — 55”32) . (321)

Nyt yhtédlostd (3.20) 1oytyvét jannitystensorin divergenssi ja Poyntingin vektorin
S = u—lol_if x B aikaderivaatta, eli lopulta tensorimuodossa yhtélo (3.13) saa yksin-
kertaisen muodon .

f = V-T—sou()%. (3.22)
Kokonaisvoima saadaan integraalina kokonaistilavuuden yli, jolloin divergenssi-
lauseen [, V - AdV = $s A - 7dS avulla, missd A on yleinen vektorikenttd, tulok-

sena on d
F = fT : ﬁdS—gouo—/ S dv. (3.23)
S dt Jy

Fysikaalisesti jannitystensori T siis kertoo voiman pinta-alayksikkoa kohden. Jan-
nitystensorin diagonaalialkiot T;; kertovat sateilypaineen ja loput alkiot leikkaus-
jannityksen. Yhtdlon (3.23) jalkimmadinen termi kertoo séiteilykenttien kuljetta-
man energiavuon muutoksen, ja tdiman termin keskiarvo yhdessa jaksonajassa on
nolla. Keskimiéarainen voima on ndin ollen

(F) = jé (T) - 2 dS. (3.24)

Jatkossa kasiteltavat suureet oletetaan aikakeskiarvoistetuiksi, ja merkintdjen yk-
sinkertaistamisen vuoksi keskiarvoistukset jatetddn eksplisiittisesti merkitsemétta,
ellei samanaikaisesti kéasitelld keskiarvoistamattomia suureita.

Vastaavasti kokonaisvaantémomentti N pisteessd T saadaan ristitulona N =
T X F, eli
N = f{ T x (T-A)dS. (3.25)

S

Tunnettua Maxwellin jinnitystensoria kdyttdméalla voidaan siis ratkaista muun
muassa kappaleen pyorimisdynamiikka sihkomagneettisten kenttien vaikutukses-
ta.



4. Sironnan integraaliyhtaloesitys

Systeemissd, jossa on sihkomagneettinen aalto ja sen kanssa vuorovaikuttavia
kappaleita, esiintyy aina sirontaa, eli vuorovaikutuksessa kokonaiskenttd muut-
tuu ja vuorovaikutuksen lapikaynytta kenttdd kutsutaan sironneeksi aalloksi. Kun
saapuva aalto, esimerkiksi tasoaalto, ja sirottavan kappaleen geometria tunnetaan,
voidaan siroavat kentit ratkaista eri tavoilla. Sirottajan sisdiset ja ulkoiset kentét
voidaan ratkaista esimerkiksi kehittdmalla ratkaisu sarjaksi Maxwellin yhtaloiden
tunnettuja ratkaisuja geometrian suhteen hyodyllisessd koordinaatistossa ja aset-
tamalla kertoimet samoiksi. Pallogeometrialla saadaan téll6in Mie-sirontaratkaisu
ja puoliavaruuksien rajapinnan tapauksessa Fresnel-kertoimet. Kehitelmamenetel-
mat toimivat kuitenkin vain hyvin rajalliselle joukolle erilaisia geometrioita, joskin
olemassa olevat ratkaisut toimivatkin erittdin hyvin niille erikoistapauksille.

Erds toinen sirontaongelman ratkaisumenetelemé on diskretoida Maxwellin
yhtélot differenssiyhtéloiksi ja diskretoida kappaleen geometria hilaverkon avul-
la. Téalloin muodostuu harva lineaarinen yhtidloryhma, joka on ratkaistavissa hilan
jokaisessa pisteessd. Menetelma mahdollistaa mielivaltaisten geometrioiden kasit-
telyn ja on suhteellisen yksinkertainen implementoida, mutta ei hyodynna tunnet-
tuja Maxwellin yhtdloiden ratkaisuja tai ole kustannustehokkain tapa, silld koko
avaruus, kappale ja sen ymparist0, on diskretoitava ndissd menetelmissa.

Sironnan integraaliyhtilomenetelméat muodostavat kolmannen menetelma-
ryhmén. Tassd luvussa keskitytddn tdman ryhmén edustajiin, pintaintegraaliyh-
tdlomenetelmiin. Kyseisissd menetelmissd pyritddn korvaamaan fysikaalinen si-
rottaja myohemmin esiteltdvan pintaekvivalenssiperiaatteen avulla ekvivalenteilla
sdhkoisilld ja magneettisilla pintavirrantiheyksilla, jotka kokonaiskenttien H ja E
avulla ovat _ _

J.(%)=axH
M,(X) = —f x E.

Ekvivalentit pintavirrantiheydet ovat matemaattisia apusuureita, joiden avulla si-

4.1)
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ronnut kenttd on mahdollista laskea homogeenisessi avaruudessa.

Hyodynnetdan vektorimuotoista Greenin teoreemaa, jonka mukaisesti sirot-
tavan kappaleen pinnalla vaikuttavat kokonaiskenttien tangentiaalikomponentit
pitavat sisallaan kaiken tiedon kappaleen sisdisistd kentistd. Talloin samaistamal-
la kokonaiskenttien tangentiaaliosat ekvivalenttien pintavirrantiheyksien kanssa
saadaan kokonaiskenttien pintaintegraaliesitykset.

Pintavirrantiheydet voidaan ratkaista kdyttdmalla hyvaksi reunaehtoja. Esi-
merkiksi kun sirottaja on tdydellinen sdhkojohdin, saapuvan sahkokentén tangen-
tiaalinen komponentti katoaa. Talloin virrantiheys voidaan kirjoittaa integraaliyh-
tdlond saapuvan sihkokentin suhteen. Tt ja vastaavia eri reunaehdoilla raken-
nettuja yhtdloitd kutsutaan sdhkokentdn tapauksessa sahkokentdn integraaliyh-
taloiksi (EFIE, Electric Field Integral Equation) ja magneettikenttien tapauksessa
magneettikentin integraaliyhtdloiksi (MFIE).

Integraaliesityksistd asetettujen reunaehtojen avulla rakennettujen integraa-
liyhtéloiden sisdltamat virrantiheydet TS(FE) ja Ms(i’) voidaan ratkaista numee-
risesti erilaisten raja-alkiomenetelmien (BEM, Boundary Element Method) avulla.
Raja-alkiomenetelmissi pintavirrantiheydet kehitetdan sarjoiksi jonkin kantafunk-
tiojoukon { f,}, n =1,..., N avulla. Summissa on NV tuntematonta kerrointa j, ja

mn:

n=1 (4.2)

Ylla ?n(i’) on tangentiaalinen vektoriarvoinen kantafunktio, joka on méaritelty si-
rottajan pinnalla. Seuraavaksi muodostetaan sisdtulo integraaliyhtdlon kanssa jo-
kaisen kantafunktion kanssa, jolloin muodostuu kaksi kappaletta N x N lineaarisia
yhtdloryhmia.

Pintaintegraaliyhtdlomenetelmien etuna on niiden perustuminen tunnettui-
hin Maxwellin yhtéléiden ratkaisuihin, mikd tekee menetelmistd tehokkaita. Ne
eivat myoOskadin ole rajoittuneita tiettyihin geometrioihin, vaan sirottajat voivat ol-
la 1ahes mielivaltaisen muotoisia diskretoinnin rajoissa. Menetelmissd ongelmat
rajoittuvat myos tarkasti sirontaongelman kannalta relevantille alueelle, eika las-
kentatehoa tarvitse tuhlata tyhjan avaruuden alueella.

Kolikon kdantopuolena menetelmé on hankalahko implementoida, silld rat-
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kaistavana on suuri joukko moniulotteisia, useassa tapauksessa vahvasti singulaa-
risia integraaleja, ja geometrioiden on oltava vahintdankin paloittain homogeeni-
sia, ja jokaisella homogeenisella alueella on kidytettiva alueelle ominaisia Greenin
funktioita ja integraaliyhtaloitd. Lisdksi ratkaistavat matriisiyhtalot eivat ole har-
voja, kuten elementtimenetelmissé, jolloin ongelman kasvaessa on hyodynnettava
entistd monimutkaisempia optimointimenetelmia.

Ylla mainitut vahvuudet ja heikkoudet huomioiden téssa luvussa esitellaan
perusta erdille pintaintegraaliyhtédloesitykselle, jonka avulla tyon numeerisessa
osuudessa ratkaistaan tdhtienvilisen polyhiukkasen dynamiikkaan kytkeytyva si-
rontaongelma.

4.1 Sironnan pintaintegraaliesitys

Sdhkomagneettisen sironnan integraaliyhtdlot voidaan ilmaista yleisessd muodos-
sa, joka soveltuu niin sironta- kuin antenniongelmiin. Integraaliyhtiloille tavoi-
tellaan pintaintegraalien avulla ilmaistua muotoa. Pintaintegraalimuotoiset yhta-
16t soveltuvat ongelmien ratkaisujen kytkemiseen selkeimmin johonkin tiettyyn
sirottajan muotoon verrattuna tavanomaisiin reunaehtoihin nojautuvaan aaltoyh-
taloratkaisuun. Ensin on ilmaistava sahko- ja magneettikentét yleisessd muodossa
integraalien avulla, minka jalkeen erilaisia reunaehtoja vastaavia integraaliyhta-
l6formulaatioita on muodostettavissa. Alaluvun loppuun asti edetddn Poggion ja
Millerin [26] seka Strattonin [27] mallien mukaisesti sironneiden kenttien inte-
graalimuotoja johdettaessa.

Kasitelladn aikaharmonista ongelmaa symmetrisoitujen Maxwellin yhtaloi-

den _ o N
VxE=iwuH-M, V-E=P2
. Lo ~ (4.3)
VxH=—-iweE+J, V- -H=—,
7
jatkuvuusyhtaloiden
V-J=iwp, V- -M=iwm, (4.4)

ja lineaarisen, homogeenisen ja isotrooppisen valiaineen vektorimuotoisten aalto-
yhtédloiden
VxVxE-kE=iuuJ -V xM,

. . _. _ (4.5)
VxVxH-FH=iweM+V x J,
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Kuva 5: Sirontaongelma on rajattu tilavuuteen V/, jonka reunapinta on S, ja jossa sijaitsee siteilya
sirottavia dielektrisia kappaleita, joiden rajapintoja merkitdan pinnaksi S. Pintojen normaalivekto-
reiden suunnat on valittu kuvan mukaisesti.

avulla. YIli E ja H ovat sihké- ja magneettivektorikentat, vastaavasti J ja M ovat
sdhko- ja magneettivirrantiheydet ja p ja m sdahkoiset ja magneettiset varaustihey-
det. Symmetrisoidessa Maxwellin yhtél6t otetaan siis kdyttoon tiettavasti epéafysi-
kaalisia magneettisia ldhdetermeja, joiden avulla yhtiloiden keskindinen symmet-
risyys alleviivautuu entisestaan.

Sirontaongelmassa nama annetut yhtilot pyritdin ratkaisemaan tilavuudes-
sa V, jossa erilaiset ldhdetermit muodostavat herdttivian kentdn, niin kutsutun
priméirikentdn, ja jossa on erilaisia véliaineita eri sahkoisin ominaisuuksin. En-
simmadinen askel on soveltaa vektorimuotoista Greenin lausetta

/(Q’-VXVXﬁ—ﬁvXVXQ’)dvz/(ﬁxvxé—éxvxﬁ)-c@, (4.6)
14

by

jossa ¥ = 0V tai ¥ = S + S on tilanteesta riippuen joko pelkka tilavuuden V/
reuna tai rajapintojen ja tilavuuden V' reunojen S ja S; summa ja (3 ja P ovat
tilavuudessa V' kahdesti jatkuvasti derivoituvia vektorifunktioita.

Valitaan vektorikentiksi P ja Q annettujen reunaehtojen sallimin vapauksin
P = EjaQ = ¢a, jossa ¢ = “

r = |X — X’| on Helmholtzin operaattorin

r
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Greenin funktion muotoa ja v on mielivaltainen yksikkovakiovektori. Tall6in

VxQ=Vx(¢a)=Vdxa+odVxa=Voxa+0=Voxa,
VXVxQ=Vx (Vo xa)
=V¢(V-a)—av. (Vo) +(a-V)Vyp—(Vo-V)a 4.7)
=0+ak’¢+(a-V)Ve—0
=V(a- Vo) + ak?e,
eli saadaan Greenin lauseen vasemman puolen integrandin ensimmaiseksi termik-

N P-VxVxQ=E-(V(a-Vg)+ak’p)

E )

E) - (a-Vo)(V-E) “8

— 2B+ V- ((a-w E) g( Vo).

Integrandin toinen termi on vektoriaaltoyhtdloiden (4.5) avulla yksinkertaisesti
G-VXVXﬁngé-_()kQE—l—iwuj;—VXM) B “9)

= k0B - a+iwpgd -a— ¢(V x M) -a

Greenin lauseen oikean puolen termeiksi saadaan vastaavanlaisella menette-

Iylld
ExVxQ’:Ex(wxa):(E-a)w—(ﬁ-w)a,
N . . N . (4.10)
QxV x P = ¢a x (iw,uH—M>:iwugbé><H—¢é><M.

Koska dS = fidS, saadaan lopulta integraalitermeiksi skalaarikolmitulon ominai-
suuksien avulla

(PxVxQ)-a=(E-a)(Vé-n) - (E-Ve)(n-a),
(QxV x P)-h=iwu(¢a x H) — ¢(ax1\71) a (4.11)
= iwpd(H x 0) -4 — ¢(M x f) - A.

Kaikki integraalien termit lukuun ottamatta termiad V - ((é : ngﬁ)ﬁ) ovat verran-
nollisia mielivaltaiseen vakiovektoriin a. Kayttdmalla divergenssilausetta saadaan

viimeinenkin termeistd hyodylliseen muotoon:

/Vv- ((a-w)ﬁ) dvz/z((a-w)ﬁ) -ﬁdS:/E(ﬁ-ﬁ)(V¢-é)dS, (4.12)
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eli kaikki integraalien termit ovat samalla tavalla verrannollisia vektorin & kanssa,
jolloin Greenin lauseen vasen ja oikea puoli muodostavat yhtédlon

/ iwudJ + oV x M — Lvpav

v o 3 B (4.13)

:/(E B)Vo + (Vo A)E — (B - Vo) — iwuo(H x 8) + 6(M x ) dS.
b

Siistitadn yhtilod edelleen. Vektori-identiteetin (V- A)E — (E-Vg)a = E x (V¢ x
i) , tulon derivointisd&nnon V x (¢K> — V¢ x A+ ¢V x A seki Stokesin lauseen

avulla saadaan

/WXﬁdvz/vX (qﬁﬁ)—qudeV:/ﬁx(gbﬁ)dS—/ Vo x MV,

' ' . T @
jolloin paadytaan viimein esitykseen, jossa virrantiheydet tilavuuden V sisilla on
ilmaistu pintaintegraalien avulla:

/ iwpdJ + Ve x M+ §V¢>dV = /(ﬁ x E) x V¢ + (i~ E)Vo + iwpu(h x H)e ds.
' . (4.15)
Yhtélon (4.15) kayttokelpoisuus eri tilanteissa riippuu siitd, millaisia deri-
voituvuus- ja jatkuvuusehtoja sahkokentalla E ja funktiolla Q on. Lisiksi Greenin
funktiolla ¢ on singulariteetti lahdepisteessd X = X'. Tapaukset, joissa tarkastelu-
piste X on rajapinnoilla tai lahdepisteessd, on siis eristettdva integraaliyhtdlosta,
jotta silla kaytannossa olisi ratkaisuja.

Tarkastellaan siis kuvan 5 kaltaista esimerkkialuetta tilanteessa, jossa lah-
depiste on kappaleen pinnalla S. Suljetaan ldhdepiste pallokuoren S, sisélle ja
deformoidaan kappaleen pintaa S — S + S3, jossa S, vastaa kappaleen reunan
painaumaa kappaleen sisélle, kun pallokuori asetetaan paikoilleen ja S5 — S, kun
pallokuori kutistetaan olemattomiin. Pintojen normaalivektorit i ovat alueen V'
sisinormaaleita, kun taas normaalivektorit f; ovat normaalivektoreita pinnoilla S;
poispdin alueesta V', kuten kuvassa 6 esitetdén.

Tarkastellaan aluksi pelkkid pintaintegraaleja lihdepisteen ymparistossa,

I= / (A x E) X V¢ + (A E)V¢ + iwu(d x H)¢dsS, (4.16)
Ss+S2

rajalla r = |X — X’| — 0. Infinitesimaalisen 1dhelld l&dhdepistettd kaikki vaihetekijat
tekijoissa ¢ ja V¢ voidaan jattaad huomiotta ja kasitelld pelkkia kenttien keskiarvoja
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Kuva 6: Tilanne, jossa tarkastelupiste sijaitsee sirottavalla pinnalla S. Tédssa tapauksessa tarkaste-
lupiste on erotettava muusta kappaleesta pallopinnan sisélle ja pintaa S; on deformoitava siten,
ettd pallopinta ja kappaleen deformoitu pinta eivédt kohtaa. Myohemmin tilannetta tarkastellaan

rajalla, jossa peittdava pinta kutistuu olemattomiin.

lahdepisteessd X’. Nyt

—ik
V= 53% = ji e = 1 :;;i —ikr e—ik’“.i;
‘oxl T'Oxl|IX - X' |X =X ox! ‘orh | X — X
_ikeflk’l“ ~ 8 —ikr ;()_ ;{’l

_‘§_§/|xzax;]x X'|+e B3

k —ikr ) 1
= Le—_,‘f‘@_lkr_»—_,? s
|xX — X| |x — X|

<1 + ikr eik’") R
= — ) 2.
r r

Ylldolevan ja kenttien keskim&aréaisten arvojen avulla saadaan

_ i’/‘B

(4.17)

I =lim [—E/ s, + E/ dﬂgl = —E(X) [47 — Qs], (4.18)
r— S, S5

missé (), on pinnan S, pisteessa x nakyva avaruuskulma rajalla » — 0. Yksityiskoh-
taisemmin tilanne késitelladn esimerkiksi Volakiksen teoksessa [28]. Toisin sanoen
pinnalla S kenttd saadaan ottamalla kentin keskiarvo aivan pinnan sisé- ja ulko-

puolesta. Tama voidaan yleistda mille tahansa rajapinnalle tilavuuden V sisilla ja
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pudottaa alaindeksi timén tiedon nojalla merkinnoéistd. Jonkin pinnan ulkopuo-
lella taas €2 = 0. Sijoittamalla [ yhtdloon (4.15) saadaan ilmaistua sdhkokentta

= T(X)
4

/ iwud T + Vo x M + gv’qs av’
v (4.19)

T(X . . .
. <X>][ (& x E) x V¢ + (& - B)V'é + iwp(i’ x H)pds,
47T S1+S

missd T(X) = (1 — Q/47) " ja J[sl+s on pintojen S; ja S padarvointegraali. Mag-
neettikenttd saadaan helposti korvaamalla kentdt symmetristen Maxwellin yhta-
l6iden avulla, jolloin saadaan

fi(x) = %) / iwedM + T x Vg + Vg dV”
A Jv a (4.20)
7(X) '

][ (0 x H) x V'¢+ (0 - H)V'¢ — iwe(d' x E)¢dS'.
Am S1+S
Nykykirjallisuudessa tdssd muodossa ilmaistuja sironneiden kenttien inte-

graaliyhtaloitd kutsutaan Stratton-Chu-yhtéaloiksi [27].

4.2 Pintaintegraaliyhtidloiden johto ja diskretointi

Seuraavaksi muodostetaan sironneiden kenttien Stratton-Chu-yhtéloista erés di-
elektristen kappaleiden sironnassa yksikasitteisid ja resonanssittomia ratkaisuja
tuottava [29] esitys, Poggio-Miller-Chan-Harrington-Wu-Tsai-esitys (PMCHWT).
Kyseiseen esitykseen viitataan jatkossa pintaintegraaliesityksend aina, kun sekaan-
nuksen mahdollisuutta ei ole. Oletetaan kaikkien lahdetermien sijaitsevan kauka-
na sirottajista ja nimetdan yhtédloiden (4.19) ja (4.20) tilavuusintegraalit niiden
sisdltdmien lahdekenttien mukaisesti primaarikentiksi E ja H', kisitelldan mieli-
valtaista méaéraa sirottavia pintoja S; seka siséllytetddn kerroin 1/47 Greenin funk-
tioon ¢, jolloin saadaan tiiviimmin kirjoitettua

—

E()

T(X) {EZ‘(;{) - /S (0 E) x V' + (- E)V'¢ + iwp(d x ﬁ)gde’] :

—

H(X)

T(X) {ﬁi@ - /S(ﬁ’ x H) x V' + (0’ - H)V'¢ — iwe(i x 1T:)¢ds'} .

(4.21)
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Nyt niin kutsuttu pintaekvivalenssiperiaate [30] toteaa, ettd kentét tarkastelutila-
vuudessa V' madradytyvat yksiselitteisesti saapuvista primadrikentista ja kappalei-
den pinnoille muodostuvisten kenttien tangenttikomponenteista, joita kutsutaan
ekvivalenteiksi pintavirroiksi (TS, M s), mMissd

—

Jg=1xH,
U (4.22)
MS: E x n.

Maxwellin yhtiloiden ja ekvivalenttien pintavirtojen avulla voidaan ensin kirjoit-
taa [31]

f-BE= V. (axH) =V T

“’15 wig . (4.23)
A-H= — V. (AxE)= V.M,

1we we

jolloin kokonaisuudessaan kokonaiskentét ovat
E(X) =T(X) |E(X) — / —Mg x V¢ + wigv' TV +iwpd s ds']
i S;
= T(X) |E(X) + / Mg x V'¢p — wigv'(v' T g)¢ — iwujwds’} ,
i S;

H(X) = T(X) |Hi(x) — /S Jsx Vo + iv MgV’ + iwe Mg dS’}

(3

= T(X) |H (x) - / Jox Vg + iv’(v’ - My)¢ + iweMgo dS’} .
I S;
(4.24)
Maadritellaan integrodifferentiaalioperaattorit £ ja K [32]:

L[F] = / FPF¢+V(V' - F)pds,
T B (4.25)
IC[F]E/ V' x F¢d,
Si

jossa k = w,/ep. Mikali 1ahdetermit sijaitsevat jossain pinnalla S;, on operaatto-
reissa kasiteltdva jilleen integraalien pddarvoja. Nyt kokonaiskentit voidaan maa-
riteltyjen operaattoreiden avulla kirjoittaa tiiviisti

O(X)E(¥) = B'(X) - 2 L[Ts] - KM,

O(X)H(X) = H(X) — %L‘[l\_/fs] +K[JT ),

(4.26)

missd n = /£ on véliaineen impedanssi ja O(X) = AEIE
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Saatuihin integraaliesityksiin ei vield ole kiinnitetty mitddn reunaehtoa kah-
den viliaineen rajapintaan, eli ne eivat ole vield ratkaistavissa. Pintaintegraalie-
sitysyhtdloihin padstdan, kun vaaditaan kenttien tangentiaalisten komponenttien

olevan jatkuvia rajapinnassa. Madritellddn merkint6ja lyhentdméaan niin kutsuttu

tangenttijalkioperaattori %[f] =-AxAxF ja saadaan reunaehdoiksi
E, — E;) =0,
=) (4.27)
'Yt(Hl — H2) = 0

Yhdistimalla kentédt saadaan koottua tavoitellut pintaintegraaliesitysyhtélot [26,
31, 32], jotka matriisimuodossa ovat

Mmoo

— L1+ =1L VK1 4 1Ko 7 Ei
ikq ko ) ) (_*> _ (’Yt > ’ (4.28)
Lo

1 —uKe L1+ - M v H'
1]{1771 1k2772

missd alaindekseilld 1 ja 2 erotetaan keskendidn homogeeniset ja isotrooppiset
tausta ja kappale. Erilaisia reunaehtoja kayttdmalla ja yhdistelemélla niitd eri ta-
voin voidaan muodostaa mielivaltaisen monta menetelmaa, joita on esimerkiksi
listattu viitteessa [32].

Yleisia pintaintegraaliesitysyhtdloitd voidaan ratkaista numeerisesti niin kut-
sutun momenttimenetelmédn avulla. Momenttimenetelma on elektrodynamiikan
alalla vallitseva nimitys raja-alkiomenetelmalle (BEM) [33]. Yleisessa tapauksessa
momenttimenetelmissa ratkaistaan operaattoriyhtalo

Af = 5, (4.29)

jossa A on operaattori, S on tunnettu lahde(kenttd) ja f on tuntematon vas-
tekenttd. Yhtdlon numeerisessa kasittelyssa sovelletaan yleensa elementtimene-
telmid (FEM, Finite Element Method). Kehitetdan f sarjaksi vektorifunktioiden

f 1, fg, ?3, R avulla:
f=> anf,, (4.30)

jossa «,, ovat vakioita. Funktioita f,, kutsutaan kantafunktioiksi. Kun momentti-
menetelmia sovelletaan numeriikassa, katkaistaan sarja (4.30) aarelliseksi sum-
maksi. Tdma vastaa tutkittavan pinnan jakamista hilaverkoksi, jonka jokaista hila-
alkiota vastaa yksi kantafunktio.
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Kantafunktiot voidaan valita hyvin vapaasti siten, ettd ne sopivat luonnolli-
sesti yhteen annetun ongelman reunaehtojen kanssa. Pintaintegraaliesitysyhtaloi-
den tapauksessa on luontevaa jakaa sirottava pinta kolmioverkoksi ja kantafunk-
tioiksi valita niin kutsutut Rao-Wilton-Glisson-kantafunktiot (RWG) [34]:

ln - -
2A ( — I‘1), r 51,
1
f,.(7)= 2{2 (T, —T), TES, (4.31)
2
0, muutoin.

Kantafunktion méaéritelméssa A; on hila-alkion S; pinta-ala, /,, on kolmioparin yh-
teisen sivun pituus ja vektorit (¥ — 1) sekd (T, — T) ovat kolmioelementtien va-
paasta kirjesta T ; lahtevat paikkavektorit. Valinta on luonteva, sillda RWG-funktiot
ovat divergenssikonformisia funktioita, jotka pakottavat kahden vierekkiisen ele-
mentin véliset normaalikomponentit jatkuviksi ja mahdollistavat integrandeissa
olevien singulariteettien heikentdmisen [32].
Seuraavaksi operaattori A diskretoidaan testifunktioiden avulla muodosta-
malla matriisiyhtalo
AX =D, (4.32)

missd A on niin kutsuttu systeemimatriisi, vektori X sisdltda diskretoidun tun-
temattoman funktion vakiokertoimet ja vektori l_; on heréitevektori Komponentit
Ay ja by, saadaan L*-sisdtuloon (w, §7) = [, w( (T)d2 perustuvan testauk-
sen avulla:

Ay = <vv’m, A(F)>, b = <Wm, E>, mn=1,...,N. (4.33)

Testifunktiot w,, valitaan siten, ettd matriisiyhtdlé on voimassa operaattorin A
kuva-avaruudessa. Esimerkiksi pintaintegraaliesitykseen pohjautuvassa sironnas-
sa virtatermeistii saatavat kentiit E ja H kuuluvat kuva-avaruuteen Hy, joten
testifunktiot t kuuluvat avaruuteen Hy;,. Testifunktioilla testataan esimerkiksi si-
satulo (t, £(J)) [32]. Nyt kisiteltdvissa tapauksessa testifunktioiksi voidaan va-
lita Galerkinin menetelmén [33] mukaisesti kantafunktiot itsens4, siis esimerkiksi
sihkoisen pintavirran tapauksessa t,, = T,

Yhtélon (4.28) systeemimatriisin ja herdtevektoreiden alkiot lasketaan tas-
sd luvussa kuvatulla menetelmalld, ja tuntemattomat kertoimet ratkaistaan kaan-
tamalla systeemimatriisi. Ratkaistuista kertoimista voidaan lopulta ratkaista in-

tegraaliesitysten avulla sironneet kentat kaikkialla avaruudessa paitsi sirottavalla
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pinnalla. Kuitenkin integrodifferentiaalioperaattorit £ ja X ovat yha singulaarisia
termien ¢, V¢ ja V2¢ osalta. Singulaarisuuden késittely tapahtuu tyossa kaytetys-
si ohjelmistossa tekstin [35] esittdmalla tavalla.



5. Dynamiikan numeerinen
ratkaiseminen

Tahan mennessad on tarkasteltu niin polyhiukkasen pyorimisdynamiikkaa, sahko-
magneettisen sironnan pohjalla olevaa elektrodynamiikkaa sekéa eksplisiittistd me-
netelmaad ratkaista sirontaongelma pintaintegraaliyhtidlomenetelmén avulla. Tassa
luvussa muodostetaan aiemmin esiteltyjen osa-alueiden avulla viitekehys sahko-
magneettisessa siteilykentdssd vuorovaikuttavan polyhiukkasen dynamiikan nu-
meeriseen ratkaisemiseen. Lisdksi esitellddn viitekehyksen mukaisesti toteutetun
Fortran-ohjelmiston algoritmeja sekd ohjelmiston testaamiseen laadittu testiym-
paristo. Hiukkasgeometrioina kiytetdain niin palloa, ellipsoidia kuin gaussista sa-
tunnaispalloa (Gaussian Random Sphere, GRS) [36].

Kuva 7: Diskretisoidut esimerkkigeometriat pallon ja gaussisen pallon tapauksissa. Ohjelmiston
madrittdmat hiukkasten padakselit, joista suurinta hitausmomenttia vastaava on korostettuna, ovat
kappaleiden massakeskipisteissa.

36
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5.1 Geometrian kisittely

Tyossa kaytetty pintaintegraaliyhtidlomenetelméa ratkoo homogeenisen, kolmioele-
mentein monitahokkaaksi diskretoidun kappaleen sirontaa, josta seuraava dyna-
miikka on luontevaa ratkaista samaista diskretoitua kappaletta kiyttden. Homo-
geenisen monitahokkaan tapauksessa dynamiikan kannalta tarkeimmaét hitaussuu-
reet eli kappaleen massa, massakeskipiste ja hitausmomenttitensori, on mahdol-
lista ratkaista tehokkaasti monitahokkaan karkipisteiden avulla. Edetdan kuten
viitteessa [37].

Monitahokkaan massan, massakeskipisteen ja hitausmomenttitensorin méaa-
rittdiminen vaatii kymmenen tilavuusintegraalin ratkaisua, kukin muotoa

[ g 2)av. 5.1
v
missa funktio p(x,y, z) on yksi kymmenestd polynomista

p(x7y7z> e {]‘7x7y’Z7x27y27227xy7I'Z7y2}' (5’2)

Valitsemalla vektoriarvoinen funktio F(x, y, z), joka toteuttaa ehdon V- F(x, y,z) =
p(z,y, z), voidaan divergenssilauseen avulla tilavuusintegraali muuttaa pintainte-
graaliksi

/p(x,y,z)dV:/V-f(x,y,z)dV:/any, )dS = Z/nf (x,y,2)dS,
1% 1%

fes

(5.3)
missd n on monitahokkaan pinnan S ulospéin osoittava yksikkonormaali ja f yk-
sittdinen kolmiotahkopinta. Valitaan jokaista funktiota p(z, y, z) vastaavat funktiot
f(x, y, z) taulukon 1 mukaisesti.

» | F » | F

1 | (2,0,0) y* | (0,4°/3,0)
r | (22/2,0,0) | 2% | (0,0,2%/3)
y | (0,4%/2,0) | wy | (2°y/2,0,0)
z 1(0,0,22/2) || wz | (0,0,222/2)
2?2 | (23/3,0,0) | yz | (0,4%2/2,0)

Taulukko 1: Massasuureiden laskemiseen kdytetyt funktiot p sekd jokaista vastaava vektorifunktio
F, jonka divergenssi V - F = p.
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Ratkaistavat integraalit ovat muotoa (i - 1) [ ra(@,y,2)dS, missd 1 on jokin
yksikkovektoreista i, j tai k ja q(z,y,2) € {m, 2% y?, 2%, 23,3, 23, 22y, w22, y?2}. Jo-
kaisella kolmiotahkolla on vastapdivadan numeroidut karkipisteet f’} = (x4, Y, 2i),
i = 0,1, 2. Referenssikarjesta f;o lahtee kaksi sdrmaa E = f;i — f;O = (a4, Biy Vi),
i = 1, 2. Kolmiotahko voidaan parametrisoida lukujen « ja v avulla, missa u > 0,
v>0jau+v <1, jolloin

P(u,v) = Py + uE; + vE,
= (20 + qu + agv, Yo + Sru + P2, 2o + 11U + Y2v) (5.4)
= (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Nyt pinta-alkio voidaan esittdd muodossa

oP 0P
_X_

dsS = 50 5 dudw, (5.5)

dudv = ‘El X EQ

ja vastaavasti yksikkonormaali

. E, xE — , QY1 — (117Y2, a1 Py — « 00, 01, O
fif = _)1 _)2 :(51’72 Bay1i 211 _172 152 251):(_? 1 2)‘ (5.6)

—

‘E1XE2‘ ‘E1XE2‘ E1><E2

Parametrisaation avulla voidaan integraalit kirjoittaa muodossa

(ﬁf'i)/Q(%?/aZ) dS = (Ey x Ey - / / L y(u,v), 2(u, v)) dudo,

’ 5.7)
missd x(u,v), y(u,v) ja z(u,v) ovat kolmiotahkon F(u,v) komponentit. Yhtdlon
(5.7) oikean puolen integraalit voidaan laskea kaikilla mahdollisilla funktioilla g.
Tuloksena saadaan termejé, jotka voidaan ilmaista kuuden apulausekkeen f;, g;,
i = 1,2,3, avulla. Kyseiset apulausekkeet lasketaan argumenteille w, jotka ovat

muotoa x = (2o, 21, 22), ¥ = (Yo, Y1, ¥2) ja z = (20, 21, 22) algoritmin

(
fzzw) = c+wa fi(w), (5.8)

w) = wob + wyc + wsy fo(w),
gi(w) = fa(w) + w;(f1(w) + w;),

avulla, missé a = wg + wy, b = W} ja ¢ = b+ wya ovat tilapdismuuttujia.
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Nyt kaikki integraalit kolmiotahkon yli voidaan kirjoittaa muodossa
~ ~ o (50 A ~ 3 - 51
() [2dS=Phl@). (83 [ y*dS = L)
f f

5 . 5
(ﬁf-i)/fodS:%fg(x), (ﬁf-k>/fz3dsz%f3(z),

) )
(f 'j)/fy2 ds = 1—;f2(y), (y -i)/fode = %(yogo(l‘) +1191(2) + ¥292()),

.o ) . 1)
(nf ) k)/f’«'? ds = éﬁ(z)a (nf ) /nyZ ds = é(zogo(y) + 2101y + 2292(y)),

(- 1) /x3 ds = ;5—00f3<$), (s - k) / ZrdS = g—é(xogo(z) + 2191(2) + 2292(2)).
! ! 5.9)
Summattaessa kaikkien kolmiotahkojen yli ensimmadisestéd integraalista saadaan
kappaleen tilavuus, kolmesta seuraavasta sen massakeskipiste ja lopuista kuu-
desta hitausmomenttitensorin ylakolmiokomponentit. Diagonalisoimalla ratkaistu
hitausmomenttitensori 16ydetddn rotaatiomatriisi Q laboratoriokoordinaatistosta
padakselikoordinaatistoon.

5.2 Liikeyhtdloiden integrointi

Tassd alaluvussa rakennetaan viitekehys integrointiohjelmistolle perustuen aiem-
paan teoriaan sekd aiemmin esitettyihin numeerisiin algoritmeihin. Ohjelmiston
sirontaongelman ratkaiseva osa perustuu Johannes Markkasen laatimaan pintain-
tegraaliyhtdlomenetelmén sirontaohjelmistoon [32]. Sirontaohjelmisto maarittda
siroamistapahtumassa hiukkaseen vaikuttavat voimat ja vaadnnot kolmioelement-
tidiskretisaation avulla. Ohjelmistoa on muokattu vastaamaan fysikaalista 14hto-
tilannetta, jossa hiukkasen kokoparametri ka on sdddettévissa hiukkaskokoa ku-
vaavan samantilavuuksisen pallon sidteen a sekd saapuvan sateilyn aaltoluvun &
avulla. Lisdksi hiukkasen kompleksinen permittiivisyys ja saapuvan sahkokentdn
amplitudi sekd dynamiikkaintegroinnissa kaytettdva hiukkasen tiheys ovat sdadet-
tavia suureita.

Sirontaohjelmisto maarittad hiukkasgeometriaan perustuen sironnan systee-
mimatriisin yhtdlon (4.32) mukaisesti ja kdantda matriisin, jolloin sirontatapah-
tuman ratkaisu vaatii ainoastaan yhtilon (4.32) oikean puolen péivittdmista vas-
taamaan saapuvan sateilykentdn ominaisuuksia sekd matriisi-vektoritulon laske-
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— —

Suure k N R

Koordinaatisto

{z}hab Elab vakio y/ R(t) = Q"Ry(t)

— — (1 —
{«T}sca Ksa = R(t)klab T Nsca(t) @
L@
! 3
{z}p Np(t) = QR (t)Nsea Ry (t)

Kuva 8: Dynamiikkaintegraattorin toimintaperiaate tiivistettynd: Ensimmaiseksi kddnnetédan aal-
tovektori ja tuloksen avulla ratkaistaan vddntOmomentit sirontaohjelmiston avulla. Seuraavaksi
kaannetddn vadntomomentit padakselikoordinaatteihin ja kolmanneksi paivitetddn rotaatiomatrii-
si padakselikoordinaateissa. Lopuksi ratkaistaan uusi rotaatiomatriisi laboratoriokoordinaateissa.
Iteraatioiden yhteydessa pdivitetdan systeemimatriisiyhtélon oikea puoli.

mista. Kun systeemimatriisi on kdannetty, voidaan liikeyhtdloiden integroiminen
aloittaa.

Alaluvussa 2.3 kuvataan menetelma ratkaista sirontaongelma sirontakoordi-
naatistossa {z }s, jossa koordinaatisto on kiinnitetty hiukkasen massakeskipistee-
seen ja ulkoinen sateilykenttd muuttaa suuntaansa. Kun ulkoisia kenttid kddnne-
tddn, on pidettdva mielessd, ettd kuvan 3 mukaiset muunnokset laboratoriokoordi-
naateista sirontakoordinaatteihin on tehtava kddnteismuunnoksina aaltovektorille
k. T4mi on seurausta siitd, ettd rotaatiomatriisi R on koordinaatistojen valinen
kuvaus, mutta sirontaongelman ndkokulmasta koordinaatisto ei muutu, vaan aal-
tovektori k muuttaa suuntaansa.

Sirontaongelman ratkaisu valmiin systeemimatriisin avulla on suhteellisen
nopeaa, ja laskenta-aika on verrannollinen diskretointiin kiytettyjen kolmioele-
menttien madraan. Maaritetyt voimat ja vaannot kddnnetddn laboratoriokoordi-
naattien kautta hiukkasen pddakselikoordinaatteihin. Muunnoksessa laboratorio-
koordinaatteihin on jilleen otettava huomioon oikeat muunnosmatriisit, minka
jalkeen muunnos péddakselikoordinaatteihin tapahtuu normaalin kdytdnnoén mu-
kaisesti.

Liikeyhtéloista ratkaistaan kulmanopeus Runge-Kutta-algoritmin avulla paa-
akselikoordinaateissa ja hiukkasen orientaatiota kuvaava rotaatiomatriisi paivi-
tetddn Rodriguesin rotaatiokaavan (2.31) avulla. Massakeskipisteen etenemislii-
kettd kuvaavat yhtédlot voidaan sen sijaan ratkaista suoraviivaisen Runge-Kutta-
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algoritmin sovelluksen avulla.

Ratkaistu rotaatiomatriisi kddnnetddn laboratoriokoordinaatteihin, jolloin si-
td voidaan kiyttia seuraavassa iteraatiossa jalleen aaltovektorin k kidntdmiseen.
Iterointien yhteydessa paivitetddn myos systeemimatriisiyhtdlon (4.32) oikea puo-

li. Kokonainen iterointikierros on esitetty kuvassa 8.



6. Tulokset ja johtopaatokset

Ohjelmiston testaus jakaantuu kahteen osa-alueeseen, rotaatiointegraattorin oi-
kean toiminnan varmentamiseen analyyttisiin tuloksiin verrattaessa seka tahtien-
valista polyhiukkasta mallintavien ajojen tulosten kisittelyyn.

6.1 Integraattorin toiminta

Integraattorin testaaminen tapahtuu tilanteissa, joissa pyorimisliike ja etenemislii-
ke on erotettu toisistaan. Etenemisliikkeen testaus on yksinkertaista, ja tapahtuu
kohdistamalla massakeskipisteeseen erilaisia voimia ajan funktiona. Analyyttiseen
ratkaisuun verrattaessa voidaan arvioida integraattorin virhetta aika-askeleen funk-
tiona.

Integraattorin testauksessa kaytetddn eksplisiittisen geometrian sijasta al-
kuparametrina asetettavaa hitausmomenttitensoria. Testikappaleet pyorivat jol-
lain alkukulmanopeudella &, seka ilman ulkoisia vidntomomentteja etta ulkoisen
vaantomomentin ﬁext = Z1ap X Xp 3 vaikutuksen alaisuudessa.

Analyyttiseen ratkaisuun verrattaessa saadaan arvioitua integraattorin vir-
hettd asettamalla ylaraja aika-askeleen aikana tapahtuvalle pyorahdykselle. Tama
maksimipyordhdys f,.x rajoittaa aika-askelta yhtalon At = 9% mukaisesti. Ku-
vassa 11 esitetddn absoluuttinen numeerinen virhe ajan funktiona. Kuvassa 12
havaitaan absoluuttisen virheen kasvavan spiraalimaisesti (Aw;, Aws)-tasossa. Ab-
soluuttinen virhe kasvaa noin 10000-kertaisesti maksimipyordhdyksen kasvaessa
0.01 radiaanista 0.1 radiaaniin.

Epasymmetrisen hyrran tapauksessa luvussa 2.6 ennustettu kiytos saadaan
toisinnettua integraattorissa. Asetetaan testikappaleen hitausmomenttitensoriksi
I = diag(1,8,4) ja tarkastellaan kahta eri alkukulmanopeutta, &g sab = (0, 1, 0.1)
sekd Wo unstab = (0, 0.1, 1). Stabiili ja epéstabiili tilanne eroavat toisistaan niin kul-

42
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manopeuksien aikakehityksen kuin testivektorin (0, 0, 1)po4y radan suhteen, kuten
kuvissa 13 ja 14 on esitetty.

Ulkoista vAantomomenttia voidaan mallintaa vektorilla Next = Ziab X X3 body>
joka vastaa tilannetta, jossa symmetrisen ellipsoidin vastakkaisiin pdihin asete-
taan vastakkaisiin suuntiin osoittavat raketit. Tilanne on analoginen toisesta paéas-
taan kiinnitetyn hyrrén pyorimiseen gravitaatiokentassa, vaikka testikappaleeseen
ei ole asetettu sidosehtoja. Vakaassa pyorimisessd ulkoinen vaanto saa kulmano-

peuskomponenteissa aikaan ylimaardisen vardhtelytilan, kuten kuvissa 16 ja 17

esitetaan.
1 1
—N, —F,
—N, 0.8 —F,
0.5 N, 1 F,
£ —
£ Zz 0.6
;° :
a w” 0.4
=
-0.5
0.2
-1 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t (s) t (s)
1 n ; 12
O = —
— 10 —V, A
— 05 \.da V3
3 0
s ‘ £
— o_ —
o 2
o =
a s"
3 .0.5
RN
0 2 4 6 8

t (s) t (s)

Kuva 9: Symmetrisen ellipsoidin, I = diag(1, 1,8), kulmanopeuden ja nopeuden ratkaisut tilan-
teessa, jossa alkukulmanopeus & (¢t = 0) = (1,0, 1). Tasainen kiihtyvyys niakyy nopeuden kuvaajas-
sa, kun taas kulmanopeuden kuvaajassa nakyy ympyréliike (w;, wo)-tasossa.
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1.5 | | | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

“2, body

Kuva 10: Sama tilanne kuin kuvassa 9, kulmanopeudet ajan funktiona teoreettisen ennusteen
mukaisesti punaisella katkoviivalla ja numeerinen tulos yhtendiselld sinisella viivalla, kun maksi-
mipyo6rahdys yhden akselin ympari on rajoitettu 0.01 radiaaniin. Esityksen tarkkuuden puitteissa

numeerinen ja analyyttinen ratkaisu ovat paallekkain.
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1071; . . . :
3 —0 =0.1
max
[ —6___=0.03
2 max
102 9 =0.01 |7
E max
—0__ =0.005
max

|Aw, | (rad/s)

t (s)

Kuva 11: Symmetrisen hyrrdn numeerisen ratkaisun absoluuttisen virheen itseisarvo |Aw,| ajan
funktiona eri maksimipyorahdyksilla .
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.5
1.5 =10

sz (rad/s)
(<)

_1.5 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Aw, (rad/s) %1073

Kuva 12: Symmetrisen hyrrdn numeerisen ratkaisun absoluuttinen virhe (Aw;, Aws)-tasolla mak-
simipyordhdykselléd 6« = 0.01 radiaania. Virhe kasvaa spiraalimaisesti ajan funktiona.
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1.
3 2

0.5

W3 body
o
“3, body
)

-0.5 1.

-1
-2
-1.5

1 — ZA\\\ <
> " 1~ 2
o o Pa o

1, 2
Y2, body “1, body “2, body “1, body

Kuva 13: Epdsymmetrisen testikappaleen, I = diag(1, 8,4), kulmanopeuden aikakehitys stabiilissa
ja epéstabiilissa tilanteessa. Vasemmalla stabiili tilanne ja oikealla epastabiili tilanne.

1.
0.5
K-} 2
s o ©
m m
x X
-0.5
-1
1 _
0.5 ////1
0 \ <
-0.5 SO — Y
X 17 o x
2,lab 1,lab

Kuva 14: Tilanne kuten kuvassa 13, testivektorin ratakayriat vasemmalla stabiilissa tilanteessa ja

oikealla epéstabiilissa tilanteessa.
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Eemmel A W
L -

20 40 éO 86 1] 20 40 60 80
t (s)
Kuva 15: Tilanne kuten kuvissa 13 ja 14. Stabiilin pyorimisen tapauksessa pydriminen tapahtuu

1.2 T - - . 2

dy (rad/s)

° N

t (s)

pédasiassa suurinta hitausmomenttia vastaavan akselin ympéri, kun taas epéstabiilissa tilanteessa
kulmanopeusvektorin kaikki komponentit virdhtelevat merkittavasti.
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1 1
—N, —F,
—N, 0.8 —F,| |
0.5 N, 1 F,
4 w- 0.4
=
-0.5
0.2
-1 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t(s) t (s)
1 . . 12
TS =
—w, 10 —V,
— 0.5 wa Va
""‘m'h. —
-
: o | —
= £
3 >
3 0.5
RN
0 2 4 6 8
t(s) t (s)

Kuva 16: Symmetrisen hyrrdn kulmanopeudet tilanteessa, jossa ulkoinen vaédntémomentti on O
ja testihiukkaseen vaikuttaa vakiovoima. Kulmanopeusvektorin prekessio nikyy sinimuotoisena
kulmanopeuskomponenttien vardhtelyna.
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Kuva 17: Tilanne kuin kuvassa 16, mutta jossa vdantOmomentti on N = Ziab X X3 pody- Ulkoinen
vadntémomentti aiheuttaa kulmanopeuskomponenttien ylimédaraisen véréhtelytilan.
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6.2 Sirottavan hiukkasen pyoriminen

Tarkastellaan kuvassa 7 esitetyn gaussisen satunnaispallon muotoisen hiukkasen
dynamiikkaa sirontavuorovaikutuksessa. Hiukkasen pyorimistd mallinnetaan niin
levosta kuin seké stabiilista ettd epastabiilista pyorimistilasta lahtien. Kokopara-
metrille ka asetetaan arvot 0.1, 1 ja 5 varioimalla kokoparametrid hiukkasen pal-
loekvivalenttisateen a avulla ja asettamalla aaltoluvuksi 1.0-1071. Kolmioelement-
tidiskretisaation karkeus asettaa rajan pintaintegraaliyhtidlomenetelméan tarkkuu-
delle, tarkat tulokset vaativat vahintddn kymmenen elementin mahtuvan yhden
aallonpituuden sisille.

Hiukkasen diagnonalisoidussa hitausmomenttitensorissa [; < [, < I3. Kol-
men testikokoparametrin tapauksessa hiukkasten massat ja diagonalisoidut hi-

tausmomenttitensorit ovat
Mia—o1 = 9.0 - 1071°Kkg, Ira—o1 = diag(1.61010, 2.26925, 2.72165) - 10~ kgm?,

Mia—1 = 9.0 - 107%kg, I;,—, = diag(1.61010, 2.26925, 2.72165) - 10~ kgm® ja
Miaes = 1.12 - 1073 kg, I,,—5 = diag(5.03158, 7.09141, 8.50516) - 1032 kgm®.

Hiukkasten tiheys jokaisessa tilanteessa on 2000%. Stabiileissa alkutiloissa kulma-
nopeuden suurin komponentti on suurinta hitausmomenttia vastaava ws = —1.0 ja
perturbatiivinen komponentti on wy, = 0.1. Epéstabiilissa tilanteessa komponentit
on valittu pdinvastaisiksi.

Simulaatiossa hiukkasen sdéhkomagneettista ymparistod pidetddn yksinker-
taisimpana mahdollisena. Primaarinen sdhkokenttd on lineaarisesti polarisoitunut
ja kentdn amplitudi on Ey, = 0.01 V/m. Amplitudia vastaava sdhkokentdn energia-
tiheys on likimdarin Linnunradan taustasiteilyn energiatiheys [38], mallinnettu
hiukkanen vastaa ndin ollen kylmaa polyhiukkasta. Liséksi jokaisen testihiukka-
sen suhteellinen kompleksinen permittiivisyys on &, = 2.000 + 0.000i.

Kaikissa tilanteissa adaptiivista aika-askelta rajoittavana maksimipyoérahdyk-
send pidettiin 0.01 radiaania ja simulaatioiden pituudet rajattiin 1000 aika-aske-
leeseen. Ensimmaisend tarkastellaan tilannetta, jossa erikokoiset hiukkaset lahte-
vat liikkeelle levosta. Kolmen eri kokoluokan hiukkasen dynamiikkaa kasitelldan
kuvissa 18 - 20.

Stabiilista pyordhdystilasta aloittaessa kulmanopeuksien muutosten koko-
luokat pysyvit likimain samoina kolmen erikokoisen hiukkasen tapauksissa, kun
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verrataan vastaavankokoisia hiukkasia paikaltaan ldhtiessa. Stabiilia alkutilannet-
ta kasitellaan kuvissa 21 — 23.

Stabiilin ja epéstabiilin tilan ero on samankaltainen kuin testikappaleella, jo-
ta kasiteltiin kuvassa 15, joskin aikaskaalat ovat pienempid. Kaikissa tapauksissa
osa kulmanopeuden kehityksesta selittyy siis epéastabiililla alkutilanteella. Tilan-
netta kasitellddn kuvissa 24 — 26.

Kolmessa testitapauksessa hiukkasen vaste ndkyvéaan valoon on selkein, kun
kokoparametri on pienimmillddn, ke = 0.1. Muissa tapauksissa sateilyn vaanto-
vaikutukset jaavat pieniksi verrattuna hiukkasen vdantomomenteista riippumat-
tomaan pyoOrimiseen. Myo6s paikaltaan ldhtevien hiukkasten tapauksessa erot eri
kokoparametrien valilld ovat selkeitd. Systeemin pidemmaéan ajan aikakehitykses-
td saatujen tuloksien perusteella ei voi tehdd varmoja ennusteita, tima siis jaa
suurteholaskennan menetelmin ratkaistavaksi jatkokysymykseksi.
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Kuva 18: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun hiukkanen ldhtee liikkeelle le-
vosta. Kulmanopeudet kehittyvét 10 sekunnin aikana selvésti.
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Kuva 19: Tilanne kuin kuvassa 18, mutta jossa ka = 1. Sirontavuorovaikutuksen vdannot muutta-
vat pyorimistilaa kertaluokkaa heikommin. Voimat kiihdyttavét hiukkasta likimain tasaisesti saa-
puvan siteilyn suunnassa.
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Kuva 20: Tilanne kuin kuvissa 18 ja 19, mutta jossa ka = 5.
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Kuva 21: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun alkukulmanopeus on stabiili. Si-
rontavuorovaikutuksessa ilmaantuvat vadnnot muuttavat hiukkasen pyorimistilaa selvésti. Voimat
muuttavat hiukkasen etenemistilaa epélineaarisesti.
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Kuva 22: Tilanne kuin kuvassa 21, mutta jossa ka = 1. Sirontavuorovaikutuksen vaannot eivat
muuta pyorimistilaa enda mainittavasti. Voimat kiihdyttavéat hiukkasta likimain tasaisesti saapuvan
sateilyn suunnassa.
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Kuva 23: Tilanne kuin kuvissa 21 ja 22, mutta jossa ka = 5.
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Kuva 24: Hiukkasen sirontadynamiikka tilanteessa ka = 0.1, kun alkukulmanopeus on epéstabiili.
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Kuva 25: Tilanne kuin kuvassa 24, mutta jossa ka = 1.
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Kuva 26: Tilanne kuin kuvissa 24 ja 25, mutta jossa ka = 5.



7. Yhteenveto

Tamdin tutkielman tavoitteena oli luoda viitekehys téhtienvélisen polyhiukkasen
dynamiikan laskemiseen tilanteessa, jossa dynamiikan maaraavat sirontavuoro-
vaikutukset. Testisimulaatioiden perusteella voidaan todeta liikeyhtdloiden suoran
ratkaisemisen pintaintegraaliyhtdlomenetelmén kautta olevan mahdollinen tapa
tutkia hiukkasdynamiikkaa realistisin alkuparametrein.

Integraattorin toimintaa testatessa todettiin, ettd liikeyhtdloiden suora nu-
meerinen ratkaisu yhtyy symmetristen hyrrien tapauksessa analyyttisen ratkaisun
kanssa. Virheen minimoimiseksi adaptiivisen aika-askelluksen méaaraidvan maksi-
mipyorahdyksen arvon on hyva olla alle 0.1 radiaania. Tama maksimipyorahdys
mahdollistaa simulaation késittavan useita tunteja myo6s ilman suurteholaskennan
tyokaluja.

Sirontavuorovaikutuksen implementointi on testien perusteella onnistunut.
Numeerinen dynamiikan ratkaisu vastaa teoreettisia odotuksia. Tulosten perus-
teella simuloidun hiukkasen dynaaminen vaste sirontavuorovaikutukseen on mer-
kittava, kun kokoparametri ka = 0.1. Nakyvan valon aallonpituuksien tapauksessa
tdma vastaa mikrometriluokan hiukkasen dynamiikan olevan tiukasti kytkoksissa
valonsirontaan.

Menetelmin laajentaminen kattamaan erilaisia kosmisia ymparistoja ja hiuk-
kasrakenteita on suoraviivaista. Pintaintegraalimenetelmén sijasta tilavuusinte-
graalimenetelmia kayttamalla voidaan kasitelld paloittain homogeenisten raken-
teiden dynamiikkaa mielivaltaisten geometrioiden tapauksessa. Erilaisiin ymparis-
toihin tilanteen kytkeminen on mahdollista kytkentdmekanismeja liikeyhtéal6iden
yhteyteen lisddmalla. Esimerkiksi polarisoitumattoman valon ja useiden nikyvan
valon aallonpituuksien implementointi on suoraviivaista olemassa olevaan ohjel-
mistoon.

Tahtienvélisen polyn polarisoitumisilmi6ihin kiinteasti liittyvan orientaatio-
ongelman késittely esitellylld ohjelmistolla on mahdollista suurteholaskennan me-
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netelmin. Systeemin pitkdn ajan aikakehitysta valottavissa suuren aikaskaalan si-
mulaatioissa on menetelméaan lisattdva myos erilaisia kosmiseen ympérist6on kyt-
keytyvid kulmanopeuden dissipaatiomekanismeja. Dissipaatiomekanismien on ai-
emmissa tutkimuksissa todettu liittyvén oleellisesti siihen, mihin tilaan hiukkasen
pyOriminen lopulta stabiloituu.

Todellisuudessa tdhtienvélisessad polyssd tapahtuu myo6s sihkomagneettisen
siteilyn emissiota, jolla on myos vaikutus polyhiukkasen dynamiikkaan. Emis-
siodynamiikan mallintaminen hyddyntden tilavuusintegraaliyhtdlomenetelmia on
kiinnostava jatkotutkimusaihe.

Tutkimuskayttéon soveltuakseen ohjelmiston ensisijaiseen jatkokehitykseen
kuuluu priméadrikentdn useiden polarisaatiotilojen sekd aallonpituuksien imple-
mentointi. Erilaisten dissipaatiomekanismien ja dynamiikkaan vaikuttavien teki-
joiden, kuten ulkoisten magneettikenttien, lisddminen on oleellinen askel kaytet-
tdessd ohjelmistoa todellisia ympdaristoja vastaavissa tilanteissa. Lisdksi ohjelmis-
ton muokkaus rinnakkaislaskentaa hyodyntavéksi on keskeinen askel ohjelmiston
optimoinnissa. Monimutkaisempien hiukkasrakenteiden mallinnuksessa vastaavaa
dynamiikkaohjelmiston viitekehystd voidaan soveltaa tilavuusintegraaliyhtdlome-
netelmid hyodyntéen.
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