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sta cartilla pertenece a la serie Unidades didacticas en Educacion Matematica
de “una empresa docente” (Facultad de Educacion, Universidad de los Andes)

y ediciones SM. Propone el disefio de una unidad didactica con el que se busca

contribuir al aprendizaje de la nocién de razén trigonométrica. Para ello, la cartilla
presenta el material que el profesor de matematicas de educacién media requiere para
implementar la unidad didactica en el aula. La cartilla fue elaborada por los grupos 5y
6 de la primera promocion de la maestria en Educacion Matematica de la Universidad
de los Andes.

La cartilla se compone de cuatro partes. La primera presenta los aspectos que el pro-
fesor debe tener en cuenta antes de implementar las tareas propuestas en la unidad
didactica. La sequnda contiene los objetivos de aprendizaje propuestos para los estu-
diantes y la metodologia sugerida al profesor. La tercera describe la fundamentacion
y secuencia de tareas que conforman la unidad didactica, e incluye el material foto-
copiable para los estudiantes. Por Ultimo, se indican sugerencias para evaluar a los
estudiantes y se presentan pautas para identificar su nivel de desempefio y determinar
el logro de los objetivos de aprendizaje.

La secuencia de tareas busca contribuir a que los estudiantes identifiquen las razones
trigonométricas en los triangulos rectangulos y las utilicen para hallar medidas de la-
dos y angulos en problemas matematicos y no matematicos; identifiquen las razones
trigonométricas en la circunferencia unitaria y las utilicen para hallar medidas de lados
y angulos en diferentes contextos; identifiquen el tridngulo rectangulo en problemas
matematicos y no matematicos y utilicen las razones trigonométricas para solucionar-
los; y reconozcan la importancia de las razones trigonométricas para hallar la medida
de &ngulos y lados que no se pueden medir directamente y lo hagan en diferentes
contextos. Su disefio se basa en dos ideas transversales: la nocién de razén trigo-
nométrica es Util en contextos cercanos a los estudiantes y ellos pueden identificarla y
comprenderla a partir de su experiencia (por ejemplo, con la medicién y bisqueda de
regularidades). Las tareas estan elaboradas para ser implementadas con estudiantes
de grado décimo. Su disefio surge de la necesidad de contribuir al logro del estandar
curricular “describo y modelo fenémenos periddicos del mundo real usando relaciones
y funciones trigonométricas”.
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Introduccion.
Antes de implementar la cartilla

Esta cartilla pertenece a la serie Unidades diddcticas en la Educacion Matemati-
cay propone una secuencia de tareas con la que buscamos contribuir al aprendi-
zaje de la nocién de razon trigonométrica. La cartilla fue elaborada por los grupos
5y 6 de la primera promocion de la concentracion en Educacion Matematica de
la maestria en Educacién de la Universidad de los Andes y adaptada por Gemad
como herramienta de ayuda para que el profesor de matematicas de educacion
media la pueda implementar en el aula.

La cartilla se compone de cuatro partes. La primera presenta los aspectos que
el profesor debe tener en cuenta antes de implementar las tareas propuestas en
la unidad didactica. La segunda contiene los objetivos de aprendizaje propuestos
para los estudiantes y la metodologia sugerida al profesor. En la tercera parte,
decribimos la fundamentacion y la secuencia de tareas que conforman la uni-
dad didéctica, e incluye el material fotocopiable para los estudiantes. Por dltimo,
indicamos sugerencias para evaluar a los estudiantes y presentamos pautas para
identificar su nivel de desempeno y determinar el alcance de los objetivos iniciales.

Con las secuencia de tareas, buscamos que los estudiantes se aproximen a di-
ferentes formas de ver las razones trigonométricas. Las tareas se centran en los
conceptos de tridngulo y circunferencia. Una idea fundamental y transversal de esta
cartilla es la utilidad que la nocién de razén trigonométrica tiene en contextos cerca-
nos a los estudiantes y la intencién de que sean ellos quienes, con base en su expe-
riencia (medicién y busqueda de regularidades, entre otras), lleguen a identificarla.

Las tareas estan elaboradas para ser implementadas con estudiantes de grado
décimo. Su diseno surge de la necesidad de realizar aportes al alcance del estdn-
dar curricular “Describo y modelo fené6menos periédicos del mundo real usando
relaciones y funciones trigonométricas” (MEN, 2006, p. 88).

1.1 Objetivos de aprendizaje
La secuencia de tareas propuesta, pretende contribuir al desarrollo de los si-
guientes objetivos de aprendizaje.

1. Identificar las razones trigonométricas en los tridngulos rectangulos y utilizarlas para
hallar medidas de lados y dngulos en problemas matematicos y no matematicos.
2.Identificar las razones trigonométricas en la circunferencia unitaria y utilizar-

las para hallar medidas de lados y dngulos en diferentes contextos.
3.1dentificar el tridngulo rectdngulo en problemas matematicos y no matemati-
cos y utilizar las razones trigonométricas para solucionarlos.
4.Reconocer la importancia de las razones trigonométricas para hallar la medida
de dngulos y lados que no se pueden medir directamente y hacerlo en diferen-
tes contextos.
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1.2 Esquema general de la unidad didactica

La secuencia de tareas se desarrolla en 15 sesiones de clase de 60 minutos cada
una. En primer lugar, se presenta la tarea diagnéstica que disenamos al tener en
cuenta los conocimientos previos que se requieren para afrontar con éxito las ta-
reas que prosiguen. El objetivo es identificar dificultades para brindar las ayudas
que sean necesarias. Luego, proponemos las tareas con las que se busca contri-
buir al logro de cada uno de los objetivos. Para dar cierre a la secuencia de tareas,
proponemos una evaluacion final. Con este instrumento, se pretende identificar
el impacto de la secuencia de tareas en el aprendizaje de los estudiantes. A con-
tinuacion, describimos brevemente la secuencia de tareas y su contribucién al
logro de los objetivos de aprendizaje.

La escalera y Caracteristicas son las tareas que aportan al primer objetivo.
Con estas tareas, se busca que los estudiantes, a partir de conocimientos pre-
vios como la semejanza y propiedades generales de los tridngulos, exploren y
encuentren regularidades que les permitan identificar ideas cercanas a la corres-
pondencia de los dngulos con las razones entre lados de tridngulos rectdangulos,
independientemente del tamafio; identifiquen, con base en una serie de pistas, a
qué se le llama seno, coseno y tangente; y concreten los diferentes criterios que
determinan cada una de las razones trigonométricas.

La rueda de Chicago es la tarea que contribuye al logro del segundo objetivo.
Los contenidos que esta tarea involucra son, entre otros, los elementos de la cir-
cunferencia, la equivalencia entre grados y radianes y las identidades de dngulos
complementarios y suplementarios. Se busca que los estudiantes reconozcan
que es posible hallar la razén trigonométrica asociada a cualquier dngulo.

Canicas y La sombra son las tareas que contribuyen al logro del tercer objeti-
vo. Estas tareas implican problemas en los que la principal dificultad yace en el
hecho de identificar el tridngulo rectangulo, figura que no se encuentra usual-
mente de forma concreta en las situaciones reales.

La cometa y Las moscas son las tareas que proponemos para el cuarto objeti-
vo. Buscan destacar la utilidad que la nocion de razén trigonométrica tiene para
hacer mediciones de magnitudes que no se pueden realizar directamente.

Las tareas que configuran la secuencia se organizan en fases. La fase de inicio
retine la prueba didgnostica y la tarea La escalera, actividades que posibilitan el es-
tablecimiento de relaciones entre los conocimientos previos y los abordados con las
tareas que desarrollan explicitamente la razén trigonométrica. La fase de desarrollo
retine las tareas Caracteristicas, La rueda de Chicago, Canicas, La sombra, La come-
ta'y Las moscas. Estas tareas estdn enfocadas a la utilizacién de conceptos trigono-
métricos que se centran en el tridngulo y la circunferencia e involucran la razén tri-
gonométrica. En la fase de cierre, proponemos la aplicacion de una evaluacion final.

En la tabla 1, mostramos el cuerpo completo de la unidad didictica e indica-
mos las fases, las tareas que componen cada fase, el nimero de sesiones necesa-
rias para desarrollarlas y los objetivos de aprendizaje a los que buscan contribuir.



Tabla 1

Estructura general de la secuencia de tareas

Fase

Tareas No. Sesiones Objetivo

Inicial

Desarrollo

Cierre
Total sesiones

Diagnéstico 2
La escalera
Caracteristicas

La rueda de Chicago

La sombra

La cometa

[ S U U N N

Las moscas

2

2

2

Canicas 2
2

1

1

Evaluacién final 1
5

1

La unidad diddctica busca contribuir a las competencias de pensar y razonar,
hacer uso de lenguaje simbdlico, representar, modelar y usar herramientas tec-
noldgicas. Se destaca la contribucion al desarrollo de la competencia modelar.
En la tabla 2, relacionamos las tareas con las competencias que se pretenden
desarrollar e indicamos la meta de cada una.

Tabla 2
Competencias que se pretenden desarrollar con cada una de las tareas
Competencias
Tarea Meta PR A C M RP R LS UH
La escalera Introducir a la nocién de razén trigonométrica Y

Caracterfsticas

La rueda de
Chicago

Canicas

La sombra

La cometa

Las moscas

a partir de la semejanza de triangulos

Realizar acuerdos en relacién con la
definicion de las razones trigonométricas v/ 4
en un tridngulo rectdngulo

Involucrar la circunferencia para ampliar
la nocién que hasta el momento se tiene v

de razén trigonométrica

Utilizar los acuerdos a los que se han llegado

para dar solucion a un problema en el que el v o/
tridngulo no es explicito

Aportar al significado de las razones

trigonométricas a partir de la traducciéon

entre diferentes sistemas de representacion v v o /7 v/
y las transformaciones sintdcticas dentro de
un sistema de representacion

Aplicar lo aprendido en problemas similares
o mds complejos a los desarrollados

O/ AR AR A4
Fortalecer los aprendizajes logrados S/ o/ /

Nota. PR = Pensar y razonar; A = Argumentar; C = Comunicar; M = Modelar; RP = Resolucion de
problemas; R = Representar; LS = Lenguaje simbélico; UH = Uso de herramientas tecnolégicas.
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1.3 Articulacion con los contenidos

Con base en el estandar seleccionado, establecimos que los contenidos que se
pueden abordar con la unidad didéctica estdn asociados a la solucion de si-
tuaciones problema haciendo uso de la razén trigonométrica. En el mapa con-
ceptual de la figura 1, destacamos cuatro conceptos fundamentales que estan
implicados en el tema razén trigonométrica: dngulo, razén, tridngulo rectangulo
y circunferencia. Ademds de estos cuatro conceptos hay otros elementos que
conforman el campo conceptual. Los hechos, que por el tamafo del mapa no
alcanzan a aparecer en el mismo, hacen referencia a las unidades mas pequenas
de informacién dentro de un tema matemdtico. En este caso, se refieren a ele-
mentos como cateto, hipotenusa, sentido de los dngulos, radidan, grado, cuerda,
radio, didmetro, longitud de la circunferencia y propiedades de los tridngulos
como la suma de los dngulos internos. Dentro del mapa se hacen explicitos
otros conceptos, ademds de los cuatro centrales, como identidad trigonométrica
y ecuacion trigonométrica. En cuanto a estructuras, la misma razén trigonomé-
trica constituye un ejemplo.

| ! 1 Angulos positivos menores
. 1 (o]
Razéntan 0| |Razoncos®| |Razonsen 6 Relaciones 0 iguales a 90
e inversa e inversa e inversa
Elementos
del triangulo
Segmento del Triangulo rectangulo
triangulo
Relaciones Teorema

de Pitdgoras

Circunferencia

Teorema de Thales unitaria | identidad pitagérica |
Resolucion de i
triangulos ,—,
Razones y
proporciones Razones Identidades
trigonométicas trigonométricas
Triangulos cualquiera ,—l Algebratizacion
de las razones
j Propiedades de las funciones
Aplicaciones trigonométricas

Teorema del seno

dTTOFGtma Relaciones de las funciones
yeIaC:ItiT;) trigonométricas

Teorema del coseno

Ecuaciones . Angulos como
trigonométricas incognita

Figura 1. Mapa conceptual de las razones trigonométricas



Al determinar relaciones entre los diferentes elementos del campo conceptual se ori-
ginan otros: destrezas, razonamientos y estrategias. Estos elementos son propios del
campo procedimental. En relacién con este campo, destacamos las siguientes ideas.

Destrezas. Entre las destrezas, se encuentran manejar la calculadora u otra he-
rramienta; calcular el valor de razones trigonométricas para cualquier tipo de an-
gulo; relacionar sen(x), cos(x) y tan(x) con sus reciprocas; realizar conversiones
entre grados y radianes; relacionar cualquier dngulo con uno agudo; solucionar
ecuaciones trigonométricas sencillas; identificar diferentes representaciones del
concepto; y construir dngulos utilizando diferentes elementos.

Razonamientos. Entre los razonamientos, se encuentran comprobar que las ra-
zones trigonométricas son validas solo para tridngulos rectdngulos al probar en
tridngulos no rectdngulos (razonamiento inductivo); identificar regularidades en
tridngulos rectdngulos (inductivamente); y demostrar identidades que requieran
varias propiedades geométricas (razonamiento deductivo).

Estrategias. Se abordan estrategias para solucionar triangulos rectangulos, descri-
bir la ubicacién de objetos respecto a un eje coordenado y utilizar identidades.

1.4 Capacidades que se potencian en los estudiantes

Una capacidad es una expectativa del profesor sobre el conjunto de conocimien-
tos elementales y de procedimientos rutinarios que los estudiantes tienen que
aprender sobre un tema de las matematicas escolares (Gémez, Gonzdlez y Rome-
ro, 2014). Se refieren, por ejemplo, a la realizacion de algtin procedimiento es-
pecifico, al uso de algtin sistema de representacion o a la traduccién entre varios
sistemas de representacion. Para el caso de las razones trigonométricas, identifi-
camos tres categorfas de capacidades: geométricas, generales y trigonométricas.
Las capacidades geométricas hacen referencia a conocimientos relacionados con
caracteristicas de las figuras geométricas y a las habilidades implicadas en su
construccién. También implican un lenguaje propio. Por ejemplo, incluyen tér-
minos clave (como cuerda, radio, hipotenusa, cateto y altura) y el conocimiento
de propiedades generales de los tridngulos y caracteristicas propias de algunas
clases (como es el caso del teorema de Pitdgoras). Llamamos generales a aquellas
capacidades que se requieren para cualquier actividad matematica en el nivel en
el que se trabaje. Destacamos las capacidades relacionadas con acciones propias
de la competencia modelar, como hacer un gréfico de la situacion, relacionar los
elementos del gréifico con los de la situacion y cuestionar la légica de los resulta-
dos. Las capacidades trigonométricas implican la utilizacién explicita de alguna
razon trigonométrica para la solucion de situaciones. La tabla 3 presenta el lista-
do de capacidades organizadas en las tres categorfas mencionadas.
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Tabla 3
Listado de capacidades
C Capacidad C Capacidad
Geométricas
Cl Construir las alturas de un tridngulo C8  Construir modelos geométricos en

tercera dimension en el software
GeoGebra, en funcion de la solucién
del problema

C2  Comprender que para un paralelepipedo  C9  Utilizar la semejanza para la resolucion
la longitud médxima es la que de tridngulos
corresponde al segmento que une
un vértice con el opuesto al de
la cara contraria

C3  Conservar los elementos geométricos C10 Relacionar dngulos cualesquiera con
de un solido al momento de uno en posiciéon normal y viceversa
representarlo bidimensionalmente

C4  Usar el teorema de la suma de los C11  Medir dngulos y longitudes para
dngulos internos de cualquier calcular razones trigonométricas
tridngulo euclideo utilizando diferentes instrumentos de

medida (regla, transportador, programa
de computador, etc.)

C5  Clasificar los triangulos segtn la longitud C12  Medir 4ngulos utilizando como
de sus lados y la medida de sus dngulos unidades patrén el grado y el radidn

y relacionar los resultados obtenidos

C6  Conocer y mencionar los elementos C30 Relacionar una medida dada en grados
del trigngulo rectangulo con una medida dada en radianes

utilizando la calculadora

C7  Calcular la medida de los lados en el
tridngulo rectangulo a partir del teorema
de Pitdgoras

Generales
C13  Realizar conversiones de medidas C17  Ubicar los datos conocidos y
desconocidos en la representacion
aréfica

C14  Reconocer las propiedades necesarias C18  Ubicar los datos conocidos en la
en el despeje de ecuaciones (lineales, ecuacion del teorema de Pitdgoras
razones trigonométricas, cuadraticas
“sencillas”, entre otras)

C15  Asignar los datos dados (pardmetros) C19 Calcular las longitudes y angulos a
del problema a una ecuacién partir de instrumentos de medida en
trigonométrica situaciones concretas

Cl16  Establecer una representacion gréfica C20 Relacionar el vocabulario utilizado

del problema

(catetos adyacente y opuesto, dngulos
de depresion y de elevacion) con los
elementos de la representacion gréfica-
pictérica-geométrica que se utilice




Tabla 3
Listado de capacidades
C Capacidad C Capacidad
Generales
C16.1 Representar un problema con C21 Interpretar los resultados
objetos concretos
C22  Identificar regularidades y patrones C23  Proponer situaciones problema que
involucren la resolucion de triangulos
Trigonométricas
C24  Representar graficamente cada razén C33  Identificar angulos de elevacion y
trigonométrica asociada a un angulo depresion de acuerdo a la informacién
de la tarea
C25  Expresar un problema como la razon C34  Expresar un problema como la razén
trigonométrica tangente (representacion trigonométrica seno utilizando lenguaje
simbdlica) simbdlico
C26  Calcular la medida de dngulos y lados ~ C35  Expresar un problema como la razén
en el tridngulo a partir de las razones trigonométrica coseno utilizando
trigonométricas lenguaje simbdlico
C27  Reconocer que la relacion existente C36  Representar e identificar las razones
entre los pardmetros e incognitas que trigonométricas en la circunferencia
aparecen en la representacion gréfica goniométrica
del problema (el tridngulo), es una
relacion trigonométrica
C28  Reconocer el valor numérico de C37  Usar la férmula fundamental
las razones trigonométricas como (sen?() + cos*(x) = 1) de la
longitudes de segmentos trigonometria para deducir identidades
trigonométricas
C29  Hallar dngulos teniendo en cuenta los ~ C38  Utilizar adecuadamente el lenguaje
valores numéricos obtenidos en las funcional en razones trigonométricas
razones trigonométricas y su inversa
C30  Identificar el signo de las razones C39 Calcular todas las razones
trigonométricas en cada cuadrante trigonométricas a partir de una dada
de la circunferencia
C31  Identificar el cateto adyacente, C40 Conocer las razones trigonométricas
el opuesto y la hipotenusa, a partir de los dngulos: 30°, 45°,90°, 180°,
del establecimiento del angulo 270°y 360°
C32  Usar los recursos tecnoldgicos

(calculadora, tabletas entre otros)
en funcién de la solucién de un
problema trigonométrico

Nota: C = capacidad

1.5 Posibles errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al plantear la secuencia de tareas, resulta atil pensar en las dificultades y errores
en los que los estudiantes pueden incurrir cuando las abordan. Algunos de esos

11
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errores pueden ser causados por conocimientos parciales o erréneos. En la tabla
4, mostramos las posibles dificultades que se pueden presentar y los errores me-
diante los cuales se expresan.

Tabla 4

Posibles errores en los que pueden incurrir los escolares

E Descripcién del error E Descripcién del error

Dificultad para utilizar las unidades de medida: grados y radianes

E1.1  Asignar erréneamente una unidad E1.3  Utilizar la calculadora empleando un
de medida que no corresponde a la sistema distinto al que se estd trabajando
magnitud sobre la que se preguntaba (grados por radianes o al contrario)

El1.2 Realizar conversiones incorrectas
en los diferentes sistemas de
medidas de un dngulo

Dificultad para utilizar instrumentos para medir dngulos
E2.1  Asignar una medida equivocada a
un dngulo por la forma como se
ubica el transportador

Dificultad para manejar el lenguaje funcional que se maneja en trigonometria

E3.1  Omitir la inscripcion de simbolos
que son relevantes en expresiones
trigonométricas

Dificultad para verificar la veracidad de una identidad trigonométrica

E4.1  Considerar como identidad una
expresion que sea verdadera para
ciertos valores, no para todos

Dificultad para aplicar teoremas y propiedades trigonométricas

E5.1  Interpretar y usar definiciones E5.3  Establecer de forma equivocada la razén
de forma inadecuada trigonométrica a partir del modelo gréfico
del problema

E5.2  Hallar la amplitud de un dngulo
afirmando que el valor obtenido
por una razén trigonométrica
lo representa

Dificultad para superar modelos implicitos

E6.1  Considerar que las funciones
trigonométricas son crecientes
(modelo creciente)

Dificultad para modelar situaciones problema

E7.1  Representar grificamente (mediante  E7.5  Asignar incorrectamente los dngulos en
tridgngulos) de forma equivocada una la representacion gréfica de un problema
situacion problema que involucra trigonométrico
razones trigonométricas




Tabla 4

Posibles errores en los que pueden incurrir los escolares
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E Descripcion del error E Descripcion del error
Dificultad para modelar situaciones problema

E7.2  Representar inadecuadamente con E7.6 Confundir las longitudes dadas en un

expresiones simbdlicas una situacion problema dentro de su representacion
grafica

E7.3  Confundir el vocabulario utilizado E7.7 Colocar equivocadamente los datos
(catetos adyacente y opuesto, dngulos conocidos en la representacion gréfica
de depresion y de elevacion) con los del problema
elementos de la representacion gréfica-
pictérica-geométrica que se utilizan

E7.4  Confundir las relaciones entre los E7.8 Asignar incorrectamente los datos
resultados obtenidos y la situacién al determinar la razén trigonométrica
planteada que resuelve el problema

Dificultad para identificar elementos caracteristicos de las figuras geométricas
E8.1  Desconocer tridngulos rectangulos E8.5 Desconocer que la suma de los dngulos
internos de un tridngulo es igual a 180°

E8.2  Confundir la hipotenusa con E8.6 Confundir los catetos de un tridngulo
los catetos respecto a un dngulo dado

E8.3  Confundir el angulo recto con E8.7 Representar en lo bidimensional figuras
los dngulos agudos en un de tercera dimensién sin la perspectiva
tridngulo rectdngulo adecuada

E8.4  razar incorrectamente las alturas
en cualquier trigngulo

Dificultad para identificar la correspondencia del lenguaje matematico de calculadoras
y otras TIC con el usado en los textos
E9.1 A pesar que el estudiante conoce la E9.2 Utilizar incorrectamente las

razon trigonométrica para encontrar
el dngulo pedido en el problema, no
determina su valor al hacer uso de la
herramienta tecnolggica

herramientas tecnoldgicas para resolver
el problema

Dificultad para realizar transformaciones sintdcticas en el sistema de representacion simbdlico

E10.1 Realizar procedimientos incorrectos

para despejar variables

Nota: E = Error.

La secuencia estd compuesta por siete tareas que describimos a continuacion.

Incluimos también la descripcion de la tarea diagnéstica. Presentamos, para

cada tarea, la meta que se quiere alcanzar, los recursos a utilizar (incluyendo el

material fotocopiable), la organizacion grupal sugerida, los contenidos abordados

y algunas sugerencias metodoldgicas. Estas tltimas incluyen aclaraciones de la

tarea, capacidades que se espera que los estudiantes activen, los posibles cami-
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nos de aprendizaje que pueden activar, los errores en los cuales pueden incurrir
y las actuaciones o interacciones que puede propiciar el profesor para promover
el aprendizaje de los conceptos y procedimientos abordados, es decir, los roles
del profesor y del estudiante.

Tarea diagnoéstica (TD).
Sesiones 1y 2

La tarea diagndstica es un conjunto de preguntas cuya soluciéon permite identi-
ficar las dificultades que los estudiantes pueden tener en relacion con los cono-
cimientos previos requeridos para afrontar con éxito las tareas que se proponen.

2.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.

Meta. La meta de esta tarea consiste en obtener informacién del estado inicial
de los estudiantes en relacién con capacidades que involucran conocimientos
previos a la razén trigonométrica y determinar un conjunto de ayudas en caso de
que dichas capacidades no estén desarrolladas o lo estén parcialmente.

Conceptos y procedimientos abordados. Las preguntas que conforman la tarea es-
tan relacionadas con los contenidos que se consideran necesarios para el trabajo
tematico de la unidad diddctica. Se clasifican en aspectos geométricos y algebrai-
cos. En los primeros, proponemos preguntas relacionadas con la clasificacion,
definicién y medidas de dngulos, elementos y propiedades de los tridngulos, del
tridngulo rectdngulo y de la circunferencia, y la semejanza de triangulos. En los
aspectos algebraicos, consideramos el planteamiento de ecuaciones.

Sistemas de representacion que se activan. Se espera que los estudiantes hagan
uso del sistema de representacion geométrico al responder las preguntas 1, 2, 4,
y 5. En las preguntas 3, 8 y 9, se realizan traducciones entre los sistemas de re-
presentacion geométrico y simbélico. En las preguntas 6, 7y 8, es posible activar
los sistemas de representaciéon geométrico y numérico.

Contexto en el que se sitiia la tarea. Las primeras preguntas estan situadas en un
contexto cientifico, al incluir aspectos netamente matematicos. La dltima pre-
gunta se sitda en un contexto profesional, pues aborda la labor de una persona
dedicada a la ornamentacion.



Materiales y recursos. Los materiales para esta tarea son el material fotocopiable,
el transportador y la regla.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Sugerimos que la tarea
se realice individualmente.

2.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea
Es importante que antes de implementar la tarea 2, el profesor haga una revision
de lo que contestaron los estudiantes en esta tarea y realice un listado de los
resultados individuales y grupales que se obtuvieron. Esto serd clave para que el
profesor brinde a sus estudiantes las ayudas que sean necesarias.

2.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea permite identificar dificultades relacionadas con las capacidades C4,

C5, Co6,C7,C9, C11, Cl14 y C18 (ver tabla 3).

2.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al abordar la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E1.1y E2.1
(ver tabla 4).

2.5 Ayudas para el profesor

Sugerimos una ayuda para cada una de las posibilidades que se pueden presentar
en la solucion de la tarea. La primera posibilidad consiste en que los estudiantes no
reconozcan las diferentes clases de tridngulos, las propiedades de la suma interna
de sus dngulos y la desigualdad triangular. Para superar estas, dificultades el profe-
sor puede proponer a los estudiantes construir tridngulos con diferentes medidas, e
incluir algunas con las que sea imposible construir un tridngulo, como, por ejemplo,
3 ¢m, 4 cmy 1 em. Otra dificultad que el profesor puede identificar, consiste en
que los estudiantes no reconozcan elementos de la circunferencia y del circulo. Al
respecto, se recomienda proponer actividades manipulativas en las que deban utili-
zar la idea de radio, didmetro y arco. Por ejemplo, se puede guiar la construccion de
un ying-yang. Finalmente, los estudiantes pueden tener dificultades para compren-
der el teorema de Pitdgoras. El profesor puede orientar el trabajo de los estudiantes
utilizando rompecabezas con los que se demuestra geométricamente el teorema.

2.6 Evaluacion
Sugerimos no calificar los resultados de la tarea. Su propésito es determinar el
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estado inicial de cada estudiante frente a los conceptos previos. Es importante
no enfocar la prueba en la memorizacion de definiciones. Por esta razén, también
sugerimos hacer explicitas las definiciones de las siguientes figuras: tridngulo
rectdangulo, obtusangulo, acutdngulo, escaleno, isésceles, escaleno y equilatero,
circunferencia y circulo.

2.7 Material fotocopiable
Prueba diagndstica
Nombre: Fecha:

Observa la figura y con base en esta contesta las preguntas 1 a 5.

1.:Qué tipos de tridngulos puedes distinguir en la figura? Escoge uno, célcalo,
recértalo, y pégalo al lado de la figura, luego di qué tipo de tridngulo es.

Mide los dangulos internos de al menos tres tridngulos de la figura. :Cudnto
suman los dngulos internos en cada tridngulo? , y

2.Con base en la solucion que le diste a la pregunta anterior, indica si es posible
que los dngulos de un triangulo midan: (a) 35°, 83°y 54°; (b) 30°, 80°y 75°y
(c) 32°,77°y 71°. Justifica cada una de las respuestas.

3.Selecciona tres tridngulos, mide sus lados y simboliza sus medidas con las
letras ¢, d y e. Segtin tus resultados, di si es verdadera o falsa cada una de las
siguientes afirmaciones.
a.c+d=e, b.c+d<e c.c+d>e.
Justifica cada una de las respuestas.



4.A continuacion se presentan cuatro afirmaciones. Escoge la opcion que iden-
tifica aquellas afirmaciones que son verdaderas. Justifica tu respuesta.
[. Existen tridngulos que son equildteros y obstusdngulos.
I1. Existen tridngulos que son isésceles y obtusdngulos.
I1I. Existen tridngulos que son escalenos y rectangulos.
IV. Existen triangulos que son equildteros y rectdngulos.

a. LILylIV c. [Tyl
b. II, Ul y IV d. 11, Iy IV

5.Observa la siguiente figura.

e [dentifica las lineas que se encuentran en el circulo y resalta con un color
distinto cada una.

® Escribe el nombre con el que se conoce a cada una de estas lineas frente al
color que utilizaste para distinguirlas.

e Si no identificas ninguna, describe tu dificultad para reconocerlas.

6. Traza, a partir del segmento AB, dngulos de 60°, 420°, —60° y —420° y des-
cribe la relacién que encuentras entre estos angulos. Utiliza como vértice de
cada uno de los dngulos el punto A.
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7.0bserva la figura y determina el perimetro del rectangulo. Describe cada uno
de los pasos que realizaste para lograrlo.

(2

8.Si los tridngulos representados en la figura son semejantes, las longitudes de
los lados a y b son

a.9cmy l1,5cm a 3am

b.9cmy 11,25 cm

c. 7cmy 8,5 cm b

d.7cmy 6,5 cm 6 cm 5 em
7,5cm

9.Teniendo en cuenta la siguiente imagen,
halla una expresién para determinar el
volumen del sélido mostrado.

10. Para proteger su pintura, se quiere po-
ner una teja en el frente de una casa.

Para ello se consiguié una estructura
Esta cara va
como la que se muestra en la figura. contra la pared. \

La medida del lado més pequenio de la teja, aproximadamente es
a. 8,6 m b. 86 m
c. 0,86 m d. 7400 cm



Tarea 1: La escalera (T1).
Sesiones 3y 4

La tarea La escalera estd estructurada en tres fases. La primera fase es de ex-
ploracion. En ella, los estudiantes miden y obtienen diferentes datos como el
angulo de inclinacién, altura, profundidad y largo de diferentes escaleras. Ade-
mds, establecen las razones entre las tltimas tres cantidades. En la segunda
fase, cada grupo de estudiantes socializa sus resultados. La tercera fase implica
resolver dos preguntas problema a partir de lo concluido en la primera fase y
los acuerdos a los que llegaron en la segunda. La socializacién de esta parte se
debe orientar para llegar a identificar el dngulo de la escalera con las relaciones
entre las variables estudiadas y reconocer las dificultades que surgieron a lo
largo del proceso.

3.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.

Meta. La meta de la tarea consiste en relacionar dngulos con razones que perma-
necen constantes.

Conceptos y procedimientos abordados. La tarea abarca contenidos conceptua-
les que se refieren a conocimientos previos. En particular, implica la semejan-
za de tridngulos y los elementos y propiedades de los tridngulos rectdngulos.
La tarea implica los siguientes contenidos procedimentales: identificacion de
regularidades y patrones, representacion de datos de un problema a partir de
dibujos, medicién de dngulos y longitudes, y resolucion de tridngulos a partir
de la semejanza.

Sistemas de representacion que se activan. Se espera que los estudiantes hagan
uso del sistema de representacion geométrico. A diferencia de la tarea anterior,
se incluye el sistema de representacion tabular. Este sistema es fundamental
para que el estudiante identifique regularidades que le permitan compren-
der la meta que se tiene con la tarea. El sistema de representacion numérico
también se activa. Las transformaciones entre diferentes signos del sistema
de representacion numérico se pueden presentar de varias formas. Por ejem-
plo, al medir las longitudes, los estudiantes pueden recurrir a aproximacio-
nes, si son medidas directas; o a valores exactos, si son medidas indirectas.
En la misma tabla se pueden escribir transformaciones como las siguientes:

% = 1,J2 =~ 1414.
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Contexto en el que se sitiia la tarea. Esta tarea se ubica en un contexto personal.
Puntualmente se busca reflexionar sobre las propiedades geométricas de un ob-
jeto que hace parte de la cotidianidad de las personas.

Materiales y recursos. En la tarea, se utilizan seis prismas de base cuadrada, en
cartén, un transportador, una cinta métrica para cada uno de los grupos de es-
tudiantes, papel periédico o craft, y marcadores permanentes. Pueden utilizarse
fichas en forma de prisma, cualquiera que sea el material. Para adaptaciones de
esta tarea, se han utilizado fichas del juego Jenga. Recomendamos que todas las
fichas estén hechas con las mismas medidas.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Sugerimos que los estu-
diantes conformen grupos de tres personas. Cada estudiante desarrollard un rol
activo y deberd medir dngulos y longitudes con la mayor precision posible, de-
ducir regularidades a partir de la tabla que ha completado y contestar preguntas
a partir de las deducciones a las que llegue. El profesor tendra roles diferentes
dependiendo de la fase de la tarea. Silos estudiantes estdn trabajando en grupo,
el profesor debe pasar por cada uno de ellos y realizar preguntas orientadoras.
Mencionamos algunos ejemplos en las ayudas para el profesor.

3.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

La tarea estd dividida en tres fases. En la primera, se entrega a cada grupo el
desarrollo plano, en cartén, de seis prismas iguales de base cuadrada, para que
construyan una escalera de tres escalones (ver figura 2). Se pide que completen la
tabla que se encuentra en el material fotocopiable y que aborden la pregunta :qué
relacion hay entre el dngulo de inclinacion vy las relaciones entre a y d, y entre a
y I? El grupo de estudiantes debe hacer una cartelera con la tabla que completé.

P

largo ()

altura (a)

profundidad (p)

Figura 2. Escalera



En la segunda fase, cada grupo comparte los resultados de la primera fase con
todo el curso. Se espera que el profesor guie la participacion de los estudiantes
con el dnimo de que reconozcan las relaciones entre las variables. En la terce-
ra fase, cada grupo debe enumerar las posibles dimensiones de los escalones
—sin contar con material concreto— que tendrian los prismas para formar
una escalera con un dngulo de inclinacién de 30°, al considerar los resultados
obtenidos en las fases 1y 2. En esta fase, los estudiantes deberdn contestar las
siguientes preguntas.
e .Cudl serd el largo de una escalera de 10 escalones que tiene un dngulo de
inclinacion de 45°?
e Si se sabe que el dngulo de inclinacién de una escalera es 30°, ¢cudles po-
drian ser las dimensiones de los prismas que forman dicha escalera? y ¢cual
serfa la altura a la que se encontraria el escalén 10?

Se realiza luego una socializacién con la que se busca llegar a los primeros acuer-
dos relacionados con la invariabilidad del angulo y de las relaciones entre la pro-
fundidad y la altura, la profundidad y el largo de la escalera, y la altura y el largo
de la escalera.

3.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea busca activar las siguientes capacidades: C6, C11, C7, C9, Cl6, C10,
C21 y C22 (ver tabla 3).

3.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al abordar la tarea los estudiantes pueden incurrir en errores como E7.1, E2.1,
E3.1y E7.4 (ver tabla 4).

3.5 Ayudas para el profesor
Al abordar la tarea, los estudiantes pueden manifestar dificultades como no iden-
tificar el tridngulo rectdngulo y asignar una medida equivocada a un dngulo por la
forma en la que se ubica el transportador. Ambas dificultades pueden superarse
si se hacen preguntas que orienten la exploracién que el estudiante realiza. Para
la primera, puede hacerse la pregunta ¢ves alguna relacion entre la escalera que
construiste y el grafico de la tabla? Para la segunda, algunas preguntas que se
pueden formular son las siguientes: ¢las medidas que tomaste son acordes con
la construccion?, ¢cudl es la forma adecuada de utilizar el transportador?, :crees
que hay otra forma?, ;cual?

Ademads de tener en cuenta las dificultades que podrian presentarse, suge-
rimos fomentar el debate con el fin de llegar a conclusiones tales como que
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el angulo y las razones se mantienen sin importar el tamano de la escalera. El
debate podria orientarse con preguntas como las siguientes: ¢la escalera puede
construirse con prismas mas grandes de tal manera que posea el mismo dngulo
de inclinacion que la escalera inicial? y ¢cudntas posibilidades de dimensiones
del prisma hay para obtener una escalera con un dngulo de inclinaciéon de 30°?

3.6 Evaluacion

Teniendo en cuenta que esta tarea se centra en la identificacién de regularidades
y la argumentacion que sobre estas se hace, recomendamos focalizar la mirada
en los criterios generales que se encuentran en la tabla 7.

3.7 Material fotocopiable
Grupo:
Integrantes:
Con los prismas que se les ha dado, formen escaleras con el ntimero de esca-
lones que se indica en cada fila de la tabla y realicen las medidas del dngulo de
inclinacién, profundidad, altura y largo con la mayor precision posible. Con base
en la informacién que han obtenido, diligencien la siguiente tabla. Para el caso
de siete escalones, tendran que inferir los datos de todas las celdas, ya que el
material dado no les serd suficiente.

No. del escalén 2 3 7

Angulo de inclinacién

Altura del escalén desde el suelo (a)

Profundidad desde el pie de la escalera hasta el escalon (d)
Largo de la escalera (1)

Relacion entre a y d

Relacion entre a y [

Gréfico

¢Qué relacion hay entre el dngulo de inclinacién y las relaciones entre a y d, y
entre ay [?




Tarea 2: Caracteristicas (T2).
Sesiones 5y 6

Esta tarea se estructura en tres fases: (a) introduccién a la terminologia con la
que se conocen las razones trigonométricas y los criterios que las definen; (b)
bisqueda de acuerdos a partir de los elementos identificados por los estudiantes
en la primera fase; y (c) busqueda de las primeras razones trigonométricas y con-
firmacion de los criterios que se han identificado en las fases anteriores. Aunque
la tarea estd enmarcada en una situacion matemadtica y tiene un objetivo que
se centra en el reconocimiento de acuerdos (definicién y simbolos) que existen
para la razon trigonométrica, fomenta la bisqueda de regularidades.

4.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.

Meta. La meta de la tarea consiste en establecer acuerdos sobre los nombres con
los que se conocen las razones trigonométricas e identificarlas independiente-
mente de la posicion del tridngulo.

Conceptos y procedimientos abordados. La tarea abarca contenidos conceptuales
que se refieren a los elementos y propiedades de los tridangulos rectdngulos y a las
razones trigonométricas. La tarea implica los siguientes contenidos procedimen-
tales: identificacion de regularidades y patrones, calculo de razones a partir de
otras dadas y utilizacion del lenguaje funcional de las razones trigonométricas.

Sistemas de representacion que se activan. Esta tarea activa el sistema de re-
presentacion simbdlico. Esto conlleva la inclusién de los nuevos simbolos que
implica la trigonometria: sen(w), cos(o) y tan(w). El énfasis de la tarea estd
puesto en las traducciones que permiten a los estudiantes relacionar estos
signos con signos del sistema de representacion geométrico y del sistema de
representacion numeérico.

Contexto en el que se sitiia la tarea. La tarea estd situada en un contexto cien-
tifico. Todos los elementos implicados en la tarea pertenecen al campo de
las matematicas.

Materiales y recursos. En la tarea, se utiliza el material fotocopiable, regla y trans-
portador. Es importante aclarar que las figuras que se entregan a los estudiantes
en la tercera fase deben tener al menos cuatro caracteristicas: (a) precisién en
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la construccién (pues van a ser medidas por los estudiantes y se espera que lle-
guen a resultados cercanos a los que se pueden determinar con una calculadora
o tabla de valores trigonométricos); (b) debe haber tridngulos rectdngulos y no
rectdngulos; (c¢) la medida de los dangulos de los tridngulos debe corresponder
a los que se les pide en el momento de hallar las razones trigonométricas; (d)
debe existir la posibilidad de que los estudiantes manipulen el material para
armar tridngulos rectdngulos con un dngulo que coincida con los descritos en la
gufa 3 del material fotocopiable; y (d) los estudiantes deben poder deducir un
angulo agudo al realizar construcciones de tridngulos rectangulos, sin importar
el tamano de las fichas que utilice (ver ejemplo en la figura 3). Sugerimos que
el profesor realice una ampliacion de la gufa 3 antes de multicopiar y recortar el
material para los estudiantes.

Fichas para hallar el seno, coseno y tangente de 60°

v =30°
L=30°
po=75°
6 =105°
A =45°
Construccion con las fichas para hallar el seno, coseno y tangente de 60°
v=30° v =30°

e=105°
d=75°

a =60° B = 45°

Figura 3. Ejemplo de construccion de un tridngulo rectdngulo con un dngulo de 60°

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Se proponen dos agru-
pamientos distintos. En la primera fase, el trabajo es individual. En las fases 2 'y
3, los estudiantes trabajaran en parejas. Cada estudiante desarrollard un rol acti-
vo en la clase. Deberd identificar los criterios para determinar cada una de las ra-
zones trigonométricas, exponer sus conclusiones ante sus compaifieros de grupo



y hallar razones trigonométricas a partir de mediciones. El profesor tendra roles
diferentes dependiendo de la fase de la tarea. Si los estudiantes estdn trabajando
en parejas, debe pasar por cada una de ellas y realizar preguntas orientadoras.
Mencionamos algunos ejemplo en las ayudas para el profesor.

4.2 Sugerencias metodolodgicas y aclaraciones de la tarea

Al iniciar el trabajo en la sesion de clase, cada estudiante recibe la guia 1 que
presenta ejemplos de razones entre los lados de un tridngulo. Algunas de ellas
son razones trigonométricas y otras no. A partir de la informacion anterior, se les
pide que llenen la guia 2. Posteriormente, deben confrontar en parejas los resul-
tados obtenidos en la primera fase y construir una solucién grupal. Finalmente,
se entrega a cada grupo de estudiantes los tridngulos oblicuangulos, con los que
deben formar tridngulos rectangulos y hallar las razones trigonométricas para los
angulos 30°, 34°, 40°, 50° y 75°. Sugerimos que el profesor no de instrucciones
para que los estudiantes construyan tridngulos rectangulos. Se espera que ellos
descubran este tipo de tridngulos durante el desarrollo de la tarea.

4.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea busca contribuir a la activacion de las siguientes capacidades: C22,

C40, C39, C21, C20y C38 (ver tabla 3).

4.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al dar solucion a la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E3,

E4, E5.1y E7.3 (ver tabla 4).

4.5 Ayudas para el profesor

El profesor puede fomentar el debate al realizar preguntas como las siguientes:
¢qué afirmaciones, argumentos y conjeturas le surgié en el desarrollo de la acti-
vidad?, ¢para qué tipos de tridngulos se dan las razones trigonométricas?, :para
qué clase de dangulos se establecen las razones trigonométricas?, :cudntas razo-
nes trigonométricas hay?, ¢cudles son los nombres de las razones? y ¢qué condi-
ciones, caracteristicas, similitudes y diferencias hay entre ellas?

4.6 Evaluacion

Dado que esta tarea se centra en la identificacion de regularidades y la argumen-
tacion que se haga sobre ellas, recomendamos focalizar la mirada en los criterios
generales que se encuentran en la tabla 7.
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4.7 Material fotocopiable

Guia 1: Caracteristicas

Identifica los criterios que determinan cada una de las razones trigonométricas.

Escribelos al respaldo de esta guia.

Estas si son razones trigopnométricas

B
b
sen (B) =+
cos (B) = %
tan (B) = -

Estas no son razones trigonométricas

Estas si son razones trigonométricas

o C
a
B
b
sen (o) = %
cos (o) = %
tan (o) = g

Estas no son razones trigonométricas

a c
a
B
b

sen (90°) = Ci
cos (90°) = %
tan (90°) = i

Estas no son razones trigonométricas




Guia 2: Caracteristicas

Con base en los criterios identificados en la guia 1, completa las igualdades.

Estas si son razones trigonométricas

Completar

C
a
B
cse () = & b
sec (B) =7
b
ctg (B) =+
Completar
sen (0) = —
cos () = —
tan (0) = —
Completar Completar
2 2 B
63 a
2 2

sen (B)
cos (B) = —
tan (B) = —

csc (B)
sec (B) = —
ctg (B) = —
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Guia 3: tridngulos para recortar




Guia 4: Caracteristicas
Completa la siguiente tabla a partir de las mediciones que hagas en las figuras
entregadas. Las medidas deben ser lo més precisas posible.

Angulo sen cos tan ctg sec Dibuja el tridgngulo que utilizaste (localiza en ese tridngulo
los datos que necesites para calcular las razones)

40°
50°
30°
34°
75°

Tarea 3: La rueda de Chicago (T3).
Sesiones 7y 8

Esta tarea introduce otro significado de la razon trigonométrica relacionado con
g g
la nocién de circunferencia. Hasta esta parte de la secuencia de tareas, la razén
P
trigonométrica solo ha sido relacionada con angulos agudos y triangulos rectan-
gulos. Al introducir esta nueva nocién, se incluyen sus elementos: la nocién de
pi (1) y la medida de los dngulos con radianes. Estas nociones se incluyen en el
planteamiento de la tarea.

5.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.

Metas. Al resolver la tarea, se espera que los estudiantes calculen la razén seno
y coseno de cualquier dngulo, establezcan la relacion del seno y coseno de los
angulos complementarios y suplementarios, y deduzcan el signo de las razones
seno y coseno en cada uno de los cuadrantes.

Conceptos y procedimientos abordados. La tarea abarca contenidos conceptuales
que se refieren a medidas de dngulos en grados y radianes, dngulos en posicién
normal, equivalencia entre dngulos, elementos de la circunferencia, circunfe-
rencia goniométrica y razones trigonométricas de dngulos de cualquier medida.
La tarea implica los siguientes contenidos procedimentales: representacion gra-
fica de las razones trigonométricas; identificacion de regularidades y patrones;

29



30 | RAZONES TRIGONOMETRICAS

representacion de datos de un problema a partir de dibujos; representacion de
las razones trigonométricas en el circulo goniométrico; identificacion de iden-
tidades trigonométricas; utilizacion del lenguaje funcional de las razones trigo-
nométricas; identificacion de identidades relacionadas con el signo de la razon,
segtin el cuadrante, y con dngulos complementarios y suplementarios; y solucién
de situaciones.

Sistemas de representacion que se activan. Esta tarea activa el sistema de repre-
sentaciéon manipulable-ejecutable que propicia la identificacion de resultados
comunes para diferentes casos. Un ejemplo lo constituye la cantidad de radios
que se requiere para medir una circunferencia. Al solucionar la tarea, también se
activa el sistema de representacion tabular con el que los estudiantes organizan
la informacién para deducir ciertas regularidades. Por ejemplo, el seno, coseno y
tangente de cualquier 4ngulo mayor a 90° se puede deducir con el seno, coseno
o tangente de un dngulo de 0° a 90°. Los sistemas de representacion simbdlico y
numérico también se activan al resolver esta tarea.

Contexto en el que se sitiia la tarea. La tarea pertenece a un contexto personal y
cientifico. Se basa en un problema que exige el uso de elementos matematicos
para encontrar relaciones entre diferentes medidas angulares y lineales halladas
en la noria de un parque de diversiones.

Materiales y recursos. El disefo de la tarea incluye las gufas de trabajo del material
fotocopiable y seis construcciones en el software GeoGebra. [www.e-sm.net/1gemad01]

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Se sugiere que los es-
tudiantes se organicen en parejas. Se considera importante que cada uno de los
estudiantes cuente con la oportunidad de manipular las construcciones, debido
a que tal manipulacion le facilitard hacer hipétesis que luego podrd compartir
con su compariero de trabajo y con toda la clase.

5.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea
La tarea estd dividida en tres fases. Para el desarrollo de las dos primeras,
proponemos un trabajo en la sala de sistemas, dado que se requiere la mani-
pulacién de las construcciones en el computador. Antes de empezar la primera
fase, se sugiere presentar el problema con el que empieza la guia 1. Luego, se
explica a los estudiantes que la tarea se resolvera en tres fases descritas en el
material fotocopiable.

La primera fase involucra cuatro construcciones: Radian, Pi, Arco, y Longi-
tud de la circunferencia. Con las tres primeras construcciones, se busca que
los estudiantes exploren y caractericen la nocién de radidn; que asocien la me-



dida de un angulo en radianes con grados y las medidas en grados y radianes
con giros en la circunferencia; y que identifiquen diferentes unidades de me-
dida para un dngulo. Con la cuarta construccion, se espera que los estudiantes
reconozcan la relacion entre la longitud de arco, radio y medida del dngulo
central determinada por el arco. La guia 1 contiene las preguntas para trabajar
en las cuatro construcciones.

La segunda fase involucra dos construcciones: Seno y coseno de dngulos me-
nores a 90°, y Seno y coseno. Con la primera construccion, se busca que, a
partir de los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo, ubicados como dngulos
centrales en el primer cuadrante, los estudiantes asocien el seno de dichos 4n-
gulos con la distancia del punto sobre la circunferencia al eje y y asocien el co-
seno con la distancia del punto sobre la circunferencia al eje x. Con la segunda
construccion, se busca que generalicen esas nuevas nociones de seno y coseno
a angulos de los otros cuadrantes. Ademads, se espera que los estudiantes identi-
fiquen identidades de dngulos suplementarios y el signo de las razones segtin el
cuadrante. Para la exploracién de cada una de estas construcciones, se sugieren
las preguntas de la guia 2 (ver material fotocopiable).

La fase tres consiste en solucionar individualmente las preguntas de la situa-
cion planteada al inicio de la tarea.

5.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea busca contribuir a la activacién de las siguientes capacidades: C12,

C36, C10, C7, C26, C32, C30y C37 (ver tabla 3).

5.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al dar solucién a la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E1.2,
E2y E4 (ver tabla 4).

5.5 Ayudas para el profesor

Recomendamos que el profesor genere una estrategia que permita que cada pa-
reja de estudiantes cuente desde el inicio de la tarea con las seis construcciones
de GeoGebra. Contar con un proyector puede ayudar a realizar la orientacion
para el trabajo en cada una de las construcciones.

5.6 Evaluacion

Dado que esta tarea se centra en la identificacion de regularidades y la argumen-
tacion que se haga de ellas, recomendamos focalizar la mirada en los criterios
generales que se encuentran en la tabla 7.
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5.7 Material fotocopiable
Rueda de Chicago
Lee la siguiente situacion y genera tus primeras hipétesis sobre las respuestas
que puedes dar a cada una de las preguntas. A continuacién de la situacion, se
describen una serie de fases. Desarrolla cada una y finalmente retoma la situa-
cion para abordar nuevamente las preguntas.

La siguiente figura muestra un dibujo de la atraccién mecdnica Rueda de
Chicago en un parque de diversiones. Supén que una persona se encuentra en
la canastilla 1 de la atraccion.

Figura 4. Rueda de Chicago

1. Transcurrido un tiempo, la persona se encuentra en la posicion de la canasti-
lla 3. Si el brazo que sostiene cada canastilla es de 20 m, ¢cudntos metros ha
recorrido la persona en dicha canastilla?

2.Y si la persona se encuentra en la posicién de la canastilla 6, :cudantos metros
habra recorrido?

3. Si la rueda girara en el sentido de las manecillas del reloj, ¢cudl debe ser el
dngulo que forma el brazo de la canastilla 1 con el brazo de la nueva posicion,
para que la distancia recorrida sea la misma a las mencionadas en las pregun-
tas 1y 27

4. Si la persona estd en la canastilla 1, :qué angulo debe recorrer su canastilla
para que quede en la posicion de la canastilla 37
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5. ¢Cudl es la distancia de la canastilla 3 al brazo de la canastilla 1? Con la dis-
tancia, nos referimos a la medida del segmento que va desde el centro de la
canastilla y es perpendicular al brazo de la otra canastilla

6. ¢Cuadl es la distancia de la canastilla 3 al brazo de la canastilla 4?

Fase 1

Abre cada una de las construcciones y responde las preguntas que se describen
a continuacion. [www.e-sm.net/l1gemad01]

Construccién 1: Radidan

1. Mueve el punto verde. :Qué cambia en la circunferencia?: Qué representa S?

2. Ubica el angulo 72°. :Qué semirrectas forman este dngulo? ¢Cuél es el vérti-
ce? :Cudnto miden el radio de la circunferencia y el arco azul?

3. Mueve el punto verde hasta conseguir que el radio y el arco tengan la misma longitud.

4. :Qué medida tiene en ese momento el dngulo correspondiente? A esa medida
se le llama 1 radidn.

5. Mueve el punto B y observa. ¢Qué medidas cambian de la circunferencia?
dCuéles permanecen constantes?

6. ¢Qué dngulo es mayor, uno de 1 radidn u otro de 60°?

7. Describe con tus palabras qué es un radian.

Construccion 2: Pi

1. Mueve el punto verde hasta visualizar un dngulo de 2 radianes. ¢ Cudntos gra-
dos mide? ¢Y el de 3 radianes? ¢Y el de 5 radianes? ¢Y medio radian?

2. Visualiza un dngulo de 180°. Aproximadamente, ¢cudntos radianes son? ¢Pue-
des hallar el valor exacto? ¢Por qué?

Construccion 3: Arco

1. ¢Cudntos puntos encuentras sobre la circunferencia?

2. ¢Cudnto mide cada dngulo central formado con el punto C?

3. Mueve el punto verde y compara el valor que observas del angulo con el que
escribiste en el punto anterior.

4. Completa la tabla.

Gro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

Angulo en

radianes

5.Dibuja la circunferencia que observas en la construccién. Ubica en ella 2, r,
™ 3

R y _
2 2
6. ¢Cuantos radianes seran 180° y 90°? ¢ Por qué?
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7. Completa la siguiente tabla.

Anguloen 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
grados

Angulos en
radianes

8. Con la informacion anterior, ¢c6mo hallarfas la medida de un dngulo de 45° en
radianes? :Como hallarfas la de 55°, 75°, 125,5°, 275° 5y 333,45°?

Construccion 4: Longitud de la circunferencia

1. Ubica el punto B en 2; es decir, deja la circunferencia con radio 2 (r = 2).
Desplaza el punto verde y observa qué cambia en la circunferencia. Luego,
completa la siguiente tabla. Utiliza una calculadora para completar ro.

o
Grados Radianes

0°
10°
30°
50°
70°
90°

S ro.

2. Conserva la circunferencia de radio 4; es decir, ubica el punto B en 4. Com-
pleta una tabla como la utilizada en la pregunta anterior.

3. Conserva la circunferencia de radio 5, es decir, ubica el punto B en 5. Com-
pleta otra tabla igual a la utilizada en la pregunta anterior. Utiliza una calcu-
ladora para completar la columna ra.. :Qué concluyes a partir de las tablas de
estos dos tltimos items?

Fase 2

Abre cada una de las construcciones, sigue las instrucciones y responde las pre-

guntas que se hacen. [www.e-sm.net/1gemad01]

Construccion 5: Seno y coseno para dngulos menores a 90°

Al mover el punto rojo cambia el punto C sobre la circunferencia y el dngulo

central que este punto determina. En la parte superior, encuentras informacion

de la coordenada del punto C sobre la circunferencia y la distancia de los catetos

del tridngulo rectdngulo ACD. Explora la construccién moviendo el punto rojo.

1.Ubica en el tridngulo el angulo central 30°. Con la informaciéon que se te
muestra ¢cémo calcularfas el valor de sen(30°) y cos(30°)? :Cuadl es la distan-
cia entre el punto C y el eje x? (Y la distancia entre el punto C y el eje y?

2.Ubica en el triangulo el dngulo central 45°. :Cudl es el valor de sen(45°) y
cos(45°)? ¢Cuil es la distancia entre el punto C y el eje x? ¢Y la distancia entre
el punto Cy el eje y?



3.Ubica en el tridngulo el dngulo central 60°. :Cual es el valor de sen(60°) y
cos(60°)? ¢Cuadl es la distancia entre el punto C y el eje x? (Y la distancia entre
el punto C y el eje y?

4.Ubica en el trigngulo el dngulo central 70°. :Cuél es el valor de sen(70°) y
cos(70°)? ¢Cuadl es la distancia entre el punto C y el eje x? (Y la distancia entre
el punto C y el eje y?

5.Completa la tabla con los resultados obtenidos en los puntos anteriores.

Coordenada Anguloz o sen(a) cos(at) Distancia de  Distancia de
Punto C C al ejex Calejey

6. ¢Hay alguna relacién entre el valor del seno y coseno del dngulo determinado
por el punto sobre la circunferencia y la distancia de este punto al eje x y la
distancia al eje y?

Construccion 6: Seno y coseno
1. Considera los angulos del cuadrante 11, I11 y IV y completa la tabla.

Cuadrante al Distancia  Distancia
Coordenada que pertenece de C al de C al
del punto C  Angulo: a el dngulo a0 sen(al) cos(a) eje x ejey

95°
115°
120°
135°
170,5°

2.:Qué valores toma seno cuando los dngulos pertenecen al cuadrante I? (Y a los
cuadrantes II, [Ty IV?

3.:Qué valores toma coseno cuando los dngulos pertenecen al cuadrante I? (Y a
los cuadrantes 11, [11y [V?

4.:Entre qué ntimeros se encuentran los valores de seno y coseno de cualquier
angulo de 0° a 360°?

5.Toma 3 dngulos del cuadrante 11 y completa la siguiente tabla.

Angulo: o sen(a) sen(180° — )

6.:Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?
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7.Toma 3 dngulos del cuadrante 111 y completa la tabla.

Angulo: o sen(a) —sen(a — 180°)

8. ¢Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?
9. Considera 3 dngulos de cada cuadrante y completa la tabla.

Angulo: o cos(a) cos(—a) sen(a.) sen(—a)

10. :Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?

Fase 3
Resuelve individualmente las preguntas de la situacion planteada al inicio de
la tarea.

Tarea 4: Canicas (T4).
Sesiones 9y 10

La tarea Canicas presenta un problema cuyo nivel de dificultad radica en la
identificacion del tridngulo rectdngulo y en la generalizacion que este requiere.
Para abordarlo, la tarea se divide en tres fases. La primera fase es un trabajo
con material concreto, en el que las variables puestas en juego son el dngulo y
la distancia inicial entre las canicas. En la segunda fase, el material utilizado es
una construccion en GeoGebra en la que pueden identificarse las tres variables
—las reconocidas en la primera fase y el radio de la canica—. La fase final es la
elaboracion de la respuesta al problema a partir de lo que ha sido identificado y
establecido en las dos primeras fases.

6.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.



Metas. Las metas de la tarea se centran en la utilizacién de las razones trigono-
métricas para generalizar relaciones entre variables en una situacion particular y
utilizar la funcién arcoseno.

Conceptos y procedimientos abordados. La tarea abarca contenidos conceptua-
les que se refieren a elementos y propiedades de los tridngulos rectangulos y a
las razones trigonométricas, especificamente a las relaciones seno y arcoseno.
También involucra los siguientes contenidos procedimentales: identificacion de
regularidades y patrones, planteamiento de ecuaciones, utilizacion del lenguaje
funcional de las razones trigonométricas, y resolucion de situaciones.

Sistemas de representacion que se activan. Esta tarea cuenta con varias caracterfs-
ticas de un problema. Por esa razén, implica varios sistemas de representacion
como son el numérico, el tabular, el manipulable-ejecutable, el geométrico y el
simbdlico. La solucién que solicita el problema es simbdlica. Los demds siste-
mas de representacion son claves para propiciar la traduccién entre lo gréfico y
lo simbdlico o lo tabular y lo simbdlico.

Contexto en el que se sitiia la tarea. La tarea se sitia en un contexto personal.

Materiales y recursos. Para resolver la tarea se necesita el material fotocopiable,
dos canicas, dos octavos de cartulina negra, una bolsa pequena de tiza de tra-
7o en polvo, plastilina, regla, transportador y una construccion en GeoGebra.
[www.e-sm.net/Igemad02] El estudiante deberd marcar, con el ldpiz blanco y sobre la
cartulina negra, un segmento de 10 cm; luego adherird en uno de los extremos
del segmento, con una pequefia porcién de plastilina, una canica; y, finalmente,
y desde el otro extremo del segmento, lanzara la otra canica habiéndola empol-
vado previamente con tiza de trazo. Con lo anterior, logrard verse el dngulo de
desviacion del que trata el problema. Los estudiantes deben realizar el ejercicio
el nimero de veces que consideren necesario para conjeturar sobre el maximo
angulo de desviacion después de efectuar el choque entre las canicas. En la
construccién en GeoGebra, se representa la situacion de las canicas. Sugerimos
permitir que los estudiantes manipulen la distancia, el radio de las canicas y el
angulo de desviacion, asi como realizar trazos sobre la construccién. Por ejem-
plo, pueden construir segmentos que unan los centros de las dos canicas o un
tridngulo cuyos vértices serian los centros de las tres canicas (una de ellas repre-
senta el movimiento de la canica lanzada).

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Sugerimos conformar
parejas de trabajo. Cada estudiante desarrollard un rol activo en la clase. Debera
realizar la exploracién tanto con el material concreto, como con el software, y
proponer hipétesis sobre el dngulo de desviacion que se basen en la experiencia
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con ambos materiales. El profesor tendra roles diferentes dependiendo de la fase
de la tarea. Si los estudiantes estan trabajando en grupo, el profesor debe pasar
por cada uno de ellos y realizar preguntas orientadoras. Hemos mencionado al-
gunos ejemplos en las ayudas para el profesor.

6.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

La tarea estd dividida en tres fases. Antes de iniciarlas, el profesor explicitard el
enunciado del problema (ver guia 1). En la primera fase, se busca que los estu-
diantes establezcan experimentalmente el mayor dngulo de desviacién con el que
puede lanzarse la primera canica para dar a la segunda. Para ello, proponemos
que el primer abordaje de la tarea se realice con un caso particular a partir de ma-
terial concreto. Para esta primera exploracion, se explicard a los estudiantes c6mo
utilizar los materiales manipulativos, esto es, cémo colocar una canica y marcar
el dngulo que deberdn medir. Los estudiantes deben consignar los resultados ob-
tenidos en la gufa. En la segunda fase, se busca que, a partir de la construccion,
los estudiantes identifiquen las variables radio, distancia entre las canicas y la
relacion entre ambas. Para ello, proponemos una construccién en GeoGebra. A
partir de la construccion, deberdn continuar solucionando la guia. En la tercera
fase, se busca que generalicen la situacion a partir de lo trabajado en las fases
anteriores y, con ello, den solucién a la situacién planteada inicialmente.

6.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea busca contribuir a la activacion de las siguientes capacidades: C1, C6,

C7,C35,C8, Cl14, C33,C12, C17 y C3 (ver tabla 3).

6.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al dar solucién a la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E7.5,
E2.1, E7.2, E7.6, E7.4, E3.1 y E1.3 (ver tabla 4).

6.5 Ayudas para el profesor

Sugerimos que en la segunda fase los estudiantes puedan realizar rectas o seg-
mentos en la construccion, ya que esto les permitird visualizar algo cercano al
tridngulo rectdngulo que requiere la solucién del problema.

6.6 Evaluacion
Esta tarea permite hacer un primer corte en la unidad didéctica. Permite prepa-
rar una realimentacién a partir de la evidencia que se obtenga sobre el conoci-



39

miento de cada uno de los estudiantes. Los criterios que proponemos para esta
tarea son los criterios asociados al objetivo 3 (ver tabla 8).

6.7 Material fotocopiable
Canicas

Grupo: Fecha:

Lee el enunciado del problema y abérdalo siguiendo las tres fases que se pro-
ponen. Para la primera fase, necesitards dos canicas, dos octavos de cartulina
negra, una bolsa pequena de tiza de trazo en polvo, plastilina, regla y transporta-
dor. Primero debes marcar con lapiz blanco en la cartulina negra un segmento de
10 cm; luego, adherir una canica en uno de los extremos del segmento, con una
pequena porcion de plastilina; y, finalmente y desde el otro extremo del segmento,
ldnza la otra canica habiéndola empolvado previamente con tiza de trazo. Para la
segunda fase, contards con una construccién en GeoGebra en la que podrds mo-
ver cualquiera de los segmentos ubicados a la derecha de la figura. Al moverlos,
podris verificar que varfa el aspecto de la figura. Analiza estos cambios y contesta
las preguntas que se han planteado para esta fase. En la tercera fase, debes pro-
poner una solucién al problema.

Problema. Dos canicas tienen radio r y estdn separadas una distancia d. Halla el
méaximo dngulo de desviacion con el que puede lanzarse la primera canica para
dar a la segunda.

Fase 1
1.Completa la tabla con base en la experimentacion con las canicas:

Numero del 1 2 3 4 5 6
lanzamiento

Distancia entre 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm
las canicas

Angulo de

lanzamiento

2. Realiza gréficos en los que se evidencien tres de los lanzamientos que se des-
criben en la tabla anterior.

3. Halla el maximo dngulo con el que puede golpearse la canica y explica c6mo
lo estableces.

Fase 2. Trabajo en parejas
1. A partir de la construccion de GeoGebra completa cada una de las siguientes
tablas. [www.e-sm.net/1gemad02]
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Caso A
Radio Distancia ~ Angulo con el que es posible golpear la canica
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5cm
I cm 5cm
Caso B
Radio  Distancia  Angulo con el que es posible golpear la canica
l cm 10 cm
I cm 10 cm
l cm 10 cm
I cm 10 cm
l cm 10 cm
I cm 10 cm
Caso C
Radio  Distancia  Angulo con el que es posible golpear la canica
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5c¢m

2.Realiza grificos en los que se evidencien tres de los lanzamientos que se des-
criben en cada una de las tablas anteriores.

3. Para cada uno de los casos (A, By C), halla el maximo dngulo con el que puede
golpearse la canica y explica cémo lo determinas.

4. Para cada uno de los casos (A, By C), realiza el grafico en el que se evidencie
el méximo dngulo con que debe lanzarse la canica para golpear a la otra.

Fase 3. Trabajo individual

1.:Como puedes representar el méximo dngulo de desviacién con que debe lan-
zarse una canica para golpear a la otra? El radio de la canica es ry la distancia
entre las canicas es d.



Tarea 5: La sombra (T5).
Sesiones 11y 12

Esta tarea tiene como proposito la solucion de situaciones reales que implican
el célculo de longitudes en contextos inaccesibles haciendo uso de las razones
trigonométricas. Se desarrolla en dos fases. En la primera fase, la intencién es
conocer la altura del arbol mas alto del patio de juegos del colegio. En la segunda
fase, los estudiantes deben construir un modelo grafico que represente la situa-
cién trigonométrica observada, con ayuda del software GeoGebra.

7.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que se propone.

Meta. La meta de la tarea consiste en calcular longitudes y dngulos en contextos
inaccesibles, al hacer uso de las razones trigonométricas, y validar los resultados
con el uso del software GeoGebra.

Conceptos y procedimientos abordados. La tarea desarrolla las nociones propias
de las razones trigonométricas en funcion del uso de la raz6n tangente. Para
ello, se utilizan los valores expresados en la situacién y se requiere reconocer
propiedades de tipo algebraico y geométrico, como el despeje de ecuaciones, la
determinacion de longitudes desde la perspectiva de distancias, y la medida de
angulos en contextos inaccesibles.

Sistemas de representacion que se activan. Con esta tarea, se activan los siste-
mas de representacion numérico, tabular, geométrico y manipulativo-ejecutable.
Con este ultimo, se busca que el estudiante logre identificar las variables y la
constante presente en el problema.

Contexto en el que se sitiia la tarea. El contexto en el que estd ubicada la tarea
es cientifico.

Materiales y recursos. Para el desarrollo de la tarea se requiere el material fotoco-
piable, un goniémetro casero, cinta métrica, ldpiz, papel, calculadora de funcio-
nes y el software GeoGebra.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. En un primer momento,
los estudiantes realizan la actividad de forma individual; luego trabajaran en gru-
pos pequernios. Sugerimos que el profesor conforme los grupos de estudiantes.
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7.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

La tarea se desarrolla en dos fases. En la primera fase, los estudiantes deben se-
leccionar un drbol del patio del colegioy, con el uso de la cinta métrica, establecer
la longitud de la sombra que el arbol proyecta. Luego, con el uso del goniémetro,
deberan establecer el dngulo de elevacion del Sol respecto al punto méximo de la
sombra proyectada. Sugerimos realizar este procedimiento en horas especificas
durante el dia, al tomar un registro de los valores encontrados dentro de un ins-
trumento disefiado para este propésito. En la segunda fase, los estudiantes deben
realizar una construccion en el programa GeoGebra que represente la situacion
observada, de manera que sea posible apreciar la variacion del dngulo respecto al
movimiento de la longitud de la sombra proyectada y calcular la altura del drbol
para cada una de las situaciones de variacién generadas por el angulo. Si el patio
del colegio no tiene drboles, se puede realizar la tarea eligiendo otro objeto que
proyecte sombra y cuya altura no se pueda medir directamente.

7.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
La tarea activa las siguientes capacidades: C19, C16, C5, C17, C33, C31, C27,
C25, C15, C14, C16, C32 y C21 (ver tabla 3).

7.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes
Al dar solucién a la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E5.3,
E8.1, E7.6, E7.5, E8.2, E5.3, E7.8, E10.1, E8.3 y E9.2 (ver tabla 4).

7.5 Ayudas para el profesor

El profesor puede formular preguntas a los estudiantes en dos momentos cla-
ramente diferenciados. El primero estd relacionado con la etapa de disefio del
modelo de representacion que se da antes de la lectura del enunciado de la tarea.
Las preguntas formuladas en esta parte deben indagar sobre aquellos procesos
de argumentacion y justificacién que generaron y validaron la construccién del
modelo de representacion grafica de la situacion, realizados por los estudiantes.
En este momento, es pertinente formular preguntas que permitan establecer con
claridad cudles fueron los elementos del tridngulo que los estudiantes lograron
relacionar, a partir de los datos suministrados en el enunciado de la tarea. El pro-
fesor también debe indagar sobre la forma como los estudiantes establecen las
relaciones, como justifican la ubicacién de datos en la grafica y cémo hacen la re-
lacién proporcional de las longitudes con los valores dados. El segundo momento
estéd relacionado con la etapa de planteamiento y solucién de la razén desde la
perspectiva trigonométrica y algebraica. Aqui, las preguntas que se formulen de-
ben procurar indagar sobre las razones por las que los estudiantes deciden optar



0 no, por unos procedimientos especificos. También se deben formular pregun-
tas que motiven a los estudiantes a justificar la eleccién de cada procedimiento.

7.6 Evaluacion

Dado que esta tarea corresponde a la fase de desarrollo dentro de la estructura
de la secuencia de tareas, uno de los objetivos principales de la evaluacién con-
siste en determinar en qué medida se desarrollaron los procesos de representa-
ci6n gréfica del enunciado de la tarea. Es decir, se busca determinar si los es-
quemas propuestos corresponden a modelos que se ajustan con las condiciones
de la tarea. Otro objetivo de la evaluacién consiste en establecer la calidad de los
argumentos usados por los estudiantes cuando establecen la razén trigonomé-
trica con los datos suministrados (pardmetros e incégnitas). También se busca
determinar en qué medida el planteamiento de la razén se ajusta a los valores
suministrados por el modelo gréfico. Para ello, hay que tener en cuenta los pro-
cedimientos algebraicos utilizados por los estudiantes.

7.7 Material fotocopiable
La sombra

Grupo: Fecha:

Se quiere conocer la altura del drbol mds alto del patio del colegio (puede esco-
gerse cualquier otro elemento que esté en el exterior).

Fase 1

1. Elige un arbol del colegio para determinar su altura.

2. Registra los datos pedidos en la tabla (unos grupos recogen los datos de la ma-
fiana y los otros, los datos de la tarde).

3. Utiliza una cinta métrica para medir la sombra proyectada por el drbol.

4. Utiliza el goniémetro casero para medir el dngulo de elevacion del Sol en las
distintas horas del dia (las mediciones obtenidas no deben variar mucho, se
sugiere como maximo 3° de variacién).

5.Presenta y discute con tus compafieros los resultados obtenidos en la tabla de
cada grupo.

Medida

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Hora 12 3 12 3 12 3 2 3

Longitud de la sombra

Angulo de elevacién del Sol

Altura del arbol
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Fase 2

Cada grupo debe hacer una grifica en el software GeoGebra [www.e-sm.net/1gemad03]
que represente el problema. Para ello, hard uso de un tridngulo rectdngulo con
el cual puedan mantener la altura del drbol fija, mientras que la del dngulo y la
sombra varie. Teniendo en cuenta estas especificaciones y los datos tomados en
la tabla, se proponen las siguientes actividades.

1. Cambia el dngulo de elevacion en la representacion hecha en GeoGebra y
establece la relacion entre la longitud de la sombra y el drbol.

2. En cada uno de los casos anteriores (variacion del angulo), verifica a partir de
la razén trigonométrica la altura del arbol.

Tarea 6: La cometa (T6).
Sesion 13

Esta tarea tiene como propésito la solucién de situaciones reales que implican
el célculo de longitudes y dngulos en contextos inaccesibles al hacer uso de las
razones trigonométricas. La tarea se desarrolla en dos fases. La primera fase
implica la determinacion de una distancia inaccesible expresada en términos de
una altura para un momento especifico. La segunda fase busca determinar una
longitud respecto a un punto de referencia particular.

8.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que propone.

Meta. La meta de la tarea consiste en calcular longitudes y dngulos en contextos
inaccesibles haciendo uso de las razones trigonométricas.

Conceptos y procedimientos abordados. Dentro los procedimientos que aborda
la tarea se encuentran la determinacion de longitudes desde la perspectiva de
distancias, la medida de dngulos, la utilizacién de las razones trigonométricas,
el uso de sistemas de ecuaciones en el desarrollo de expresiones trigonomé-
tricas y los procesos de modelacion para el cdlculo de longitudes y angulos en
contextos inaccesibles.



MATERIAL FOTOCOPIABLE

Sistemas de representacion que se activan. Con esta tarea, se activan los sistemas
de representacién geométrico, simbélico y numérico. Es necesario que el pro-
fesor oriente a los estudiantes para que realicen transformaciones con los datos
presentes en la situacion y planteen un sistema de ecuaciones para llegar a la
solucién del problema.

Contexto en el que se sitiia la tarea. La tarea se ubica en un contexto personal.

Materiales y recursos. La tarea requiere el uso de regla, papel, lapiz, trasportador,
compds, calculadora de funciones y el software GeoGebra.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Sugerimos realizar gru-
pos de tres estudiantes. La conformacion de los grupos tendrd en consideracion
las preferencias individuales de los estudiantes. El profesor tomari el registro de
los grupos como un recurso de verificacion y validaciéon de los procesos de con-
tinuidad, para desarrollos posteriores.

8.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

La tarea La cometa pertenece a la fase de desarrollo de la unidad didactica. Por
tanto, requiere poner en juego conceptos abordados en tareas previas a esta fase,
como las razones trigonométricas seno, coseno y tangente desde la perspectiva
de tridngulos cualesquiera y las ecuaciones con expresiones trigonométricas.

8.3 Capacidades y caminos de aprendizaje
Las capacidades que se pueden activar en la primera fase de la tarea son las si-
guientes: C16.1, C16, C1, C7, C5, C27, C25, C15, C14y C32. Para la segunda

fase, se pueden activar las siguientes capacidades: C16.1, C16, C17, C5, C6,
C27, C15, C14, C32y C21 (ver tabla 3).

8.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes.

Al abordar la primera fase de la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores
como: E5.3, E8.4, E8.1, E8.2, E8.3, E8.5, E5.3, E7.8 y E10.1. En la segunda
fase, ellos pueden incurrir en los errores: E5.3, E7.6, E8.5, E8.1, E8.2, E8.3,
E7.8, E10.1 y E9.2 (ver tabla 4).

8.5 Ayudas para el profesor
Existen dos momentos para la formulacién de preguntas a los estudiantes. El
primer momento se ubica en la la etapa de disefio del modelo de representa-
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cion, previo a la lectura del enunciado de la tarea. En esta parte, las preguntas
deben estar orientadas a los procesos de argumentacion y justificacion que ha-
cen los estudiantes para generar la construccién del modelo de representacion
grifica de la situacion. En este momento, pueden formularse preguntas sobre
la justificacion de la ubicacion de los datos en la grifica y sobre los argumen-
tos de tipo geométrico que permitieron validar los procedimientos graficos.
También sugerimos formular preguntas que permitan verificar si las longitudes
consideradas en el modelo gréfico tienen relacién proporcional con los datos
suministrados. El segundo momento se refiere a la etapa de planteamiento y
solucion de la razén desde la perspectiva trigonométrica y algebraica. En esta
etapa, las preguntas deben orientarse al desarrollo de estos procedimientos.
Se debe buscar que los estudiantes los justifiquen con el uso de argumentos
matemadticos previos a los contenidos de la tarea.

8.6 Evaluacion

Dado que esta tarea corresponde a la fase de desarrollo dentro de la estructura
de la secuencia de tareas, uno de los objetivos de la evaluacién consiste en
determinar en qué medida se desarrollaron los procesos de representacion gra-
fica del enunciado de la tarea. Es decir, se busca determinar si los esquemas
propuestos corresponden a modelos que se ajustan a las condiciones de la ta-
rea. Otro aspecto a considerar estd relacionado con los diferentes argumentos
usados por los estudiantes cuando establecen la razén trigonométrica con los
datos suministrados (pardmetros e incégnitas). Se busca establecer también
en qué medida el planteamiento de la razon se ajusta a los valores suministra-
dos por el modelo grafico, al tener en consideracion los procedimientos alge-
braicos implementados.

8.7 Material fotocopiable

La cometa

Dos estudiantes que juegan fttbol en la posiciéon de arqueros observan una co-
meta que se desplaza justo encima de ellos mientras se encuentran ubicados
en la linea de gol de las porterias de la cancha del colegio. La distancia de una
porteria a la otra es de 30 metros. Al determinar los dngulos de elevacién en un
momento preciso respecto a la cometa, se encontré que estos median 87° desde
la visual de un arquero y 84° desde la visual del otro arquero.

1.:A qué altitud sobre el nivel del suelo estd la cometa en el momento en que
son medidos los dngulos de elevacién?

2. :A qué distancia se encuentra la cometa respecto a cada uno de los estudiantes?



Tarea 7: Las moscas (T7).
Sesion 14

Esta tarea tiene como propésito utilizar las razones trigonométricas para resolver
situaciones que implican el cédlculo de dngulos en contextos inaccesibles.

9.1 Descripcion de la tarea

Describimos la tarea en términos de sus metas, los conceptos y procedimientos
que se abordan, los materiales y recursos que se utilizan, y el esquema de agru-
pamiento que propone.

Meta. La meta de la tarea consiste en utilizar las razones trigonométricas para
hallar 4ngulos en contextos reales.

Conceptos y procedimientos. Algunos de los procedimientos que se abordan en
la tarea tienen que ver con el reconocimiento de propiedades geométricas de
figuras tridimensionales, la determinacion de longitudes, el establecimiento de
angulos, y la utilizacién del teorema de Pitdgoras y de las razones trigonométricas
para calcular longitudes y dngulos en contextos inaccesibles.

Sistemas de representacion que se activan. Esta tarea activa los sistemas de repre-
sentacion simbdlico, geométrico y numérico.

Contexto en el que se sitila la tarea. La tarea se ubica en un contexto cientifico.

Materiales y recursos. La tarea utiliza los siguientes materiales y recursos: mate-
rial fotocopiable, ldpiz, papel, calculadora de funciones y el software GeoGebra.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. Para el desarrollo de
esta tarea, sugerimos organizar los estudiantes en parejas. La conformacion
de las parejas debe atender a las afinidades y preferencias propias de los es-
tudiantes en la seleccién de un companero u otro. En la segunda parte de la
tarea, se conformardn grupos de cuatro estudiantes, cada uno compuesto por
dos parejas.

9.2 Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea

La tarea Las moscas promueve la aplicacion de las razones trigonométricas seno,
coseno y tangente para hallar dngulos en contextos inaccesibles, en funcién de
los valores expresados en la situacion. Se requiere reconocer propiedades de tipo
algebraico y geométrico (despeje de ecuaciones y propiedades de figuras tridi-
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mensionales) que son requerimientos necesarios para el proceso de solucion de
la tarea.

9.3 Capacidades y caminos de aprendizaje

Prevemos que esta tarea active secuencialmente las siguientes capacidades:
Cle.1, C32, C8, C3, C4, Cl6, C17, C2, Co6, C7, C33, C13, C27, C25, C15,
C14, C29, C32y C21 (ver tabla 3).

9.4 Errores en los que pueden incurrir los estudiantes.
Al abordar la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores como E9.2, E8.7,
E5.3, E7.6, E8.1, E8.2, E8.3, E7.5, E7.8, E10.1, E5.2 y E9.2 (ver tabla 4).

9.5 Ayudas para el profesor

El profesor puede formular preguntas y proporcionar ayudas en tres momentos
del desarrollo de la tarea. Inicialmente, puede orientar la interpretacién que
los estudiantes hacen del problema e invitarlos a representar la situacién al to-
mar el sal6n como modelo. Les puede sugerir que representen las moscas con
trozos de papel y las ubiquen en el salén. El profesor debe moderar las discu-
siones que tengan lugar durante el trabajo de las parejas. Cuando se presenten
los resultados al gran grupo, el profesor debe destacar los errores en los que
incurran los estudiantes y promover acuerdos que validen los procedimientos
que se propongan.

9.6 Evaluacion

La tarea permite determinar el desarrollo de los procesos de representacion gra-
fica del enunciado y establecer la capacidad de los estudiantes para identificar
la razén trigonométrica que corresponde a ese enunciado. Finalmente, la tarea
permite reconocer el uso apropiado de los procedimientos para determinar las
ecuaciones trigonométricas implicadas en el modelo y para resolver los sistemas
de ecuaciones resultantes.

9.7 Material fotocopiable

Las moscas

Dos moscas estdn a una distancia médxima en una caja que tiene 80 centimetros
de largo, 60 centimetros de ancho y 20 centimetros de alto.

e .Cudl es el angulo que se forma cuando una mosca observa a la otra?



1 0 Evaluacion final (EF).

Sesion 15

Proponemos un esquema de evaluacién formativa para la unidad didactica. Uno
de sus objetivos es el fomento de aprendizaje de los estudiantes y la obtencién
de informacién para que el profesor identifique lo que se puede mejorar en tér-
minos de ensefanza. Disefiamos un examen con un conjunto de preguntas que
requieren, para su solucion, de las capacidades que caracterizan a cada uno de
los objetivos abordados en la unidad. También proponemos los criterios de eva-
luacion que permiten determinar el nivel en el que se ha alcanzado determinado
objetivo. Consideramos unos criterios de evaluacién genéricos, que involucran
aspectos actitudinales y de socializacion, y otros que contemplan los contenidos
matemadticos abordados.

10.1 Evaluacion final

La evaluacion tiene dos partes. La primera parte corresponde a una prueba escri-
ta compuesta por preguntas de seleccion mdltiple con tnica respuesta y algunas
preguntas abiertas. La segunda parte es una actividad para realizar extra clase.

Meta. La meta de la evaluacion consiste en identificar el desempefio que han
logrado los estudiantes en relacion con los objetivos de aprendizaje.

Conceptos y procedimientos abordados. Se abordan todos los conceptos implica-
dos en la unidad did4ctica.

Sistemas de representacion que se activan. Al resolver la evaluacion final, se espe-
ra activar todos los sistemas de representacion mencionados en las tareas de la
unidad diddctica.

Contexto en los que se sitiia el examen. La tarea se sitda en los contextos personal
y cientifico.

Materiales y recursos. Para la primera fase, se requiere la prueba escrita, regla,
transportador y calculadora de funciones. Para la segunda fase se requiere cinta
métrica, goniometro (hecho para la tarea la Sombra) y camara fotogréfica.

Agrupamiento de los estudiantes e interacciones previstas. La primera parte se
desarrolla de forma individual, y la segunda en grupos de tres estudiantes.
Cada estudiante deberd realizar las dos partes de la evaluacion. La segunda
parte debe ser presentada por el grupo a toda la clase con la ayuda de algiin
programa como PowerPoint. Por su parte, el profesor deberd realizar la rea-
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limentacién de la evaluacién una vez analizados los resultados teniendo en
cuenta los criterios descritos.

Capacidades y caminos de aprendizaje. Cada una de las preguntas que conforman
la evaluaciéon implica poner en juego una serie de capacidades y pueden inducir
a diferentes errores. En la tabla 6, describimos las capacidades que los estudian-
tes deberfan activar con cada pregunta y los errores en los que pueden incurrir.

Tabla 5
Capacidades y errores en el examen final
Pregunta Capacidades Posibles errores
Taxi Ceo, C7, C26, E3.1
€9, 038y C20 E5.1
E3.3
Tridngulos C7, Cl16,C24, ES.1
C11 E3.1
Barco Cle, C7, C26, C32, E7.1,E7.4 E5.1, E3.3yE1.3

C21,C20y C38
Angulos C30, C36, C26, C20,C37 E7.3

mayores F5.1,F2.2

a 90°

Tarea C23 E7.1,E7.4, E5.1, E3.3, E1.3

extraclase (7, Cl6, C20, C32,
C21, C26, C38.

Avién Cl6, C7,Cl5, F1.3,F3.1,E3.2, E3.3, E5.1, E7.1, E7.2, 7.3, E7.4
C26, C32, C38,
C20, C21

Evaluacién. Sugerimos tener en cuenta los criterios genéricos y matematicos
que describimos en las tablas 7 y 8.

10.2 Material fotocopiable
Nombre:
Fecha: Curso:

1. Un taxi que parte del centro hacia la iglesia San Mateo viaja a velocidad cons-
tante. No puede continuar por la avenida central y se debe desviar por una de
las vias alternas teniendo en cuenta que las zonas verdes tienen la misma drea.



La siguiente figura representa la situacion, en la que a < f3.
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1.1 Selecciona la ruta en la que el taxista gasta menos gasolina.
a. Desviar por la avenida L, porque el dngulo B es mayor que el angulo a.
b. Elegir cualquiera de los desvios, porque las zonas verdes son de igual
area.
c. Desviar por la avenida S, porque recorrerd una distancia menor.
d. Desviar por la avenida L, porque la zona verde L es de menor drea que
la zona verde S.

1.2 ¢Cual es la diferencia entre la longitud de las rutas Sy L?
a. No hay diferencia la distancia es la misma.
b. La diferencia entre las dos rutas es de aproximadamente 22 m.
c. La diferencia entre las dos rutas es de aproximadamente 5 m.
d. Aproximadamente la diferencia sera de 64 m.

1.3 Para calcular el dngulo con el cual se desvia para ir por el camino S,
se requiere

1 30 1 30

130 _ 130
a.sen”! g5 = a b. sen % B
c.sen”! 2 = g d. sen1 22 = 8

30 30
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2. Dibuja tridngulos rectangulos que cumplan las siguientes condiciones.

2,5

a. sen o = b. cos p =2
8 5

c. tan @ =— d. cosa =
’ 9 ’ 9

e. ¢A qué dngulos corresponden alfa y beta ?

3.El sonar de un barco de salvamento localiza los restos de un naufragio en un én-
gulo de depresion de 12°. Un buzo es bajado 40 metros hasta el fondo del mar.
3.1 ¢Cudnto necesita avanzar el buzo por el fondo para encontrar los restos
del naufragio?
3.2 ¢La distancia que hallaste tiene coherencia con la situacion? Justifica tu
respuesta.
4.Halla la razén seno y coseno para el dngulo 145° a partir de un triangulo.
Enumera por lo menos 5 dngulos cuyo seno sea 0,5. Explica por qué escogiste
estos ejemplos.
5.Para saber a qué altura vuela un avion medimos los dngulos de elevacién del
avion desde el primer piso (55°) y desde la terraza (40°) de un edificio. Como
el edificio tiene 15 pisos, su altura aproximada es de 48 m. ¢:A qué altura
aproximadamente vuela el avion?
6.Un grupo de investigadores realizan una serie de estudios relacionados con la
actividad de los drbitros en el desarrollo de un partido de futbol. Algunas me-
didas del campo de fithol se observan en la siguiente figura.

D F C

a. Para tener un buen cubrimiento del terreno, se le recomienda al 4rbitro
central que efectie sus desplazamientos siguiendo una linea gufa imagina-
ria entre el punto A y el punto C. :Cuadl es el valor que se aproxima mds a la
longitud de la linea guia para el desplazamiento del juez central?
a.52m b. 90 m
c. 104 m d. 142 m
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b. Durante la ejecucion de un tiro de esquina lanzado desde el punto C, el
juez de linea 1 debe ubicarse en el punto By el juez de linea 2 debe ubicarse
en el punto F. ¢Es posible determinar la distancia entre los jueces de linea
en ese momento?

a. No, porque no se conoce la distancia entre E y B.

b. No, porque no se conoce el ancho del campo de juego.
c. Si, esigual a 15421 m.

d. Si, es igual a 30-/3 m.

c. Alinicio del partido, el juez de linea 1 debe ubicarse en el punto E. :Cual es
la distancia entre el juez de linea 1y el centro de campo en ese momento?
a. 45 m b. 15+/3 m
c.225m d. 45 m

7.Siempre hay cosas de las que nos gustarian saber su medida, pero o estdn
demasiado altas o estdn muy lejos, ¢qué objeto querrias medir que esté en un
lugar al que acudes con frecuencia (el colegio, la casa, el barrio, etc.)? Descri-
be cudl y como harias para lograrlo.
Nota. El estudiante deberd realizar esta parte de la tarea en casa y posterior-
mente entregar evidencias de su trabajo. Las evidencias podran ser fotos, vi-
deos, descripcion de las herramientas de medida, entre otras. Es importante
aclarar que este item no hace parte del examen escrito y serd presentado a los
estudiantes una vez finalice la sesion de examen.

10. 3 Criterios genéricos
En la tabla 7, enumeramos los criterios para evaluar el desempeno de los estu-
diantes en la socializacién que hacen de su trabajo.

Tabla 7

Criterios de evaluacion genéricos

Abreviatura  Descripcion del criterio

CGl Llega a una conclusion clara

CG2 Utiliza lenguaje matematico conforme a lo esperado en la tarea

CG3 Da una justificacion con la cual argumenta la conclusion a la cual llego
CG4 Presenta un reporte escrito de lo que se pidi6 en el desarrollo de la tarea

10.4 Criterios relacionados con los contenidos matematicos
Los criterios relacionados con el objetivo de aprendizaje 1y 2 se identifican con
la abreviatura Crl.i., donde i hace referencia al consecutivo en el objetivo. Los
criterios relacionados con el objetivo de aprendizaje 3 y 4 se identifican con la
abreviatura Cr2.i. Estos criterios aparecen enumerados en la tabla 8.
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Tabla 8

Criterios asociados a los objetivos

Abreviatura  Criterio Capacidades

Crl.1 Identifica en un gréfico los elementos de un tridngulo rectangulo 6, 20, 16y
y los relaciona con condiciones en una situacion dada 16.1

Crl.2 Expresa en forma algebraica la relacién entre dngulos y lados 27y 32
de un tridngulo rectdngulo en determinadas situaciones y verifica
utilizando la calculadora las relaciones establecidas en casos
particulares

Crl.3 Se cuestiona sobre la pertinencia de los resultados obtenidos 21
y justifica la validez de estos a partir de las relaciones de los
elementos del tridngulo y comunica sus conclusiones

Cr.l.4 Identifica y calcula la razén trigonométrica para cualquier 26
dngulo y viceversa

Cr2.1 Relaciona los datos de un grdfico con las condiciones en 6,20y 11
una situacion que involucra medidas que no se pueden
hallar directamente

Cr2.2 Realiza un gréfico de la interpretacién que hace de la situacién 16
que se le presenta, resaltando en éste los elementos que le
permitiran solucionar la situacién

Cr2.3 Se cuestiona sobre la pertinencia de los resultados obtenidos 21
en una situacion que involucra medidas que no se pueden
hallar directamente vy justifica la validez de los mismos

Cr.2.4 Identifica la razén trigonométrica que le permite hallar la medida 26, 20 38

de dngulos y lados que no se pueden medir directamente

1 1 Referencias

GomEz, P, GonzALEz, M. |. Y RoMERO, 1. (2014). Caminos de aprendizaje en la
formacion de profesores de matematicas: objetivos, tareas y evaluacion. Pro-
fesorado. Revista de Curriculum y Formacion de Profesorado, 18(3), 319-338.

Disponible en http://www.ugr.es/%7Erectpro/rev183COL7.pdf

GomeEz, P, GonzALez, M. J. Y RoMmERO, 1. (2013). Caminos de aprendizaje y for-
macion de profesores de matemdticas. En L. Rico, M. C. Cafadas, J. Gu-
tiérrez, M. Molina y . Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Mate-

mdtica. Homenaje a Encarnacion Castro (pp. 177-183). Granada: Comares.

MinisTERIO DE Epucacion NacioNnaL (MEN). (2006). Estdndares bdsicos de com-
petencias en lenguaje, matemdticas, ciencias 'y ciudadanas. Bogota: Autor. Dis-

ponible en http:/tinyurl.com/bljb3wd
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1 2 Material
fotocopiable

TD. Tarea diagnostica
Nombre: Fecha:

Observa la figura y con base en esta contesta las preguntas 1 a 5.

1.:Qué tipos de tridngulos puedes distinguir en la figura? Escoge uno, célcalo,
recortalo, y pégalo al lado de la figura, luego di qué tipo de triangulo es.

Mide los dngulos internos de al menos tres tridngulos de la figura. ¢Cudnto
suman los dngulos internos en cada tridngulo? , y

2.Con base en la solucion que le diste a la pregunta anterior, indica si es posible
que los dngulos de un tridngulo midan: (a) 35°, 83°y 54°; (b) 30°, 80°y 75°y
(c) 32°,77°y 71°. Justifica cada una de las respuestas.

3.Selecciona tres tridngulos, mide sus lados y simboliza sus medidas con las
letras ¢, d y e. Segun tus resultados, di si es verdadera o falsa cada una de las
siguientes afirmaciones.
a.ct+d=e, b.c+d<e c.c +d>e.

Justifica cada una de las respuestas.
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4.A continuacion se presentan cuatro afirmaciones. Escoge la opcion que iden-
tifica aquellas afirmaciones que son verdaderas. Justifica tu respuesta.
[. Existen tridngulos que son equildteros y obstusangulos.

I1. Existen tridngulos que son isésceles y obtusdngulos.

II1. Existen tridngulos que son escalenos y rectangulos.

IV. Existen tridngulos que son equilateros y rectdngulos.
a 1Ly IV e 1y 111
bo 11, 1y IV 411 My IV

5.Observa la siguiente figura.

e [dentifica las lineas que se encuentran en el circulo y resalta con un color
distinto cada una.

e Escribe el nombre con el que se conoce a cada una de estas lineas frente al
color que utilizaste para distinguirlas.

e Si no identificas ninguna, describe tu dificultad para reconocerlas.

6. Traza, a partir del segmento AB, dngulos de 60°, 420°, —60° y —420° y des-
cribe la relacién que encuentras entre estos angulos. Utiliza como vértice de
cada uno de los dngulos el punto A.
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7.0bserva la figura y determina el perimetro del rectdngulo. Describe cada uno
de los pasos que realizaste para lograrlo.

(2

8.Si los triangulos representados en la figura son semejantes, las longitudes de
los lados a y b son

a.9cmyll,5cm a 3em

b.9emy 11,25 cm

c.7cmy8,5cm b

d.7cmy6,5cm 6cm 5 e
7,5cm

9. Teniendo en cuenta la siguiente imagen,
halla una expresién para determinar el
volumen del sélido mostrado.

10. Para proteger su pintura, se quiere po-
ner una teja en el frente de una casa.
Para ello se consiguié una estructura

Esta cara va
como la que se muestra en la figura.  contra la pared. \\

La medida del lado mds pequeno de la teja, aproximadamente es
a. 8,6 m b. 86 m
c. 0,86 m d. 7400 cm
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T1. La escalera
Grupo:

Integrantes:

Con los prismas que se les ha dado, formen escaleras con el nimero de esca-
lones que se indica en cada fila de la tabla y realicen las medidas del dngulo de
inclinacion, profundidad, altura y largo con la mayor precision posible. Con base
en la informacién que han obtenido, diligencien la siguiente tabla. Para el caso
de siete escalones, tendrdn que inferir los datos de todas las celdas, ya que el
material dado no les serd suficiente.

No. del escalén 2 3 7
Angulo de inclinacién

Altura del escalén desde el suelo (a)

Profundidad desde el pie de la escalera hasta el escalon (d)
Largo de la escalera (1)

Relacién entre a 'y d

Relacion entre a y [

Grifico

¢Qué relacion hay entre el angulo de inclinacion y las relaciones entre a y d, y
entre a y [?




T2. Caracteristicas
Guia 1: Caracteristicas

Identifica los criterios que determinan cada una de las razones trigonométricas.

Escribelos al respaldo de esta guia.

MATERIAL FOTOCOPIABLE

Estas si son razones trigonométricas

B
b
sen (B) =+
cos (B) =%

Estas no son razones trigonométricas

Estas si son razones trigonométricas

o C
a
B
b
sen (o) = %
cos (a) = %
tan (o) = g

Estas no son razones trigonométricas

a c
a
B
b

sen (90°) = %
cos (90°) = %
tan (90°) = %

Estas no son razones trigonométricas
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Guia 2: Caracteristicas

Con base en los criterios identificados en la guia 1, completa las igualdades.

Estas si son razones trigonométricas Completar
o C
a
csc (B) =4 - sen (B) = —
sec (B) = % cos (B) = —
b
ctg (B) =4 tan (B) = —
Completar Completar
sen (0) = —
cos () = —
tan (0) = —
Completar Completar
2+ 2+
sen (B) = — cse (B) = —
cos (B) = — sec (B) = —
tan (B) = — ctg (B) = —
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Guia 3: tridngulos para recortar
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Guia 4: Caracteristicas
Completa la siguiente tabla a partir de las mediciones que hagas en las figuras
entregadas. Las medidas deben ser lo mds precisas posible.

Angulo sen cos tan ctg sec Dibuja el tridngulo que utilizaste (localiza en ese tridngulo
los datos que necesites para calcular las razones)

40°
50°
30°
34°
75°

T3. Rueda de Chicago

Lee la siguiente situacion y genera tus primeras hipétesis sobre las respuestas
que puedes dar a cada una de las preguntas. A continuacién de la situacion, se
describen una serie de fases. Desarrolla cada una y finalmente retoma la situa-
cion para abordar nuevamente las preguntas.

La siguiente figura muestra un dibujo de la atraccién mecdnica Rueda de
Chicago en un parque de diversiones. Supén que una persona se encuentra en
la canastilla 1 de la atraccion.

Figura 4. Rueda de Chicago
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1. Transcurrido un tiempo, la persona se encuentra en la posiciéon de la canasti-
Ila 3. Si el brazo que sostiene cada canastilla es de 20 m, ¢cudntos metros ha
recorrido la persona en dicha canastilla?

2.Y si la persona se encuentra en la posicion de la canastilla 6, :cuantos metros
habra recorrido?

3. Si la rueda girara en el sentido de las manecillas del reloj, ¢cuél debe ser el dn-
gulo que forma el brazo de la canastilla 1 con el brazo de la nueva posicién, para
que la distancia recorrida sea la misma a las mencionadas en las preguntas 1y 2?

4. Si la persona estd en la canastilla 1, ;:qué angulo debe recorrer su canastilla
para que quede en la posicion de la canastilla 3? [www.e-sm.net/1gemad01]

5. ¢Cudl es la distancia de la canastilla 3 al brazo de la canastilla 1? Con la dis-
tancia, nos referimos a la medida del segmento que va desde el centro de la
canastilla y es perpendicular al brazo de la otra canastilla

6. ¢Cuadl es la distancia de la canastilla 3 al brazo de la canastilla 4?

Fase 1

Abre cada una de las construcciones y responde las preguntas que se describen
a continuacion. [www.e-sm.net/l1gemad01]

Construccién 1: Radidan

1. Mueve el punto verde. :Qué cambia en la circunferencia?: Qué representa S?

2. Ubica el angulo 72°. :Qué semirrectas forman este dngulo? ¢Cuél es el vérti-
ce? :Cudnto miden el radio de la circunferencia y el arco azul?

3. Mueve el punto verde hasta conseguir que el radio y el arco tengan la misma longitud.

4. :Qué medida tiene en ese momento el dngulo correspondiente? A esa medida
se le llama 1 radidn.

5. Mueve el punto B y observa. :Qué medidas cambian de la circunferencia?
¢Cudles permanecen constantes?

6. :Qué dngulo es mayor, uno de 1 radidn u otro de 60°?

7. Describe con tus palabras qué es un radian.

Construccion 2: Pi

1. Mueve el punto verde hasta visualizar un dngulo de 2 radianes. ;:Cuéntos gra-

dos mide? Y el de 3 radianes? ¢Y el de 5 radianes? :Y medio radidn?

2. Visualiza un dngulo de 180°. Aproximadamente, ¢cudntos radianes son? ¢ Pue-
des hallar el valor exacto? ¢Por qué?
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Construccion 3: Arco
1. ¢Cudntos puntos encuentras sobre la circunferencia?

2. ¢:Cudnto mide cada dngulo central formado con el punto C?

3. Mueve el punto verde y compara el valor que observas del angulo con el que
escribiste en el punto anterior.

4. Completa la tabla.

Gro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

Angulo en

radianes

5.Dibuja la circunferencia que observas en la construccion. Ubica en ella 2, r,
a 3
2Y 2

6. ¢Cudntos radianes seran 180°y 90°? ¢Por qué?

7. Completa la siguiente tabla.

Al’lguloen 0° 30° 60° 90° 120° 150> 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
grados

Angulos en
radianes

8. Con la informacién anterior, :c6mo hallarfas la medida de un dngulo de 45° en
radianes? :Como hallarias la de 55°, 75°, 125,5°, 275°, 5y 333,45°?

Construccion 4: Longitud de la circunferencia

1.Ubica el punto B en 2; es decir, deja la circunferencia con radio 2 (r = 2).
Desplaza el punto verde y observa qué cambia en la circunferencia. Luego,
completa la siguiente tabla. Utiliza una calculadora para completar ra.

o
Grados Radianes

0°
10°
30°
50°
70°
90°

S ro.
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2. Conserva la circunferencia de radio 4; es decir, ubica el punto B en 4. Com-
pleta una tabla como la utilizada en la pregunta anterior.

3. Conserva la circunferencia de radio 5, es decir, ubica el punto B en 5. Com-
pleta otra tabla igual a la utilizada en la pregunta anterior. Utiliza una calcu-
ladora para completar la columna ra.. :Qué concluyes a partir de las tablas de
estos dos ultimos items?

Fase 2

Abre cada una de las construcciones, sigue las instrucciones y responde las pre-
guntas que se hacen.

Construccion 5: Seno y coseno para dngulos menores a 90°

Al mover el punto rojo cambia el punto C sobre la circunferencia y el angulo
central que este punto determina. En la parte superior, encuentras informacion
de la coordenada del punto C sobre la circunferencia y la distancia de los catetos
del tridngulo rectangulo ACD. Explora la construcciéon moviendo el punto rojo.

1.Ubica en el tridngulo el dngulo central 30°. Con la informacién que se te
muestra ¢cémo calcularfas el valor de sen(30°) y cos(30°)? ¢Cuadl es la distan-
cia entre el punto C y el eje x? ¢Y la distancia entre el punto C y el eje y?

2.Ubica en el tridngulo el dngulo central 45°. :Cudl es el valor de sen(45°) y
cos(45°)? ¢Cudl es la distancia entre el punto C y el eje x? ¢Y la distancia entre
el punto C y el eje y?

3.Ubica en el trigngulo el dngulo central 60°. :Cual es el valor de sen(60°) y
cos(60°)? ¢Cudl es la distancia entre el punto C y el eje x? ¢Y la distancia entre
el punto C y el eje y?

4.Ubica en el tridngulo el dngulo central 70°. :Cuadl es el valor de sen(70°) y
cos(70°)? :Cudl es la distancia entre el punto C'y el eje x? ¢Y la distancia entre

el punto C y el eje y?

5.Completa la tabla con los resultados obtenidos en los puntos anteriores.

Coordenada Angulo: o sen(a) cos(a) Distancia de  Distancia de
Punto C C al eje x C alejey

6. ¢Hay alguna relacion entre el valor del seno y coseno del angulo determinado
por el punto sobre la circunferencia y la distancia de este punto al eje x y la
distancia al eje y?
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Construccion 6: Seno y coseno
1.Considera los dangulos del cuadrante II, I1I y IV y completa la tabla.

Cuadrante al Distancia ~ Distancia
Coordenada que pertenece de C al de C al
del punto C  Angulo: el dngulo o sen(at) cos(at) eje x ejey

95°
115°
120°
135°
170,5°

2.:Qué valores toma seno cuando los dngulos pertenecen al cuadrante I? (Y a los

cuadrantes I, [T1y IV?

3.¢:Qué valores toma coseno cuando los dngulos pertenecen al cuadrante I? ;Y a
los cuadrantes 11, [11y IV?

4. :Entre qué ntimeros se encuentran los valores de seno y coseno de cualquier
angulo de 0° a 360°?

5.Toma 3 dngulos del cuadrante Il y completa la siguiente tabla.

Angulo: o sen(o) sen(180° — )

6.:Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?

7.Toma 3 dngulos del cuadrante 111 y completa la tabla.

Angulo: o sen(a) —sen(o — 180°)

8. ¢Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?

9. Considera 3 dangulos de cada cuadrante y completa la tabla.

Angu]o: a cos(a) cos(—a) sen(ot) sen(—a)

10. :Qué puedes concluir de los resultados de la tabla?
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Fase 3
Resuelve individualmente las preguntas de la situacion planteada al inicio de
la tarea.

T4. Canicas

Grupo: Fecha:
Lee el enunciado del problema y abérdalo siguiendo las tres fases que se pro-
ponen. Para la primera fase, necesitards dos canicas, dos octavos de cartulina
negra, una bolsa pequena de tiza de trazo en polvo, plastilina, regla y transporta-
dor. Primero debes marcar con lapiz blanco en la cartulina negra un segmento de
10 c¢m; luego, adherir una canica en uno de los extremos del segmento, con una
pequefia porcion de plastilina; y, finalmente y desde el otro extremo del segmento,
ldnza la otra canica habiéndola empolvado previamente con tiza de trazo. Para la
segunda fase, contards con una construccién en GeoGebra [www.e-sm.net/1gemad02]
en la que podras mover cualquiera de los segmentos ubicados a la derecha de la
figura. Al moverlos, podris verificar que varia el aspecto de la figura. Analiza estos
cambios y contesta las preguntas que se han planteado para esta fase. En la ter-
cera fase, debes proponer una solucion al problema.

Problema. Dos canicas tienen radio r y estdn separadas una distancia d. Halla el
méximo dngulo de desviacion con el que puede lanzarse la primera canica para
dar a la segunda.

Fase 1
1.Completa la tabla con base en la experimentacion con las canicas:
Ntimero del 1 2 3 4 5 6
lanzamiento
Distancia entre 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm
las canicas
Angulo de

lanzamiento

2. Realiza gréficos en los que se evidencien tres de los lanzamientos que se des-
criben en la tabla anterior.

3. Halla el maximo dngulo con el que puede golpearse la canica y explica cémo
lo estableces.

Fase 2. Trabajo en parejas
1. A partir de la construccién de GeoGebra completa cada una de las siguien-
tes tablas.
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Caso A
Radio Distancia ~ Angulo con el que es posible golpear la canica
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5 cm
I cm 5cm
I cm 5cm
Caso B
Radio Distancia  Angulo con el que es posible golpear la canica
l em 10 cm
I cm 10 cm
I cm 10 cm
I cm 10 cm
l em 10 cm
I cm 10 cm
Caso C
Radio  Distancia  Angulo con el que es posible golpear la canica
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm
2,5 cm 5cm

2.Realiza graficos en los que se evidencien tres de los lanzamientos que se des-
criben en cada una de las tablas anteriores.

3. Para cada uno de los casos (A, By C), halla el maximo dngulo con el que puede
golpearse la canica y explica c6mo lo determinas.

4.Para cada uno de los casos (A, By C), realiza el grafico en el que se evidencie
el maximo dngulo con que debe lanzarse la canica para golpear a la otra.

Fase 3. Trabajo individual
1.:Cémo puedes representar el maximo angulo de desviacién con que debe lan-
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zarse una canica para golpear a la otra? El radio de la canica es ry la distancia
entre las canicas es d.

T5. La sombra

Grupo: Fecha:
Se quiere conocer la altura del drbol mds alto del patio del colegio (puede esco-
gerse cualquier otro elemento que esté en el exterior).

Fase 1
1. Elige un arbol del colegio para determinar su altura.

2. Registra los datos pedidos en la tabla (unos grupos recogen los datos de la ma-
fana y los otros, los datos de la tarde).

3. Utiliza una cinta métrica para medir la sombra proyectada por el arbol.
4. Utiliza el goniémetro casero para medir el dngulo de elevacion del Sol en las
distintas horas del dia (las mediciones obtenidas no deben variar mucho, se

sugiere como maximo 3° de variacién).

5.Presenta y discute con tus companeros los resultados obtenidos en la tabla de
cada grupo.

Medida
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Hora 12 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Longitud de la sombra

Angulo de elevacién del Sol

Altura del arbol

Fase 2

Cada grupo debe hacer una grafica en el software GeoGebra [www.c-sm.net/1gemad03]
que represente el problema. Para ello, hard uso de un tridngulo rectangulo con
el cual puedan mantener la altura del drbol fija, mientras que la del dngulo y la
sombra varie. Teniendo en cuenta estas especificaciones y los datos tomados en
la tabla, se proponen las siguientes actividades.

1. Cambia el dngulo de elevacion en la representacion hecha en GeoGebra y
establece la relacion entre la longitud de la sombra y el arbol.

2. En cada uno de los casos anteriores (variacion del dngulo), verifica a partir de
la razén trigonométrica la altura del 4rbol.
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T6. La cometa

Dos estudiantes que juegan fttbol en la posiciéon de arqueros observan una co-
meta que se desplaza justo encima de ellos mientras se encuentran ubicados
en la linea de gol de las porterias de la cancha del colegio. La distancia de una
porteria a la otra es de 30 metros. Al determinar los dngulos de elevacién en un
momento preciso respecto a la cometa, se encontré que estos median 87° desde
la visual de un arquero y 84° desde la visual del otro arquero.

1.:A qué altitud sobre el nivel del suelo estd la cometa en el momento en que

son medidos los dngulos de elevacion?
2.:A qué distancia se encuentra la cometa respecto a cada uno de los estudiantes?

T7. Las moscas

Dos moscas estdn a una distancia médxima en una caja que tiene 80 centimetros
de largo, 60 centimetros de ancho y 20 centimetros de alto.

e .Cudl es el dngulo que se forma cuando una mosca observa a la otra?

EF. Evaluacion final
Nombre:

Fecha: Curso:

1. Un taxi que parte del centro hacia la iglesia San Mateo viaja a velocidad cons-
tante. No puede continuar por la avenida central y se debe desviar por una de
las vias alternas teniendo en cuenta que las zonas verdes tienen la misma drea.
La siguiente figura representa la situacion, en la que o < f3.

Zona verde S

San Mateo
parque [
- /AN
Centro Avenida central 30 M — “
L]
Zona
verde L

parque

Avenida M
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1.1 Selecciona la ruta en la que el taxista gasta menos gasolina.
a. Desviar por la avenida L, porque el dngulo f§ es mayor que el angulo o.
b. Elegir cualquiera de los desvios, porque las zonas verdes son de igual
area.
c. Desviar por la avenida S, porque recorrerd una distancia menor.
d. Desviar por la avenida L, porque la zona verde L es de menor drea que
la zona verde S.

1.2.:Cudl es la diferencia entre la longitud de las rutas Sy L.?
a. No hay diferencia la distancia es la misma.
b. La diferencia entre las dos rutas es de aproximadamente 22 m.
c. La diferencia entre las dos rutas es de aproximadamente 5 m.
d. Aproximadamente la diferencia serd de 64 m.

1.3. Para calcular el dangulo con el cual se desvia para ir por el camino S, se

requiere
1 30 1 30
122 = 1 =
a.sen”! g5 = a b. sen % B
190 190
22 = 1 =
c.sen”! o5 = d. sen 20 §

2. Dibuja tridngulos rectdngulos que cumplan las siguientes condiciones.

a. sen a :§
1

C.tanw=9

e. ¢A qué angulos corresponden alfa y beta ?

3.El sonar de un barco de salvamento localiza los restos de un naufragio en un dn-
gulo de depresion de 12°. Un buzo es bajado 40 metros hasta el fondo del mar.
3.1 ¢Cudnto necesita avanzar el buzo por el fondo para encontrar los restos
del naufragio?
3.2 ¢La distancia que hallaste tiene coherencia con la situacion? Justifica tu
respuesta.

4.Halla la razén seno y coseno para el dngulo 145° a partir de un triangulo.
Enumera por lo menos 5 dngulos cuyo seno sea 0.5. Explica por qué escogiste
estos ejemplos.

5.Para saber a qué altura vuela un avion medimos los dngulos de elevacion del
avion desde el primer piso (55°) y desde la terraza (40°) de un edificio. Como
el edificio tiene 15 pisos, su altura aproximada es de 48 m. ¢:A qué altura
aproximadamente vuela el avion?



72 | RAZONES TRIGONOMETRICAS

6.Un grupo de investigadores realizan una serie de estudios relacionados con la
actividad de los drbitros en el desarrollo de un partido de futbol. Algunas me-
didas del campo de fitbol se observan en la siguiente figura.

D F C

a. Para tener un buen cubrimiento del terreno, se le recomienda al 4rbitro
central que efectie sus desplazamientos siguiendo una linea gufa imagina-
ria entre el punto Ay el punto C. :Cuadl es el valor que se aproxima mds a la
longitud de la linea guia para el desplazamiento del juez central?
a.52m b. 90 m
c. 104 m d. 142 m

b. Durante la ejecucion de un tiro de esquina lanzado desde el punto C, el
juez de linea 1 debe ubicarse en el punto By el juez de linea 2 debe ubicarse
en el punto F. ¢Es posible determinar la distancia entre los jueces de linea
en ese momento?

a. No, porque no se conoce la distancia entre E y B.

b. No, porque no se conoce el ancho del campo de juego.
c. Si, es igual a 15+/21 m.

d. Si, es igual a 30~/3 m.

c¢. Alinicio del partido, el juez de linea 1 debe ubicarse en el punto E. :Cudl es
la distancia entre el juez de linea 1 y el centro de campo en ese momento?
a. v45 m b. 15/3 m
c.22.5m d.45m

7.Siempre hay cosas de las que nos gustarian saber su medida, pero o estdn
demasiado altas o estdn muy lejos, ¢qué objeto querrias medir que esté en un
lugar al que acudes con frecuencia (el colegio, la casa, el barrio, etc.)? Descri-
be cudl y c6mo harfas para lograrlo.
Nota. El estudiante deberd realizar esta parte de la tarea en casa y posterior-
mente entregar evidencias de su trabajo. Las evidencias podran ser fotos, vi-
deos, descripcion de las herramientas de medida, entre otras. Es importante
aclarar que este item no hace parte del examen escrito y serd presentado a los
estudiantes una vez finalice la sesi6n de examen.



