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ABSTRAK

Dalam bidang alj"abar tensor klasik, masih terdapat banyak konsep yang belum diformulasi
kan dengan menggunakan konsep-konsep di daJam alj"abar multilinear dan analisis atas manifold.
Oleh itu, kami cuba menformulasikan semula hal yang dzpersoalkan dalam analisis tensor klasik
dan beberapa persoalan lain yang kami cam dan leraikan. Persoalan-persoalan tersebut: makna
kesetaraan tensor peringkat satu dengan vektor, struktur tarikan balik dan tolakan ke depan, struktur

alj"abar pengecutan tensor, istilah hasil darab terkedalam, ds 2 sebagai pembeza dan struktur alj"abar
tensor relatifserta ketumpatan tensor.

ABSTRACT

In the field of classical tensor algebra, there still exists a few concepts that have not been for
mulated by using concepts of multilinear algebra and analysis on manifolds. Hence, we have tried to
reformulate some matters that arise in classical tensor analysis and a few others that we had identified
and resolved. These being: the meaning of the equivalence offirst order tensor with vector; the pull
back and push forward structure, the structure of contraction of tensors, the inner product term, ds 2

as a differential and the algebraic structure of relative tensors and tensor densities.

1. PENDAHULUAN

Usaha ke arah memahami dan menyatukan
analisis tensor klasik ke dalam domain analisis
sejagat dan aljabar multilinear. telah dilakukan
sejak tahun lima puluhan lagi. Walaupun begitu,
sebagaimana yang telah diperkatakan oleh
Shaharir (1984), masih banyak konsep yang ter
dapat di dalam aljabar tensor klasik yang belum
diformulasikan dengan memuaskan dengan
menggunakan jargon-jargon dan konsep-konsep
di dalam aljabar multilinear dan analisis atas
manifold. Di dalam kertas ini kami cuba men
jawab sebahagian besar daripada hal yang di
persoalkan itu dan juga persoalan-persoalan lain
yang telah kami cam dan leraikannya. Per
soalan-persoalan yang kami leraikan ialah
makna kesetaraan tensor peringkat satu dengan
vektor, struktur tarikan balik dan tolakan ke
depan dalam konteks topologi aljabar, struktur
aljabar pengecutan tensor, kesesuaian istilah
"hasil darab terkedalam" di dalam analisis

tensor klasik dengan hasil darab terkedalam di
dalam analisis fungsian,. ds 2 sebagai pembeza
dan struktur ~ljabar tensor relatif serta ke
tumpatan tensor.

2. KESETARAAN TENSOR
PERINGKAT SATU DENGAN VEKTOR

Di sini kami akan menjelaskan hubungan
sebenar antara tensor peringkat satu dengan
vektor. Memanglah sudah terkenal yang ruang

vektor Y berisomorfisma dengan ruang dualnya
y* (lihat umpamanya Dodson dan Poston
(1979». Mengikut takrifnya, unsur y* berupa
tensor kovarian peringkat satu. Oleh itu tensor
kovarian peringkat satu berisomorfisma dengan
vektor.

Sementara itu memanglah juga terkenal
yang Y berisomorfisma dengan (Y*)* atau ring
kasnya y** menerusi pemetaan v 1-+ v**



SHAHARIR BIN MOHAMAD ZAIN DAN MURIATI BTE MUKHTAR

Jadi f** :o.i = i = i 0 f: iaitu gambaraJ'ah itu
y w w

kalis tukar tertib.

g = (f*)-1

---------.-.;;>~ w*

i
y

'------->~ y*Y

w

f

Sekarang pertimbangkan gambarajah beri
kut pula.

Rajah 2.2

Kami akan membuktikan bahawa tidak wujud
isomorfisma i v : V -+ V* yang membuat
gambarajah pada rajah 2.2 di atas kalis tukar
tertib untuk sebarang f yang linear. Kami per
timbangkan kasus

V=:){= W, iaitu gambarajah berikut:

iy

Y ') y**

r1 1fOO

w '> w**
i
w

Rajah 2.1

Andaikan i
v

: V 4' y** sebagai suatu
pemetaan yang ditakrifkan sebagai
i (V) (A'J = A(v)untukv E Y, AEV*.

v

Sekarang kami akan membuktikan bahawa
dua isomorfisma di atas berbeza di antara satu
dengan lain. Perbezaan ini akan menjadi jelas
apabila kita mempertimbangkan perkara
berikut.

Jelaslah bahawa i v adalah suatu isomor
fisma. Kami akan menunjukkan bahawa, bagi
sebarang pemetaan linear f : Y -+ W, gam
barajah berikut kalis tukar tertib.

(lihat umpamanya Spivak (1970». Ini menun
jukkan tensor kontravarian peringkat satu
(unsur V**) juga berisomorfisma dengan vektor.

laitu, kami akan tunjuk

i 0 f = f** 0 iw y

Di sini f* * ditakrifkan sebagai
(f* * (S» (AJ = S(f* ( A» untuk AEW*, S E \1* *
dan f* : W* -+ y* ditakrifkan sebagai
(f* ( A:» (u) = A (f(u», u EV, AEW*. Rajah 2.3

J{*

. Pertimbangkan
(f** oiy(v»( A) = f** (iy(v»( A), AEV*,

dan vEV
= i y(v) (f* ( A:», takrif f* *
= (f* (A » (v), takrif i y
= A (f(v», takrif f*

Sementara itu,
(iw,o·f(v»('A) = (iwf(v»(A ),AEW*danv EV

= A(f(v», takrif i w

Kami herulak tujuk ~o f 'I (f*) - I 0 )r
untuk suatu f dengan sebarang i )(

Seperti yang disyorkan oleh Spivak (1970)
iimbil f(x) = 2x, x E)( dan sebarang isomor
flsma i)(, maka jelaslah f linear dan
iX .o.f = 2iX sedangkan
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Dengan itu lOta membuat kesimpulan
tidak wujudnya sebarang isomorfisma yang
dapat membuat gambarajah pada rajah 2.3
kalis tukar tertib, untuk semua f. lni dengan
sendirinya menunjukkan bahawa tidak wujud
isomorfisma i : V ~ v* yang dapat mem
buat· gambar~jah.pada lrajah 2.2kalis tukar
tertib untuk sebarang V, W dan f linear.

Dengan penjelasan dua jenis isomorfisma di
atas, satunya yang menyebabkan gambarajah
2.1 kalis tukar tertib dan yang lainnya tak kalis
tukar tertib, amatlah wajar masing-masing
digelarisomorfisma bersahaja dan isomorfisma
tak bersahaja. Hal ini ada dibincangkan di
dalam Abraham & Marsden (1978) dan Spivak
(1970), dan di sini kami telah memperineikan
pandangan mereka itu.

Kita boleh membuat kesimpulan bahawa
sebarang isomorfisma Gika ia berlaku) di antara
V dan V* merupakan isomorfisma tidak ber
sahaja kerana kegagalannya membuat gamba
rajah pada rajah 2.2 kalis tukar tertib; semen
tara isomorfisma di antara V dengan V* *
berupa isomorfisma bersahaja.

Perbezaan di antara kedua-dua isomor
fisma ini juga jelas apabila kita mempertim
bangkan isomorfisma di antara V dengan V*;
iaitu:

B:e ~ e* ;
e i ~ eidenganei(e

j
) = D;'

lsomorfisma yang tertakrif seperti ini ber
gantung kepada pemilihan asas V; umpamanya
jika lOta pilih e = {~e 1 ••• , ~e n} maka kita
dapati isomorfisma yang lain pula iaitu:

B':e ~. e*
~e. ~ 2e i

sehinggakan 2e i<,~e j) = D.~.

lni berlainan dengan isomorfisma di antara
V dengan V**, kerana untuk itu lOta tidak perlu
membuat sebarang pemilihan asas.

Daripada hujah-hujah di atas jelaslah ter-.
dapat perbezaan di antara kedua-dua jenis iso
morfisma ini. Pencaman V dengan V* jarang

diamalkan kerana sebab di atas dan juga kerana
jika lOta mempertimbangkan ruang vektor ber
matra tidak terhi~gga isomorfisma di antara V
dengan V* ini mungkin tidak wujud sama sekali
(lihat Dodson & Poston (1979». Oleh itu di
dalam analisis, V dengan V** dibezakan; se
dangkan V dengan V* * tidak dibezakan lang
sung. Dengan ini pencaman klasik "tensor
peringkat satu ialah vektor" haruslah difahami
sebagai "tensor kontravarian peringkat satu itu
lah vektor" .

3. STRUKTUR TARIKAN BALIK DAN
TOLAKAN KE DEPAN DI DALAM

ANALISIS TENSOR

Di sini kami mengkaji kesesuaian atau
tidaknya istilah Tarikan Balik dan Tolakan ke
Depan di dalam analisis tensor daripada sudut
teori kategori dan topologialjabar. Operasi
operasi ini terdapat di dalam analisis tensor
moden seperti Spivak (1965, 1970) dan
Abraham & Marsden (1978).

Sifat kefungtoran Tolakan ke Depan
(fungtor kovarian) dan Tarikan Balik (fungtor
kontravarian) memang sudah diketahui umum
(lihat Spivak (1965, 1970) dan Abraham &
Marsden (1978» sungguhpun mereka telah
menyalahgunakan simbol fungtor sebenar yang
terbabit di sini, dengan menamakan <1>.* atau
<1> * t sebagai Tarikan Balik (sebenarnya * sahaja
yang betul) dan <1> * atau <1> '* t sebagai Tolakan
ke Depan (sebenarnya * sahaja yang betul).

lni menimbulkan percanggahan tatanama
"tensor kovarian" dan "tensor kontravarian"
klasik d~ri segi pandangan kefungtoran seperti
yang telah dibicarakan oleh Spivak (1970),
S)laharir (1984) dan Muriati (1984). Hal ini
tidaklah kami minati lagi. Kami lebih berminat
kepada struktur aljabar pengoperasi Tarikan
Balik * dan Tolakan ke Depan· * itu. Apakah

. tatanama ini bersesuaian dengan tatanama
Tarikan Balik dan Tolakan ke Luar di dalam
topologi aljabar? Untuk memudahkan perbin
cangan, kami perturunkan takrif-takrif yang
berkenaan dahulu.
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Takrzf 3.1 (Tolakan ke Depan dan Tarz'kan
Balz'k dalam analisis tensor) -------:>~ c 1

Jika <I> : M -+ N difeomorfisma dan

t E J :(M), T olakan ke Depan * (bintang

ditakrifkan sebagai

<I> * t = (T p): ° t ° <1>-1

dengan Rajah (,.1)

) c

(T ¢) r (t (m )) (p 1 , . . . . , ~ r ,\{J 1 ' . . . . , \{J s)
s
= t (m) (~1 ° T m <I> , . . . , ~roT m <1>,

T<I>-1 (\{Jl)" .• , T<I>-1 (\{Js)):

~i € T * N, \{J i € TN

i 1
----~) C1

Tarikan Balik * (bintang atas) ditakrifkan se
bagai

untuk t € J: (N)

(Takrif ini berupa perhalusan kepada (takrif
takrif dalam susastera yang te1ah dimjuk di
atas).

Takrif 3.2 (Tolakan ke Luar dan Tarz'kan
Balik dalam topologi ay"abar)

Andaikan K suatu kategori. Pertimbangkan
rajah 3.1 dan 3.2 di bawah. Gambarajah pada
rajah 3.1 digelar Tolakan ke Luar untuk iI' i 2'
jikka
a) gambarajah itu kalis tukar terbit, iaitu

u 1 oz"1 = u 2 oi 2;

b) u I' U2 memenuhi sifat semesta- <I> untuk
sifat (a); iaitu jika gambarajah pada rajah
3.2 kali tukar tertib, maka wujud suatu
morfisma unik v : C ~ C I sehinggakan

v°u I == VI' vo U2 = V2(i l' i 2' U1 ' U2' V1 dan
v 2 morfisma untuk K). Lihat rajah 3.3
yang merupakan ikhtisar kepada a) dan b)
di atas.

____~) C'

Rajah (3.2)

Rajah (3.3)

Sekarang kami perturunkan takrif Tarikan
Balik. Pertimbangkan rajah (3.4) dan (3'.5).
Gambarajah (3.4) digelar Tarikan Balik (untuk

iI' i 2) jikka
a) gambarajah itu kalis tukar tertib, iaitu

iloUI=i2oU2;

b) u I' u 2 memenuhi sifat seme~ta- <I> untuk
sifat (a); iaitu jika gambarajah pada rajah
(3.4) kalis tukar tertib maka wujud suatu
morfisma unik v: C' ~ C sehinggakan
u IOV = VI' u 2o.v = V2' Lihat rajah 3.6 yang
merupakan ikhtisar kepada a) dan b) ini.
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"" f*"-
", )lm

T *f(p)

T* fin
p

Rajah (3.7)

Rajah (3.8)

~----fin

fim f
< fin

id[ T,1 0 "2

)(m < Tf(p)
)1m

1Tt
1T2 ~"- f =Tf

" *"-
""""

T ){np

C

':-" V,
" C'

C'

Rajah (3.5)

<

i l m f
Co < C 1 fl<

i 2\ IU
I

idr
C2 < C ){m (

U2 g = fOUl

J:.ajah (3.4)

Rajah (3.6)

(Takrif-takrif di atas te1ah dipetik daripada
Brown (1968) dan Mitchell (1965». -4. STRUKTUR ALJABAR

PENGECUTAN TENSOR

Dari segi topologi aljabar, kami dapati isti
lah dalam takrif 3.1 tidak tepat kerana kedua
dua pemetaan itu sebenarnya Tarikan Balik
dalam takrif 3.2 (lihat rajah (3.7) dan (3.8».
Malah pertimbangkan kategori manifold ter
bezakan dengan difeomorfisma atasnya.
Memadai ambil manifold tempatanJ\Jrndaoj'f n.

(Lihat rajah (3.7) dan (3.8».

Mengikut satu pandangan moden, penge
cutan medan tensor berupa suatu operasi yang
membabitkan suatu pemeta.aI\ (Lihat Thirring
(1978»,

V:];(M) -+ J :=:(M)
yang J :(M) berupa suatu set semua medan
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tensor jenis (r, s) atas manifold M. Di dalam
suatu sistern koordinat piawai jika

i 1 ... i j 1
T =T r a· 0 .. .-:, ~ a i 0 dx

J. 11 r
1 , .. js

o d js0... x

maka

Q Q i 1 ... ir
V k (T) = V k (T a· 0 •.. EfJa i

jl j s 11 r

0,dx j 1 0 0dx js );

iaitu

Q il ... i j i .. i 1
V (T) = T Q~.1 Q r-

k a·
jl··· jk-l j jk· ·js-l 11

~dxj 1 ® ••• 0dx js- 1

yang

Q = 1, ... , r; k = 1, 2, ... , s.

Hubungan di antara takrif ini dengan takrif
klasik itu jelas, sebab komponen V ~(T) ialah

i1 ... i j i ... i 1
Q-l Q r-

T yang sarna dengan

jl .. ·jk-l j jk" ·js-l

komponen tensor T yang dikecutkan secara
klasik (Lihat Lawden (1962».

Satu pandangan lain tentang proses penge
cutan tensor telah disebut oleh Abraham &
Marsden (1978), yang perinciannya telah di
tinggalkan sebagai latihan dan kemudian seba
hagian daripadanya dibincangkan oleh Shanarir
(1984). Cara ini bergantung kepada isomorfisma
yang Wl;ljud di antara ruang tensor jenis (1, 1)
dengan ruang pemetaan linear

L (T (M); T (M».
q q

Walau bagaimanapun, sebelum kami me
lengkapkan huraian tentang hal ini, kami ingin
memaparkan teorem yang berupa prakeperluan
kepada perkara ini. (Buktinya terdapat dalam
Abraham & Marsden (1978».

Teorem 4.1

Ruang tensor jenis (1, 1), J I ,(M)beriso-
q.l

morfisma (bersahaja) dengan ruang semua
pemeiaan linear di antara T (M) dengan T (M),
• • ( q q
laltu L T q M); T q (M», menerusi pemetaan
j : J 1 (M) -+ L(T (M); T (M», j(S) = T

q q
q. 1

dengan S(v, A. ) = A. (T(v».

Sekarang kami akan memperlihatkan
betapa isomorfisma ini membenarkan kita
mengaitkan surih matriks perwakilan pemetaan
dengan pengecutan tensor.

jika diberi sebarang T € JI (M)

T : T (M) X T *(M) -+ q.fl
kita b'bleh mengambil surih matriks perwakilan
pemetaan linear S : T (M) -+ T (M); dan
nombor itu layak digel~r pengecutanqT dengan
cara berikut. Andaikan aI' •.. , an sebagai asas
T (M) dan T = T~ dx 1 ® a.maka kita dapat

q • 'k A 1 (j) J. 'ksmencan matn s = a., laItu matn per-
wakilan pemetaan S yang ditakrifkan sebagai

S( a) = a: ajdi dalam sebutan T~

Kita ada

T ( a ., dx j) = dxj(s( a.», teorem (4.1)
1 ,I

= dx j (af ak )

= afoJ
Ini bermakna r Q dxme a (a., dx j ) = ,a~m Q 1 1

iaitu

atau
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Oleh itu
Surih (A) = a ~ = T ~ = Pengecutan (T).

I I

Sekarang kami akan memperluaskan teknik
yang dibincangkan di atas kepada tensor
peringkat (r, s) yang disyorkan oleh Abraham &

Marsden (1978).

Takrifkan

1 r(M)-4J r-l (M)dan
q, s q,s

iW . J r (M) -41 r (M)
. q,s q,s-1

sebagai

A

iu (t) (UI'" . , Ua,··, Ur' WI'" . ,Ws)a

=t(U1 ' .. , Ua' ... , Ur' WI' ... , Ws)

dan

A

\vb (t) (U!"" Ur' WI'''' Wb,··, Ws)

=t (U1, .. , U ,W1""Wb " .,W) untuk t € J r'(M)
r S q, S

Sekarang tetapkan Ua=dxk , Wb =a
k

(idxk
o iak)(t) (U1"" ~k, .. , Ur' WI'" :ak,·. Ws)

i 1 ··i jl j
= t r a i ~ .. 18) a. 18) dx @ •• @dx S

j 1 .. js 1 I r

(Dl' •. , dx
k

, .• , Ur' WI' .. , ak .. , Ws)

Persamaan di atas

i 1 .. k .. i j. J'
= t r ~ '18) @a 18)a . flJd I'@ t:1\d b '.Vi ••. 1·,18)· • . 'x .••• \l7 x@

jl .. k ·· j s 1 a I r .

js ....... k A
•••@,dx (U1,·., dx , ••,Ur, WI" . ,ak , .. ,Ws)

Dengan itu

-Di sini U melambangkan dada U manakala
U.e T* (M) dan W. e T (M), i =1, .. , r ;j =1, .. , S.

I q J q

i k O ia (t)
dx k

til' . k .. ir ai 18) .' @a. 18) .• ma.
j 1 . . k " j S 1 Ia I r

Pemetaan ini dikenali dengan nama hasz'l
darab pedalaman (Abraham & Marsd.en (1978).
Sekarang pertimbangkan iaitu pengecutan t terhadap indeks ke-a & ke-b

yang

Daripada takrif i udan i wdi atas, jelaslah

P = iU 0 •• o~ 0 •• 0 i
U

0 •• oi
W1 a r 1

o

/'0 /'0

(iu aO iwb) (t) (Ul' .. , Ua' .. , Ur' Wl' '! ,Wb' .. , Ws)

= t(Ul' .. , Ua' .. , Ur' WIt' . , Wb' .. , Ws)

... 0 iW : J r (M) -+J 1 (M)
S q,s q,1

dengan

P(t) (U , W b) = t (U l' ... U , ... , U , W , ... ,
a a r 1

W b , ... , W J P(t) suatu tensor jenis (1,. 1) dan
dengan teorem isomorfisma tadi, maka wujud
suatu matriks perwakilan A = l(a~) yang surih-
nya pengecutan P(t). 1
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ii .. ia .. ir a.@dx.j1
=t "I @.. @Oi

a
¢.9··@Oi

rjl .. jb .. j s 1

@ •• @ dx
j
b @ •• @ dx

j
s

Pengecutan (P(t» = P(t) ~

iaitu . nilai tensor t yang dikecutkan ter
hadap indeks ke-a dan ke-b-nya diberi oleh surih
matrilG perwakilan P(t) menerusi isomorfisma
bersahaja antara J 1 (M), dengan

q, 1

L(T (M); T (M».
q q

Untuk dua tensor atas manifold Riemannan
peringkat satu jawapannya hampir positif,
kerana kita boleh mentakrifkan

h: TM ~ T * M ~ IK = {kompleks}

dengan

h(A,B*) =Ai B. = g.. AiBi
1 IJ

= g(A, B),

g sebagai metrik Riemannan yang terkenal itu.
Pada amnya "hasil darab terkedalam" antara
dua tensor bercampur boleh ditakrif sebagai
pemetaan:

5. HASIL DARAB TERKEDALAM
ANTARA DUA TENSOR

Dari segi klasiknya, "hasil darab terke
dalam" dua tensor ditakrifkan menerusi bebe
rapa contoh. Umpamanya hasildarabA i dengan

jk

B rditakrifkan sebagai Ai B ~(Lawden 1962».
s I

k

Jelaslah daripadapandangan modennya
pula, hasil darab ini menjadi gubahan antara
hasil darab tensor dengan pengecutan, iaitu

@ pengecutan
(A, B) ~ A ¢.9 B ~ C

Persoalannya adakah istilah "hasil darab terke
dalam" ini serupa atau berhubung rapat dengan
hasil darab terkedalam di- dalam analisis fung
sian (perluasan kepada hasil darab bintit)?

Jelaslah ini bukan hasil darab terkedalam di
dalam analisis fungsian.

6. PERLUASAN HASIL DARAB
TERKEDALAM (PSEUDO-TERKEDALAM)

DALAM RUANG RIEMANNAN

Sebagaimana yang tela.h diketahui umum
(lihat Westenholz (1978)) metrik Riemannang x

mentakrifkan suatu hasil darab terkedalam
(pseudo-terkedalam) atas T (M). Hasil darab
'ini boleh diperluaskan kepad; suatu hasil darab
terkedalam (pseudo-terkedalam) untuk ruang
tensor J x,: (M). Ini memang tersirat di dalam
analisis tensor klasik, tetapi pembuktiannya se
cara formal seperti yang akan kami lakukan ini
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s kali
A

be1um kami temui di dalam susastera. Kita perlu
mempertimbangkan pemetaan:

r kali
~_---"A,- _

J=j0 ... ~j~j-1 @... @j-1 :'rx(M)x ...x,rx(M)

r
X T~ (M) X ••• ,X T* (M)

X ~ X

~ T* (M)x ... xT* (M)xT (M)X ... xT (M)
lX X J LX X J

T . ~

r kali s kali

Jadi,

1'0 G0 ..• ®jS j-1 ®... @j-1 ) : T ~ (M)
'- T J \" .. J x,

r kali s kali

~ (T r (M))*X,s

Hasil darab terkedalam G atasJ r ditakrifkan se

bagai G(t, U) = «-r 0 G,@ ••• $xjs 0 j-1 ®

@j-1))(t),U>

dengan t, U € T r (M).x,s

dan pemetaan Kami akan membuktikan G yang ditakrif seperti
ini memang memenuhi aksiom-aksiom hasil

r kali s kali darab terkedalam.

'f = T-
x
-*-(M-)-x-.-~-. -xT-~-(M"""jXT X (M) x' . ~. xTX (M)'-4 1')

Sifat Simetri

(!X (M)x ... xTx (M!x!~ (M)x.... xlr~ (M)!
• •

rkill skill

yang ditakrifkan sebagai

*.. '<Vs' Vs >

. i . k ' k Q

< ( 11" r gJ1 1 .. g
Js sdx.1""= t' t, ,gi ~ 1 .. gi Q 'CI 0

J1 .. Js 1 r r

dengan < , > sebagai pemetaan bilinear (hasil
darab terkedalam ke atas T* M X TM).

Kewujudan pemetaan J memang sudah ter
kenaI (Kobayashi & Nomizu (1963», manakala
pemetaan l' berupa perluasan kepada teorem
yang sudah terkenal juga (lihat Kobayashi 
Nomizu (1963» yang dapat dibuktikan dengan
aruhan.

i1 ··i j1 k1 'k Q1= < t r 'J g Js s t'(dx @ 0
, , °i 1 -£1'" Q. Q •• g ..
J1 .. Js "'lr r
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sebab 'f linear,

Begitujuga dengan G (at1 +bt2 , m);

G (at! + bt2 , m)

= G(m, at 1 + bt2) , G simetri

= a G(m, t 1) +b G(m, t2) ,G linear

= a G(t1, m) + b (G (t2, m) , G simetri

iii) Sifat tentu positif

Rita perlu membuktikan

v 1 vS
@ • • au @ dx ® •• ® dx ), takrif <,>

I

~o,

Dengan cara yang sarna kita akan dapati G(U. t)
juga memberikan jawapan yang serupa.

Dengan itu G(t. U) = G(U. t)

dengan kesamaan berlaku hanya untuk t = 0

Pembuktiannya dengan aruhan dan dengan
rnenggunakan fakta terkenal bahawa setiap
n X n matriks simetri tentu positif A mem
punyai nilai egen A. ~ 0 dan A = pAp T,

A = pep ( AI' ... ,1 A)' pTp = I. Begitu
juga dengan songsangannya (lihat umpama
nya Perlis (1962». Untuk sebarang

1

t € J (M), kita ada
1

ii) Sifat bilinear
G(t, t) = tI ~k g t S = t! o.jk g t

kj IS k J 0

JI 1M)
Katakanlah untuk t € \

S

; (YXi X; )gjk <A X~ )
i =1

kerana g - 1juga tentu positif.
Bagi t € J~ (M) dan t € J~(M) setiap satu
nya berupa kasus remeh.

yi ~ 0-1g
n T
L yi

i =1

G (t, amI + bm2) = . < (1'0 G ® ••• ® j @j -1

EB ••• ® j-l ))(t), amI + bm2>

= < J(t), amI + bm2>,
jikakitatulisJ=toG @ ••• ~j@'j-l @... @j-l).

G(t, amI +bm2) = (J(t))(am1 + bm2), takrif < ,>
= a(J(t))(m1) + b(J(t))m2 ,

sebab J(t) linear

= a < J(t), m1 >+ b < J(t), m2>
= a G(t, m 1) + b G(t, m2).
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Sekarang kami akan tunjuk bahawa rumus
ds 2 ini dapat diformulasikan menerusi takrif
moden metrik Reimannan.

]
r+1

maka untuk t € s+ 1 (M) Di dalam sistem koordinat piawai (U, x),
metrik Reimannan g boleh ditulis di dalam
bentuk

(7.2)

gjS+1 Qs+1 /1' .. k r+1

Q1 ... Qs+1

T i r+ 1 js+1 Qs+1 kr+ 1
=X

js+ 1
A g. k g X

1r+ 1 r+ 1 Qs+1

A ~O

( i r+!) T kr+ 1 js+ 1 Qs + 1

YjS+ 1
AY g. k g

Qs+1 1r+ 1 r+ 1

Mengikut takrifnya, kita tahu

= g.. Vi V j
1J

= g.. ViUj
1J

= g.. Vj U i
J1

js+1 Qs+1

gir+ 1k r+ 1 g

n i i r + 1
L Z .

i=l js+ 1

~ 0,

sebab kes t € T ~(M) sudah terbukti.

Z

Dengan itu, g(u, v) = g(v, u) mengimplikasikan
g .. = g .. (sifat simetri metrik Riemannan

IJ J1
klasik)

Jika dx i klasik dianggap sebagai nombor
maka didapati,

g(dxi a. dxj a. ) = g dxk
® dxQ(dxi a. dxj a. )

l' J kQ 1 ' . J

= g.. dxi dxj
1J

Rumus inilah yang ditandakan sebagai ds 2 di
dalam analisis klasik yang telah disebut di atas,
persamaan (7.1).

7. TAFSIRAN ds 2 DALAM RUANG
RIEMANNAN

Di dalam geometri kebezaan klasik kuantiti
ds, panjang lengkung dalam ruang Riemannan,
diberikan oleh -

ds 2 = g._dx idx j (7 .1)
1J

dengan g j' sebagai tensor metrik Riemannan
(Iihat Lawden 1962).

Jelaslah sekarang bahawa persamaan (7.1)
yang digunakan dalam analisis tensor klasik se
bagai takrif metrik Riemannan boleh diformu
lasikan terus dengan takrif moden, persamaan
(7.2). Dengan ini formulasi Choquet-Bruhat drk
(1982) yang mentafsirkan ds 2klasik sebagai

itu vakuo.
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suatu tensor re1atif jenis

8. STRUKTUR TENSOR RELATIF DAN
KETUMPATAN TENSOR

jJ. • •
J1 ... Js

(atau pangkat) (r, s) berpemberat P sekiranya
kuantiti ini menjelma mengikut rumus

{ fax;l)p darab=" ptu ax

Dengan menggunakan sifat multilinear

1 £
F(v! , ... ,vk,W , .. ,W)

i 1 ik 1 £ j 1 jQ=bl . b k aj . aj F(a i ,., a i ' dx ,., dx ),
£ 1 k

jl j Q n
F(a i a., dx , ... ,.dx ) € A (M),

, •• , l k q
1

i p.
v = b a. WP = a. dx1
r r l' 1

axmI
... axms

ax jI axjs

lni memberikan

F(a. a.
11 , .. , l k

jl j£
, dx , ... ,dx )

dengan P berupa integer, apabila x ~ x. dengan

Sekarang pertimbangkan

Jika P = 0 tensor relatif ini hanyalah
tensor biasa sahaja. Jika P = 1, tensor re1atif ini
lebih dikenali dengan nama ketumpatan tensor.
Takrif-takrif ini terkenal di dalam analisis tensor
klasik, urnpamanya seperti di dalam Lawden
(1962).

~1 jQ

i l ik

pemalar

Pertimbangkan pemetaan multilinear F
yang (Jihat Spivak (1970».

F : T (M) x... xTq(M) x
\.. q J.. .

kkali

T * (M) x ... x Tq *(M) n
l q • ' ~ Aq (M)

lkali

dengan A n (M) me1ambangkan set tensor
q

kovarian peringkat n yang antisimetri sepenuh-
nya atas manifold M bermatra n.

= F ~1 .. ~£ dx
i1 (v1) .. dxik (vk) ajl (wI) .. a

j
(wQ)

11 .. l k Q

dx1 A .. A dxn (t1 ' .. , tn)
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Dengan ini kita dapat rnernbuat kesirnpulan

bahawa

F = F .j1 ....j Qdxi1 ~ ... @ cb/k 0 a. - a
11 . . . l

k
J1 ®... @. JQ

i n
@(dxA ... Adx)

Sekarang ditunjukkan cara F berubah
dengan perubahan koordinat (x 1--+ i).
Seperti biasa, F di dalarn sebutan asas yang baru

berupa

F=F j1··
j
Q dx i1 @.. 0dx ik @a: ®.. ®a.

i
1

.. ik j 1 JQ

P integer positif. Larnbangkan n n: P (T (M»
sebagai set pemetaan seperti 1] ini. q

Pertirnbangkan pernetaan rnultiliner.

F : Tq (M) x . . . x T (M) x T *(M) x ... x T *(M)
l \i q J ,q .., q J

k rangkap Q rangkap

~nn;P(T M)
q

Jelaslah

(
j1 jQ

F ai , ... , 3 i ,dx , .. , dx ) (u
1

, ... , u )
1 k n

Oleh sebab sebarang w € A n(M), kita ada
q

dengan F i 1 ... jQ

i 1 ..• i k

- P I- a ,a perna ar

i i m

=F jl ··· jQ ax 1 ax k ax 1
-Q -Q i

i 1 ... ik ax 1 ax k ax 1

mQ ( .)... ax ptu ax1

-. - darab
axJQ ax j

Q
dx 1 @

~ = w@ ., @ W / pep ((T (M))n x .. x (T (M))n)
, . ' q q

P rangkap

dengan

pep (AI x ... xAm) = {(a, a, ... ,a) : a E Ai}

rnaka kita boleh tulis

kerana hubungan

j1 .. jQ
F=F

i i
dx 1 @.. @dx k @a. @.. @a.

J1 JQ
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axi

dx1 A ... A dxn = ptu [-.] dx 1 A ... A dx n
,

axJ

yang terkenal itu (lihat Spivak (1970».

Pertirnbangkan pula pernetaan yang ber
bentuk seperti berikut:

1] : Tq (M) x ... x Tq (M) ~ K
l I

'f

n kali

@[ dx1 A... A dxn ] P

F j 1 jQ

Mudah ditunjukkan yang i l ik

komponen F ini memenuhi hukum penjelmaan

tensor relatif peringkat (Q.) k) berpemberat positif
P. Pertimbangkan pemetaan multilinear G.

G : Tq (M) x ... x Tq (M) x T *(M) x ... x T *(M)
\ , •qq.. ..

k kali Qkali

~ A q, n (M),
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dilambangi sebagai

dengan A (M) melambangkan set tensor
kontravarianq'p~ringkat n atas manifold M ber
matra n yang antisimetri sepenuhnya (lihat
Spivak (1970). Kita dapati, dengan

v=b
i a. , r P =a: dxi a k € T *(M)

I III' q ,

G (V1 , ... 'Vk,~ , ... ,-t) (a~ .. . ,an)

i 1 iQ i 1 ik
= G (a. ,dx "" dx ) dx ~ .. ~ dx

11 ' " , a.
lk

~ ail @ •••• ~aiQ (v1"'" vk'~ , ... ,l-)

a - - a 1ax1 A ... A axn (0( , .. , Cl(.n)

Hukum penjelmaan inilah yang di dalam susas
tera klasik itu dianggap sebagai takrif tensor
relatif jenis (l, k) dengan pemberat (-1). Satu
set fungsi yang berbentuk seperti berikut,

J.1 : ::q *(M) x ... x Tq ~(M) ~ N
..

n kali

dengan

J.1 (,,1 , . . .;f) = [A ( l' 1 , . . . ,'t"n) ] P

yang A€A (M)
q,n

n n;P (Tq *(M)); P suatu integer positif.

Sekarang, pertimbangkan pula pemetaan
multilinear

G; Tq (M) x ... x Tq (M) x Tq*(M) x ... x Tq*(M)
\ ' I ,

Oleh itu kita boleh tulis

k rangkap

~ nn;P (T
q

*(M)).

Didapati

lrangkap

- - aA ... A - ]axn

i 1 . 1 Q i 1 d j
=b 1 '. b

k
1k a. " a

J
. G( a. , .. , a. ,dx , .. , x

J1 Q 11 lk
dengan

Qa €v. =b. Q
1 1

. i Q
Tq(M) , l' J = a Q dx € T *(M),

,q

dan

i1 iQ 1 n
G( a

1
· , ••• , a. ,dx , ... ,dx ) (p ,"', p )
1 l k

apabila kita menggunakan penjelmaan terkenal
(lihat Spivak( (1970),

axi

a1 A .. A an = ptu [axJ] -1 -a 1 A '" A isn a pemalar
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sebab A. € Aq,n (M). Maksud [( a1 A... Aan)

(p1, ,pn) ] P di sini sarna dengan rnaksud

[ dx1 A A dxn (u 1' ... , un) ] P, curna T qM

digantikan dengan T *(M).
q

m1 mQ
ax- ... ax
axil axiQ

Hukurn penjelmaan inilah yang dianggap se
bagai takrif klasik tensor relatif jenis (l, k) pem
berat (- P).

Oleh yang dernikian,

i 1 i£ 1 n)G (a. , ... , a. ,dx , ... , dx ) (p , ... , P
11 lk
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i1 ... iQ
G

i 1 ... ik

Seperti untuk kasus P = - 1, jelaslah untuk
kasus ini, perubahan sistern koordinat x ~ x
akan rnernberikan

=G i 1 iQ dxi1

i 1 ik

- - P
@(a

1
A ... Aa n)

Dengan itu, kita boleh tulis
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