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-❡♠♣(,❛-✉,❡ ❞✉ ❝b-( %♦✉%✲❞♦♣( ❞✉ ❞✐❛❣,❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛%❡✳

❉❛♥% ❝❡--❡ -❤K%❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% (-✉❞✐( ❧❛ ♣❤❛%❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❞✉ ❝b-( %♦✉%✲❞♦♣(✱ S ❜❛%%❡ -❡♠♣(,❛-✉,❡✱
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 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-.✐/✉❡ ✐♥.❡♥1❡ ♣❡2♠❡..❛♥. ❞❡ ❞-.2✉✐2❡ ❧❛ 1✉♣2❛❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.-✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1

-.✉❞✐- ❝❡..❡ ♣❤❛1❡ ♣♦✉2 ❞✐✛-2❡♥.1 ❞♦♣❛❣❡1 ❛✐♥1✐ /✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐/✉❛♥. ✉♥❡ ♣2❡11✐♦♥ ❤②❞2♦1.❛.✐/✉❡ 1✉2

❧❡1 -❝❤❛♥.✐❧❧♦♥1✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 -.✉❞✐- ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡1 ❞✬-❝❤❛♥.✐❧❧♦♥1✱ ❧❡1 ❝♦♠♣♦1-1  ❜❛1❡ ❞✬②..2✐✉♠

✭❨❇❈❖✮ ❡. ❝❡✉①  ❜❛1❡ ❞❡ ♠❡2❝✉2❡ ✭❍❣✶✷✵✶✮✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❛✐♥1✐ .❡♥.- ❞✬❛♣♣♦2.❡2 ❞❡1 -❧-♠❡♥.1

♥♦✉✈❡❛✉① ♣❡2♠❡..❛♥. ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉2❡ ❝♦♠♣2-❤❡♥1✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ ♣❤❛1❡ ♣1❡✉❞♦❣❛♣✳

▲❡1 .2♦✐1 ♣2❡♠✐❡21 ❝❤❛♣✐.2❡1 ❞❡ ❝❡..❡ .❤H1❡ 1❡2♦♥. ❝♦♥1❛❝2-1  ❧✬✐♥.2♦❞✉❝.✐♦♥ ❞❡1 .❤-♦2✐❡1✱  

❧✬-.❛. ❞❡ ❧✬❛2. ❡. ❛✉① ♠-.❤♦❞❡1 ❡①♣-2✐♠❡♥.❛❧❡1 ✉.✐❧✐1-❡1 ❞❛♥1 ❝❡..❡ .❤H1❡✳ ❉❛♥1 ❧❡ ♣2❡♠✐❡2 ❝❤❛♣✐.2❡✱

❥✬❛❜♦2❞❡2❛✐ ❧❡1 ♥♦.✐♦♥1 ❞❡ 1✉2❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡2♠✐ ❡. ❞❡ ❧✐/✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡2♠✐ ❞❛♥1 ❧❡ ❜✉. ❞✬✐♥.2♦❞✉✐2❡ ❧❡

❢♦2♠❛❧✐1♠❡ ❞❡ ▲✐❢1❤✐.③✲❑♦1❡✈✐❝❤ ❞❡1 ♦1❝✐❧❧❛.✐♦♥1 /✉❛♥.✐/✉❡1✳

▲❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ✷ 1❡2❛ ❝♦♥1❛❝2-  ✉♥❡ ♣2-1❡♥.❛.✐♦♥ ❣-♥-2❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡1 ❝✉♣2❛.❡1 ♣❡2♠❡.✲

.❛♥. ❞❡ 2❡♣❧❛❝❡2 ❝❡..❡ .❤H1❡ ❞❛♥1 1♦♥ ❝♦♥.❡①.❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ♣❡2♠❡..2❛ -❣❛❧❡♠❡♥. ❞❡ ❞-.❛✐❧❧❡2 ❧❡

❞✐❛❣2❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❞❡ ❝❡1 ♠❛.-2✐❛✉①✳

▲❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ✸ ♣2-1❡♥.❡ ❧❡1 .❡❝❤♥✐/✉❡1 ❡①♣-2✐♠❡♥.❛❧❡1✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐.2❡ 1❡2♦♥. ♣2-1❡♥.-❡1

❧❡1 .❡❝❤♥✐/✉❡1 ♣❡2♠❡..❛♥. ❞❡ 2-❛❧✐1❡2 ❞❡1 ♠❡1✉2❡1 ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣✉❧1- ❡.  ❜❛11❡ .❡♠♣-2❛.✉2❡✳ ▲❡1

❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥.1 .❡❝❤♥✐/✉❡1 2-❛❧✐1-1 1✉2 ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣2❡11✐♦♥ 1❡2♦♥. -❣❛❧❡♠❡♥. ♠✐1 ❡♥ ❛✈❛♥.✳

▲❡1 ❝❤❛♣✐.2❡1 1✉✐✈❛♥.1 1♦♥. ❝♦♥1❛❝2-1 ❛✉① 2-1✉❧.❛.1 ❡①♣-2✐♠❡♥.❛✉① ♦❜.❡♥✉1 ❛✉ ❝♦✉21 ❞❡ ❝❡..❡

.❤H1❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ✹ ♣2-1❡♥.❡ ❧❡1 ♠❡1✉2❡1 /✉✐ ♦♥. ♠✐1 ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢2-/✉❡♥❝❡ ❞❛♥1

❧❡ 1♣❡❝.2❡ ♦1❝✐❧❧❛.♦✐2❡ ❞❡ ❨❇❈❖✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉1 ❝♦♥❞✉✐2❛  ❝♦♥1✐❞-2❡2 ❞✐✛-2❡♥.1 1❝-♥❛2✐♦1 ♣♦11✐❜❧❡1

♣❡2♠❡..❛♥. ❞✬❡①♣❧✐/✉❡2 ❧❛ ♣2-1❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ .❡❧❧❡ ❢2-/✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥1✐❞-2❛♥. /✉❡ ❝❡..❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢2-/✉❡♥❝❡

♣2♦✈✐❡♥. ❞✬✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ .2♦✉1✱ ♥♦✉1 ♠♦♥.2❡2♦♥1 /✉✬❡❧❧❡ ♣❡2♠❡. ❞✬❡①♣❧✐/✉❡2 ❝❡2.❛✐♥❡1 ♣2♦♣2✐-.-1

❞❡1 ♠❡1✉2❡1 ❞❡ .2❛♥1♣♦2. ❞❡ ❨❇❈❖✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡1 1✐♠✉❧❛.✐♦♥1 ♥✉♠-2✐/✉❡1 ♦♥. -.- 2-❛❧✐1-❡1 ❞❛♥1 ❧❡

❜✉. ❞✬♦❜.❡♥✐2 ✉♥❡ ❙❋ ❡♥ ❛❝❝♦2❞ ❛✈❡❝ ❧❡1 ❞♦♥♥-❡1 ❡①♣-2✐♠❡♥.❛❧❡1 ❡♥ 2❡❝♦♥1.2✉✐1❛♥. ❧❛ ❙❋ ✐♥✐.✐❛❧❡

♣❛2 ✉♥ ♦2❞2❡ ❞❡ ❝❤❛2❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳

▲❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ✺ ♣2-1❡♥.❡ ❧❡1 ♠❡1✉2❡1 ❞❡ ❨❇❈❖ 1♦✉1 ♣2❡11✐♦♥ ❡. ❝❤❛♠♣ ♣✉❧1-✳ ▲❡1 ❞✐✛-2❡♥.❡1

♠❡1✉2❡1 2-❛❧✐1-❡1 ❣2U❝❡  ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣2❡11✐♦♥ 1❡2♦♥. ❞-.❛✐❧❧-❡1 ❞❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐.2❡✳ ❉❡ ❧ ✱ ♥♦✉1

.❡♥.❡2♦♥1 ❞❡ ❞♦♥♥❡2 ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❛✉① ❡✛❡.1 ❞❡ ❧❛ ♣2❡11✐♦♥ 1✉2 ❨❇❈❖✳

▲❡ ❝❤❛♣✐.2❡ ✻ ♣2-1❡♥.❡ ❞❡1 ♠❡1✉2❡1 ❞❡ .2❛♥1♣♦2. ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣✉❧1- ❞❛♥1 ❧❡ ❝♦♠♣♦1- ❍❣✶✷✵✶✳ ❈❡

♠❛.-2✐❛✉ ♣2-1❡♥.❡ ✉♥ ❣2❛♥❞ ✐♥.-2W. ❛✉ ✈✉ ❞❡ 1❛ 1.2✉❝.✉2❡ ❝2✐1.❛❧❧♦❣2❛♣❤✐/✉❡ .2H1 1✐♠♣❧❡✱ ❞❡ 1❛

❤❛✉.❡ .❡♠♣-2❛.✉2❡ ❝2✐.✐/✉❡ ❡. ❞❡ 1♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞-1♦2❞2❡✳ ❏❡ ♣2-1❡♥.❡2❛✐ ❧❡1 ♠❡1✉2❡1 ❞❡ ♠❛❣♥-.♦2-1✐1✲

.❛♥❝❡ /✉✐ ♦♥. ♣❡2♠✐1 ❞❡ ♠❡..2❡ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉2 ❧❛ ♣2❡♠✐H2❡ ❢♦✐1 ❞❡1 ♦1❝✐❧❧❛.✐♦♥1 /✉❛♥.✐/✉❡1 ❞❛♥1

❝❡ ❝♦♠♣♦1-✳ ❈❡1 ♦1❝✐❧❧❛.✐♦♥1 1♦♥. 1✐♠✐❧❛✐2❡1  ❝❡❧❧❡ ♦❜1❡2✈-❡1 ❞❛♥1 ❨❇❈❖ ♣❡2♠❡..❛♥. ❞❡ ♠❡..2❡

❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❝❛2❛❝.H2❡ ✉♥✐✈❡21❡❧ ❞❡ ❧❛ 2❡❝♦♥1.2✉❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1✉2❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡2♠✐ ❞❛♥1 ❧❡1 ❝✉♣2❛.❡1✳
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✻ ❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- &❤.♦'✐0✉❡-

❞❡ ❞"#❡$♠✐♥❡$ ❧❛ #♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳

✲ ▲❡2 ♠❡2✉$❡2 ❞❡ ♣❤♦#♦ "♠✐22✐♦♥ $"2♦❧✉❡2 ❡♥ ❛♥❣❧❡ ✭❆❘8❊❙ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✮ ♣❡$♠❡##❡♥# ❧✬"#✉❞❡ ❞❡ ❧❛

❙❋ ❞❡2 ♠❛#"$✐❛✉①✳ ❈❡##❡ #❡❝❤♥✐?✉❡ ❡2# ✉♥❡ #❡❝❤♥✐?✉❡ ❞❡ 2✉$❢❛❝❡ ❜❛2"❡ 2✉$ ❧✬❡✛❡# ♣❤♦#♦"❧❡❝#$✐?✉❡✳

❊❧❧❡ ❝♦♥2✐2#❡ C ❡♥✈♦②❡$ ❞❡2 ♣❤♦#♦♥2 ❞❡ ❤❛✉#❡ "♥❡$❣✐❡ 2✉$ ✉♥ ♠❛#"$✐❛✉ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡$♠❡##$❡ ❧✬❡①#$❛❝✲

#✐♦♥ ❞✬✉♥ "❧❡❝#$♦♥ ❞✉ 2♦❧✐❞❡✳ ■❧ ❡2# ❛✐♥2✐ ♣♦22✐❜❧❡ ❞❡ $❡♠♦♥#❡$ C ❧✬"♥❡$❣✐❡ ✐♥✐#✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬"❧❡❝#$♦♥ ❡#

C 2♦♥ ✈❡❝#❡✉$ ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❛ ?✉❛♥#✐#" ♠❡2✉$"❡ ❡2# ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥#❡♥2✐#" ❞"♣❡♥❞❛♥#❡ ❞✉ ✈❡❝#❡✉$ ❞✬♦♥❞❡

✭❦✮ ❡# ❞❡ ❧✬"♥❡$❣✐❡ ω ❞❡ ❧✬"❧❡❝#$♦♥ ✿

I(k, ω) = I0(k, ν,P)f(ω)A(k, ω) ✭✶✳✷✮

♦K ❦ = ❦‖ ❧❛ ?✉❛♥#✐#" ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬"❧❡❝#$♦♥ ❞❛♥2 ❧❡ ♣❧❛♥✳ I0(k, ν,P) ❡2# ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐#"

❞✬❛♣♣❛$✐#✐♦♥ ❞❡ ❧✬"✈L♥❡♠❡♥# ♣❤♦#♦"❧❡❝#$✐?✉❡✳ ❊❧❧❡ ❞"♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬"♥❡$❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦#♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥#

ν ❡# ❞❡ 2❛ ♣♦❧❛$✐2❛#✐♦♥ 3✳ ❢✭ω✮ ❡2# ❧❛ ❞✐2#$✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❋❡$♠✐✲❉✐$❛❝ ✭f(ω) = (exp(ω/kBT ) + 1)−1
✮

❡# #$❛❞✉✐# ❧❡ ❢❛✐# ?✉❡ 2❡✉❧2 ❧❡2 "#❛#2 ♦❝❝✉♣"2 2♦♥# 2♦♥❞❛❜❧❡2✳ ❊♥✜♥ ❆✭❦✱ω✮ ❡2# ❧❡ ♣♦✐❞2 2♣❡❝#$❛❧

❡# ❞"❝$✐# ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐#" ❞✬❡♥❧❡✈❡$ ♦✉ ❞✬❛❥♦✉#❡$ ✉♥ "❧❡❝#$♦♥ ❞❡ ✈❡❝#❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❦ ❡# ❞✬"♥❡$❣✐❡ ω✳

❆✭❦✱ω✮ ❡2# ❞♦♥♥" ❞❡ ♠❛♥✐L$❡ ❣"♥"$❛❧❡ ♣❛$ ✿

A(k, ω) = − 1

π
ImG(k, ω) ✭✶✳✸✮

♦K ●✭❦✱ω✮ ❡2# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ●$❡❡♥✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞✬✉♥❡ ♣❛$#✐❝✉❧❡ ❧✐❜$❡ ❆✭❦✱ω✮ ❡2# ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❉✐$❛❝

A(k, ω) = δ(ω − Ek) ♦K Ek ❡2# ❧✬"♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡✳ ❈❡##❡ 2✐#✉❛#✐♦♥ ❡2# $❡♣$"2❡♥#"❡ 2✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡

✶✳✸ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳

❉❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ♦K ❧❡2 ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥2 "❧❡❝#$♦♥2✲"❧❡❝#$♦♥2 2♦♥# ♣$✐2❡2 ❡♥ ❝♦♠♣#❡✱ ❆✭❦✱ω✮ ❞❡✈✐❡♥# ✿

A(k, ω) = Zk

Γk/π

(ω − εk)2 + Γ2
k

+Ainc ✭✶✳✹✮

♦K Z
❦

= (1 − ∂Σ′/∂ω)−1
$❡♣$"2❡♥#❡ ❧❡ ♣♦✐❞2 ❞✉ ❝❛$❛❝#L$❡ 2❛♥2 ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥ ❞✉ 2②2#L♠❡ ✭❝✬❡2# ❧❡

❢❛❝#❡✉$ ❞❡ ❝♦❤"$❡♥❝❡✮✱ ε
❦

= Z
❦

(E
❦

+ Σ′) ❡# Γk/Z❦ = |Σ′′| ❛✈❡❝ Γk ❧❡ #❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉2✐♦♥✳ 8❧✉2

❧❡2 ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥2 2♦♥# ❢♦$#❡2 ♣❧✉2 Zk ❞✐♠✐♥✉❡✳ Σ(k, ω) ❡2# ❧❛ 2❡❧❢ "♥❡$❣✐❡✱ ♣❡$♠❡##❛♥# ❞✬✐♥#$♦❞✉✐$❡

❧✬❡✛❡# ❞❡2 ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥2 2✉$ ❧❡ 2②2#L♠❡ ✭Σ(k, ω) = Σ′(k, ω) + iΣ′′(k, ω)✮✳ ▲❛ ♣❛$#✐❡ $"❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

2❡❧❢ "♥❡$❣✐❡ ✐♥❞✉✐# ✉♥ ❞"❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬"♥❡$❣✐❡✱ ❡# 2❛ ♣❛$#✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐$❡ "❧❛$❣✐# ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❉✐$❛❝ ❞❡

❧❛ ♣❛$#✐❝✉❧❡ ❧✐❜$❡ ❡♥ ❧♦$❡♥#③✐❡♥♥❡ ❞♦♥# ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❡2# ♣$♦♣♦$#✐♦♥♥❡❧❧❡ C Γk✳ ▲❡ ♣♦✐❞2 2♣❡❝#$❛❧ ❡2#

❝♦♠♣♦2" ❞✬✉♥❡ ♣❛$#✐❡ ❝♦❤"$❡♥#❡ ♣♦♥❞"$"❡ ♣❛$ Z
❦

$❡♣$"2❡♥#"❡ ♣❛$ ✉♥ ♣✐❝ ❞♦♥# ❧❛ ❤❛✉#❡✉$ ❡# ❧❛

❧❛$❣❡✉$ ❛✉❣♠❡♥#❡♥# ❧♦$2?✉✬♦♥ 2❡ $❛♣♣$♦❝❤❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❡# ❞✬✉♥❡ ♣❛$#✐❡ ✐♥❝♦❤"$❡♥#❡ ✭❆inc✮

2❛♥2 ✈$❛✐❡ 2#$✉❝#✉$❡✳ ❈❡##❡ 2✐#✉❛#✐♦♥ ❡2# $❡♣$"2❡♥#"❡ 2✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✸ ❞❡ ❞$♦✐#❡✳

8♦✉$ ♣❧✉2 ❞❡ ❞"#❛✐❧ ❧❡ ❧❡❝#❡✉$ ♣❡✉# 2❡ $"❢"$❡$ C ❧❛ $❡✈✉❡ ❞❡ ❬✾❪✳

✶✳✶✳✹ ◆♦%✐♦♥ ❞❡ ❧✐+✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡.♠✐

❉❛♥2 ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞✬"❧❡❝#$♦♥2 ❧✐❜$❡2✱ #♦✉#❡2 ❧❡2 ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥2 ❝♦♥❝❡$♥❛♥# ❧❡2 "❧❡❝#$♦♥2

2♦♥# ♥"❣❧✐❣"❡2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ♠W♠❡ 2✐ ❝❡ ♥✬❡2# ♣❛2 ❧❡ ❝❛2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠"#❛✉① $"❡❧2✱ ✐❧ ❡2# ♣♦22✐❜❧❡ ❞❡



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧' ❞❡ ♣❤②'✐,✉❡ ❞✉ '♦❧✐❞❡ ✼

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ●❛✉❝❤❡ ✿ $♦✐❞( (♣❡❝,-❛❧✱ ♣♦✉- ❞✐✛3-❡♥,❡( ✈❛❧❡✉-( ❞❡ ❦✱ ♣♦✉- ✉♥ (②(,8♠❡ ❞✬3❧❡❝✲

,-♦♥ (❛♥( ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ (❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬3♥❡-❣✐❡ ❝-♦✐(❛♥, ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡-♠✐ ✭♣✐❝ ❞❡ ❉✐-❛❝✮✳

❉4♦✐5❡ ✿ $♦✐❞( (♣❡❝,-❛❧ ♣♦✉- ✉♥ ❧✐B✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡-♠✐✳ ❉❛♥( ❧❡( ❞❡✉① ❝❛(✱ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❞✐(,-✐❜✉,✐♦♥

♥✭❦✮ ✭❚ = ✵ ❑✮ ❝♦--❡(♣♦♥❞❛♥,❡ ❡(, ♣-3(❡♥,3❡✳ ❬✾❪

♠♦♥,-❡- B✉✬✐❧ (✉✣, ❞❡ ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ✉♥❡ -❡♥♦-♠❛❧✐(❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛((❡ ❞❡( 3❧❡❝,-♦♥( ♣♦✉-

B✉❡ ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❞✉ ❣❛③ ❞✬3❧❡❝,-♦♥( ❧✐❜-❡( -❡(,❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❈✬❡(, ❧❛ ,❤3♦-✐❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❞✉ ❧✐B✉✐❞❡ ❞❡

❋❡-♠✐✳ ▲❛ ,❤3♦-✐❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❞✉ ❧✐B✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡-♠✐ -❡♣♦(❡ (✉- ❧✬❤②♣♦,❤8(❡ B✉❡ ❧❡( 3,❛,( ♣-♦♣-❡( ❞✉

❣❛③ ❞❡ ❋❡-♠✐ 3✈♦❧✉❡♥, ❞❡ ♠❛♥✐8-❡ ❝♦♥,✐♥✉❡ ✈❡-( ❧❡( 3,❛,( ♣-♦♣-❡( ❞✬✉♥ (②(,8♠❡ -3❡❧ ❛✉ ❢✉- ❡, P

♠❡(✉-❡ B✉❡ ❧❡( ✐♥,❡-❛❝,✐♦♥( (♦♥, ❜-❛♥❝❤3❡( ❞❡ ♠❛♥✐8-❡ ❛❞✐❛❜❛,✐B✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣, ❞❡ B✉❛(✐✲♣❛-,✐❝✉❧❡✱

B✉✐ ❡(, ❧❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ❞3♣❛-, ❞❡ ❧❛ ,❤3♦-✐❡ ❞✉ ❧✐B✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡-♠✐✱ ❡(, ✉♥❡ ❝♦♥(3B✉❡♥❝❡ ❞✐-❡❝,❡ ❞❡ ❝❡,,❡

❤②♣♦,❤8(❡✳

▲✬♦❜❥❡❝,✐❢ ❞❡ ❧❛ ,❤3♦-✐❡ ❞✉ ❧✐B✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡-♠✐ ❡(, ❞❡ ❞3❝-✐-❡ ❧❡( 3,❛,( ❢❛✐❜❧❡♠❡♥, ❡①❝✐,3( ❞✬✉♥

(②(,8♠❡ ❞❡ ❋❡-♠✐♦♥(✳ ▲✬3♥❡-❣✐❡ ✵ ❡(, ❞3✜♥✐❡ ❧P ♦S ❧❡( ❡①❝✐,❛,✐♦♥( ❞✬3♥❡-❣✐❡ εp (♦♥, ♥✉❧❧❡( ♣♦✉-

✉♥❡ B✉❛♥,✐,3 ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ♣ = ✵✳ ❊♥ ❞3✈❡❧♦♣♣❛♥, ❧✬3♥❡-❣✐❡ ❡♥ (3-✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦- ❛✉,♦✉- ❞❡ ♣ =

✵✱ ❧❡( ,❡-♠❡( ❡♥ ♣

2m+1
✭♠ ❡(, ✉♥ ❡♥,✐❡-✮ ❞✐(♣❛-❛✐((❡♥, P ❝❛✉(❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣3♥3✐,3 ❞✉ ❧✐B✉✐❞❡ ❡, ❞❡

❧✬✐(♦,-♦♣✐❡ ❡♥,-❡ ♣ ❡, ✲♣✳ ▲❡ ♣-❡♠✐❡- ,❡-♠❡ ❞✉ ❞3✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❡(, ♣

2
❡, ❧❡( ❛✉,-❡( ,❡-♠❡( (♦♥,

❣3♥3-❛❧❡♠❡♥, ✐❣♥♦-3(✳ ■❧ ❡(, ❛✐♥(✐ ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ❞3✜♥✐- εp = p2

2m∗ ❛✈❡❝ ♠

∗
❧❛ ♠❛((❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ❞❡ ❧❛

B✉❛(✐✲♣❛-,✐❝✉❧❡✳

▲✬3,❛, ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ❞✉ (②(,8♠❡ ❞❡ ❋❡-♠✐♦♥( ♥✬❛✉,♦-✐(❡ ♣❛( ❧❡( ❡①❝✐,❛,✐♦♥( ❞❛♥( ✉♥ 3,❛, ♣ =

✵✳ ▲❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉(✐♦♥ ❢♦-❝❡ ❧❡( ❡①❝✐,❛,✐♦♥( P (❡ ,-♦✉✈❡- ❞❛♥( ❞❡( 3,❛,( ♦S ♣ 6= ✵ ❡, ,♦✉( ❧❡(

3,❛,( ❞✬3♥❡-❣✐❡ (♦♥, ♦❝❝✉♣3( P ❚ = ✵ ♣♦✉- εp ≤ µ✳ ▲✬3♥❡-❣✐❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ❡(, ❛❧♦-( ❞3✜♥✐❡

♣❛- ✿

Eg = E0 +
∑

pσ

εpn
0
p ✭✶✳✺✮

♦S ❊ 0 ❡(, ❧✬3♥❡-❣✐❡ ♦S ,♦✉,❡( ❧❡( B✉❛(✐✲♣❛-,✐❝✉❧❡( (♦♥, ❞❛♥( ♣ = ✵ ❡, ♥

0
p ❡(, ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞✬❡①❝✐,❛,✐♦♥(

❞❡ ♠♦♠❡♥, ♣ ❞❛♥( ❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ✭♥p ❡(, ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❞✐(,-✐❜✉,✐♦♥ ❞❡( ❡①❝✐,❛,✐♦♥( ❞❡ ♠♦♠❡♥,
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n0p = nf (εp − µ) =
1

e
εp−µ

kBT + 1
✭✶✳✻✮
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εp−µ
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0
p ♠❛✐0
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F = E − µN = Eg − µN0 +
∑

pσ

(εp − µ)δnp ✭✶✳✼✮

♦G ◆ = Σ
pσ
np ❡' ◆ 0 = Σ

pσ
n0p 0♦♥' *❡0♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡ ♥♦♠❜*❡ '♦'❛❧ ❞❡ ♣❛*'✐❝✉❧❡0 ❡' ❧❡ ♥♦♠❜*❡
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F = F0 +
∑

pσ

(ε0 − µ)δnpσ +
1

2ν

∑

pp′,σσ′

fpσ,p′σ′δnpσδnp′σ′ +O(δn)3 ✭✶✳✽✮

♦G ❋ 0 = ❊ g ✲ µ◆ ❡' ❢ pσ,p′σ′
❧✬✐♥'❡*❛❝'✐♦♥ ❡✛❡❝'✐✈❡ 5✉✐ ❞<♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦♠❡♥' ♣ ❡' ❞✉ 0♣✐♥ σ✳ ▲❛

❞<♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡*❛❝'✐♦♥ ❡✛❡❝'✐✈❡ ♣❡✉' O'*❡ <❝*✐'❡ 0♦✉0 ❧❛ ❢♦*♠❡ ✿

fpσ,p′σ′ = f spp′ + σσ′fapp′ ✭✶✳✾✮

♦G σ ❡' σ✬ ❢♦♥' *<❢<*❡♥❝❡0 ❛✉① ♠❛'*✐❝❡0 ❞❡ T❛✉❧✐✳ ▲❡ '❡*♠❡ ❞✬✐♥'❡*❛❝'✐♦♥ ♣❡✉' O'*❡ ❞<✈❡❧♦♣♣< ❡♥

✉♥ ♣♦❧②♥U♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞*❡ ✿



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧' ❞❡ ♣❤②'✐,✉❡ ❞✉ '♦❧✐❞❡ ✾

f s,app′ =
1

NF

∞
∑

l=0

F s,a
l Pl(cosθ) ✭✶✳✶✵✮

♦& ◆ F = m∗kF /π2~3 ❡() ✉♥ ❢❛❝)❡✉/ ❞❡ /❡♥♦/♠❛❧✐(❛)✐♦♥ ✭❞❡♥(✐)4 ❞✬4)❛) 6 ❧✬4♥❡/❣✐❡ ❞❡ ❋❡/♠✐✮✳

▲❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥)( ❋

s
l ❡) ❋

a
l ✱ (❛♥( ❞✐♠❡♥(✐♦♥✱ ✭❝♦//❡(♣♦♥❞❛♥) ❛✉ )❡/♠❡ (②♠4)/✐>✉❡ ❡) ❛♥)✐(②♠4)/✐>✉❡

/❡(♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✮ (♦♥) )/@( ✐♠♣♦/)❛♥)( ❞❛♥( ❝❡))❡ )❤4♦/✐❡ ❡) ♣❡✉✈❡♥) B)/❡ ❞4❞✉✐)( ❞❡( ❡①♣4/✐❡♥❝❡(✳

▲❛ ♠❛((❡ ❡✛❡❝)✐✈❡ ❞❡( >✉❛(✐✲♣❛/)✐❝✉❧❡( ❡() ❛❧♦/( ❞♦♥♥4❡ ♣❛/ ✿

m∗

m0
= 1 +

F s
1

3
✭✶✳✶✶✮

❊) ❧❛ (✉(❝❡♣)✐❜✐❧✐)4 ❞❡ I❛✉❧✐✱ ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥)❡ ❞❡ ❧❛ )❡♠♣4/❛)✉/❡ ❡() ❞♦♥♥4❡ ♣❛/ ✿

χ =
µ0µBm

∗kF
π2~2

1

1 + F a
0

✭✶✳✶✷✮

✶✳✶✳✺ #$♦♣$✐()(* ❞✉ ❧✐.✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡$♠✐
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ρ = ρ0 +AT 2
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C

T
= γ =

m∗kFk2B
3~2
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RW =
π2k2Bχ

3µ0µ2Bγ
=

1

1 + F a
0
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RKW =
A

γ
✭✶✳✶✻✮

❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❡#+ ❝♦♥#+❛♥+ ❞❛♥# ❞❡ ♥♦♠❜/❡✉① #②#+,♠❡# 3❧❡❝+/♦♥✐I✉❡#✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋/❛♥③✱ /❛♣♣♦/+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3 +❤❡/♠✐I✉❡ #✉/ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3 3❧❡❝+/♦✲

♥✐I✉❡✱ /❡✢,+❡ ❧❡ ❢❛✐+ I✉❡ ❧❡# I✉❛#✐✲♣❛/+✐❝✉❧❡# +/❛♥#♣♦/+❡♥+ 5 ❧❛ ❢♦✐# ❧❛ ❝❤❛/❣❡ ❡+ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉/ ✿

κ

σT
=
π2k2B
3e2

= L0 ✭✶✳✶✼✮

❈❡ /❛♣♣♦/+ ❡#+ 3❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ▲♦/❡♥+③ ▲0 = ✷✳✹✹ ① ✶✵

−8
❲Ω❑−2

✳

❚♦✉+❡# ❧❡# ♣/♦♣/✐3+3# I✉❡ ♥♦✉# ✈❡♥♦♥# ❞✬3♥♦♥❝❡/ #❡/♦♥+ ❞♦♥❝ ✈3/✐✜3❡# ❞❛♥# ✉♥ ♠❛+3/✐❛✉ ❛②❛♥+ ✉♥

❝♦♠♣♦/+❡♠❡♥+ +②♣❡ ❧✐I✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡/♠✐✳

✶✳✶✳✻ ▼❛❣♥'(♦(*❛♥+♣♦*( ❞❛♥+ ✉♥ ❧✐1✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡*♠✐

❉❛♥# ❝❡ ♣❛/❛❣/❛♣❤❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# 3+✉❞✐❡/ ❝❡/+❛✐♥# ❛#♣❡❝+# ❞❡# ♣❤3♥♦♠,♥❡# ❞❡ +/❛♥#♣♦/+ ❞✉#

5 ❧❛ ♣/3#❡♥❝❡ #✐♠✉❧+❛♥3❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝+/✐I✉❡ E ❡+ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥3+✐I✉❡ B✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥

❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝+/✐I✉❡ ❝♦♥❞✉✐+ 5 ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❖❤♠ ✭J = σE ♦U ❧❛ ❞❡♥#✐+3 ❞❡ ❝♦✉/❛♥+ ❏ ❡#+ ♣❛/❛❧❧,❧❡

5 ❊ ❡+ σ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3 3❧❡❝+/✐I✉❡ ❡#+ ✉♥ #❝❛❧❛✐/❡✮✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ♠♦❞,❧❡ ❞❡ ❉/✉❞❡ ✿

σ =
ne2τ

m∗ = neµ ✭✶✳✶✽✮

♦U ♥ ❡#+ ❧❛ ❞❡♥#✐+3 3❧❡❝+/♦♥✐I✉❡✱ ❡ ❧❛ ❝❤❛/❣❡ ❞❡ ❧✬3❧❡❝+/♦♥✱ τ ❧❡ +❡♠♣# ♠♦②❡♥ ❡♥+/❡ ✷ ❝♦❧❧✐#✐♦♥#✱

♠

∗
❧❛ ♠❛##❡ ❡✛❡❝+✐✈❡ ❡+ µ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐+3 ❞❡ ❧✬3❧❡❝+/♦♥✳

❊♥ ♣/3#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥3+✐I✉❡✱ ❧❡# ♣♦/+❡✉/# ❞❡ ❝❤❛/❣❡ #♦♥+ ❞3✈✐3# ❡+ ❡♥ ❣3♥3/❛❧ ❧❛ ❞❡♥#✐+3

❞❡ ❝♦✉/❛♥+ ♥✬❡#+ ♣❧✉# ♣❛/❛❧❧,❧❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝+/✐I✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3 3❧❡❝+/✐I✉❡ ❞❡✈✐❡♥+ ❛❧♦/# ✉♥

+❡♥#❡✉/✳ ❈❡ I✉✐ ❝♦♥❞✉✐+ 5 ❧❛ /❡❧❛+✐♦♥ ✿

Ji =
∑

j

σij(B)Ej ✭✶✳✶✾✮

♦U σij ❡#+ ❧❡ +❡♥#❡✉/ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3✳ ▲❡ +❡♥#❡✉/ ❞❡ ♠❛❣♥3+♦✲/3#✐#+✐✈✐+3 ❡#+ ❧✬✐♥✈❡/#❡ ❞✉ +❡♥#❡✉/

❞❡ ♠❛❣♥3+♦✲❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+3✳ ■❧ ❡#+ ❛❧♦/# ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬3❝/✐/❡ ✿

ρij =

(

1

σ

)

ij

✭✶✳✷✵✮



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧' ❞❡ ♣❤②'✐,✉❡ ❞✉ '♦❧✐❞❡ ✶✶

❊①♣#$✐♠❡♥)❛❧❡♠❡♥)✱ ρij ❡-) -♦✉✈❡♥) ❞#)❡$♠✐♥# ❞❛♥- ✉♥❡ ❣#♦♠#)$✐❡ ✬-)❛♥❞❛$❞✬ ♣♦✉$ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❇ ❡-)

❛♣♣❧✐4✉# -❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐$❡❝)✐♦♥ ③ ❡) ❊ -❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐$❡❝)✐♦♥ ①✳ ❉❛♥- ❝❡))❡ ❣#♦♠#)$✐❡ ❏ y ≡ ✵ ✭❝♦♥❞✐)✐♦♥-

-)❛)✐♦♥♥❛✐$❡-✮✳ ❏ ❡) ❊ -♦♥) ❛❧♦$- $❡❧✐#- ♣❛$ ❧✬#4✉❛)✐♦♥ ✿

(

Ex

Ey

)

=

(

ρxx(B) ρxy(B)

ρyx(B) ρyy(B)

)(

Jx
Jy

)

✭✶✳✷✶✮

❈❡))❡ #4✉❛)✐♦♥ ♣❡✉) ?)$❡ $##❝$✐)❡ -♦✉- ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

Ex = ρxx(B)Jx Ey = ρxy(B)Jx ✭✶✳✷✷✮

❧❡ )❡$♠❡ ρxx✭❇✮ ❡-) ♠❡-✉$# ♣❛$ ❧❡ $❛)✐♦ ❞✉ ❝❤❛♠♣ #❧❡❝)$✐4✉❡ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❊x ❡) ❞❡ ❧❛ ❞❡♥-✐)# ❞❡

❝♦✉$❛♥) ❏ x✳ ▲❡ )❡$♠❡ ρxy✭❇✮ ❡-) ❧✉✐ ♠❡-✉$# ♣❛$ ❧❡ $❛)✐♦ ❞✉ ❝❤❛♠♣ #❧❡❝)$✐4✉❡ )$❛♥-✈❡$-❡ ❊ y ❡)

❞❡ ❧❛ ❞❡♥-✐)# ❞❡ ❝♦✉$❛♥) ❏ x✳ ❖♥ ♣❡✉) ♠♦♥)$❡$ 4✉❡ ρxy✭❇✮ = ✲ρyx✭❇✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ ❍❛❧❧ ❡-)

❞#✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

RH(B) =
1

B
ρxy(B) =

1

B

Ey

Jx
✭✶✳✷✸✮

◆♦✉- ❛❧❧♦♥- ♠❛✐♥)❡♥❛♥) #)✉❞✐❡$ ❧✬❡✛❡) ❍❛❧❧ ❡) ❧❛ ♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ❞❛♥- ❞❡✉① ♠♦❞L❧❡- -✐♠♣❧❡-✳

▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ❡-) ❧❡ ❝❛- ❞✉ ♠♦❞L❧❡ M ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✭✉♥ -❡✉❧ )②♣❡ ❞❡ ♣♦$)❡✉$ ✐♥)❡$✈✐❡♥) ❞❛♥- ❧❡- ♣$♦✲

♣$✐#)#- ❞❡ )$❛♥-♣♦$)✮ ❡) ❧❡ -❡❝♦♥❞✱ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ M ❞❡✉① ❜❛♥❞❡- ✭♦P ❞❡- ♣♦$)❡✉$- ❞❡ )②♣❡ #❧❡❝)$♦♥- ❡)

)$♦✉- ✐♥)❡$✈✐❡♥♥❡♥)✮✳

• ▼♦❞3❧❡ 4 ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

◆♦✉- ❝♦♥-✐❞#$♦♥- ✐❝✐ ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ❡) ❞❡ ❧✬❡✛❡) ❍❛❧❧ ♣♦✉$ ✉♥ -❡✉❧ )②♣❡ ❞❡

♣♦$)❡✉$ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ✭#❧❡❝)$♦♥- ♦✉ )$♦✉-✮ ❡) ✉♥❡ ❙❋ ✐-♦)$♦♣❡✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞✉ ♠♦❞L❧❡ M ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✱

❧❛ ❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)# #❧❡❝)$✐4✉❡ ♣❡✉) -✬#❝$✐$❡ -♦✉- ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

σ(B) =
ne2τ

m∗
1

1 + ω2
c τ

2

(

1 −ωcτ

ωcτ 1

)

✭✶✳✷✹✮

♦P ωc ❡-) ❧❛ ♣✉❧-❛)✐♦♥ ❝②❝❧♦)$♦♥✳ ❉❡ ❝❡))❡ #4✉❛)✐♦♥ ✐❧ ❡-) ♣♦--✐❜❧❡ ❞❡ ❞#❞✉✐$❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❧❛

♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ρxx✭❇✮✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ρxy✭❇✮ ❡) ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ ❍❛❧❧ ✿

ρxx(B) =
m∗

ne2τ
, ρxy(B) = − B

ne
, RH(B) = − 1

ne
✭✶✳✷✺✮

❉❛♥- ❝❡ ♠♦❞L❧❡ -✐♠♣❧❡ ♦P ✉♥ -❡✉❧ )②♣❡ ❞❡ ♣♦$)❡✉$ ✐♥)❡$✈✐❡♥) ❞❛♥- ❧❡- ♣$♦♣$✐#)#- ❞❡ )$❛♥-♣♦$)✱

❧❛ ♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ❡-) ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥)❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥#)✐4✉❡ ✭ρxx✭❇✮ = ρxx✭✵✮✮✳ ◆#❛♥♠♦✐♥-✱

-✐ ✉♥ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥) ❞❡ ρij ❡♥ -#$✐❡ ❡♥)✐L$❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$) M ❇ ❡-) ♣♦--✐❜❧❡✱ ❧❡- )❡$♠❡- ❞✐❛❣♦♥❛✉①

♥❡ ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) 4✉❡ ❞❡- ♣✉✐--❛♥❝❡- ♣❛✐$❡- ❞❡ ❇✳ ▲❛ ♠❛❣♥#)♦$#-✐-)❛♥❝❡ ♣❡✉) ❛❧♦$- -✬#❝$✐$❡ -♦✉- ❧❛



✶✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- '❤.♦(✐0✉❡-

❢♦"♠❡ ✿

∆ρxx
ρxx(0)

∝ α❇

2
✳ ❈❡❝✐ ❡+, ❧❡ ❝❛+ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❧✉♣❛", ❞❡+ ♠3,❛✉① ❬✷❪✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❍❛❧❧ ♥❡

❞3♣❡♥❞ ;✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥,"❛,✐♦♥ ❞❡+ ♣♦",❡✉"+ ❡, ❞✉ +✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛"❣❡✳

◆♦✉+ ✈❡♥♦♥+ ❞❡ ✈♦✐" ;✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥ ♠♦❞A❧❡ B ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❡, ❞✬✉♥❡ ❙❋ ✐+♦,"♦♣❡✱ ❧❡ +✐❣♥❡

❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❍❛❧❧ ❡+, ❞3,❡"♠✐♥3 ♣❛" ❧❡ +✐❣♥❡ ❞❡+ ♣♦",❡✉"+✳ ❉❛♥+ ✉♥ ♠3,❛❧ ✷❉✱ ❧❛ +✐,✉❛,✐♦♥ ❡+,

❞✐✛3"❡♥,❡✳ ◆✳I✳ ❖♥❣ ❛ ♠♦♥,"3 ;✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,3 ❞❡ ❍❛❧❧ σxy ❡+, ❞3,❡"♠✐♥3❡ ♣❛" ❧✬❛✐"❡ ❜❛❧❛②3❡

❆l ✱ ♣❛" ❧❡ ❧✐❜"❡ ♣❛"❝♦✉"+ ♠♦②❡♥ ❧k ;✉❛♥❞ ❦ ✈❛"✐❡ ❛✉,♦✉" ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❬✶✵❪✳ ▲❡ +✐❣♥❡ ❡, ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡

σxy✱ ❡, ❞♦♥❝ ❞❡ ❘H ❞❛♥+ ✉♥ ♠3,❛❧ ✷❉ ✈♦♥, ❛❧♦"+ ❡♥,✐A"❡♠❡♥, ❞3♣❡♥❞"❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐+♦,"♦♣✐❡ ❞❡ ❧k ❡,

❞❡ ❧❛ ❝♦✉"❜✉"❡ ❞❡ ❧❛ +✉"❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡"♠✐ B ❝❤❛;✉❡ ✈❡❝,❡✉" ❞✬♦♥❞❡ ❦✳ ❈❡❝✐ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡♥,"❛P♥❡" ;✉✬✉♥❡

♣♦❝❤❡ ❞❡ ,②♣❡ ,"♦✉+ ♣♦✉""❛ ❛✈♦✐" ✉♥ ❡✛❡, ❍❛❧❧ ♥3❣❛,✐❢✳

• ▼♦❞5❧❡ 6 ✷ ❜❛♥❞❡-

❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ❝❛"❛❝,3"✐+,✐;✉❡+ ❞❛♥+ ❧✬3,✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥3,♦"3+✐+,❛♥❝❡ ❡, ❞❛♥+ ❧✬❡✛❡, ❍❛❧❧ ❛♣✲

♣❛"❛✐++❡♥, ❧♦"+;✉✬♦♥ +✬✐♥,3"❡++❡ ❛✉ ♠♦❞A❧❡ B ❞❡✉① ❜❛♥❞❡+✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ♠♦❞A❧❡ B ✉♥❡

❜❛♥❞❡ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❝♦♥+✐❞3"❡" ;✉❡ ❧❛ ❙❋ ❡+, ✐+♦,"♦♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ ♠❛++❡+ ❡✛❡❝,✐✈❡+ ♠e ❡, ♠h✳ ◆♦✉+

♣"❡♥❞"♦♥+ 3❣❛❧❡♠❡♥, ❧❡+ ,❛✉① ❞❡ "❡❧❛①❛,✐♦♥+ ♣♦✉" ❧❡+ ❞❡✉① ,②♣❡+ ❞❡ ♣♦",❡✉"+ ❝♦♥+,❛♥,+ ✭τe ❡, τh✮✳

❈❡ ♠♦❞A❧❡ ❡+, ✉,✐❧❡ ♣♦✉" ❞♦♥♥❡" ✉♥❡ ✐❞3❡ +✉" ❧❡+ ♣❤3♥♦♠A♥❡+ ❞❡ ,"❛♥+♣♦", ❞❛♥+ ✉♥ ❝"✐+,❛❧ ❛✈❡❝

❞❡✉① ,②♣❡+ ❞❡ ♣♦",❡✉"+ ❞✐✛3"❡♥,+✳ ❈♦♥+✐❞3"♦♥+ ✉♥ ♠❛,3"✐❛✉ ❛✈❡❝ ♥e 3❧❡❝,"♦♥+ ✭♠e ❡, τe✮ ❡, ♥h

,"♦✉+ ✭♠h ❡, τh✮✳ ▲❛ ♠❛❣♥3,♦✲❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,3 ❡+, ❧❛ +♦♠♠❡ ❞❡+ ❝♦♥,"✐❜✉,✐♦♥+ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡

♣♦",❡✉" ✿

σ(B) = σe(B) + σh(B) =
σe

1 + ω2
eτ

2
e

(

1 −ωeτe
ωeτe 1

)

+
σh

1 + ω2
hτ

2
h

(

1 ωhτh
−ωhτh 1

)

✭✶✳✷✻✮

♦U σe =
nee2τe
me

❡, σh = nhe
2τh

mh
✳ ❉❡ ❝❡,,❡ 3;✉❛,✐♦♥ ♦♥ ❞3❞✉✐, ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ρxx✭❇✮ ✿

ρxx(B) =
σe + σh + σeω

2
hτ

2
h + σhω

2
eτ

2
e

(σe + σh)2 + (σeωhτh − σhωeτe)2
✭✶✳✷✼✮

❖♥ ♣❡✉, ♠♦♥,"❡" ;✉❡ ρxx✭❇✮ ❃ ρxx✭✵✮ ❡, ❞♦♥❝ ρxx✭❇✮ ✲ ρxx✭✵✮ ❡+, ♣♦+✐,✐❢ ♣♦✉" ,♦✉,❡ ✈❛❧❡✉" ❞❡

❇✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ,"A+ ❢♦",+ ❝❤❛♠♣+ ♠❛❣♥3,✐;✉❡+✱ ρxx✭❇→ ∞✮ +❛,✉"❡ B ✉♥❡ ✈❛❧❡✉" ✜♥✐❡✳ ❉❛♥+ ✉♥

"3❣✐♠❡ ✐♥,❡"♠3❞✐❛✐"❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦",❡♠❡♥, ❧✐♥3❛✐"❡ ♣❡✉, Y,"❡ ♦❜+❡"✈3✳ I❛" ❝♦♥,"❡✱ ;✉❛♥❞ ✷ ,②♣❡+ ❞❡

♣♦",❡✉"+ ❞✐✛3"❡♥,+ ✭3❧❡❝,"♦♥+ ❡, ,"♦✉+✮ ♦♥, ❧❛ ♠Y♠❡ ❝♦♥❝❡♥,"❛,✐♦♥ ✭♥e = ♥h✮✱ ❛❧♦"+ ρxx✭❇→ ∞✮

→ ∞ ❡, ❛✉❝✉♥❡ +❛,✉"❛,✐♦♥ ♥✬❡+, ♦❜+❡"✈3❡✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥+✐❞A"❡ ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❧❡ ,❡"♠❡ ρxy✭❇✮✱ ♦♥ ♣❡✉, ♠♦♥,"❡" ;✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❍❛❧❧ +✬3❝"✐, ✿

RH(B) =
1

e

nhµ
2
h − neµ

2
e − µ2hµ

2
e(ne − nh)B

2

(nhµh + neµe)2 + µ2hµ
2
e(ne − nh)2B2

✭✶✳✷✽✮

I♦✉" ❞❡ ,"A+ ❢♦",+ ❝❤❛♠♣+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡✈✐❡♥, ✿

RH(B → ∞) = − 1

(ne − nh)e
✭✶✳✷✾✮

❈❡ "3+✉❧,❛, ♠♦♥,"❡ ;✉✬B ❢♦", ❝❤❛♠♣ ❧✬❡✛❡, ❍❛❧❧ ❡+, ❞♦♠✐♥3 ♣❛" ❧❡ +✐❣♥❡ ❞❡+ ♣♦",❡✉"+ ♠❛❥♦"✐,❛✐"❡+✳



✶✳✷✳ ❖♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥'✐)* ✶✸

✶✳✷ ❖♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥'✐)*

▲❡" ❝♦♠♣♦"'" ✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧" ♣-'"❡♥.❡♥. ❞❡ ❢♦-.❡" ❛♥✐"♦.-♦♣✐❡" ❞❡ ❧❡✉-" ♣-♦♣-✐'.'" '❧❡❝✲

.-♦♥✐2✉❡" ❝♦♥❞✉✐"❛♥. 3 ✉♥❡ ✐♥".❛❜✐❧✐.' ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ♠'.❛❧❧✐2✉❡ ❝❛-❛❝.'-✐"'❡ ♣❛- ❞❡" ❜-✐"✉-❡" ❞❡

"②♠'.-✐❡✱ ♣-♦✈❡♥❛♥. ❞❡ ❧✬✐♥.❡-❛❝.✐♦♥ '❧❡❝.-♦♥✲'❧❡❝.-♦♥ ♦✉ '❧❡❝.-♦♥✲♣❤♦♥♦♥✳ ▲✬'.❛. ❢♦♥❞❛♠❡♥.❛❧

❡". ❛❧♦-" ❝❛-❛❝.'-✐"' ♣❛- ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ "♣❛.✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐.' ❞❡ ❝❤❛-❣❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐.' ❞❡ "♣✐♥✳

▲❛ ♣-❡♠✐<-❡ ❡". ❛♣♣❡❧'❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥"✐.' ❞❡ ❝❤❛-❣❡ ✭❈❉❲ ❝❤❛#❣❡ ❞❡♥(✐*② ✇❛✈❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐(✮ ❡. ❧❛

"❡❝♦♥❞❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥"✐.' ❞❡ "♣✐♥ ✭❙❉❲ (♣✐♥ ❞❡♥(✐*② ✇❛✈❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐(✮✳ ❈❡" ✐♥".❛❜✐❧✐.'" ♣❡✉✈❡♥.

'❣❛❧❡♠❡♥. ❛♣♣❛-❛C.-❡ ❞❛♥" ❞❡" ❝♦♠♣♦"'" ❜✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧" ❡. .-✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧"✳

▲❛ ❞❡♥"✐.' '❧❡❝.-♦♥✐2✉❡ δρ✭,✮ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞✬'❧❡❝.-♦♥" ❧✐❜-❡" ♣❡✉. E.-❡ ♠♦❞✐✜'❡ ♣❛- ❧✬❛❝.✐♦♥ ❞✬✉♥

♣♦.❡♥.✐❡❧ '❧❡❝.-✐2✉❡ ♣❡-.✉-❜❛.❡✉- Φ✭,✮✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡ ❧❛ .❤'♦-✐❡ ❞❡ ❧❛ -'♣♦♥"❡ ❧✐♥'❛✐-❡✱ ♦♥

♦❜.✐❡♥. ✿

δρ(q) = χ(q)Φ(q) ✭✶✳✸✵✮

♦K χ✭,✮ ❡". ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ -'♣♦♥"❡ '❧❡❝.-✐2✉❡ ❞✉ ❣❛③ ❞✬'❧❡❝.-♦♥" 3 ❞ ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ✭❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡

▲✐♥❞❤❛-❞✮ 2✉✐ ✈❛✉. ✿

χ(q) =

∫

dk

(2π)d
f(εk)− f(εk+q)

εk − εk+q
✭✶✳✸✶✮

♦K ❢✭εk✮ ❡. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❋❡-♠✐✲❉✐-❛❝ ❡. εk = ε✭❦✮ ❡". ❧✬'♥❡-❣✐❡ '❧❡❝.-♦♥✐2✉❡ ❞❡ ✈❡❝.❡✉- ❞✬♦♥❞❡

❦✳ ❈❡..❡ '2✉❛.✐♦♥ ♣❡✉. E.-❡ '✈❛❧✉'❡ ♣♦✉- ❞✐✛'-❡♥.❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❛❧✐.'" 3 .❡♠♣'-❛.✉-❡ ❚ = ✵ ❑

✭✜❣✉-❡ ✶✳✹✮✳ Q♦✉- ✉♥ ❣❛③ ❞✬'❧❡❝.-♦♥" ✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ ❙❋ ♣❡✉. E.-❡ -❡♣-'"❡♥.'❡ ♣❛- ❞❡✉① ♣❧❛♥"

✐♥✜♥✐" ♣❛-❛❧❧<❧❡"✱ 2✉✐ "♦♥. "'♣❛-'" ♣❛- ✉♥ ✈❡❝.❡✉- ❞✬♦♥❞❡ , = ✷❦F ✭❛✈❡❝ ❦F ❧❡ ✈❡❝.❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❞❡

❋❡-♠✐✮✳ ▲❡ ❢❛✐. 2✉❡ χ✭,✮ ❞✐✈❡-❣❡ ♣♦✉- 2 = ✷❦F ✱ 3 ✉♥❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥✱ ❛ ❞✬✐♠♣♦-.❛♥.❡" ❝♦♥"'2✉❡♥❝❡"✳

▲✬'2✉❛.✐♦♥ ✶✳✸✵ ✐♠♣❧✐2✉❡ 2✉✬✉♥❡ ♣❡-.✉-❜❛.✐♦♥ ❡①.'-✐❡✉-❡ ❝♦♥❞✉✐. 3 ✉♥❡ -❡❞✐".-✐❜✉.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛-❣❡✳

❈❡❝✐ "✉❣❣<-❡ 2✉✬3 ❚ = ✵ ❑ ❧❡ ❣❛③ ❞✬'❧❡❝.-♦♥" ❡". ✐♥".❛❜❧❡ ❡♥ ❛❝❝♦-❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦-♠❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✈❛-✐❛.✐♦♥ ♣'-✐♦❞✐2✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐.' ❞❡ ❝❤❛-❣❡ ♦✉ ❞❡ "♣✐♥✳ ▲❛ ♣'-✐♦❞❡ ❞❡ ❝❡..❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❡". -❡❧✐'❡

❛✉ ✈❡❝.❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❋❡-♠✐ ♣❛- ✿

λ0 =
π

kF
✭✶✳✸✷✮

▲❛ -'♣♦♥"❡ ❞✐✈❡-❣❡♥.❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ 3 2 = ✷❦F ❡". ❞✉❡ 3 ❧❛ .♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛-.✐❝✉❧✐<-❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋✱

❛♣♣❡❧'❡ ✬♥❡".✐♥❣✬ ✭❡♠❜♦C.❡♠❡♥.✮ ♣❛-❢❛✐.✳ ❉❡ ❧✬'2✉❛.✐♦♥ ✶✳✸✶✱ ✐❧ ❛♣♣❛-❛✐. 2✉❡ ❧❛ ❝♦♥.-✐❜✉.✐♦♥ ❧❛

♣❧✉" ✐♠♣♦-.❛♥.❡ ♣-♦✈✐❡♥. ❞❡" '.❛." ❞❡ ♣❛✐-❡" '❧❡❝.-♦♥"✲.-♦✉" 2✉✐ ❞✐✛<-❡♥. ❞❡ 2 = ✷❦F ❡# ♦♥# ❧❛

♠)♠❡ *♥❡+❣✐❡✱ ❞♦♥♥❛♥# ✉♥❡ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥ ❞✐✈❡+❣❡♥#❡ ❞❡ χ✭ ✮✳ ❆ ❞✐♠❡♥8✐♦♥ ✷ ♦✉ ✸✱ ❧❡ ❝❛+❛❝#:+❡

❞✐✈❡+❣❡♥# ❡8# +*❞✉✐# ❝♦♥❞✉✐8❛♥# ; ❧❛ ❞✐8♣❛+✐#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡+❣❡♥❝❡ ; = = ✷❦F ✭✜❣✉+❡ ✶✳✹✮✳ ▲❛ ✜❣✉+❡

✶✳✺ ♣+*8❡♥#❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣# ❞❡ ♥❡8#✐♥❣ ♣♦✉+ ❧❡8 ❙❋ ❧❡8 ♣❧✉8 8✐♠♣❧❡8 ❞❛♥8 ❝❤❛=✉❡ ❞✐♠❡♥8✐♦♥ ✭✶ ♣❧❛♥ ;

✶❉✱ ✉♥❡ ❞+♦✐#❡ ; ✷❉ ❡# ✶ ♣♦✐♥# ; ✸❉✮✳ ❈❡+#❛✐♥❡8 #♦♣♦❧♦❣✐❡8 ❞❡ ❙❋ ; ❞❡8 ❞✐♠❡♥8✐♦♥8 8✉♣*+✐❡✉+❡8

; ✶ ♣❡✉✈❡♥# )#+❡ ❢❛✈♦+❛❜❧❡8 ; ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣❧✉8 ❣+❛♥❞ ♥♦♠❜+❡ ❞✬*#❛#8✳



✶✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- '❤.♦(✐0✉❡-

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❋♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ▲✐♥❞❤❛/❞ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝(❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉/ ✉♥ ❣❛③ ❞✬7❧❡❝(/♦♥ 9 ✶❉✱

✷❉ ❡( ✸❉✳ ❬✺❪

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❈♦♥❝❡♣( ❞❡ ♥❡B(✐♥❣ ❞❡ ❙❋ ♣♦✉/ ❧❡B ❙❋ ❧❡B ♣❧✉B B✐♠♣❧❡B ❞❛♥B ❝❤❛E✉❡ ❞✐♠❡♥B✐♦♥ ✭✶

♣❧❛♥ 9 ✶❉✱ ✉♥❡ ❞/♦✐(❡ 9 ✷❉ ❡( ✶ ♣♦✐♥( 9 ✸❉✮✳ ❬✶✶❪



✶✳✷✳ ❖♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥'✐)* ✶✺

✶✳✷✳✶ ❖♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥'✐)* ❞❡ ❝❤❛.❣❡

▲✬"#❛# ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡ ❧❛ ❈❉❲ /❡ ❞"✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ♠"#❛✉① ❞❡ ❜❛//❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧✐#" ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❝♦♥/"7✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥#❡8❛❝#✐♦♥ "❧❡❝#8♦♥/✲♣❤♦♥♦♥/✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠ ❧❡ /✉❣❣=8❡✱ ❧✬"#❛# ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧

❝♦♥/✐/#❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ♣"8✐♦❞✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥/✐#" ❞❡ ❝❤❛8❣❡✳ ❈❡##❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❡/# ❛❝❝♦♠♣❛❣♥"❡

♣❛8 ✉♥❡ ❞✐/#♦8/✐♦♥ ❞✉ 8"/❡❛✉✳ ❈❡/ ❞❡✉① ♣"8✐♦❞❡/ /♦♥# ❞"#❡8♠✐♥"❡/ ♣❛8 ❧❡ ✈❡❝#❡✉8 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❋❡8♠✐✳

❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞✬"❧❡❝#8♦♥/ ❧✐❜8❡/ 7✉❛/✐✲✶❉✱ ❡♥ ♥"❣❧✐❣❡❛♥# ❧❡/ ✢✉❝#✉❛#✐♦♥/ #❤❡8♠✐7✉❡/ C ❜❛//❡

#❡♠♣"8❛#✉8❡✱ ✐❧ ❡/# ♣♦//✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡8 ❧❛ ❞"❢♦8♠❛#✐♦♥ /#❛#✐7✉❡ ❞✉ 8"/❡❛✉ ✿

< u(x) >= ∆ucos(2kFx+ φ) ✭✶✳✸✸✮

♦H ∆✉ ❡/# ❧✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞✉ ❞"♣❧❛❝❡♠❡♥# ❡# φ ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥✳ ■❧ ❡/# "❣❛❧❡♠❡♥# ♣♦//✐❜❧❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡8 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛8❣❡ 7✉✐ ❡/# ❞♦♥♥"❡ ♣❛8 ✿

ρ = ρ0

[

1 +
∆

vFkFλe
cos(2kFx+ φ)

]

✭✶✳✸✹✮

♦H ρ0 ❡/# ❧❛ ❞❡♥/✐#" ❞❛♥/ ❧✬"#❛# ♠"#❛❧❧✐7✉❡ ✭❝♦♥/#❛♥#❡✮ ❡# vF ❧❛ ✈✐#❡//❡ ❞❡ ❋❡8♠✐✳ ▲❛ 8❡❧❛#✐♦♥ ❞❡

❞✐/♣❡8/✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥/✐#" "❧❡❝#8♦♥✐7✉❡ ❡# ❧❛ ♣♦/✐#✐♦♥ ❞✬"7✉✐❧✐❜8❡ ❞✉ 8"/❡❛✉ /♦♥# ❞"❝8✐#❡/ /✉8 ❧❛ ✜❣✉8❡

✶✳✺ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❚

CM
CDW ✭#❡♠♣"8❛#✉8❡ ❞❡ #8❛♥/✐#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❉❲ ❞❛♥/ ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✮

❡# C ❚ = ✵ ❑✳ ❯♥❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛8❣❡ ❡# ✉♥❡ ❞✐/#♦8/✐♦♥ ❞✉ 8"/❡❛✉ /♦♥# ✈✐/✐❜❧❡/ ❞❛♥/ ❧✬"#❛#

❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉8 ❝♦♥/"7✉❡♥❝❡ ❧✬♦✉✈❡8#✉8❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ∆ = 2εF e
−1/λ

✱ ❛✈❡❝ λ ❧❛ ❝♦♥/#❛♥#❡

❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✭/❛♥/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥✮ "❧❡❝#8♦♥✲♣❤♦♥♦♥✳ ❯♥❡ #8❛♥/✐#✐♦♥ ♠"#❛❧✲✐/♦❧❛♥# ✭❛♣♣❡❧" #8❛♥/✐#✐♦♥

❞❡ R❡✐❡8❧/✮ ❛♣♣❛8❛✐#✳

✶✳✷✳✷ ❖♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥'✐)* ❞❡ '♣✐♥

▲✬"#❛# ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙❉❲ ❡/# ❛##❡♥❞✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥/"7✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥#❡8❛❝#✐♦♥ "❧❡❝#8♦♥/✲

"❧❡❝#8♦♥/✳ ▲❛ ❞❡♥/✐#" ❞❡ /♣✐♥ ✈❛8✐❡ /♣❛#✐❛❧❡♠❡♥#✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣"8✐♦❞❡ λ0 /✉✐✈❛♥# ❧✬"7✉❛#✐♦♥ ✿

< S(x) >= 2Scos(2kFx+ φ) ✭✶✳✸✺✮

♦H ❙ = ✭❙x✱❙y✱❙z✮✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛8❣❡✳ ◆"❛♥♠♦✐♥/ ❧❛ ❙❉❲ ♣❡✉# U#8❡ ✈✉❡

❝♦♠♠❡ ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❈❉❲✱ ✉♥❡ ♣♦✉8 ❧❡/ /♣✐♥/ ✉♣ ❡# ✉♥❡ ♣♦✉8 ❧❡/ /♣✐♥/ ❞♦✇♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛

♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❈❉❲ ❞♦♥♥"❡ ♣❛8 ✿

ρ↑(x) = ρ0

[

1 + ∆
vF kF γe

cos(2kFx+ φ)
]

ρ↓(x) = ρ0

[

1 + ∆
vF kFλe

cos(2kFx+ φ+ π)
]

✭✶✳✸✻✮

♦H λe ❡/# ❧❛ ❝♦♥/#❛♥#❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ /❛♥/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ "❧❡❝#8♦♥✲"❧❡❝#8♦♥✳ γe ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞❡ ❝❤❛❧❡✉8

/♣"❝✐✜7✉❡ "❧❡❝#8♦♥✐7✉❡✳



✶✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- '❤.♦(✐0✉❡-

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❛✮ ❇❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝-✐♦♥ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❛/ ✶❉ 1 ✉♥❡ -❡♠♣45❛-✉5❡ /✉♣45✐❡✉5❡ 1 ❧❛ -❡♠♣4✲

5❛-✉5❡ ❞❡ -5❛♥/✐-✐♦♥ ❚

CM
CDW ✳ ▲❛ ♣♦/✐-✐♦♥ ❞❡/ ❝❤❛5❣❡/ ❡/- 5❡♣54/❡♥-4❡ ♣❛5 ❞❡/ ❝❡5❝❧❡/ 54❣✉❧✐<5❡♠❡♥-

❡/♣❛❝4/✱ ❝❡ >✉✐ ♣5♦❞✉✐- ✉♥❡ ❞❡♥/✐-4 ❞❡ ❝❤❛5❣❡ ρ✭①✮ ✉♥✐❢♦5♠❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✐♥❡✳ ❜✮ ❇❛♥❞❡ ❞❡

❝♦♥❞✉❝-✐♦♥ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❛/ ✶❉ ❡♥ ♣54/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦5❞5❡ ❞❡ ❝❤❛5❣❡ ✭❚ ❁ ❚

CM
CDW ✮✳ ❯♥ ❣❛♣ ✷∆ ❡/- ♦✉✈❡5-

❞❛♥/ ❧❛ /-5✉❝-✉5❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡5♠✐ ✭-5❛♥/✐-✐♦♥ ❞❡ I❡✐❡5❧/✮✳ ▲❛ ❝❤❛5❣❡ ❡/- ♠♦❞✉❧4❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ρ = ρ0 + ρ1cos(2kFx+ ϕ)✳ ✭❉✬❛♣5</ ❬✶✷❪✮

✶✳✸ ❊✛❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0&✐2✉❡ 3✉4 ❧❡3 ♣♦4&❡✉43 ❞❡ ❝❤❛4❣❡3

✶✳✸✳✶ ▼♦✉✈❡♠❡♥* ❞❛♥- ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥2*✐4✉❡

❉❛♥/ ❝❡--❡ ♣❛5-✐❡✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♥♦✉/ ✐♥-45❡//❡5 ❛✉① ❡✛❡-/ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥4-✐>✉❡ ❇ ✉♥✐❢♦5♠❡

❞✐5✐❣4 /✉✐✈❛♥- ③✱ /✉5 ❞❡/ ♣♦5-❡✉5/ ❞❡ ❝❤❛5❣❡/ ✭4❧❡❝-5♦♥/✱ -5♦✉/✮✳ ▲❡/ ❝❛❧❝✉❧/ /♦♥- ❞4-❛✐❧❧4/ ❞❛♥/

❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ 5❛✐/♦♥♥❡5 /✉5 ✉♥ 4❧❡❝-5♦♥ ❧✐❜5❡✳ ❉❛♥/ ✉♥ ♣5❡♠✐❡5 -❡♠♣/✱ ♥♦✉/ ✐❣♥♦5❡5♦♥/

❧❡/ ❡✛❡-/ >✉❛♥-✐>✉❡/✳ ▲✬4>✉❛-✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥- ❡/- ❛❧♦5/ ✿

F = qv ∧B = ~
dk

dt
✭✶✳✸✼✮

♦R ❋ ❡/- ❧❛ ❢♦5❝❡ ❞❡ ▲♦5❡♥-③✱ ! ❧❛ ❝❤❛5❣❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝-5♦♥ ✭✲❡✮✱ ✈ ❧❛ ✈✐-❡//❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝-5♦♥ ❡- ❦ ❧❡ ✈❡❝-❡✉5

❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝-5♦♥✳ ▲❛ ✈✐-❡//❡ ✈ ❡/- 5❡❧✐4❡ 1 ❧✬4♥❡5❣✐❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝-5♦♥ ♣❛5 ✿

v =
1

~
▽kε ✭✶✳✸✽✮



✶✳✸✳ ❊✛❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0&✐2✉❡ 3✉4 ❧❡3 ♣♦4&❡✉43 ❞❡ ❝❤❛4❣❡3 ✶✼

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ❞❡ ▲♦'❡♥,③ ❡., ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐'❡ 2 ✈✱ ♦♥ ❞4❞✉✐, 5✉❡ ❧✬4♥❡'❣✐❡ ε✭❦✮ ❡., ❝♦♥.,❛♥,❡✳

❉❡ ♣❧✉. ❧❛ ❝♦♠♣♦.❛♥,❡ ❞❡ ❦ ♣❛'❛❧❧=❧❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥4,✐5✉❡ ❡., 4❣❛❧❡♠❡♥, ❝♦♥.,❛♥,❡✳ ▲✬4❧❡❝,'♦♥

❞4✜♥✐, ❞♦♥❝✱ ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ '4❝✐♣'♦5✉❡✱ ❞❡. ❝♦✉'❜❡. ❞✬4♥❡'❣✐❡ ❝♦♥.,❛♥,❡ ❞❛♥. ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉✲

❧❛✐'❡ 2 ❇ ✭✜❣✉'❡ ✶✳✼ ❜✮✮✳ ▲❛ ,'❛❥❡❝,♦✐'❡ ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ '4❡❧ .✬♦❜,✐❡♥, ❡♥ ♣'♦❥❡,❛♥, ❧❛ ,'❛❥❡❝,♦✐'❡ ❞❛♥.

❧✬❡.♣❛❝❡ '4❝✐♣'♦5✉❡ ❞❛♥. ❧❡ ♣❧❛♥ ❞♦♥, ❇ ❡., ❧❛ ♥♦'♠❛❧❡✱ .✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❤♦♠♦,❤4,✐❡ ✭❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥,

~

2q ✮ ❡, ✉♥❡ '♦,❛,✐♦♥ ❞❡
π
2 ✭✜❣✉'❡ ✶✳✼ ❛✮✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬4❧❡❝,'♦♥ .❡♠✐✲❝❧❛..✐5✉❡ ❛✮ ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ '4❡❧✱ ❜✮ ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡

'4❝✐♣'♦5✉❡✳ ❬✶✸❪

▲✬❛✐'❡ ❞❆ ❝♦♠♣'✐.❡ ❡♥,'❡ ❞❡✉① ,'❛❥❡❝,♦✐'❡. ✈♦✐.✐♥❡. ❞✬4♥❡'❣✐❡ ε ❡, ε + dε✱ ❡., ❜❛❧❛②4❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ ✈✐,❡..❡ ❝♦♥.,❛♥,❡ ❡, ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥,❡ ❞❡ ❧❛ ,'❛❥❡❝,♦✐'❡ ✭❧♦✐ ❞❡. ❛✐'❡.✮✳ ❈❡,,❡ ❧♦✐ ❡., ✈❛❧❛❜❧❡ 5✉❡❧

5✉❡ .♦✐, ❧❡ ,②♣❡ ❞❡ ,'❛❥❡❝,♦✐'❡ ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ '4❝✐♣'♦5✉❡ ✭♦✉✈❡',❡ ♦✉ ❢❡'♠4❡✮✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦O

❧❛ ,'❛❥❡❝,♦✐'❡ ❡., ❢❡'♠4❡✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❡., ♣4'✐♦❞✐5✉❡ ❞❡ ♣4'✐♦❞❡ ❚✳ ❖♥ ♣❡✉, ❛✐♥.✐ ❞4✜♥✐' ❧❛

♣✉❧.❛,✐♦♥ ❝②❝❧♦,'♦♥ ✿

ωc =
2π

T
=

2πeB

~2

(

∂A

∂ε

)−1

kz

✭✶✳✸✾✮

T❛',❛♥, ❞❡ ❝❡,,❡ 45✉❛,✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉, ❞4✜♥✐' ❧❛ ♠❛..❡ ❝②❝❧♦,'♦♥ ✿

mc =
eB

ωc
=

~
2

2π

(

∂A

∂ε

)

kz

✭✶✳✹✵✮

▲❛ ♠❛..❡ ❝②❝❧♦,'♦♥ ♥❡ ❞4♣❡♥❞ ❛❧♦'. 5✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐'❡ ❡, ❞❡ ❧✬4♥❡'❣✐❡✳

✶✳✸✳✷ ◗✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡/ ♦0❜✐(❡/ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥6(✐7✉❡

◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ♥♦✉. ✐♥,4'❡..❡' ♠❛✐♥,❡♥❛♥, 2 ❧❛ 5✉❛♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬4❧❡❝,'♦♥✳ ❊♥

♣'4.❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥4,✐5✉❡✱ ❧❛ 5✉❛♥,✐,4 ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ♣ ❞❡ ❧✬4❧❡❝,'♦♥ ❡., ❞♦♥♥4❡ ♣❛' ✿

p = pcin + pchamp = ~k+ qA ✭✶✳✹✶✮



✶✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- '❤.♦(✐0✉❡-

♦! ♣cin ❡#$ ❧❛ '✉❛♥$✐$+ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ♣✉0❡♠❡♥$ ❝✐♥+$✐'✉❡✱ ♣champ ❡#$ ❧❡ ♠♦♠❡♥$ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡$ ❆

❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ✈❡❝$❡✉0 ❞+✜♥✐$ ♣❛0 ❇ = (♦' ❆✳

❉❛♥# ❧❡ ♠♦❞7❧❡ #❡♠✐✲❝❧❛##✐'✉❡✱ ❧❡# ♦0❜✐$❡# #♦♥$ '✉❛♥$✐✜+❡# #✉✐✈❛♥$ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ❇♦❤0✲❙♦♠♠❡0❢❡❧❞ ✿

∮

p · dr = 2π~(n+ γ) ✭✶✳✹✷✮

♦! ♣ ❡#$ ❧❛ '✉❛♥$✐$+ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ♣0+#❡♥$+❡ ❞❛♥# ❧✬+'✉❛$✐♦♥ ✶✳✹✶✱ ( ❧❛ ♣♦#✐$✐♦♥ ✭♣ ❡$ ( #♦♥$ ❞❡#

✈❛0✐❛❜❧❡# ❝♦♥❥✉❣✉+❡#✮✱ ♥ ❡#$ ✉♥ ❡♥$✐❡0 ❡$ γ ✉♥❡ ❝♦♥#$❛♥$❡ ❝♦♠♣0✐#❡ ❡♥$0❡ ✵ ❡$ ✶ ✭❝♦00❡❝$✐♦♥ ❞❡

♣❤❛#❡ +❣❛❧❡ G ✵✳✺ ♣♦✉0 ❧✬+❧❡❝$0♦♥ ❧✐❜0❡✮✳ ❊♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧✬+'✉❛$✐♦♥ ✶✳✹✶ ❡$ ✶✳✹✷ ❝❛❧❝✉❧# ❞+$❛✐❧❧+# ❞❛♥#

❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ ♦♥ $0♦✉✈❡ ✿

∮

p · dr = −qφ = 2π~(n+ γ) ✭✶✳✹✸✮

❛✈❡❝ φ = ❇✳❙ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥+$✐'✉❡ ❝♦♥$❡♥✉ ❞❛♥# ❧✬♦0❜✐$❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ 0+❡❧✳ M❛0 ❝♦♥#+'✉❡♥$ ❧✬♦0❜✐$❡

❞✬✉♥ +❧❡❝$0♦♥ ❡#$ '✉❛♥$✐✜+❡ ❞❡ $❡❧❧❡ ♠❛♥✐70❡ '✉❡ ❧❡ ✢✉① '✉✐ $0❛✈❡0#❡ #♦♥ ♦0❜✐$❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ 0+❡❧

❡#$ ❞♦♥♥+ ♣❛0 ✿

φn =
2π~

e
(n+ γ) ✭✶✳✹✹✮

❊♥ ❞✬❛✉$0❡# $❡0♠❡#✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ❡#$ '✉❛♥$✐✜+ ❞❡ $❡❧❧❡ #♦0$❡ '✉❡ ❧❡ ✢✉① #♦✐$ '✉❛♥$✐✜+ G ❧✬✐♥$+0✐❡✉0

❞❡ ❧✬♦0❜✐$❡ !✳ M♦✉0 ♣❛##❡0 ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ 0+❝✐♣0♦'✉❡ ✐❧ #✉✣$ ❞❡ 0❡♠♣❧❛❝❡0 ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❧✬❛✐0❡ ❞❛♥#

❧✬❡#♣❛❝❡ 0+❡❧ ✭❆n✮ ♣❛0 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ 0+❝✐♣0♦'✉❡ ✭❙n✮ ❞❛♥# φn ✭#❛❝❤❛♥$ '✉❡ ❆n =
(

~

eB

)2
❙n✮✱ ♦♥

❛❜♦✉$✐$ G ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞✬❖♥#❛❣❡0 ✿

Sn = (n+ γ)
2πe

~
B ✭✶✳✹✺✮

'✉✐ $0❛❞✉✐$ ❧❡ ❢❛✐$ '✉❡ #❡✉❧❡# ❧❡# #✉0❢❛❝❡# ❛②❛♥$ ♣♦✉0 ❛✐0❡ ❙n #♦♥$ ♣❡0♠✐#❡#✳ ❈❡❝✐ ❡#$ ❝❧❛✐0 ❧♦0# ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛+0❡♥❝❡ ❡♥$0❡ ❧✬❛✐0❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥ ❡$ ♥+✶ ✭∆S = Sn+1 − Sn = 2πeB
~

✮✳ ❆✉$0❡♠❡♥$

❞✐$✱ #❡✉❧❡# ❧❡# ❛✐0❡# '✉✐ ❞✐✛70❡♥$ ❞✬✉♥❡ '✉❛♥$✐$+ ∆S #♦♥$ ♣❡0♠✐#❡#✳

❉❛♥# ❧❡# ❡①♣+0✐❡♥❝❡# #✉0 ❧❡# #✉0❢❛❝❡# ❞❡ ❋❡0♠✐✱ ♦♥ ❡#$ #♦✉✈❡♥$ ✐♥$+0❡##+ ♣❛0 ❧✬❛❝❝0♦✐##❡♠❡♥$ ∆❇

♣♦✉0 ❧❡'✉❡❧ ❞❡✉① ♦0❜✐$❛❧❡# #✉❝❝❡##✐✈❡# ✭♥ ❡$ ♥+✶✮ ♦♥$ ❧❛ ♠U♠❡ #✉0❢❛❝❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡# ❦✳ ❖♥

♦❜#❡0✈❡ ❞❡✉① #✉0❢❛❝❡# ✐❞❡♥$✐'✉❡# '✉❛♥❞ ✿

S

(

1

Bn+1
− 1

Bn

)

=
2πe

~
✭✶✳✹✻✮

❈❡ 0+#✉❧$❛$ $0❛❞✉✐$ ❧❡ ❢❛✐$ '✉❡ ❞❡# ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥# +❣❛❧❡# G ✶✴❇ ❝♦00❡#♣♦♥❞❡♥$ G ❞❡# ♦0❜✐$❡# ✐❞❡♥✲

$✐'✉❡#✳ ❈❡$$❡ ♣+0✐♦❞✐❝✐$+ ❡♥ ✶✴❇ ❡#$ ✉♥❡ ❝❛0❛❝$+0✐#$✐'✉❡ ❞❡# ❡✛❡$# ♠❛❣♥+$♦✲♦#❝✐❧❧❛$♦✐0❡# ❞❛♥# ❧❡#

♠+$❛✉① ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ 0+#✐#$✐✈✐$+ ❡✛❡$ ❙❝❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛#✮✳ ❖♥ ♣♦✉00❛ ❛✐♥#✐✱ ❣0Z❝❡ G ❧❛ ❢0+'✉❡♥❝❡

❞❡# ♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥#✱ 0❡♠♦♥$❡0 G ❧✬❛✐0❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❡0♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐0❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❇ ♣❛0 ❧❛ 0❡❧❛$✐♦♥ ✿

F =
~

2πe
S =

φ0
2π2

S ✭✶✳✹✼✮

♦! ❋ ❡#$ ❧❛ ❢0+'✉❡♥❝❡ ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥#✱ ❙ ❧✬❛✐0❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❡$ φ0 =
h
2e ❧❡ '✉❛♥$✉♠ ❞❡ ✢✉①✳



✶✳✸✳ ❊✛❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0&✐2✉❡ 3✉4 ❧❡3 ♣♦4&❡✉43 ❞❡ ❝❤❛4❣❡3 ✶✾

✶✳✸✳✸ ◗✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉

 ♦✉# ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧❡ ♣❤,♥♦♠-♥❡ ❞✬♦/❝✐❧❧❛2✐♦♥/ 3✉❛♥2✐3✉❡/✱ ✐❧ ❢❛✉2 ❞✬❛❜♦#❞ ✐♥2#♦❞✉✐#❡ ❧❛ 3✉❛♥✲

2✐✜❝❛2✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥/✐2, ❞✬,2❛2 /♦✉/ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,2✐3✉❡✳ ◆♦✉/ ♥♦✉/ ♣❧❛>♦♥/

❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ,❧❡❝2#♦♥ ❧✐❜#❡ ❞❛♥/ ✉♥❡ ❜♦✐2❡ ❝✉❜✐3✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ▲

3 = ▲x▲y▲z✱ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥,2✐3✉❡ ❇‖③✳ ▲✬❤❛♠✐❧2♦♥✐❡♥ ❝❧❛//✐3✉❡ ❡/2 ❞♦♥♥, ♣❛# ✿

H =
1

2m
(p− qA)2 ✭✶✳✹✽✮

❆ ♥✬,2❛♥2 ♣❛/ ❞,✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐-#❡ ✉♥✐✈♦3✉❡✱ ♦♥ /❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡♥

♣#❡♥❛♥2 ❆=✭✵✱❇①✱✵✮✳ ❖♥ #❡2#♦✉✈❡ ❧✬❤❛♠✐❧2♦♥✐❡♥ 3✉❛♥2✐3✉❡ ❡♥ #❡♠♣❧❛>❛♥2 ♣ ♣❛# ✲✐~▽✳
❆♣#-/ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥2 ❞❡ ❝❡2 ❤❛♠✐❧2♦♥✐❡♥✱ ♦♥ 2#♦✉✈❡ ✿

H = −~
2∆

2m
− i~ωcx

∂

∂y
+
ω2
cm

2
x2 ✭✶✳✹✾✮

♦K ωc =
qB
m ❡/2 ❧❛ ♣✉❧/❛2✐♦♥ ❝②❝❧♦2#♦♥✳ ❈❡2 ❤❛♠✐❧2♦♥✐❡♥ ♥❡ ❞,♣❡♥❞ 3✉❡ ❞❡ ①✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❛❧♦#/ ❝❤❡#❝❤❡#

❞❡/ /♦❧✉2✐♦♥/ N ❧✬,3✉❛2✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤#P❞✐♥❣❡# ✭❍ψ = ❊ψ✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

ψ = ϕ(x)ei(kyy+kzz)
✭✶✳✺✵✮

▲✬,3✉❛2✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤#P❞✐♥❣❡# /✬,❝#✐2 ❛❧♦#/ ✿

Eϕ(x) =

([

−~
2∆

2m
+

1

2
mω2

c (x− x0)
2

]

+
~
2k2z
2m

)

ϕ(x) ✭✶✳✺✶✮

❈✬❡/2 ❧✬,3✉❛2✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦/❝✐❧❧❛2❡✉# ❤❛#♠♦♥✐3✉❡ ❞❡ ♣✉❧/❛2✐♦♥ ωc✳ ▲❡/ ♦#❜✐2❡/ ❝②❝❧♦2#♦♥/ /❡#♦♥2 ❝❡♥✲

2#,❡/ ❡♥ ① 0✳ ▲❡/ ✈❛❧❡✉#/ ♣#♦♣#❡/ ❞❡ ❧✬,♥❡#❣✐❡ ❞❡/ ,❧❡❝2#♦♥/ ❧✐❜#❡/ /♦♥2 ✿

En(kz) = (n+
1

2
)~ωc +

~
2k2z
2m

✭✶✳✺✷✮

▲❡ ❞❡#♥✐❡# 2❡#♠❡ ♣#❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥2 ❧✐❜#❡ ❞❡/ ,❧❡❝2#♦♥/ ❞❛♥/ ❧❛ ❞✐#❡❝2✐♦♥ ♣❛#❛❧❧-❧❡

N❇✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥2 ❡/2 3✉❛♥2✐✜, ❞❛♥/ ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡ N ❧❛ ❞✐#❡❝2✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,2✐3✉❡✳

❈✬❡/2 ❧❛ 3✉❛♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳ ▲❡/ ❊n /♦♥2 ❛♣♣❡❧,/ /♦✉/ ❜❛♥❞❡/ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❀ ❧✬,❝❛#2

❡♥2#❡ ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❡/2 ~ωc ✭✜❣✉#❡ ✶✳✽✮✳ ❉♦♥❝✱ ♣❧✉/ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉❣♠❡♥2❡✱ ♣❧✉/ ❧✬,❝❛#2 ❡♥2#❡ ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉①

❛✉❣♠❡♥2❡✳

▲❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ /♦♥2 ❞,❣,♥,#,/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞,❣,♥,#❡/❝❡♥❝❡ gL ❞♦♥♥,❡ ♣❛# ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡

gL = 2LxLy
qB
h ✳ ❖♥ #❡♠❛#3✉❡ 3✉❡ ❧❛ ❞,❣,♥,#❡/❝❡♥❝❡ ❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡/2 ♣#♦♣♦#2✐♦♥♥❡❧❧❡

❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,2✐3✉❡✳ ▲❡ ❢❛❝2❡✉# ✷ ♣#♦✈✐❡♥2 ❞❡ ❧❛ ❞,❣,♥,#❡/❝❡♥❝❡ ❧✐,❡ ❛✉① /♣✐♥/✳ ❖♥ ♣❡✉2 ♠♦♥2#❡#

3✉✬❛✉❝✉♥ ,2❛2 ♥✬❡/2 ❝#,❡ /♦✉/ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡2 3✉✬✐❧ ② ❛ /❡✉❧❡♠❡♥2 ✉♥❡ #,♦#❣❛♥✐/❛2✐♦♥

❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬,♥❡#❣✐❡ /✉# ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥2 ❧❛ ❞❡♥/✐2, ❞✬,2❛2 ❞❡/ ,❧❡❝2#♦♥/ ❧✐❜#❡/ N ✸ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ /♦✉♠✐/ N ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,✲

2✐3✉❡✱ ♦♥ 2#♦✉✈❡ ✿



✷✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧. '❤/♦(✐1✉❡.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❛✮ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬*♥❡)❣✐❡ ε ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝-❡✉) ❞✬♦♥❞❡ ❦ ♣♦✉) ❇ = ✵ ❚✳

❜✮ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬*♥❡)❣✐❡ ε ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝-❡✉) ❞✬♦♥❞❡ ❦ ♣♦✉) ❇ 6= ✵ ❚✳ ▲❡+ ♥✐✈❡❛✉①

❞✬*♥❡)❣✐❡ +♦♥- ❛❧♦)+ ?✉❛♥-✐✜*+ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ +*♣❛)*+ ❞❡ ~ωc✳

n(ε) =
V ωc~

4π2

(

2m

~2

) 3

2
∞
∑

n=0

[

ε−
(

n+
1

2

)

~ωc

]− 1

2

✭✶✳✺✸✮

❈❡--❡ ❞❡♥+✐-* ❞✬*-❛- ♣)*+❡♥-❡ ❞❡+ ♠❛①✐♠❛ -♦✉+ ❧❡+ (n+
1

2
)~ωc✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ?✉❛♥❞ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*✲

-✐?✉❡ ❛✉❣♠❡♥-❡✱ ❧✬*❝❛)- ❡♥-)❡ ❧❡+ ♥✐✈❡❛✉① +✬*❧❛)❣✐- ❡- K ❝❤❛?✉❡ ❢♦✐+ ?✉✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦L♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡)♠✐✱ ✐❧ ② ❛ ❞✐✈❡)❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥+✐-* ❞✬*-❛-+✳ ❈❡ ♣❤*♥♦♠O♥❡ ❡+- ♣*)✐♦❞✐?✉❡ ❡♥ 1/B

✭✜❣✉)❡ ✶✳✾✮✳ ❈❡--❡ ❞✐✈❡)❣❡♥❝❡ ❡♥-)❛Q♥❡ ❞❡+ ♦+❝✐❧❧❛-✐♦♥+ ❞❡+ ❞✐✛*)❡♥-❡+ ♣)♦♣)✐*-*+ *❧❡❝-)♦♥✐?✉❡+ ♠❡✲

+✉)*❡+ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✐♠❛♥-❛-✐♦♥ ✭❡✛❡- ❞❡ ❍❛❛+✲✈❛♥ ❆❧♣❤❡♥ ✭❞❍✈❆✮✮✱ ❧❛ )*+✐+-❛♥❝❡ ✭❡✛❡- ❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡

❍❛❛+ ✭❙❞❍✮✮✱ ❧❛ ♠❛❣♥*-♦+-)✐❝-✐♦♥✱ ❧✬❛--*♥✉❛-✐♦♥ ✉❧-)❛+♦♥♦)❡✳✳✳

❙✐ ❧❡ -❡♠♣+ ❞❡ )❡❧❛①❛-✐♦♥ τ ❡+- ✜♥✐✱ ❛❧♦)+ ❞✬❛♣)O+ ❧✬*?✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐+❡✐♥❜❡)❣ ♦♥ +❛✐- ?✉❡ τ∆E ≫
~ ❞♦♥❝ ❧❛ ❧❛)❣❡✉) ❞❡+ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡+- ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡

~

τ ✳ ❆✐♥+✐ ❛✜♥ ❞✬♦❜+❡)✈❡) ❧❛ ?✉❛♥-✐✜❝❛-✐♦♥

❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ✐❧ ❢❛✉- ?✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*-✐?✉❡ +♦✐- +✉✣+❛♠♠❡♥- ✐♠♣♦)-❛♥- ✭ωcτ ≫ 1✮✳ ■❧ ❢❛✉-

*❣❛❧❡♠❡♥- ?✉❡ ❧❛ -❡♠♣*)❛-✉)❡ +♦✐- ❢❛✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ +❛-✐+❢❛✐)❡ ❧❛ )❡❧❛-✐♦♥ ~ωc ≫ kBT ✱ ❝✬❡+- K ❞✐)❡

?✉❡ ❧❡+ ✢✉❝-✉❛-✐♦♥+ -❤❡)♠✐?✉❡+ +♦✐❡♥- ❢❛✐❜❧❡+ ❞❡✈❛♥- ❧✬*❝❛)- ❡♥-)❡ ❧❡+ ♥✐✈❡❛✉①✳



✶✳✹✳ ❖$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ,✉❛♥)✐,✉❡$ ✷✶

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❉❡♥'✐)* ❞✬*)❛)' ♣♦✉1 ❞❡' *❧❡❝)1♦♥' ❧✐❜1❡' ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧ 7 ✸❉ ✭)1❛✐) ♣♦✐♥)✐❧❧*✮ ❡) ❡♥

♣1*'❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*)✐<✉❡ ✭)1❛✐) ♣❧❡✐♥✮✳

✶✳✹ ❖$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ,✉❛♥)✐,✉❡$

▼❛✐♥)❡♥❛♥) <✉❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✐♥)1♦❞✉✐) ❧❛ <✉❛♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ♣♦✉✲

✈♦✐1 ❛❜♦1❞❡1 ❞❡' ♣❤*♥♦♠C♥❡' ❞✬♦'❝✐❧❧❛)✐♦♥' <✉❛♥)✐<✉❡' ❝♦♠♠❡ ❧✬❡✛❡) ❙❞❍ ♦✉ ❞❍✈❆✳ ▲✬❛✐♠❛♥)❛✲

)✐♦♥ ♦'❝✐❧❧❛)♦✐1❡ ❡') ♦❜)❡♥✉❡ ❡♥ ❞*1✐✈❛♥) ❧❡ ♣♦)❡♥)✐❡❧ )❤❡1♠♦❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞❡ ●✐❜❜' ♣❛1 1❛♣♣♦1) ❛✉

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*)✐<✉❡ ✿

∼
M = −(∂Ω/∂B)T,ζ ✳ ▲❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❣*♥*1❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡) ❞❍✈❆ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞❡'

♠*)❛✉① ✸❉ ❛ *)* ♦❜)❡♥✉❡ ♣❛1 ▲✐❢'❤✐)③ ❡) ❑♦'❡✈✐❝❤ ❬✶✹❪✳ ▲✬❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ ♦'❝✐❧❧❛)♦✐1❡ '✬*❝1✐) ❛❧♦1'

'♦✉' ❧❛ ❢♦1♠❡ ✿

∼
M = −

∞
∑

r=1

1

r3/2

∼
M rsin

[

2πr

(

F

B
− 1

2

)

± π

4

]

✭✶✳✺✹✮

♦S ❧❛ '♦♠♠❡ '✉1 1 ❡') ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉1 ❧❡' ❞✐✛*1❡♥)❡' ❤❛1♠♦♥✐<✉❡' ✭❣*♥*1❛❧❡♠❡♥) ❧✬❛♠♣❧✐)✉❞❡ ❞❡ ❧❛

❢1*<✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧❡ ❡') ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉' ❣1❛♥❞❡ <✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ❤❛1♠♦♥✐<✉❡'✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥'✐❞C1❡1❛

❞♦♥❝ <✉❡ ❧❛ ❢1*<✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧❡✮✱ ❋ ❧❛ ❢1*<✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧❡ ❞♦♥♥*❡ ♣❛1 ✿

F =
~

2πe
Sextr ✭✶✳✺✺✮



✷✷ ❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧- &❤.♦'✐0✉❡-

♦! ❙extr ❡$% ❧❛ $✉)❢❛❝❡ ❡①%)-♠❛❧❡ ❡%

∼
M r =

( e

2π~

)3/2 SextrB
1/2

π2mc|S”|1/2extr

RT (r)RD(r)RS(r) ✭✶✳✺✻✮

♦! ♠c ❡$% ❧❛ ♠❛$$❡ ❝②❝❧♦%)♦♥ ❡% ❙✧extr =
∂2S

∂p2B
❝❛)❛❝%-)✐$❡ ❧❛ ❝♦✉)❜✉)❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❇

❛✉%♦✉) ❞❡ ❧❛ $❡❝%✐♦♥ ❡①%)-♠❛❧❡✳ ▲❡$ ❢❛❝%❡✉)$ ❘T ✭)✮✱ ❘D✭)✮ ❡% ❘S✭)✮ $♦♥% ❧❡$ ❢❛❝%❡✉)$ ❞❡ )-❞✉❝%✐♦♥$

@✉✐ $❡)♦♥% ❛♥❛❧②$-$ ♣❧✉$ ❛%%❡♥%✐✈❡♠❡♥% ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐%❡✳

✶✳✹✳✶ ❖$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛$

▲❛ %❤-♦)✐❡ ♣❡)♠❡%%❛♥% ❞✬❡①♣❧✐@✉❡) ❧❡$ ♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ ❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛$ ✭❙❞❍✮ ❡$% ♣❧✉$ ❝♦♠✲

♣❧✐@✉-❡ @✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❍✈❆✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♥♦✉$ ✈❡♥♦♥$ ❞❡ ✈♦✐) @✉❡ ❧✬❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ ❡$% ❞✐)❡❝%❡♠❡♥%
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❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ ✿

D(ζ) ∝
(

mcB

Sextr

)2 ∂M

∂B
✭✶✳✺✼✮

▲❛ ♣❛)%✐❡ ♦$❝✐❧❧❛%♦✐)❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%- ❡$% ❛❧♦)$ ❞♦♥♥-❡ ♣❛) ✿

∆σ

σ0
=

∑

i

∞
∑

r=1

1

r1/2
arcos

[

2πr

(

Fi

B
− 1

2

)

± π

4

]

✭✶✳✺✽✮

♦! ❧❛ $♦♠♠❡ $✉) ✐ ❝♦))❡$♣♦♥❞ ❛✉① ❞✐✛-)❡♥%❡$ ❝♦♥%)✐❜✉%✐♦♥$ ❞❡$ ❞✐✛-)❡♥%❡$ ❢)-@✉❡♥❝❡$✱∆σ = σ−σ0
❡% σ0 ❡$% ❧❛ ♣❛)%✐❡ ♠♦♥♦%♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%- ❡% ❛r ✭❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ O ✷❉✮ ❡$% ❞♦♥♥-❡ ♣❛) ✿

ar ∝
mcB

1/2

(S”)
1/2
extr

RT (r)RD(r)RS(r) ✭✶✳✺✾✮

♦! ♠c = ♠b(1+λee)(1+λep) ❛✈❡❝ ♠b ❧❛ ♠❛$$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♥♦♥ )❡♥♦)♠❛❧✐$-❡ ❡% λee ❡% λep ❧❡$ ❢❛❝%❡✉)$

❞❡ )❡♥♦)♠❛❧✐$❛%✐♦♥$ ❧✐-$ ❛✉① ✐♥%❡)❛❝%✐♦♥$ -❧❡❝%)♦♥$✲-❧❡❝%)♦♥$ ❡% -❧❡❝%)♦♥$✲♣❤♦♥♦♥$ )❡$♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳

❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡$ ❛♠♣❧✐%✉❞❡$ ❞✬♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ ♣❛) )❛♣♣♦)% O ❧❛ ♠♦♥♦%♦♥❡✱ ❧✬❛♣♣)♦①✐♠❛%✐♦♥

∆σ
σ ≃ ∆ρ

ρ ♣❡✉% V%)❡ ❢❛✐%❡✳
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RT (r) =
2rπ2kBTmc

~eB

sinh(2rπ
2kBTmc

~eB )
=

XrµT
B

sinh(XrµT
B )

✭✶✳✻✵✮

♦? X = 2π2kBme

~e = ✶✹✳✻✾✹ ❚✳❑

−1
✱ µ = ♠c✴♠e ❧❛ ♠❛##❡ ❝②❝❧♦+)♦♥ )1❞✉✐+❡✱ ❦B ❡#+ ❧❛ ❝♦♥#+❛♥+❡ ❞❡

❇♦❧+③♠❛♥♥✱ ❚ ❧❛ +❡♠♣1)❛+✉)❡ ❞✉ #②#+I♠❡✱ ~ ❧❛ ❝♦♥#+❛♥+❡ ❞❡ J❧❛♥❝❦ )1❞✉✐+❡✱ ❡ ❧❛ ❝❤❛)❣❡ ❞❡ ❧✬1❧❡❝✲
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#♦✉# ❧❛ ❢♦)♠❡ ✿

RT (r) ∝
T

B
exp(−XrµT/B) ✭✶✳✻✶✮
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2

Bmoy
=

1

Bmin
+

1

Bmax
✭✶✳✻✷✮
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♣)❡##✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥+❡✳
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❣❡✉' C ♠✐✲❤❛✉4❡✉' Γ = ~/2τ ✳ ▲❡ ❢❛❝4❡✉' ❞❡ '-❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐4✉❞❡ ❞❡) ♦)❝✐❧❧❛4✐♦♥) ❞❡ ❉✐♥❣❧❡

)✬-❝'✐4 ❛❧♦') )♦✉) ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

RD(r) = exp

(−XrmbTD
meB

)

✭✶✳✻✸✮

♦S ❚D = ~/2πkBτ ❡)4 ❧❛ 4❡♠♣-'❛4✉'❡ ❞❡ ❉✐♥❣❧❡✳ ❊♥ ♣'❛4✐8✉❡✱ ♥♦✉) ♣'❡♥❞'♦♥) ♠b = ♠c ✭❝♦♥♥✉

♣❛' ❧❡ ❢❛❝4❡✉' ❞❡ '-❞✉❝4✐♦♥ 4❤❡'♠✐8✉❡✮ ❧❡ 4❡♠♣) ❞❡ '❡❧❛①❛4✐♦♥ ♣❡✉4 ❞♦♥❝ T4'❡ ❡)4✐♠- ♣❛' ❧❛

❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐4✉❞❡ ❞❡) ♦)❝✐❧❧❛4✐♦♥) ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-4✐8✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧-❣U'❡

)✉'❡)4✐♠❛4✐♦♥ ❞❡ ❚D✳ ❈❡ ❢❛❝4❡✉' ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡'W✉ ❞❡ ❧❛ 8✉❛❧✐4- ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✳ X❧✉) ❚D )❡'❛

❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉) ❧✬-❝❤❛♥4✐❧❧♦♥ ❡)4 ❞❡ ❜♦♥♥❡ 8✉❛❧✐4- ❡4 ❞♦♥❝ ✐❧ )❡'❛ ❞✬❛✉4❛♥4 ♣❧✉) ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜)❡'✈❡' ❧❡)

♦)❝✐❧❧❛4✐♦♥) 8✉❛♥4✐8✉❡)✳

• ❋❛❝'❡✉( ❞❡ .♣✐♥ ❘S

▲❡ 4'♦✐)✐U♠❡ ❡4 ❞❡'♥✐❡' ❢❛❝4❡✉' ❞✬❛♠♦'4✐))❡♠❡♥4 ❞❡) ♦)❝✐❧❧❛4✐♦♥) 8✉❛♥4✐8✉❡)✱ ❘S ❞-❝'✐4 ❧✬❡✛❡4

❞✉ )♣❧✐44✐♥❣ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡) )♣✐♥)✳ ❈❤❛8✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡)4 )-♣❛'- ❡♥ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❛✈❡❝ ❧❛

❞✐✛-'❡♥❝❡ ❞✬-♥❡'❣✐❡ ✿

∆ε = gµBB ✭✶✳✻✹✮



✶✳✹✳ ❖$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ,✉❛♥)✐,✉❡$ ✷✺

♦! ❣ ❡#$ ❧❡ ❢❛❝$❡✉* ❞❡ ▲❛♥❞. ✭= ✷ ♣♦✉* ❧❡# .❧❡❝$*♦♥# ❧✐❜*❡#✮ ❡$ µB = e~/(2me) ❡#$ ❧❡ ♠❛❣♥.$♦♥

❞❡ ❇♦❤*✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬.❧❡❝$*♦♥ ❧✐❜*❡✱ ∆ε = ~eB/me ❡#$ .❣❛❧ = ❧✬.❝❛*$ ❡♥$*❡ ❞❡✉① #♦✉# ❜❛♥❞❡#

❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ~ωc✱ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉* ✉♥ ❦ ❞♦♥♥.✱ ❧❡ ♥✲✐A♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ #♣✐♥ ♣❛*❛❧❧A❧❡ = ❇

❡$ ❧❡ ✭♥✲✶✮✲✐A♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ #♣✐♥ ❛♥$✐♣❛*❛❧❧A❧❡ = ❇ ❝*♦✐#❡♥$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡*♠✐ ❛✉

♠E♠❡ ❝❤❛♠♣✳ ❆✐♥#✐✱ ❝❤❛G✉❡ #♦✉# ❜❛♥❞❡ ❞❡ #♣✐♥ ❝♦♥$*✐❜✉❡ ❡♥ ♣❤❛#❡ ❛✉① ♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱

❣.♥.*❛❧❡♠❡♥$ ❞❛♥# ❧❡# ♠.$❛✉① *.❡❧# ∆ε 6= ~ωc ❡$ ✐❧ ❡①✐#$❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐✛.*❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛#❡ ❡♥$*❡ ❞❡✉①

#♦✉# ❜❛♥❞❡# ❞❡ #♣✐♥ ♦♣♣♦#. φ = 2π ∆ε
~ωc

✳ ❈❡ ❞.♣❤❛#❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐$ = ❧❛ *.❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞❡#

♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥# ♣❛* ❧❡ ❢❛❝$❡✉* ✿

RS(r) = cos

(

πm∗
b

2me
rg

)

✭✶✳✻✺✮

♦! ♠

∗
b ❡#$ ❧❛ ♠❛##❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ *❡♥♦*♠❛❧✐#.❡ ♣❛* ❧❡# ✐♥$❡*❛❝$✐♦♥# .❧❡❝$*♦♥✲.❧❡❝$*♦♥ ✭♠

∗
b = ♠b(1 +

λee)✮✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦! ♠

∗
b = ♠c ❧❡# ✐♥$❡*❛❝$✐♦♥# .❧❡❝$*♦♥#✲♣❤♦♥♦♥# #♦♥$ ♥.❣❧✐❣❡❛❜❧❡#✳

• ❈❛$ ❞✬✉♥❡ $✉5❢❛❝❡ ,✉❛$✐✲✷❉

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥❡ ❙❋ ♣*.#❡♥$❛♥$ ✉♥ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥$✱ ❧❛ ❙❋ #❡*❛ ❝♦♠♣♦#.❡ ❞❡ ✷ ❛✐*❡# ❡①$*.♠❛❧❡# ✿

✉♥ ❝♦✉ ✭♥❡❝❦✮ ❡$ ✉♥ ✈❡♥$*❡ ✭❜❡❧❧②✮✳ ❈❡# ✷ ❛✐*❡# ❡①$*.♠❛❧❡# ✈♦♥$ ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡* ❧✐❡✉ = ✷ ❢*.G✉❡♥❝❡#

❋n ❡$ ❋b ❝♦**❡#♣♦♥❞❛♥$ *❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ = ❧✬❛✐*❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♥❡❝❦✮ ❡$ ❧✬❛✐*❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❜❡❧❧②✮✳ ❉❛♥#

❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥$ ❋n ❡$ ❋b ❛✉*♦♥$ ❞❡# ✈❛❧❡✉*# ♣*♦❝❤❡# ❝❡ G✉✐ ♣♦✉**❛ #❡ $*❛❞✉✐*❡

♣❛* ❧✬❛♣♣❛*✐$✐♦♥ ❞❡ ❜❛$$❡♠❡♥$# ❞❛♥# ❧❡ #♣❡❝$*❡ ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥#✳ ▲❡# ♥♦❡✉❞# ❞❡# ❜❛$$❡♠❡♥$# ❛♣✲

♣❛*❛✐##❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✐A*❡ ♣.*✐♦❞✐G✉❡ ❡♥ ✶✴❇ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢*.G✉❡♥❝❡ ∆F = Fb − Fn✳ ❈❡$$❡ ❞✐✛.*❡♥❝❡ ❞❡

❢*.G✉❡♥❝❡ ❡#$ ♣*♦♣♦*$✐♦♥♥❡❧❧❡ = ❧✬✐♥$.❣*❛❧❡ ❞❡ #❛✉$ ✭$⊥✮ ❞❛♥# ❧❛ ❞✐*❡❝$✐♦♥ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐*❡ ❛✉ ♣❧❛♥

❝♦♥❞✉❝$❡✉* ✿

4t⊥
εF

=
∆F

F
✭✶✳✻✻✮

❛✈❡❝ ❋ = Fn+Fb

2 ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ❞❡✉① ❢*.G✉❡♥❝❡#✳ P♦✉* ♦❜#❡*✈❡* ❝❡ ❜❛$$❡♠❡♥$✱ ✐❧ ❢❛✉$ G✉❡

❧❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥$ #♦✐$ ♣❧✉# ❣*❛♥❞ G✉❡ ❧✬.❝❛*$ ❞❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✱ ❝❡ G✉✐ #❡ $*❛❞✉✐$ ♣❛* ✿

4t⊥ > ~ωc ✭✶✳✻✼✮

❙✉* ❧❡# ❝♦♠♣♦#.# G✉❛#✐✲✷❉✱ ❧❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥$ ♦❜$❡♥✉ ❡♥ #✉♣❡*♣♦#❛♥$ ❧❡# ❞❡✉① ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# ❞❡

❢*.G✉❡♥❝❡# ♣*♦❝❤❡# ❡#$ ❣.♥.*❛❧❡♠❡♥$ *..❝*✐$ #♦✉# ❧❛ ❢♦*♠❡ ✿

A1sin(2π
Fmax

B
) +A2sin(2π

Fmin

B
) ∼ A3RW sin(2π

F

B
) ✭✶✳✻✽✮

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡ ♠❡)✉0❡) ❞❡ 10❛♥)♣♦01 )❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✱ ❘W ♣0❡♥❞ ❧❛ ❢♦0♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❇❡))❡❧ ✿



✷✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧. '❤/♦(✐1✉❡.

RW = J0

(

2π
2t⊥
~ωc

)

= J0

(

2π
∆F

2B

)

✭✶✳✻✾✮

■❧ (❡*❛ ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐(1✐♥❣✉❡* (✐ ❧❡ ❜❛11❡♠❡♥1 ♣*♦✈✐❡♥1 ❞❡ ✷ ♣♦❝❤❡( (:♣❛*:❡( ✭❞❡ 1❛✐❧❧❡( ♣*♦❝❤❡(✮

♦✉ ❞✬✉♥❡ (✉*❢❛❝❡ =✉❛(✐✲✷❉ ✭❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥1✮ ❡♥ ❡✛❡❝1✉❛♥1 ✉♥❡ ❞:♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐*❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ✕ ■❧❧✉(1*❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❙❋ =✉❛(✐✲✷❉ ❝♦♠♣*❡♥❛♥1 ❧❡( ❞❡✉① ❢*:=✉❡♥❝❡( ❝❛*❛❝1:*✐(1✐=✉❡( ❋n

❡1 ❋b ✭:✈♦=✉:❡( ❞❛♥( ❧❡ 1❡①1❡✮✳ ▲❛ ♣*♦①✐♠✐1: ❞❡ ❝❡( ❞❡✉① ❢*:=✉❡♥❝❡( ❢❛✐1 ❛♣♣❛*❛✐1*❡ ✉♥ ♣❤:♥♦♠F♥❡

❞❡ ❜❛11❡♠❡♥1(✳ ✭❞✬❛♣*F( ❬✶✸❪✮

• ❉/'❡(♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢(/1✉❡♥❝❡ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡. ♦.❝✐❧❧❛'✐♦♥.

▲❛ ♣*:(❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉*( ❢*:=✉❡♥❝❡( *❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ❞:1❡*♠✐♥❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡(✲❝✐✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐=✉❡

=✉❡ ❧❛ ❞:1❡*♠✐♥❛1✐♦♥ ❞❡( ❢*:=✉❡♥❝❡( ♥✬❡(1 ♣❛( 1*✐✈✐❛❧❡✳ ■❧ ❡(1 ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ *:❛❧✐(❡* ✉♥❡ 1*❛♥(❢♦*♠:❡

❞❡ ❋♦✉*✐❡* ✭❚❋✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛*1✐❡ ♦(❝✐❧❧❛1♦✐*❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥:1♦*:(✐(1❛♥❝❡ ✭✜❣✉*❡ ✶✳✶✵ ❛✮✮ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐1*❡

❝❡( ❞✐✛:*❡♥1❡( ❢*:=✉❡♥❝❡(✳ ▼❛❧❤❡✉*❡✉(❡♠❡♥1 ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣( ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡ ✭♦P ❧❡( ♦(❝✐❧❧❛1✐♦♥(

(♦♥1 ♦❜(❡*✈:❡(✮ :1❛♥1 ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❚❋ ♥❡ ♣❡*♠❡1 ♣❛( ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐(1✐♥❣✉❡* ❧❡( ❞✐✛:*❡♥1( ♣✐❝( ❧✐:( R

❝❤❛=✉❡ ❢*:=✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ❚❋ ♣❡*♠❡1 (❡✉❧❡♠❡♥1 ❞✬❛✈♦✐* ✉♥ ♦*❞*❡ ❞✬✐❞:❡ ❞❡ ❧❛ ❢*:=✉❡♥❝❡ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡(

♦(❝✐❧❧❛1✐♦♥( ✭❋ = ✺✸✵ ❚ ✜❣✉*❡ ✶✳✶✵ ❛✮✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞:1❡*♠✐♥❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ❢*:=✉❡♥❝❡ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦♥

✉1✐❧✐(❡ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞✬❖♥(❛❣❡* ✿

1
Bn

= (n+γ)
F ✳ ❊♥ ✐♥❞❡①❛♥1 ❧❡( ❝❤❛♠♣(✱ ❝♦**❡(♣♦♥❞❛♥1( ❛✉① ♠❛①✐♠❛

❞❡( ♦(❝✐❧❧❛1✐♦♥(✱

1
Bn

❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ♥ ✭✐♥❞✐❝❡ ❞❡( ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✮✱ ❧❛ ♣❡♥1❡ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝F( R

❧✬✐♥✈❡*(❡ ❞❡ ❧❛ ❢*:=✉❡♥❝❡ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ ❬✶✺❪ ✭✜❣✉*❡ ✶✳✶✷✮✳ X♦✉* ❧❡( ❛✉1*❡( ❢*:=✉❡♥❝❡(✱ ✐❧ ❡(1 ♥:❝❡((❛✐*❡

❞❡ *:❛❧✐(❡* ✉♥ ❛❥✉(1❡♠❡♥1 ❞❡( ❞♦♥♥:❡( ♣❛* ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ▲❑✳

✶✳✹✳✸ ❉%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐0❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ✈✉ ♣*:❝:❞❡♠♠❡♥1✱ ❧❛ ❢*:=✉❡♥❝❡ ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛1✐♦♥( =✉❛♥1✐=✉❡( ❞:♣❡♥❞ ❞❡

❧✬❛✐*❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐*❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥:1✐=✉❡✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥❡ (✉*❢❛❝❡ ✷❉✱ ❧✬❛✐*❡ ❡①✲

1*:♠❛❧❡ ✈❛*✐❡ ❡♥ ✶✴❝♦(✭θ✮✳ ▲❛ ❢*:=✉❡♥❝❡ ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛1✐♦♥( :✈♦❧✉❡*❛ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❋✭θ✮ = ❋✭θ =

0✮✴❝♦(✭θ✮✱ ❛✈❡❝ θ ❧✬❛♥❣❧❡ ❢♦*♠: ♣❛* ❧✬❛①❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥:1✐=✉❡ ❡1 ❧✬❛①❡ ❞❡ *:✈♦❧✉1✐♦♥ ❞✉ ❝②❧✐♥❞*❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ $❧♦' ❞✬❖♥,❛❣❡0✳

❉❛♥, ❧❡ ❝❛, 3✉✐ ♥♦✉, ✐♥'60❡,,❡ ✭,✉0❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ 3✉❛,✐✲✷❉✮✱ ❧❡, ❞❡✉① ❢063✉❡♥❝❡, ❝♦00❡,♣♦♥❞❛♥'

❛✉① ❞❡✉① ❛✐0❡, ❡①'06♠❛❧❡, ❛✐♥,✐ 3✉❡ ❧❛ ❞✐✛60❡♥❝❡ ❞❡ ❢063✉❡♥❝❡ ∆❋✱ ✈❛0✐❡♥' ❞❡ ❢❛B♦♥ ♥♦♥ ♠♦♥♦'♦♥❡

❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✳ ❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ,✐♠♣❧❡ ♦C ❧❛ ❞✐,♣❡0,✐♦♥ ,❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲③ ❡,' ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠❡ ε(kz) =

−2t⊥cos(kzc) ✭♦C ❝ 0❡♣06,❡♥'❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉0 ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ 6❧6♠❡♥'❛✐0❡ ,❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲③ ✮✱ ✐❧ ❡,' ♣♦,,✐❜❧❡

❞❡ ❞6✜♥✐0 ❞❡, ✈❛❧❡✉0, ❞✬❛♥❣❧❡, ♦C ∆❋ ,✬❛♥♥✉❧❡ ❡' ♦C ❧❡ ❜❛''❡♠❡♥' ❞✐,♣❛0❛✐'✳ ❈❡, ❛♥❣❧❡, ,♣6❝✐❛✉①

,♦♥' ❛♣♣❡❧6, ❛♥❣❧❡, ❞❡ ❨❛♠❛❥✐ ❬✶✻❪ ❡' ,♦♥' ❞6✜♥✐, ♣❛0 ✿

θY = arctan

(

π(n− 0.25)

ckF

)

✭✶✳✼✵✮

♦C ❦F ❡,' ❧❡ ✈❡❝'❡✉0 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ ❡' ♥ ✉♥ ❡♥'✐❡0✳

$♦✉0 ✉♥❡ ,✉0❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ 3✉❛,✐✲✷❉✱ ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❞❡, ♦,❝✐❧❧❛'✐♦♥, 3✉❛♥'✐3✉❡, ♣❡✉' 6❣❛❧❡♠❡♥'

✈❛0✐❡0 ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳ ❈❡''❡ 6✈♦❧✉'✐♦♥ ♣0♦✈✐❡♥' ❞✉ '❡0♠❡ ❞✬❛''6♥✉❛'✐♦♥ ❧✐6 ❛✉ ,♣✐♥ ✭❘S✮✳

❊♥ ♣0❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐,♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❧❡ '❡0♠❡ ❘S ❞❡✈✐❡♥' ✿

RS(r) = cos(rπφ) = cos

(

rπgm∗
b

2mecosθ

)

✭✶✳✼✶✮

❉❡ ❝❡''❡ 63✉❛'✐♦♥✱ ♥♦✉, ❝♦♥,'❛'♦♥, 3✉❡ ❘S ✈❛ ,✬❛♥♥✉❧❡0 ♣♦✉0 ❝❡0'❛✐♥❡, ✈❛❧❡✉0, ❞✬❛♥❣❧❡ ✭θk✮✳ ❈❡,

✈❛❧❡✉0, ,♦♥' ❞♦♥♥6❡, ♣❛0 ✿

cos(θk) =
rgm∗

b

(2n+ 1)me
✭✶✳✼✷✮



✷✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧. '❤/♦(✐1✉❡.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❆♥❣❧❡ ❞❡ ❨❛♠❛❥✐ θY ✿ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞✬✉♥❡ ❙❋ 6✉❛0✐✲✷❉✱ ❧❡0 0✉;❢❛❝❡0 ❡①>;?♠❛❧❡0

♣❡;♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐;❡0 ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥?>✐6✉❡ ♦♥> >♦✉>❡0 ❧❛ ♠C♠❡ ❛✐;❡ ❧♦;06✉❡ θ = θY ✳ ✭❞✬❛♣;E0 ❬✶✻❪✮

♦J ♥ ❡0> ✉♥ ❡♥>✐❡; ;❡❧❛>✐❢✳ ▲✬❛♥❣❧❡ θk ❡0> ❛♣♣❡❧? ❛♥❣❧❡ ❞❡ 0♣✐♥✲③?;♦ ❡> ♣❡;♠❡> ❞❡ ❞?>❡;♠✐♥❡; ❧❡

♣;♦❞✉✐> ❣✳♠

∗
b ✳ ◆♦>♦♥0 6✉❡ ❞❡ ♣❛;> ❡> ❞✬❛✉>;❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 0♣✐♥✲③?;♦✱ ❧❛ ♣❤❛0❡ ❞❡0 ♦0❝✐❧❧❛>✐♦♥0

❝❤❛♥❣❡ ❞❡ π

✶✳✹✳✹ ❘✉♣&✉'❡ ♠❛❣♥-&✐/✉❡

◆♦✉0 ✈❡♥♦♥0 ❞❡ ❞?❝;✐;❡ ❧❛ ♣;?0❡♥❝❡ ❞✬♦0❝✐❧❧❛>✐♦♥0 6✉❛♥>✐6✉❡0 ✉♥✐6✉❡♠❡♥> ;❡❧✐?❡0 O ✉♥ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥> ❝②❝❧♦>;♦♥ ❝♦❤?;❡♥> ❞❡0 ?❧❡❝>;♦♥0 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ >;❛❥❡❝>♦✐;❡ ❜✐❡♥ ❞?✜♥✐❡ ❞❛♥0 ❧✬❡0♣❛❝❡ ;?❡❧ ❡>

❞❛♥0 ❧✬❡0♣❛❝❡ ;?❝✐♣;♦6✉❡✳ ◆?❛♥♠♦✐♥0✱ 0✐ ❞❡✉① ❜❛♥❞❡0 ❞❡✈✐❡♥♥❡♥> ♣;♦❝❤❡0 ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉>;❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❋❡;♠✐✱ ✉♥ ?❧❡❝>;♦♥ ♣❡✉> ♣❛00❡; ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ O ❧✬❛✉>;❡ ♣❛; ❡✛❡> >✉♥♥❡❧ 0✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥?>✐6✉❡

❡0> 0✉✣0❛♠♠❡♥> ✐♠♣♦;>❛♥>✳ ❈❡ ♣❤?♥♦♠E♥❡ ❡0> ❝♦♥♥✉ 0♦✉0 ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ;✉♣>✉;❡ ♠❛❣♥?>✐6✉❡ ❡> ♣❡✉>

❢❛✐;❡ ❛♣♣❛;❛✐>;❡ ❞❡0 >;❛❥❡❝>♦✐;❡0 0✉♣♣❧?♠❡♥>❛✐;❡0 O ❝❡❧❧❡0 ♣❡;♠✐0❡0 ♣❛; ❧❛ 0✉;❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡;♠✐ ❡> ❞♦♥❝

✐♠♣❧✐6✉❡ ❧❛ ♣;?0❡♥❝❡ ❞❡ ❢;?6✉❡♥❝❡0 0✉♣♣❧?♠❡♥>❛✐;❡0 ❞❛♥0 ❧❡ 0♣❡❝>;❡ ❞❡0 ♦0❝✐❧❧❛>✐♦♥0 6✉❛♥>✐6✉❡0✳

❈❡ ♣❤?♥♦♠E♥❡ ❛♣♣❛;❛✐> ❛✈❡❝ ❧❛ ♣;♦❜❛❜✐❧✐>? ✿

P = exp(−BMB/B) ✭✶✳✼✸✮

♦J BMB ≈ mc

e~

∆2
g

εF
❡0> ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝❛;❛❝>?;✐0>✐6✉❡ ❞❡ ;✉♣>✉;❡ ♠❛❣♥?>✐6✉❡ ❡> ∆g ❡0> ❧❡ ❣❛♣ ❡♥>;❡

❧❡0 ❞❡✉① ❜❛♥❞❡0 ♦J ❛ ❧✐❡✉ ❧❛ ;✉♣>✉;❡ ♠❛❣♥?>✐6✉❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐6✉❡ 6✉❡ ❧❡ ♣❤?♥♦♠E♥❡ ❞❡ ;✉♣>✉;❡

♠❛❣♥?>✐6✉❡ ❞❡✈✐❡♥> ✐♠♣♦;>❛♥> 6✉❛♥❞ ~ωc ∼ ∆2
g/εF ✳

❖♥ ;❡♠❛;6✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥> 6✉❡ >;♦✐0 ;?❣✐♠❡0 ♣❡✉✈❡♥> ❛❧♦;0 C>;❡ ❞✐0>✐♥❣✉?0✳ ▲❡ ❝❛0 ♦J ❇ ≪ ❇MB

✐♠♣❧✐6✉❡ 6✉❡ ❧❡0 ?❧❡❝>;♦♥0 ;❡0>❡♥> 0✉; ❧❡✉;0 ♦;❜✐>❡0 ❝❧❛00✐6✉❡0✳ ▲❡ 0❡❝♦♥❞ ❝❛0 ♦J ❇≫ ❇MB ✐♠♣❧✐6✉❡

6✉❡ ❧❡0 ?❧❡❝>;♦♥0 ♣❛00❡♥> ❧✐❜;❡♠❡♥> O >;❛✈❡;0 ❧❛ ❥♦♥❝>✐♦♥ ❞❡ ;✉♣>✉;❡ ♠❛❣♥?>✐6✉❡ ❝♦♥❞✉✐0❛♥> O ❞❡0

♦;❜✐>❡0 ❞✐✛?;❡♥>❡0✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡;♥✐❡; ❝❛0✱ ♦J ❇ ❡0> ❞✉ ♠C♠❡ ♦;❞;❡ ❞❡ ❣;❛♥❞❡✉; 6✉❡ ❇MB✳ ❉❛♥0

❝❡ ❝❛0✱ ✐❧ ❡0> ❝♦♠♣❧✐6✉? ❞❡ ❝♦♥♥❛✐>;❡ ❧❡ >;❛❥❡> ❞❡0 ?❧❡❝>;♦♥0 ❡> ✐❧ ❡0> ♥♦;♠❛❧❡♠❡♥> ♥?❝❡00❛✐;❡ ❞❡

;?0♦✉❞;❡ ✉♥ ♣;♦❜❧E♠❡ ❞❡ ♠?❝❛♥✐6✉❡ 6✉❛♥>✐6✉❡ 0♦♣❤✐0>✐6✉?✳ ❋❛❧✐❝♦✈ ❡> ❙>❛❝❤♦✇✐❛❦ ❬✶✼❪ ♦♥> ♠♦♥>;?



✶✳✹✳ ❖$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ,✉❛♥)✐,✉❡$ ✷✾

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❱✉ &❝❤)♠❛,✐.✉❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ 3✉♣,✉3❡ ♠❛❣♥),✐.✉❡ β ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥,✐❧❧)❡✮ ♣♦✉3 ✉♥❡

❙❋ ✷❉✳ ▲❡& ❥♦♥❝,✐♦♥& ❞❡ 3✉♣,✉3❡ ♠❛❣♥),✐.✉❡ &♦♥, ✐♥❞✐.✉)❡& ♣❛3 ❞❡& ❝3♦✐① ❧❛❜❡❧❧)❡& ✶✱ ✷ ✱✸ ❡, ✹✳

❬✹❪

.✉❡ ❧❡& ❡✛❡,& ♦&❝✐❧❧❛,♦✐3❡& ♣❡✉✈❡♥, H,3❡ ❞)❝3✐, ❞❡ ♠❛♥✐I3❡ &❛,✐&❢❛✐&❛♥,❡ ❡♥ ♣3❡♥❛♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ,♦✉,❡&

❧❡& ♦3❜✐,❡& ♣♦&&✐❜❧❡& .✉✐ &♦♥, ❛❝❝❡&&✐❜❧❡& ♣❛3 ❧❡& )❧❡❝,3♦♥&✳ ❉❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ ❛✉①

,3❛✈❡3& ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝,✐♦♥ ❡&, &)♣❛3)❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ,3❛♥&♠✐&❡ ν ❡, ✉♥❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ 3)✢)❝❤✐❡ ξ✱ ❞❡

❧❛ ❢♦3♠❡ ✿

ν =
√
P ; ξ =

√
1− P ✭✶✳✼✹✮

▲❛ ❝♦♥&❡3✈❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛3,✐❝✉❧❡ ❝♦♥❞✉✐, N ✉♥❡ ❞✐✛)3❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ❞❡ π/2 ❡♥,3❡ ❧✬♦♥❞❡ ,3❛♥&♠✐&❡

❡, ❧✬♦♥❞❡ 3)✢)❝❤✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡& ♣❤❛&❡& ❛❜&♦❧✉❡& ♥❡ &♦♥, ♣❛& ❞)✜♥✐❡&✱ ✐❧ ❡&, ♣❧✉& ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛&&✉♠❡3

.✉❡ ❧❛ ♣❤❛&❡ 3)✢)❝❤✐❡ ❝♦♥&❡3✈❡ ❧❛ ♣❤❛&❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ ❡, .✉❡ ❧❛ ♣❤❛&❡ ,3❛♥&♠✐&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝,❡✉3

π/2✳ ■❧ ❡&, ❞I& ❧♦3& ♣❧✉& ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ 3))❝3✐3❡ ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ,3❛♥&♠✐&❡ &♦✉& ❧❛ ❢♦3♠❡ iν✳

▲❡ ♣❤)♥♦♠I♥❡ ❞❡ 3✉♣,✉3❡ ♠❛❣♥),✐.✉❡ ♣❡3♠❡, ❞✬❛✈♦✐3 ❞❡& ♦3❜✐,❡& ♣❧✉& ❝♦♠♣❧❡①❡& .✉✐ ❢♦♥, ✐♥✲

,❡3✈❡♥✐3 ♣❧✉&✐❡✉3& ❢♦✐& ❧❛ ♠H♠❡ ❥♦♥❝,✐♦♥ ❣)♥)3❛♥, ❛✐♥&✐ ❞❡& ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥& ❞❡ ❢3).✉❡♥❝❡&✳ ■❧ ❡&,

❞♦♥❝ ♥)❝❡&&❛✐3❡ ❞✬✐♥,3♦❞✉✐3❡ ✉♥ ❢❛❝,❡✉3 &✉♣♣❧)♠❡♥,❛✐3❡ ✭❘MB✮ .✉✐ ✐♥,❡3✈✐❡♥, ❞❛♥& ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡

▲❑ ❞❡ ❧❛ ♠H♠❡ ♠❛♥✐I3❡ .✉❡ ❧❡& ❢❛❝,❡✉3& ❞✬❛♠♦3,✐&&❡♠❡♥, ❝✐,)& ♣3)❝)❞❡♠♠❡♥,✳ ▲❡ ❢❛❝,❡✉3 ❘MB

❞♦✐, ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ,3❛♥&♠✐&&✐♦♥& ❡, ❞❡ 3)✢❡①✐♦♥& ♥)❝❡&&❛✐3❡& ♣♦✉3 3)❛❧✐&❡3

❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢3).✉❡♥❝❡✳ U♦✉3 ❝❡❧❛ ❘MB = (iν)tξr ❛✈❡❝  ❡, ! ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ,3❛♥&♠✐&&✐♦♥& ❡, ❞❡

3)✢❡①✐♦♥& ♥)❝❡&&❛✐3❡&✳ ▲❛ ✜❣✉3❡ ✶✳✶✹ ♣3)&❡♥,❡ ✉♥❡ ❙❋ ✷❉ ♣♦✉3 ❧❛.✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣3)&❡♥❝❡ ❞❡ 3✉♣,✉3❡

♠❛❣♥),✐.✉❡ ❡♥,3❛V♥❡ ❧✬❛♣♣❛3✐,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢3).✉❡♥❝❡ ❝♦33❡&♣♦♥❞❛♥, N ❧✬❛✐3❡ β .✉✐ ♥❡ ♣❡✉,

♣❛& H,3❡ ♦❜&❡3✈)❡ &❛♥& 3✉♣,✉3❡ ♠❛❣♥),✐.✉❡✳

✶✳✹✳✺ ■♥&❡(❢*(❡♥❝❡ ,✉❛♥&✐,✉❡

▲❡ ♣❤)♥♦♠I♥❡ ❞✬✐♥,❡3❢)3❡♥❝❡ .✉❛♥,✐.✉❡ ❛ ),) ✐♥,3♦❞✉✐, ♣❛3 ❙,❛3❦ ❡, ❋3✐❡❞❜❡3❣ ❬✶✽✱ ✶✾❪ ♣♦✉3

❡①♣❧✐.✉❡3 ❧✬♦❜&❡3✈❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢3).✉❡♥❝❡ ❧❡♥,❡✱ ♥❡ ❝♦33❡&♣♦♥❞❛♥, N ❛✉❝✉♥❡ ♦3❜✐,❡ ❝②❝❧♦,3♦♥✱ ❞❛♥&

❧❡ &♣❡❝,3❡ ❞❡& ♦&❝✐❧❧❛,✐♦♥& ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥),♦3)&✐&,❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛❣♥)&✐✉♠✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥

,❡♠♣)3❛,✉3❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ♦&❝✐❧❧❛,✐♦♥ ),❛✐, ❜✐❡♥ ♣❧✉& ❢❛✐❜❧❡ .✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡& ♦&❝✐❧❧❛,✐♦♥& ❙❞❍✳

U♦✉3 ❡①♣❧✐.✉❡3 ❝❡ ♣❤)♥♦♠I♥❡✱ ❙,❛3❦ ❡, ❋3✐❡❞❜❡3❣ ♦♥, ✉,✐❧✐&) ❧❛ ♥❛,✉3❡ ♦♥❞✉❧❛,♦✐3❡ ❞❡& )❧❡❝,3♦♥&✱



✸✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧. '❤/♦(✐1✉❡.

 ❡ ♣#♦♣❛❣❡❛♥( ❞❛♥ ✉♥ ❝#✐ (❛❧ ❡(  ♦✉♠✐ / ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1(✐2✉❡✱ ❡( ♦♥( ❢❛✐( ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ 

♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉ ❡ 2✉✐  ✉❜✐  ❡♥( ❞❡ ✐♥(❡#❢1#❡♥❝❡ ❧♦# 2✉❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥ ❞✐✛1#❡♥(  ♦♥( ❞✐ ♣♦♥✐❜❧❡ 

♣♦✉# ✉♥ ♣❤♦(♦♥ ✭❢❡♥(❡ ❞✬❨♦✉♥❣✮ ♣♦✉#  ❡ #❡♥❞#❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥( ❆ ✈❡# ✉♥ ♣♦✐♥( ❇✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✺ ♠♦♥(#❡ ✉♥❡ (#❛❥❡❝(♦✐#❡ ♦✉✈❡#(❡ ❞❛♥ ❧✬❡ ♣❛❝❡ #1❡❧✱ ❝♦♥ (#✉✐(❡ ❞❡ (❡❧❧❡ ♠❛♥✐E#❡

2✉✬❡❧❧❡ ♣♦  E❞❡ ❞❡✉① ❜#❛♥❝❤❡ ✭❆ ❡( ❇✮ 2✉✐  ❡ ✬#❡♥❝♦♥(#❡♥(✬ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❥♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ #✉♣(✉#❡

♠❛❣♥1(✐2✉❡ ❏✶ ❡( ❏✷✳ ❊♥ ❝♦♥ ✐❞1#❛♥( ✉♥ ♣❛2✉❡( ❞✬♦♥❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ✉♥✐(1 ❡( ❛✉❝✉♥❡

♣❤❛ ❡ ❛✉ ♣♦✐♥( ✶ ✭✜❣✉#❡ ✶✳✶✺✮✱ ❡♥ ♣#1 ❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1(✐2✉❡✱ 1✈♦❧✉❡ ✈❡# ❧❡ ♣♦✐♥( ✹ ❛✈❡❝

❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(1 | < 4|1 > |2✳ ❉❡✉① (#❛❥❡❝(♦✐#❡  ♦♥( ❞✐ ♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉#  ❡ #❡♥❞#❡ ❞❡ ✶ / ✹ ✭✶✷✸✹ ♦✉

✶✷✬✸✬✹✮✳ ❊♥ ❧✬❛❜ ❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉ ✐♦♥ ✐❧ ❡ ( ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❝❡((❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(1 ❡♥  ✉✐✈❛♥( ❧❡ #E❣❧❡ 

 ✉✐✈❛♥(❡ ✳

✭✶✮ ▲❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ⑤ ❃ ❡( ⑤!❃ ♣♦✉# ❧✬1(❛( (#❛♥ ♠✐ ❡( #1✢1❝❤✐ ♣#♦✈❡♥❛♥( ❞❡ ❧✬1(❛(

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺ ✕ ■♥(❡#❢1#♦♠E(#❡ ❞❡ ❙(❛#❦ ❡( ❡( ❋#✐❡❞❜❡#❣✳

❞✬❛♠♣❧✐(✉❞❡ ✉♥✐(1 ❡( ❞❡ ♣❤❛ ❡ ♥✉❧❧❡ / (#❛✈❡# ✉♥❡ ❥♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ #✉♣(✉#❡ ♠❛❣♥1(✐2✉❡  ♦♥( ❞♦♥♥1❡ 

♣❛# ✿

|t >= p; |r >= (1− p2)1/2exp(iπ/2) ✭✶✳✼✺✮

♦V p2 = P ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(1 ❞❡ #✉♣(✉#❡ ♠❛❣♥1(✐2✉❡ ✈✉❡ ♣#1❝1❞❡♠♠❡♥(✳ ▲❡ ❢❛❝(❡✉# exp(iπ/2)  ✐❣♥✐✜❡

2✉❡ ❧❡ ♦♥❞❡ #1✢1❝❤✐❡ ❡( (#❛♥ ♠✐ ❡  ♦♥( ❞1♣❤❛ 1❡ ❞❡ π/2✳

✭✷✮ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ♣❤❛ ❡ ❞✉ ♣❛2✉❡( ❞✬♦♥❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥  ❡❣♠❡♥( ▲ ❞W / ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1(✐2✉❡

❡ ( ❞♦♥♥1 ♣❛# ✿ φL = e
~

∫

LAdl✳ ▲❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(1 ❞❡ (#❛♥ ♠✐  ✐♦♥ | < 4|1 > |2 ♣♦✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✺ ♣❡✉(

♠❛✐♥(❡♥❛♥( X(#❡ ❝❛❧❝✉❧1❡✳ ❖♥ ♣#❡♥❞ ❧❡ ❝❛ ♦V ❏✶ ❡( ❏✷  ♦♥( ❞❡ ❥♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ #✉♣(✉#❡ ♠❛❣♥1(✐2✉❡

✐❞❡♥(✐2✉❡ ❝❛#❛❝(1#✐ 1❡ ♣❛# ✉♥  ❡✉❧ ♣❛#❛♠E(#❡ ❇MB✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

| < 4|1 > |2 =
[

p4 + (1− p2)2
]

− 2p2(1− p2)cos(φA − φB) = I0 + I1cosθ ✭✶✳✼✻✮

♦V ❧❛ ❞✐✛1#❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡ θ ≡ φA − φB ❡ ( ❣1♥1#1❡ ♣❛# ❧❛ ♣#1 ❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1(✐2✉❡ ✿

θ = e
~
BAr✱ ♦V ❆r ❡ ( ❧✬❛✐#❡ ❞❛♥ ❧✬❡ ♣❛❝❡ #1❡❧✱ ❡♥(♦✉#1❡ ♣❛# ❧❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥ ❆ ❡( ❇ ❞❡ ❧✬✐♥✲

(❡#❢1#♦♠E(#❡ ✭♣❛#(✐❡ ❤❛❝❤✉#1❡ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✺✮✳ \#1❝1❞❡♠♠❡♥(✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ✈✉ 2✉❡ ❆r =
(

~

eB

)2
❙r

❡( ❝♦♠♠❡ θ ∝ BAr✱ ✐❧ ❛♣♣❛#❛]( 2✉❡ ❧❛ ♣1#✐♦❞✐❝✐(1 ❞❡ ✐♥(❡#❢1#❡♥❝❡ ❡ ( ♣#♦♣♦#(✐♦♥♥❡❧❧❡ / ✶✴❇
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❞❡ ❝❡+ ♠❛1.)✐❛✉①✳



✸✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

✷✳✶ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡& ❝✉♣$❛)❡&

✷✳✶✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡ ❝%✐*$❛❧❧♦❣%❛♣❤✐1✉❡

■❧ ❡①✐%&❡ ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ❝♦♠♣♦%0% ❞❛♥% ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡% ❝✉♣,❛&❡%✳ ❈❡% ❝♦♠♣♦%0% ♣♦%%5❞❡♥& ✉♥❡

%&,✉❝&✉,❡ ❝,✐%&❛❧❧♦❣,❛♣❤✐8✉❡ %❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ❞❡ &②♣❡ ♣0,♦✈%❦✐&❡✱ ❝♦♥%&✐&✉0❡ ♣❛, ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥& ❞❡

♣❧❛♥% ❈✉❖2✳ ❈✬❡%& ❧❛ ♣,0%❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡% ♣❧❛♥% 8✉✐ ❝❛,❛❝&0,✐%❡ ❝❡&&❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦%0% ❡& 8✉✐

❡%& ? ❧✬♦,✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❡✉, ♥♦♠✳ ❈❡% ♣❧❛♥% ❈✉❖2✱ ❝♦♥❞✉❝&❡✉,%✱ %♦♥& ❣0♥0,❛❧❡♠❡♥& %0♣❛,0% ♣❛, ❞❡%

♣❧❛♥% ✐%♦❧❛♥&% ❞♦♥♥❛♥& ? ❝❡% ♠❛&0,✐❛✉① ✉♥ ❝❛,❛❝&5,❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡% ♣❧❛♥% %✬❡♠♣✐❧❡♥& %✉✐✲

✈❛♥& ❧❛ ❞✐,❡❝&✐♦♥ ❝,✐%&❛❧❧♦❣,❛♣❤✐8✉❡ ❝✳ ■❧ ❡%& ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐%&✐♥❣✉❡, ❞❡✉① ❣,❛♥❞❡% %♦✉% ❢❛♠✐❧❧❡%

♣♦✉, ❝❡% ♠❛&0,✐❛✉①✳ ▲❡% ❝♦♠♣♦%0% ❞♦♣0% ❡♥ &,♦✉% ✭❝♦♠♠❡ ❨❇❛2❈✉3❖y ✭❨❇❈❖✮✱ ❨❇❛2❈✉4❖8

✭❨✶✷✹✮✱ ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ✭❍❣✶✷✵✶✮✱ ▲❛2−x❙,x❈✉❖4 ✭▲❙❈❖✮ ✳✳✳✮ ❛✉①8✉❡❧% ♥♦✉% ♥♦✉% %♦♠♠❡% ✐♥&0✲

,❡%%0% ❞❛♥% ❝❡&&❡ &❤5%❡ ❡& ❧❡% ❝♦♠♣♦%0% ❞♦♣0% ❡♥ 0❧❡❝&,♦♥% ✭❝♦♠♠❡ ◆❞2−x❈❡x❈✉❖4−y ✭◆❈❈❖✮✱

M,2−x❈❡x❈✉❖4−y ✭M❈❈❖✮ ✳✳✳✮✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✶ ♣,0%❡♥&❡ ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ ❝,✐%&❛❧❧♦❣,❛♣❤✐8✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦%0

▲❛2❈✉❖4✱ ♦O ❧✬♦♥ ,❡&,♦✉✈❡ ❧❡% ♣❧❛♥% ❈✉❖2 ❝❛,❛❝&0,✐%&✐8✉❡% ❞❡ ❝❡&&❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦%0 ✭❧❡ ❝♦♠✲

♣♦%0 ▲❙❈❖ ❡%& ♣,✐% ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡% ❝❛% ❞❡ ❨❇❈❖ ❡& ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ %❡,♦♥& ♣,0%❡♥&0% ♣❧✉% ❡♥

❞0&❛✐❧ ❞❛♥% ❧❛ %✉✐&❡ ❞❡ ❝❡&&❡ &❤5%❡✳ ❍❣✶✷✵✶ ❝♦♠♣&❡ ✉♥ %❡✉❧ ♣❧❛♥ ❈✉❖2 ♣❛, ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐&0✳ ❉✬❛✉&,❡%

❝♦♠♣♦%0% ❝♦♠♠❡ ❨❇❛2❈✉3❖y ❡♥ ❝♦♠♣&❡♥& ❞❡✉① ❡& ❍❣❇❛2❈❛2❈✉3❖8+x ❡♥ ❝♦♠♣&❡ &,♦✐%✳ ❊♥ ,5❣❧❡

❣0♥0,❛❧❡✱ ♣❧✉% ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐&0 ❝♦♥&✐❡♥& ❞❡ ♣❧❛♥% ❈✉❖2✱ ♣❧✉% ❧❛ ❚c ❡%& 0❧❡✈0❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ❞❡% ❝♦♠♣♦%0%

? ❜❛%❡ ❞❡ ♠❡,❝✉,❡ ✿ ✶ ♣❧❛♥ ❍❣✶✷✵✶ ❚c = ✾✺ ❑✱ ✷ ♣❧❛♥% ❍❣✶✷✶✷ ❚c = ✶✷✵ ❑ ❡& ✸ ♣❧❛♥% ❍❣✶✷✷✸

❚c = ✶✸✵ ❑✮✳ M❛, ❝♦♥&,❡✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡%& ♣❧✉% ✈,❛✐ ❛✉ ❞❡❧? ❞❡ ✸ ♣❧❛♥%✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✶ ♣,0%❡♥&❡ ❧❛ ③♦♥❡

❞❡ ❇,✐❧❧♦✉✐♥ &,✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ ▲❛2❈✉❖4✳ ▲❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥&,❡ ❧❡% ♣❧❛♥% ❈✉❖2

❝♦♥❢5,❡ ❛✉① ❝✉♣,❛&❡% ✉♥ ❝❛,❛❝&5,❡ 8✉❛%✐✲❜✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧ ✭8✉❛%✐✲✷❉✮✳

✷✳✶✳✷ ❙$%✉❝$✉%❡ 2❧❡❝$%♦♥✐1✉❡

❉❛♥% ❝❡&&❡ ♣❛,&✐❡✱ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥&0,❡%%♦♥% ? ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ 0❧❡❝&,♦♥✐8✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦%0 ♣❛,❡♥& ❞❡ ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡% ❝✉♣,❛&❡% ▲❛2❈✉❖4 ✭❝♦♠♣♦%0 ♣❛,❡♥& ❞❡ ▲❛2−x❙,x❈✉❖4✮✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ♣,✐% ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡

▲❛2❈✉❖4 ❝❛, %❛ %&,✉❝&✉,❡ 0❧❡❝&,♦♥✐8✉❡ ❡%& ♣❧✉% %✐♠♣❧❡ 8✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ♦✉ ❞❡ ❨❇❈❖✳ ▲❛

♥❡✉&,❛❧✐&0 ❞❡ ❝❤❛,❣❡ ✐♠♣♦%❡ ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ 0❧❡❝&,♦♥✐8✉❡ %✉✐✈❛♥&❡ ✿
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▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✷ ♣,0%❡♥&❡ ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ 0❧❡❝&,♦♥✐8✉❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❈✉❖2✳ ▲✬❡✛❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝,✐%&❛❧❧✐♥✱

✐%%✉ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐,♦♥♥❡♠❡♥& &0&,❛❣♦♥❛❧ ❞❡% ♦①②❣5♥❡%✱ ❛ ♣♦✉, ❡✛❡& ❞❡ ❧❡✈❡, ❧❛ ❞0❣0♥0,❡%❝❡♥❝❡ ❞❡%

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈✉ ❡♥ ❞❡✉① %♦✉% ♥✐✈❡❛✉① ❡g ✭❞x2−y2 ❡& ❞z2−r2✮ ❡& &2g ✭❞xy✱ ❞yz ❡& ❞xz✮✳ ❉✉ ❢❛✐& ❞❡

❧✬0❧♦♥❣❛&✐♦♥ ❞✉ &0&,❛5❞,❡ %❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐,❡❝&✐♦♥ ③ ✭❞✐,❡❝&✐♦♥% ❞❡% ♦①②❣5♥❡% ❛♣✐❝❛✉①✮✱ ✉♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ❧❡✈0❡

❞❡ ❞0❣0♥0,❡%❝❡♥❝❡ ❛ ❧✐❡✉✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ♣♦✉, ❡✛❡& ❞✬❛✉❣♠❡♥&❡, ❧✬0♥❡,❣✐❡ ❞❡% ♦,❜✐&❛❧❡% ❞xy ❡& ❞x2−y2

❡& ❞✬❛❜❛✐%%❡, ❧❡% 0♥❡,❣✐❡% ❞❡% ❛✉&,❡% ♦,❜✐&❛❧❡% ✭❞xz✱ ❞yz ❡& ❞z2−r2✮✳ ▲❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬♦,❜✐&❛❧❡

❞x2−y2 ❞✉ ❝✉✐✈,❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦,❜✐&❛❧❡ σ ❞❡ ❧✬♦①②❣5♥❡ ✭❝✬❡%& ? ❞✐,❡ ♣x ♦✉ ♣y %✉✐✈❛♥& ❧✬♦,✐❡♥&❛&✐♦♥✮ ✈❛

❡♥❣❡♥❞,❡, ❧❛ ❢♦,♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❧✐❛♥&❡ σ ❡& ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❛♥&✐✲❧✐❛♥&❡ σ∗✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ σ∗ ❡%& ❛✐♥%✐

? ❞❡♠✐✲,❡♠♣❧✐❡✱ ❝❡ 8✉✐ ❡%& ❝❛,❛❝&0,✐%&✐8✉❡ ❞✬✉♥ 0&❛& ♠0&❛❧❧✐8✉❡✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✸ ♣,0%❡♥&❡ ❧❛ %&,✉❝&✉,❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧0❡ ♣♦✉, ▲❛2❈✉❖4✳ ❙✉, ❝❡&&❡ ✜❣✉,❡ %♦♥&

,❡♣,0%❡♥&0❡% ❧❡% ❜❛♥❞❡% σ ✭♥♦&0❡ ❇ ✭❇♦♥❞✐♥❣✮✮ ❡& σ∗ ✭♥♦&0❡ ❆ ✭❆♥&✐❇♦♥❞✐♥❣✮✮ ❛✐♥%✐ 8✉❡ ❧❡%

❛✉&,❡% ❜❛♥❞❡% ✐%%✉❡% ❞❡ ❧✬❤②❜,✐❞❛&✐♦♥ ❞❡% ♦,❜✐&❛❧❡% ❞✉ ❝✉✐✈,❡ ❡& ❞❡ ❧✬♦①②❣5♥❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❛♥&✐✲❧✐❛♥&❡ ❝♦✉♣❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡,♠✐✳ ▲❡ ❢❛✐& 8✉✬✉♥❡ %❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡ ❝,♦✐%❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡,♠✐ ❡%&



✷✳✶✳ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡& ❝✉♣$❛)❡& ✸✺

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❛✮ ❙'(✉❝'✉(❡ ❝(✐-'❛❧❧♦❣(❛♣❤✐3✉❡ ❞❡ ▲❛2❈✉❖4✳ ▲❡- ❛'♦♠❡- ❞❡ ▲❛ -♦♥' -✉❜-'✐'✉;- ♣❛(

❞❡- ❛'♦♠❡- ❞❡ ❙( ♣♦✉( ❞♦♣❡( ❧❡ ♠❛';(✐❛✉✳ ❜✮ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇(✐❧❧♦✉✐♥ ✸❉ ✭';'(❛❣♦♥❛❧❡ ❝❡♥'(;❡✮✳ ❝✮ ❙❛

♣(♦❥❡❝'✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡ ♣❧❛♥✳ ▲❡ ❞✐❛♠❛♥' (❡♣(;-❡♥'❡ ❧❛ -✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ❝❛❧❝✉❧;❡ ♣♦✉( ▲❛2❈✉❖4 ❞❛♥-

✉♥❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥ ❢♦('❡ ❡♥ ♣(❡♥❛♥' -❡✉❧❡♠❡♥' ❧❡ '❡(♠❡ ❞❡ -❛✉' ✈❡(- ❧❡ ♣❧✉- ♣(♦❝❤❡

✈♦✐-✐♥✳ ▲❛ ♣❛('✐❡ ❣(✐-;❡ ❝♦((❡-♣♦♥❞ F ❧❛ -✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ♦❜'❡♥✉❡ ❡♥ ♣(❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡ '❡(♠❡

❞❡ -❛✉' ❛✉ -❡❝♦♥❞ ✈♦✐-✐♥✳ ✭❞✬❛♣(H- ❬✾❪✮

❝❛(❛❝';(✐-'✐3✉❡ ❞❡- ❝✉♣(❛'❡-✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉- ❧✬❛✈♦♥- ✈✉✱ ❝❡''❡ ❜❛♥❞❡ ❡-' F ❞❡♠✐ (❡♠♣❧✐❡ ❝❡

3✉✐ ❡-' ❝❛(❛❝';(✐-'✐3✉❡ ❞✬✉♥ ;'❛' ♠;'❛❧❧✐3✉❡✳ ❊♥ (;❛❧✐';✱ ♥♦✉- ✈❡((♦♥- ❞❛♥- ❧❛ -✉✐'❡ 3✉❡ ▲❛2❈✉❖4

❡-' ✉♥ ✐-♦❧❛♥' ❞❡ ▼♦'' ❛♥'✐✲❢❡((♦♠❛❣♥;'✐3✉❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ '❡♠♣;(❛'✉(❡ ❞❡ ◆;❡❧ ❚N = ✸✷✺ ❑ ;❧❡✈;❡✮✱

❞❡ ♠T♠❡ 3✉❡ ❧❡- ❛✉'(❡- ❝♦♠♣♦-;- ♣❛(❡♥'- ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳

✷✳✶✳✸ ❉♦♣❛❣❡

■❧ ❡-' ♣♦--✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐(❡ ✈❛(✐❡( ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡- ❝✉♣(❛'❡- ❡♥ ❛❥♦✉'❛♥' ♦✉ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥' ❞❡- ♣♦('❡✉(-

❞❡ ❝❤❛(❣❡- F ❝❡- ♠❛';(✐❛✉①✳ ▲❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❛♥- ❧❡- ❝✉♣(❛'❡- -❡ ❢❛✐' -♦✐' ♣❛( -✉❜-'✐'✉'✐♦♥ ❝❤✐♠✐3✉❡ -♦✐'

♣❛( ❧✬❛❥♦✉' ♦✉ ❧❛ -✉♣♣(❡--✐♦♥ ❞✬♦①②❣H♥❡✳ ▲❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥-✐-'❡ F ❝❤❛♥❣❡( ❧❛ ❞❡♥-✐'; ;❧❡❝'(♦♥✐3✉❡

❞❡- ♣❧❛♥- ❈✉❖2✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ▲❛2−x❙(x❈✉❖4✱ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ -✬❡✛❡❝'✉❡ ❡♥ -✉❜-'✐'✉❛♥' ❞❡- ❛'♦♠❡-

❞❡ ❧❛♥'❤❛♥❡ ✭▲❛

2+
✮ ♣❛( ❞❡- ❛'♦♠❡- ❞❡ -'(♦♥'✐✉♠ ✭❙(

3+
✮✳ ❈✬❡-' ❧❛ ❞✐✛;(❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥'(❡ ❧❡-

❛'♦♠❡- ❞❡ ❧❛♥'❤❛♥❡ ❡' ❧❡- ❛'♦♠❡- ❞❡ -'(♦♥'✐✉♠ 3✉✐ ❡-' (❡-♣♦♥-❛❜❧❡ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ 3✉✐ ❝♦♥❝❡(♥❡

❨❇❈❖ ❡' ❍❣✲✶✷✵✶✱ ♥♦✉- ♥♦✉- ✐♥';(❡--❡(♦♥- ♣❧✉- ❡♥ ❞;'❛✐❧ F ❧❛ ❢❛[♦♥ ❞❡ ❞♦♣❡( ❝❡- ❝♦♠♣♦-;- ❞❛♥-

❧❡- ❝❤❛♣✐'(❡- -✉✐✈❛♥'-✳



✸✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡(♣❛❝❡♠❡♥* ❞❡( ♥✐✈❡❛✉① ❧✐' ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❝&✐(*❛❧❧✐♥ ❡* ❞❡ ❧✬❤②❜&✐✲

❞❛*✐♦♥ :✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐((❛♥❝❡ ❛✉① ❜❛♥❞❡( ❈✉✲❖ ❬✷✻❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❙*&✉❝*✉&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡( ❝❛❧❝✉❧'❡ ♣♦✉& ▲❛2❈✉❖4 ❬✷✼❪✳

✷✳✷ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡,

▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✹ ♣&'(❡♥*❡ ❧❡ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛(❡ ❣'♥'&✐:✉❡ ❞❡( ❝✉♣&❛*❡(✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ✈❡♥♦♥( ❞❡

❧❡ ✈♦✐&✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦(' ♣❛&❡♥* ❡(* ✉♥ ✐(♦❧❛♥* ❞❡ ▼♦** ❛♥*✐✲❢❡&&♦♠❛❣♥'*✐:✉❡ ✭♥♦✉( ♥♦✉( ② ✐♥*'&❡((❡&♦♥(

♣❧✉( ❡♥ ❞'*❛✐❧ ❞❛♥( ❧❛ (✉✐*❡✮✳ ❈❡**❡ ♣❤❛(❡ ✐(♦❧❛♥*❡ ♣❡&(✐(*❡ ❥✉(:✉✬M ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ *&♦✉( ♣ ≃ ✵✳✵✺

♦P ❛♣♣❛&❛Q* ✉♥ ❞R♠❡ ❞❡ (✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*'✳ ❈❡ ❞R♠❡ ♣❡&(✐(*❡ ❥✉(:✉✬M ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ ≃ ✵✳✸ ♦P

✉♥ ❝♦♠♣♦&*❡♠❡♥* ♠'*❛❧❧✐:✉❡ *②♣❡ ❧✐:✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❡(* &❡*&♦✉✈'✳ ❈❡ ❞R♠❡ (✉✐* ❧❛ ❧♦✐ ❡♠♣✐&✐:✉❡



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✸✼

❞!"❡$♠✐♥!❡ ♣❛$ ❚❛❧❧♦♥ ❣$.❝❡ 0 ❞❡1 ♠❡1✉$❡1 "❤❡$♠♦✲!❧❡❝"$✐5✉❡1 ❡" ❞❡ $❛②♦♥1✲❳ ❬✷✽❪ ✿

Tc(δ) = Tmax
c (1− 82.6(δ − δopt)

2). ✭✷✳✶✮

♦A δopt ❝♦$$❡1♣♦♥❞ ❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✭❛✉"♦✉$ ❞❡ ✶✻ ✪✮ ♣♦✉$ ❧❡5✉❡❧ ❚c = ❚

max
c ✭❧❛ "❡♠♣!$❛"✉$❡

❝$✐"✐5✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❚

max
c ❞!♣❡♥❞ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝✉♣$❛"❡1✳ ❈❡""❡ ❧♦✐ ❡♠♣✐$✐5✉❡

❞!❝$✐" ❜✐❡♥ ❧❛ ❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c ❡①❝❡♣"!❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣❧❛"❡❛✉ ♦❜1❡$✈! ❛✉"♦✉$ ❞❡ ✶✷✳✺ ✪ ✭✜❣✉$❡ ✷✳✹✮✳ ❊♥

❞!✜♥✐11❛♥" ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❝♦♠♠❡ ♣opt = ♣✭❚

max
c ✮ ✐❧ ❡1" ♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ ❞!✜♥✐$ ❞✐✛!$❡♥"❡1

③♦♥❡1 0 ❝❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛1❡✳ ❊♥ ❞❡11♦✉1 ❞❡ ❝❡ ❞♦♣❛❣❡ ♥♦✉1 ♣❛$❧❡$♦♥1 ❞❡ $!❣✐♠❡ 1♦✉1✲❞♦♣! ❡"

❛✉ ❞❡11✉1 ❞❡ $!❣✐♠❡ 1✉$✲❞♦♣!✳ ❊♥ ♣❧✉1 ❞❡ ❧❛ ♣❤❛1❡ ✐1♦❧❛♥"❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛1❡ 1✉♣$❛❝♦♥❞✉❝"$✐❝❡ ❡" ❞❡ ❧❛

♣❤❛1❡ ♠!"❛❧❧✐5✉❡ ❞❡✉① ❛✉"$❡1 ♣❤❛1❡1 1♦♥" ♣$!1❡♥"❡1 ❛✉ ❞❡11✉1 ❞✉ ❞Q♠❡ 1✉♣$❛❝♦♥❞✉❝"❡✉$✳ ▲✬✉♥❡

❛✉"♦✉$ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣"✐♠✉♠ ♣opt ❝✬❡1" ❧❛ ♣❤❛1❡ ♠!"❛❧ !"$❛♥❣❡ ❡" ❧✬❛✉"$❡ ❞✉ ❝♦"! 1♦✉1✲❞♦♣!✱ ❝✬❡1"

❧❛ ♣❤❛1❡ ♣1❡✉❞♦❣❛♣✳ ▲❛ ♣❤❛1❡ ♣1❡✉❞♦❣❛♣ ❛ ❢❛✐" ❧✬♦❜❥❡" ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉1❡1 !"✉❞❡1 ♠❛✐1 $❡1"❡ "♦✉❥♦✉$1

✉♥ ♠②1"T$❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉1 ❧❡ ✈❡$$♦♥1 ❞❛♥1 ❧❛ 1✉✐"❡✳ ❈✬❡1" ❝❡""❡ ♣❤❛1❡ 5✉❡ ♥♦✉1 !"✉❞✐❡$♦♥1 ❞❛♥1

❧❛ 1✉✐"❡ ❞❡ ❝❡""❡ "❤T1❡✳ ▼❛✐♥"❡♥❛♥"✱ ❥❡ ✈❛✐1 ❢❛✐$❡ ✉♥❡ ❞❡1❝$✐♣"✐♦♥ ♣❧✉1 ❞!"❛✐❧❧!❡ ❞❡ ❝❡1 ❞✐✛!$❡♥"❡1

♣❤❛1❡1 ❡♥ ♠❡ ❜❛1❛♥" 1✉$ ❝❡$"❛✐♥❡1 ❡①♣!$✐❡♥❝❡1 ♠❛$5✉❛♥"❡1✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❉✐❛❣$❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❞❡1 ❝✉♣$❛"❡1 ❞♦♣!1 ❡♥ "$♦✉1 ❬✷✾❪✳

✷✳✷✳✶ ■$♦❧❛♥) ❞❡ ▼♦))

▲❛ 1"$✉❝"✉$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♠♣❧✐5✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥" ♠!"❛❧❧✐5✉❡ ❡" ✉♥❡ 1✉$❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❛✈❡❝ ✉♥

✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉✈$❛♥" ❧❛ ♠♦✐"✐! ❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐T$❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇$✐❧❧♦✉✐♥✳ [♦✉$"❛♥"✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦1! ♣❛$❡♥" ❡1" ✉♥



✸✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

✐!♦❧❛♥& ❛♥&✐❢❡))♦♠❛❣♥,&✐-✉❡ / ❝❛✉!❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦)&❡ ),♣✉❧!✐♦♥ ,❧❡❝&)♦♥✲,❧❡❝&)♦♥ ❯ ✭♣❧✉! ❣)❛♥❞ -✉❡ ❧❛

❧❛)❣❡✉) ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❲ ✮ -✉✐ ❜❧♦-✉❡ ❧❡ &)❛♥!♣♦)& ❡& -✉✐ ❡♥&)❛8♥❡ ❧✬♦✉✈❡)&✉)❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❋❡)♠✐ )❡♥❞❛♥& ❧❡ ♠❛&,)✐❛✉ ✐!♦❧❛♥& ✭✜❣✉)❡ ✷✳✻✮✳ ❈❡❝✐ !✉❣❣A)❡ -✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦!, ♣❛)❡♥& ❞❡! ❝✉♣)❛&❡!

❛♣♣❛)&✐❡♥& / ❧❛ ❝❧❛!!❡ ❞❡! ✐!♦❧❛♥&! ❞❡ ▼♦&&✳ ❈❡&&❡ ♣❤❛!❡ ♣❡)!✐!&❡ ❥✉!-✉✬/ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✵✺✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✺ ♣),!❡♥&❡ ❞❡! ♠❡!✉)❡! ❞❡ ❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&, ♦♣&✐-✉❡ / ❞✐✛,)❡♥&! ❞♦♣❛❣❡! ❞❛♥! ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦!, ▲❛2−x❙)x❈✉❖4✳ K♦✉) ① = ✵✱ ❧✬❛❜!❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞! !♣❡❝&)❛❧✱ ❡♥&)❡ ✵ ❡& ✶ ❡❱✱ ❡!& ❝❛)❛❝&,)✐!&✐-✉❡

❞✬✉♥ ✐!♦❧❛♥&✳ ▲♦)!-✉❡ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥&❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞! !♣❡❝&)❛❧ ❡!& &)❛♥!❢,), ❞❡ ❧❛ ♣❛)&✐❡ ❤❛✉&❡ ,♥❡)✲

❣✐❡ ✭❃ ✶✳✺ ❡❱✮ ✈❡)! ❧❛ ♣❛)&✐❡ ❜❛!!❡ ,♥❡)❣✐❡ ✭❁ ✶✳✺ ❡❱✮ ❡♥&)❛✐♥❛♥& ❧✬❛♣♣❛)✐&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❉)✉❞❡✱

❝❛)❛❝&,)✐!&✐-✉❡ ❞❡! ♠,&❛✉①✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❈♦♥❞✉❝&✐✈✐&, ♦♣&✐-✉❡ σ(ω) ♦❜&❡♥✉❡ / ♣❛)&✐) ❞❡ ❧❛ &)❛♥!❢♦)♠❛&✐♦♥ ❑)❛♠❡)!✲❑)♦♥✐❣

❞✉ !♣❡❝&)❡ ❞❡ ),✢❡❝&✐✈✐&, ❞❡ ❊⊥❝✱ ♣♦✉) ❞✐✛,)❡♥&❡! ❝♦♠♣♦!✐&✐♦♥! ①✳❬✸✵❪

▲❡ ❝♦♠♣♦)&❡♠❡♥& ✐!♦❧❛♥& ❞❡ ❝❡! ♠❛&,)✐❛✉① ❡!& ❜✐❡♥ ❞,❝)✐& ❡♥ ✉&✐❧✐!❛♥& ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛)❞ /

✉♥❡ ❜❛♥❞❡✳ ❈❡ ♠♦❞A❧❡ ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥ &❡)♠❡ ❞✬,♥❡)❣✐❡ ❝✐♥,&✐-✉❡ ♣)♦♣♦)&✐♦♥♥❡❧ ❛✉ &❡)♠❡ ❞❡ !❛✉& ❡♥&)❡

♣❧✉! ♣)♦❝❤❡! ✈♦✐!✐♥! ❡♥ ♣❧✉! ❞✬✉♥ &❡)♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛)❞ ❯ -✉✐ ❢❛✈♦)✐!❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐!❛&✐♦♥ ,❧❡❝&)♦♥✐-✉❡✳

H = −t
∑

<ij>,σ

(c†iσcjσ + h.c.) + U
∑

i

ni↑ni↓. ✭✷✳✷✮

▲❛ ♣)❡♠✐A)❡ !♦♠♠❡ ♣♦)&❡ !✉) ❧❡! ♣)❡♠✐❡)! ✈♦✐!✐♥!✱ c†iσ ✭ciσ✮ ❝),❡ ✭❛♥♥✐❤✐❧❡✮ ✉♥ ,❧❡❝&)♦♥ ♦✉ ✉♥ &)♦✉

❞❡ !♣✐♥ σ !✉) ❧❡ !✐&❡ ✐ ❡& niσ = c†iσciσ ❡!& ❧✬♦♣,)❛&❡✉) ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛)&✐❝✉❧❡!✳ ❉❛♥! ❧❛ ❧✐♠✐&❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

❢♦)& ✭❯ ≫ '✮✱ ❛✉ ❞❡♠✐ )❡♠♣❧✐!!❛❣❡ ✭✉♥ ,❧❡❝&)♦♥ ♣❛) !✐&❡ ❞❡ ❈✉ ❞❛♥! ❧✬♦)❜✐&❛❧❡ ✸❞x2−y2✮✱ ❧✬,&❛&

❛♥&✐❢❡))♦♠❛❣♥,&✐-✉❡ ❡!& ❞Z ❛✉ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞❡ K❛✉❧✐✳ ▲❛ ❢♦)&❡ ),♣✉❧!✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ✭-✉✐ )❡♣),!❡♥&❡

❧❡ ❝♦Z& ❡♥ ,♥❡)❣✐❡ / ❝,❞❡) ❛✜♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡) ❞❡✉① -✉❛!✐✲♣❛)&✐❝✉❧❡! !✉) ❧❡ ♠[♠❡ !✐&❡ ✐♦♥✐-✉❡ ✐✮ ❜❧♦-✉❡

❧❡ &)❛♥!♣♦)& ❞❡ ❝❤❛)❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛✐♥!✐ ,❝)✐)❡ ❧✬❤❛♠✐❧&♦♥✐❡♥ ❞❡ ❍❡✐!❡♥❜❡)❣ !♦✉! ❧❛ ❢♦)♠❡ ✿



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✸✾

H = J
∑

<ij>

Si · Sj ✭✷✳✸✮

♦& J = 4t2/U ❡() ❧✬,♥❡.❣✐❡ ❞✬,❝❤❛♥❣❡ ❡) ❙i ❡() ❧✬♦♣,.❛)❡✉. ❞❡ (♣✐♥✳ ❈❡❝✐ ♠:♥❡ ❧❡ (②():♠❡ < ✉♥

,)❛) ❛♥)✐❢❡..♦♠❛❣♥,)✐>✉❡✱ ♦& ❧❡( (♣✐♥( (♦♥) ❛❧✐❣♥,( ❞❡ ♠❛♥✐:.❡ ♦♣♣♦(,❡✱ ♣❡.♠❡))❛♥) ❛✉① ❢❡.♠✐♦♥(

❞✬❡✛❡❝)✉❡. ❞❡( (❛✉)( ✈✐.)✉❡❧( ❞✬✉♥ (✐)❡ < ❧✬❛✉).❡ ❝❡ >✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬,♥❡.❣✐❡ ❝✐♥,)✐>✉❡ ❏✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛(

❞❡ ▲❛2❈✉❖4✱ ❏ ❡() ❞❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ✶✺✵✵ ❑✱ ♠❛✐( < ❝❛✉(❡ ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥)❡.♣❧❛♥ ❈✉❖2✱ ❧✬♦.❞.❡

❛♥)✐❢❡..♦♠❛❣♥,)✐>✉❡ ❡() (✉❥❡) < ❞❡ ❢♦.)❡ ✢✉❝)✉❛)✐♦♥✱ ❞✐♠✐♥✉❛♥) ❧❛ )❡♠♣,.❛)✉.❡ < ❧❛>✉❡❧❧❡ (✬,)❛❜❧✐)

✉♥ ♦.❞.❡ < ❧♦♥❣✉❡ ♣♦.),❡ < ❚N = ✸✷✺ ❑✳

◆♦✉( ❛✈♦♥( ✈✉ >✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❛♥)✐❧✐❛♥)❡ ♣.♦✈✐❡♥) ❞✉ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥) ❞❡( ♦.❜✐)❛❧❡( ♣σ ❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡

❡) ❞x2−y2 ❞✉ ❝✉✐✈.❡✳ O♦✉. ✉♥❡ ❞❡(❝.✐♣)✐♦♥ ♣❧✉( ❝♦♠♣❧:)❡ ❞❡( ❝✉♣.❛)❡(✱ ✐❧ ❡() ❞♦♥❝ ♥,❝❡((❛✐.❡ ❞❡

❝♦♥(✐❞,.❡. ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡( ♦.❜✐)❛❧❡( ♣x ❡) ♣y ❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡✳ ❯♥ )❡❧ ♠♦❞:❧❡ ❡() ❛♣♣❡❧, ♠♦❞:❧❡ < ✸

❜❛♥❞❡( ♦✉ ♠♦❞:❧❡ ❞✲♣✳ ❈❡ ♠♦❞:❧❡ ❡() (❝❤,♠❛)✐(, (✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✻❜✮✳ ▲✬✐♥).♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡( ❜❛♥❞❡( ♣σ

❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡ ❡♥).❛T♥❡ ❧❛ ❝❧❛((✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐(♦❧❛♥) ❞❡ ▼♦)) ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡( ❞✐✛,.❡♥)( ♣❛.❛♠:).❡(

>✉✐ ❡♥).❡♥) ❡♥ ❥❡✉① ❀ ❯d✱ >✉✐ ❡() ❧✬,♥❡.❣✐❡ ♥,❝❡((❛✐.❡ < ❧✬✐♥).♦❞✉❝)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛)✐♦♥ ❞✉

(✐)❡ ❞❡ ❝✉✐✈.❡✱ ❡) ∆ = εd − εp✱ >✉✐ .❡♣.,(❡♥)❡ ❧❛ ❞✐✛,.❡♥❝❡ ❞✬,♥❡.❣✐❡ ❡♥).❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

✷♣ ❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡ ❡) ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✸❞ ❞✉ ❝✉✐✈.❡✳ ❙✐ ∆❃❯d✱ ♦♥ ❡() ❛❧♦.( ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧✬✐(♦❧❛♥) ❞❡

▼♦))✲❍✉❜❜❛.❞✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ❧❡ ❣❛♣ ❡() .,❣✐ ♣❛. ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❯d✳ O❛. ❝♦♥).❡✱ (✐ ∆❁❯d ♦♥ ❛ ❛❧♦.( ✉♥

✐(♦❧❛♥) < ).❛♥(❢❡.) ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❞♦♥) ❧❡ ❣❛♣ ❡() ❜❧♦>✉, ♣❛. ❧❛ ❞✐✛,.❡♥❝❡ ❞✬,♥❡.❣✐❡ ❡♥).❡ ❧❡( ❜❛♥❞❡( ♣

❡) ❞x2−y2 ✭∆✮✳ O♦✉. ❧❡( ❝✉♣.❛)❡(✱ ❯d ≃ ✽✲✶✵ ❡❱ ❡) ∆ ≃ ✷✳✼✲✸✳✺ ❡❱ ♣❛. ❝♦♥(,>✉❡♥) ❧❡( ❝✉♣.❛)❡( (❡

(✐)✉❡♥) ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥ ✐(♦❧❛♥) < ).❛♥(❢❡.) ❞❡ ❝❤❛.❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❛✮ ❙❝❤,♠❛ ❞✉ ♠,❝❛♥✐(♠❡ ❞❡ ❧✬✐(♦❧❛♥) ❞❡ ▼♦))✲❍✉❜❜❛.❞✳ ❜✮ ❙❝❤,♠❛ ❞✉ ♠,❝❛♥✐(♠❡

❞❡ ❧✬✐(♦❧❛♥) < ).❛♥(❢❡.) ❞❡ ❝❤❛.❣❡✳ ▲❛ ❞✐✛,.❡♥❝❡ ♣.♦✈✐❡♥) ❞✉ .❛♣♣♦.) ❡♥).❡ ∆ ✭❧❛ ❞✐✛,.❡♥❝❡ ❞✬,♥❡.❣✐❡

❡♥).❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✷♣ ❞❡ ❧✬♦①②❣:♥❡ ❡) ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✸❞ ❞✉ ❝✉✐✈.❡✮ ❡) ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡ ❧✬✐♥)❡.❛❝)✐♦♥

❯d✳❬✸✶❪

✷✳✷✳✷ ▲✐$✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡)♠✐

◆♦✉( ✈❡♥♦♥( ❞❡ ✈♦✐. >✉❡ ❧❡( ❝♦♠♣♦(,( ♣❛.❡♥)( ♦♥) ✉♥ ❝♦♠♣♦.)❡♠❡♥) ❞✉ )②♣❡ ✐(♦❧❛♥) ❞❡

▼♦)) ✭❥✉(>✉✬< ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ ≃ ✵✳✵✺✮✳ ❉✉ ❝`), ).:( (✉.✲❞♦♣, ♣❛. ❝♦♥).❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦.)❡♠❡♥) )②♣❡



✹✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

❧✐"✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ❝❛'❛❝+,'✐-+✐"✉❡ ❞❡- ♠,+❛✉① ❡-+ '❡+'♦✉✈,✳ ▲✬❡①♣,'✐❡♥❝❡ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡ "✉✐ ❛ ♠✐- ❡♥

,✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦'+❡♠❡♥+ ❧✐"✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ❡-+ ❝❡❧❧❡ "✉✐ +❡-+❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋'❛♥③ ✭❲❋✮

❬✸✷❪✳ ❈❡++❡ ❡①♣,'✐❡♥❝❡ ❝♦♥-✐-+❡ @ ♠❡-✉'❡' ❧❛ ',-✐-+✐✈✐+, ✭✜❣✉'❡ ✷✳✼❛✮✮ ❡+ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+, +❤❡'♠✐"✉❡

✭✜❣✉'❡ ✷✳✼❜✮✮✱ @ ❜❛--❡ +❡♠♣,'❛+✉'❡ ✭♦G ❧❡- ,❧❡❝+'♦♥- ❞♦♠✐♥❡♥+ ❧❡ +'❛♥-♣♦'+✮✳ ▲❡- ♠❡-✉'❡- ♦♥+ ,+,

',❛❧✐-,❡- -✉' ✉♥ ♠H♠❡ ,❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❞❡ ❚❧2❇❛2❈✉❖6+δ ✭♣♦✉' ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✷✻✮✳ ▲✬,+❛+ ♥♦'♠❛❧ ❡-+

❝♦♠♣❧N+❡♠❡♥+ '❡-+❛✉', ❞❛♥- ❝❡+ ,❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ♣♦✉' ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,+✐"✉❡ ❞❡ ✶✸ ❚✳ ❙✐ ♦♥ -✬✐♥+,'❡--❡

❛✉① ✈❛❧❡✉'- @ ❚ = ✵ ❑✱ κ0/T = 3.95± 0.04 ♠❲ ❑

−2
❝♠

−1
❡+ ρ0 = 6.15± 0.03µΩ ❝♠✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+

❛❧♦'- L = ρ0κ0/T = (0.99± 0.01)L0 ❡♥ +'N- ❜♦♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❋✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❛✮ ❘'(✐(*✐✈✐*' '❧❡❝*/✐0✉❡ ❞❡ ❚❧✲✷✷✵✶ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣'/❛*✉/❡ ❞❛♥( ❧❡ ♣❧❛♥

♣♦✉/ ❞✐✛'/❡♥*❡( ✈❛❧❡✉/( ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'*✐0✉❡✳ ❚♦✉*❡ */❛❝❡ ❞❡ ❧❛ (✉♣/❛❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*' ❛ ❞✐(♣❛/✉

♣♦✉/ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'*✐0✉❡ ❇ = ✶✸ ❚✳ ❜✮ ❈♦♥❞✉❝*✐✈✐*' *❤❡/♠✐0✉❡ ❞❡ ❚❧✲✷✷✵✶ ♣♦✉/ ✉♥ ❣/❛❞✐❡♥*

❞❡ *❡♠♣'/❛*✉/❡ ❞❛♥( ❧❡ ♣❧❛♥✳ κ/T ✈( ❚
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❡(* */❛❝' C ❞✐✛'/❡♥*❡( ✈❛❧❡✉/( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'*✐0✉❡

❛♣♣❧✐0✉' ♣❡/♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐/❡♠❡♥* ❛✉ ♣❧❛♥✳ ▲❡( ❧✐❣♥❡( ✜♥❡( (♦♥* ❞❡( ❛❥✉(*❡♠❡♥*( ❧✐♥'❛✐/❡( ❞❡( ❞♦♥♥'❡(✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❣/❛( /❡♣/'(❡♥*❡ L0/ρ(T ) ♦G ρ(T ) ❡(* ✉♥ ✜* ❞❡ ❧❛ /'(✐(*✐✈✐*' C ✶✸ ❚✳ ✭❞✬❛♣/J( ❬✸✷❪✮

❉❡ ♣❧✉(✱ ❧❡( ♠❡(✉/❡( ❞✬❆❘P❊❙ ✭✜❣✉/❡ ✷✳✽❜✮✮ ❬✸✸❪ ♦✉ ❞✬❆▼❘❖ ✭✜❣✉/❡ ✷✳✽❝✮✮ ❬✸✹❪ ♦♥* /'✈'❧'

✉♥❡ ❧❛/❣❡ (✉/❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡/♠✐ 0✉❛(✐✲✷❉ ❞❛♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦(' ❚❧2❇❛2❈✉❖6+δ ❡♥ */J( ❜♦♥ ❛❝❝♦/❞ ❛✈❡❝ ❧❡(

❝❛❧❝✉❧( ❞❡ (*/✉❝*✉/❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡( ✭✜❣✉/❡ ✷✳✽❛✮✮ ❬✸✺❪✳ P❧✉( *❛/❞✱ ❞❡( ♠❡(✉/❡( ❞✬♦(❝✐❧❧❛*✐♦♥( 0✉❛♥*✐0✉❡(

❞❡ ❢/'0✉❡♥❝❡ /❛♣✐❞❡ ❞❡ ✶✽✶✵✵ ± ✺✵ ❚ ❡* ❞❡ ♠❛((❡ ♠c = ✹✳✶ ± ✶✳✵ ♠e✱ ❞❛♥( ❝❡ ♠Y♠❡ ❝♦♠♣♦(' C

✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✸✱ ♦♥* '*' ♠❡(✉/'❡( ❬✸✻❪✳ ❈❡**❡ ❢/'0✉❡♥❝❡ ❝♦//❡(♣♦♥❞ C ✉♥❡ ❛✐/❡ ❡①*/'♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛

(✉/❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡/♠✐ ✭A = 172.8± 0.5 ♥♠
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✮ 0✉✐ ❡(* ❡♥ */J( ❜♦♥ ❛❝❝♦/❞ ❛✈❡❝ ❧❡( ♠❡(✉/❡( ❞✬❆❘P❊❙ ❡*

❞✬❆▼❘❖✳ ▲❛ ♣/'(❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ (❡✉❧❡ ♣♦❝❤❡ ❛ '❣❛❧❡♠❡♥* '*' ❝♦♥✜/♠'❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛/❛♥* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*

❞❡ ❙♦♠♠❡/❢❡❧❞ ❞'❞✉✐* ❞❡( ♠❡(✉/❡( ❞❡ ❝❤❛❧❡✉/ (♣'❝✐✜0✉❡ ✭γ ∼ ✼✳✵ ± ✷✳✵ ♠❏✳♠♦❧

−1
✳❑

−2
✮ ❬✸✼❪ ❡*

❝❡❧✉✐ ❞'❞✉✐* ❞❡( ♠❡(✉/❡( ❞✬♦(❝✐❧❧❛*✐♦♥( 0✉❛♥*✐0✉❡( ✭γ = ✼✳✻ ± ✵✳✻ ♠❏✳♠♦❧

−1
✳❑

−2
✮ ❬✸✽❪✳ ❉❛♥( ❧❡

❝❛( ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛*✐♦♥( 0✉❛♥*✐0✉❡(✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❙♦♠♠❡/❢❡❧❞ ❡(* ❞'✜♥✐✱ ♣♦✉/ ✉♥ ❧✐0✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡/♠✐

✷❉✱ ❛✈❡❝ ❞❡( ❜❛♥❞❡( ♣❛/❛❜♦❧✐0✉❡( ❡* ✉♥❡ ❞❡♥(✐*' ❞✬'*❛* ❝♦♥(*❛♥*❡✱ ♣❛/ ✿

γ = γ′
∑

i

ni
mi

c

me
✭✷✳✹✮



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✹✶

♦! ♥i ❡#$ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❢♦✐# -✉❡ ❧❛ ✐✲1♠❡ ♣♦❝❤❡ ❡#$ ♣)5#❡♥$❡ ❞❛♥# ❧❛ 6❩❇✱ ♠

i
c ❧❛ ♠❛##❡ ❡✛❡❝$✐✈❡

❛##♦❝✐5❡ < ❝❡$$❡ ♣♦❝❤❡✱ γ′ = ✶✳✹✻ ♠❏✳♠♦❧

−1
✳❑

−2
❡$ ♠e ❧❛ ♠❛##❡ ❞❡ ❧✬5❧❡❝$)♦♥ ❧✐❜)❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ❛✮ ❙✉)❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡)♠✐ ❞❡ ❚❧✷✷✵✶ ♦❜$❡♥✉❡ ♣❛) ❞❡# ❝❛❧❝✉❧# ❞❡ #$)✉❝$✉)❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡# ❡♥

❛❥✉#$❛♥$ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❝❤✐♠✐-✉❡ ❞❡ ❢❛M♦♥ < ❛✈♦✐) ✉♥❡ ❛✐)❡ 5-✉✐✈❛❧❡♥$❡ ❛✉① ♠❡#✉)❡# ❞✬❆❘6❊❙ ❬✸✺❪✳

❜✮ ❙✉)❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡)♠✐ ♦❜$❡♥✉❡ < ♣❛)$✐) ❞❡ ♠❡#✉)❡# ❞✬❆❘6❊❙ ♣♦✉) ✉♥ 5❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❞❡ ❚❧✲✷✷✵✶ ❞❡

❚c =✸✵ ❑ ❬✸✸❪✳ ❝✮ ❙✉)❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡)♠✐ ♦❜$❡♥✉❡ < ♣❛)$✐) ❞❡# ♠❡#✉)❡# ❞✬❆▼❘❖ ♣♦✉) ✉♥ 5❝❤❛♥$✐❧❧♦♥

❞❡ ❚❧✲✷✷✵✶ ❞❡ ❚c =✷✵ ❑ ❬✸✹❪✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ )5#✐#$✐✈✐$5 ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ρab✭❚✮ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ -✉❛❞)❛$✐-✉❡ ❞❛♥# ❧❡ )5❣✐♠❡ $)1#

#✉)✲❞♦♣5✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✾ ♣)5#❡♥$❡ ❧❛ )5#✐#$✐✈✐$5 ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦#5 #✉)✲❞♦♣5 ▲❛1.7❙)0.3❈✉❖4 <

❝❤❛♠♣ ♥✉❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡#$ ♣)♦♣♦)$✐♦♥♥❡❧❧❡ < ❚

2
❝♦♠♠❡ ❛$$❡♥❞✉ ♣♦✉) ✉♥ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ $②♣❡ ❧✐-✉✐❞❡

❞❡ ❋❡)♠✐✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❘5#✐#$✐✈✐$5 ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ρab ✲ ρab✭❚ = ✵✮ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $❡♠♣5)❛$✉)❡ ♣♦✉) ❧❡

❝♦♠♣♦#5 #✉)✲❞♦♣5 ▲❛1.7❙)0.3❈✉❖4✱ < ❝❤❛♠♣ ♥✉❧ ❡$ ❞❡ ✾✺ ♠❑ < ✺✺ ❑✳ ❬✸✾❪



✹✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡/ ❝✉♣(❛'❡/

✷✳✷✳✸ ▼$%❛❧ $%(❛♥❣❡

❉❛♥# ❧❛ %&❣✐♦♥ #✐*✉&❡ ❛✉ ❞❡##✉# ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠❛❧ ❧❡# ♣%♦♣%✐&*&# ❞❡ *%❛♥#♣♦%* ♣%&#❡♥*❡♥* ✉♥❡

❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ *❡♠♣&%❛*✉%❡ ❛♥♦%♠❛❧❡✳ ❈❡**❡ %&❣✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛#❡ ❡#* ❝♦♠♠✉♥&♠❡♥*

❛♣♣❡❧&❡ ♠&*❛❧ &*%❛♥❣❡✳ ❉❛♥# ❧❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛#❡✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛%❛5* ❛✉ ❞❡##✉# ❞✉ ❞6♠❡ #✉♣%❛❝♦♥✲

❞✉❝*❡✉% ❡♥*%❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ♣#❡✉❞♦❣❛♣ ❡* ❧❛ ♣❤❛#❡ ❧✐8✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡%♠✐ #❛♥# 8✉✬❛✉❝✉♥❡ *%❛♥#✐*✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛#❡

; ♣%♦♣%❡♠❡♥* ♣❛%❧& ♥❡ #♦✐* ♣%&#❡♥*❡✳ ❖♥ ♣❛%❧❡ ❛❧♦%# ❞❡ ❝%♦##✲♦✈❡%✳ ❙❛ ❝❛%❛❝*&%✐#*✐8✉❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡

❡#* ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ✭ρab✮✱ 8✉✐ ♠❛❧❣%& ✉♥ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥* ♠&*❛❧❧✐8✉❡ ✭ρ ❛✉❣♠❡♥*❡ ❛✈❡❝

❧❛ *❡♠♣&%❛*✉%❡✮✱ ❡#* ❧✐♥&❛✐%❡ ❛✉*♦✉% ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠❛❧ ❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ▼❛❧❣%& ❧❛ ❣%❛♥❞❡ ✈❛%✐❛*✐♦♥ ❞❡

❚

max
c ✭❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠✉♠✮ ❡* ❞❡ ❧❛ #*%✉❝*✉%❡ ❝%✐#*❛❧❧♦❣%❛♣❤✐8✉❡ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝✉♣%❛*❡✱ ❧❛

%&#✐#*✐✈✐*& ❧✐♥&❛✐%❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣&%❛*✉%❡ ❡#* ✉♥❡ ❝❛%❛❝*&%✐#*✐8✉❡ ✉♥✐✈❡%#❡❧❧❡✱ ❝♦♥✜%♠❛♥*

❛✐♥#✐ 8✉✬❡❧❧❡ ❡#* ✐♥*%✐♥#J8✉❡ ❛✉① ♣❧❛♥# ❈✉❖2✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❝❡**❡ %&#✐#*✐✈✐*& ❝♦♥*✐♥✉❡ ❞❡ ❝%♦5*%❡ ❧✐♥&❛✐✲

%❡♠❡♥* ❥✉#8✉✬; ❚ ≈ ✶✵✵✵ ❑ ✭♣♦✉% ▲❙❈❖✮✱ ❛✉ ❞❡##✉# ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐*❡ ❞❡ ▼♦**✲■♦✛❡✲❘❡❣❡❧✱ ❝❡ 8✉✐

*%❛❞✉✐* ✉♥ %&❣✐♠❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐# ♠&*❛❧ ❬✹✷❪✳ ▲❛ ❧✐♠✐*❡ ❞❡ ▼♦**✲■♦✛❡✲❘❡❣❡❧ ♣%&✈♦✐*✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥

♠&*❛❧ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥♥❡❧✱ 8✉❡ ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❞♦✐* #❛*✉%❡% ❧♦%#8✉❡ ❧❡ ❧✐❜%❡ ♣❛%❝♦✉%# ♠♦②❡♥ ❧ ❡#* ✐♥❢&%✐❡✉%

; ❧❛ ❞✐#*❛♥❝❡ ✐♥*❡%❛*♦♠✐8✉❡ ❛✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉% ; ❧❛8✉❡❧❧❡ ❞♦✐* #❛*✉%❡% ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❡#* ρM = (h/e2)d ♦U

❤ ❡#* ❧❛ ❝♦♥#*❛♥*❡ ❞❡ V❧❛♥❝❦✱ ❡ ❧❛ ❝❤❛%❣❡ ❞❡ ❧✬&❧❡❝*%♦♥ ❧✐❜%❡ ❡* ❞ ❧❛ ❞✐#*❛♥❝❡ ❡♥*%❡ ❧❡# ♣❧❛♥#✳ ❉❛♥#

❧❡ ❝❛# ❞❡ ▲❙❈❖✱ ρM = ✶✳✼ ♠Ω❝♠✳ ❙✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✶✵ ♥♦✉# %❡♠❛%8✉♦♥# 8✉❡ ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❞❡ ▲❙❈❖

✭❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠✉♠✮ ❡#* ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡**❡ ✈❛❧❡✉% ❧✐♠✐*❡ ✭*%❛✐* ♣♦✐♥*✐❧❧& %♦✉❣❡✮ ♠❛✐# ♥❡ ♠♦♥*%❡

❛✉❝✉♥ #✐❣♥❡ ❞❡ #❛*✉%❛*✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦%# ρ ❃ ρM #❡ 8✉✐ ✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉❡ ❧ ❁ λF ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞✬♦♥❞❡

❞❡ ❉❡ ❇%♦❣❧✐❡✮✳ ▲❛ ❞❡#❝%✐♣*✐♦♥ ❞❡ 8✉❛#✐✲♣❛%*✐❝✉❧❡# ♥❡ #✬❛♣♣❧✐8✉❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉#✱ ❝❡ 8✉✐ ✐♠♣❧✐8✉❡ ✉♥

♠&❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ *%❛♥#♣♦%* ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥# ❝❡**❡ ♣❛%*✐❡ ❞✉ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛#❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❉&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ *❡♠♣&%❛*✉%❡ ❞❡ ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❞✉ ❝♦♠♣♦#& ▲❛2−x❙%x❈✉❖4 ♣♦✉%

❞✐✛&%❡♥*# ❞♦♣❛❣❡# ✭✵❁①≤✵✳✶✺✳ ▲❡# ❧✐❣♥❡# ♣♦✐♥*✐❧❧&❡# ❝♦%%❡#♣♦♥❞❡♥* ; ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*& ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥
ρab ❞❡ ♠♦♥♦✲❝%✐#*❛✉① ✭&❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡# ❧✐❣♥❡# ❡♥ *%❛✐*# ♣❧❡✐♥# ❝♦%%❡#♣♦♥❞❡♥* ; ❧❛ %&#✐#*✐✈✐*&

ρ ❞❡ ♣♦❧②✲❝%✐#*❛✉① ✭&❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞%♦✐*❡✮✳ ❬✹✵❪

❉❡ ♣❧✉#✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥* ❛♥♦%♠❛❧ ❞❡ ❧✬❡✛❡* ❍❛❧❧ ❘H ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣&%❛*✉%❡ ❡#*

%❡♣♦%*& ❞❛♥# ❬✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺❪✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥ ♠&*❛❧ ♥♦%♠❛❧ ; ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✱ ❘H ❡#* ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥*



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✹✸

❞❡ ❧❛ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❛❧♦(+ ,✉❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ❝✉♣(❛$❡+✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦($❡♠❡♥$ ❘H ∼ ✶✴❚ 4 ❤❛✉$❡ $❡♠♣'(❛$✉(❡

❡$ ❘H ∼ ❚ 4 ❜❛++❡ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❡+$ ♦❜+❡(✈'❡✳ ■❧ ❛ '❣❛❧❡♠❡♥$ '$' ♦❜+❡(✈'❡ ✉♥❡ ❧'❣;(❡ ❞'✈✐❛$✐♦♥ 4

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋(❛♥③ ❞❛♥+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+' ❇✐✷✷✵✶ ❞♦♣' ♦♣$✐♠✉♠ ❬✹✻❪✳

✷✳✷✳✹ ❙✉♣&❛❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,/

❉❛♥+ ✉♥ ♣(❡♠✐❡( $❡♠♣+✱ ♥♦✉+ ✐♥$(♦❞✉✐(♦♥+ ❧❛ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$' ❞✐$❡ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❛♥$ ❞❡

♥♦✉+ ✐♥$'(❡++❡( ❛✉① ❞✐✛'(❡♥❝❡+ ,✉✐ ❛♣♣❛(❛✐++❡♥$ ❛✈❡❝ ❧❛ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$' ❞❛♥+ ❧❡+ ❝✉♣(❛$❡+✳

✷✳✷✳✹✳✶ ❙✉♣&❛❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2- ❝♦♥✈❡♥2✐♦♥♥❡❧❧❡

▲❡+ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$❡✉(+ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥♥❡❧+ +♦♥$ ❜✐❡♥ ❞'❝(✐$+ ♣❛( ❧❛ $❤'♦(✐❡ ♠✐❝(♦+❝♦♣✐,✉❡ ❇❈❙ ❞✉

♥♦♠ ❞❡ ❇❛(❞❡❡♥✱ ❈♦♦♣❡( ❡$ ❙❝❤(✐❡✛❡( ,✉✐ ❧❛ ♣(♦♣♦+;(❡♥$ ❡♥ ✶✾✺✼ ❬✷✵❪✱ ♣❧✉+ ❞❡ ✹✵ ❛♥+ ❛♣(;+ ❧❛

❞'❝♦✉✈❡($❡ ❞❡ ❧❛ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$'✳ ❆♣(;+ ❧❛ ❞'❝♦✉✈❡($❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ ✐+♦$♦♣✐,✉❡ ▼

α
❚c = ❝♦♥+$❛♥$❡✱

♦T ▼ ❡+$ ❧❛ ♠❛++❡ ❛$♦♠✐,✉❡ ❞❡ ❧✬'❧'♠❡♥$ ❝♦♥+✐❞'('✱ ❚c ❧❛ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❧❛,✉❡❧❧❡ ❧❡

❝♦♠♣♦+' ❞❡✈✐❡♥$ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$❡✉( ❡$ ❛✈❡❝ α = ✵✳✺✱ ✐❧ ❡+$ ❛♣♣❛(✉ '✈✐❞❡♥$ ,✉❡ ❧❡+ ♣❤♦♥♦♥+ ❥♦✉❛✐❡♥$

✉♥ (V❧❡ ❡++❡♥$✐❡❧ ❞❛♥+ ❧✬❛♣♣❛(✐$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +✉♣(❛❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$'✳ ❈✬❡+$ ❝❡$$❡ ❞'❝♦✉✈❡($❡ ,✉✐ ❡♥❝♦✉(❛❣❡❛

▲✳◆✳ ❈♦♦♣❡( ❬✹✼❪✱ ❡♥ +❡ ❜❛+❛♥$ +✉( ❧❡+ $(❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛(❞❡❡♥ ❡$ ❋(X❧✐❝❤ ❬✹✽✱ ✹✾❪✱ 4 +✉♣♣♦+❡( ,✉❡

❧❡+ ♣❤♦♥♦♥+ ♣♦✉✈❛✐❡♥$ ❡♥❣❡♥❞(❡( ✉♥❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❛$$(❛❝$✐✈❡ ❱ ❡♥$(❡ ❞❡✉① '❧❡❝$(♦♥+ ♣(♦❝❤❡+ ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡(♠✐ ❞❡ ✈❡❝$❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❡$ ❞❡ +♣✐♥ ♦♣♣♦+' ✭❧❡+ '❧❡❝$(♦♥+ ♠❛①✐♠✐+❡(♦♥$ ❧❡✉( '♥❡(❣✐❡ ❞❡

❧✐❛✐+♦♥ ❡♥ ❢♦(♠❛♥$ ❞❡+ ♣❛✐(❡+ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦♠❡♥$ ♦(❜✐$❛❧ ♥✉❧ ✭▲ = ✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♦❜'✐++❛♥$ 4

✉♥❡ +$❛$✐+$✐,✉❡ ❞❡ ❋❡(♠✐✱ ❧❛ ♣❛✐(❡ ❞❡✈(❛ ]$(❡ ❞❛♥+ ✉♥ '$❛$ ❞❡ +♣✐♥ +✐♥❣✉❧❡$ ✭❙ = ✵✮✮✳ ❈❡+ '❧❡❝$(♦♥+

❢♦(♠❡♥$ ❛✐♥+✐ ✉♥ '$❛$ ❧✐' ✭❛♣♣❡❧' ♣❛✐(❡+ ❞❡ ❈♦♦♣❡(✮ ❞♦♥$ ❧✬'♥❡(❣✐❡ ❡+$ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ,✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡+

'❧❡❝$(♦♥+ ❧✐❜(❡+ ❡♥$(❛^♥❛♥$ ✉♥❡ ✐♥+$❛❜✐❧✐$' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡(♠✐✳ ▲❡ ♣♦✐♥$ ❞❡ ❞'♣❛($ ❞❡ ❧❛ $❤'♦(✐❡

❇❈❙ ('+✐❞❡ ❞❛♥+ ❧✬✐♥+$❛❜✐❧✐$' ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✈✐+ 4 ✈✐+ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐(❡+ ❞❡ ❈♦♦♣❡( ❧♦(+,✉✬✐❧

❡①✐+$❡ ✉♥❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❛$$(❛❝$✐✈❡ ❡♥$(❡ ❝❡+ '❧❡❝$(♦♥+ ❬✹✼❪✳ ▲✬'$❛$ ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛❧ ❡+$ ❞♦♥❝ ❝♦♥+$✐$✉'

❞❡ ♣❛✐(❡+ ❞❡ ❈♦♦♣❡( ❞'❝(✐$ ♣❛( ❧❛ ♣+❡✉❞♦✲❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✿

|ψBCS >=
∏

k<kF

(uk + vkc
†
k,↑c

†
−k,↓)|ψ0 >, ✭✷✳✺✮

♦T ⑤ψ0❃ ❡+$ ❧✬'$❛$ ❞✉ ✈✐❞❡ ❡$ ⑤✉k⑤
2
✰ ⑤✈k⑤

2 = ✶ ❛✈❡❝ ⑤✈k⑤
2
❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐$' ,✉✬✉♥❡ ♣❛✐(❡ ❞❡ ❈♦♦♣❡(

✭❦ ↑✱ ✲❦↓✮ +♦✐$ ♦❝❝✉♣'❡ ❡$ ⑤✉k⑤2 ,✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❧❡ +♦✐$ ♣❛+✳ ▲❛ $❤'♦(✐❡ ❇❈❙ ♣('✈♦✐$ ✉♥❡ $(❛♥+✐$✐♦♥ ♣♦✉(

✉♥❡ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❚c ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❧❛,✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞❡♥+❛$✐♦♥ ❞✉ $②♣❡ ❇♦+❡✲❊✐♥+$❡✐♥ ❞❡+

♣❛✐(❡+ ❞❡ ❈♦♦♣❡(✱ ✈'(✐✜❛♥$ ✿

kBTc = 1.13~ωDe
−1/N(εF )V , ✭✷✳✻✮

♦T ❱ ❡+$ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞✬✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❛$$(❛❝$✐❢ ❡♥$(❡ ❧❡+ ❞❡✉① '❧❡❝$(♦♥+ ❞g ❛✉① ♣❤♦♥♦♥+✱ ~ωD ❧✬'♥❡(❣✐❡

❞❡ ❉❡❜②❡ ❡$ ◆✭εF ✮ ❧❛ ❞❡♥+✐$' ❞✬'$❛$ ❞❡ ❧✬'$❛$ ♥♦(♠❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡(♠✐✳ ❈❡$$❡ (❡❧❛$✐♦♥ +✉❣❣;(❡

,✉❡ ❧❛ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❝(✐$✐,✉❡ +❡(❛ ❞✬❛✉$❛♥$ ♣❧✉+ '❧❡✈'❡ ,✉❛♥❞ ✿

✲ ❧❛ $❡♠♣'(❛$✉(❡ ❞❡ ❉❡❜②❡ ❡+$ '❧❡✈'❡ ✿ ♠❛$'(✐❛✉ ❝♦♥+$✐$✉' ❞✬'❧'♠❡♥$+ ❧'❣❡(+ ❝♦♠♠❡ ▼❣❇2

✲ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ '❧❡❝$(♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❡+$ ❢♦($ ✿ ❝✬❡+$ 4 ❞✐(❡ ,✉❡ ❧❡ ♠❛$'(✐❛✉ +❡ +✐$✉❡ ♣(♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ $(❛♥+✐$✐♦♥

+$(✉❝$✉(❛❧❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✿ $②♣❡ ❈❉❲✮ ❝♦♠♠❡ ❨◆✐2❇2❈



✹✹ ❈❤❛♣✐&'❡ ✷✳ ➱&❛& ❞❡ ❧✬❛'& ❞❡/ ❝✉♣'❛&❡/

✲ ❧❛ ❞❡♥&✐() ❞✬)(❛( ❡&( )❧❡✈)❡ ✿ ❡♥ )(❛♥( ❝♦♥&(✐(✉) ❞❡ ♠)(❛✉① ❞❡ (2❛♥&✐(✐♦♥ ✭❜❛♥❞❡& )(2♦✐(❡&✮ ❝♦♠♠❡

◆❜3●❡✳

❯♥ ❛✉(2❡ 2)&✉❧(❛( ✐♠♣♦2(❛♥( ❞❡ ❧❛ (❤)♦2✐❡ ❇❈❙ ❡&( ?✉✬❡❧❧❡ ♣2)✈♦✐( ✉♥ ❣❛♣ ❞❛♥& ❧❛ ❞❡♥&✐()

❞✬)(❛( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡2♠✐✱ ❛✉&&✐ ❛♣♣❡❧) ♣❛2❛♠C(2❡ ❞✬♦2❞2❡✱ ❞♦♥♥) ♣❛2 ✿

∆(T = 0K) = 1.764kBTc, ✭✷✳✼✮
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• ▲♦♥❣✉❡✉&, ❝❛&❛❝2-&✐,2✐/✉❡, ✿
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♣,♦✈✐❡♥' ❞❡2 *:✉❛'✐♦♥2 ❞❡ ▲♦♥❞♦♥ ❡' ♣❡,♠❡' ❞❡ ❞*'❡,♠✐♥❡, ❧✬*♣❛✐22❡✉, ❞❛♥2 ❧❛:✉❡❧❧❡ ❝✐,❝✉❧❡♥'
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λ(T ) ≈ λ(0)[1− (T/Tc)
4]−1/2, ✭✷✳✽✮
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√

m

µ0nse2
✭✷✳✾✮

♦F ♠ ❡' ❡ 2♦♥' ,❡2♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❛ ♠❛22❡ ❡' ❧❛ ❝❤❛,❣❡ ❞❡ ❧✬*❧❡❝',♦♥✱ ♥s ❧❛ ❞❡♥2✐'* ❞❡ ♣❛✐,❡2 ❞❡

❈♦♦♣❡, ❡' µ0 ❧❛ ♣❡,♠*❛❜✐❧✐'* ♠❛❣♥*'✐:✉❡ ❞✉ ✈✐❞❡✳ λ(0) ❡2' ❧❛ ❧✐♠✐'❡ 2✉♣*,✐❡✉,❡ ❝♦,,❡2♣♦♥❞❛♥' 8

❧❛ 2✐'✉❛'✐♦♥ ♦F '♦✉2 ❧❡2 *❧❡❝',♦♥2 2♦♥' ❛♣♣❛,✐*2 ✭8 ❚ = ✵ ❑✮✳

▲❛ 2❡❝♦♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ❝❛,❛❝'*,✐2'✐:✉❡ ♣,♦✈✐❡♥' ❞❡ ❧✬*:✉❛'✐♦♥ ♣❤*♥♦♠*♥♦❧♦❣✐:✉❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉,❣✲

▲❛♥❞❛✉ ✭●▲✮✳ ●✐♥③❜✉,❣ ❡' ▲❛♥❞❛✉ ♦♥' ✐♥',♦❞✉✐' ✉♥❡ ♣2❡✉❞♦✲❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ψ ❝♦♠♠❡

✉♥ ♣❛,❛♠7',❡ ❞✬♦,❞,❡ ❞❛♥2 ❧❛ '❤*♦,✐❡ ❣*♥*,❛❧❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❞❡2 ',❛♥2✐'✐♦♥2 ❞❡ ♣❤❛2❡ ❞✉ 2❡❝♦♥❞

♦,❞,❡✳ ❈❡ ♣❛,❛♠7',❡ ψ ❞*❝,✐' ❧❡2 *❧❡❝',♦♥2 2✉♣,❛❝♦♥❞✉❝'❡✉,2✱ ❧❛ ❞❡♥2✐'* ❧♦❝❛❧❡ 2✉♣,❛❝♦♥❞✉❝',✐❝❡

❡2' ❛❧♦,2 ❞♦♥♥*❡ ♣❛, ✿

ns = |ψ(x)|2 ✭✷✳✶✵✮

❊♥ ✉'✐❧✐2❛♥' ❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ✈❛,✐❛'✐♦♥♥❡❧ ❡' ❡♥ ❛22✉♠❛♥' :✉❡ ❧✬*♥❡,❣✐❡ ❧✐❜,❡ ♣❡✉' P',❡ ❡①♣,✐♠*❡ ❡♥ ✉♥❡

2*,✐❡ ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡ ❞❡ ψ ❡' ❞❡ ▽ψ✱ ✐❧2 ♦♥' ♦❜'❡♥✉ ❧✬*:✉❛'✐♦♥ ❞✐✛*,❡♥'✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉, ψ✱ 2✉✐✈❛♥'❡ ✿
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ψ + β|ψ|2ψ = −α(T )ψ ✭✷✳✶✶✮

♦F ❡

∗
❡' ♠

∗
2♦♥' ,❡2♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❛ ❝❤❛,❣❡ ❡' ❧❛ ♠❛22❡ ❞❡ ❧❛ :✉❛2✐✲♣❛,'✐❝✉❧❡✱ ~ ❧❛ ❝♦♥2'❛♥'❡ ❞❡

R❧❛♥❝❦✱ ❝ ❧❛ ❝*❧*,✐'* ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐7,❡ ❞❛♥2 ❧❡ ✈✐❞❡✱ ❆ ❧❡ ♣♦'❡♥'✐❡❧ ✈❡❝'❡✉, ❞*✜♥✐ ♣❛, ❇ = &♦2❆ ❡' α ❡'

β 2♦♥' ❞❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥'2 ♣❤*♥♦♠*♥♦❧♦❣✐:✉❡2✳ ❈❡''❡ '❤*♦,✐❡ ✐♥',♦❞✉✐' ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉, :✉✐ ❝❛,❛❝'*,✐2❡

❧❛ ❞✐2'❛♥❝❡ 2✉, ❧❛:✉❡❧❧❡ 2✬*'❡♥❞ ❧❛ ♣2❡✉❞♦ ❢♦♥❝'✐♦♥ ψ✭&✮✳ ❈❡''❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ❡2' ❛♣♣❡❧*❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞❡

❝♦❤*,❡♥❝❡ ❡' ❡2' ❞♦♥♥*❡ ♣❛, ✿

ξ(T ) =
~

|2m∗α(T )|1/2 ✭✷✳✶✷✮
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❝❛& α✭❚✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ✭❚✲❚c✮✳
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κ =
λ

ξ
✭✷✳✶✸✮

❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❝❡ ♣❛&❛♠A*&❡✱ ❞❡✉① *②♣❡# ❞❡ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# #♦♥* ❞1✜♥✐# ✿

✲ ❧❡# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ❞❡ !②♣❡ ■ ♣♦✉& κ < 1√
2

✲ ❧❡# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ❞❡ !②♣❡ ■■ ♣♦✉& κ > 1√
2

▲❡# ❞❡✉① *②♣❡# ❞❡ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ♦♥* ❞❡# ♣&♦♣&✐1*1# *❤❡&♠✐?✉❡# #❡♠❜❧❛❜❧❡# ❧♦&#?✉✬✐❧# ❢&❛♥✲

❝❤✐##❡♥* ❧❛ *&❛♥#✐*✐♦♥ ❡♥*&❡ ❧✬1*❛* ♥♦&♠❛❧ ❡* ❧✬1*❛* #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&✱ ❡♥ ❧✬❛❜#❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛✲

❣♥1*✐?✉❡✳ ❈✬❡#* #❡✉❧❡♠❡♥* ❡♥ ♣&1#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ?✉❡ ❞❡# ❞✐✛1&❡♥❝❡# ❛♣♣❛&❛✐##❡♥*✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ❞❡ *②♣❡ ■✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ❡#* ❝♦♠♣❧A*❡♠❡♥* ❡①♣✉❧#1 ❞✉

❝♦♠♣♦#1✱ ❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡ ❚c ❥✉#?✉✬O ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ❝&✐*✐?✉❡ ❇c ✭✜❣✉&❡ ✷✳✶✷ ❛✮✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦#1

♣❡&❞ ❛❧♦&# #❡# ♣&♦♣&✐1*1# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*&✐❝❡#✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ❞❡ *②♣❡ ■■✱ ❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡ ❚c✱ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&# ❝❛&❛❝*1&✐#*✐?✉❡#

❞❡ ❝❤❛♠♣# ♠❛❣♥1*✐?✉❡# ❝&✐*✐?✉❡# ❡♥*&❡♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡✳ ▲❛ ♣&❡♠✐A&❡ ❇c1 ❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡ ❧❛?✉❡❧❧❡ ❧❡

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ❡#* ❝♦♠♣❧A*❡♠❡♥* ❡①♣✉❧#1 ❞✉ ♠❛*1&✐❛✉✳ ▲❛ #❡❝♦♥❞❡ ❇c2 ❛✉ ❞❡##✉# ❞❡ ❧❛?✉❡❧❧❡

❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ♣1♥A*&❡ ❝♦♠♣❧A*❡♠❡♥* ❞❛♥# ❧✬1❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❡* ❧❡ ❝♦♠♣♦#1 ♣❡&❞ #❡# ♣&♦♣&✐1*1#

#✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*&✐❝❡#✳ ❊♥*&❡ ❇c1 ❡* ❇c2✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ♣1♥A*&❡ O ❧✬✐♥*1&✐❡✉& ❞❡ ❧✬1❝❤❛♥*✐❧❧♦♥

#♦✉# ❢♦&♠❡ ❞❡ ✈♦&*❡① ✭✜❣✉&❡ ✷✳✶✷ ❜✮✮✳ ❉❛♥# ❝❡* ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❧❡ ♠❛*1&✐❛✉ ❝♦♥#❡&✈❡ #❡# ♣&♦✲

♣&✐1*1# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*&✐❝❡#✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&# ❞❡ *②♣❡ ■ ❡* ❞❡ *②♣❡ ■■✱ ❛✉ ❞❡##✉#

❞❡ ❚c ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐?✉❡ ♣1♥A*&❡ ❝♦♠♣❧A*❡♠❡♥* ❞❛♥# ❧❡ ♠❛*1&✐❛✉✳

▲❡# ❝✉♣&❛*❡# #♦♥* ❞❡# ♠❛*1&✐❛✉① ❢♦&*❡♠❡♥* ❞❡ *②♣❡ ■■✳ 2❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❨❇❈❖✱ ξ ❡#*

❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✸✵ Ȧ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ❡* ✻ Ȧ #❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✱ ❡* λ ❡#* ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✽✵✵✵ Ȧ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ❡*

✷✵✵✵ Ȧ #❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✳

✷✳✷✳✹✳✷ ❙✉♣(❛❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'7 ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉# ❛✈♦♥# ✈✉ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❇❈❙ #✐♠♣❧❡ ?✉❡ ❧❡ ❣❛♣ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉& ♣♦##A❞❡ ✉♥❡ #②♠1*&✐❡

' ✭▲ = ✵✱ ❙ = ✵✮ ✭✜❣✉&❡ ✷✳✶✸ ❛✮✮✳ ▲♦&#?✉❡ ❧✬✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ O ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥#*❛❜✐❧✐*1 #✉♣❡&✢✉✐❞❡

❡#* ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡ ?✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❇❈❙ ♦&✐❣✐♥❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉* Y*&❡ 1♥❡&❣1*✐?✉❡♠❡♥* ❢❛✈♦&❛❜❧❡ ♣♦✉& ❧❡#

♣❛✐&❡# ❞❡ ❈♦♦♣❡& ❞❡ #❡ ❢♦&♠❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ #②♠1*&✐❡ ♣❧✉# ❜❛##❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❡♥ ♣❧✉# ❞❡ ❧✬✐♥✈❛&✐❛♥❝❡ ❞❡

❥❛✉❣❡✱ ✉♥❡ #②♠1*&✐❡ ❛❞❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡#* ❜&✐#1❡ O ❧❛ *&❛♥#✐*✐♦♥ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*&✐❝❡✳ ❯♥❡ ❞❡# #✐❣♥❛*✉&❡#

❧❡# ♣❧✉# &❡♠❛&?✉❛❜❧❡# ❞❡ ❝❡**❡ ❜&✐#✉&❡ ❞❡ #②♠1*&✐❡ #✉♣♣❧1♠❡♥*❛✐&❡ ❡#* ✈✐#✐❜❧❡ ❞❛♥# ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡

❞✉ ❣❛♣ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&✳ ▲❡?✉❡❧✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ &❡#*❡& ❝♦♥#*❛♥*✱ ♣♦✉&&❛ #✬❛♥♥✉❧❡& ❡♥ ❝❡&*❛✐♥# ♣♦✐♥*#

❞❡ ❧❛ ❙❋✱ ❛♣♣❡❧1# ③1&♦# ❞❡ ❣❛♣✳ ❖♥ ♣❛&❧❡ ❛❧♦&# ❞❡ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*1 ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥#

❧❡ ❝❛# ❞❡# ❝✉♣&❛*❡#✱ ❧❛ #②♠1*&✐❡ ❞✉ ❣❛♣ ❡#* ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ❜✐❡♥ ❛❞♠✐#❡ ❝♦♠♠❡ 1*❛♥* ❞❡ *②♣❡ ❞x2−y2

✭✜❣✉&❡ ✷✳✶✸ ❜✮✮✳ ❉❡# ♣✐#*❡# ❞♦♥♥❛♥* ✉♥❡ ✐♥*✉✐*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #②♠1*&✐❡ ❞✉ ❣❛♣ ❞❛♥# ❧❡# ❝✉♣&❛*❡# ♦♥*

1*1 ❞♦♥♥1❡# ♣❛& ❧❡# ♠❡#✉&❡# ❞✬❆❘2❊❙ ❬✺✹❪ ♦✉ ♣❛& ❧❡# ♠❡#✉&❡# ❞❡ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*1 *❤❡&♠✐?✉❡ ❬✺✺❪

#✬❛❝❝♦&❞❛♥* #✉& ❧❛ ♣&1#❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞# ❞❛♥# ❧❡ ❣❛♣ #✉♣&❛❝♦♥❞✉❝*❡✉&✳ ❈❡# ♥♦❡✉❞# ❝♦&&❡#♣♦♥❞❡♥* O

❧✬❛♥♥✉❧❛*✐♦♥ ❞✉ ❣❛♣✱ ❡* #❡ #✐*✉❡♥* ❞❛♥# ❧❡# ❞✐&❡❝*✐♦♥# ❞✐❛❣♦♥❛❧❡#✱ O ✹✺✝❞❡# ❛①❡# ❝&✐#*❛❧❧♦❣&❛♣❤✐?✉❡

❛ ❡* ❜✳ ◆1❛♥♠♦✐♥#✱ ❝❡ #♦♥* ❧❡# ♠❡#✉&❡# ❞❡ ?✉❛♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ✢✉① #✉& ✉♥ *&✐❝&✐#*❛❧ ❬✺✻❪✱ #❡♥#✐❜❧❡# O



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✹✼

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❛✮ ❉'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝0✐2✐3✉❡ ❇c ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2❡♠♣'0❛2✉0❡ ♣♦✉0 ✉♥

8✉♣0❛❝♦♥❞✉❝2❡✉0 ❞❡ 2②♣❡ ■ ✭❞✬❛♣0=8 ❬✺✷❪✮✳ ❜✮ ❉'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡8 ❝❤❛♠♣8 ❝0✐2✐3✉❡8 ❇c1 ❡2 ❇c2 ❡♥

❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2❡♠♣'0❛2✉0❡ ♣♦✉0 ✉♥ 8✉♣0❛❝♦♥❞✉❝2❡✉0 ❞❡ 2②♣❡ ■■ ✭❞✬❛♣0=8 ❬✺✸❪✮✳

❧❛ ♣❤❛8❡ ❞✉ ❣❛♣ ♠❡♥'❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❝♦♠♣♦8' ❨❇❈❖ ❞♦♣' ♦♣2✐♠❛❧✱ 3✉✐ ♦♥2 0'✈'❧' ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥2 ❞❡

8✐❣♥❡ ❞✉ ♣❛0❛♠=20❡ ❞✬♦0❞0❡ ❡♥ ❛❝❝♦0❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 8②♠'20✐❡ ❞❡ 2②♣❡ ❞x2−y2 ✳ ▲❡ ♣❛0❛♠=20❡ ❞✬♦0❞0❡

8✬'❝0✐2 ❛❧♦08 ✿

∆(❦) =
∆max

2
(cos(kx)− cos(ky)) = ∆maxcos(2φ) ✭✷✳✶✹✮

♦L ❦x ❡2 ❦y 8♦♥2 ❧❡8 ❝♦♠♣♦8❛♥2❡8 ❞✉ ✈❡❝2❡✉0 ❞✬♦♥❞❡ ❦ ❡2 φ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥20❡ ❦ ❡2 ❧✬❛①❡ ✭✶✵✵✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ❛✮ ●❛♣ 8✉♣0❛❝♦♥❞✉❝2❡✉0  ✲✇❛✈❡✳ ❜✮ ●❛♣ 8✉♣0❛❝♦♥❞✉❝2❡✉0 ❞ ✲✇❛✈❡✳ ❬✺✼❪

▼❛❧❣0' ❧❡ ❝❛0❛❝2=0❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥2✐♦♥♥❡❧ ❞❡8 ❝✉♣0❛2❡8✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣♦88=❞❡♥2 2♦✉2 ❞❡ ♠U♠❡ 3✉❡❧3✉❡8

❝❛0❛❝2'0✐82✐3✉❡8 ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡8 8✉♣0❛❝♦♥❞✉❝2❡✉08 ❝♦♥✈❡♥2✐♦♥♥❡❧8✳ V❛0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①✐82❡♥❝❡ ❞❡

♣❛✐0❡8 ❞❡ ❈♦♦♣❡0 ❡82 ❜✐❡♥ '2❛❜❧✐❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞❡8 ❝✉♣0❛2❡8✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❞❡8 ♠❡8✉0❡8 ❞✬❡✛❡2 ❏♦8❡♣❤8♦♥

❬✺✽❪ ❡2 ❞❡ 3✉❛♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❬✺✾❪ ♦♥2 ♠♦♥20' 3✉❡ ❧❡8 ♣♦02❡✉08 ❞❡ ❝❤❛0❣❡8 ♣♦88=❞❡♥2 ✉♥❡ ❝❤❛0❣❡
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∗
✳ ❉❡+



✷✳✷✳ ❉✐❛❣&❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❣-♥-&✐/✉❡ ❞❡, ❝✉♣&❛2❡, ✹✾

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❛✮ ✶✴❚1❚ ♠❡+✉-. +✉- ❧❡ +✐1❡ ❞❡ ❧✬❛1♦♠❡ ❞❡

63
❈✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❈✉❖2✱ ❞❛♥+ ❨❇❛2❈✉3❖6.95

✭❝❛--.✮ ❡1 ❞❛♥+ ❨❇❛2❈✉3❖6.64 ✭❝❡-❝❧❡✮ ✭❞✬❛♣->+ ❬✻✷✱ ✻✹❪✳ ❜✮ ❑♥✐❣❤1 +❤✐❢1 ♠❡+✉-. +✉- ❧❡ +✐1❡ ❞❡

❧✬❛1♦♠❡

89
❨ ❞❛♥+ ❨❇❛2❈✉3❖y ❬✻✸❪

♠❡+✉-❡+ +✐♠✐❧❛✐-❡+ ♦♥1 .1. -.❛❧✐+.❡+ ❞❛♥+ ▲❛2−x❙-x❈✉❖4 ❡1 ❞❛♥+ ❇✐2❙-2−y▲❛y❈✉❖6+δ ❞♦♥♥❛♥1 ✉♥

-.+✉❧1❛1 +✐♠✐❧❛✐-❡ J ❨❇❈❖ ❡1 ♣-♦✉✈❛♥1 ❛✐♥+✐ ❧✬✉♥✐✈❡-+❛❧✐1. ❡♥1-❡ ❧❡+ ❞✐✛.-❡♥1❡+ ❢❛♠✐❧❧❡+✳

▲❡+ ♠❡+✉-❡+ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1✐✈✐1. ♦♣1✐M✉❡ ♦♥1 .❣❛❧❡♠❡♥1 ♣❡-♠✐+ ❞❡ ♠❡11-❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣♣❛-✐1✐♦♥

❞✉ ♣+❡✉❞♦❣❛♣✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥1-❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✻✱ ❧❡+ ♠❡+✉-❡+ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1✐✈✐1. ♦♣1✐M✉❡ ♦♥1 ✉♥ ❝♦♠✲

♣♦-1❡♠❡♥1✱ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢-.M✉❡♥❝❡ 1->+ ❞✐✛.-❡♥1 +❡❧♦♥ M✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝1-✐M✉❡ +♦✐1 ❛♣♣❧✐M✉.

❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥ ✭σab✮ ♦✉ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐-❡♠❡♥1 ❛✉ ♣❧❛♥ ✭σc✮✳ ❉❛♥+ ❧❡ ♣-❡♠✐❡- ❝❛+✱ σab ♠♦♥1-❡ ✉♥ ♣✐❝

❞❡ ❉-✉❞❡ J ω = ✵ 1②♣✐M✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦-1❡♠❡♥1 ♠.1❛❧❧✐M✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❛✉❝✉♥ +✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡

♣+❡✉❞♦❣❛♣ ♥✬❡+1 ✈✐+✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❡ ♣♦✐❞+ +♣❡❝1-❛❧✳ S❛- ❝♦♥1-❡✱ ❡♥ ❝❡ M✉✐ ❝♦♥❝❡-♥❡ σc✱ ♦♥ -❡♠❛-M✉❡

❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐❝ ❞❡ ❉-✉❞❡ J ω = ✵✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ✉♥ ❣❛♣ ❡♥ ❢-.M✉❡♥❝❡ ❛♣♣❛-❛✐1 ♣♦✉- ❞❡+ 1❡♠♣.-❛1✉-❡+

✐♥❢.-✐❡✉-❡+ J ❚

∗
✳ ❖♥ -❡♠❛-M✉❡ .❣❛❧❡♠❡♥1 M✉❡ ❧❛ ❢-.M✉❡♥❝❡ J ❧❛M✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛-❛✐1 ❝❡ ❣❛♣ ❡+1 ❝♦♥+1❛♥1❡

❡♥ 1❡♠♣.-❛1✉-❡✳

▲❡+ ♠❡+✉-❡+ ❞✬❆❘S❊❙ ♦♥1 .1. ✐♠♣♦-1❛♥1❡+ ❞❛♥+ ❧✬♦❜+❡-✈❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ♣+❡✉❞♦❣❛♣✳ ❈❡+

♠❡+✉-❡+ ♦♥1 ♠✐+ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣-.+❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ❡♥ .♥❡-❣✐❡ ♣-♦❝❤❡ ❞❡+ -.❣✐♦♥+ ❛♥1✐♥♦❞❛❧❡+ ✭❦ =

✭✵✱π✮✮✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✼ ♠♦♥1-❡ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ M✉❛+✐✲♣❛-1✐❝✉❧❡+ ❜✐❡♥ ❞.✜♥✐ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❚c✳ ❖♥ -❡♠❛-M✉❡

.❣❛❧❡♠❡♥1 M✉❡ ❧❡ ❣❛♣ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝1❡✉- ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦-+M✉✬♦♥ +❡ ❞.♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ -.❣✐♦♥ ❛♥1✐♥♦❞❛❧❡ J

❧❛ -.❣✐♦♥ ♥♦❞❛❧❡ ❝❡ M✉✐ ❡+1 ❝❛-❛❝1.-✐+1✐M✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ❞❡ +②♠.1-✐❡ ❞✳ ❆✉ ❞❡++✉+ ❞❡ ❚c✱ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡

M✉❛+✐✲♣❛-1✐❝✉❧❡ ❞✐+♣❛-❛✐1 ❛❧♦-+ M✉❡ ❧❡ ❣❛♣ ♣❡-+✐+1❡ ❥✉+M✉✬J ✉♥❡ ✈❛❧❡✉- ❞❡ 1❡♠♣.-❛1✉-❡ .❣❛❧❡ J ❚

∗
✳

▲❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ❚

∗
❝♦--❡+♣♦♥❞ ✐❝✐ J ❧❛ 1❡♠♣.-❛1✉-❡ J ❧❛M✉❡❧❧❡ ❧❡ +♣❡❝1-❡ ❞❡ ❧✬.❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ +❡ ❝♦♥❢♦♥❞

❛✈❡❝ ❧❡ +♣❡❝1-❡ ❞❡ -.❢.-❡♥❝❡ ❞✉ S1✳ ▲❡ ♣+❡✉❞♦❣❛♣ ✈✉ ♣❛- ❧✬❆❘S❊❙ ❡+1 ❛♥✐+♦1-♦♣❡✳ ■❧ ❡+1 ❧❛-❣❡

❞❛♥+ ❧❛ ♠[♠❡ -.❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇-✐❧❧♦✉✐♥ ♦] ❧❡ ❣❛♣ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝1❡✉- ❡+1 ❧❛-❣❡✳ S❛- ❝♦♥1-❡✱

❝♦♥1-❛✐-❡♠❡♥1 ❛✉ ❣❛♣ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝1❡✉- M✉✐ ❞✐+♣❛-❛✐1 ❛✉① M✉❛1-❡ ♣♦✐♥1+ ♥♦❞❛✉① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

❇-✐❧❧♦✉✐♥✱ ❧❡ ♣+❡✉❞♦❣❛♣ ❞✐+♣❛-❛✐1 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ +❡❣♠❡♥1 ❛♣♣❡❧. ❛-❝ ❞❡ ❋❡-♠✐✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐1 +✉-

❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✼✱ ❧❡ ♣+❡✉❞♦❣❛♣ ❛♣♣❛-❛`1 J ❞✐✛.-❡♥1❡+ 1❡♠♣.-❛1✉-❡ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❛✱ ❜ ❡1 ❝ ❝♦♥❞✉✐+❛♥1

J ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ❞❡+ ❛-❝+ ❞❡ ❋❡-♠✐ ❛✈❡❝ ❧❛ 1❡♠♣.-❛1✉-❡✳

❯♥❡ +♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧.♠❡♥1❛✐-❡ ❛✉① ♠❡+✉-❡+ ❞✬❆❘S❊❙ ❡+1 ❧❛ ♠❡+✉-❡ ❞❡ ♠✐❝-♦+❝♦♣✐❡ J ❡✛❡1 1✉♥♥❡❧

✭❙❚▼✮✳ ▲❡+ ♠❡+✉-❡+ ❞❡ ❙❚▼ ♣❡-♠❡11❡♥1 ❞❡ +♦♥❞❡- ❧❛ ❞❡♥+✐1. ❞✬.1❛1+ .❧❡❝1-♦♥✐M✉❡+ ♣-♦❝❤❡ ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡-♠✐✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✽ ♣-.+❡♥1❡ ❧❡ +♣❡❝1-❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝1✐✈✐1. 1✉♥♥❡❧ ✭❞■✴❞❱✮ ♦❜1❡♥✉ ♣❛-



✺✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ❛✮✱ ❜✮ ▼❡+✉-❡+ ❞❡ ❧❛ -0+✐+2✐✈✐20 ❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥ ✭ρab✮ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2❡♠♣0-❛2✉-❡

❞✬❨❇❛2❈✉3❖y ♣♦✉- ② = ✻✳✸✵ ✲ ✼✳✵✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥2❡-✈❛❧❧❡ ❞❡ ✵✳✵✺✳ ▲❡+ ❧✐❣♥❡+ ❜❧❡✉❡+ ❝♦--❡+♣♦♥❞❡♥2 ❛✉①

0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥+ +♦✉+✲❞♦♣0+✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✈❡-2❡ ❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣2✐♠❛❧ ❡2 ❧❛ ❧✐❣♥❡ -♦✉❣❡ J ✉♥ 0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥ +✉-✲

❞♦♣0✳ ❝✮ ❉✐❛❣-❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ 0❧❡❝2-♦♥✐L✉❡ -❡♣-0+❡♥20❡ ♣❛- ✬❘❈▼✬ ✭-❡+✐+2✐✈✐2② ❝✉-✈❛2✉-❡ ♠❛♣♣✐♥❣✮

♣♦✉- ❨❇❈❖✱ ♦N ❧❡+ ❝❡-❝❧❡+ ✈❡-2+ +♦❧✐❞❡+ -❡♣-0+❡♥2❡♥2 ❧❛ ❚c ♣♦✉- ❧❡+ ❝♦♠♣♦+✐2✐♦♥+ ♠❡+✉-0❡+✳

✭❞✬❛♣-P+ ❬✻✻❪✮

❙❚▼ ❞❛♥+ ❞❡+ ❝-✐+2❛✉① ❞❡ ❇✐✲✷✷✶✷ +♦✉+✲❞♦♣0+ ✭❚c = ✽✸ ❑✮✳ ❖♥ ♦❜+❡-✈❡ L✉✬❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❚c✱

✷ ♣✐❝+ +♦♥2 ♣-0+❡♥2+ ❞❛♥+ ❧❡ +♣❡❝2-❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝2✐✈✐20 2✉♥♥❡❧ ❡2 +♦♥2 +✐2✉0+ ❞❡ ♣❛-2 ❡2 ❞✬❛✉2-❡ ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡-♠✐✳ ▲✬0❝❛-2 ❡♥2-❡ ❝❡+ ♣✐❝+ ❝♦--❡+♣♦♥❞ ❛✉ ❣❛♣ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝2❡✉-✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦-2❡♠❡♥2

❡+2 +✐♠✐❧❛✐-❡ J ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝2❡✉- ❝♦♥✈❡♥2✐♦♥♥❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧✬❆❘X❊❙✱ ❛✉

❞❡++✉+ ❞❡ ❚c✱ ❧❡+ ♣✐❝+ ❞✐+♣❛-❛✐++❡♥2 ♠❛✐+ ❧❡ ❣❛♣ +✉❜+✐+2❡ J ♣❧✉+ ❤❛✉2❡ 2❡♠♣0-❛2✉-❡✳

▲❛ ♣❤❛+❡ ♣+❡✉❞♦❣❛♣ ❡+2 ❞0✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐P-❡ +✉✐✈❛♥2❡✳ ❊❧❧❡ +❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❤❛+❡

♥♦-♠❛❧❡ ❞✉ ❝[20 +♦✉+✲❞♦♣0 ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞✬✉♥❡ 2❡♠♣0-❛2✉-❡ ❚

∗
✭✐❧ ❛♣♣❛-❛\2 L✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ❚

∗

❡+2 ❞✐✛0-❡♥2❡ ❞✬✉♥❡ +♦♥❞❡ J ❧✬❛✉2-❡✳ ❈✬❡+2 ♣♦✉-L✉♦✐ ♥♦✉+ ❝❤♦✐+✐++♦♥+ ❞❡ ♣-❡♥❞-❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉-

❞❡ ❚

∗
❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞0❞✉✐2❡ ❞❡+ ♠❡+✉-❡+ ❞❡ -0+✐+2✐✈✐20 0❧❡❝2-✐L✉❡ ❞❝ ❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥✮✳ ❈❡22❡ 2❡♠♣0-❛2✉-❡

❞0❝-♦✐2 ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡2 ❡+2 ❞✐✣❝✐❧❡ J ❞02❡-♠✐♥❡- ❛✉2♦✉- ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣2✐♠❛❧✳ ■❧ ❡①✐+2❡ ❛❧♦-+

❞❡✉① +❝0♥❛-✐♦+ ♣♦++✐❜❧❡+ ❧✐❛♥2 ❝❡22❡ ♣❤❛+❡ J ❧❛ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝2✐✈✐20✳ ▲❡ ♣-❡♠✐❡- ❝♦♥+✐❞P-❡ ❧❛ ♣❤❛+❡

♣+❡✉❞♦❣❛♣ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❡♥ ❝♦♠♣02✐2✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝2✐✈✐20✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐L✉❡ ❧✬❡①✐+2❡♥❝❡

❞✬✉♥ ♣♦✐♥2 ❝-✐2✐L✉❡ L✉❛♥2✐L✉❡ ✭◗❈X✮ ❣0♥0-❛❧❡♠❡♥2 ♣-0❞✐2 J ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❛✉2♦✉- ❞❡ ✶✾ ✪✳ ❉❛♥+ ❝❡

+❝0♥❛-✐♦ ❚

∗
❝-♦✐+❡ ❚c ❛✉2♦✉- ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣2✐♠❛❧ ✭✜❣✉-❡ ✷✳✶✾ ❜✮✮✳ ▲❡ +❡❝♦♥❞ +❝0♥❛-✐♦ ❝♦♥+✐❞P-❡

❧❡ ♣+❡✉❞❣❛♣ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛+❡ ♣-0❝✉-+❡✉- ❞❡ ❧❛ +✉♣-❛❝♦♥❞✉❝2✐✈✐20✳ ❉❛♥+ ❝❡22❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❚

∗
♥❡



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✺✶

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❙♣❡❝)*❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)1 ♦♣)✐2✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢*12✉❡♥❝❡ ❞❛♥6 ❧❡ ♣❧❛♥ σa ❡)

♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐*❡♠❡♥) ❛✉ ♣❧❛♥ σc✱ 9 ❞✐✛1*❡♥)❡6 )❡♠♣1*❛)✉*❡6✳ ❬✻✼❪

❝*♦✐6❡ ❥❛♠❛✐6 ❚c ♠❛✐6 6✉✐) ❧❡ ❞@♠❡ 6✉♣*❛❝♦♥❞✉❝)❡✉* ❞✉ ❝@)1 6✉*✲❞♦♣1 ✭✜❣✉*❡ ✷✳✶✾ ❛✮✮✳ ▲❡6 )❤1♦*✐❡6

*❡❧❛)✐✈❡6 9 ❝❡6 ❞❡✉① 6❝1♥❛*✐♦6 6❡*♦♥) ♣*16❡♥)1❡6 ❞❛♥6 ❧❛ 6✉✐)❡✳

✷✳✸ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉6 ❧✬❛✈♦♥6 1✈♦2✉1 ❞❛♥6 ❧❡ ♣❛*❛❣*❛♣❤❡ ♣*1❝1❞❡♥)✱ ❞❡✉① ❣*❛♥❞❡6 ❢❛♠✐❧❧❡6 ❞❡ 6❝1♥❛*✐♦6

6♦♥) ✉)✐❧✐61❡6 ♣♦✉* ❞1❝*✐*❡ ❧❡ ❞✐❛❣*❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛6❡ ❞❡6 ❝✉♣*❛)❡6✳ L♦✉* ❧❡ ♠♦♠❡♥)✱ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥6❡♥6✉6

6✉* ❧❡ 6❝1♥❛*✐♦ 2✉✐ ❞1❝*✐) ❧❛ ♣❤❛6❡ ♣6❡✉❞♦❣❛♣ ♥✬❡6) 1)❛❜❧✐ ❞❛♥6 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉)1✳ ▲❡6 )❤1♦*✐❡6

❛66♦❝✐1❡6 9 ❝❡6 ❞❡✉① ❞✐✛1*❡♥)6 6❝1♥❛*✐♦6 1)❛♥) )*N6 ♥♦♠❜*❡✉6❡6✱ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐6✐ ❞❡ ♥❡ ❞1❝*✐*❡ 2✉❡ ❝❡❧❧❡6

2✉✐ 6♦♥) ❧❡ ♣❧✉6 6♦✉✈❡♥) *❡♥❝♦♥)*1❡6✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♥❡ ♣*16❡♥)❡ ❞♦♥❝ ♣❛6 ✉♥❡ *❡✈✉❡ ❡①❤❛✉6)✐✈❡ ❞❡6

6❝1♥❛*✐♦6 ❡①✐6)❛♥)6 ❬✼✷✱ ✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✶❪✳

✷✳✸✳✶ ❙❝&♥❛)✐♦, ❞❡ ♣❛✐)❡, ♣)&❢♦)♠&❡,

▲❡ 6❝1♥❛*✐♦ ❞❡ ♣❛✐*❡6 ♣*1❢♦*♠1❡6 ♣❡✉) T)*❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❛*✐❡♠❡♥) ❞❡6 6♣✐♥6 ❡♥ 6✐♥❣✉❧❡)6 ♠❛✐6

6❛♥6 ❝♦♥❞❡♥6❛)✐♦♥ ❡♥ ♣❛✐*❡ ❞❡ ❈♦♦♣❡*✱ ❧❛ ❝♦❤1*❡♥❝❡ ♥1❝❡66❛✐*❡ 9 ❧❛ ❝♦♥❞❡♥6❛)✐♦♥ ✭❞❡6 ❝❤❛*❣❡6✮

♥✬❛♣♣❛*❛✐66❛♥) 2✉✬❡♥ ❞❡66♦✉6 ❞❡ ❚c✳ ❈❡ 6❝1♥❛*✐♦ ❡6) 1❣❛❧❡♠❡♥) ❛66♦❝✐1 ❛✉① ♠♦❞N❧❡6 ❞❡ 61♣❛*❛)✐♦♥

6♣✐♥✲❝❤❛*❣❡ ✭6♣✐♥♦♥6 ❡) ❤♦❧♦♥6 2✉✐ 6♦♥) *❡6♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❞❡6 ♣❛*)✐❝✉❧❡6 ❞❡ 6♣✐♥ ✶✴✷ 6❛♥6 ❝❤❛*❣❡

❡) ❞❡6 ♣❛*)✐❝✉❧❡6 ❞❡ ❝❤❛*❣❡ +❡ 6❛♥6 6♣✐♥✮ ❬✽✷❪ 2✉✐ ❛66♦❝✐❡♥) ❚

∗
9 ❧❛ ❢♦*♠❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛♣ ❞❛♥6 ❧❡

6♣❡❝)*❡ ❞❡6 6♣✐♥♦♥6 ✭♣*1❝✉*6❡✉* 9 ❧❛ ❝♦♥❞❡♥6❛)✐♦♥ ❞❡6 6♣✐♥6 ❡) ❞❡ ❧❛ ❝❤❛*❣❡ ❡♥ ❞❡66♦✉6 ❞❡ ❚c✮✳

❉❛♥6 ❝❡))❡ ♣*❡♠✐N*❡ ❝❛)1❣♦*✐❡ ❞❡ ♠♦❞N❧❡6✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣6❡✉❞♦❣❛♣ ❡6) ✉♥ 1)❛) 6②♠1)*✐2✉❡♠❡♥)



✺✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡/ ❝✉♣(❛'❡/

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❛ ✲ ❝✮ ❙♣❡❝,-❡ ♣-✐/ 0 ,-♦✐/ ❦ ❞✐✛4-❡♥,/ ❞❡ ❧❛ 7❩❇✱ ♠♦♥,-4 /✉- ❞✮✱ ♣♦✉- ✉♥ 4❝❤❛♥✲

,✐❧❧♦♥ ❞❡ ❇✐✷✷✶✷ /♦✉/✲❞♦♣4 ✭❚c = ✽✺ ❑✮ 0 ❞✐✛4-❡♥,❡/ ,❡♠♣4-❛,✉-❡/ ✭,-❛✐, ♣❧❡✐♥✮✳ ❡✮ ➱✈♦❧✉,✐♦♥ ❞✉

♣♦✐♥, 0 ♠✐✲❤❛✉,❡✉- ❞❡ ❧❛ ,-❛♥/✐,✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,❡♠♣4-❛,✉-❡✳ ❢✮ ■❧❧✉/,-❛,✐♦♥ /❝❤4♠❛,✐G✉❡ ❞❡

❧✬4✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❞❛♥/ ❧❡/ ❝✉♣-❛,❡/ /♦✉/✲❞♦♣4/✳ ▲❡ ♥♦❡✉❞ ❞✲✇❛✈❡ ❡♥ ❞❡//♦✉/ ❞❡ ❚c ✭❣❛✉❝❤❡✮

❞❡✈✐❡♥, ✉♥ ❛-❝ ✭❛-❝ ❞❡ ❋❡-♠✐✮ ❛✉ ❞❡//✉/ ❞❡ ❚c ✭♠✐❧✐❡✉✮ G✉✐ /✬4,❡♥❞ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛

,❡♠♣4-❛,✉-❡ ♣♦✉- ❢♦-♠❡- ✉♥❡ ❙❋ ❝♦♠♣❧M,❡ ❛✉ ❞❡//✉/ ❞❡ ❚✯ ✭❞-♦✐,❡✮✳ ✭❞✬❛♣-M/ ❬✻✽❪✮

♥♦♥✲❞✐/,✐♥❣✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛/❡ /✉♣-❛❝♦♥❞✉❝,-✐❝❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❜-✐/✉-❡ ❞❡ /②♠4,-✐❡ /✉♣♣❧4♠❡♥,❛✐-❡ ♥❡

-❡♥,-❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❛♥/ ❝❡/ ,❤4♦-✐❡/✳ ❈❡/ ♠♦❞M❧❡/ /♦♥, 4❣❛❧❡♠❡♥, ❝❧❛//4/ ❞❛♥/ ❧❛ ❝❛,4❣♦-✐❡ ❞❡/

✐/♦❧❛♥,/ ❞❡ ▼♦,, ❞♦♣4 ❝❛- ✐❧/ ♣-♦✈✐❡♥♥❡♥, ❞❡ ❧❛ ♣❤❛/❡ ✐/♦❧❛♥, ❞❡ ▼♦,, ❞4❝-✐,❡ ♣❧✉/ ❤❛✉,✳

• ▼♦❞5❧❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛(❞ 8 ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✿ ▼♦❞5❧❡ ❘❱❇ ✭❘❡/♦♥❛'✐♥❣ ❱❛❧❡♥❝❡ ❇♦♥❞✮

▲❛ ,❤4♦-✐❡ ❘❱❇ ✭❘❡/♦♥❛,✐♥❣ ❱❛❧❡♥❝❡ ❇♦♥❞✮ ❛ 4,4 ♣♦/,✉❧4❡ ♣❛- ❆♥❞❡-/♦♥ ❡, ❋❛③❡❦❛/ ❬✽✸✱ ✽✹❪

♣♦✉- ❞4❝-✐-❡ ✉♥ 4,❛, G✉❛♥,✐G✉❡ ❞❡ /♣✐♥/ ❝♦✉♣❧4/ ✶✴✷ 0 ❜❛//❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥✳ ❈❡,,❡ ,❤4♦-✐❡ ❛ 4,4

♣-♦♣♦/4❡ ❜✐❡♥ ❛✈❛♥, ❧❛ ❞4❝♦✉✈❡-,❡ ❞❡/ ❝✉♣-❛,❡/ ❡, /✬❛♣♣✉✐❡ /✉- ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛-❞ 0 ✉♥❡ ❜❛♥❞❡



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✺✸

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ ❙♣❡❝)*❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)1 )✉♥♥❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❡♠♣1*❛)✉*❡ ❞❛♥6 ✉♥ ❝♦♠♣♦61 ❞❡

❇✐✷✷✶✷✳ ▲✬1❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝)❛♥❝❡ ❝♦**❡6♣♦♥❞ ❛✉ 6♣❡❝)*❡ ; ✷✾✸ ❑✱ ❧❡6 ❛✉)*❡6 6♣❡❝)*❡6 6♦♥) ❞1❝❛❧16

✈❡*)✐❝❛❧❡♠❡♥) ❞❛♥6 ✉♥ 6♦✉❝✐6 ❞❡ ❝❧❛*)1✳ ❬✻✾❪

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❛✮ ❉❛♥6 ❧❡ 6❝1♥❛*✐♦ ❜❛61 6✉* ❧✬❡①✐6)❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐*❡6 ♣*1❢♦*♠1❡6✱ ❚

∗
6✉✐) ❧❡ ❞H♠❡

6✉♣*❛❝♦♥❞✉❝)❡✉* ❞✉ ❝H)1 6✉*✲❞♦♣1✳ ❜✮ ❉❛♥6 ❧❡ 6❝1♥❛*✐♦ ❞✬♦*❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣1)✐)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ 6✉♣*❛❝♦♥✲

❞✉❝)✐✈✐)1✱ ❚

∗
❝*♦✐6❡ ❚c ❛✉)♦✉* ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣)✐♠❛❧ ❡) 6✬❛♥♥✉❧❡ ; ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❝*✐)✐K✉❡ ♣c = ✵✳✶✾ ♦M

❡6) ❛))❡♥❞✉ ✉♥ ♣♦✐♥) ❝*✐)✐K✉❡ K✉❛♥)✐K✉❡✳ ✭❞✬❛♣*O6 ❬✼✵✱ ✼✶❪✮



✺✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

 ✉✐ ❛ $%$ ♣'$(❡♥%$ ♣'$❝$❞❡♠♠❡♥%✳ ❆♥❞❡'(♦♥ ❛❞❛♣%❛ ❝❡%%❡ %❤$♦'✐❡ ❛✉① ❝✉♣'❛%❡( ❡♥ (✉❣❣$'❛♥%  ✉✬✉♥

$%❛% ❘❱❇ ♣❡✉% 8%'❡ ❢♦'♠$ ❡♥ ❛♣♣❧✐ ✉❛♥% ❧❡ ♣'♦❥❡❝%❡✉' ❞❡ ●✉%③✇✐❧❧❡' ? ✉♥ $%❛% (✉♣'❛❝♦♥❞✉❝%❡✉'

❞❡ %②♣❡ ❇❈❙ ❬✽✺❪✳ ▲✬$%❛% ❘❱❇ ❝♦♥(✐(%❡ ❡♥ ✉♥❡ (♦♠♠❡ ❞✬$%❛%(  ✉❛♥%✐ ✉❡( ♦H ❧❡( (♣✐♥( ❧♦❝❛❧✐($(

(✉' (✐%❡ (✬❛♣♣❛'✐❡♥% ❡♥%'❡ ♣❧✉( ♣'♦❝❤❡( ✈♦✐(✐♥(✳ ❈❡% ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥% ❡(% ❞❡ %②♣❡ (✐♥❣✉❧❡% ❡% ❧❡ ❝♦♥❝❡♣%

❞❡ ✬'$(♦♥❛♥❝❡✬ ♣'♦✈✐❡♥% ❞✉ ❢❛✐%  ✉❡ ❧❡( ❛♣♣❛'✐❡♠❡♥%( ♣❡✉✈❡♥% (✬✐♥%❡'✲❝❤❛♥❣❡' ❡♥%'❡ ♣❧✉( ♣'♦❝❤❡(

✈♦✐(✐♥(✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡( ❝✉♣'❛%❡(✱ ❜✐❡♥  ✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦($ ♣❛'❡♥% (♦✐% ✉♥ ✐(♦❧❛♥% ❞❡ ▼♦%% ❡% ♥♦♥ ♣❛(

✉♥ ❧✐ ✉✐❞❡ ❞❡ (♣✐♥✱ ✐❧ ❛ $%$ ♣'♦♣♦($  ✉✬❡♥ ✐♥%'♦❞✉✐(❛♥% ❞❡( %'♦✉( ❞❛♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦($✱ ❧✬$%❛% ❆❋ ❞❡

◆$❡❧ ❡(% ❞$%'✉✐%✳ ▲❡( (♣✐♥( ❢♦'♠❡♥% ❛❧♦'( ✉♥❡ (✉♣❡'♣♦(✐%✐♦♥ ❞✬$%❛%( (✐♥❣✉❧❡%( ✭(❛♥( ♦'❞'❡ ❆❋ ?

❧♦♥❣✉❡ ❞✐(%❛♥❝❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥($ ✉❡♥❝❡ (❡'❛ ✉♥ %'❛♥(♣♦'% ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ♣❛' ❧❡( %'♦✉( ❡% ❧✬❛♣♣❛'✐%✐♦♥ ❞✬✉♥

❣❛♣ ❞❡ (♣✐♥ ∆RV B ❛((✐♠✐❧$ ❛✉ ♣(❡✉❞♦❣❛♣✳

▲♦'( ✉❡ ❞❡( ❧❛❝✉♥❡( ❞❡ ❝❤❛'❣❡( (♦♥% ❛❥♦✉%$❡( ❛✉ ♠❛%$'✐❛✉✱ ✉♥ (✐♥❣✉❧❡% ❡(% ❞$%'✉✐% ❡% ♦♥

♥♦%❡ ❧❛ ❢♦'♠❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦♥ ✭❜♦(♦♥(✮ ❡% ❞✬✉♥ (♣✐♥♦♥ ✭❋❡'♠✐♦♥(✮✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡

(✐♥❣✉❧❡% ❛✛❛✐❜❧✐% ❧❡ ❝❛'❛❝%T'❡ ✬'$(♦♥❛♥%✬✳ ❆✐♥(✐ ❧❡ ❣❛♣ ∆RV B ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳ ■❧ ❡(% ♣♦((✐❜❧❡

❞✬❛((♦❝✐❡' ✉♥❡ %❡♠♣$'❛%✉'❡ ❚RV B ❡♥ ❞❡((♦✉( ❞❡ ❧❛ ✉❡❧❧❡ ❧❡( (✐♥❣✉❧❡%( ❞❡ (♣✐♥( (❡ ❢♦'♠❡♥% ❡%

❡♥%'❛✐♥❡♥% ❧✬♦✉✈❡'%✉'❡ ❞✉ ❣❛♣ ❛((♦❝✐$ ❛✉ ♣(❡✉❞♦❣❛♣✳ ❯♥❡ ❛✉%'❡ %❡♠♣$'❛%✉'❡ ❚BE ✱ ❡♥ ❞❡((♦✉( ❞❡

❧❛ ✉❡❧❧❡ ❡(% ❛((♦❝✐$❡ ❧✬❛♣♣❛'✐%✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤$'❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛(❡ (✉' ❧❡( ❡①❝✐%❛%✐♦♥( ❞❡ ❝❤❛'❣❡✱ ❡♥%'❡ ❡♥ ❥❡✉✳

❈❡%%❡ %❡♠♣$'❛%✉'❡ ❝'♦X% ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳ ▲❛ ❢♦'♠❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ $%❛% (✉♣'❛❝♦♥❞✉❝%❡✉' ❞❡ (②♠$%'✐❡ ❞

❛♣♣❛'❛✐% ❛❧♦'(  ✉❛♥❞ ❚ ❁ ❚RV B ❡% ❚ ❁ ❚BE (✉✐%❡ ? ❧❛ ❝♦♥❞❡♥(❛%✐♦♥ ❞❡( (✐♥❣✉❧❡%( ❡% ? ❧❛

❝♦❤$'❡♥❝❡ ❞❡( ❝❤❛'❣❡( ✭✜❣✉'❡ ✷✳✷✶ ❛✮✮✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✶ ❛✮ '❡♣'$(❡♥%❡ ❧❡ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛(❡ ♦❜%❡♥✉

♣❛' ❧❛ %❤$♦'✐❡ ❘❱❇✳ ❚'♦✐( ❛✉%'❡( ♣❤❛(❡( (♦♥% ♣'$(❡♥%❡( (✉' ❝❡ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ ❡♥ ♣❧✉( ❞❡ ❧❛ ♣❤❛(❡

(✉♣'❛❝♦♥❞✉❝%'✐❝❡ ✿

✲ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❣❛♣ ❞❡ (♣✐♥ ❛((♦❝✐$❡ ❛✉ ♣(❡✉❞♦❣❛♣ ❧♦'( ✉❡ ❚ ❁ ❚RV B ❡% ❚ ❃ ❚BE ✳

✲ ❧❛ ♣❤❛(❡ ✐❞❡♥%✐✜$❡ ❛✉ ♠$%❛❧ $%'❛♥❣❡  ✉✐ ❝♦''❡(♣♦♥❞ ? ❚ ❃ ❚RV B ❡% ❚ ❃ ❚BE ✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ♦♥ ❛

✉♥❡ ($♣❛'❛%✐♦♥ ❞❡( ❞❡❣'$( ❞❡ ❧✐❜❡'%$ ❞❡ ❝❤❛'❣❡( ❡% ❞❡ (♣✐♥( ❞♦♥% ❧❡( ❡①❝✐%❛%✐♦♥( (♦♥% ✐♥❝♦❤$'❡♥%❡(✳

✲ ❧❛ ♣❤❛(❡ ✐❞❡♥%✐✜$❡ ❛✉ ❧✐ ✉✐❞❡ ❞❡ ❋❡'♠✐  ✉✐ ❝♦''❡(♣♦♥❞ ? ❚ ❃ ❚RV B ❡% ❚ ❁ ❚BE ✳ ❉❛♥( ❝❡

❝❛(✱ ❧❡( ❡①❝✐%❛%✐♦♥( ❞❡ ❝❤❛'❣❡( (♦♥% ❝♦❤$'❡♥%❡( ❡% ✉♥❡ ❝♦♥❞❡♥(❛%✐♦♥ ❞❡ ❇♦(❡✲❊✐♥(%❡✐♥ ❝♦♥❢T'❡ ❛✉①

 ✉❛(✐✲♣❛'%✐❝✉❧❡( ✉♥ ♣♦✐❞( (♣❡❝%'❛❧ ❜✐❡♥ ❞$✜♥✐✳

❉❛♥( ❧❛ %❤$♦'✐❡ ❘❱❇✱ ❧❡ ♣(❡✉❞♦❣❛♣ ❛♣♣❛'❛✐% ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐(♦❧❛♥% ❞❡ ▼♦%% ❞♦♣$✳ ▲❛ %❤$♦'✐❡ ❨❩❘

✭❨❛♥❣✲❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡ ❬✽✻❪✮ ❡(% ❜❛($❡ (✉' ❝❡%%❡ ✐❞$❡✳ ❉❛♥( ❝❡%%❡ %❤$♦'✐❡✱ ✉♥ ❛♥(❛%③ ❞❡ ❧❛ (❡❧❢✲$♥❡'❣✐❡

❡(% ♣'♦♣♦($ ♣♦✉' '❡♣'$(❡♥%❡' ❧❡( ✐♥%❡'❛❝%✐♦♥( $❧❡❝%'♦♥✐ ✉❡(✳ ❈❡% ❛♥(❛%③ ❛ ❧✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬❛♥♥✉❧❡' ❧❛

❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ●'❡❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡( ❧✐❣♥❡( '❡❧✐❛♥% ❧❡( ❛♥%✐✲♥♦❡✉❞( ✭❙❋ ❛♥%✐❢❡''♦♠❛❣♥$%✐ ✉❡✮✳ ❉❛♥(

❝❡ ♠♦❞T❧❡✱ ❧❡ ♣(❡✉❞♦❣❛♣ ❡(% '❡(♣♦♥(❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ '❡❝♦♥(%'✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❞✬✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡

%'♦✉ ❞✉ ❝♦%$ (✉'✲❞♦♣$ ❡♥ ✹ ♣❡%✐%❡( ♣♦❝❤❡( ❞❡ %'♦✉( ❞✉ ❝d%$ (♦✉(✲❞♦♣$ (✐%✉$❡( ❛✉① ♥♦❡✉❞( ❞❡

❧❛ ❙❋ ✭✜❣✉'❡ ✷✳✷✵✮✳ ❈❡ ♠♦❞T❧❡ ❛ $%$ ✉%✐❧✐($ ♣♦✉' ❞$❝'✐'❡ ❝❡'%❛✐♥❡( ❝❛'❛❝%$'✐(%✐ ✉❡( ❞❡( ❝✉♣'❛%❡(

(♦✉(✲❞♦♣$(✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣'$(❡♥❝❡ ❞✬❛'❝ ❞❡ ❋❡'♠✐✳

• ▼♦❞5❧❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛(❞ 8 '(♦✐0 ❜❛♥❞❡0 ✿ ▼♦❞5❧❡  ✲❏ ✭0✐♥❣✉❧❡' ❞❡ ❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡✮

❚♦✉% ❝♦♠♠❡ ♣♦✉' ❧❡ ♠♦❞T❧❡ ♣'$❝$❞❡♥%✱ ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ❞$♣❛'% ❞✉ ♠♦❞T❧❡  ✲❏ ❡(% ❧❡ ♠♦❞T❧❡ ❞❡

❍✉❜❜❛'❞✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ❧❡ ♠♦❞T❧❡ ❞❡ ❍✉❜❜❛'❞ ? %'♦✐( ❜❛♥❞❡( ❡(% ✉%✐❧✐($✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥(

✈✉ ♣'$❝$❞❡♠♠❡♥%✱ ❝❡ ♠♦❞T❧❡ ♣'❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡( ♦'❜✐%❛❧❡( ✸❞ ❞✉ ❝✉✐✈'❡ ❡% ❧❡( ♦'❜✐%❛❧❡( ✷♣x ❡%

✷♣y ❞❡ ❧✬♦①②❣T♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% ❧✬❤❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ ? %'♦✐( ❜❛♥❞❡( ❝♦♠♣%❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛'❛♠T%'❡(✱ ✉♥❡

(✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ $%$ ❡♥✈✐(❛❣$❡ ♣♦✉' (❛ '$(♦❧✉%✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ✈✉✱ ❧❡( ❝✉♣'❛%❡( (♦♥%

❞❡( ✐(♦❧❛♥%( ? %'❛♥(❢❡'% ❞❡ ❝❤❛'❣❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐%✱ ❧♦'( ✉✬✉♥ %'♦✉ ❡(% ❛❥♦✉%$ ❛✉ (②(%T♠❡✱ ✐❧ (❡'❛ ❛♠❡♥$

? (❡ ❞$❧♦❝❛❧✐(❡' (✉' ❧❡(  ✉❛%'❡( ❛%♦♠❡( ❞✬♦①②❣T♥❡ ❡♥%♦✉'❛♥% ❧❡ (✐%❡ ❞❡ ❝✉✐✈'❡ ♣❧❛♥❛✐'❡✳ ▲❡ (♣✐♥ ❞✉



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✺✺

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❉%❧✐♠✐)❛)✐♦♥ ❞❡/ ♣❛1)✐❡/ ♦2 ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ●1❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ /✐❣♥❡ ♣♦✉1 ❞✐✛%1❡♥)/

❞♦♣❛❣❡/ ① ❡♥ )1♦✉/✳ ▲❛ /✉1❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛1)✐❡ ❤❛❝❤✉1%❡ ❝♦11❡/♣♦♥❞❛♥) ❛✉① ✈❛❧❡✉1/ ♣♦/✐)✐✈❡/ 1❡/♣❡❝)❡

❧❡ )❤%♦1=♠❡ ❞❡ ▲✉))✐♥❣❡1 >✉✐ ♣❡1♠❡) ? ✷❉ ❞❡ ❞%❞✉✐1❡ ❧❛ ❞❡♥/✐)% ❞❡ ♣♦1)❡✉1/ ? ♣❛1)✐1 ❞❡ ❧✬❛✐1❡ ❞❡

❧❛ ❙❋✳ ▲❡/ ❞%❧✐♠✐)❛)✐♦♥/ ❡♥ 1♦✉❣❡ 1❡♣1%/❡♥)❡♥) ❧❡/ ✈❛❧❡✉1/ ♦2 ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ●1❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ /✐❣♥❡

❡♥ ❞✐✈❡1❣❡❛♥) ✭❝❡ >✉✐ ❞%✜♥✐) ❧❛ /✉1❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡1♠✐✮ ❡) ❧❡/ ❞%❧✐♠✐)❛)✐♦♥/ ❡♥ ♥♦✐1 /♦♥) ❧❡/ ❧✐❣♥❡/ >✉✐

❛♣♣❛1❛✐//❡♥) ❡♥ ❞❡//♦✉/ ❞✬✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❝1✐)✐>✉❡ ✭❛//✐♠✐❧% ❛✉ ♣/❡✉❞♦❣❛♣✮ ❡) ♦2 ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ●1❡❡♥

/✬❛♥♥✉❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉1❡ ❢✮ ♠♦♥)1❡ ❧✬%✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡/ ♣♦❝❤❡/ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳ ❬✽✻❪

❝✉✐✈%❡ ❡' ❞✉ '%♦✉ ❞*❧♦❝❛❧✐-* -✉% ❧❡- ♦①②❣1♥❡- ♣❡✉✈❡♥' ❛❧♦%- ❢♦%♠❡% ✉♥ *'❛' -✐♥❣✉❧❡' ❞❡ -♣✐♥ ✭7✉✐

❡-' ❞❡ ♣❧✉- ❢❛✐❜❧❡ *♥❡%❣✐❡ 7✉❡ ❧✬*'❛' '%✐♣❧❡'✮✳ ❈❡' *'❛' ❡-' ❛♣♣❡❧* -✐♥❣✉❧❡' ❞❡ ❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡ ❬✽✼❪✳

❈❡❝✐ ♣❡%♠❡'✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥-✐❞*%❛♥' 7✉❡ ❧❡- -✐♥❣✉❧❡'- ❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡✱ ❞❡ %*❞✉✐%❡ ❝❡ ♠♦❞1❧❡ E ✉♥ ♠♦❞1❧❡

❞❡ ❍✉❜❜❛%❞ ❡✛❡❝'✐❢ E ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✳ ❯♥ *'❛' -✐♥❣✉❧❡' ❞❡ ❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡ ♣❡✉' ❛❧♦%- -❛✉'❡% ❞✬✉♥ -✐'❡ ❞❡

❝✉✐✈%❡ E ✉♥ ❛✉'%❡ ♠❡''❛♥' ❡♥ ❥❡✉ ✉♥❡ ✐♥'*❣%❛❧❡ ❞❡ -❛✉' ' ✭❞❛♥- ✉♥ ♣%♦❝❡--✉- E ❞❡✉① *'❛♣❡-✮✳

▲✬✐♥'*❣%❛❧❡ ❞❡ -❛✉' ❡-' ❛❧♦%- ✿  ∼ t2
pd

∆ ✱ ♦L tpd ❡-' ❧✬✐♥'*❣%❛❧❡ ❞❡ -❛✉' ❞✬✉♥❡ ♦%❜✐'❛❧❡ ✸❞ ❞✉ ❝✉✐✈%❡

✈❡%- ✉♥❡ ♦%❜✐'❛❧❡ ✷♣x ♦✉ ✷♣y ❞❡ ❧✬♦①②❣1♥❡ ❡' ∆ ❧❛ ❞✐✛*%❡♥❝❡ ❞✬*♥❡%❣✐❡ ❡♥'%❡ ❧❡- ♦%❜✐'❛❧❡- ♣ ❡' ❞✳

❊♥ ♥❡ ❝♦♥-✐❞*%❛♥' 7✉❡ ❧❡- -✐♥❣✉❧❡'- ❞❡ ❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡ ❝❡♥'%*- ❛✉ -✐'❡ ❞❡ ❧✬❛'♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈%❡✱ ❧❡-

♦①②❣1♥❡- ♥✬❛♣♣❛%❛✐--❡♥' ♣❧✉- ❞❡ ♠❛♥✐1%❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡- ❞❛♥- ❝❡ ♠♦❞1❧❡✳ ❯♥ ❞*✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❛✉ -❡❝♦♥❞

♦%❞%❡ ❡♥  ✴∆ ♠1♥❡ E ❧✬❤❛♠✐❧'♦♥✐❡♥ ❡✛❡❝'✐❢✱ ❛♣♣❡❧* ♠♦❞1❧❡  ✲❏ ✿

HtJ = P



−
∑

<ij>,σ

tijc
†
iσcjσ + J

∑

<ij>

(Si.Sj −
1

4
ninj)





✭✷✳✶✺✮

❛✈❡❝ S✱ ✉♥ ♦♣*%❛'❡✉% ❞❡ ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ ♣❡%♠❡''❛♥' ❞❡ '%❛✈❛✐❧❧❡% ❞❛♥- ❧❡ -♦✉- ❡-♣❛❝❡ ❞❡- *'❛'- -✐♠♣❧❡✲

♠❡♥' ♦❝❝✉♣*- ❡' ❏ = ✹ 
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✴∆ ❬✼✹❪✳ ❈❡ ♠♦❞1❧❡ ❞*❝%✐' ❧❡ ❝♦♥❝❡♣' ❞❡ -*♣❛%❛'✐♦♥ -♣✐♥✲❝❤❛%❣❡ ❝♦♠♠❡



✺✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ♠♦❞*❧❡ ♣,-❝-❞❡♥.✳ ❉❛♥# ❝❡ ♠♦❞*❧❡✱ ❧❡# #♣✐♥# #♦♥. ❧♦❝❛❧✐#-# #✉, ❧❡# #✐.❡# ❞❡# ❛.♦♠❡#

❞❡ ❝✉✐✈,❡# ✭#♣✐♥♦♥#✮ ❡. ❧❡# ❝❤❛,❣❡# #♦♥. ❞-❧♦❝❛❧✐#-❡# ✭❤♦❧♦♥#✮✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉, ❧❡ ♠♦❞*❧❡ ♣,-❝-❞❡♥.✱ ✐❧ ❡#. ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❞-✜♥✐, ❞❡✉① ❧✐❣♥❡# #-♣❛,❛♥. ❞❡# ,-❣✐♦♥#

❞✐✛-,❡♥.❡# ✭✜❣✉,❡ ✷✳✷✶ ❜✮✮✳ ▲❛ ♣,❡♠✐*,❡✱ ❞-❝,♦✐##❛♥.❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✱ ❞-✜♥✐. ❧❛ ❝♦♥❞❡♥#❛.✐♦♥ ❞❡

.②♣❡ ❇❈❙ ❞❡ ♣❛✐,❡# ❞❡ #♣✐♥♦♥#✱ ❛##♦❝✐-❡ ❛✉ ♣#❡✉❞♦❣❛♣✳ ▲❛ #❡❝♦♥❞❡✱ ❝,♦✐##❛♥.❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✱

❞-✜♥✐. ❧❛ ❝♦♥❞❡♥#❛.✐♦♥ ❞❡ ❇♦#❡ ❞❡# ❤♦❧♦♥#✳ ▲❛ #✉♣,❛❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.- ❛♣♣❛,❛✐. ❧♦,#C✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥#❛✲

.✐♦♥ ❡#. ,-❛❧✐#-❡ ❛✉##✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉, ❧❡# #♣✐♥♦♥# C✉❡ ♣♦✉, ❧❡# ❤♦❧♦♥#✳

• ❋❧✉❝'✉❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛0❡ ❞✉ ♣❛(❛♠7'(❡ ❞✬♦(❞(❡

❉❛♥# ❧❡# #✉♣,❛❝♦♥❞✉❝.❡✉,#✱ ❧❡ ♣❛,❛♠*.,❡ ❞✬♦,❞,❡ ❡#. ∆ = |∆|eiθ ❡. ❡#. ❞♦♥❝ ❞-❝,✐. ♣❛, ❞❡✉①
♣❛,❛♠*.,❡# ✿ ❧✬❛♠♣❧✐.✉❞❡ ❡. ❧❛ ♣❤❛#❡✳ ❊♥ ❝♦♥#-C✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉, ❧❡# ❞❡✉① ♠♦❞*❧❡# ♣,-❝-❞❡♥.#✱

❧❛ .,❛♥#✐.✐♦♥ #✉♣,❛❝♦♥❞✉❝.,✐❝❡ ❡#. ❣♦✉✈❡,♥-❡ ♣❛, ❞❡✉① -❝❤❡❧❧❡# ❞✬-♥❡,❣✐❡✳

✲ ▲✬❛♠♣❧✐.✉❞❡ |∆|✱ ❝♦,,❡#♣♦♥❞❛♥. ❛✉ ❣❛♣ ❇❈❙✱ ♠❡#✉,❡ ❧✬-♥❡,❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛C✉❡❧❧❡ ❧❡# ♣❛✐,❡# ❞❡ ❈♦♦♣❡,
#♦♥. ❧✐-❡#✳ ■❧ ❡#. ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬② ❛##♦❝✐❡, ✉♥❡ .❡♠♣-,❛.✉,❡ ❝❛,❛❝.-,✐#.✐C✉❡ ❚MF C✉✐ ✈❛ ❞-❝,♦✐.,❡ ❛✈❡❝

❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳

✲ ▲❛ ,✐❣✐❞✐.- ❞❡ ♣❤❛#❡ ρs✱ ♠❡#✉,❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.- ❞✉ #✉♣,❛❝♦♥❞✉❝.❡✉, J #✉♣♣♦,.❡, ✉♥ ❝♦✉,❛♥. #✉♣❡,✲

✢✉✐❞❡ ✭❧❛ ❢❛❝✐❧✐.- ❛✈❡❝ ❧❛C✉❡❧❧❡ ✉♥ ❣,❛❞✐❡♥. ❞❡ ♣❤❛#❡ θ ♣❡✉. M.,❡ -.❛❜❧✐❡✮✳ ρs ❡#. ♣,♦♣♦,.✐♦♥♥❡❧

J ❧❛ ❞❡♥#✐.- #✉♣❡,✢✉✐❞❡ C✉✐✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# ❝✉♣,❛.❡#✱ ❝,♦N. ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❬✽✽❪✳ ■❧ ❡#. ♣♦##✐❜❧❡

❞✬② ❛##♦❝✐❡, ✉♥❡ .❡♠♣-,❛.✉,❡ ❝❛,❛❝.-,✐#.✐C✉❡ ❚θ✱ ❝♦,,❡#♣♦♥❞❛♥. J ❧❛ .❡♠♣-,❛.✉,❡ ❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡

❧❛C✉❡❧❧❡ ❧❡# ♣❛✐,❡# #♦♥. ❝♦❤-,❡♥.❡# ❡. C✉✐ ❝,♦N. ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳

❆✐♥#✐ ♦♥ ,❡.,♦✉✈❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡# C✉✐ #❡ ❝,♦✐#❡♥. ❡. ❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡#C✉❡❧❧❡# ❛♣♣❛,❛✐. ❧❛ #✉♣,❛❝♦♥❞✉❝.✐✲

✈✐.- ✭✜❣✉,❡ ✷✳✷✶ ❝✮✮✳ ▲❡ ,-❣✐♠❡ ♣#❡✉❞♦❣❛♣ ❝♦,,❡#♣♦♥❞ ❞♦♥❝ J ✉♥❡ ♣❤❛#❡ ❞❛♥# ❧❛C✉❡❧❧❡ ❧❡# ♣❛✐,❡#

❞❡ ❈♦♦♣❡, ❡①✐#.❡♥. ♠❛✐# ❞♦♥. ❧❛ ♣❤❛#❡ ♥✬❡#. ♣❛# ♦,❞♦♥♥-❡ J ❧♦♥❣✉❡ ♣♦,.-❡✳ ❉✉ ❝S.- #♦✉#✲❞♦♣-✱ ❧❛

❝♦❤-,❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛#❡ ♥✬❛♣♣❛,❛✐. ❛❧♦,# C✉✬❡♥ ❞❡##♦✉# ❞❡ ❚c = ❚θ✳ ❈❡..❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❚c ❞-✜♥✐. ❞❛♥# ❝❡ ,-✲

❣✐♠❡ ✉♥❡ .,❛♥#✐.✐♦♥ ❞❡ .②♣❡ ❑♦#.❡,❧✐.③✲❚❤♦✉❧❡##✳ ❉❛♥# ❝❡..❡ .❤-♦,✐❡✱ ❞❡# ♣❛✐,❡# ✈♦,.❡①✲❛♥.✐✈♦,.❡①

❛♣♣❛,❛✐##❡♥. #♣♦♥.❛♥-♠❡♥. ❛✉ ❞❡##✉# ❞❡ ❚c ❬✽✾✱ ✾✵❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ❉✐❛❣,❛♠♠❡# ❞❡ ♣❤❛#❡# #❝❤-♠❛.✐C✉❡# ❞❡# ❞✐✛-,❡♥.# ♠♦❞*❧❡# ❞❡ #❝-♥❛,✐♦# ❞❡ ♣❛✐,❡#

♣,-❢♦,♠-❡#✳ ❛✮ ▼♦❞*❧❡ ❘❱❇✳ ❜✮ ▼♦❞*❧❡ .✲❏✳ ❝✮ ▼♦❞*❧❡ ❞❡ ✢✉❝.✉❛.✐♦♥ ❞✉ ♣❛,❛♠*.,❡ ❞✬♦,❞,❡✳ ❬✶✺❪✳



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✺✼

✷✳✸✳✷ ❙❝%♥❛(✐♦+ ❞✬♦(❞(❡+ ❡♥ ❝♦♠♣%1✐1✐♦♥

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# #❝(♥❛)✐♦# ❞✬♦)❞)❡# ❡♥ ❝♦♠♣(/✐/✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ #✉♣)❛❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/(✱ ❧❡ ♣#❡✉❞♦❣❛♣

♥✬❡#/ ♣❧✉# ✈✉ ❝♦♠♠❡ ♣)(❝✉)#❡✉) ♠❛✐# ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛#❡ ♦)❞♦♥♥(❡ ❡♥ ❝♦♠♣(/✐/✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ #✉♣)❛✲
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♠♦❞J❧❡ )❡♥/)❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝❛/(❣♦)✐❡ ❞❡# ♠♦❞J❧❡# ❞✬♦)❞)❡# ❡♥ ❝♦♠♣(/✐/✐♦♥# ❛✈❡❝ ❧❛ #✉♣)❛❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/(✳
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❧✐♥:❛✐.❡ ❥✉/>✉✬4 ❚ → ✵✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦.*❡♠❡♥* ❡/* *②♣✐>✉❡ ❞✬✉♥ .:❣✐♠❡ ❞❡ ❝.✐*✐❝❛❧✐*: >✉❛♥*✐>✉❡ ❛✉*♦✉.

❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ❝.✐*✐>✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦.*❡♠❡♥* ❞❡ ❘H ❡/* ❞✐✛:.❡♥* ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ❝❛/ ① ❁ ① c ❡* ①

❃ ① c /✐❣♥❛❧❛♥* ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ /✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡.♠✐✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❡/* ❛//♦❝✐: 4

❧✬❛♣♣❛.✐*✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦.❞.❡ ❞❡ /*.✐♣❡ ❬✶✵✺✱ ✼✾❪✳ ❈❡* ♦.❞.❡ ❞❡ /*.✐♣❡ ❡/* ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ ❡♥*.❡ ✉♥ ♦.❞.❡

❞❡ ❝❤❛.❣❡ ✭❈❉❲✮ ❡* ❞❡ /♣✐♥ ✭❙❉❲✮✳ ▲❡ ♣♦✐♥* ❝.✐*✐>✉❡ >✉❛♥*✐>✉❡ ❡/* ❛//♦❝✐: 4 ❧❛ ❞✐/♣❛.✐*✐♦♥ ❞❡

❧✬♦.❞.❡ ❞❡ /*.✐♣❡✳ ▲❛ ♣❤❛/❡ ♣/❡✉❞♦❣❛♣✱ ❞❛♥/ ✉♥ /❝:♥❛.✐♦ 4 ❧❛ ❑✐✈❡❧/♦♥ ❬✼✾❪ ❝♦..❡/♣♦♥❞ 4 ✉♥❡ ♣❤❛/❡

♥:♠❛*✐>✉❡✳ ❈❡**❡ ♣❤❛/❡ ♥:♠❛*✐>✉❡ ❝♦♥/❡.✈❡ ❧❛ /②♠:*.✐❡ ❞❡ *.❛♥/❧❛*✐♦♥ ♠❛✐/ ❜.✐/❡ ❧❛ /②♠:*.✐❡ ❞❡

.♦*❛*✐♦♥✳

❯♥ ❛✉*.❡ ♦.❞.❡ ❛ .:❝❡♠♠❡♥* :*: ♠✐/ ❡♥ :✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥/ ❨❇❈❖✳ ■❧ /✬❛❣✐* ❞✬✉♥ ♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡

❜✐✲❛①✐❛❧✳ ❈❡ /♦♥* ❞❡/ ♠❡/✉.❡/ ❞❡ ❘▼◆ ❬✾✸❪ >✉✐ ♦♥* ♠✐/ ❡♥ :✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉. ❧❛ ♣.❡♠✐=.❡ ❢♦✐/ ❝❡* ♦.❞.❡

❞❡ ❝❤❛.❣❡✳ ❈❡/ ♠❡/✉.❡/ /✉❣❣=.❡♥* >✉❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❡/* /*❛❜✐❧✐/: ♣❛. ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥:*✐>✉❡

✭❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ✉♥ /❝:♥❛.✐♦ ❞✬♦.❞.❡ ❡♥ ❝♦♠♣:*✐*✐♦♥✮✳ ❈❡/ ♠❡/✉.❡/ ♦♥* :*: /✉✐✈✐❡/ ♣❛. ❞❡/ ♠❡/✉.❡/

❞❡ .❛②♦♥/✲❳ ❬✾✹✱ ✾✻✱ ✶✵✻❪ >✉✐ ♦♥* ♠✐/ ❡♥ :✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡/ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥/ ❞✬♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❛✉ ❞❡//✉/

❞❡ ❚c /❛♥/ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥:*✐>✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❡/ ♠❡/✉.❡/ ❞❡ .:/✐/*✐✈✐*: ❞❛♥/ ❧❡ ♣❧❛♥ ♣.:/❡♥*❡♥* ✉♥

❝❛.❛❝*=.❡ ❧✐♥:❛✐.❡ ❛✉ ❞❡//✉/ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠✉♠ ❝❛.❛❝*:.✐/*✐>✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣.:/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥* ❝.✐*✐>✉❡

>✉❛♥*✐>✉❡✳ ❉❡/ ♠❡/✉.❡/ ❞✬✉❧*.❛/♦♥ ❬✾✼❪ ♦♥* ♠♦♥*.: >✉❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ♦❜/❡.✈: ❡♥ ❘▼◆ ❡/*

✉♥ ♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳ ▲❛ ♣.:/❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡* ♦.❞.❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❞❛♥/ ❨❇❈❖ ♣❡✉* ❝♦♥❞✉✐.❡ 4



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✺✾

❞❡" "❝$♥❛'✐♦" ❞❡ '❡❝♦♥"*'✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐4✉❡' ❧❛ ❞✐✛$'❡♥❝❡ ❡♥*'❡ ❧❡ ❝6*$

"✉'✲❞♦♣$ ❡* ❧❡ ❝6*$ "♦✉"✲❞♦♣$✳ ◆♦✉" ✉*✐❧✐"❡'♦♥" ✉♥ "❝$♥❛'✐♦ ❞❡ '❡❝♦♥"*'✉❝*✐♦♥ ❜❛"$ "✉' ✉♥ ♦'❞'❡

❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❞❛♥" ❧❡" ❝❤❛♣✐*'❡" ✹ ❡* ✻ ❞❡ ❝❡**❡ *❤?"❡✳

✷✳✸✳✸ ❉❡ %&❝❡♥)❡* ♠❡*✉%❡* ❞❛♥* ❧✬&)❛) ♥♦%♠❛❧ 2 ❜❛**❡ )❡♠♣&%❛)✉%❡

❊♥ ✷✵✵✼✱ ❞❡" ♠❡"✉'❡" ❞❛♥" ❨❇❈❖ I ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✵✪ ♦♥* ♠✐" ❡♥ $✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣'$"❡♥❝❡

❞✬♦"❝✐❧❧❛*✐♦♥" 4✉❛♥*✐4✉❡" I ❜❛""❡ *❡♠♣$'❛*✉'❡ ✭✜❣✉'❡ ✷✳✷✸ ❬✶✵✼❪✮✳ ❈❡ '$"✉❧*❛* ❛ ❝'$❡ ✉♥ ❣'❛♥❞

❜♦✉❧❡✈❡'"❡♠❡♥* ❞❛♥" ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉*$✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❝❡ '$"✉❧*❛* ♠♦♥*'❡ ❧❛ ♣'$"❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ "✉'❢❛❝❡ ❞❡

❋❡'♠✐ ❢❡'♠$❡✱ ❡♥ ❝♦♥*'❛❞✐❝*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠❡"✉'❡" ❞✬❆❘T❊❙ 4✉✐ ♦♥* ♠✐" ❡♥ $✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣'$"❡♥❝❡

❞✬❛'❝" ❞❡ ❋❡'♠✐✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧❛ ❢'$4✉❡♥❝❡ ❞❡" ♦"❝✐❧❧❛*✐♦♥" ❡"* ❢❛✐❜❧❡ ✭❋ = ✺✸✵ ❚✮ ✐♥❞✐4✉❛♥* 4✉❡ ❧❛

"✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ❡"* ❞❡ ♣❡*✐*❡ *❛✐❧❧❡ ✭❡♥✈✐'♦♥ ✷ ✪ ❞❡ ❧❛ T❩❇✮✱ ❡♥ ❝♦♥*'❛❞✐❝*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡" ❝❛❧❝✉❧"

❞❡ "*'✉❝*✉'❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡"✳ ❈❡" ♦"❝✐❧❧❛*✐♦♥" ♦♥* $❣❛❧❡♠❡♥* $*$ ♦❜"❡'✈$❡" ♣❛' ❞❡" ♠❡"✉'❡" ❞✬❡✛❡* ❞❡

❍❛❛"✲✈❛♥✲❆❧♣❤❡♥ ❬✶✵✽❪✳ ❉❡" ♦"❝✐❧❧❛*✐♦♥" 4✉❛♥*✐4✉❡" ❞❡ ♣❧✉" ❣'❛♥❞❡ ❢'$4✉❡♥❝❡ ✭❋ = ✶✽✵✵✵ ❚✮ ♦♥*

♣❧✉" *❛'❞ $*$ ♦❜"❡'✈$❡" ❞✉ ❝6*$ "✉'✲❞♦♣$ ❞❛♥" ❚❧✷✷✵✶✳ ❈❡**❡ ♦❜"❡'✈❛*✐♦♥ ❡"* ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❝❡

4✉✐ $*❛✐* ❛**❡♥❞✉ ✭❣'❛♥❞❡ ❙❋ ❞❡ *②♣❡ *'♦✉✮ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉" ❧✬❛✈♦♥" $✈♦4✉$ ❞❛♥" ❧❡ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ✷✳✷✳✷✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✸ ✕ T❛'*✐❡ ♦"❝✐❧❧❛*♦✐'❡ ❞❡ ❧❛ '$"✐"*❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛❧❧✱ ♦❜*❡♥✉❡ ❛♣'?" ❧❛ "♦✉"*'❛❝*✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♣❛'*✐❡ ♠♦♥♦*♦♥❡✱ *'❛❝$❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡'"❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥$*✐4✉❡ ✭✶✴❇✮ ❬✶✵✼❪✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✹ ❛✮ ♣'$"❡♥*❡ ❧❡" ❝❛❧❝✉❧" ❞❡ "*'✉❝*✉'❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡" ❞✉ ❝♦♠♣♦"$ ❨❇❛2❈✉3❖6.5 ♦'*❤♦✲

■■✳ ▲❛ ❙❋ ❞$❞✉✐*❡ ❞❡ ❝❡" ❝❛❧❝✉❧" ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡'♠✐ ✭❞$❝❛❧$ ❞❡ ✷✵ ♠❡❱✮ ❡"* ♣'$"❡♥*$❡ "✉' ❧❛

✜❣✉'❡ ✷✳✷✹ ❜✮ ❬✶✵✾❪✳ ❙✉' ❝❡**❡ ✜❣✉'❡✱ ❧♦'"4✉✬♦♥ "❡ ❞$♣❧❛❝❡ ❞❡ ❳ ✈❡'" ❙✱ ❧❛ ♣'❡♠✐?'❡ ❜❛♥❞❡ 4✉❡ ❧✬♦♥

❝'♦✐"❡ ♣'♦✈✐❡♥* ❞❡" ❝❤❛d♥❡" ❈✉❖ ❡* ♣♦""?❞❡ ✉♥ ❝❛'❛❝*?'❡ 4✉❛"✐✲✶❉ ✭✉♥❡ "❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡ ❡"* ♣'$"❡♥*❡

❝❛' ♦'*❤♦✲■■ ♣♦""?❞❡ ✉♥❡ "❡✉❧ ❝❤❛✐♥❡ ♣❧❡✐♥❡ ♣❛' ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐*$✮✳ ▲❡" ❞❡✉① ❛✉*'❡" ❜❛♥❞❡" ♣'♦✈✐❡♥♥❡♥*

❞❡" ♣❧❛♥" ❈✉❖2 ❡* ❞✉ ❜✐❧❛②❡' ✭✷ ♣❧❛♥" ❈✉❖2 ♣❛' ♠❛✐❧❧❡ $❧$♠❡♥*❛✐'❡ ❝♦♥❞✉✐"❛♥* I ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❧✐❛♥*❡

❡* ✉♥❡ ❛♥*✐❧✐❛♥*❡✮✳ ❈❡" ❞❡✉① ❜❛♥❞❡" "♦♥* ❡♥"✉✐*❡ '❡♣❧✐$❡" "♦✉" ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧❛ ♣$'✐♦❞✐❝✐*$ ✷❛ ❧✐$❡ I

❧✬❛''❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡" ❝❤❛d♥❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦'*❤♦✲■■✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ *'♦✉ "❡ "✐*✉❡ I ❨ ✭✵✱π✮ ❡*

♣'♦✈✐❡♥* ❞❡ ❧✬❤②❜'✐❞❛*✐♦♥ ❞❡" ♣❧❛♥" ❇❛❖ ❛✈❡❝ ❧❡" ❝❤❛d♥❡" ❈✉❖✳ ▲❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡**❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ *'♦✉

♣♦✉''❛✐* ❝♦''❡"♣♦♥❞'❡ I ❧❛ ❢'$4✉❡♥❝❡ ♦❜"❡'✈$❡ ❞❛♥" ❨❇❈❖ ❣'e❝❡ ❛✉ ❞$❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡'♠✐

❞❡ ∆EF = ✰ ✷✵ ♠❡❱✳



✻✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡0 ❝✉♣(❛'❡0

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✹ ✕ ❛✮ ❙'(✉❝'✉(❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❨❇❈❖ ♦('❤♦✲■■✳ ❜✮ ❙✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ❝♦((❡;♣♦♥❞❛♥' ❛✉①
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▲❛ ✜❣✉1❡ ✷✳✷✼ ❝✮ ♣142❡♥)❡ ❧❡2 ♠❡2✉1❡2 ❞❡ 1❛②♦♥2✲❳ ♦_ ❧✬♦♥ ♦❜2❡1✈❡ ❧❡2 ✢✉❝)✉❛)✐♦♥2 ❞✬♦1❞1❡

❞❡ ❝❤❛1❣❡ ❛♣♣❛1❛✐22❛♥) 7 ✉♥❡ )❡♠♣41❛)✉1❡ ❞✬❡♥✈✐1♦♥ ✶✺✵ ❑✳ ❈❡2 ✢✉❝)✉❛)✐♦♥2 ❛♣♣❛1❛✐22❡♥) 7 ✉♥❡

)❡♠♣41❛)✉1❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉2 ❤❛✉)❡ 6✉❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡ ❝❤❛1❣❡ ♠✐2 ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛1 ❧❡2 ♠❡2✉1❡2 ❞❡ ❘▼◆ ✭❚



✻✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛(' ❞❡/ ❝✉♣(❛'❡/

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✻ ✕ ❛✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ❍❛❧❧ ✭❘H✮ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥9-✐:✉❡ ; ❞✐✛9=❡♥-❡> -❡♠✲

♣9=❛-✉=❡> ♣♦✉= ❨❇❈❖ ♣ = ✵✳✶✵✳ ❜✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ❍❛❧❧ ✭❘H✮ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡♠♣9=❛-✉=❡ ♣♦✉=

❨❇❈❖ ♣ = ✵✳✶✵✱ ❨❇❈❖ ♣ = ✵✳✶✷ ❡- ❨✶✷✹ ✭❞♦♥♥9❡> ♠✉❧-✐♣❧✐9❡> ♣❛= ✶✵✮✱ ; ❇ = ✺✺✱ ✹✺ ❡- ✺✺

❚ =❡>♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✳ ❚max ❡>- ❧❛ -❡♠♣9=❛-✉=❡ ; ❧❛:✉❡❧❧❡ ❘H ❡>- ♠❛①✐♠✉♠ ❡- ❚0 ❧❛ -❡♠♣9=❛-✉=❡

; ❧❛:✉❡❧❧❡ ❘H ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ >✐❣♥❡✳ ▲❛ ✢N❝❤❡ ♥♦✐=❡ ✐♥❞✐:✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉= ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ❍❛❧❧ ❛--❡♥✲

❞✉❡ ♣♦✉= ✉♥❡ >❡✉❧❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬9❧❡❝-=♦♥ ❞❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦>9❡ ♣❛= ❧❛ ❢=9:✉❡♥❝❡ ❞❡> ♦>❝✐❧❧❛-✐♦♥> ❙❞❍✳

❘

SdH
H = −Vcell/enSdH ♦Q ♥SdH = F/Φ0 = ✵✳✵✸✽ 9❧❡❝-=♦♥> ♣❛= ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐-9✳ ✭❞✬❛♣=N> ❬✶✶✶❪✮

≃ ✺✵ ❑✮✳ ◆9❛♥♠♦✐♥>✱ ❡♥ ❞❡>>♦✉> ❞❡ ❚c ♦♥ =❡♠❛=:✉❡ :✉❡ ❝❡> ✢✉❝-✉❛-✐♦♥> ❞✬♦=❞=❡ ❞❡ ❝❤❛=❣❡ >♦♥-

>-❛❜✐❧✐>9❡> ♣❛= ❧✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥9-✐:✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥> ❧❡ ❝❛> ❞❡ ❧❛ ❘▼◆✳

❉❡> ♠❡>✉=❡> ❞❡ ✈✐-❡>>❡ ✉❧-=❛>♦♥♦=❡ ♦♥- ♣❡=♠✐> ❞✬9-❛❜❧✐= :✉❡ ❧✬♦=❞=❡ ❞❡ ❝❤❛=❣❡ ✈✉ ❡♥ ❘▼◆

❡>- ✉♥ ♦=❞=❡ ❞❡ ❝❤❛=❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❬✾✼❪✳ ▲❛ ✜❣✉=❡ ✷✳✷✼ ❜✮ ♣=9>❡♥-❡ ❧❡ ❞✐❛❣=❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛>❡ -❤❡=♠♦✲

❞②♥❛♠✐:✉❡ ♦❜-❡♥✉ ❣=^❝❡ ; ❝❡> ♠❡>✉=❡> ❞✬✉❧-=❛>♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉= ❧❡> ♠❡>✉=❡> ❞❡ ❘▼◆✱ ❧✬♦=❞=❡ ❞❡

❝❤❛=❣❡ ♥✬❛♣♣❛=❛_- :✉✬❡♥ ♣=9>❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥9-✐:✉❡✳ ❚♦✉-❡> ❝❡> ♠❡>✉=❡> ✈♦♥- ❞❛♥> ❧❡ >❡♥>

❞✬✉♥ >❝9♥❛=✐♦ ❞✬♦=❞=❡ ❡♥ ❝♦♠♣9-✐-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ >✉♣=❛❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-9✳

❆✜♥ ❞✬♦❜-❡♥✐= ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦=♠❛-✐♦♥ >✉= ❧❛ ❙❋✱ ✉♥❡ 9-✉❞❡ ♣❧✉> ♣♦✉>>9❡ ❛ 9-9 =9❛❧✐>9❡

✭❝❡--❡ 9-✉❞❡ ❛ 9-9 ♣♦>>✐❜❧❡ ❣=^❝❡ ; ❧✬❛♠9❧✐♦=❛-✐♦♥ ❞❡> -❡❝❤♥✐:✉❡> ❞❡ ♠❡>✉=❡> ❡- ❧✬❛♠9❧✐♦=❛-✐♦♥ ❞❡

❧❛ :✉❛❧✐-9 ❞❡> ❝=✐>-❛✉①✮✳ ▲❛ ✜❣✉=❡ ✷✳✷✽ ❛✮ ♣=9>❡♥-❡ ❧❡ >♣❡❝-=❡ ♦>❝✐❧❧❛-♦✐=❡ ♦❜-❡♥✉ ♣❛= ❞❡> ♠❡>✉=❡> ❞❡

❝♦✉♣❧❡ ♠❛❣♥9-✐:✉❡ ♣❛= ❝❛♥-✐❧❡✈❡= ♣♦✉= ❨❇❛2❈✉3❖6.54 ❬✶✶✹❪✳ ▲❡ >♣❡❝-=❡ ♦>❝✐❧❧❛-♦✐=❡ ❡>- ❝♦♥>-✐-✉9

❞❡ ♣❧✉>✐❡✉=> ❢=9:✉❡♥❝❡> ✿ ❋1 = ✺✹✵ ❚ ± ✶✺ ❚✱ ❋2 = ✹✺✵ ❚ ± ✶✺ ❚✱ ❋3 = ✻✸✵ ❚ ± ✹✵ ❚ ❡- ❋4 =

✶✶✸✵ ❚ ± ✷✵ ❚✳ ▲❛ ❢=9:✉❡♥❝❡ ❋4 ❡>- ❝♦♥>✐❞9=9❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤❛=♠♦♥✐:✉❡ ❞❡ ❋1✳

c♦✉= ❡①♣❧✐:✉❡= ❧❛ ♣=9>❡♥❝❡ ❞❡> ❛✉-=❡> ❢=9:✉❡♥❝❡>✱ ✐❧ ❛ ❞✬❛❜♦=❞ 9-9 ♣=♦♣♦>9 :✉❡ ❧❛ ❙❋ >♦✐-

❝♦♠♣♦>9❡ ❞❡ ❞❡✉① >✉=❢❛❝❡> :✉❛>✐✲✷❉ ❝♦♠♠❡ ♣=9>❡♥-9 >✉= ❧❛ ✜❣✉=❡ ✷✳✷✽ ❜✮✳ ▲❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛

❙❋ >❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝ ❢❛✐- ✐♥-❡=✈❡♥✐= ❞❡✉① >✉=❢❛❝❡> ❡①-=9♠❛❧❡> ❞✐✛9=❡♥-❡> ♣❛= ❝②❧✐♥❞=❡✳ ▲❛ ♣=9>❡♥❝❡ ❞❡>

❞❡✉① ❝②❧✐♥❞=❡> ❛♣♣❛=❛✐- >♦✉> ❧✬❡✛❡- ❞✉ ❜✐❧❛②❡=✳ ❈❡ -②♣❡ ❞❡ >❝9♥❛=✐♦ ❢❛✐- ✐♥-❡=✈❡♥✐= ✹ ❢=9:✉❡♥❝❡>

♣=♦❝❤❡>✳ ◆9❛♥♠♦✐♥>✱ >✐ ❧✬❛✐=❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❣=❛♥❞ ❝②❧✐♥❞=❡ ❡>- ❧❛ ♠d♠❡ :✉❡ ❧✬❛✐=❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉

♣❡-✐- ❝②❧✐♥❞=❡✱ ❛❧♦=> ✐❧ ❡>- ♣♦>>✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐:✉❡= ❧❛ ♣=9>❡♥❝❡ ❞❡> -=♦✐> ❢=9:✉❡♥❝❡> ❋1✱ ❋2 ❡- ❋3 ❝♦♠♠❡

✐❧ ❡>- =❡♣=9>❡♥-9 >✉= ❧❛ ✜❣✉=❡ ✷✳✷✽ ❜✮✳

❯♥ ❛✉-=❡ >❝9♥❛=✐♦ ❜❛>9 >✉= ❧❛ =❡❝♦♥>-=✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛= ✉♥ ♦=❞=❡ ❞❡ ❝❤❛=❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❛ 9-9

♣=♦♣♦>9 ♣❛= ❙❡❜❛>-✐❛♥ ❡- ❛❧ ❬✶✶✺❪ ♣♦✉= ❡①♣❧✐:✉❡= ❧❛ ♣=9>❡♥❝❡ ❞❡> ❢=9:✉❡♥❝❡> ❋1✱ ❋2 ❡- ❋3 ❞❛♥> ❧❡

>♣❡❝-=❡ ♦>❝✐❧❧❛-♦✐=❡✳ c❛=-❛♥- ❞❡ ❧❛ ❧❛=❣❡ >✉=❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡=♠✐ ❞❡ -②♣❡ -=♦✉ ♣=9❞✐-❡ ♣❛= ❧❡> ❝❛❧❝✉❧> ❞❡



✷✳✸✳ ❚❤%♦'✐❡* ❞❡* *✉♣'❛❝♦♥❞✉❝1❡✉'* 2 ❤❛✉1❡ 1❡♠♣%'❛1✉'❡ ❝'✐1✐4✉❡ ✻✸

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✼ ✕ ❛✮ ❉✐❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❨❇❈❖ )❡♣)4/❡♥6❛♥6 ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ✐♥❞✉✐6 ♣❛) ❧❡

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥46✐<✉❡ ✭)♦✉❣❡✮ ❛✐♥/✐ <✉❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ /♣✐♥ ✭✈❡)6✮ ❡6 ❧❡ ❞?♠❡ /✉♣)❛❝♦♥❞✉❝6❡✉) ✭❣)✐/✮✳

▲❡/ ♠❡/✉)❡/ ❞❡ ❘▼◆ ✭)♦♥❞/ ❜❧❡✉/✮ ❝♦))❡/♣♦♥❞❡♥6 E ❧✬❛♣♣❛)✐6✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ /♦✉/ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥46✐<✉❡✳ ▲❡/ ❝)♦✐① )♦✉❣❡/ ❝♦))❡/♣♦♥❞❡♥6 E ❧❛ 6❡♠♣4)❛6✉)❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥6 ❞❡ /✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡6

❍❛❧❧✳ ❬✾✸❪✳ ❜✮ ❉✐❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛/❡ ♦❜6❡♥✉ E ♣❛)6✐) ❞❡/ ♠❡/✉)❡/ ❞✬✉❧6)❛/♦♥✳ ▲❛ ♣❤❛/❡ /♦❧✐❞❡ ❞❡

✈♦)6❡① ❡/6 )❡♣)4/❡♥64❡ ❡♥ ❣)✐/ ❡6 ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❡♥ )♦✉❣❡✳ ▲❡/ ✈❛❧❡✉)/ ❞❡ 6❡♠♣4)❛6✉)❡ ❡6 ❞❡

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥46✐<✉❡ ❞✬❛♣♣❛)✐6✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ /♦♥6 ❡♥ ❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❧❡/ ♠❡/✉)❡/ ❞❡ ❘▼◆

✭❧♦/❛♥❣❡ ✈❡)6✮✳ ❬✾✼❪✳ ❝✮ ▼❡/✉)❡ ❞❡ )❛②♦♥/✲❳ ♠♦♥6)❛♥6 ❧✬❛♣♣❛)✐6✐♦♥ ❞❡ ✢✉❝6✉❛6✐♦♥ ❞✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡

E ❤❛✉6❡ 6❡♠♣4)❛6✉)❡✳ ❊♥ ❞❡//♦✉/ ❞❡ ❚c ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❡/6 /6❛❜✐❧✐/4 ♣❛) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥46✐<✉❡✳ ❬✾✹✱ ✾✻❪✳

/6)✉❝6✉)❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ <✉✐ ❡/6 /4♣❛)4❡ ❡♥ ❞❡✉① /♦✉/ ❧✬❡✛❡6 ❞✉ ❜✐❧❛②❡) ❡6 ❡♥ ✐♥✈♦<✉❛♥6 ✉♥ /❝4♥❛)✐♦ ❞❡

)❡❝♦♥/6)✉❝6✐♦♥ ❧✐4 E ✉♥ ♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❜✐❛①✐❛❧✱ ❞❡✉① ♣♦❝❤❡/ ❞✬4❧❡❝6)♦♥/ ❛♣♣❛)❛✐//❡♥6 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
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❝✉❧❛✐#❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ 1❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋❛#❛❞❛② ✿
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✭✸✳✶✮
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❝♦♥(❛❝(♦♥1 ❧✬/❝❤❛♥(✐❧❧♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞#❛ /✈✐(❡# ❞✬♦✉✈#✐# ❞❡ (#♦♣ ❣#❛♥❞❡1 ❜♦✉❝❧❡1 ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡1 ❛✉

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/(✐0✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐(❡# ❧❡1 (❡♥1✐♦♥1 ✐♥❞✉✐(❡1 ❡( ❛✐♥1✐ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧❡ ❜#✉✐( ❞❡ ♠❡1✉#❡✳
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♣❡,♠❡' ❞❡ ,-❛❧✐&❡, ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ❚❉❖ ✭❚✉♥♥❡❧ ❉✐♦❞❡ ❖*❝✐❧❧❛-♦.✮ &♦✉& ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-'✐*✉❡ ♣✉❧&-✳

❈❡& ♠❡&✉,❡& &♦♥' ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ',❛♥&♣♦,' &❛♥& ❝♦♥'❛❝'✳ ;♦✉, ❝❡❧❛ ❞✉ ✜❧ ❡&' ❜♦❜✐♥- ❛✉'♦✉, ❞❡

❧✬❡♥❝❧✉♠❡ ✭❛✉❝✉♥ ❝♦♥'❛❝' ❞❛♥& ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥✮✳ ◆-❛♥♠♦✐♥& ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉,

❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✭❝②❧✐♥❞,❡ ❞❡ ✵✳✺ ♠♠ ❞❡ ❞✐❛♠<',❡ ❡' ❞❡ ✺✵ µ♠ ❞✬-♣❛✐&&❡✉,✮ ❡&' ',♦♣ ♣❡'✐'❡ ♣♦✉, ♥♦&

♠❡&✉,❡& ❡' ❧❛ ❢❛✐&❛❜✐❧✐'- ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ',❛♥&♣♦,' ❞❛♥& ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥✬❛ ♣❛& ❡♥❝♦,❡ -'-

❞-♠♦♥',-✳

;♦✉, ❧❛ &❡❝♦♥❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① &✬❡&' ♣♦,'- &✉, ✉♥ ❝♦,♣& ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❚❆✻❱ ✭❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ '✐'❛♥❡✮

❡' ✉♥ ❥♦✐♥' ♠-'❛❧❧✐*✉❡ ❡♥ ■♥❝♦♥❡❧ ✼✶✽ ♥♦♥ ♠❛❣♥-'✐*✉❡ ❬✶✶✾❪✳ ❈❡''❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❡,♠❡' ❞❡ ,-❛❧✐&❡, ❞❡&

♠❡&✉,❡& ♦♣'✐*✉❡& ❥✉&*✉✬R ✶✵ ●;❛ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-'✐*✉❡ ♣✉❧&- ✺✻❚ ❡' R ❜❛&&❡ '❡♠♣-,❛'✉,❡ ✹❑✳

■❧ ♥✬❡&' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ,-❛❧✐&❡, ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ',❛♥&♣♦,' ❡' ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉,

❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❡&' ❧R ❛✉&&✐ ',♦♣ ❧✐♠✐'-❡✳

◆❡ ♣♦✉✈❛♥' ♣❛& ✉'✐❧✐&❡, ❝❡& ❞✐✛-,❡♥'& &②&'<♠❡&✱ ✐❧ ❛ -'- ♥-❝❡&&❛✐,❡ ❞❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡, ✉♥ &②&'<♠❡

*✉✐ ,-♣♦♥❞❡ R ♥♦& ❡①✐❣❡♥❝❡&✳ ❈❡ &②&'<♠❡ ❛ -'- ❝♦♥W✉ ♣❛, ▼✳ ◆❛,❞♦♥❡ ❛✉ ▲◆❈▼■✲❚♦✉❧♦✉&❡ ❬✶✷✵❪✳

❈✬❡&' ❝❡ ❞✐&♣♦&✐'✐❢ *✉❡ ❥✬❛✐ ♦♣'✐♠✐&- ❡' ✉'✐❧✐&- ♣❡♥❞❛♥' ❝❡''❡ '❤<&❡✳

✸✳✸✳✶✳✷ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣(❡11✐♦♥ ❛✉ ▲◆❈▼■

▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣,❡&&✐♦♥ *✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✉'✐❧✐&-❡ ❡&' ❞-❝,✐'❡ &✉, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✽✳ ❉❡✉① ❡♥❝❧✉♠❡&

❡♥ ❩✐,❝♦♥❡ &♦♥' ♠❛✐♥'❡♥✉❡& ❞❛♥& ❧❡ ❝♦,♣& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣,❡&&✐♦♥ ♣❛, ❞❡✉① ❣✉✐❞❡& ❡♥ ;❱❈✳

▲❡ ❩✐,❝♦♥❡ ❛ -'- ❝❤♦✐&✐ ♣♦✉, &❡& ❜♦♥♥❡& ♣,♦♣,✐-'-& ♠-❝❛♥✐*✉❡&✳ ■❧ ♣♦&&<❞❡ -❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡

❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'- '❤❡,♠✐*✉❡ ❡' ✉♥❡ ❣,❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐'- ❝❛❧♦,✐✜*✉❡ R ❜❛&&❡ '❡♠♣-,❛'✉,❡ ❝❡ *✉✐ ♣❡,♠❡' ❞❡

❧✐♠✐'❡, ❧✬-❝❤❛✉✛❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ♣❡♥❞❛♥' ❧❛ ♠❡&✉,❡✳ ❉❡✉① ✈✐& ❞❡ &❡,,❛❣❡ &♦♥' ♣❧❛❝-❡& ❛✉①

❡①',-♠✐'-& ❞✉ ❝♦,♣& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣,❡&&✐♦♥ ✭❈▲❆▼;✮✳ ▲❡ ❝♦,♣& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡' ❧❡& ✈✐& ❞❡ &❡,,❛❣❡

&♦♥' ,-❛❧✐&-& ❡♥ ❚❆✻❱ *✉✐ ❝♦♥&'✐'✉❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣,♦♠✐& ❡♥',❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ '❡♥✉❡ ♠-❝❛♥✐*✉❡ ❡' ✉♥❡

,-&✐&'✐✈✐'- -❧❡✈-❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐'❡, ❧✬-❝❤❛✉✛❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡' ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ♣❡♥❞❛♥' ❧❛

♠❡&✉,❡✳ ▲❡& ♠❛'-,✐❛✉① ✉'✐❧✐&-& &♦♥' ♥♦♥ ♠❛❣♥-'✐*✉❡&✳ ◗✉❛',❡ ❢❡♥^',❡& ♦♥' -'- ,-❛❧✐&-❡& ❞❛♥& ❧❡

❝♦,♣& ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣,❡&&✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐'❡, ❧❡& ❝♦✉,❛♥'& ✐♥❞✉✐'& ❡' ❞❡ ♣♦✉✈♦✐, ♣❛&&❡, ❞❡& ✜❧& ♣♦✉,

❧❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ',❛♥&♣♦,'✳ ❉✉ ❢❛✐' ❞❡& ❣✉✐❞❡& ❡♥ ;❱❈✱ ❧❡ &❡✉❧ ❝♦♥'❛❝' ❞✐,❡❝' ❡♥',❡ ❧❡& ❡♥❝❧✉♠❡&

❡' ❧❡ ♠-'❛❧ &❡ ❢❛✐' ❛✉① ❡①',-♠✐'-& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ✈✐& ❞❡ &❡,,❛❣❡ '♦✉❥♦✉,& ❞❛♥& ❧❡ ❜✉' ❞❡ ❧✐♠✐'❡,

❧✬-❝❤❛✉✛❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ♣❡♥❞❛♥' ❧❛ ♠❡&✉,❡✳

▲✬✉♥❡ ❞❡& ❡♥❝❧✉♠❡& ♣♦&&<❞❡ ✉♥ ',♦✉ ✭❞❡♠✐✲&♣❤<,❡ ❞❡ ❞✐❛♠<',❡ ✶✱✸ ♠♠✮ *✉✐ ❡&' ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡

❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥ ❞❛♥& ❧❛*✉❡❧❧❡ ❡&' ♣❧❛❝- ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✭❧❛ '❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♥♦& -❝❤❛♥'✐❧❧♦♥& ❡&'

❞❡ ✻✵✵µ♠✯✻✵✵µ♠✯✶✺✵µ♠✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐& ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡' ❝♦♥♥❡❝'-✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥

❡&' ,❡♠♣❧✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ ❞❡ &✐❧✐❝♦♥❡ ✭❑●❍✮✳ ❯♥ ❥♦✐♥' ❡♥ ♣❧❛&'✐*✉❡ ✭;❊❚✮ ❡&' ♣♦&- ❡♥',❡ ❧❡&

❡♥❝❧✉♠❡&✳ ▲❛ ♣,❡&&✐♦♥ ❡&' ❛♣♣❧✐*✉-❡ ❣,c❝❡ R ✉♥ ♣✐&'♦♥ *✉✐ &✬✐♥&<,❡ ❞❛♥& ❧❛ ✈✐& ❞❡ &❡,,❛❣❡✳

▲❡ ❥♦✐♥' ❥♦✉❡ ❛❧♦,& ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ,d❧❡✱ ✐❧ ♣❡,♠❡' ❞❡ ,-❛❧✐&❡, ❧✬-'❛♥❝❤-✐'- ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♣,❡&&✐♦♥ ❡' ❞❡ ',❛♥&❢-,❡, ❧❛ ♣,❡&&✐♦♥ ❛♣♣❧✐*✉-❡ &✉, ❧✬❡♥❝❧✉♠❡ R ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❧♦,&*✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐*✉❡ ❧❛ ♣,❡&&✐♦♥ &✉, ❧❡& ❡♥❝❧✉♠❡&✱ ❧❡ ❥♦✐♥' &❡ ❞-❢♦,♠❡ ✈❡,& ❧✬❡①'-,✐❡✉,

❞❡& ❡♥❝❧✉♠❡& ♠❛✐& -❣❛❧❡♠❡♥' R ❧✬✐♥'-,✐❡✉, ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥ ✭✜❣✉,❡ ✸✳✽✮✳

❉❡& ♠❡&✉,❡& ♣❡,♠❡''❛♥' ❞✬-✈❛❧✉❡, ❧✬-❝❤❛✉✛❡♠❡♥' R ❧✬✐♥'-,✐❡✉, ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡&&✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❈❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣*❡++✐♦♥ +✉* ❧❡ +✉♣♣♦*/ 0✉✐ +❡*/ 1 ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣*❡++✐♦♥ ✿ ✭✶✮ ❡♥❝❧✉♠❡+✱

✭✷✮ ❥♦✐♥/+ ❡♥ <❱❈ ❡/ ✭✸✮ ✈✐+ ❞❡ +❡**❛❣❡✳ ❩♦♦♠ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣*❡++✐♦♥ ❛✉/♦✉* ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜*❡ ❞❡

❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❛✈❛♥/ ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣*❡++✐♦♥✱ ✭❜✮ ❛♣*C+ ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣*❡++✐♦♥✳ ▲❡ ❥♦✐♥/ +❡ ❞E❢♦*♠❡

✈❡*+ ❧✬❡①/E*✐❡✉* ❛✐♥+✐ 0✉✬1 ❧✬✐♥/E*✐❡✉* ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜*❡ ❞❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥✳ <❤♦/♦ ✿ ❧❡+ ❞✐✛E*❡♥/❡+ ♣❛*/✐❡+

❞✉ ❞✐+♣♦+✐/✐❢ ❞❡ ♠✐+❡ ❡♥ ♣*❡++✐♦♥✳ ❬✶✷✵❪

♦♥/ E/E *E❛❧✐+E❡+ 1 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞✉❝/❡✉* ♦*❣❛♥✐0✉❡ ✭❚▼❚❙❋✮2◆❖3 ❞♦♥/ ❧❛ *E+✐+/❛♥❝❡ ✈❛*✐❡

/*C+ ❢♦*/❡♠❡♥/ ❛✈❡❝ ❧❛ /❡♠♣E*❛/✉*❡ ✭✜❣✉*❡ ✸✳✾✮✳ ❈❡+ ♠❡+✉*❡+ ♠♦♥/*❡♥/ 0✉❡ ❧✬E❝❤❛✉✛❡♠❡♥/ ❞❡

❧✬E❝❤❛♥/✐❧❧♦♥ ❥✉+/❡ ❛♣*C+ ✉♥❡ ♠❡+✉*❡ ❡+/ ❞❡ ✵✳✵✺ ❑ ✭♠❡+✉*❡ 1 ✶✳✽ ❑ ❡/ ✸✸ ❚✮✳ ▲✬E❝❤❛✉✛❡♠❡♥/ ❧✐E

1 ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣*❡++✐♦♥ ❡+/ ❞♦♥❝ ♥E❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ♣*❡++✐♦♥ ❛ E/E E/❛❧♦♥♥E❡ ❣*W❝❡ 1 ✉♥ ✜❧ ❞❡ ♠❛♥❣❛♥✐♥ ❞♦♥/ ❧❛ ✈❛*✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *E+✐+/❛♥❝❡
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R ∗ 2.48 ∗ 10−3
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p =
λ(R1)(p, T )− λ(R1)(p = 0.1MPa, T )

0.364
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.❡♠♣$#❛.✉#❡ ❞❛♥% ❨❇❈❖✳ ▲✬♦#❞#❡ #❡%♣♦♥%❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡..❡ #❡❝♦♥%.#✉❝.✐♦♥ ❛ $.$ ♠✐% ❡♥ $✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛#

❞❡% ♠❡%✉#❡% ❞❡ ❘▼◆ ❬✾✸❪ /✉✐ ♦♥. #$✈$❧$ ❧✬$♠❡#❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥%✐.$ ❞❡ ❝❤❛#❣❡

8 ❜❛%%❡ .❡♠♣$#❛.✉#❡✳ ❉❡% ❝♦##$❧❛.✐♦♥% ❞❡ ❝❤❛#❣❡% %.❛.✐/✉❡% ♦♥. $.$ ♦❜%❡#✈$❡% ♣❛# ❞❡% ♠❡%✉#❡%

❞❡ #❛②♦♥%✲❳ ❬✾✹✱ ✾✻❪✱ %❛♥% ❝❤❛♠♣✳ ❉❡% ♠❡%✉#❡% ❞❡ ✈✐.❡%%❡ ❞✉ %♦♥ ❬✾✼❪ ♦♥. ♠✐% ❡♥ $✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡

%✐❣♥❛.✉#❡ .❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ✐♥❞✉✐. %♦✉% ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥$.✐/✉❡✳ ▲❡ %♣❡❝.#❡ ❞❡%

♦%❝✐❧❧❛.✐♦♥% /✉❛♥.✐/✉❡% ❞❛♥% ❨❇❈❖ ♣♦✉# ♣ = ✵✳✶✶ ❡%. ❝♦♠♣♦%$ ❞✬✉♥❡ ❢#$/✉❡♥❝❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡ ❋1 =

✺✹✵ ❚ ❡. ❞❡ ❞❡✉① %❛.❡❧❧✐.❡% ❋2 = ✹✺✵ ❚ ❡. ❋3 = ✻✸✵ ❚✳ ▲❛ ♣#$%❡♥❝❡ ❞✉ ❜✐❧❛②❡# ♣❡#♠❡. ❞✬❡①♣❧✐/✉❡#

❢❛❝✐❧❡♠❡♥. ❧❛ ♣#$%❡♥❝❡ ❞❡ ✷ ❢#$/✉❡♥❝❡%✱ ♥$❛♥♠♦✐♥% ❧❛ ♣#$%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ .#♦✐%✐Y♠❡ ❢#$/✉❡♥❝❡ ♥$❝❡%%✐.❡



✽✽

❈❤❛♣✐&'❡ ✹✳ ▼✐,❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢'.7✉❡♥❝❡ ♣❛' ❞❡, ♠❡,✉'❡, ❞✬❡✛❡&

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛, ❞❛♥, ❨❇❛2❈✉3❖y

✉♥ ✐♥❣$%❞✐❡♥( )✉♣♣❧%♠❡♥(❛✐$❡✳ ■❧ ❛ %(% )✉❣❣%$% 0✉❡ ❧❛ ($♦✐)✐2♠❡ ❢$%0✉❡♥❝❡ ♣$♦✈✐❡♥♥❡ ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡✲

♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❬✶✶✹✱ ✶✷✷❪ ♦✉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥($❡ ❜✐❧❛②❡$ ❝♦♥❞✉✐)❛♥( A ❞❡ ❧❛ $✉♣(✉$❡ ♠❛❣♥%(✐0✉❡ ❡♥($❡

❧❡) ❜❛♥❞❡) ❧✐❛♥(❡) ❡( ❛♥(✐❧✐❛♥(❡) ❬✶✶✺❪✳ ❈❡) )❝%♥❛$✐♦) )♦♥( ❜❛)%) )✉$ ✉♥❡ ❙❋ ❝♦♠♣♦)%❡ ❞✬✉♥❡ )❡✉❧❡

♣♦❝❤❡ ❞✬%❧❡❝($♦♥) )♣❧✐((%❡ ♣❛$ ❧✬❡✛❡( ❞✉ ❜✐❧❛②❡$✱ ❛❧♦$) 0✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉)❡) ♣$♦♣$✐%(%) ❞❡ ($❛♥)♣♦$(

)✉❣❣2$❡♥( ✉♥❡ ❙❋ ❛♠❜✐♣♦❧❛✐$❡ ✭♣♦❝❤❡) ❞✬%❧❡❝($♦♥) ❡( ❞❡ ($♦✉)✮✳

❉❛♥) ❝❡ ❝❤❛♣✐($❡✱ ❥❡ ♣$%)❡♥(❡$❛✐ ❞❡) ♠❡)✉$❡) ❞❡ ♠❛❣♥%(♦$%)✐)(❛♥❝❡ ❛①❡✲❝ ❛✐♥)✐ 0✉❡ ❞❡) ♠❡)✉$❡)

❞✬❡✛❡( ❙❡❡❜❡❝❦ ✭$%❛❧✐)%❡) ♣❛$ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ ▲✳ ❚❛✐❧❧❡❢❡$✮ ♠❡((❛♥( ❡♥ %✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♦)❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❞❡

($2) ❢❛✐❜❧❡ ❢$%0✉❡♥❝❡✳ ❏✬❛❜♦$❞❡$❛✐ ❧❡) ❞✐✛%$❡♥() )❝%♥❛$✐♦) ♣♦✉✈❛♥( ❡①♣❧✐0✉❡$ ❧❛ ♣$%)❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ (❡❧❧❡

❢$%0✉❡♥❝❡ ❞❛♥) ❧❡ )♣❡❝($❡ ♦)❝✐❧❧❛(♦✐$❡✳

❊♥ ❝♦♥)✐❞%$❛♥( 0✉❡ ❝❡((❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢$%0✉❡♥❝❡ ❡)( ❛))♦❝✐%❡ A ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ ($♦✉)✱ ✐❧ ❡)( ♣♦))✐❜❧❡

❞✬❡①♣❧✐0✉❡$ )✐♠♣❧❡♠❡♥( ❝❡$(❛✐♥❡) ♣$♦♣$✐%(%) ❞❡ ($❛♥)♣♦$( ❞❡ ❨❇❈❖✳ ❈❡❝✐ ♠❡ ❝♦♥❞✉✐$❛ A ♣$%)❡♥✲

(❡$ ❝❡$(❛✐♥) )❝%♥❛$✐♦) ❞❡ $❡❝♦♥)($✉❝(✐♦♥) ❜❛)%) )✉$ ✉♥ ♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❢❛✐)❛♥( ❛♣♣❛$❛✐($❡

❞❡) ♣♦❝❤❡) ❞✬%❧❡❝($♦♥) ❡( ❞❡ ($♦✉)✳

✹✳✶ #♦✉&'✉♦✐ )*✉❞✐❡& ❨❇❛2❈✉3❖y ❄

■❧ ❡①✐)(❡ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ❝♦♠♣♦)%) ❞❛♥) ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡) ❝✉♣$❛(❡)✳ ❚♦✉) ♦♥( %(% $❛♣✐❞❡♠❡♥( ❞%❝♦✉✲

✈❡$() A ❧❛ )✉✐(❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝♦✉✈❡$(❡ ❞✉ ♣$❡♠✐❡$ ✭▲❇❈❖✮ ♣❛$ ❇❡❞♥♦$③ ❡( ▼V❧❧❡$ ❡♥ ✶✾✽✻ ❬✷✸❪✳ ❚♦✉)

❝❡) ♠❛(%$✐❛✉① ♦♥( ✉♥❡ )($✉❝(✉$❡ )✐♠✐❧❛✐$❡ ❝♦♠♣♦)%❡ ❞❡ ♣❧❛♥ ❈✉❖2 ❝♦♥❞✉❝(❡✉$✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❤❛♣✐($❡✱

♥♦✉) ♥♦✉) )♦♠♠❡) ♣❛$(✐❝✉❧✐2$❡♠❡♥( ✐♥(%$❡))%) A ❨❇❛2❈✉3❖y ✭❨❇❈❖✮✳ ▲❡) $❛✐)♦♥) ♣♦✉$ ❧❡)0✉❡❧❧❡)

♥♦✉) ❛✈♦♥) %(✉❞✐% ❝❡((❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❧✉) ♣❛$(✐❝✉❧✐2$❡♠❡♥( )♦♥( ✿ ♣$❡♠✐2$❡♠❡♥( ✐❧) )♦♥( ❝❤✐♠✐0✉❡♠❡♥(

($2) ♣✉$) ✭✾✾✳✾✾ ✲ ✾✾✳✾✾✺ %✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛((❡)(❡ ❧❛ ✜♥❡))❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ $❛②♦♥)✲❳ ✭$♦❝❦✐♥❣ ❝✉$✈❡)✮ ❬✶✷✸❪✳

❈❡❝✐ ♣❡$♠❡( ❧✬%❧❛❜♦$❛(✐♦♥ ❞❡ ❝$✐)(❛✉① ❞✬✉♥❡ ($2) ❣$❛♥❞❡ 0✉❛❧✐(%✳ ❉❡ ♣❧✉) ✐❧ ❡)( ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐$❡

✈❛$✐❡$ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❨❇❈❖ )✉$ ✉♥❡ ❣$❛♥❞❡ ❣❛♠♠❡ ❛❧❧❛♥( ❞✉ ❝♦♠♣♦)% ♣❛$❡♥( ✭✐)♦❧❛♥( ❞❡ ▼♦((✮

② = ✻ ❥✉)0✉✬A ❞%♣❛))❡$ ❧%❣2$❡♠❡♥( ❧❡ ❞♦♣% ♦♣(✐♠✉♠ ② = ✼✳ ❯♥ ❛✉($❡ ❛✈❛♥(❛❣❡ ✈✐❡♥( ❞✉ ❢❛✐(

0✉❡ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❛♥) ❨❇❈❖ )❡ ❢❛✐( ❡♥ ❝♦♥($`❧❛♥( ❧❡ (❛✉① ❞✬♦①②❣2♥❡ ❞❡) ❝❤❛a♥❡)✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛)

❞❡ )✉❜)(✐(✉(✐♦♥ ❝❤✐♠✐0✉❡ ♥%❝❡))❛✐$❡ ♣♦✉$ ❞♦♣❡$ ✭♣❛) ❞✬✐♠♣✉$❡(%) ❧✐%) ❛✉ ❞♦♣❛❣❡✮✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥)

❡①♣❧♦✐(% ❝❡((❡ ♣$♦♣$✐%(% ♣♦✉$ ❡①♣❧♦$❡$ ❞✐✛%$❡♥() ❞♦♣❛❣❡)✳ ▲❛ (❡♠♣%$❛(✉$❡ ❝$✐(✐0✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

❝❡ ❝♦♠♣♦)% ❡)( ❞❡ ✾✸ ❑✳ ▲❡) $%)✉❧(❛() ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐($❡ $❡♣♦)❡♥( )✉$ ❧❛ ($2) ❣$❛♥❞❡ 0✉❛❧✐(% ❞❡)

%❝❤❛♥(✐❧❧♦♥) ♠❡)✉$%) ❢♦✉$♥✐) ♣❛$ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ ❉♦✉❣ ❇♦♥♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡$)✐(% ❞❡ ❈♦❧♦♠❜✐❡ ❇$✐(❛♥✐0✉❡

✭❯❇❈✮✱ ❈❛♥❛❞❛✳

✹✳✶✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡ ❝%✐*$❛❧❧✐♥❡

▲❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✶ ♣$%)❡♥(❡ ❧❛ )($✉❝(✉$❡ ❝$✐)(❛❧❧♦❣$❛♣❤✐0✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦)% ❨❇❈❖ ♣♦✉$ ② = ✼✳ ▲❛

)($✉❝(✉$❡ ❡)( ❞❡ (②♣❡ ♣%$♦✈)❦✐(❡ ♦d ♥♦✉) $❡($♦✉✈♦♥) ❧❡) ♣❧❛♥) ❈✉❖2 ❝❛$❛❝(%$✐)(✐0✉❡) ❞❡) ❝✉♣$❛(❡)✳

▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐(% ❝♦♥(✐❡♥( ❞❡✉① ♣❧❛♥) ❛❞❥❛❝❡♥() ❈✉❖2 )%♣❛$%) ❞❡ ✸✳✷ Ȧ ♣❛$ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬②(($✐✉♠✳ ❈❡)

♣❧❛♥) ❈✉❖2 )♦♥( ❧❡) ♣❧❛♥) ❝♦♥❞✉❝(❡✉$) ❡( )♦♥( $❡♣$%)❡♥(%) ♣❛$ ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡) ♣♦❧②2❞$❡)✳ ▲❛ )($✉❝(✉$❡

❝♦♥(✐❡♥( %❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡) ❝❤❛a♥❡) ❈✉❖ ✭$%)❡$✈♦✐$) ❞❡ ❝❤❛$❣❡)✮ )%♣❛$%❡) ❞❡) ♣❧❛♥) ❝♦♥❞✉❝(❡✉$) ♣❛$

❞❡) ♣❧❛♥) ❞❡ ❇❛❖ ✐)♦❧❛♥( 0✉✐ ❞♦♥♥❡♥( ❛✉ ♠❛(%$✐❛✉ ✉♥❡ )($✉❝(✉$❡ ❢♦$(❡♠❡♥( ❜✐✲❞✐♠❡♥)✐♦♥♥❡❧❧❡✳

e♦✉$ ② = ✼ ❧❡ ❝♦♠♣♦)% ❡)( ♦$(❤♦$❤♦♠❜✐0✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐0✉❡ ❧❡) ♣❛$❛♠2($❡) ❞❡ ♠❛✐❧❧❡) ❛ ❡( ❜

❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✳ ❈❡((❡ ♦$(❤♦$❤♦♠❜✐❝✐(% ♣$♦✈✐❡♥( ❞✉ $❡♠♣❧✐))❛❣❡ ❡♥ ♦①②❣2♥❡ ❞❡) ❝❤❛a♥❡)✱ ❞✐$✐❣%❡)

)❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❜ ❡( ❝❛$❛❝(%$✐)(✐0✉❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦)%✳ ■❧ ❡)( ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ $%❞✉✐$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬♦①②❣2♥❡) ❞❡)

❝❤❛a♥❡) ❥✉)0✉✬A ② = ✻✳ ❆✐♥)✐ ❧✬♦$(❤♦$❤♦♠❜✐❝✐(% ❞✐♠✐♥✉❡ ❡( ❧❛ )($✉❝(✉$❡ ❞❡✈✐❡♥( (%($❛❣♦♥❛❧❡ ♣♦✉$

② ❁ ✻✳✹ ❬✶✷✹❪✳



✹✳✶✳ #♦✉&'✉♦✐ )*✉❞✐❡& ❨❇❛2❈✉3❖y ❄ ✽✾

❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❧✐+ , ❧❛ ♣#+.❡♥❝❡ ❞❡. ❝❤❛2♥❡. ❡.3 ❧❛ ❢♦#♠❛3✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡. ♦5 ❧✬❛①❡✲❛ ❡3 ❧✬❛①❡✲

❜ ✭♦#3❤♦#♦♠❜✐:✉❡✮ .♦♥3 ♣❡#♠✉3+. ❛❧3❡#♥❛3✐✈❡♠❡♥3✳ ❈❡ ♣❤+♥♦♠'♥❡ ❡.3 ❝♦♥♥✉ .♦✉. ❧❡ ♥♦♠ ❞❡

♠❛❝❧❡ ❡3 ♣❡✉3 @3#❡ ♦❜.❡#✈+ ❡♥ ✉3✐❧✐.❛♥3 ✉♥ ♠✐❝#♦.❝♦♣❡ , ❧✉♠✐'#❡ ♣♦❧❛#✐.+✳ ■❧ ❡.3 ♣♦..✐❜❧❡ ❞✬❛♣✲

♣❧✐:✉❡# ✉♥❡ ♣#❡..✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ , ✉♥❡ 3❡♠♣+#❛3✉#❡ ✐♥❢+#✐❡✉#❡ , ❧❛ 3#❛♥.✐3✐♦♥ .3#✉❝3✉#❛❧❡ 3+3#❛❣♦✲

♥❛❧❡✴♦#3❤♦#❤♦♠❜✐:✉❡ ✭✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✹✳✸✮ ❛✜♥ ❞❡ .✉♣♣#✐♠❡# ❝❡. ♠❛❝❧❡.✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❙❝❤+♠❛ #❡♣#+.❡♥3❛♥3 ❧❛ .3#✉❝3✉#❡ ❝#✐.3❛❧❧✐♥❡ ❞✬❨❇❛2❈✉3❖7✳ ✭❞✬❛♣#'. ❬✶✷✺❪✮

✹✳✶✳✷ ❉%&❡(♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣

❯♥ ♣❤+♥♦♠'♥❡ ❞❡ ✈✐❡✐❧❧✐..❡♠❡♥3 ❞❡. +❝❤❛♥3✐❧❧♦♥. ❛ +3+ ♦❜.❡#✈+ ♣❛# ❱❡❛❧ ❡3 ❛❧✳✳ ❆✐♥.✐✱ ✉♥

❝#✐.3❛❧ .♦✉. ♦①②❣+♥+ 3❡❧ :✉❡ ② = ✻✳✹✺ ✈♦②❛✐3 .❛ 3❡♠♣+#❛3✉#❡ ❝#✐3✐:✉❡ ❛✉❣♠❡♥3❡# ❞❡ ❚c =✸✾ ❑ ,

✹✻ ❑ ❛♣#'. ✉♥ ♠♦✐. ❞❡ #❡❧❛①❛3✐♦♥ , 3❡♠♣+#❛3✉#❡ ❛♠❜✐❛♥3❡ ❬✶✷✻❪✳ Y♦✉# ❡①♣❧✐:✉❡# ❝❡ ♣❤+♥♦♠'♥❡✱

❱❡❛❧ ❡3 ❛❧✳ +♠✐#❡♥3 ❧✬❤②♣♦3❤'.❡ :✉❡ ❧❡. ♦①②❣'♥❡. ♣#+.❡♥3. ❞❛♥. ❧❡. ❝❤❛2♥❡. ♣❡✉✈❡♥3 ❞✐✛✉.❡# ❞❛♥.

❧❛ .3#✉❝3✉#❡ , ❞❡. 3❡♠♣+#❛3✉#❡. .✉♣+#✐❡✉#❡. , ✵✝❈✳ ❈❡33❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ 3❡♥❞ , ❛♠+❧✐♦#❡# ❧✬♦#❞#❡ ❞❡.

❝❤❛2♥❡. ❝❡ :✉✐ 3❡♥❞ , ❛✉❣♠❡♥3❡# ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞❡. ❝❤❛2♥❡. ❛✈❡❝ ❧❡ 3❡♠♣.✳ ▲❡ ❞♦♣❛❣❡ ♣ ✭❞♦♥❝ ❧❛ ❚c✮

❞❛♥. ❧❡ ❝♦♠♣♦.+ ❨❇❛2❈✉3❖y ❞+♣❡♥❞ ❞✉ ❞❡❣#+ ❞✬♦①②❣+♥❛3✐♦♥ ♠❛✐. ❛✉..✐ ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡. ❝❤❛2♥❡.

❈✉❖✳ ❈♦♥♥❛23#❡ ② ♥✬❡.3 ❞♦♥❝ ♣❛. .✉✣.❛♥3 ♣♦✉# ❞+3❡#♠✐♥❡# ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳ ▲❡. ❝✉✐✈#❡. ❞❡. ❝❤❛2♥❡.

❞✉ ❝♦♠♣♦.+ ❨❇❛2❈✉3❖6 .♦♥3 ✬✐❜#✐❞+.✬ ❈✉
+
✳ ▲♦#.:✉✬✉♥ ♦①②❣'♥❡ ❡.3 ❛❥♦✉3+✱ ❧❡. ❝✉✐✈#❡. ❛❞❥❛❝❡♥3.

.♦♥3 ❛❧♦#. ✬✐❜#✐❞+.✬ ❈✉

2+
✳ ❈❡3 ♦①②❣'♥❡ ♥❡ ♣❛#3✐❝✐♣❡ ♣❛. ❛✉ 3#❛♥.❢❡#3 ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ❡♥3#❡ ❧❡. ❝❤❛2♥❡. ❡3

❧❡. ♣❧❛♥.✳ ▼❛✐♥3❡♥❛♥3✱ .✐ ✉♥ .❡❝♦♥❞ ♦①②❣'♥❡ ❡.3 ❛❥♦✉3+✱ ❞❡ .♦#3❡ :✉✬✐❧ .❡ ♣♦.✐3✐♦♥♥❡ ❞❛♥. ✉♥ .✐3❡



✾✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼✐-❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢(/8✉❡♥❝❡ ♣❛( ❞❡- ♠❡-✉(❡- ❞✬❡✛❡'

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

✈❛❝❛♥$ % ❝&$' ❞✬✉♥ ❝✉✐✈,❡ ❈✉

2+
✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛ ♣❛,$✐❝✐♣❡, ❛✉ $,❛♥3❢❡,$ ❞❡ ❝❤❛,❣❡ ❡♥$,❡ ❧❡3 ♣❧❛♥3 ❡$ ❧❡3

❝❤❛7♥❡3 ❝♦♠♠❡ ,❡♣,'3❡♥$' 3✉, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✹✳✷✳ ❈❡❝✐ ,❡♥❞ ❝♦♠♣❧✐>✉' ❧❛ ❞'$❡,♠✐♥❛$✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣♦✉,

❝❡3 '❝❤❛♥$✐❧❧♦♥3✳ ❉❡ ♠@♠❡ >✉❡ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✱ ❧❛ ❞✐3$❛♥❝❡ ✐♥$❡,✲♣❧❛♥ ❝ ❞'♣❡♥❞ ❞✉ $❛✉① ❞✬♦①②❣'♥❛$✐♦♥

❡$ ❞❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡3 ❝❤❛7♥❡3✳ ■❧ ❡①✐3$❡ ❛✐♥3✐ ✉♥❡ ,❡❧❛$✐♦♥ ✉♥✐>✉❡ ❡♥$,❡ ♣ ❡$ ❝ ❀ p = 11.491x+5.17∗109x6✱
❛✈❡❝ x = 1 − c/c0 ❡$ ❝0 =✶✳✶✽✹✹✼ ♥♠ ✭% ✷✷✝❈✮✳ ❯♥❡ ❞'$❡,♠✐♥❛$✐♦♥ ❡♠♣✐,✐>✉❡ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ❛ '$'

,'❛❧✐3'❡ ♣❛, ♠❡3✉,❡3 ❞❡ ,❛②♦♥3✲❳ ❞❡ ❧❛ ❞✐3$❛♥❝❡ ❝ ❬✶✷✼❪✳ ❉❡ ❝❡3 ♠❡3✉,❡3✱ ✉♥❡ ❞'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥$,❡

♣ ❡$ ❚c ❛ ♣✉ @$,❡ ❞'$❡,♠✐♥'❡✳ P♦✉, ❧❛ 3✉✐$❡ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡3 '❝❤❛♥$✐❧❧♦♥3 ❛ '$' ❞'$❡,♠✐♥'3 ♣❛, ❧❛

♠❡3✉,❡ ❞❡ ❚c✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❙❝❤'♠❛ ,❡♣,'3❡♥$❛♥$ ❧❡ ♠'❝❛♥✐3♠❡ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦♠♣♦3' ❨❇❈❖✳ ❬✶✷✽❪

✹✳✶✳✸ ❙✉♣❡()*(✉❝*✉(❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉3 ✈❡♥♦♥3 ❞❡ ❧❡ ✈♦✐,✱ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡3 ❝❤❛7♥❡3 ❡3$ ✐♠♣♦,$❛♥$ ♣♦✉, ❧❛ ❞'$❡,♠✐♥❛$✐♦♥ ❞✉

❞♦♣❛❣❡ ✭❉❡✉① ❝♦♠♣♦3'3 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠@♠❡ ❝♦♥❝❡♥$,❛$✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣V♥❡ ② ♥✬♦♥$ ♣❛3 ❢♦,❝❡♠❡♥$ ❧❛ ♠@♠❡

❚c✮✳ ❆✉ ❞❡❧% ❞❡3 ♣,♦♣,✐'$'3 ❞❡ ❞♦♣❛❣❡✱ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡3 ❝❤❛7♥❡3 ✈❛ @$,❡ ✐♠♣♦,$❛♥$ ♣♦✉, ❝❡,$❛✐♥❡3 ♣,♦✲

♣,✐'$'3 '❧❡❝$,♦♥✐>✉❡3 ❞✉ ♠❛$',✐❛✉✳ ▲❡ ❜✉$ 3❡,❛ ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐, ❞❡3 ❝♦♠♣♦3'3 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡

3✐$❡3 ❞✬♦①②❣V♥❡ ✈❛❝❛♥$3✳ P♦✉, ❨❇❈❖ ❝♦♠♣❧V$❡♠❡♥$ ♦①②❣'♥' ✭② = ✼✮ ❧❡3 ❝❤❛7♥❡3 3♦♥$ ❝♦♠♣❧V✲

$❡♠❡♥$ ♣❧❡✐♥❡3 ✭♣❛3 ❞❡ 3✐$❡ ❞✬♦①②❣V♥❡ ✈❛❝❛♥$3✮✳ ❊♥ ♣❛,$❛♥$ ❞✉ ❝♦♠♣♦3' ❝♦♠♣❧V$❡♠❡♥$ ♦①②❣'♥'

❡$ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥$ ❞❡3 ♦①②❣V♥❡3 ❞❡ ❧❛ 3$,✉❝$✉,❡ ❞❡ ❨❇❈❖✱ ♦♥ ✐♥$,♦❞✉✐$ ❞❡3 3✐$❡3 ✈❛❝❛♥$3 ❞❛♥3 ❧❡3

❝❤❛7♥❡3✳ ■❧ ❡①✐3$❡ ❞✐✛',❡♥$❡3 3✉♣❡,3$,✉❝$✉,❡3 >✉✐ ♠✐♥✐♠✐3❡♥$ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ 3✐$❡3 ❞✬♦①②❣V♥❡3 ✈❛❝❛♥$3

❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$,❛$✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣V♥❡✳ ▲❡3 ❡①♣',✐❡♥❝❡3 ❞❡ ❞✐✛,❛❝$✐♦♥3 ♦♥$ ♣❡,♠✐3 ❞❡ ♠❡$$,❡

❡♥ '✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡3 ,'✢❡①✐♦♥3 ❞❡3 3✉♣❡,3$,✉❝$✉,❡3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣',✐♦❞✐❝✐$' ♠❛ 3✉✐✈❛♥$ ❧✬❛①❡✲❛ ❛✉ ✈❡❝$❡✉,

❞✉ ,'3❡❛✉ ,'❝✐♣,♦>✉❡◗=✭♥✴♠✱✵✱✵✮ ♦✉ ♥ ❡$ ♠ 3♦♥$ ❞❡3 ❡♥$✐❡,3 ✭♠ ❝♦,,❡3♣♦♥❞ % ❧❛ ♣',✐♦❞✐❝✐$' ❞❡ ❧❛

3✉♣❡,3$,✉❝$✉,❡✮✳ ❉❡3 3✉♣❡,3$,✉❝$✉,❡3 ❛✈❡❝ ♠ = ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✽ ♦♥$ '$' ♦❜3❡,✈'❡3 ❡①♣',✐♠❡♥$❛❧❡♠❡♥$

❬✶✷✾❪✳ ❈❡3 3✉♣❡,3$,✉❝$✉,❡3 3♦♥$ ♥♦♠♠'❡3 ♦,$❤♦✲■■✱ ♦,$❤♦✲■■■✱ ♦,$❤♦✲■❱✱ ♦,$❤♦✲❱ ❡$ ♦,$❤♦✲❱■■■✳ ▲❛

♣',✐♦❞✐❝✐$' ❞❛♥3 ❧✬❡3♣❛❝❡ ,'❡❧ ❝♦,,❡3♣♦♥❞ % ✉♥❡ 3'>✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛7♥❡3 ❛❧$❡,♥❛$✐✈❡♠❡♥$ ♣❧❡✐♥❡3 ♦✉

✈✐❞❡3 ✭✜❣✉,❡ ✹✳✹✮✱ ❝❡ >✉✐ 3✐❣♥✐✜❡ >✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐$' ❛✉❣♠❡♥$❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝$❡✉, ♠ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡✲❛✳



✹✳✷✳ ❖❜%❡'✈❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢'34✉❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡ %♣❡❝*'❡ ♦%❝✐❧❧❛*♦✐'❡ ❞❡
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♣❛)❛✐,,❡♥. V ❝❛✉,❡ ❞✉ ❢❛❝.❡✉) ❞❡ )&❞✉❝.✐♦♥ .❤❡)♠✐H✉❡ ❘T ✳ ❯♥❡ ♦,❝✐❧❧❛.✐♦♥ ❧❡♥.❡ ❞❡ .)A, ❢❛✐❜❧❡

❛♠♣❧✐.✉❞❡ ❡,. ❛❧♦), ✈✐,✐❜❧❡ ,✉) ❧❡, ❞♦♥♥&❡, ❜)✉.❡, ♣♦✉) ❞❡, .❡♠♣&)❛.✉)❡, ❝♦♠♣)✐,❡, ❡♥.)❡ ✶✵ ❑

❡. ✸✵ ❑✳ _♦✉) ♣ = ✵✳✶✷ ✉♥❡ ❧&❣A)❡ ❜♦,,❡ ♣❡✉. `.)❡ ♦❜,❡)✈&❡ ✭H✉✐ ❞✐,♣❛)❛✐. H✉❛♥❞ ❧❛ .❡♠♣&)❛.✉)❡

❛✉❣♠❡♥.❡✮ ❛✉.♦✉) ❞❡ ❇ ∼ ✺✵ ❚✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ▼❛❣♥%(♦3%&✐&(❛♥❝❡ ❞❡ ❨❇❈❖ ❛✈❡❝ ❛✮ ♣ = ✵✳✶✶ ❡( ❜✮ ♣ = ✵✳✶✷ ♣♦✉3 ✉♥ ❝♦✉3❛♥( ■ ❡(

✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥%(✐F✉❡ ❥✉&F✉✬H ✻✽ ❚ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡✲❝ ✭■ ‖ ❇ ‖ ❝✮ ♣♦✉3 ❞✐✛%3❡♥(❡& (❡♠♣%3❛(✉3❡&✳

%❝❤❛♥(✐❧❧♦♥& %(✉❞✐%&✳ ❙✉3 ❝❡((❡ ✜❣✉3❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛3❛✐( ❝❧❛✐3❡♠❡♥( ✉♥❡ ♦&❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢3%F✉❡♥❝❡

✭F✉❡ ♥♦✉& ♥♦(❡3♦♥& ❋slow = ✾✺ ± ✶✵❚ ♣♦✉3 ♣ = ✵✳✶✶ ❡( ❋slow = ✶✷✵ ± ✶✺ ❚ ♣♦✉3 ♣ = ✵✳✶✷✮

❞♦♥( ❧✬❛♠♣❧✐(✉❞❡ ❡&( ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❢❛✐❜❧❡ F✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡& ❢3%F✉❡♥❝❡& ❋1✱ ❋2 ❡( ❋3✳ ❆ ❜❛&&❡ (❡♠♣%✲

3❛(✉3❡✱ ❝❡& ♦&❝✐❧❧❛(✐♦♥& &♦♥( (♦✉❥♦✉3& ♣3%&❡♥(❡& ♠❛✐& ♠❛&F✉%❡& ♣❛3 ❧❡& ❛✉(3❡& ❢3%F✉❡♥❝❡&✳ ▲✬%(✉❞❡
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❞❡ ❝❡##❡ ❢%&'✉❡♥❝❡ *❡%❛ ❞♦♥❝ %&❛❧✐*&❡ / ♣❧✉* ❤❛✉#❡* #❡♠♣&%❛#✉%❡* ♦3 ❧❡* ❢%&'✉❡♥❝❡* ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡*

❞✐*♣❛%❛✐**❡♥#✳ ◆♦✉* ❛❧❧♦♥* ✐❝✐ ❡**❛②❡% ❞❡ ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❧✬♦%✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡##❡ ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥✳ 9♦✉% ❝❡❧❛ ♥♦✉*

❛❧❧♦♥* &#✉❞✐❡% ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❢%&'✉❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❡♠♣&%❛#✉%❡ ♣✉✐* ♣♦✉% ✉♥❡

#❡♠♣&%❛#✉%❡ ❞♦♥♥&❡ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛&%❡♥#* ❛♥❣❧❡*✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❉&%✐✈&* ❞❡* ❝♦✉%❜❡* ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✻ ♣♦✉% ❛✮ ♣ = ✵✳✶✶ ❡# ❜✮ ♣ = ✵✳✶✷✳

✹✳✷✳✷✳✶ ❉.♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ '❡♠♣.(❛'✉(❡

❉❛♥* ❝❡##❡ ♣❛%#✐❡✱ ❥❡ ♣%&*❡♥#❡%❛✐ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ #❡♠♣&%❛#✉%❡ ❞❡* ❞❡✉① &❝❤❛♥#✐❧❧♦♥* ✭♣ =

✵✳✶✶ ❡# ♣ = ✵✳✶✷✮✳ ❉❛♥* ❧❡ ❜✉# ❞✬&#✉❞✐❡% ❝❡##❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❝❤♦✐*✐ ❞❡ *♦✉*#%❛✐%❡

❧❛ ♣❛%#✐❡ ♠♦♥♦#♦♥❡ / ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥K♠❡ ❞✬♦%❞%❡ ✸ #♦✉# ❡♥ ♣%❡♥❛♥# ❞❡* ♣%&❝❛✉#✐♦♥* ♣♦✉% ♥❡

♣❛* ✐♥❞✉✐%❡ ❞✬❛%#❡❢❛❝#* ❧✐&* / ❧❛ *♦✉*#%❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛%#✐❡ ♠♦♥♦#♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥&#♦%&*✐*#❛♥❝❡ ❞✉

❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* ✭*❡✉❧❡♠❡♥# ✵✳✶ ✪ ❞✉ *✐❣♥❛❧ ❜%✉#✮✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✽ ♣%&✲

*❡♥#❡ ❝❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* ❧❡♥#❡* / ❞✐✛&%❡♥#❡* #❡♠♣&%❛#✉%❡* ♣♦✉% ❧❡* ❞❡✉① &❝❤❛♥#✐❧❧♦♥*✳ ❈❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥*

*❡♠❜❧❡♥# ♣&%✐♦❞✐'✉❡* ❡♥ ✶✴❇ ❝♦♠♠❡ ❧❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* ❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛*✳ ❈❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* *♦♥#

✈✐*✐❜❧❡* ❥✉*'✉✬/ ✉♥❡ #❡♠♣&%❛#✉%❡ ❞❡ ✸✵ ❑ ❝❡ '✉✐ ♣❡%♠❡# ❞❡ ❧❡* ♦❜*❡%✈❡% *❛♥* X#%❡ ❣X♥& ♣❛% ❧❡*

❛✉#%❡* ❢%&'✉❡♥❝❡* '✉✐ ❞✐*♣❛%❛✐**❡♥# / ♣❧✉* ❜❛**❡ #❡♠♣&%❛#✉%❡ / ❝❛✉*❡ ❞❡ ❧❡✉% ♣❧✉* ❣%❛♥❞❡ ♠❛**❡✳

▲❛ ♠❛**❡✱ ♣♦✉% ❝❡##❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢%&'✉❡♥❝❡✱ ❛ &#& ❞&❞✉✐#❡ ❞❡ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞❡*

♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❡♠♣&%❛#✉%❡ ❡♥ ✉#✐❧✐*❛♥# ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ ❞❡ ▲✐❢*❤✐#✲❑♦*❡✈✐❝❤ ✭✜❣✉%❡

✹✳✾✮✳ ❖♥ #%♦✉✈❡ ❞❡* ♠❛**❡* ❢❛✐❜❧❡* ❝♦♠♠❡ ❛##❡♥❞✉ ❞✉ ❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ♣%&*❡♥❝❡ / ❤❛✉#❡ #❡♠♣&%❛#✉%❡

❞❡ ❝❡* ♦*❝✐❧❧❛#✐♦♥* ✭♠c = ✵✳✹✺ ± ✵✳✶✺ ♠e ❡# ♠c = ✵✳✹ ± ✵✳✶ ♠e ♣♦✉% ♣ = ✵✳✶✶ ❡# ♣ = ✵✳✶✷

%❡*♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✮✳ ❈❡##❡ ♣%❡♠✐\%❡ ♦❜*❡%✈❛#✐♦♥ ❡*# ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛#✐♦♥ '✉❡ ❋slow ♣❡✉# ❝♦%%❡*♣♦♥❞%❡ /

✉♥❡ ♣❡#✐#❡ *✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡%♠✐✳ ❯♥❡ ❛✉#%❡ ✐♥❞✐❝❛#✐♦♥ ♣%♦✈✐❡♥# ❞❡ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐%❡ ❞❡ ❝❡##❡

❢%&'✉❡♥❝❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❉D♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❞❡+ ♦+❝✐❧❧❛'✐♦♥+ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '❡♠♣D&❛'✉&❡ ♣♦✉& ❛✮

♣ = ✵✳✶✶ ❡' ❜✮ ♣ = ✵✳✶✷✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ &♦✉❣❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ G ✉♥ ❛❥✉+'❡♠❡♥' ♣❛& ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ▲❑✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ :❛#"✐❡ ♦!❝✐❧❧❛"♦✐#❡ ; ❚ = ✶✺ ❑ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❇❝♦!✭θ✮ ; ❞✐✛&#❡♥"! ❛♥❣❧❡! ❡" ❥✉!A✉✬;

✺✽ ❚✱ ♣♦✉# ❛✮ ♣ = ✵✳✶✶ ❡" ❜✮ ♣ = ✵✳✶✷✳ ❯♥ ♣♦❧②♥H♠❡ ❞✬♦#❞#❡ ✷ ❛ &"& !♦✉!"#❛✐" ❞❡! ❞♦♥♥&❡! ❜#✉"❡!✳

▲❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ❞❡ ❧❛ ❢#&A✉❡♥❝❡ ❋slow ❡!" "#❛❝&❡ !✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✹✳✶✶ ❛✮ ♣♦✉# ❧✬&❝❤❛♥✲

"✐❧❧♦♥ ♣ = ✵✳✶✶✳ ❯♥❡ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ !✐♠✐❧❛✐#❡ ❡!" ♦❜!❡#✈&❡ ♣♦✉# ❧✬&❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ♣ = ✵✳✶✷✳ :♦✉# ❝❡"

&❝❤❛♥"✐❧❧♦♥✱ ; ❝❛✉!❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❞❡! ♦!❝✐❧❧❛"✐♦♥!✱ ❧❛ ♣❛#"✐❡ ♦!❝✐❧❧❛"♦✐#❡ ❡!" "#O! !❡♥!✐❜❧❡ ;

❧❛ !♦✉!"#❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛#"✐❡ ♠♦♥♦"♦♥❡✳ ❆✉① ❢♦#"! ❛♥❣❧❡!✱ ❋slow ❞&✈✐❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉!"❡♠❡♥" ❡♥ ✶✴❝♦!✭θ✮

✭❝❛#❛❝"&#✐!"✐A✉❡ ❞✬✉♥ !②!"O♠❡ ✷❉✮ ❝❡ A✉✐ ❡!" ❛""❡♥❞✉ ❞❛♥! ❧❡ ❝❛! ❞✬✉♥ !②!"O♠❡ A✉❛!✐✲✷❉✳ ▲❛ ✜❣✉#❡

✹✳✶✶ ❜✮ ♠♦♥"#❡ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❞❡! ♦!❝✐❧❧❛"✐♦♥! ♣♦✉# ❧✬&❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ♣ =

✵✳✶✶✳ ❉❡ ♠T♠❡ A✉❡ ♣♦✉# ❧❛ ❢#&A✉❡♥❝❡ ❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❞❡! ♦!❝✐❧❧❛"✐♦♥! ❞❛♥! ❧❡ ❝❛! ❞❡ ❧✬&❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ♣ =

✵✳✶✷ ❞&♣❡♥❞ ❢♦#"❡♠❡♥" ❞❡ ❧❛ !♦✉!"#❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛#"✐❡ ♠♦♥♦"♦♥❡✳ ❊♥ #&❛❧✐!❛♥" ✉♥ ❛❥✉!"❡♠❡♥" ❞❡

❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❞❡! ♦!❝✐❧❧❛"✐♦♥! ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣❛# ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ ❞❡ ❘s✱ ♣#&!❡♥"&❡ ❞❛♥! ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡

✶✱ ✐❧ ❡!" ♣♦!!✐❜❧❡ ❞❡ ❞&❞✉✐#❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ♣♦✉# ❣♠

∗
b✴♠e ✭♦W ❣ ❡!" ❧❡ ❢❛❝"❡✉# ❞❡ ▲❛♥❞&✱ ♠e ❧❛ ♠❛!!❡ ❞❡

❧✬&❧❡❝"#♦♥ ❧✐❜#❡ ❡" ♠

∗
b ❧❛ ♠❛!!❡ ❞❡ ❧✬&❧❡❝"#♦♥ #❡♥♦#♠❛❧✐!&❡ ♣❛# ❧❡! ✐♥"❡#❛❝"✐♦♥! &❧❡❝"#♦♥✲&❧❡❝"#♦♥✮✳

❖♥ ❞&❞✉✐" ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❣♠

∗
b✴♠e = ✵✳✽✸ A✉✐ ❝♦♥❞✉✐" ; ♠

∗
b✴♠e ≃ ✵✳✹✶ ≃ ♠c✴♠e ✭❡♥ ♣#❡♥❛♥"

❣ = ✷✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉! ❧✬❛✈♦♥! ✈✉ ❞❛♥! ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✶✱ ♠c ❂ ♠

∗
b✭✶ ✰ λep✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ♠c ❞&❞✉✐"❡

❞❡ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ "❡♠♣&#❛"✉#❡ ❞❡! ♦!❝✐❧❧❛"✐♦♥! A✉❛♥"✐A✉❡! &"❛♥" &❣❛❧❡ ; ♠

∗
b ✱ ♦♥ ❡♥ ❞&❞✉✐" A✉❡

❧❡! ✐♥"❡#❛❝"✐♦♥! &❧❡❝"#♦♥✲♣❤♦♥♦♥ !♦♥" ♥&❣❧✐❣❡❛❜❧❡!✳

✹✳✷✳✸ ❊✛❡' ❙❡❡❜❡❝❦

▲❡" ♠❡"✉%❡" ❞✬❡✛❡) ❙❡❡❜❡❝❦ ❡) ❞✬❡✛❡) ◆❡%♥") %0❛❧✐"0❡" ♣❛% ❉♦✐%♦♥✲▲❡②%❛✉❞ ❡) ❝♦❧❧❛❜♦%❛)❡✉%"

❬✶✸✶❪ "✉% ✉♥ 0❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❞❡ ❤❛✉)❡ >✉❛❧✐)0 ♠♦♥♦✲❝%✐")❛❧❧✐♥ ❞❡ ❨❇❈❖ ✭② = ✻✳✺✹✮ "♦♥) ♣%0"❡♥)0❡"

"✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷✳ ▲❛ )❡♠♣0%❛)✉%❡ ❝%✐)✐>✉❡ ❞❡ ❧✬0❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❚c = ✻✶✳✸ ❑ ❝♦%%❡"♣♦♥❞ N ✉♥ ❞♦♣❛❣❡

♣ = ✵✳✶✶✳ ▲❡" ❝♦❡✣❝✐❡♥)" ❙❡❡❜❡❝❦ ✭❙ ≡ ✲❱x/∆❚✮ ❡) ◆❡%♥") ✭ν ≡ ◆✴❍ ∝ ✲✭❱y/∆❚✮✴❍✮ ♦♥) 0)0

♠❡"✉%0" ❡♥ ♣%0"❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣%❛❞✐❡♥) ❞❡ )❡♠♣0%❛)✉%❡ ∆❚ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡✲❛✱ ❛✈❡❝ ✉♥

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0)✐>✉❡ ❛♣♣❧✐>✉0 ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐%❡♠❡♥) ❛✉ ♣❧❛♥ ❈✉❖2✳ ❱x ❡) ❱y "♦♥) %❡"♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)

❧❡" ❞✐✛0%❡♥❝❡" ❞❡ ♣♦)❡♥)✐❡❧ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❡) )%❛♥"✈❡%"❡✳ ❆ ❜❛""❡ )❡♠♣0%❛)✉%❡✱ ❧✬❡✛❡) ❙❡❡❜❡❝❦ ❡)
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❛✮ ❉'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❋slow ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ 6♦✉❣❡ ❝♦66❡8♣♦♥❞ 9 ✉♥

❛❥✉80❡♠❡♥0 ❡♥ ❝♦8✭θ✮✳ ❜✮ ❉'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐0✉❞❡ ❞❡8 ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8 ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✳ ▲❛

❧✐❣♥❡ 6♦✉❣❡ ❝♦66❡8♣♦♥❞ 9 ✉♥ ❛❥✉80❡♠❡♥0 ♣❛6 ❧❛ ❢♦6♠✉❧❡ ❞❡ ❘S✭θ✮ ✭❝❤❛♣✐06❡ ✶✮✳

❧✬❡✛❡0 ◆❡6♥80 ♠♦♥06❡♥0 ❞❡8 ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8 B✉❛♥0✐B✉❡8 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢6'B✉❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥0❡ ❋1 = ✺✸✵ ❚ ❡0

✉♥ ❜❛00❡♠❡♥0 ❞H 9 ❧❛ ♣6'8❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉8✐❡✉68 ❢6'B✉❡♥❝❡8 ♣6♦❝❤❡8✱ ❡♥ ❛❝❝♦6❞ ❛✈❡❝ ♥♦8 ♠❡8✉6❡8 ❞❡

♠❛❣♥'0♦6'8✐80❛♥❝❡ ❡0 ❞❡ ♣6'❝'❞❡♥0❡8 ♠❡8✉6❡8 ❬✶✶✹✱ ✶✸✷✱ ✶✸✸❪✳ ❊♥ ♣❧✉8 ❞❡ ❝❡8 ❢6'B✉❡♥❝❡8 ✬6❛♣✐❞❡8✬

✉8✉❡❧❧❡8✱ ❧✬❡✛❡0 ❙❡❡❜❡❝❦ ♠♦♥06❡ ✉♥❡ ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥ ❧❡♥0❡ B✉✐ ❡80 6'✈'❧'❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥0❛♥0 ❧❛ 0❡♠♣'6❛0✉6❡

✭✜❣✉6❡ ✹✳✶✷✮✳ ❊♥ 8♦✉806❛②❛♥0 ♣❛6 ✉♥ ❛❥✉80❡♠❡♥0 ❧✐♥'❛✐6❡ ❧❡8 ❞♦♥♥'❡8 ❜6✉0❡8 9 ✶✽ ❑✱ ❧❛ ♣❛60✐❡

♦8❝✐❧❧❛0♦✐6❡ ❞✉ 8✐❣♥❛❧ ❡80 ♠✐8❡ ❡♥ '✈✐❞❡♥❝❡ ✭✜❣✉6❡ ✹✳✶✷✮✳ ❈❡8 ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8 8♦♥0 ♣'6✐♦❞✐B✉❡8 ❡♥ ✶✴❇

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢6'B✉❡♥❝❡ ❋ = ✾✺ ± ✶✵ ❚ 'B✉✐✈❛❧❡♥0❡ 9 ❝❡❧❧❡ B✉❡ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ♦❜8❡6✈'❡ ❞❛♥8 ❧❡8 ♠❡8✉6❡8

❞❡ ♠❛❣♥'0♦6'8✐80❛♥❝❡✳ ▲❡ ❢❛✐0 B✉❡ ❝❡8 ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8 ♣❡68✐80❡♥0 9 ❤❛✉0❡ 0❡♠♣'6❛0✉6❡ ❡80 ❡♥ ❛❝❝♦6❞

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉6 ❞❡ ❧❛ ♠❛88❡ ❞'❞✉✐0❡ ❞❡8 ♠❡8✉6❡8 ❞❡ ♠❛❣♥'0♦6'8✐80❛♥❝❡✳

✹✳✸ ▲❡% ♦%❝✐❧❧❛+✐♦♥% ❧❡♥+❡% ✿ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ ❄

▲✬♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢6'B✉❡♥❝❡ ❋slow ♣6'8❡♥0❡ ❧❡8 ❝❛6❛❝0'6✐80✐B✉❡8 ♣6✐♥❝✐♣❛❧❡8 ❞✬♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8

B✉❛♥0✐B✉❡8 ❧✐'❡8 9 ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✭♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥ ♣'6✐♦❞✐B✉❡ ❡♥ ✶✴❇✱ ❧❛ ❞'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ 0❡♠♣'6❛✲

0✉6❡ ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦6♠✉❧❡ ▲❑ ❡0 ❞'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡ B✉❛8✐✲✷❉✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉6 ❞❡ ❧❛ ❢6'B✉❡♥❝❡

❋slow ❡80 '❣❛❧❡ 9 ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ❞❡ ❧❛ ❞✐✛'6❡♥❝❡ ❡♥06❡ ❧❡8 ❢6'B✉❡♥❝❡8 ♣6✐♥❝✐♣❛❧❡8 ✭∆❋ ≃ ❋1 ✲ ❋2 ≃ ❋3

✲ ❋1✮✳ ❆ ❝❛✉8❡ ❞❡ ❝❡00❡ '❣❛❧✐0' ❞✬❛✉06❡8 8❝'♥❛6✐♦8 ♣❡✉✈❡♥0 ❡①♣❧✐B✉❡6 ❧❛ ♣6'8❡♥❝❡ ❞✬♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥8 ❞❡

❢6'B✉❡♥❝❡ ❧❡♥0❡✳ ■❧ ❢❛✉❞6❛ ❞♦♥❝ ✐♥✜6♠❡6 ❝❡8 8❝'♥❛6✐♦8 ♣♦✉6 ❝♦♥❝❧✉6❡ B✉❡ ❝❡00❡ ❢6'B✉❡♥❝❡ ❝♦66❡8✲

♣♦♥❞ ❜✐❡♥ 9 ✉♥❡ ♣♦❝❤❡✳ ❊♥ ♣6❡♥❛♥0 ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧✬❡✛❡0 ❞✉ ❜✐❧❛②❡6 ❞❛♥8 ❨❇❈❖✱ ❧❛ ♣6'8❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉①

❢6'B✉❡♥❝❡8 ♣❡✉0 ^06❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❝♦♠♣6✐8❡✳ ❙❛♥8 ♣6❡♥❞6❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧❛ ♣6'8❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢6'B✉❡♥❝❡

❧❡♥0❡ ✐❧ ♥✬❡80 ♣❛8 ♣♦88✐❜❧❡ ❞❡ ❥✉80✐✜❡6 ❧❛ ♣6'8❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 06♦✐8✐_♠❡ ❢6'B✉❡♥❝❡ 8❛♥8 ❢❛✐6❡ ❛♣♣❡❧ 9

❞✬❛✉06❡8 ❤②♣♦0❤_8❡8✱ ♣6'8❡♥0'❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❝❤❛♣✐06❡ ✷✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❙❋✱ ❬✶✶✹✱ ✶✷✷❪

♦✉ ❞❡ ❧❛ 6✉♣0✉6❡ ♠❛❣♥'0✐B✉❡ ❡♥06❡ ❧❡ ❜✐❧❛②❡6 ❬✶✶✺❪✳ `❛60❛♥0 ❞❡ ❧✬❤②♣♦0❤_8❡ B✉❡ ❧❡8 06♦✐8 ❢6'B✉❡♥❝❡8

❋1✱ ❋2 ❡0 ❋3 ♣6♦✈✐❡♥♥❡♥0 ❞✉ ❜✐❧❛②❡6 ❡0 ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❧✬♦❜8❡6✈❛0✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦8❝✐❧❧❛0✐♦♥



✾✽

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼✐-❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢(/8✉❡♥❝❡ ♣❛( ❞❡- ♠❡-✉(❡- ❞✬❡✛❡'

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❛✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥. ❙❡❡❜❡❝❦✱ .3❛❝4 ❝♦♠♠❡ ❙✴❚ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥4.✐>✉❡✳ ❜✮

?❛3.✐❡ ♦@❝✐❧❧❛.♦✐3❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❙❡❡❜❡❝❦✱ .3❛❝4❡ ❝♦♠♠❡ ∆❙✴❚ B ❞❡✉① .❡♠♣43❛.✉3❡@ ❞✐✛43❡♥.❡@✳

∆❙ ❝♦33❡@♣♦♥❞ B ❧❛ ❞✐✛43❡♥❝❡ ❡♥.3❡ ❧❡@ ❞♦♥♥4❡@ ❜3✉.❡@ ❡. ✉♥❡ ♣❛3.✐❡ ♠♦♥♦.♦♥❡ ❧✐♥4❛✐3❡✳ ✭❞✬❛♣3G@

❬✶✸✶❪✮

❞❡ ❢34>✉❡♥❝❡ ❧❡♥.❡ ❞❛♥@ ❧❛ ♠❛❣♥4.♦34@✐@.❛♥❝❡ ❛①❡✲❝ ♣❡✉. L.3❡ ✉♥❡ ❝♦♥@4>✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛3❛❝.G3❡ ♣❛3✲

.✐❝✉❧✐❡3 ❞✉ .3❛♥@♣♦3. ❛①❡✲❝ ❞❛♥@ ❧❡@ ♠4.❛✉① >✉❛@✐✲✷❉ ❬✶✸✹❪✳ ?❛3.❛♥. ❞❡ ❧❛ @❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦.❤G@❡✱

♦O ❧❡@ .3♦✐@ ❢34>✉❡♥❝❡@ ❋1✱ ❋2 ❡. ❋3 ♣3♦✈✐❡♥♥❡♥. ❞❡ 3✉♣.✉3❡ ♠❛❣♥4.✐>✉❡ ❡♥.3❡ ❧❡ ❜✐❧❛②❡3 ❬✶✶✺❪✱ ❧❛

♣34@❡♥❝❡ ❞❡ ❋slow ♣❡✉. @✬❡①♣❧✐>✉❡3 ♣❛3 ✉♥ @❝4♥❛3✐♦ ❞✬✐♥.❡3❢43❡♥❝❡@ >✉❛♥.✐>✉❡@ ✭♦✉ ❡✛❡. ❙.❛3❦ ❬✶✾❪✮

❡♥.3❡ ❧❡ ❜✐❧❛②❡3✳ ❏❡ ♣34@❡♥.❡3❛✐ ❞♦♥❝ ❝❡@ @❝4♥❛3✐♦@ >✉✐ ♣❡3♠❡..❡♥. ❞❡ ❞♦♥♥❡3 ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛.✐♦♥ B ❧❛



✹✳✸✳ ▲❡% ♦%❝✐❧❧❛+✐♦♥% ❧❡♥+❡% ✿ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ ❄ ✾✾

♣!"#❡♥❝❡ ❞❡ ❋slow ❛✈❛♥+ ❞❡ ❞♦♥♥❡! ❞❡# ❛!❣✉♠❡♥+# ♣❡!♠❡++❛♥+ ❞❡ ❧❡# ✐♥✜!♠❡!✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐# ❝❡#

#❝"♥❛!✐♦# "❝❛!+"#✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞"!❡!♦♥# 7✉❡ ❝❡++❡ ♦#❝✐❧❧❛+✐♦♥ ♣!♦✈✐❡♥+ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ +!♦✉#✳

❊♥ ❢❛✐#❛♥+ ❝❡❧❛ ♥♦✉# ✈❡!!♦♥# 7✉✬✐❧ ❡#+ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐7✉❡! ❝❡!+❛✐♥❡# ♣!♦♣!✐"+"# ❞❡ +!❛♥#♣♦!+✳

✹✳✸✳✶ ❖%❝✐❧❧❛*✐♦♥% ❧❡♥*❡% ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥1*♦21%✐%*❛♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡% ♠1*❛✉① 5✉❛%✐✲✷❉

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❝♦♠♣♦#"# 7✉❛#✐✲✷❉✱ ✉♥ ❧"❣❡! ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❢❛✐+ ❛♣♣❛!❛✐+!❡ ✉♥ ❜❛++❡✲

♠❡♥+ ❞❛♥# ❧❡# ♦#❝✐❧❧❛+✐♦♥#✳ ❈❡ ❜❛++❡♠❡♥+ ♣!♦✈✐❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛"!❡♥❝❡ ❡♥+!❡ ❧❡# ❢!"7✉❡♥❝❡# ❋n ❡+ ❋b

❝♦!!❡#♣♦♥❞❛♥+ ❛✉① ❛✐!❡# ❡①+!"♠❛❧❡# ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✭✬♥❡❝❦✬ ❡% ✬❜❡❧❧②✬ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐,✮ ❧✐"❡# ❛✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥+✳ ■❧

❛ "+" ♠♦♥+!"✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝♦♠♣♦#" ♦!❣❛♥✐7✉❡ 7✉❛#✐✲✷❉ β✲✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2■❇!2 ❬✶✸✹❪✱ 7✉✬✉♥❡ ❢!"7✉❡♥❝❡

❧❡♥+❡ #✉♣♣❧"♠❡♥+❛✐!❡ ❝♦!!❡#♣♦♥❞❛♥+ L ❧❛ ❞✐✛"!❡♥❝❡ ❋n ✲ ❋b✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛♣♣❛!❛✐+ ❞❛♥# ❧❛ ♠❛❣♥"+♦✲

!"#✐#+❛♥❝❡ ❛①❡✲❝ ✭✜❣✉!❡ ✹✳✶✸❛✮✮✳ ❈❡++❡ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ ♥❡ ♣!♦✈✐❡♥+ ❞♦♥❝ ♣❛# ❞✬✉♥❡ ♣❡+✐+❡ ♦!❜✐+❡

❝②❝❧♦+!♦♥ ♠❛✐# +!♦✉✈❡ #❡# ♦!✐❣✐♥❡# ❞❛♥# ❧❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ #✉!❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡!♠✐✳ ❈❡++❡ ✐♥+❡!♣!"✲

+❛+✐♦♥ ❡#+ ❜❛#"❡ #✉! ✉♥❡ ❞"♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛!+✐❝✉❧✐N!❡ ❞❡ ❝❡++❡ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✳ ❊♥

❡✛❡+✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ "+" "✈♦7✉" ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐+!❡ ✶✱ ♣♦✉! ❝❡!+❛✐♥# ❛♥❣❧❡#✱ ❛♣♣❡❧"# ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❨❛♠❛❥✐

❬✶✻❪✱ ❧❡# ❢!"7✉❡♥❝❡# ❋n ❡+ ❋b #♦♥+ ✐❞❡♥+✐7✉❡#✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧❛ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ #❡!❛ ❛❧♦!# ♥✉❧❧❡ ♣♦✉!

❝❡# ❛♥❣❧❡# ♣❛!+✐❝✉❧✐❡!#✳ ❈✬❡#+ ❝❡ 7✉✐ ❛!!✐✈❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ❝♦♠♣♦#" β✲✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2■❇!2✳ ❈❡++❡

❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ ❛ "+" !❡♣!♦❞✉✐+❡ ♣❛! ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+" ✐♥+❡!✲♣❧❛♥ ❡♥ ✉+✐❧✐#❛♥+ ❧❡# "7✉❛✲

+✐♦♥# ❞❡ ❇♦❧+③♠❛♥♥ ❬✶✸✹❪✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ♥♦+!❡ ❝❛#✱ ❝❡++❡ ❢!"7✉❡♥❝❡ ♣❡!#✐#+❡ L ❞❡# +❡♠♣"!❛+✉!❡#

♣♦✉! ❧❡#7✉❡❧❧❡# ❧❡# ❛✉+!❡# ❢!"7✉❡♥❝❡# ♦♥+ +♦+❛❧❡♠❡♥+ ❞✐#♣❛!✉✳ ▲❛ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ 7✉❡ ♥♦✉# ✈❡♥♦♥#

❞❡ ♣!"#❡♥+❡! ♣♦✉!!❛✐+ ❞♦♥❝ ♣!♦✈❡♥✐! ❞✉ ❝❛!❛❝+N!❡ ♣❛!+✐❝✉❧✐❡! ❞✉ +!❛♥#♣♦!+ ❛①❡✲❝ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉! ❧❡

❝♦♠♣♦#" ♦!❣❛♥✐7✉❡ 7✉❛#✐✲✷❉ β✲✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2■❇!2✳ ◆"❛♥♠♦✐♥# ❞❛♥# ♥♦+!❡ ❝❛#✱ ❧❛ ❞"♣❡♥❞❛♥❝❡

❛♥❣✉❧❛✐!❡ ❡#+ +♦+❛❧❡♠❡♥+ ❞✐✛"!❡♥+❡✳ ❊♥ ❡✛❡+ ❞❛♥# ❨❇❈❖✱ ❧❛ ❢!"7✉❡♥❝❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡#+ ❋1 = ✺✺✵

❚✱ ❝❡ 7✉✐ ❝♦!!❡#♣♦♥❞ L ❦F = ✶✳✷✾ ♥♠

−1
✳ ❈♦♥♥❛✐##❛♥+ ❦F ✐❧ ❡#+ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡

❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❨❛♠❛❥✐ ✭θY ✮ 7✉✐ ❡#+ ❞❡ θY ∼ ✺✼✝✳ ❙✐ ❧❛ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜#❡!✈❡ ❝♦!!❡#♣♦♥❞❛✐+ L

❧❛ ❞✐✛"!❡♥❝❡ ❡♥+!❡ ❧❡# ❢!"7✉❡♥❝❡# ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡# ❋1 ❡+ ❋2 ❛❧♦!# ✉♥❡ ❞"♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢!"7✉❡♥❝❡ #✐♠✐❧❛✐!❡

L ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦#" ♦!❣❛♥✐7✉❡ β✲✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2■❇!2 ❞❡✈!❛✐+ \+!❡ ♦❜#❡!✈"❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐#♣❛!✐+✐♦♥ ❞❡

❝❡++❡ ❢!"7✉❡♥❝❡ ♣♦✉! θY ∼ ✺✼✝✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❨❇❈❖✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧❛ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡ ❛✉❣♠❡♥+❡

♣❧✉# ✈✐+❡ 7✉✬❡♥ ✶✴❝♦#✭θ✮ ❥✉#7✉✬L ❞❡# ✈❛❧❡✉!# ❞❡ θ = ✹✺✝#❛♥# ❛✉❝✉♥ #✐❣♥❡ ❞❡ #❛+✉!❛+✐♦♥✳ ❈❡ #❝"✲

♥❛!✐♦ ❢❛✐#❛♥+ ✐♥+❡!✈❡♥✐! ❧❡ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣♦✉! ❡①♣❧✐7✉❡! ❧❛ ♣!"#❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢!"7✉❡♥❝❡ ❧❡♥+❡
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❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❛✮ ❘()✐)+❛♥❝❡ ✐♥+❡/ ♣❧❛♥ ❞❡ β✲✭❇❊❉❚✲❚❚❋✮2■❇/2 ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛✲

❣♥(+✐A✉❡✳ ▲❡) ❝♦✉/❜❡) ❛✉① ❞✐✛(/❡♥+❡) +❡♠♣(/❛+✉/❡) )♦♥+ ❞(❝❛❧(❡) ❞❛♥) ✉♥ )♦✉❝✐) ❞❡ ❝❧❛/+(✳ ❜✮

❉(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐/❡ ❞❡ ❧✬♦)❝✐❧❧❛+✐♦♥ ❧❡♥+❡ ♦❜)❡/✈(❡✳ ❝✮ ❘()✐)+❛♥❝❡ H ❇ = ✶✹ ❚ ❡+ ❚ = ✵✳✹✹ ❑ H

❞✐✛(/❡♥+) ❛♥❣❧❡)✳ ▲❡) ❧✐❣♥❡) )♦♥+ ❞❡) ❣✉✐❞❡) ♣♦✉/ ❧❡) ②❡✉①✳ ❬✶✸✹❪

♣❤(♥♦♠N♥❡ ❞✬✐♥+❡/❢(/❡♥❝❡ A✉❛♥+✐A✉❡✱ ♣/()❡♥+( ♣❧✉) ❡♥ ❞(+❛✐❧ ❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♣✐+/❡ ✶✱ ♣/♦✈✐❡♥+ ❞✉ ❢❛✐+

A✉❡ ❧❡) (❧❡❝+/♦♥) ♦♥+ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥) ❛❝❝❡))✐❜❧❡) (A✉✐✈❛❧❡♥+) ♣♦✉/ )❡ /❡♥❞/❡ ❞✉ ♣♦✐♥+ ✶ ❛✉ ♣♦✐♥+

✹ ✭)♦✐+ ❡♥ ♣❛))❛♥+ ♣❛/ ✷ ❡+ ✸ ♦✉ ♣❛/ ✷✬ ❡+ ✸✬ ✜❣✉/❡ ✹✳✶✹ ❛✮✮✳ ❯♥ +❡❧ )❝(♥❛/✐♦ ❡)+ )✉)❝❡♣+✐❜❧❡

❞✬❡①♣❧✐A✉❡/ ❧❛ ♣/()❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡++❡ ♦)❝✐❧❧❛+✐♦♥ A✉❛♥+✐A✉❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢/(A✉❡♥❝❡ ❡+ ❞❡ ♠❛))❡ ❢❛✐❜❧❡✳

◆(❛♥♠♦✐♥)✱ ❞❛♥) ❝❡ )❝(♥❛/✐♦ ❧❡) ❢/(A✉❡♥❝❡) ❋2 = ❋0 ✲ ∆❋ ❡+ ❋3 = ❋0 ✰ ∆❋ ❢♦♥+ ✐♥+❡/✈❡♥✐/ ❧❡

♠U♠❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ +/❛♥)♠✐))✐♦♥) ❡+ ❞❡ /(✢❡①✐♦♥) ❛✉① +/❛✈❡/) ❞❡) ❥♦♥❝+✐♦♥) ❞❡ /✉♣+✉/❡ ♠❛❣♥(+✐A✉❡✳

❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉/ ❝♦♥)(A✉❡♥❝❡ A✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡ /❡❧❛+✐✈❡ ❞❡ ❝❡) ❞❡✉① ❢/(A✉❡♥❝❡) ❞♦✐+ U+/❡ ✐❞❡♥+✐A✉❡

A✉❡❧A✉❡ )♦✐+ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡ ❡+ ❧❛ )♦♥❞❡ ✉+✐❧✐)(❡✳ ▲❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✶✹ ❜✮ ♣/()❡♥+❡ ❧❛

+/❛♥)❢♦/♠(❡ ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❞❡ ♥♦) ♠❡)✉/❡) ❞❡ +/❛♥)♣♦/+ ♣♦✉/ ❨❇❈❖ ✭♣ = ✵✳✶✶✮ ❥✉)A✉✬H ✼✵ ❚✳ ❙✉/

❝❡++❡ ✜❣✉/❡ ❡)+ (❣❛❧❡♠❡♥+ +/❛❝(❡ ❧❛ +/❛♥)❢♦/♠(❡ ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❝♦//❡)♣♦♥❞❛♥+ ❛✉ )❝(♥❛/✐♦) ❞❡ /✉♣+✉/❡

♠❛❣♥(+✐A✉❡ /❡♣♦/+( ❞❛♥) ❬✶✶✺❪ ✭+/❛✐+ ❣/✐)✮✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱ ❧❡) ❛♠♣❧✐+✉❞❡) ❞❡) ❢/(A✉❡♥❝❡) ❋2 ❡+ ❋3 )♦♥+

✐❞❡♥+✐A✉❡) ❡♥ ❝♦♥+/❛❞✐❝+✐♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦) ❞♦♥♥(❡) ❞❡ ♠❛❣♥(+♦+/❛♥)♣♦/+ ♣♦✉/ ♣ = ✵✳✶✶✱ A✉✐ ♠♦♥+/❡♥+

A✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡ ❞❡ ❋2 ❡)+ ❡♥✈✐/♦♥ ❧❛ ♠♦✐+✐( ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋1✳ ^❛/ ❝♦♥+/❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋3 ❡)+ A✉❛)✐♠❡♥+

✐♥❡①✐)+❛♥+❡✳ ❈❡++❡ ❛)②♠(+/✐❡ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛) U+/❡ ❡①♣❧✐A✉(❡ ♣❛/ ❝❡ )❝(♥❛/✐♦ ❞❡ /✉♣+✉/❡ ♠❛❣♥(+✐A✉❡✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ❝❡ ♠♦❞N❧❡ ❢❛✐+ ✐♥+❡/✈❡♥✐/ ❞❡✉① ❛✉+/❡) ❢/(A✉❡♥❝❡) ❋±2∆❋ A✉✐ ♥❡ )♦♥+ ♣❛) ♦❜)❡/✈(❡)

❡①♣(/✐♠❡♥+❛❧❡♠❡♥+✱ ❝❡ A✉✐ ♥(❝❡))✐+❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ /✉♣+✉/❡ ♠❛❣♥(+✐A✉❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❇MB = ✹ ❚ A✉✐
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♣♦✉0 ❨❇❈❖ .♦✉.✲❞♦♣)✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✐♥6❡0❢)0❡♥❝❡ E✉❛♥6✐E✉❡✱ ❧✬)❧❡❝60♦♥ ♣❡✉6 .❡ 0❡♥❞0❡ ❞✉ ♣♦✐♥6

✶ < ✹ ♣❛0 ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥. ❞✐✛)0❡♥6.✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐6 < ❞❡. ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥. ❞❡ ❧❛ 0).✐.6❛♥❝❡ ♣)0✐♦❞✐E✉❡
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.✐❜❧❡. ✭❝♦00❡.♣♦♥❞❛♥6 < ❧✬❛✐0❡ ❤❛❝❤✉0)❡✮✳ ✭❞✬❛♣0K. ❬✶✶✺❪✮✳ ❜✮ ❚0❛♥.❢♦0♠) ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ❞❡. ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥.

E✉❛♥6✐E✉❡. ❞❡ ❨❇❈❖ ✭♣ = ✵✳✶✶✮ .✉0 ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❇ = ❬✸✵ ❚ ❀ ✻✺ ❚❪ ✭60❛✐6 ♥♦✐0✮✳ ▲❛

❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐6✉❞❡ ❞❡. ❞✐✛)0❡♥6❡. ❢0)E✉❡♥❝❡. ❋1✱ ❋2 ❡6 ❋3 ❡.6 ♦❜6❡♥✉❡ ❡♥ 0)❛❧✐.❛♥6 ✉♥

❛❥✉.6❡♠❡♥6 ❞❡. ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥. ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣❛0 ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ▲❑✳ ▲❡ 60❛✐6 ❣0✐. 0❡♣0).❡♥6❡ ✉♥❡

❚❋ ✭.✉0 ❧❛ ♠U♠❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✮ ❞✬✉♥❡ .✐♠✉❧❛6✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞K❧❡ ❞❡ 0✉♣6✉0❡ ♠❛❣♥)6✐E✉❡ ❞❡ ❬✶✶✺❪

♣♦✉0 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ 0✉♣6✉0❡ ♠❛❣♥)6✐E✉❡ ❇MB = ✹ ❚✳

❝♦00❡.♣♦♥❞ < ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❣❛♣ ∆g ≃ ✶✳✼ ♠❡❱ ❡♥60❡ ❧❡. .✉0❢❛❝❡. ❞❡ ❋❡0♠✐ ♣0♦✈❡♥❛♥6 ❞✉

❝♦✉♣❧❛❣❡ ❜✐❧❛②❡0✮ ♣♦✉0 ♥❡ ♣❛. ♦❜.❡0✈❡0 ❝❡. ❢0)E✉❡♥❝❡.✳ ❈❡66❡ 60K. ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❣❛♣ ♥✬❡.6 ♣❛.

❡♥ ❛❝❝♦0❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❣❛♣ ♠❡.✉0)❡ ♣❛0 ❧✬❆❘[❊❙ ✭∆g ≃ ✶✻ ♠❡❱ ❬✶✸✺❪✮✳

❈❡ ♠♦❞K❧❡ ❞❡ 0✉♣6✉0❡ ♠❛❣♥)6✐E✉❡ ♥✬❡.6 ❞♦♥❝ ♣❛. ❛❞❛♣6) < ❧❛ ❞❡.❝0✐♣6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡

❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡. ❞✐✛)0❡♥6❡. ❢0)E✉❡♥❝❡. ♦❜.❡0✈)❡.✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛. ❞❡ 0✉♣6✉0❡ ♠❛❣♥)6✐E✉❡ ❡♥60❡ ❧❡.

.✉0❢❛❝❡. ❞❡ ❋❡0♠✐ ♣0♦✈❡♥❛♥6 ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥60❡ ❧❡ ❜✐❧❛②❡0✱ ❛❧♦0. ❛✉❝✉♥❡ ✐♥6❡0❢)0❡♥❝❡ E✉❛♥6✐E✉❡ ♥❡

♣❡✉6 U60❡ ♦❜.❡0✈)❡ ❞❛♥. ❝❡ ♠♦❞K❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❝❡66❡ ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥ ❧❡♥6❡ ❡.6 ✈✐.✐❜❧❡ ❞❛♥. ❧❡. ♠❡.✉0❡.

❞✬❡✛❡6 ❙❡❡❜❡❝❦ ♣♦✉0 ❧❡E✉❡❧ ❛✉❝✉♥ ♣❤)♥♦♠K♥❡ ❞✬✐♥6❡0❢)0❡♥❝❡ E✉❛♥6✐E✉❡ ♥✬❛ ❡♥❝♦0❡ )6) ♦❜.❡0✈)✳

▲✬❛♠♣❧✐6✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢0)E✉❡♥❝❡ ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦❜.❡0✈)❡ ❡♥ ❡✛❡6 ◆❡0♥.6 ❡.6 ♣❧✉. ✐♠♣♦06❛♥6❡ E✉❡ ❝❡❧❧❡

♦❜.❡0✈)❡ ♣❛0 ❡✛❡6 ❙❡❡❜❡❝❦✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ ♠♦❞K❧❡ ❞✬✐♥6❡0❢)0❡♥❝❡. E✉❛♥6✐E✉❡.✱ ♦♥ .✬❛66❡♥❞ ❛❧♦0.

< ❝❡ E✉❡ ❧❛ ❢0)E✉❡♥❝❡ ❋1 ❣)♥K0❡ ✉♥❡ ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥ ❋slow ❞✬❛♠♣❧✐6✉❞❡ ♣❧✉. ❢♦06❡ ❞❛♥. ❧✬❡✛❡6 ◆❡0♥.6

E✉❡ ❞❛♥. ❧✬❡✛❡6 ❙❡❡❜❡❝❦✳ ❆✉❝✉♥❡ ♦.❝✐❧❧❛6✐♦♥ ❧❡♥6❡ ♥✬❡.6 ❝❡♣❡♥❞❛♥6 ♦❜.❡0✈) ❞❛♥. ❧✬❡✛❡6 ◆❡0♥.6✳

[❛0 ❝♦♥60❡✱ .✐ ❋slow ♣0♦✈✐❡♥6 ❞✬✉♥❡ ♣❛06✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✐❧ ❡.6 ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧✐E✉❡0 ♣♦✉0E✉♦✐ ❋slow

♥✬❡.6 ♣❛. ✈✐.✐❜❧❡ ❞❛♥. ❧✬❡✛❡6 ◆❡0♥.6✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ )6❛♥6 ♣0♦♣♦06✐♦♥♥❡❧ < ❧✬❡✛❡6 ❙❡❡❜❡❝❦ ❡6 <

❧❛ ♠♦❜✐❧✐6) ❞❡. ♣♦06❡✉0. ✭ν ∝ µ❙✮✱ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♠♦❜✐❧✐6) ❞❡ ♣♦06❡✉0. ❝♦♥❞✉✐0❛ < ✉♥❡ 60K.

❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐6✉❞❡ ❞❡ ❋slow ❞❛♥. ❧✬❡✛❡6 ◆❡0♥.6✳

❉❛♥. ❧❛ .✉✐6❡✱ ❥❡ ♣0).❡♥6❡0❛✐ ❝❡ E✉✬❛♣♣♦06❡ ❧❛ ♣0).❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ < ❧❛ ❝♦♠♣0)❤❡♥.✐♦♥



✶✵✷

❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼✐.❡ ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢)09✉❡♥❝❡ ♣❛) ❞❡. ♠❡.✉)❡. ❞✬❡✛❡(

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛. ❞❛♥. ❨❇❛2❈✉3❖y

❞❡" ❞♦♥♥%❡" ❞❡" ❝✉♣)❛+❡"✳ ❏❡ ♣)%"❡♥+❡)❛✐ %❣❛❧❡♠❡♥+ ✉♥ "❝%♥❛)✐♦ ❞❡ )❡❝♦♥"+)✉❝+✐♦♥ ❜❛"% "✉) ✉♥

♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ♣♦✉) ❡①♣❧✐6✉❡) ❧❛ ♣)%"❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡" ❞✐✛%)❡♥+❡" ♣♦❝❤❡" ❞❡ +②♣❡ ❞❡ ♣♦)+❡✉)"

❞✐✛%)❡♥+"✳

✹✳✸✳✸ #♦❝❤❡ ❞❡ )*♦✉,

▼❛✐♥+❡♥❛♥+ 6✉❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ✐♥✜)♠% ❧❡" ❛✉+)❡" "❝%♥❛)✐♦"✱ ✐❧ ❛♣♣❛)❛✐+ ♥❛+✉)❡❧ ❞✬❛""♦❝✐❡) ❋slow

? ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ♣)♦✈❡♥❛♥+ ❞❡ ❧❛ ❙❋ )❡❝♦♥"+)✉✐+❡ ❞✐"+✐♥❝+❡ ❞❡ ❋1✳ ◆♦✉" ❛❧❧♦♥" ❞✐"❝✉+❡) ❧✬❛♣♣♦)+ ❞✬✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ ? ❧❛ ❝♦♠♣)%❤❡♥"✐♦♥ ❞❡" ♣)♦♣)✐%+%" ❞❡ +)❛♥"♣♦)+ ❞❡ ❨❇❈❖✳ F❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥+ ❞❡ "✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡+ ❍❛❧❧ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥%+✐6✉❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐6✉% "✉) ❧❛ ✜❣✉)❡

✹✳✶✺ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛" L+)❡ ✐♥+❡)♣)%+% ♣❛) ✉♥ ♠♦❞M❧❡ ? ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡+ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥ ♠♦❞M❧❡

? ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✱ ❘H = ✶✴♥❡ ❡"+ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♥+ ❞❡ ❇✳ ❙✐ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ♦♥ ❝♦♥"✐❞M)❡ ✉♥ ♠♦❞M❧❡ ? ❞❡✉①

❜❛♥❞❡" ✭❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ %+% ♣)%"❡♥+% ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐+)❡ ✶✱ ❡♥ ♣)❡♥❛♥+ ❞❡✉① +②♣❡" ❞❡ ♣♦)+❡✉)" ❞❡ ❝❤❛)❣❡"

❞✐✛%)❡♥+" %❧❡❝+)♦♥" ❡+ +)♦✉"✮ ✐❧ ❡"+ ♣♦""✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐6✉❡) ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ "✐❣♥❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ %+%

)❡♣♦)+% ♣♦✉) ❨✶✷✹ ❬✶✸✻❪ ❡+ ♣♦✉) ❈❛3❘✉2❖7 ❬✶✸✼❪✳ ❉❡ ♠L♠❡✱ ❧✬%✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❙❡❡❜❡❝❦✱

♣)%"❡♥+❛♥+ ❧❡ ♠L♠❡ +②♣❡ ❞❡ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣✱ ♣❡✉+ %❣❛❧❡♠❡♥+ L+)❡ ❡①♣❧✐6✉% ♣❛) ✉♥ ♠♦❞M❧❡

? ❞❡✉① ❜❛♥❞❡"✳ ▲❡ ❢❛✐+ 6✉❡ ❧✬❡✛❡+ ❍❛❧❧ "❛+✉)❡ ? ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ♥%❣❛+✐✈❡ ? ❢♦)+ ❝❤❛♠♣ "✐❣♥✐✜❡ 6✉❡ ❧❡"

♣♦)+❡✉)" ♠❛❥♦)✐+❛✐)❡" "♦♥+ ❞❡ +②♣❡" %❧❡❝+)♦♥"✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉" ❧✬❛✈♦♥" ✈✉ ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐+)❡ ✶✱ ❧❛ ♠❛❣♥%+♦)%"✐"+❛♥❝❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥ ♠♦❞M❧❡ ?

✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❡"+ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♥+❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥%+✐6✉❡ ✭❝❛" ❞✬✉♥❡ ❙❋ ✐"♦+)♦♣❡✮ ♦^ ♣)♦♣♦)+✐♦♥♥❡❧❧❡ ?

❇

2
❞❛♥" ✉♥ ❝❛" ♥♦♥ ✐"♦+)♦♣❡✳ ■❧ ♥✬❡"+ ❞♦♥❝ ♣❛" ♣♦""✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐6✉❡) ✉♥❡ ♠❛❣♥%+♦)%"✐"+❛♥❝❡ ❧✐♥%❛✐)❡

✭✜❣✉)❡ ✹✳✶✺✮ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞M❧❡ "✐♠♣❧❡ ? ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✳ F❛) ❝♦♥+)❡✱ ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ? ✷ ❜❛♥❞❡" ♣❡)♠❡+

❞✬❡①♣❧✐6✉❡) ✉♥❡ +❡❧❧❡ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥%❛✐)❡✳ ❈❡❝✐ ❛ %+% ♠♦♥+)% ❞❛♥" ❧❛ ♠❛❣♥%+♦)%"✐"+❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①❡✲❝

❬✶✸✵❪ ❡+ ❞❛♥" ❧❛ ♠❛❣♥%+♦)%"✐"+❛♥❝❡ ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❛♥" ❨✶✷✹ ❬✶✸✻❪✳

❯♥❡ ❛✉+)❡ ✐♥❞✐❝❛+✐♦♥ ❞✉ ❝❛)❛❝+M)❡ ❛♠❜✐♣♦❧❛✐)❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❞❡ ❨❇❈❖ "♦✉"✲❞♦♣% ❡"+ ❧✬♦❜"❡)✈❛+✐♦♥

❞✬♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥" 6✉❛♥+✐6✉❡" ❞❡ ❧❛)❣❡ ❛♠♣❧✐+✉❞❡ ❞❛♥" ❧✬❡✛❡+ ❍❛❧❧ ❬✶✵✼✱ ✶✶✶❪✳ ▲❡" ♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥" 6✉❛♥✲

+✐6✉❡" ❞❛♥" ❧❡" ♣)♦♣)✐%+%" ❞❡ +)❛♥"♣♦)+ ♥❡ "♦♥+ ♣❛" ❞✐)❡❝+❡♠❡♥+ ❛✛❡❝+%❡" ♣❛) ❧❡" ♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥" ❞✉

♣♦+❡♥+✐❡❧ +❤❡)♠♦❞②♥❛♠✐6✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉) ❧✬❛✐♠❛♥+❛+✐♦♥✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✉ +)❛♥"♣♦)+✱ ❧❡" ♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥"

6✉❛♥+✐6✉❡" ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥+ ❞✉ +❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉"✐♦♥ τ 6✉✐ ❡"+ ♣)♦♣♦)+✐♦♥♥❡❧ ? ❧❛ ❞❡♥"✐+% ❞✬%+❛+✳ ❉❛♥"

✉♥ ♠♦❞M❧❡ ? ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥ ♥✬❡"+ ❛++❡♥❞✉❡ ❞❛♥" ρxy 6✉✐ ❡"+ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♥+ ❞❡ τ ✳

F❛) ❝♦♥+)❡✱ ✉♥ ♠♦❞M❧❡ ? ❞❡✉① ❜❛♥❞❡" ♣❡)♠❡+ ❡①♣❧✐6✉❡) ❧❛ ♣)%"❡♥❝❡ ❞✬♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥" 6✉❛♥+✐6✉❡" ❞❛♥"

ρxy✳ ❯♥ +❡❧ ♠♦❞M❧❡ ❛ %+% ♣)♦♣♦"% ♣❛) ❑✐❦✉❣❛✇❛ ❡+ ❛❧✳ ❬✶✸✼❪ ♣♦✉) ❡①♣❧✐6✉❡) ❧❛ ♣)%"❡♥❝❡ ❞✬♦"❝✐❧✲

❧❛+✐♦♥" 6✉❛♥+✐6✉❡" ❛✐♥"✐ 6✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ "✐❣♥❡ ♦❜"❡)✈% ❞❛♥" ρxy ❞❛♥" ✉♥ ♠♦♥♦✲❝)✐"+❛❧ ❞❡

❈❛3❘✉2❖7 ❞❡ ❣)❛♥❞❡ 6✉❛❧✐+%✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞M❧❡ "✐♠♣❧❡ ? ❞❡✉① ❜❛♥❞❡" ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ %+% ♣)%"❡♥+%

❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐+)❡ ✶ ❡+ ❡♥ "✬✐♥+%)❡""❛♥+ ? ❞❡" ❝❛" ❧✐♠✐+❡" ❧❡" ❛✉+❡✉)" ♦♥+ ♠♦♥+)% 6✉❡ ❧❡" ♣)♦♣)✐%+%"

♣)✐♥❝✐♣❛❧❡" ♣❡✉✈❡♥+ L+)❡ ❡①♣❧✐6✉%❡" ✿

❛✮ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡ ❞✐✛%)❡♥+❡" ♣✉❧"❛+✐♦♥" ❝②❝❧♦+)♦♥ ωch 6= ωce ❡+ ✉♥ ♠L♠❡ +❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉"✐♦♥ ρxy
❝❤❛♥❣❡ ❞❡ "✐❣♥❡ 6✉❛♥❞

√
ωchωceτ = 1✳

❜✮ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦^ "❡✉❧❡♠❡♥+ ❧❡ +❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉"✐♦♥ ❞✐✛M)❡✳ ❙✐ ωch = ωce ❛❧♦)" ρxy "✬%❝)✐+ ✿

ρxy =
τe − τh
τe + τh

B

ne
✭✹✳✶✮

♦^ τe ❡+ τh ❝♦))❡"♣♦♥❞❡♥+ ❛✉ +❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉"✐♦♥ ❞❡" %❧❡❝+)♦♥" ❡+ ❞❡" +)♦✉" )❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✳ ❉❡ ❝❡++❡

%6✉❛+✐♦♥✱ ✐❧ ❛♣♣❛)❛✐+ 6✉❡ ρxy ∝ τ ✱ ❝❡ 6✉✐ )❡♥❞ ♣♦""✐❜❧❡ ❧❛ ♣)%"❡♥❝❡ ❞✬♦"❝✐❧❧❛+✐♦♥" 6✉❛♥+✐6✉❡" ❞❛♥"



✹✳✸✳ ▲❡% ♦%❝✐❧❧❛+✐♦♥% ❧❡♥+❡% ✿ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❝❤❡ ❄ ✶✵✸

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❛✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥. ❞❡ ❍❛❧❧ ♣♦✉4 ✉♥ 5❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❈❖ :♦✉:✲❞♦♣5 ✭♣ = ✵✳✶✵✮ ❡♥ ❢♦♥❝✲

.✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥5.✐A✉❡ B ❞✐✛54❡♥.❡: .❡♠♣54❛.✉4❡:✳ ❜✮ ❉5♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ 45:✐:.❛♥❝❡

❞❛♥: ❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉4 ❧❡ ♠F♠❡ 5❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ❡. ❧❡: ♠F♠❡: .❡♠♣54❛.✉4❡:✳

❧✬❡✛❡. ❍❛❧❧✳

●4I❝❡ B ❝❡ ♠♦❞J❧❡ :✐♠♣❧❡✱ ❧❡: ❛✉.❡✉4: ♦♥. 45✉::✐ B ❞5❝4✐4❡ ❧❛ ♣45:❡♥❝❡ ❞✬♦:❝✐❧❧❛.✐♦♥: ❞❛♥: ❧❡✉4

❝♦♠♣♦:5 ❛✐♥:✐ A✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ :✐❣♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦4.❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❡✛❡. ❍❛❧❧

❞❛♥: ❨❇❈❖ ♣♦::J❞❡ ❧❡: ♠F♠❡: ❝❛4❛❝.54✐:.✐A✉❡: A✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜:❡4✈5 ❞❛♥: ❈❛3❘✉2❖7✳ ▲❛ ❣4❛♥❞❡

4❡::❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥.4❡ ❧❡: ♠❡:✉4❡: ❞❡ ♠❛❣♥5.♦45:✐:.❛♥❝❡ ❞❛♥: ❝❡: ❞❡✉① ❝♦♠♣♦:5: ♥♦✉: ♦♥. ❝♦♥❞✉✐.

B ❧❛ ❝♦♥❝❧✉:✐♦♥ A✉✬✉♥ .❡❧ ♠♦❞J❧❡ B ❞❡✉① ❜❛♥❞❡: ♣❡✉. F.4❡ ✉.✐❧✐:5 ♣♦✉4 ❡①♣❧✐A✉❡4 ❧❡: ♠❡:✉4❡: ❞❡

.4❛♥:♣♦4.: ♦❜:❡4✈5❡: ❞❛♥: ❨❇❈❖✳

❉❡ ♠F♠❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞❡: ♠❡:✉4❡: ❙❡❡❜❡❝❦ ♥❡ ♣❡✉. ♣❛: F.4❡ ❡①♣❧✐A✉5 :✐♠♣❧❡♠❡♥. ♣❛4 ✉♥

♠♦❞J❧❡ B ✉♥❡ :❡✉❧❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬5❧❡❝.4♦♥:✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❙❡❡❜❡❝❦ ❡:. ❞♦♥♥5 ♣❛4 ❧❛ ❢♦4♠✉❧❡ ✿
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T
= −π
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1

TF
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3

2
+ ζ) ✭✹✳✷✮



✶✵✹

❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼✐-❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢)/8✉❡♥❝❡ ♣❛) ❞❡- ♠❡-✉)❡- ❞✬❡✛❡(

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

♦! ❚F = (e~/kB)(F/mc) ❡$% ❧❛ %❡♠♣*+❛%✉+❡ ❞❡ ❋❡+♠✐ ❡% ❦B ❧❛ ❝♦♥$%❛♥%❡ ❞❡ ❇♦❧%③♠❛♥♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉+

❡①%+❛♣♦❧*❡ ♣♦✉+ ❚ = ✵ ❞❡ ❙✴❚ ≃ ✲✶✳✵ µ❱✴❑

2
♣♦✉+ ❨❇❈❖ C ♣ = ✵✳✶✶✳ ζ = 0 ❧♦+$D✉❡ ❧❡ %❡♠♣$

❞❡ +❡❧❛①❛%✐♦♥ ❡$% ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧✬*♥❡+❣✐❡ ❡% ζ = −1/2 ❧♦+$D✉❡ ❝✬❡$% ❧❡ ❧✐❜+❡ ♣❛+❝♦✉+$ ♠♦②❡♥

D✉✐ ❡$% ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧✬*♥❡+❣✐❡✳ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬*❧❡❝%+♦♥$ ♣❡✉% ❡①♣❧✐D✉❡+ ❝❡%%❡ ✈❛❧❡✉+✳

◆*❛♥♠♦✐♥$✱ ❧♦+$D✉✬♦♥ $✬✐♥%*+❡$$❡ C ❧❛ ❞*♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❙✴❚ C ❚ = ✵✱ ♦♥ $✬❛♣❡+M♦✐% ✭✜❣✉+❡

✹✳✶✻✮ D✉❡ ❙✴❚ ❞❡✈✐❡♥% ♠♦✐♥$ ♥*❣❛%✐❢ C ♠❡$✉+❡ D✉❡ ♣ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ✐♠♣❧✐D✉❛♥% ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❚F ✳

❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧❡$ ♠❡$✉+❡$ ❞✬♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ D✉❛♥%✐D✉❡$ ♦♥% ♠✐$ ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ D✉❡ ❧❛ ❢+*D✉❡♥❝❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡

❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✱ ❞❡ ❋1 = ✻✵✵ ❚ C ♣ = ✵✳✶✷ C ❋1 = ✺✵✵ ❚ C ♣ = ✵✳✵✾ ❡% D✉❡ ♠c ❛✉❣♠❡♥%❡

❢♦+%❡♠❡♥% ✭❡♥✈✐+♦♥ ✉♥ ❢❛❝%❡✉+ ✸ ❡♥%+❡ ♣ = ✵✳✶✶ ❡% ♣ = ✵✳✵✾✮✳ ❈❡$ ♦❜$❡+✈❛%✐♦♥$ ✐♠♣❧✐D✉❡ D✉❡ ❚F

❞✐♠✐♥✉❡ C ♠❡$✉+❡ D✉❡ ♣ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬✉♥ ♠♦❞X❧❡ $✐♠♣❧❡✱ ♥❡ ❢❛✐$❛♥% ✐♥%❡+✈❡♥✐+ D✉✬✉♥❡

♣♦❝❤❡ ❞✬*❧❡❝%+♦♥$✱ ✐❧ ♥✬❡$% ♣❛$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐D✉❡+ ❧✬*✈♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❙❡❡❜❡❝❦✳ Z♦✉+ ❝❡❧❛✱

✐❧ ❡$% ♥*❝❡$$❛✐+❡ ❞✬✐♥%+♦❞✉✐+❡ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ %+♦✉$✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥% ❙❡❡❜❡❝❦ ❞❡ ❨❇❈❖ ❞❛♥$ ❧✬*%❛% ♥♦+♠❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♠♣*+❛%✉+❡

❡% ♣♦✉+ ❞✐✛*+❡♥%$ ❞♦♣❛❣❡$✳ ▲❡$ ❝❛++*$ ❡% ❧❡$ +♦♥❞$ $♦♥% +❡$♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❞❡$ ❞♦♥♥*❡$ $❛♥$ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥*%✐D✉❡ ❡% C ✷✽ ❚✳ ▲❡$ ❧✐❣♥❡$ ♣♦✐♥%✐❧❧*❡$ $♦♥% ❞❡$ ❡①%+❛♣♦❧❛%✐♦♥$ ❞❡ ❙✴❚ D✉❛♥❞ ❚ → ✵✳ ❬✶✶✸❪

❚♦✉%❡$ ❝❡$ ♣+♦♣+✐*%*$ ❞❡ %+❛♥$♣♦+% ✐♥❞✐D✉❡♥% D✉❡ ❧❛ ❙❋ ❡$% ❝♦♥$%✐%✉*❡ ❞❡ ♣♦+%❡✉+$ ❞❡ %②♣❡$

*❧❡❝%+♦♥$ ❡% %+♦✉$✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡$ ♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ D✉❛♥%✐D✉❡$ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥% D✉❡ ❞❡$ ✐♥❢♦+♠❛%✐♦♥$ $✉+ ❧❡$

❛✐+❡$ ❡①%+*♠❛❧❡$ ❞❡ ❧❛ ❙❋✱ ♥♦✉$ ♣+♦♣♦$♦♥$ D✉❡ ❧❛ ❢+*D✉❡♥❝❡ ❧❡♥%❡ ❋slow ❝♦++❡$♣♦♥❞ C ✉♥❡ ♣❡%✐%❡

♣♦❝❤❡ ❞❡ %+♦✉✳ ▲❛ $✉✐%❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%+❡ %+❛✐%❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐%* ❞❡ ❢❛✐+❡ ❛♣♣❛+❛✐%+❡ ✉♥❡ ❙❋ ❝♦♠♣♦$*❡

❞❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬*❧❡❝%+♦♥$ ❡% ❞❡ %+♦✉$ C ♣❛+%✐+ ❞❡ $❝*♥❛+✐♦$ ❞❡ +❡❝♦♥$%+✉❝%✐♦♥ ❜❛$*$ $✉+ ✉♥ ♦+❞+❡ ❞❡

❝❤❛+❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳

✹✳✹ ❙❝$♥❛'✐♦* ❞❡ '❡❝♦♥*-'✉❝-✐♦♥

◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞*❥C *✈♦D✉* ❧❡ ❢❛✐% D✉❡ ❧❛ ♣+*$❡♥❝❡ ❞✬♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢+*D✉❡♥❝❡ ✭∼ ✺✵✵ ❚✮
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❝♦&&❡9♣♦♥❞❡♥3 ❛✉① ❜❛♥❞❡9 ❧✐❛♥3❡9 ✭❇♦♥❞✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐)✮ ❡3 ❛♥3✐❧✐❛♥3❡ ✭❆♥+✐❇♦♥❞✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐)✮

&❡9♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3✳ ❉✬❛♣&C9 ●❛&❝✐❛✲❆❧❞❡❛ ❡3 ❈❤❛❦&❛✈❛&3② ❬✶✺✵❪ ♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ❧✬:E✉❛3✐♦♥ ❞❡ ❞✐9♣❡&9✐♦♥ ✿

ε(k)B,AB = ε(k)∓
√

t⊥(k)2 + t2c + 2t⊥tccos(ckz) ✭✹✳✹✮

♦<

t⊥(k) =
t⊥0

4
[cos(akx)− cos(bky)]

2
✭✹✳✺✮

❡3 3c &❡♣&:9❡♥3❡♥3 ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥3&❛❜✐❧❛②❡& ❡3 ✐♥3❡&❜✐❧❛②❡&✱ &❡9♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✽ ❛✮ &❡♣&:✲

9❡♥3❡ ❧❛ ❙❋ ♦❜3❡♥✉❡ ❡♥ ✉3✐❧✐9❛♥3 ❝❡33❡ ❞✐9♣❡&9✐♦♥✳ ▲❡9 ✈❛❧❡✉&9 ❞❡ t⊥0 = ✶✾✵ ♠❡❱ ❡3 tc = ✹✼✳✺ ♠❡❱

9♦♥3 ❝❤♦✐9✐❡9 ♣♦✉& ♦❜3❡♥✐& ✉♥❡ ❞✐9♣❡&9✐♦♥ 9✐♠✐❧❛✐&❡ V ❝❡❧❧❡ ♦❜3❡♥✉❡ ♣❛& ❧❡9 ❝❛❧❝✉❧9 ❞❡ 93&✉❝3✉&❡

❞❡ ❜❛♥❞❡9 ❬✶✵✾✱ ✶✺✶❪ ♠❛✐9 ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛♣ &:❞✉✐3 ❛✉① ♥♦❡✉❞9 ✭❡g ∼ ✷3c✮ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡9 ♠❡9✉&❡9

❞✬❆❘X❊❙ ❬✶✸✺❪✳ ❆♣&C9 &❡❝♦♥93&✉❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛& ✉♥ ♦&❞&❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✭❡♥ ♣&❡♥❛♥3 λBa,b =

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ ❛✮ ❙✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❛✈❛♥3 &❡❝♦♥93&✉❝3✐♦♥ 9❛♥9 ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧✬❡✛❡3 ❞✉

❜✐❧❛②❡& ❡3 ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❙❋✳ ◗a ❡3 ◗b ❢♦♥3 &:❢:&❡♥❝❡9 ❛✉① ❞✐✛:&❡♥3❡9 ❞✐&❡❝3✐♦♥9 ❞❡ ❧❛

❝❡❧❧✉❧❡ ♦&3❤♦&❤♦♠❜✐E✉❡✳ ❜✮ ❙❝❤:♠❛ ♠♦♥3&❛♥3 ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬:❧❡❝3&♦♥9 ❡♥ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❞✐❛♠❛♥3 ❛♣&C9 ❧❛

3&❛♥9❧❛3✐♦♥ ❞❡9 ♣❛&3✐❡9 ♥♦❞❛❧❡9 ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✐♥✐3✐❛❧❡9 ♣❛& ❧❡9 ✈❡❝3❡✉&9 ◗a ❡3 ◗b✳ ❬✶✹✽❪

✸✳✸✵ ❡3 λAB
a,b = ✹✳✵✺✮✱ ❧❡9 ❛✉3❡✉&9 ❞❡ ❬✶✹✽❪ ♦❜3✐❡♥♥❡♥3 ❧❛ 9✉&❢❛❝❡ &❡❝♦♥93&✉✐3❡ ♣&:9❡♥3:❡ 9✉& ❧❛ ✜❣✉&❡
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✹✳✶✽ ❜✮✳ ❉❡✉① ♣♦❝❤❡. ❞✬1❧❡❝34♦♥. .♦♥3 .✐3✉1❡. ❛✉① ♥♦❡✉❞. ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣4♦✈❡♥❛♥3 ❞❡. ❙❋ ❧✐❛♥3❡ ✭4♦✉❣❡✮

❡3 ❛♥3✐❧✐❛♥3❡ ✭❜❧❡✉❡✮✳ ❉✉ ❢❛✐3 ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♠❡♥.✉4❛❜✐❧✐31 ❞❡. ✈❡❝3❡✉4. QB
a ✱ Q

B
b ✱ Q

AB
a ❡3 QAB

b ❛✈❡❝ ❧❡

41.❡❛✉✱ ❧✬❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ❡.3 ✬✐♥✜♥✐✬ ✭❝✬❡.3 A ❞✐4❡ B✉✬✉♥ 34C. ❣4❛♥❞ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ 34❛♥.❧❛3✐♦♥. ❞❡ ❧❛ ❙❋

✐♥✐3✐❛❧❡ .♦♥3 ♥1❝❡..❛✐4❡. ♣♦✉4 4❡34♦✉✈❡4 ❧❛ ♣14✐♦❞✐❝✐31 ❞✉ 41.❡❛✉✮ ❝❡ B✉✐ ♦❜❧✐❣❡ A ♥❡ ❝♦♥.✐❞14❡4 B✉❡

❧❡. ❝♦✉♣❧❛❣❡. ❛✉ ♣4❡♠✐❡4 ♦4❞4❡ ❡♥34❡ ❧❡. ❞✐✛14❡♥3❡. ❜❛♥❞❡.✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉3 ❡①♣❧✐B✉❡4 ❧✬❛♣♣❛4✐3✐♦♥ ❞❡.

❜❛♥❞❡. .✉♣♣❧1♠❡♥3❛✐4❡. ✭❣4✐.✮ .✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✶✽ ❜✮✳ ◆1❛♥♠♦✐♥. ✐❧ ♥✬❡.3 ♣❛. 1✈✐❞❡♥3 B✉❡ 3♦✉3❡. ❧❡.

❜❛♥❞❡. ✈♦♥3 ❞✐.♣❛4❛✐34❡ ❡♥ ❝♦♥.✐❞14❛♥3 ❧❡. ❝♦✉♣❧❛❣❡. .✉♣♣❧1♠❡♥3❛✐4❡.✳

❉❛♥. ❝❡ .❝1♥❛4✐♦ ❧❡. ❛✉3❡✉4. ♦♥3 ♣4✐. ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧✬❡✛❡3 ❞✉ ❜✐❧❛②❡4 ♣♦✉4 ❧❡✉4 ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥.✐ B✉❡ ❞❡.

✈❡❝3❡✉4. ❞✬♦♥❞❡. |QB
a,b| ❡3 |QAB

a,b | ❞❡ ♣14✐♦❞✐❝✐31. ❞✐✛14❡♥3❡.✳ ◆1❛♥♠♦✐♥.✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣4❡✉✈❡ ❡①♣14✐✲

♠❡♥3❛❧❡ ♥❡ ❥✉.3✐✜❡ ❧✬✉3✐❧✐.❛3✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❡❝3❡✉4. ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛14❡♥3.✳ ◆♦✉. 4❡♠❛4B✉♦♥. B✉❡ ❧❡ ❜✐❧❛②❡4

❛ ♣♦✉4 ❝♦♥.1B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐4❡ ❛♣♣❛4❛✐34❡ ✷ ♣♦❝❤❡. ❞✬1❧❡❝34♦♥.✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ♥♦❡✉❞. ❞❡ ❧❛ ❙❋✱ ❞❡

3❛✐❧❧❡. ❞✐✛14❡♥3❡. ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ .❡✉❧❡ ♣♦❝❤❡ B✉❛♥❞ ❧✬❡✛❡3 ❞✉ ❜✐❧❛②❡4 ♥✬❡.3 ♣❛. ♣4✐. ❡♥ ❝♦♠♣3❡✳

❉❛♥. ❧❛ .✉✐3❡✱ ❞❛♥. ✉♥ .♦✉❝✐. ❞❡ .✐♠♣❧✐❝✐31✱ ♥♦✉. ♥❡ ♣4❡♥❞4♦♥. ♣❛. ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧✬❡✛❡3 ❞✉ ❜✐❧❛②❡4

❡3 ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✭3c = 3⊥ = ✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉. ♥♦✉. ❝❤♦✐.✐4♦♥. ❞❡ ♣4❡♥❞4❡ ✉♥❡ ♣14✐♦❞✐❝✐31

♣♦✉4 ❧✬♦4❞4❡ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ λ = ✸ ✭1B✉✐✈❛❧❡♥3 A ◗ = ✵✳✸✸✮ ♣4♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉4 ♠❡.✉41❡ ♣❛4 4❛②♦♥.✲❳

✭◗X−ray = ✵✳✸✷✼ ❬✶✵✻❪✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉. ♣❡4♠❡334❛ ❞❡ ♥♦✉. ♣❧❛❝❡4 ❞❛♥. ✉♥ ❝❛. ❝♦♠♠❡♥.✉41 ❡3 ❛✐♥.✐

41❛❧✐.❡4 ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝3 ❞❡ 4❡❝♦♥.34✉❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽ ✕ ❛✮ ❙✉4❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡4♠✐ ❛✈❛♥3 4❡❝♦♥.34✉❝3✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥.✐❞14❛♥3 ❧✬❡✛❡3 ❞✉ ❜✐❧❛②❡4✳ ▲❡.

❧✐❣♥❡. 4♦✉❣❡. ❡3 ❜❧❡✉❡. ❝♦44❡.♣♦♥❞❡♥3 ❛✉① ❜❛♥❞❡. ❧✐❛♥3❡. ❡3 ❛♥3✐❧✐❛♥3❡. 4❡.♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3✳ ◗

B
❡3 ◗

AB

❢♦♥3 41❢14❡♥❝❡ ❛✉① ✈❡❝3❡✉4. ❞❡ ♥❡.3✐♥❣ ❞❡. ❜❛♥❞❡. ❧✐❛♥3❡. ❡3 ❛♥3✐❧✐❛♥3❡. 4❡.♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3 3❛♥❞✐. B✉❡

◗a ❡3 ◗b ❢♦♥3 41❢14❡♥❝❡. ❛✉① ❞✐✛14❡♥3❡. ❞✐4❡❝3✐♦♥. ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦43❤♦4❤♦♠❜✐B✉❡✳ εgap ❝♦44❡.♣♦♥❞

A ❧✬1♥❡4❣✐❡ ❞✉ ❣❛♣✳ ❜✮ ❘❡❝♦♥.34✉❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❞❡ ✹✳✶✽ ❛✮ ♣❛4 ✉♥ ♦4❞4❡ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳ ▲❡.

♣♦❝❤❡. 4♦✉❣❡. ❡3 ❜❧❡✉❡. ❝♦44❡.♣♦♥❞❡♥3 ❛✉① ♣♦❝❤❡. ❞✬1❧❡❝34♦♥.✳ ▲❡. ❧✐❣♥❡. ❣4✐.❡. 4❡♣41.❡♥3❡♥3 ❧❡.

♣❛43✐❡. ♥♦♥ 4❡❝♦♥.34✉✐3❡. ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣4♦✈❡♥❛♥3 ❞✉ ❢❛✐3 B✉❡ .❡✉❧. ❧❡. ♣4❡♠✐❡4. 3❡4♠❡. ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

.♦♥3 ♣4✐. ❡♥ ❝♦♠♣3❡✳ ❬✶✹✽❪

• ❘❡❝♦♥*-'✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛' ✉♥ ♦'❞'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❜✐❛①✐❛❧
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❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼✐.❡ ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢)09✉❡♥❝❡ ♣❛) ❞❡. ♠❡.✉)❡. ❞✬❡✛❡(

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛. ❞❛♥. ❨❇❛2❈✉3❖y

▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✾ ❛✮ ♣%-.❡♥0❡ ❧❛ ❙❋ ❞✬✉♥ ❝✉♣%❛0❡ .♦✉.✲❞♦♣- ♣♦✉% ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✶ ✪ ❛✈❛♥0 %❡✲

❝♦♥.0%✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋✱ ♦❜0❡♥✉❡ ❡♥ ✉0✐❧✐.❛♥0 ❧✬->✉❛0✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❡ ✈❡❝0❡✉% ❞❡ ♥❡.0✐♥❣ ✐❞-❛❧ ✭◗ideal✮

❛✐♥.✐ >✉❡ ❧❡ ✈❡❝0❡✉% ♠❡.✉%- ♣❛% %❛②♦♥.✲❳ ✭◗X−ray✮ .♦♥0 %❡♣%-.❡♥0-. .✉% ❝❡00❡ ✜❣✉%❡✳ ▲❛ %❡❝♦♥.✲

0%✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛% ✉♥ ♦%❞%❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❞❡ ✈❡❝0❡✉% ❞✬♦♥❞❡ ◗ideal ❞♦♥♥❡ ♥❛✐..❛♥❝❡ G ✉♥❡

♣♦❝❤❡ ❞✬-❧❡❝0%♦♥. .✐0✉-❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞. ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❡0 ❞♦♥0 ❧❛ 0❛✐❧❧❡ ❡.0 ❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ G ❝❡❧❧❡ ❞-❞✉✐0❡ ❞❡.

♦.❝✐❧❧❛0✐♦♥. >✉❛♥0✐>✉❡.✳

▼❛✐♥0❡♥❛♥0✱ .✐ ♥♦✉. ♥♦✉. ✐♥0-%❡..♦♥. G ❧❛ %❡❝♦♥.0%✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❧✐-❡ G ✉♥ ♦%❞%❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡

❜✐✲❛①✐❛❧ ❡♥ ♣%❡♥❛♥0 ❧❡ ✈❡❝0❡✉% ❞✬♦♥❞❡ ♠❡.✉%- ♣❛% %❛②♦♥.✲❳✱ >✉✐ ❡.0 ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❡♥.✉%❛❜✐❧✐0-

✭◗X−ray = ✵✳✸✷✼ ❬✶✵✻❪✮ ✐❧ ❡.0 ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥.0%✉✐%❡ ✉♥ ❤❛♠✐❧0♦♥✐❡♥ ✾ ♣❛% ✾ ❡0 ❞❡ ❧❡ %-.♦✉❞%❡

❡①❛❝0❡♠❡♥0 ❡♥ ♣%❡♥❛♥0 ❡♥ ❝♦♠♣0❡ 0♦✉0❡ ❧❡. ♣♦..✐❜✐❧✐0-. ♥◗x + ♠◗y ❛✈❡❝ ♥ = ✵✱✶✱✷ ❡0 ♠ = ✵✱✶✱✷ ✿





















ε(❦) V V V 0 0 V 0 0
V ε(❦+◗x) V 0 V 0 0 V 0
V V ε(❦+2◗x) 0 0 V 0 0 V
V 0 0 ε(❦+◗y) V V V 0 0

0 V 0 V ε(❦+◗y+◗x) V 0 V 0

0 0 V V V ε(❦+◗y+2◗x) 0 0 V

V 0 0 V 0 0 ε(❦+2◗y) V V

0 V 0 0 V 0 V ε(❦+2◗y+◗x) V

0 0 V 0 0 V V V ε(❦+2◗y+2◗x)





















✭✹✳✻✮

❊♥ ❢❛✐.❛♥0 ❝❡❧❛ ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✾ ❜✮✳ ❉❡✉① ❜❛♥❞❡. ❝%♦✐.❡♥0 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡%♠✐ ✭❝♦♥❞✉✐.❛♥0

G >✉❛0%❡ ❙❋ ❞✐.0✐♥❝0❡. ✿ ❞❡✉① ❞❡ 0②♣❡ -❧❡❝0%♦♥. %♦✉❣❡ ❡0 ❞❡✉① ❞❡ 0②♣❡ 0%♦✉. ❜❧❡✉✮ ❝❡ >✉✐ ❡.0

✐♥❝♦♥.✐.0❛♥0 ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❝❤❛❧❡✉% .♣-❝✐✜>✉❡ ♠❡.✉%-❡ ♣❛% ❬✶✶✵❪✳ ▲❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬-❧❡❝0%♦♥.

.✐0✉-❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ♥♦❡✉❞. ♣♦..S❞❡ ✉♥❡ ❛✐%❡ 0%♦♣ ♣❡0✐0❡ ♣♦✉% %❡♥❞%❡ ❝♦♠♣0❡ ❞❡ ❧❛ ❢%->✉❡♥❝❡ ❞❡.

♦.❝✐❧❧❛0✐♦♥. ♠❡.✉%-❡.✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❧❡. ♣♦❝❤❡. ❞❡ 0%♦✉. ♦♥0 ✉♥❡ 0❛✐❧❧❡ 0%♦♣ ✐♠♣♦%0❛♥0❡ ♣♦✉% ❝♦%%❡.✲

♣♦♥❞%❡ G ❧❛ ❢%->✉❡♥❝❡ ❧❡♥0❡ ✭❋slow✮ >✉❡ ♥♦✉. ✈❡♥♦♥. ❞❡ ♣%-.❡♥0❡%✳ ❊♥✜♥✱ .✐ ♦♥ ♣%❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣0❡

❧✬❡✛❡0 ❞✉ ❜✐❧❛②❡%✱ ❞❡. ❜❛♥❞❡. .✉♣♣❧-♠❡♥0❛✐%❡. ✈♦♥0 ❝%♦✐.❡% ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡%♠✐ ❡0 ❧❛ .❡❝♦♥❞❡ ♣♦❝❤❡

❞✬-❧❡❝0%♦♥. .✐0✉-❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ♥♦❡✉❞. ❛✉%❛ ✉♥❡ ❛✐%❡ ❡♥❝♦%❡ ♣❧✉. ♣❡0✐0❡✳ ◆-❛♥♠♦✐♥.✱ ✐❧ ❡.0 ❝♦✉✲

%❛♥0 ❞❛♥. ❝❡ 0②♣❡ ❞❡ .✐♠✉❧❛0✐♦♥ >✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♣♦0❡♥0✐❡❧ ❝❤✐♠✐>✉❡ .♦✐0 ♥-❝❡..❛✐%❡ ♣♦✉%

%❡♥❞%❡ ❝♦♠♣0❡ ❞❡ ❧❛ %-❛❧✐0-✳ ❉❛♥. ♥♦0%❡ ❝❛. ✐❧ ❡.0 ♥-❝❡..❛✐%❡ ❞❡ ❞-❝❛❧❡% ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞✉ ♣♦0❡♥0✐❡❧ ❝❤✐✲

♠✐>✉❡ ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✷✵✵ ♠❡❱✱ ♣♦✉% >✉❡ ❧❡. 0❛✐❧❧❡. ❞❡. ♣♦❝❤❡. ❞✬-❧❡❝0%♦♥. ❡0 ❞❡ 0%♦✉. ❝♦%%❡.♣♦♥❞❡♥0

❛✉① ♠❡.✉%❡. ❞✬♦.❝✐❧❧❛0✐♦♥. >✉❛♥0✐>✉❡.✳ ❯♥ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❛✉..✐ ❣%❛♥❞ ❞✉ ♣♦0❡♥0✐❡❧ ❝❤✐♠✐>✉❡ ♥❡ ♣❡✉0

❝❡♣❡♥❞❛♥0 ♣❛. X0%❡ ❡①♣❧✐>✉- ♣❤②.✐>✉❡♠❡♥0✳

❈❡❝✐ ♥♦✉. ❛✉0♦%✐.❡ G ❝♦♥❝❧✉%❡ >✉❡ ❝❡00❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♥✬❡.0 ♣❛. .❛0✐.❢❛✐.❛♥0❡ ♣♦✉% ❞-❝%✐%❡ ❧❛ %❡❝♦♥.✲

0%✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳

✹✳✹✳✷ ◗✉❛&'❡ ♣♦❝❤❡- ♥♦❞❛❧❡- ❡& ♦'❞'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧

❉❛♥. ❧❡ ❜✉0 ❞✬♦❜0❡♥✐% ✉♥ ❛❝❝♦%❞ .❛0✐.❢❛✐.❛♥0 ❡♥0%❡ ❧❡. ❝❛❧❝✉❧. ❞❡ %❡❝♦♥.0%✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❡0 ❧❡.

♠❡.✉%❡. ❡①♣-%✐♠❡♥0❛❧❡.✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❝❤♦✐.✐ ❞❡ ♣❛%0✐% ❞✬✉♥❡ ❛✉0%❡ .✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡%♠✐ ✐♥✐0✐❛❧❡✳ Z♦✉%

❝❡❧❛✱ ♥♦✉. ♣%❡♥♦♥. ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧✬✐♠♣❛❝0 ❞✉ ♣.❡✉❞♦❣❛♣ .✉% ❧❡. ♣%♦♣%✐-0-. -❧❡❝0%♦♥✐>✉❡. G ❤❛✉0❡

0❡♠♣-%❛0✉%❡✳ ◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ♣❛%0✐% ❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡. ♥♦❞❛❧❡. ❞❡ 0%♦✉.✱ ♣%-❞✐0❡. ♣❛% ❞✐✛-%❡♥0. .❝-♥❛%✐♦.

❬✽✻✱ ✶✺✷✱ ✶✺✸✱ ✶✺✹❪✳ ◆♦✉. ✉0✐❧✐.❡%♦♥. ❧❡ ♠♦❞S❧❡ ❨❛♥❣✲❩❤❛♥❣✲❘✐❝❡ ✭❨❩❘✮ ❝❛% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ ❛♥❛❧②0✐>✉❡

❡.0 ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡ ❡0 ♥♦✉. ♣❡%♠❡0 ❞❡ ♣❛%❛♠-0%❡% ♥♦0%❡ ❙❋ ✐♥✐0✐❛❧❡ ❝♦♥.0✐0✉- ❞❡ >✉❛0%❡ ♣♦❝❤❡. ♥♦❞❛❧❡.✳

◆-❛♥♠♦✐♥.✱ 0♦✉0 ❛✉0%❡. .❝-♥❛%✐♦. ❝♦♥❞✉✐.❛♥0 G >✉❛0%❡ ♣♦❝❤❡. ♥♦❞❛❧❡. ❞❡✈%❛✐0 ❞♦♥♥❡% ❞❡. %-.✉❧0❛0.

.✐♠✐❧❛✐%❡.✳

▲❛ ❞✐.♣❡%.✐♦♥ ❞❡. ❜❛♥❞❡. ❛ -0- ♣❛%❛♠-0%-❡ ❡♥ ✉0✐❧✐.❛♥0 ❧❡ ♠♦❞S❧❡ ❞❡ ❨❩❘ ♣♦✉% ✉♥ ❞♦♣❛❣❡



✹✳✹✳ ❙❝$♥❛'✐♦* ❞❡ '❡❝♦♥*-'✉❝-✐♦♥ ✶✵✾

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✾ ✕ ❛✮ ❙❋ ❞✬✉♥ ❝✉♣/❛0❡ 2♦✉2✲❞♦♣5 ♣♦✉/ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✶ ✪ ❛✈❛♥0 /❡❝♦♥20/✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❙❋✱ ♦< 2♦♥0 /❡♣/52❡♥052 ❧❡2 ✈❡❝0❡✉/2 ❞❡ ♥❡20✐♥❣ ◗ideal ✭/♦✉❣❡✮ ❡0 ◗X−ray ✭❜❧❡✉✮✳ ❜✮ ❙❋ /❡❝♦♥20/✉✐0❡

♣❛/ ✉♥ ♦/❞/❡ ❞❡ ❝❤❛/❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❝♦♠♠❡♥2✉/5 ◗a =✭✵✳✸✸✱✵✱✵✮ ❡0 ◗b =✭✵✱✵✳✸✸✱✵✮ ❡♥ ♣❛/0❛♥0 ❞❡ ❧❛ ❙❋

♥♦♥ /❡❝♦♥20/✉✐0❡ ✭❣/✐2❡✮ ❝♦//❡2♣♦♥❞❛♥0 E ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✶✪ ♣♦✉/ ❨❇❈❖✳ ❉❡2 ♣♦❝❤❡2 ❞✬5❧❡❝0/♦♥2

✭/♦✉❣❡2✮ ❡0 ❞❡ 0/♦✉2 ✭❜❧❡✉❡2✮ ❝/♦✐2❡♥0 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡/♠✐✳

❞❡ ✶✵ ✪ ❬✽✻❪ O✉✐ ❝♦♥❞✉✐0 E ✉♥❡ ❙❋ ❝♦♥20✐0✉5❡ ❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡2 ❞❡ 0/♦✉2 2✐0✉5❡2 ❛✉① ♥♦❡✉❞2 ✭0/❛✐02

❜❧❛♥❝2 2✉/ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✶✮✳ R♦✉/ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ①✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ●/❡❡♥ ✭♠♦❞U❧❡ ❨❩❘✮ O✉✐ ♣❡/♠❡0 ❞❡

/❡♠♦♥0❡/ ❛✉ ♣♦✐❞2 2♣❡❝0/❛❧ ❡20 ❞♦♥♥5❡ ♣❛/ ✿

G(k, ω) =
∑

α=±

gt(x)W
α
k

ω − Eα
k −∆2

sc/(ω + Eα
k )

✭✹✳✼✮

♦< gt(x) ❡20 ❧❡ ❢❛❝0❡✉/ ❞❡ /❡♥♦/♠❛❧✐2❛0✐♦♥ ❞❡ ●✉0③✇✐❧❧❡/ ❞♦♥♥5 ♣❛/ gt(x) = 2x/(1 + x) ❡0 ① ❧❡

❞♦♣❛❣❡✳ ▲❡2 ❞❡✉① ❜/❛♥❝❤❡2 ❞✬5♥❡/❣✐❡ ❡0 ❞❡ ♣♦✐❞2 2♦♥0 ❞♦♥♥5❡2 ♣❛/ ✿

E±
k =

1

2
(ξk − ξ0k)± Ek ✭✹✳✽✮

❡0

W±
k =

1

2

(

1± ξ̃k
Ek

)

✭✹✳✾✮

♦< Ek =
√

ξ̃2k +∆2
pg✱ ξ̃k =

ξk+ξ0
k

2 ✱ ξ0k = −2t(x)(coskx + cosky) ❡0



✶✶✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼✐-❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢(/8✉❡♥❝❡ ♣❛( ❞❡- ♠❡-✉(❡- ❞✬❡✛❡'

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

ξk = ξ0k − 4t′(x)coskxcosky − 2t′′(x)(cos2kx + cos2ky)− µp ✭✹✳✶✵✮

µp ❡'( ❧❡ ♣♦(❡♥(✐❡❧ ❝❤✐♠✐1✉❡ ❞4(❡5♠✐♥4 ♣❛5 ❧❛ 57❣❧❡ ❞❡ '♦♠♠❡ ❞❡ ▲✉((✐♥❣❡5✳ ▲❡' (❡5♠❡' ❞❡ '❛✉(

'♦♥( t(x) = gt(x)t0 + (3/8)gs(x)Jχ✱ t
′(x) = gt(x)t

′
0 ❡( t′′(x) = gt(x)t

′′
0✱ ♦; gs(x) = 4/(1 + x)2

❡'( ✉♥ ❛✉(5❡ ❢❛❝(❡✉5 ❞❡ 5❡♥♦5♠❛❧✐'❛(✐♦♥ ❞❡ ●✉(③✇✐❧❧❡5✱ J = t0/3✱ χ = 0.338✱ t′0 = −0.3t0 ❡(

t′′0 = 0.2t0✳ ∆sc ❡( ∆pg '♦♥( 5❡'♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡' 4❝❤❡❧❧❡' ❞✬4♥❡5❣✐❡' ❞✉ ❣❛♣ '✉♣5❛❝♦♥❞✉❝(❡✉5 ❡( ❞✉

♣'❡✉❞♦❣❛♣✳ ▲❡' ❞❡✉① '♦♥( ♣5✐' ❛✈❡❝ ✉♥❡ '②♠4(5✐❡ ❞ ❞♦♥♥4❡ ♣❛5 ✿

∆sc =
∆0

sc(x)
2 (coskx − cosky)

∆pg =
∆0

pg(x)

2 (coskx − cosky)
✭✹✳✶✶✮

❛✈❡❝

∆0
sc(x) = 0.14(1− 82.6(x− 0.2)2)

∆0
pg(x) = 0.6(1− x/0.2)

✭✹✳✶✷✮

❈❡' ✈❛❧❡✉5' ❞❡ ∆0
sc(x) ❡( ∆0

pg(x) ♠✐♠❡♥( ❧❡ ❞✐❛❣5❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛'❡ ❞❡' ❝✉♣5❛(❡' ✜❣✉5❡ ✹✳✷✵✳ ◆♦✉'

(5❛✈❛✐❧❧♦♥' ✐❝✐ ❡♥ ✉♥✐(4 ❞❡ ~ = 1 ❡! !♦✉!❡$ ❧❡$ &♥❡(❣✐❡$ $♦♥! ❡♥ ✉♥✐!& ❞❡ t0 ✭❧✬❛♠♣❧✐!✉❞❡ ❞❡ $❛✉!

♣❧✉$ ♣(♦❝❤❡ ✈♦✐$✐♥✮✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✵ ✕ ❉✐❛❣(❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛$❡ ♣♦✉( ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❨❩❘✳ ▲❡ ♣♦✐♥! ❝(✐!✐@✉❡ @✉❛♥!✐@✉❡ A ♣❛(!✐(

❞✬♦B ❧❡ ♣$❡✉❞♦❣❛♣ &♠❡(❣❡ ❡$! ♣(✐$ A ① = ✵✳✷✱ ❝❡ @✉✐ ❝♦((❡$♣♦♥❞ A ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣!✐♠✉♠✳

❬✶✺✺❪

❉❡ ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡ ●(❡❡♥ ♦♥ ♦❜!✐❡♥! ❧❛ ❞❡♥$✐!& $♣❡❝!(❛❧❡ ✿



✹✳✹✳ ❙❝$♥❛'✐♦* ❞❡ '❡❝♦♥*-'✉❝-✐♦♥ ✶✶✶

A(k, ω) = 2πgt(x)
∑

α=±
Wα

k [(u
α)2δ(ω − Eα

s ) + (vα)2δ(ω + Eα
s )] ✭✹✳✶✸✮

♦' Eα
s =

√

E±2
k +∆2

sc✱ u
α =

√

1
2(1 +

Eα
k

Eα
s
) ❡* vα =

√

1
2(1−

Eα
k

Eα
s
) +♦♥* -❡+♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❡+ 4♥❡-❣✐❡+

❡* ❧❡+ ❛♠♣❧✐*✉❞❡+ ❞❡+ 9✉❛+✐♣❛-*✐❝✉❧❡+✳

▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✶ ♣-4+❡♥*❡ ❧❛ ❙❋ ❞❡ ❨❇❈❖ ♣❛-❛♠4*-4❡ ❡♥ ✉*✐❧✐+❛♥* ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❨❩❘✳ ▲❡+ ♣♦❝❤❡+

♥♦❞❛❧❡+ ✭*-❛✐*+ ❜❧❛♥❝+✮ ♣-♦✈✐❡♥♥❡♥* ❞✉ *❡-♠❡ E−
k ✳ ▲❡ ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧ ❛++♦❝✐4 H ❝❡+ ♣♦❝❤❡+ ❡+* ♦❜*❡♥✉

❣-I❝❡ H A(k, ω)✳ ▲❡+ ❝♦✉❧❡✉-+ ❝❤❛✉❞❡+ -❡♣-4+❡♥*❡♥* ✉♥❡ ❢♦-*❡ ❞❡♥+✐*4 +♣❡❝*-❛❧❡ ❝♦♥❞✉✐+❛♥* H ❞❡+

❛-❝ ❞❡ ❋❡-♠✐✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ 4*4 ✈✉ ❡♥ ❆❘L❊❙✳ L❛-*❛♥* ❞❡ ❝❡**❡ +✉-❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡-♠✐ ❝♦♥+*✐*✉4❡ ❞❡

✹ ♣♦❝❤❡+ ♥♦❞❛❧❡+ ✭*②♣❡ *-♦✉+✮ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❝❛❧❝✉❧4 ❧❛ +✉-❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡-♠✐ ❛♣-C+ -❡❝♦♥+*-✉❝*✐♦♥ ♣❛-

✉♥ ♦-❞-❡ ❞❡ ❝❤❛-❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❝♦♠♠❡♥+✉-4 ✭◗1 = ✭✵✳✸✸✱✵✱✵✮ ❡* ◗2 = ✭✵✱✵✳✸✸✱✵✮✮✳ ❙✐

♥♦✉+ ♥❡ ♣-❡♥♦♥+ ♣❛+ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡ ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧✱ ❧❛ ❙❋ -❡❝♦♥+*-✉✐*❡ ❡+* ❝♦♥+*✐*✉4❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❝❤❡

❞✬4❧❡❝*-♦♥+ ✭❞✐❛♠❛♥*✮ +✐*✉4❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞+✱ ❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡+ ❞❡ *-♦✉+ ❛✉① ❝♦✐♥+ ❞✉ ❞✐❛♠❛♥* ❡* ❞✬✉♥❡

❞❡-♥✐C-❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ *-♦✉+ ❡♥*♦✉-❛♥* ❧❡+ ❛✉*-❡+ ♣♦❝❤❡+ ✭✜❣✉-❡ ✹✳✷✷ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❙✐ ❧❡ ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧❡

❡+* ♣-✐+ ❡♥ ❝♦♠♣*❡✱ ❛❧♦-+ ❧❛ ❙❋ -❡❝♦♥+*-✉✐*❡ ♥✬❡+* ♣❧✉+ ❝♦♥+*✐*✉4❡ 9✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬4❧❡❝*-♦♥+ ❛✈❡❝

✉♥ ❢♦-* ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧ ❡* ❞❡+ ✹ ♣♦❝❤❡+ ❞❡ *-♦✉+ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧ ♠♦✐♥❞-❡ ✭✜❣✉-❡ ✹✳✷✷ ❞❡

❞-♦✐*❡✮✳ ▲❛ ❣-♦++❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ *-♦✉+ ♣♦++C❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞+ +♣❡❝*-❛❧ 9✉❛+✐♠❡♥* ♥✉❧✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✶ ✕ ❙❋ ♣♦✉- ❨❇❈❖ +♦✉+✲❞♦♣4 ✭❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✵✪✮ ❛✈❛♥* -❡❝♦♥+*-✉❝*✐♦♥ ❡* ❡♥ ♣-❡♥❛♥*

❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧✬✐♠♣❛❝* ❞✉ ♣+❡✉❞♦❣❛♣ ♣❛- ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❨❩❘✳ ▲❡+ ❡✛❡*+ ❞✉ ❜✐❧❛②❡- ❡* ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥*

♥❡ +♦♥* ♣❛+ ♣-✐+ ❡♥ ❝♦♠♣*❡✳

❉❛♥+ ❝❡ ♠♦❞C❧❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❝❤♦✐+✐ ❞✬✐❣♥♦-❡- ❧✬❡✛❡* ❞✉ ❜✐❧❛②❡- ❡* ❞✉ ❣♦♥❞♦❧❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❙❋✳

❊♥ ♣-❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❝❡+ ❡✛❡*+✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉+ -4❛❧✐+*❡ ❝♦♥❞✉✐-❛✐* H ❞❡✉① ♣♦❝❤❡+ ❞✬4❧❡❝*-♦♥+

✭❞✐❛♠❛♥*+✮ ❞❡ *❛✐❧❧❡+ ❞✐✛4-❡♥*❡+✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛++♦❝✐4❡+ H 9✉❛*-❡ ♣♦❝❤❡+ ❞❡ *-♦✉+✳ ❉❛♥+ ❧❛ +✉✐*❡ ♥♦✉+



✶✶✷

❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼✐-❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢(/8✉❡♥❝❡ ♣❛( ❞❡- ♠❡-✉(❡- ❞✬❡✛❡'

❙❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛- ❞❛♥- ❨❇❛2❈✉3❖y

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ ❙✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ &❡❝♦♥12&✉✐2❡ ♣❛& ✉♥ ♦&❞&❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❝♦♠♠❡♥1✉&: ◗a =

✭✵✳✸✸✱✵✱✵✮ ❡2 ◗b = ✭✵✱✵✳✸✸✱✵✮ ❡♥ ♣❛&2❛♥2 ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♥♦♥ &❡❝♦♥12&✉✐2❡ ♣&:1❡♥2: 1✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✶✳

●❛✉❝❤❡ ✿ ▲❡ ♣♦✐❞1 1♣❡❝2&❛❧ ♥✬❡12 ♣❛1 ♣&✐1 ❡♥ ❝♦♠♣2❡✳ ❉(♦✐'❡ ✿ ▲❡ ♣♦✐❞1 1♣❡❝2&❛❧ ❡12 ♣&✐1 ❡♥

❝♦♠♣2❡✳

♣&:1❡♥2❡&♦♥1 ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ♦F ♥♦✉1 ❝♦♥1✐❞:&♦♥1 ❧❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞✬:❧❡❝2&♦♥1 ❝♦♠♠❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞❛♥2 ❛✉

❢&:G✉❡♥❝❡1 ❋1 ❡2 ❋2 ❛11♦❝✐:❡1 ❛✉① ♣♦❝❤❡1 ❞❡ 2&♦✉1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞❛♥2 H ❋slow✳

✹✳✹✳✸ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ )✉+❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡+♠✐

▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✸ ♣&:1❡♥2❡ ✉♥ 1❦❡2❝❤ ❞❡ ❙❋ ❝♦♥12✐2✉:❡ ❞❡ ✷ ♣♦❝❤❡1 ❞✬:❧❡❝2&♦♥1 ✭❞✐❛♠❛♥2✱ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡

♣❛& ❜✐❧❛②❡&✮ ❡2 ❞❡ ♣❡2✐2❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞❡ 2&♦✉1✳ ❊♥ 1✉♣♣♦1❛♥2 G✉❡ ❧❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞✬:❧❡❝2&♦♥1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞❡♥2

❛✉① ❢&:G✉❡♥❝❡1 ❋1 ❡2 ❋2 ❡2 G✉❡ ❧❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞❡ 2&♦✉1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞❡♥2 H ❋slow ❡2 ✐♥✈♦G✉❛♥2 ❞❡ ❧❛

&✉♣2✉&❡ ♠❛❣♥:2✐G✉❡ ❡♥2&❡ ❧❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞✬:❧❡❝2&♦♥1 ❡2 ❧❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞❡ 2&♦✉1 ✭❢❛✐❜❧❡ ❣❛♣ ❡♥2&❡ ❧❡1

♣♦❝❤❡1 ❞❡ 2&♦✉1 ❡2 ❞✬:❧❡❝2&♦♥1✮ ✐❧ ❡12 ♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣2❡ ❞✉ 1♣❡❝2&❡ ♦1❝✐❧❧❛2♦✐&❡ ❞❡ ❨❇❈❖✳

❊♥ ❡✛❡2✱ ❞❛♥1 ❧❡ &:❣✐♠❡ ❝❤❛♠♣ ❢❛✐❜❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛1 ❞❡ &✉♣2✉&❡ ♠❛❣♥:2✐G✉❡ ♣♦11✐❜❧❡ ❡2 ❧❡1 1❡✉❧❡1

❢&:G✉❡♥❝❡1 ♣&:1❡♥2❡1 1♦♥2 ❋1 ❋2 ❡2 ❋slow✳ ▲♦&1G✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 1❡&❛ 1✉✣1❛♠♠❡♥2 ❢♦&2 ♣♦✉& ✐♥❞✉✐&❡

❞❡ ❧❛ &✉♣2✉&❡ ♠❛❣♥:2✐G✉❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢&:G✉❡♥❝❡ ✈❛ ❛♣♣❛&❛✐2&❡ ❛✉ ❞:2&✐♠❡♥2 ❞❡ ❋1 ❡2 ❋slow

✭❋3 = ❋1 ✰ ❋slow✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐G✉❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉2✐♦♥ ❞❡1 ❛♠♣❧✐2✉❞❡1 ❞❡ ❋1 ❡2 ❋slow✳ ◆:❛♥♠♦✐♥1✱

❧✬❛♠♣❧✐2✉❞❡ ❞❡ ❋1 1❡&❛ ❛✉❣♠❡♥2:❡ ♣❛& ❧❛ &✉♣2✉&❡ ♠❛❣♥:2✐G✉❡ ❡♥2&❡ ❋2 ❡2 ❋slow ✭❋1 = ❋2 ✰

❋slow✮✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐G✉❡✱ G✉❡ ❞❛♥1 ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥2❡&♠:❞✐❛✐&❡✱ ❧❛ ❢&:G✉❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥2❡ 1❡&❛

❋1 ❡2 ❧✬❛♠♣❧✐2✉❞❡ ❞❡ ❋2 1❡&❛ 1✉♣:&✐❡✉&❡ H ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋3 ❡2 ❋slow✳ ❈❡❝✐ ❡12 ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡ 1♣❡❝2&❡
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✵✳✻✺ ●J❛ F 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❛♠❜✐❛♥8❡ ♣❡♥❞❛♥8 ✉♥❡ ❤❡✉/❡ ✭❧✬%❝❤❛♥8✐❧❧♦♥ ❡48 /❡❢/♦✐❞✐ ❡♥ ✷ ❤❡✉/❡4✮✳

▲✬%❝❤❛♥8✐❧❧♦♥ ❡48 ❡♥4✉✐8❡ /%❝❤❛✉✛% ❥✉49✉✬F ✷✾✽ ❑ ❡8 /%♦/❞♦♥♥% ♣❡♥❞❛♥8 ❞✐✛%/❡♥84 8❡♠♣4 ♣♦✉/

✉♥ 8♦8❛❧ ❞❡ ✶✼✻ ❤❡✉/❡4 ✭♣♦✐♥84 ✸✲✾✮✳ ▲❛ ♣/❡44✐♦♥ ❡48 ❡♥4✉✐8❡ /%❞✉✐8❡ F ✵✳✹✶ ●J❛ ✭♣♦✐♥8 ✶✵✮ ♣✉✐4

F ✵✳✷✻ ●J❛ ✭♣♦✐♥8 ✶✶✮ F ✉♥❡ 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❞❡ ✻✷ ❑✳ ▲✬%❝❤❛♥8✐❧❧♦♥ ❡48 ❡♥4✉✐8❡ /%❝❤❛✉✛% ♣♦✉/ ❧❡

❧❛✐44❡/ /❡❧❛①❡/ F ✷✾✽ ❑ ♣❡♥❞❛♥8 ❞✐✛%/❡♥84 8❡♠♣4 ♣♦✉/ ✉♥ 8♦8❛❧ ❞❡ ✼✻ ❤❡✉/❡4 ✭♣♦✐♥84 ✶✶✲✶✽✮✳ ❊♥✜♥

❧❛ ♣/❡44✐♦♥ ❡48 /%❞✉✐8❡ F ✵✳✶✸ ●J❛ F ✉♥❡ 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❞❡ ✹✺ ❑ ✭♣♦✐♥8 ✶✾✮ ♣✉✐4 F ✶ ❜❛/ F ✉♥❡

8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❞❡ ✸✵✸❑✳ ❉✐✛%/❡♥8❡4 ♠❡4✉/❡4 ❞❡ ❚c 4♦♥8 /%❛❧✐4%❡4 ✭♣♦✐♥84 ✷✵✲✷✺✮ ♣♦✉/ ✉♥ 8❡♠♣4

8♦8❛❧ ❞❡ ✶✻ ❤❡✉/❡4✳ ✭❞✬❛♣/:4 ❬✶✻✵❪✮✳

❞❡

dTc
dP

♣/♦✈❡♥❛♥8 ❞❡ ❞✐✛%/❡♥8❡4 ♣✉❜❧✐❝❛8✐♦♥4 ❬✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✷✱ ✶✻✸✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺❪✳ ▲❡4 ✈❛❧❡✉/4

dTc
dP

♦♥8 %8%

♠❡4✉/%❡4 ♣♦✉/ ❞❡4 ♣/❡44✐♦♥4 ❛♣♣❧✐9✉%❡4 F ❜❛44❡ 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ✭♣❛4 ❞✬❡✛❡8 ❞❡ /❡❧❛①❛8✐♦♥✱ 8/✐❛♥❣❧❡4

♥♦✐/4✮ ❡8 F ❤❛✉8❡ 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ✭/❡❧❛①❛8✐♦♥ ♣♦44✐❜❧❡✱ /♦♥❞4 ♥♦✐/4✮✳ ◆♦4 ✈❛❧❡✉/4 ❞❡

dTc
dP

✭8/✐❛♥❣❧❡

/♦✉❣❡✮ 4♦♥8 ❡♥ ❛❝❝♦/❞ ❛✈❡❝ ❧❡4 ✈❛❧❡✉/4 ❞❡

dTc
dP

♦❜8❡♥✉❡4 F ❜❛44❡ 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❝❡ 9✉✐ 4❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥

✐♥❞✐9✉❡/ 9✉❡ ❧❡4 ❡✛❡84 ❞❡ /❡❧❛①❛8✐♦♥ 4♦♥8 ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡4 ❞❛♥4 ♥♦8/❡ ❝❛4✳ ❙✉/ ❝❡88❡ ✜❣✉/❡✱ ♦♥ /❡♠❛/9✉❡

%❣❛❧❡♠❡♥8 9✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡

dTc
dP

♠❛①✐♠❛❧❡ ❡48 ❧%❣:/❡♠❡♥8 ❞%❝❛❧%❡ ❡♥8/❡ ♥♦4 ♠❡4✉/❡4 ❡8 ❧❡4 ♠❡4✉/❡4

♣❧✉4 ❛♥❝✐❡♥♥❡4✳ ❈❡ ❞%❝❛❧❛❣❡ ❡48 4^/❡♠❡♥8 ❧✐% F ❧❛ ❞%8❡/♠✐♥❛8✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ 9✉❡ ♥♦✉4 ♥✬❛✈♦♥4 ♣❛4

♣✉ ❡48✐♠❡/ ♣/%❝✐4%♠❡♥8 ♣♦✉/ ❧❡4 ❛♥❝✐❡♥♥❡4 ♠❡4✉/❡4 ✭❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❚c F J = ✵ ♥✬❡48 ♣❛4 8♦✉❥♦✉/4

✐♥❞✐9✉%❡ ❞❛♥4 ❧❡4 ♣✉❜❧✐❝❛8✐♦♥4 ❝♦♥8/❛✐/❡♠❡♥8 ❛✉ 8❛✉① ❞✬♦①②❣:♥❡✮✳

■❧ ❡48 %❣❛❧❡♠❡♥8 ♣♦44✐❜❧❡ ❞❡ 4✉✐✈/❡ ❧❛ ✈❛/✐❛8✐♦♥ ❞❡ ❚c✱ ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞✉ 8❡♠♣4✱ ❞✉❡ F ❧❛ ♠✐4❡ ❡♥

♦/❞/❡ ❞❡4 ♦①②❣:♥❡4 4♦✉4 ♣/❡44✐♦♥ F 8❡♠♣%/❛8✉/❡ ❛♠❜✐❛♥8❡✳ ▲✬%9✉❛8✐♦♥ ✺✳✶ ♣❡/♠❡8 ❞❡ ❞%❞✉✐/❡ ❧❛

❝♦♥48❛♥8❡ ❞❡ 8❡♠♣4 τ ❞❡ /❡❧❛①❛8✐♦♥ ❞❡4 ♦①②❣:♥❡4 ❬✶✻✻❪✳

Tc(t) = Tc(∞)− [Tc(∞)− Tc(0)]exp{−(
t

τ
)α} ✭✺✳✶✮

❛✈❡❝ α❂✵✳✻✳ ❉❡ ❧❛ ♠a♠❡ ❢❛b♦♥ 9✉❡ ❚c✱ ❧❛ /%4✐48✐✈✐8% %❧❡❝8/✐9✉❡ ρ ✈❛/✐❡ %❣❛❧❡♠❡♥8 ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❞❚c✴❞' ♣♦✉+ ❨❇❛2❈✉❖y 1 ❞✐✛4+❡♥78 ❞♦♣❛❣❡ ❧♦+8;✉❡ ❧❛ ♣+❡88✐♦♥ ❡87 ❛♣♣❧✐;✉4❡ 1

❚ ❁ ✷✵✵ ❑ ✭7+✐❛♥❣❧❡8✮ ❡7 ❚ = ✷✾✽ ❑ ✭+♦♥❞8✮✳ ▲❡8 8②♠❜♦❧❡8 ♥♦✐+8 ❝♦++❡8♣♦♥❞❡♥7 ❛✉① ❞♦♥♥4❡8

❞❡8 +4❢4+❡♥❝❡8 ❬✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✷✱ ✶✻✸✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺❪✳ ▲❡8 ♣♦✐♥78 +♦✉❣❡8 ❝♦++❡8♣♦♥❞❡♥7 ❛✉① ❞♦♥♥4❡8 ❞❡ ❝❡

7+❛✈❛✐❧✳

❞✉ 7❡♠♣8 8♦✉8 ♣+❡88✐♦♥ ✭✜❣✉+❡ ✺✳✸ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❙✉✐✈+❡ ❧❛ ✈❛+✐❛7✐♦♥ ❞❡ ρ✱ ♣❧✉7U7 ;✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚c✱

♣❡+♠❡7 ❞✬♦❜8❡+✈❡+ ❧❡8 ❡✛❡78 ❞❡ ❧❛ +❡❧❛①❛7✐♦♥ 8❛♥8 ❛✈♦✐+ ❜❡8♦✐♥ ❞❡ +❡❢+♦✐❞✐+ ❧✬4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉8✱

✉♥ ♥♦♠❜+❡ ♣❧✉8 ✐♠♣♦+7❛♥7 ❞❡ ♣♦✐♥78 ♣❡✉✈❡♥7 X7+❡ ♠❡8✉+48 ♣♦✉+ ❝❤❛;✉❡ ♣+❡88✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉7 4❝+✐+❡

✉♥❡ 4;✉❛7✐♦♥ 8✐♠✐❧❛✐+❡ 1 ❧✬4;✉❛7✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ♣♦✉+ ❧❛ ✈❛+✐❛7✐♦♥ ❞❡ ρ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞✉ 7❡♠♣8 ❬✶✻✵❪ ✿

ρ(t) = ρ(∞)− [ρ(∞)− ρ(0)]exp{−(
t

τ
)α} ✭✺✳✷✮

♦Z ρ(∞) ❡7 ρ(0) 8♦♥7✱ +❡8♣❡❝7✐✈❡♠❡♥7✱ ❧❡8 +48✐87✐✈✐748 ❞❡ ❧✬4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥ ♣♦✉+ ✉♥ 7❡♠♣8 ✐♥✜♥✐ ❡7

❛✈❛♥7 ;✉❡ ❧❡ ♣❤4♥♦♠[♥❡ ❞❡ +❡❧❛①❛7✐♦♥ ❞4❜✉7❡✳ ❉❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞❡ ♥♦7+❡ 47✉❞❡ ❡♥ ♣+❡88✐♦♥✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8

8✉✐✈✐ ❧❡ ♣❤4♥♦♠[♥❡ ❞❡ +❡❧❛①❛7✐♦♥ ❞❡ ♥♦8 4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥8 ❡♥ ♠❡8✉+❛♥7 ❧❛ +48✐87❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞✉

7❡♠♣8 ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥7+❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✺✳✸ ❞❡ ❞+♦✐7❡✳ ❉❡ ❝❡77❡ 4✈♦❧✉7✐♦♥✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❞4❞✉✐7 ✉♥ 7❡♠♣8

❞❡ +❡❧❛①❛7✐♦♥ τ = ✶✵✵ ± ✶✵ ❤ ✭❡♥ ♣+❡♥❛♥7 α = ✵✳✻✮ ♣♦✉+ ♥♦7+❡ 4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖6.6✳ ❈❡

7❡♠♣8 ❞❡ +❡❧❛①❛7✐♦♥ ❡87 ✺ ❢♦✐8 ♣❧✉8 ❣+❛♥❞ ;✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ 4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖6.45 ✭✜❣✉+❡ ✺✳✸

❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡7 ✶✵ ❢♦✐8 ♣❧✉8 ❣+❛♥❞ ;✉❡ ❞❛♥8 ✉♥ 4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖6.66 ❬✶✻✵❪ ♠❡8✉+4 ❞❛♥8 ❧❡8

♠X♠❡8 ❝♦♥❞✐7✐♦♥8 ❡①♣4+✐♠❡♥7❛❧❡8✳ ▲✬♦+✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡77❡ ❞✐✛4+❡♥❝❡ ❡87 ♣+♦❜❛❜❧❡♠❡♥7 ❧✐4❡ 1 ❧❛ ;✉❛❧✐74

✐♥✐7✐❛❧❡ ❞❡ ♥♦8 4❝❤❛♥7✐❧❧♦♥8 ♣♦✉+ ❧❡8;✉❡❧8 ❧❡8 ♦①②❣[♥❡8 ❞❡8 ❝❤❛\♥❡8 8♦♥7 ❞4❥1 ♣+❡8;✉❡ ♦+❞♦♥♥48✳

❈❡8 ❣+❛♥❞❡8 ✈❛❧❡✉+8 ❞❡ τ ✐♥❞✐;✉❡♥7 ❞♦♥❝ 4❣❛❧❡♠❡♥7 ;✉❡ ❧❡8 ❡✛❡78 ❞❡ +❡❧❛①❛7✐♦♥ 8♦♥7 ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡8

❞❛♥8 ♥♦7+❡ ♣+♦7♦❝♦❧❡ ❞❡ ♠❡8✉+❡✳



✺✳✷✳ ▼❡%✉'❡% %♦✉% ♣'❡%%✐♦♥ ✶✶✾

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ●❛✉❝❤❡ ✿ ❉%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -%.✐.0✐✈✐0% 2 0❡♠♣%-❛0✉-❡ ❛♠❜✐❛♥0❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉

0❡♠♣. ❞❡ -❡❧❛①❛0✐♦♥ ♣♦✉- ✉♥ %❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ 2 ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❨❇❛2❈✉3❖6.45 2 ✷✾✽ ❑✳ ❛✮ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ❞❡

✵✳✼ ●G❛ ♣✉✐. ❜✮ -%❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣-❡..✐♦♥ 2 ✵✳✸✹ ●G❛✳ ❝✮ ❧❛ ♣-❡..✐♦♥ ❡.0 ❝♦♠♣❧I0❡♠❡♥0 .✉♣♣-✐♠%❡

2 ✶ ❜❛-✳ ✭❞✬❛♣-I. ❬✶✻✵❪✮✳ ❉'♦✐4❡ ✿ ❉%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -%.✐.0❛♥❝❡ 2 ✹✵✝❈ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ 0❡♠♣. ❞❡

-❡❧❛①❛0✐♦♥ ♣♦✉- ♥♦0-❡ %❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖6.6 2 ✉♥❡ ♣-❡..✐♦♥ ❞❡ ✵✳✾ ●G❛✳ G♦✉- ❧❡. ❞❡✉①
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❛%%♦❝✐$❡ @ ❧❛ ❢8$F✉❡♥❝❡ ♣8✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣8❡%%✐♦♥✳ ◆♦'♦♥% F✉❡ ♠c ❞✐♠✐♥✉❡ F✉❛♥❞ ❧❛



✶✷✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ➱'✉❞❡ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖y 2♦✉2 ♣(❡22✐♦♥

♣!❡##✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❡+ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❛♣!,# !❡❧❛①❛+✐♦♥✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# 2✈♦3✉2 3✉❡ ❧❡ ❞2♣❤❛#❛❣❡ ♦❜#❡!✈2 ❡♥+!❡ ❧❡# ❞✐✛2!❡♥+❡# ♣!❡##✐♦♥# #✉! ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✻ ❜✮

2+❛✐+ ❧✐2 < ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❢!23✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❞♦♥❝ !2❛❧✐#2 ✉♥ +!❛❝2 ❞✬❖♥#❛❣❡! ✭✜❣✉!❡ ✺✳✼

❜✮✮ ❛✜♥ ❞❡ #✉✐✈!❡ ❧✬2✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢!23✉❡♥❝❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣!❡##✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥#+❛+❡

3✉❡ ❧❛ ❢!23✉❡♥❝❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❧2❣,!❡♠❡♥+ ❧♦!# ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣!❡##✐♦♥ ✭✐♥#❡!+ ❞❡ ❧❛

✜❣✉!❡ ✺✳✼ ❜✮✮✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ❛✮ ❚!❛♥#❢♦!♠2❡ ❞❡ ❋♦✉!✐❡! ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛+✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✻ ❜✮ !2❛❧✐#2❡ #✉! ❧❛ ❣❛♠♠❡

❞❡ ❝❤❛♠♣ ❇ = ❬✸✸ ❚ ✿ ✺✻ ❚❪ ♣♦✉! ❧❡# ❞✐✛2!❡♥+❡# ♣!❡##✐♦♥# ❡+ < ❚ = ✹✳✷ ❑✳ ▲✬✐♥#❡!+ ♠♦♥+!❡ ❧❛

❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ♣!❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛##❡ ❝②❝❧♦+!♦♥✳ ❜✮ ❚!❛❝2 ❞✬❖♥#❛❣❡! ♣♦✉! ❧❡# ❞✐✛2!❡♥+❡# ♣!❡##✐♦♥#✳

▲✬✐♥#❡!+ ♠♦♥+!❡ ❧❛ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ♣!❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢!23✉❡♥❝❡ ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛+✐♦♥#✳

✺✳✸ ❘$❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ❞❡/ $❝❤❛♥)✐❧❧♦♥/ ♠❡/✉4$/

▲❡ +❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ !2#✉♠❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠❡#✉!❡# ❞❛♥# ❞✐✛2!❡♥+# 2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥# ❡+ ❧❡# ❞✐✛2!❡♥+❡#

❝♦♥❞✐+✐♦♥# ❡①♣2!✐♠❡♥+❛❧❡#✳ Q♦✉! +♦✉# ❧❡# 2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥#✱ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ < ♣!❡##✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥+❡ ❡#+ ❞2❞✉✐+

❞❡ ❧❛ ♠❡#✉!❡ ❞❡ ❧❛ +❡♠♣2!❛+✉!❡ ❝!✐+✐3✉❡ ❚c ❬✶✷✼❪✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❨❇❛2❈✉3❖6.67a✱ ♥♦✉# ❧✬❛✈♦♥# ♣❧❛❝2 ❞❛♥# ✉♥ ❢♦✉! < ✼✵✝❈ ♣❡♥❞❛♥+ ✼

❥♦✉!# #♦✉# ✶✵ ❦❜❛! ❛✜♥ ❞✬♦!❞♦♥♥❡! ❧❡# ♦①②❣,♥❡# ❞❡# ❝❤❛✐♥❡#✳ ◆2❛♥♠♦✐♥#✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡

dTc
dP

♦❜+❡♥✉❡

✭✼✳✶ ± ✵✳✼ ❑✴●Q❛✮ ❡#+ ❡♥ ♣❛!❢❛✐+ ❛❝❝♦!❞ ❛✈❡❝ ❧❡# ♠❡#✉!❡# < ❜❛##❡ +❡♠♣2!❛+✉!❡ ✭✼✳✶ ± ✵✳✷ ❑✴●Q❛

❬✶✻✵❪✮ ❡+ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡

dTc
dP

❞✬✉♥ 2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ♥♦♥ !❡❧❛①2✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉!❡ 3✉❡

❝❡+ 2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ♥✬❛ ♣❛# #✉❜✐ ❞❡ !❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ ❢♦✉!✳

▲❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✽ ❛✮ ♣!2#❡♥+❡ ❧❛ ✈❛!✐❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +❡♠♣2!❛+✉!❡ ❝!✐+✐3✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣!❡##✐♦♥ ♣♦✉!

❧❡# ❞✐✛2!❡♥+# ❞♦♣❛❣❡#✳ ❖♥ !❡♠❛!3✉❡ 3✉❡ ❧✬❡✛❡+ ❞❡ ❧❛ ♣!❡##✐♦♥ ✭#❛♥# ♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❡# ❡✛❡+#

❞❡ !❡❧❛①❛+✐♦♥✮ ❡#+ ♣❧✉# ✐♠♣♦!+❛♥+❡ ♣♦✉! ❧❡# 2❝❤❛♥+✐❧❧♦♥# ② = ✻✳✻✼✳ ❈❡++❡ ♦❜#❡!✈❛+✐♦♥ ❡#+ ❡♥ ❛❝❝♦!❞

❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐❝ ❞❛♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡

dTc
dP

< ✻✳✼ ♣!2#❡♥+2 #✉! ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✷✳ ▲❛ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣!❡##✐♦♥ ♣♦✉! ❞✐✛2!❡♥+# ❞♦♣❛❣❡# ❛ 2+2 +!,# 2+✉❞✐2❡ ♣♦✉! ❨❇❈❖ ❬✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✷✱ ✶✻✸✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺❪



✺✳✸✳ ❘$❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ❞❡/ $❝❤❛♥)✐❧❧♦♥/ ♠❡/✉4$/ ✶✷✸

❡! ❞✐✛%&❡♥!( ♠♦❞+❧❡( ♦♥! %!% ♣&♦♣♦(%( ♣♦✉& !❡♥!❡& ❞❡ ❞♦♥♥❡& ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛!✐♦♥ 2 ❧✬%✈♦❧✉!✐♦♥ ❞❡ ❚c

❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳

♥♦♠ ❞❡ ❧✬%❝❤❛♥!✐❧❧♦♥ :&❡((✐♦♥ ❚c ✭± ✵✳✷ ❑✮ ∆❚c✭❑✮ ❇irr ✭± ✵✳✺ ❚✮

❨❇❛2❈✉3❖6.49 ❛♠❜✐❛♥!❡ ✺✽✳✺ ✲ ✷✽

♣initial = ✶✵✳✷ ✺ ❦❜❛& ✺✾ ✵✳✺ ✷✽✳✺

✶✵ ❦❜❛& ✻✵✳✸ ✶✳✽ ✷✾✳✸

✶✵ ❦❜❛& &❡❧❛①% ✻✷✳✷ ✸✳✼ ✷✽

❚ = ✸✵✵ ❑✱ ! = ✶✺ ❥♦✉&(

❨❇❛2❈✉3❖6.6 ❛♠❜✐❛♥!❡ ✻✷✳✸ ✲ ✶✼✳✺

♣initial = ✶✶✳✷ ✻ ❦❜❛& ✻✸✳✺ ✶✳✷ ✶✼✳✾

✾ ❦❜❛& ✻✹ ✶✳✼ ✶✽✳✸✺

✾ ❦❜❛& &❡❧❛①% ✻✹✳✺ ✷✳✷ ✶✽✳✸✺

❚ = ✸✶✵ ❑✱ ! = ✷✵ ❥♦✉&(

❨❇❛2❈✉3❖6.62 ❛♠❜✐❛♥!❡ ✻✷✳✹ ✲ ✶✽✳✷

♣initial = ✶✶✳✷ ✶✸ ❦❜❛& ✻✼✳✻ ✺✳✷ ✷✶

✶✽ ❦❜❛& ✼✵✳✽ ✽✳✹ ✷✸✳✷

❨❇❛2❈✉3❖6.67a ❛♠❜✐❛♥!❡ ✻✼ ✲ ✶✾✳✽

♣initial = ✶✷✳✸ ✶✵ ❦❜❛& &❡❧❛①% ✼✹✳✶ ✼✳✶ ✷✺✳✶

❚ = ✸✹✵ ❑✱ ! = ✼ ❥♦✉&(

❨❇❛2❈✉3❖6.67b ❛♠❜✐❛♥!❡ ✻✻✳✼ ✲ ✷✵✳✺

♣initial = ✶✷✳✷ ✶✵ ❦❜❛& ✼✹✳✸ ✼✳✻ ✷✼✳✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ &%❝❛♣✐!✉❧❛!✐❢ ❞❡( ❞✐✛%&❡♥!( %❝❤❛♥!✐❧❧♦♥( ♠❡(✉&%( 2 ❞✐✛%&❡♥!❡( ♣&❡((✐♦♥(✳

▲❛ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c✱ ❞❛♥( ❧❡( (✉♣&❛❝♦♥❞✉❝!❡✉&( 2 ❤❛✉!❡ !❡♠♣%&❛!✉&❡ ❝&✐!✐S✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥!&❛!✐♦♥ ❡♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣♦&!❡✉&( ♥ (✉✐! ✉♥❡ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥✈❡&(❡♠❡♥! ♣❛&❛❜♦❧✐S✉❡✱ ❞♦♥♥%❡

♣❛& ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ❡♠♣✐&✐S✉❡ ✿

Tc(n) = Tmax
c [1− β(n− nopt)

2] ✭✺✳✸✮

♦U β ≃ ✽✷✳✻ ❡! ♥opt ≃ ✵✳✶✻ ❬✷✽✱ ✶✻✼❪✳ ❈❡ ♠♦❞+❧❡ ♣❤%♥♦♠%♥♦❧♦❣✐S✉❡ ✭❞✐! ❞❡ ✬❚❛❧❧♦♥✬✮ ♥❡ ♣&❡♥❞ ♣❛(

❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❛♥( ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❚c ❛✉!♦✉& ❞❡ ✶✴✽✳ ❈❡!!❡ %S✉❛!✐♦♥ ❞%❝&✐! ❧✬❛✉❣♠❡♥!❛!✐♦♥

❞❡ ❚c ❞✉ ❝Y!% (♦✉(✲❞♦♣%✱ ❞❡ ✵ ❑ 2 ♥ ≃ ✵✳✵✺ ♣❛((❛♥! ♣❛& ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❚

max
c ❛✉ ❞♦♣❛❣❡

♦♣!✐♠❛❧ ♥opt ≃ ✵✳✶✻ ♣♦✉& ✜♥❛❧❡♠❡♥! ❛!!❡✐♥❞&❡ ✵ ❑ ♣♦✉& ♥ ≃ ✵✳✷✼ ❞✉ ❝Y!% (✉&✲❞♦♣% ✭❞❛♥( ❧❡ ❝❛(

❞❡ ❚❧✲✷✷✵✶ ❧❛ (✉♣&❛❝♦♥❞✉❝!✐✈✐!% ❛ %!% ♠❡(✉&%❡ ❥✉(S✉✬2 ♥ = ✵✳✸✮✳ ▲❡( ❞♦♥♥%❡( ♣&%(❡♥!%❡( (✉& ❧❛

✜❣✉&❡ ✺✳✽ ❜✮ ♦♥! %!% ♦❜!❡♥✉❡( 2 (✉✣(❛♠♠❡♥! ❜❛((❡ !❡♠♣%&❛!✉&❡ ♣♦✉& ♥❡ ♣❛( \!&❡ ♣❡&!✉&❜%❡(

♣❛& ❧❡( ❡✛❡!( ❞❡ &❡❧❛①❛!✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥ ❛✉❣♠❡♥!❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&❡((✐♦♥ ✭❞♥✴❞: ❃ ✵✮ ❞❛♥( ❧❛ ♠❛❥♦&✐!%

❞❡( ❝✉♣&❛!❡( %!✉❞✐%( ✭♠❡(✉&❡( ❡✛❡! ❍❛❧❧✮ ❬✶✻✽✱ ✶✻✾❪✱ ✐♥❝❧✉❛♥! ❨❇❈❖✱ ✐❧ ❛ %!% ♣&♦♣♦(% ✉♥ ✬♠♦❞+❧❡

(✐♠♣❧❡ ❞❡ !&❛♥(❢❡&! ❞❡ ❝❤❛&❣❡✬ ♣♦✉& ❧❡S✉❡❧ ❧❛ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&❡((✐♦♥ ♣&♦✈✐❡♥!

❞❡ ♥✳ ❖♥ ♣❡✉! ❛❧♦&( %❝&✐&❡ ✿
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♣✉✐1 ❝♦♥✜)♠=❡ ♣♦✉) ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣(✐♠❛❧ ♣❛) ❞❡1 ♠❡1✉)❡1 ❞❡ ♣)❡11✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ ❬✶✼✺❪✳ ❈❡1 ♠❡1✉)❡1

✐♥❞✐:✉❡♥(✱ :✉❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦F ❧❛ ♣)❡11✐♦♥ ❡1( ❛♣♣❧✐:✉=❡ 1❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✱ ❧✬=✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣)❡11✐♦♥ ♣❡✉( H()❡ ❡①♣❧✐:✉=❡ ♣❛) ✉♥ ♠♦❞/❧❡ 1✐♠♣❧❡ 3 ()❛♥1❢❡)( ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉1 ✈❡♥♦♥1

❞❡ ❧❡ ♣)=1❡♥(❡) ❛✈❡❝

1

n

(

dn

dPc

)

= ✵✳✻✪✴●M❛ ✭✜❣✉)❡ ✺✳✾✮✳

❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ♣)❡11✐♦♥ ❤②❞)♦1(❛(✐:✉❡ ✭❞✐✛)❛❝(✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉()♦♥ 1✉) ♣♦✉❞)❡ ❬✶✼✻❪✱ 1✉❜1(✐(✉(✐♦♥

❝❤✐♠✐:✉❡ ❬✶✼✵❪✱ ♠♦❞/❧❡ ♣❤=♥♦♠=♥♦❧♦❣✐:✉❡ ❬✶✻✺❪✱ ❝❛❧❝✉❧1 ♥✉♠=)✐:✉❡1 ❬✶✼✼✱ ✶✼✽✱ ✶✼✾✱ ✶✽✵✱ ✶✽✶❪✮✱

1

n

(

dn

dP

)

✈❛)✐❡ ❡♥()❡ ✵✳✺✪ ❡( ✶✳✹✪✴●M❛ 1❡❧♦♥ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡✳

▲✬=✈♦❧✉(✐♦♥ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❧✐=❡ 3 ❧❛ ♣)❡11✐♦♥ 1❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❡11❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❞✉❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞✉

♣❛)❛♠/()❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ 1❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✳

❉❛♥1 ❧❛ 1✉✐(❡✱ ♥♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ❝♦♥1✐❞=)❡) :✉❡ ❧❛ ♣)❡11✐♦♥ ❛♣♣❧✐:✉=❡ 3 ♥♦1 =❝❤❛♥(✐❧❧♦♥1 ✐♥❞✉✐( ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡

1

n

(

dn

dP

)

= ✶✪✴●M❛✳



✶✷✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ➱(✉❞❡ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖y 3♦✉3 ♣)❡33✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✾ ✕ ❉%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c ❡- ❞❡ ❞❚c✴❞/c ✭♣1❡22✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ 2❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝✮ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥-1❛-✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣>♥❡ ① ❞❛♥2 ❨❇❈❖✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ❚c ♠♦♥-1❡ ❧❛ ♠F♠❡ ❞%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥

❞♦♣❛❣❡ G✉❡ ❧❡2 ❙❍❚❈ ✿ ❚c ❛✉❣♠❡♥-❡ ♣✉✐2 ♣❛22❡ ♣❛1 ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ K ① ≃ ✻✳✾ ♣♦✉1 ✜♥❛❧❡♠❡♥-

❞%❝1♦✐-1❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦1-❡♠❡♥- 2❡ 1❡✢>-❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❝♦♠♣♦1-❡♠❡♥- ❞❡ ❞❚c✴❞/c✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ❞❚c✴❞/c

❞%❝1♦✐- ❧✐♥%❛✐1❡♠❡♥- ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡- ❡2- ❡♥ ❛❝❝♦1❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ -1❛♥2❢❡1- ❞❡ ❝❤❛1❣❡ ✐♥❞✉✐-

♣❛1 ❧❛ ♣1❡22✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞♥h✴❞/c ≃ ✵✳✵✵✻ -1♦✉2✴●/❛✳ ❬✶✼✸❪

✺✳✹ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ❡✛❡/* ❞❡ ❧❛ ♣(❡**✐♦♥ *✉( ❧❡* ❞✐✛2(❡♥/* 2❝❤❛♥✲

/✐❧❧♦♥*

❈❡ ♣❛1❛❣1❛♣❤❡ ♣1%2❡♥-❡ ❧❡2 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥-2 ✐♥❞✉✐-2 ♣❛1 ❧❛ ♣1❡22✐♦♥ 2✉1 ❧❡2 ❞✐✛%1❡♥-2 %❝❤❛♥-✐❧❧♦♥2

G✉❡ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ♠❡2✉1%2✳ ❉❛♥2 ✉♥ ♣1❡♠✐❡1 -❡♠♣2✱ ♥♦✉2 ♥♦✉2 2♦♠♠❡2 ✐♥-%1❡22%2 ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥-2

❞❛♥2 ❧❡2 ♣1♦♣1✐%-%2 ❡♥ ❛❜2❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥%-✐G✉❡✱ ♣✉✐2 ❞❛♥2 ✉♥ 2❡❝♦♥❞ -❡♠♣2✱ ❡♥ ♣1%2❡♥❝❡ ❞❡

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥%-✐G✉❡✳

✺✳✹✳✶ ❊✛❡' ❞❡ ❧❛ ♣,❡--✐♦♥ ❡♥ ❛❜-❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥6'✐7✉❡

▲❛ ✜❣✉1❡ ✺✳✶✵ ♣1%2❡♥-❡ ❧✬%✈♦❧✉-✐♦♥ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❚c ❞❡ ❨❇❈❖ K ❞✐✛%1❡♥-❡2 ♣1❡22✐♦♥2✳ ▲❛

❝♦✉1❜❡ ♥♦✐1❡ 1❡♣1%2❡♥-❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ K ♣1❡22✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥-❡ ✭❞✬❛♣1>2 ❧❛

1%❢✳ ❬✶✷✼❪✮✳ /♦✉1 ♣❧❛❝❡1 ❧❡2 ❞✐✛%1❡♥-❡2 ✈❛❧❡✉12 ❞❡ ❚c ♦❜-❡♥✉❡2 ❧♦12 ❞❡ ♥♦-1❡ %-✉❞❡✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ♣1✐2

❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❛ ✈❛1✐❛-✐♦♥ ❞❡ ♣♦1-❡✉1 ✐♥❞✉✐-❡ ♣❛1 ❧❛ ♣1❡22✐♦♥ ✭

1

n

(

dn

dP

)

= ✶✪✴●/❛✮✳ ▲❛ ❝♦✉1❜❡ ❡♥

♣♦✐♥-✐❧❧% 1♦✉❣❡ ❡2- ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉1 ❧❡2 ②❡✉① 1❡♣1%2❡♥-❛♥- ❚c ✐♥-❡1♣♦❧%❡ K ✉♥❡ ♣1❡22✐♦♥ ❞❡ ✶ ●/❛ ❡♥

❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ✳

❖♥ ❞%✜♥✐- ρc✭✵✮ ❡♥ ♣1❡♥❛♥- ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ρc ❛✉ ❞❡22✉2 ❞❡ ❚c K ♣1❡22✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥-❡

❡- ρc✭/✮ 2♦✉2 ♣1❡22✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉1❡ ✺✳✶✶ ♣1%2❡♥-❡ ❧✬%✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡

∆ρc
ρc(0)

♣♦✉1 ❞✐✛%1❡♥-❡2 ♣1❡22✐♦♥2 ❡-

❞✐✛%1❡♥-2 ❞♦♣❛❣❡2 ✭❛✈❡❝ ∆ρc = ρc(P )− ρc(0)✮✳ ❖♥ 1❡♠❛1G✉❡ G✉❡

∆ρc
ρc(0)

❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣1❡22✐♦♥✳



✺✳✹✳ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ❡✛❡/* ❞❡ ❧❛ ♣(❡**✐♦♥ *✉( ❧❡* ❞✐✛2(❡♥/* 2❝❤❛♥/✐❧❧♦♥* ✶✷✼
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵ ✕ ➱✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣♦✉5 ♥♦6 7❝❤❛♥*✐❧❧♦♥6 9 ❞✐✛75❡♥*❡6 ♣5❡66✐♦♥6

✭✈♦✐5 *❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮✳ ▲❛ ❝♦✉5❜❡ ♥♦✐5❡ 5❡♣576❡♥*❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ 9 ♣5❡66✐♦♥

❛♠❜✐❛♥*❡✳ ▲❛ ❝♦✉5❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥*✐❧❧7 5♦✉❣❡ ❡6* ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉5 ❧❡6 ②❡✉① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥

❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣♦✉5 ✉♥❡ ♣5❡66✐♦♥ ❞❡ ✶ ●C❛✳

❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞✬✉♥ ♠♦❞F❧❡ 6✐♠♣❧❡ 9 ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ 7*7 ♣576❡♥*7 ❞❛♥6 ❧❡ ❝❤❛♣✐*5❡ ✶✱ ρ ❞7♣❡♥❞

❞❡ ♥✱ τ ❡* ♠c 6❡❧♦♥ ❧✬7H✉❛*✐♦♥ ρ = mc

ne2τ
✳ ▲❛ ✈❛5✐❛*✐♦♥ ❞❡ ♥ 7*❛♥* ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣5❡66✐♦♥

✭∼ ✶ ✪✴●C❛✮✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉* ♣❛6 ❡①♣❧✐H✉❡5 ❧❛ ✈❛5✐❛*✐♦♥ ❞❡ ρ ♦❜6❡5✈7❡ ✭❃ ✶✵ ✪✴●C❛✮✳ ❈♦♠♠❡

♥♦✉6 ❧✬❛✈♦♥6 ✈✉ ♣♦✉5 ❨❇❛2❈✉3❖6.6✱ ♠c ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣5❡66✐♦♥ ♠❛✐6 ♥❡ ♣❡✉* ♣❛6 ❡①♣❧✐H✉❡5

❝♦♠♣❧F*❡♠❡♥* ❧❛ ✈❛5✐❛*✐♦♥ ❞❡ ρ✳ ❈✬❡6* ❞♦♥❝ ❧❡ *❡♠♣6 ❞❡ ❞✐✛✉6✐♦♥ τ H✉✐ 6❡♠❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥*❡5 6♦✉6

♣5❡66✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉* ✐♥✈♦H✉❡5 ❧❛ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞❡6 ✐♥*❡5❛❝*✐♦♥6 7❧❡❝*5♦♥6✲♣❤♦♥♦♥6✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡6* ❧❡ ❝❛6

❞❛♥6 ❧❡6 ♠7*❛✉① 6✐♠♣❧❡6✳ ❉❛♥6 ❧❡ ♣❛5❛❣5❛♣❤❡ ✹✳✺✱ ♥♦✉6 ❞✐6❝✉*❡5♦♥6 ❞✉ ❢❛✐* H✉❡ ❧❛ ♣5❡66✐♦♥ ♣❡✉*

❞76*❛❜✐❧✐6❡5 ❧✬♦5❞5❡ ❞❡ ❝❤❛5❣❡ ❡* H✉❡ ❝❡❝✐ ♣❡✉* ❛✈♦✐5 ❞❡6 57♣❡5❝✉66✐♦♥6 ✐♠♣♦5*❛♥*❡6 6✉5 τ ✳

▲❡ ❢❛✐* ✐♠♣♦5*❛♥* 9 5❡*❡♥✐5 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉5❡ ✺✳✶✶ ❡6* H✉❡ ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞❡ ρc ❡6* ♣❧✉6

✐♠♣♦5*❛♥* 9 ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✻✳✻✼✱ *♦✉* ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❜6❡5✈7 ❞❛♥6

dTc
dP

✳

✺✳✹✳✷ ❊✛❡' ❞❡ ❧❛ ♣,❡--✐♦♥ ❡♥ ♣,1-❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1'✐8✉❡

▲❛ ✜❣✉5❡ ✺✳✶✷ ♠♦♥*5❡ ❧✬7✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢57H✉❡♥❝❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡6 ♦6❝✐❧❧❛*✐♦♥6 H✉❛♥*✐H✉❡6 ♣♦✉5
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♠❛*43✐❛✉① B✉❛6✐✲✶❉✳ N♦✉3 ❡6*✐♠❡3 ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧❛ ♣3❡66✐♦♥ 6✉3 ❧✬♦3❞3❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ❞❛♥6 ♥♦*3❡ 4*✉❞❡✱

♥♦✉6 ❛✈♦♥6 *3❛❝4 ❧✬4✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❇irr = ♣3❡66✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥*❡ ❡* ✶ ●N❛ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣♦✉3

❧❡6 ❞✐✛43❡♥*6 4❝❤❛♥*✐❧❧♦♥6 B✉❡ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ♠❡6✉346 ✭✜❣✉3❡ ✺✳✶✺ ❜✮✮✳ ▲❡6 ✈❛❧❡✉36 ❞❡ ❇irr = ✶ ●N❛

♣♦✉3 ❧❡6 4❝❤❛♥*✐❧❧♦♥6 ② = ✻✳✻ ❡* ② = ✻✳✻✷ ♦♥* 4*4 ♦❜*❡♥✉❡6 ❡♥ 34❛❧✐6❛♥* ✉♥❡ ❡①*3❛♣♦❧❛*✐♦♥ ❧✐♥4❛✐3❡

❞❡6 ❞♦♥♥4❡6 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉3❡ ✺✳✶✹✳ N♦✉3 ♣❧❛❝❡3 ❧❡6 ✈❛❧❡✉36 ❞❡ ❇irr = ✶ ●N❛✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ♣3✐6 ❡♥ ❝♦♠♣*❡

❧❛ ✈❛3✐❛*✐♦♥ ❞❡ ♣♦3*❡✉3 ✐♥❞✉✐*❡ ♣❛3 ❧❛ ♣3❡66✐♦♥ ✿

1

n

(

dn

dP

)

= ✶✪✴●N❛✳ ❙✉3 ❧❛ ✜❣✉3❡ ✺✳✶✺ ❜✮ ❧❡6

❧✐❣♥❡6 ✈❡3*❡ ❡* ♦3❛♥❣❡ 6♦♥* ❞❡6 ❣✉✐❞❡6 ♣♦✉3 ❧❡6 ②❡✉① ♣❡3♠❡**❛♥* ❞❡ 6✉✐✈3❡ ❧✬4✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❇irr ❡♥

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ = ♣3❡66✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥*❡ ❡* ✶ ●N❛ 3❡6♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✳ ▲❡6 6②♠❜♦❧❡6 ✈✐❞❡6 3♦✉❣❡6

❝♦33❡6♣♦♥❞❡♥* ❛✉① 4❝❤❛♥*✐❧❧♦♥6 3❡❧❛①46 = ✶ ●N❛✳

◆♦✉6 ❛✈♦♥6 4❣❛❧❡♠❡♥* *3❛❝4 ❧✬4✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣43❛*✉3❡ ❝3✐*✐B✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡

♣♦✉3 ❨❇❈❖ = ❞✐✛43❡♥*❡6 ♣3❡66✐♦♥6 ✭✜❣✉3❡ ✺✳✶✻ ❛✮✮✳ ▲❛ ✈❛3✐❛*✐♦♥ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ =

♣3❡66✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥*❡ ❡6* ❞♦♥♥4❡ ♣❛3 ❧❛ ❝♦✉3❜❡ ♥♦✐3❡✳ ▲❡6 ✈❛❧❡✉36 ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ = ✶ ●N❛

✭❝❛3346 3♦✉❣❡6✮✱ ✺ ●N❛ ✭*3✐❛♥❣❧❡6 ❜❧❡✉6✮ ❡* ✶✵ ●N❛ ✭3♦♥❞6 ✈❡3*6✮ ♣3♦✈✐❡♥♥❡♥* ❞❡ ❧✬✐♥*❡3♣♦❧❛*✐♦♥



✺✳✺✳ ❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ /✈♦❧✉1✐♦♥ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ✶✸✶

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✺ ✕ ❛✮ ▲❛ ❝♦✉*❜❡ *♦✉❣❡ *❡♣*/0❡♥2❡ ❧✬/✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ✭❛①❡ ❞❡

❣❛✉❝❤❡✮✳ ❉/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❇irr ♦❜2❡♥✉❡ ? ✶✳✺ ❑ ❛✈❡❝ ❞✐✛/*❡♥2❡0 0♦♥❞❡0 ✭❛①❡ ❞❡ ❞*♦✐2❡✮✳

▲❡0 ♣♦✐♥20 ♥♦✐*0 ♦♥2 /2/ ♦❜2❡♥✉0 ♣❛* ❞❡0 ♠❡0✉*❡0 ❞✬❛✐♠❛♥2❛2✐♦♥ ♣❛* ❝❛♥2✐❧❡✈❡*✳ ▲❡0 ♣♦✐♥20 ❜❧❡✉0

❡2 *♦✉❣❡0 ♦♥2 /2/ ♦❜2❡♥✉0 ♣❛* ❧❡0 ♠❡0✉*❡0 ❞❡ 2*❛♥0♣♦*2 0❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝ ❡2 ❧✬❛①❡✲❛ *❡0♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2✳

▲❛ ❝♦✉*❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥2✐❧❧/ ✈❡*2 ❡02 ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉* ❧❡0 ②❡✉① *❡♣*/0❡♥2❛♥2 ❧❛ ✈❛*✐❛2✐♦♥ ❞❡ ❇irr ❡♥

❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳ ✭❉✬❛♣*E0 ❬✶✺❪✮ ❜✮ ❉/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❇irr ♦❜2❡♥✉❡ ? ✹✳✷ ❑ ♣♦✉* ❧❡0

❞✐✛/*❡♥20 /❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 ❞✉ 2❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ? ♣*❡00✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥2❡ ✭0②♠❜♦❧❡0 ✈❡*2✮ ❡2 ? ✶ ●K❛ ✭0②♠❜♦❧❡0

♦*❛♥❣❡✮✳ ▲❡0 ✈❛❧❡✉*0 ❞❡ ❇irr ? ✶ ●K❛ ♣♦✉* ❧❡0 /❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 ② = ✻✳✻ ❡2 ✻✳✻✷ 0♦♥2 ♦❜2❡♥✉❡0 ♣❛*

✉♥❡ ❡①2*❛♣♦❧❛2✐♦♥ ❧✐♥/❛✐*❡ ❞❡0 ❞♦♥♥/❡0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✺✳✶✹✳ ▲❡0 0②♠❜♦❧❡0 ✈✐❞❡0 *♦✉❣❡0 ❝♦**❡0♣♦♥❞❡♥2

❛✉① /❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 *❡❧❛①/0 ? ✶ ●K❛✳ ▲❡0 ❝♦✉*❜❡0 ✈❡*2❡ ❡2 ♦*❛♥❣❡ 0♦♥2 ❞❡0 ❣✉✐❞❡0 ♣♦✉* ❧❡0 ②❡✉①

*❡♣*/0❡♥2❛♥2 ❧❛ ✈❛*✐❛2✐♦♥ ❞❡ ❇irr ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ *❡0♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ? ♣*❡00✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥2❡ ❡2 ?

✶ ●K❛✳

❞❡0 ❞♦♥♥/❡0 ❞❡0 */❢/*❡♥❝❡0 ❬✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✸✱ ✶✽✸✱ ✶✽✹❪✳ ◆♦0 ❞♦♥♥/❡0 0♦♥2 2*❛❝/❡0 ❡♥ /2♦✐❧❡0 ❜♦*❞❡❛✉①✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉* ❇irr✱ ♣♦✉* ♣❧❛❝❡* ❧❡0 ✈❛❧❡✉*0 ❞❡ ❚c✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♣*✐0 ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❧❛ ✈❛*✐❛2✐♦♥ ❞❡ ♣♦*2❡✉*

✐♥❞✉✐2❡ ♣❛* ❧❛ ♣*❡00✐♦♥✳

❖♥ ❝♦♥02❛2❡✱ 0✉* ❧❡0 ✜❣✉*❡0 ✺✳✶✺ ❜✮ ❡2 ✺✳✶✻ ❛✮✱ U✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡00✐♦♥ ✐♥❞✉✐2 ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡ ❇irr ❡2 ❚c ❝♦♥❞✉✐0❛♥2 ? ❧❛ ❞✐0♣❛*✐2✐♦♥ ♣*♦❣*❡00✐✈❡ ❞❡0 ❛♥♦♠❛❧✐❡0 ❛✉2♦✉* ❞❡ ✶✷✪✳

K♦✉* ❧❡0 ❢♦*2❡0 ♣*❡00✐♦♥0 ❧❡ ♣❧❛2❡❛✉ ❞❡ ❚c ❛✉2♦✉* ❞❡ ✶✷✪ ❛ 2♦2❛❧❡♠❡♥2 ❞✐0♣❛*✉✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡

❚

max
c 0✬❡02 ❞/❝❛❧/❡ ✈❡*0 ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❛✉2♦✉* ❞❡ ✶✷✪✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❝✬❡02 ❞❛♥0 ❝❡22❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡

U✉❡ ❧❡0 ❡✛❡20 ❞❡ ♣*❡00✐♦♥ U✉❡ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♦❜0❡*✈/0 ♣*/❝/❞❡♠♠❡♥2 0♦♥2 ♠❛①✐♠❛❧✳ ❖♥ ❛00♦❝✐❡ ❞♦♥❝

❝❡0 ❡✛❡20 ❞❡ ❧❛ ♣*❡00✐♦♥ 0✉* ❨❇❈❖ ? ❧❛ ❞/02❛❜✐❧✐0❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0

❞❡0 ♠❛2/*✐❛✉① U✉❛0✐✲✶❉✳ ◆/❛♥♠♦✐♥0✱ ♥♦✉0 0❛✈♦♥0 U✉❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡ ❨❇❈❖✱ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡

♥✬❡02 ♣❛0 ❧✐/ ? ❞❡0 ❡✛❡20 ❞❡ ♥❡02✐♥❣ ♠❛✐0 ♣❧✉0 ♣*♦❜❛❜❧❡♠❡♥2 ❛✉① ✐♥2❡*❛❝2✐♦♥0 /❧❡❝2*♦♥0✲/❧❡❝2*♦♥0✳

▲✬♦*✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞/02❛❜✐❧✐0❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥0✐2/ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❧✐/❡ ? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡00✐♦♥

*❡02❡ ? ❞/2❡*♠✐♥❡*✳

❉❡ ♣❧✉0✱ ❝❡2 ❡✛❡2 ❞❡ ❧❛ ♣*❡00✐♦♥ *❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ 0✐2✉❛2✐♦♥ *❡♥❝♦♥2*/❡ ❞❛♥0 ▲❇❈❖✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❞❛♥0 ❧❡

❝❛0 ❞❡ ▲❇❈❖ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡ ❨❇❈❖✮ ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❛♥0 ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❚c ❡02 ♣*/0❡♥2❡ ? ✉♥



✶✸✷ ❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ➱(✉❞❡ ❞❡ ❨❇❛2❈✉3❖y 3♦✉3 ♣)❡33✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✻ ✕ ❛✮ ❉(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ /❡♠♣(1❛/✉1❡ ❝1✐/✐4✉❡ ♣♦✉1 ❨❇❈❖ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡

< ❞✐✛(1❡♥/❡> ♣1❡>>✐♦♥>✳ ▲❛ ❝♦✉1❜❡ ♥♦✐1❡ 1❡♣1(>❡♥/❡ ❧✬(✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❚c ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ <

♣1❡>>✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥/❡✳ ▲❡> ❝❛11(> 1♦✉❣❡>✱ /1✐❛♥❣❧❡> ❜❧❡✉> ❡/ 1♦♥❞> ✈❡1/> ♣1♦✈✐❡♥♥❡♥/ ❞❡ ❧✬✐♥/❡1♣♦❧❛/✐♦♥

❞❡ ❞♦♥♥(❡> ❞❡ ❞✐✛(1❡♥/❡> ♣✉❜❧✐❝❛/✐♦♥> ❬✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✸✱ ✶✽✸✱ ✶✽✹❪ < ✶ ●L❛✱ ✺ ●L❛ ❡/ ✶✵ ●L❛

1❡>♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✳ ▲❡> ♣❡♥/❛❣♦♥❡> ❜♦1❞❡❛✉① >♦♥/ ❧❡> ❞♦♥♥(❡> ✐♥/❡1♣♦❧(❡> ❞❡ ❝❡ /1❛✈❛✐❧✳ ▲❡> ❝♦✉1❜❡>

1♦✉❣❡✱ ❜❧❡✉ ❡/ ✈❡1/❡ >♦♥/ ❞❡> 1❡♣1(>❡♥/❛/✐♦♥> ❞✉ ❞N♠❡ >✉♣1❛❝♦♥❞✉❝/❡✉1 ♣♦✉1 ❞❡> ♣1❡>>✐♦♥> ❞❡ ✶

●L❛✱ ✺ ●L❛ ❡/ ✶✵ ●L❛ 1❡>♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✳ ❜✮ ❉(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❚c ♣♦✉1 ▲❇❈❖ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡

< ♣1❡>>✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥/❡ ❡/ ✷ ●L❛✳ ✭❉✬❛♣1Q> ❬✶✽✺❪✮

❞♦♣❛❣❡ ❛✉/♦✉1 ❞❡ ✶✷✳✺✪ ✭❚c /♦♠❜❡ < ③(1♦✱ ✜❣✉1❡ ✺✳✶✻ ❜✮✮✳ ❈❡//❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❡>/ ❧✐(❡ < ❧❛ ♣1(>❡♥❝❡

❞✬✉♥ ♦1❞1❡ ❞❡ >/1✐♣❡ ❧✐( < ❧❛ ♣❤❛>❡ ▲❚❚ 4✉✐ ❛♣♣❛1❛✐/ < ❜❛>>❡ /❡♠♣(1❛/✉1❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣1❡>>✐♦♥ ✭✷●L❛✮ >✉♣♣1✐♠❡ ❝❡//❡ ♣❤❛>❡ ❡♥/1❛✐♥❛♥/ ❧❛ ❞(>/❛❜✐❧✐>❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡ >/1✐♣❡ ❛❝❝♦♠✲

♣❛❣♥( ♣❛1 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❚c ✭✜❣✉1❡ ✺✳✶✻ ❜✮✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐/ < ❧❛ 1(❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡

❝♦♠♠❡ ♥♦✉> ❧✬❛✈♦♥> ♦❜>❡1✈( ❞❛♥> ❨❇❈❖✳

▲❡ ♣✐❝ ❞❛♥> ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡

dTc
dP

✱ 1❡♣♦1/( ♣❛1 ❧❡> ♠❡>✉1❡> ❞❡ ♣1❡>>✐♦♥ ❛♥/(1✐❡✉1❡> < ❧❛ ♠✐>❡ ❡♥

(✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡ ❝❤❛1❣❡✱ ♣❡✉/ ♠❛✐♥/❡♥❛♥/ W/1❡ ❡①♣❧✐4✉( ♣❛1 ❧❛ ❞(>/❛❜✐❧✐>❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡

❝❤❛1❣❡ ❛✉ ♣1♦✜/ ❞❡ ❧❛ >✉♣1❛❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/(✳ ▲❛ ❞(>/❛❜✐❧✐>❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡ ❝❤❛1❣❡ ♣❛1 ❧❛ ♣1❡>>✐♦♥

♣❡1♠❡/ (❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❡ ❝♦♠♣1❡♥❞1❡ ❧❡> ❡✛❡/> ❞❡ ♣1❡>>✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ 1❡♣♦1/(> ❞❛♥> ❬✶✼✶✱ ✶✼✷✱ ✶✼✸✱ ✶✼✹✱

✶✼✺❪✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❝❡//❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥>✐/( ❞❡ ❝❤❛1❣❡ ❡>/ ♣1(>❡♥/❡ ❞❛♥> ❧❡ ♣❧❛♥ ❛❜✳ ❙✐ ♦♥ ♥(❣❧✐❣❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

>✉✐✈❛♥/ ❧✬❛①❡✲❝ ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞❡ ❝♦11(❧❛/✐♦♥ ♠❡>✉1(❡ ❡♥ ♥❡✉/1♦♥ ❝♦11❡>♣♦♥❞ < ✷ ♣❧❛♥> ❈✉❖2 >✉✐✈❛♥/

❧✬❛①❡✲❝✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣1❡>>✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ >❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝ ♥❡ ❞♦✐/ ❞♦♥❝ ♣❛> ❞(>/❛❜✐❧✐>❡1 ❝❡//❡

♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡♥>✐/( ❞❡ ❝❤❛1❣❡✱ ❝❡ 4✉✐ ❡>/ ❡♥ ❛❝❝♦1❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡

dTc
dPc

✭♣1❡>>✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡ >❡❧♦♥

❧✬❛①❡✲❝✮ 4✉✐ ♥❡ ♣1(>❡♥/❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡✳

▲❡> ♠❡>✉1❡> ♣1(>❡♥/(❡> ❞❛♥> ❝❡ ❝❤❛♣✐/1❡ ✐♥❞✐4✉❡♥/ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣(/✐/✐♦♥ ❡♥/1❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡

❝❤❛1❣❡ ❡/ ❧❛ >✉♣1❛❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/(✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉> ✈❡♥♦♥> ❞❡ ❧❡ ✈♦✐1✱ ❝♦♥/1❛✐1❡♠❡♥/ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛✲

❣♥(/✐4✉❡✱ ❧❛ ♣1❡>>✐♦♥ ❛ ♣♦✉1 ❡✛❡/ ❞❡ >/❛❜✐❧✐>❡1 ❧❛ >✉♣1❛❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/( ❛✉ ❞(/1✐♠❡♥/ ❞❡ ❧✬♦1❞1❡ ❞❡

❝❤❛1❣❡✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✻

▼❛❣♥$%♦'$(✐(%❛♥❝❡ ❞❛♥( ❍❣❇❛ 2❈✉❖4+δ

❙♦♠♠❛✐%❡

✻✳✶ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦&% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✶✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡ ❝%✐*$❛❧❧✐♥❡ ❡$ *✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡%♠✐ ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✶✳✷ 9♦✉%;✉♦✐ %<❛❧✐*❡% ❞❡* ♠❡*✉%❡* ❞❛♥* ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✻✳✶✳✸ ❊✛❡$ ❍❛❧❧ ❡$ ❡✛❡$ ❙❡❡❜❡❝❦ ❞❛♥* ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✷ ❖&❝✐❧❧❛)✐♦♥& 6✉❛♥)✐6✉❡& ❞❛♥& ❍❣❇❛2❈✉❖4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✷✳✶ 9%<*❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡* <❝❤❛♥$✐❧❧♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✷✳✷ ▼❡*✉%❡* ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣✉❧*<✱ ♦*❝✐❧❧❛$✐♦♥* ;✉❛♥$✐;✉❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✸ ❘❡❝♦♥&)$✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &✉$❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡$♠✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✻✳✸✳✶ 9%<*❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✻✳✸✳✷ ❆♥❛❧②*❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✸✳✸ ◗✉❛$%❡ ♣♦❝❤❡* ♥♦❞❛❧❡* ❡$ ♦%❞%❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❉❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐*+❡# ♣+,❝,❞❡♥*# ❞❡ ❝❡**❡ *❤.#❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ,*✉❞✐, ❧❡ ❝♦♠♣♦#, ❨❇❈❖✳ ◆♦✉#

❛✈♦♥# ✈✉ :✉✬✉♥❡ +❡❝♦♥#*+✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #✉+❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡+♠✐ ❡#* ♥,❝❡##❛✐+❡ ♣♦✉+ ❡①♣❧✐:✉❡+ ❧✬❡✛❡* ❍❛❧❧ ❡*

❧✬❡✛❡* ❙❡❡❜❡❝❦ ♥,❣❛*✐❢ ♦❜#❡+✈,# ❞❛♥# ❨❇❈❖ ❛✐♥#✐ :✉❡ ❧❡# ♦#❝✐❧❧❛*✐♦♥# :✉❛♥*✐:✉❡# ❞❡ ❢+,:✉❡♥❝❡# ❞❡

❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✺✵✵ ❚✳ ❈❡**❡ +❡❝♦♥#*+✉❝*✐♦♥ ❡#* ❧✐,❡ H ✉♥ ♦+❞+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ :✉✐ ❛ ,*, +,❝❡♠♠❡♥*

♦❜#❡+✈, ♣❛+ ❞❡# ♠❡#✉+❡# ❞❡ ❘▼◆ ❬✾✸❪✱ ❞❡ +❛②♦♥ ❳ ❬✾✹✱ ✾✻❪ ❡* ❞✬✉❧*+❛#♦♥ ❬✾✼❪✳ ❉❡ ♠U♠❡✱ ❧✬❡①✐#*❡♥❝❡

❞✬✉♥ ♦+❞+❡ ❞❡ #*+✐♣❡ ❞❛♥# ❧❡# ❝♦♠♣♦#,# ◆❞✲▲❙❈❖ ❡* ❊✉✲▲❙❈❖ ❡#* ❜✐❡♥ ,*❛❜❧✐✳ ❈❡* ♦+❞+❡ ❡♥*+❛✐♥❡

✉♥❡ +❡❝♦♥#*+✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #✉+❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡+♠✐✳ ❉✉ ❢❛✐* ❞❡ ❧❛ #*+✉❝*✉+❡ ♦+*❤♦+❤♦♠❜✐:✉❡ ❞❡ ❨❇❈❖✱ ✐❧

❡①✐#*❡ ✉♥❡ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ♣+,❢,+❡♥*✐❡❧❧❡ :✉✐ ♣❡✉* ❛❧♦+# #*❛❜✐❧✐#❡+ ❧✬♦+❞+❡ ♦❜#❡+✈,✳ ❉❛♥# ❧❡ ❜✉* ❞❡ ✈,+✐✜❡+

:✉❡ ❝❡* ♦+❞+❡ ♥✬❡#* ♣❛# ❧✐, H ❧❛ #*+✉❝*✉+❡✱ ✐❧ ❡#* ♥,❝❡##❛✐+❡ ❞✬,*✉❞✐❡+ ✉♥ ❝♦♠♣♦#, :✉✐ ♥❡ ♣+,#❡♥*❡

♣❛# ❞❡ ❞✐#*♦+#✐♦♥✳ ❈✬❡#* ❝❡ :✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# +,❛❧✐#, ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ❧♦+# ❞❡ ♠❡#✉+❡# ❞❡ *+❛♥#♣♦+*

❞❛♥# ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ✭❍❣✶✷✵✶✮ :✉✐ ♣❡✉* U*+❡ ❝♦♥#✐❞,+, ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛*,+✐❛✉ ♠♦❞.❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱

❝❡ ❝♦♠♣♦#, ♣♦##.❞❡ ✉♥❡ #*+✉❝*✉+❡ *,*+❛❣♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ #❡✉❧ ♣❧❛♥ ❈✉❖2 ♣❛+ ♠❛✐❧❧❡ ,❧,♠❡♥*❛✐+❡

✭✜❣✉+❡ ✻✳✶✮ ❡* ❧❛ ♣❧✉# ❤❛✉*❡ ❚c ♣♦✉+ ✉♥ ❝♦♠♣♦#, ♠♦♥♦ ♣❧❛♥ ✭❚c = ✾✽ ❑ ❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ♦♣*✐♠❛❧✮

❬✶✽✻❪✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❝♦♠♣♦#, ❨❇❈❖✱ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬,❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ #❡ ❢❛✐* ♣❛+ ♦①②❣,♥❛*✐♦♥

❝❡ :✉✐ ♣❡+♠❡* ❞✬♦❜*❡♥✐+ ❞❡# ,❝❤❛♥*✐❧❧♦♥# ♠♦✐♥# ❞,#♦+❞♦♥♥,# :✉❡ ♣❛+ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ♣❛+ #✉❜#*✐*✉*✐♦♥

❝❤✐♠✐:✉❡✳ ❈❡❝✐ #❡ *+❛❞✉✐* ♣❛+ ❞❡# ,❝❤❛♥*✐❧❧♦♥# ♣♦##,❞❛♥* ♠♦✐♥# ❞✬✐♠♣✉+❡*,#✳

✻✳✶ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦&%

✻✳✶✳✶ ❙*%✉❝*✉%❡ ❝%✐-*❛❧❧✐♥❡ ❡* -✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡%♠✐ ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

❉❡ *♦✉# ❧❡# ❝✉♣+❛*❡#✱ ❍❣✶✷✵✶ ❡#* ❧✬✉♥ ❞❡# ❝♦♠♣♦#,# ❧❡# ♣❧✉# ♣+♦♠❡**❡✉+ ♣♦✉+ +,❛❧✐#❡+ ❞❡# ❡①♣,✲

+✐❡♥❝❡# #②#*,♠❛*✐:✉❡#✳ ❊♥ ❡✛❡* ❝❡ ❝♦♠♣♦#, ♣♦##.❞❡ ✉♥❡ #*+✉❝*✉+❡ *,*+❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❤❛✉*❡ #②♠,*+✐❡



✶✸✹ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ▼❛❣♥0(♦)02✐2(❛♥❝❡ ❞❛♥2 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

✭✜❣✉$❡ ✻✳✶✮ ❡* ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐*/ $❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* 3✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦3/❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬❛*♦♠❡3✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐*/

❝♦♥*✐❡♥* ✉♥ 3❡✉❧ ♣❧❛♥ ❈✉❖2 ✭♦; ❧❛ 3✉♣$❛❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*/ ❡3* ❛**❡♥❞✉❡✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡3 ♦①②❣?♥❡3 ❛♣✐❝❛✉①

❡♥ ❞❡33✉3 ❡* ❡♥ ❞❡33♦✉3 ❞❡3 ✐♦♥3 ❞❡ ❈✉✳ ▲❡3 ✐♦♥3 ❇❛ ❢♦$♠❡♥* ❛✈❡❝ ❧❡3 ♦①②❣?♥❡3 ❛♣✐❝❛✉① ❞❡3 ♣❧❛♥3

❇❛❖ ❛✉ ❞❡33✉3 ❡* ❡♥ ❞❡33♦✉3 ❞✉ ♣❧❛♥ ❈✉❖2✳ ❈❡3 ✸ ♣❧❛♥3 ❢♦$♠❡♥* ✉♥❡ 3*$✉❝*✉$❡ ❞❡ ❜❛3❡✳ ❊♥*$❡

❝❡3 3*$✉❝*✉$❡3✱ ❧❡3 ❛*♦♠❡3 ❞❡ ❍❣ ❢♦$♠❡♥* ✉♥❡ ❧✐❛✐3♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥*❡ ❢♦$*❡ ❛✈❡❝ ❧❡3 ♦①②❣?♥❡3 ❛♣✐❝❛✉① ❞❡

❝❤❛G✉❡ 3*$✉❝*✉$❡ ❞❡ ❜❛3❡✳ ❈❡❝✐ ❧✐♠✐*❡ ❧❡3 ❞/❢♦$♠❛*✐♦♥3 3*$✉❝*✉$❛❧❡3✱ ❝❡ G✉✐ ♥✬❡3* ♣❛3 ❧❡ ❝❛3 ♣♦✉$

❧❡3 ❛✉*$❡3 ❝♦♠♣♦3/3 ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡3 ❝✉♣$❛*❡3✳ ▲❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ❝❡3 ❝♦♠♣♦3/3 3❡ ❢❛✐* ♣❛$ ❧✬❛❥♦✉* ♦✉

❧❛ 3✉♣♣$❡33✐♦♥ ❞✬♦①②❣?♥❡ ❞❛♥3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❍❣❖✱ ❝❡ G✉✐ ❡3* ♣❧✉3 ♣$♦♣$❡ G✉✬✉♥❡ 3✉❜3*✐*✉*✐♦♥ ❝❤✐♠✐G✉❡✳

❈❡3 $/3❡$✈♦✐$3 ❞❡ ❝❤❛$❣❡3 3♦♥* 3✐*✉/3 ❧♦✐♥ ❞❡3 ♣❧❛♥3 ❈✉❖2 ❡* ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❡$*✉$❜❡♥* ♣❛3 *$♦♣ ❝❡3

❞❡$♥✐❡$3✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ❙*$✉❝*✉$❡ */*$❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ✐♥❝❧✉❛♥* ❧❛ ♣♦3✐*✐♦♥ ❞❡3 ♦①②❣?♥❡3 ❞♦♣❛♥* ❖✭✸✮✳

❬✶✽✼❪

▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✷ ❛✮ ♣$/3❡♥*❡ ❧❛ 3*$✉❝*✉$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦3/ ❍❣✶✷✵✶ ❝❛❧❝✉❧/ ♣❛$ ▲❉❆ ✭❛♣✲

♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥3✐*/ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ❯♥❡ 3❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡ ❝$♦✐3❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❝♦♥*$❛✐$❡♠❡♥* V

❨❇❈❖✳ ▲❛ 3✉$❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❝♦$$❡3♣♦♥❞❛♥*❡ ❡3* $❡♣$/3❡♥*/❡ 3✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✷ ❜✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉$ ❧❡3

❛✉*$❡3 ❝✉♣$❛*❡3✱ ❧❡3 ❝❛❧❝✉❧3 ♣$/❞✐3❡♥* ✉♥❡ ❣$❛♥❞❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ *$♦✉3 ❝❡♥*$/❡ ❡♥ ✭π✱π✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡

❞✐3♣❡$3✐♦♥ 3❡❧♦♥ ❧✬❛①❡✲❝ ❬✶✽✽❪✳

▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✸ ❛✮ ♠♦♥*$❡ ❞❡3 ❝♦✉$❜❡3 ❞❡ $/3✐3*✐✈✐*/ ❞❛♥3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣/$❛*✉$❡

♣♦✉$ ❞❡3 /❝❤❛♥*✐❧❧♦♥3 ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ✐33✉3 ❞✬✉♥ ♠X♠❡ ❜❛*❝❤ ❬✶✽✼❪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉$ ❧❡3 ❛✉*$❡3 ❝✉♣$❛*❡3

3♦✉3✲❞♦♣/3 ❧❛ $/3✐3*✐✈✐*/ ❞❛♥3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❡3* ❧✐♥/❛✐$❡ V ❤❛✉*❡ *❡♠♣/$❛*✉$❡ ♣✉✐3 ❞/✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥/❛$✐*/

V ❚

∗
✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✸ ❜✮ ♠♦♥*$❡ ❧❡3 ✈❛❧❡✉$3 ❞❡ ❚c ♠❡3✉$/❡3 ♣♦✉$ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❛❧❧❛♥* ❞❡

✹ ✪ V ✷✶ ✪✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉$3 ❞❡ ❚c ❢♦$♠❡♥* ✉♥ ❞\♠❡ ❝❡♥*$/ V ✶✻ ✪ ♣♦✉$ ✉♥ ❚c ♦♣*✐♠❛❧ ❞❡ ✾✽ ❑✳ ▲❡

❞\♠❡ 3✉♣$❛❝♦♥❞✉❝*❡✉$ ♣$/3❡♥*❡ ✉♥ ♣❧❛*❡❛✉ ❛✉*♦✉$ ❞❡ ✾ ✪ ✭❚c = ✼✵ ❑✮ 3✐♠✐❧❛✐$❡ V ❝❡❧✉✐ ♦❜3❡$✈/

❞❛♥3 ❨❇❈❖ ❚c = ✻✵ ❑✳



✻✳✶✳ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦&% ✶✸✺

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷ ✕ ❛✮ ❙'(✉❝'✉(❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶✳ ❯♥❡ 4❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡ ❝(♦✐4❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡(♠✐ ;✉✐

❡4' (❡♣(=4❡♥'= ♣❛( ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❤♦(✐③♦♥'❛❧ ❡♥ ♣♦✐♥'✐❧❧=✳ ❜✮ ❙❋ ❝♦((❡4♣♦♥❞❛♥'❡ @ ❧❛ 4'(✉❝'✉(❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡4' (❡♣(=4❡♥'=❡ ❞❛♥4 ❧❛ ♣(❡♠✐C(❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇(✐❧❧♦✉✐♥✳ ❬✶✽✽❪

✻✳✶✳✷ $♦✉'(✉♦✐ '*❛❧✐-❡' ❞❡- ♠❡-✉'❡- ❞❛♥- ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ ❄

▲✬♦❜4❡(✈❛'✐♦♥ ❞✬♦4❝✐❧❧❛'✐♦♥4 ;✉❛♥'✐;✉❡4✱ ❞✉ ❝♦'= 4♦✉4✲❞♦♣=✱ ❞❛♥4 ❧❡4 ❝♦♠♣♦4=4 ❨❇❈❖ ❡' ❨✶✷✹

❬✶✵✼✱ ✶✾✶✱ ✶✾✷❪✱ ❞=♠♦♥'(❡ ❧✬❡①✐4'❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 4✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣❡'✐'❡ ♣♦❝❤❡

❝♦✉✈(❛♥' 4❡✉❧❡♠❡♥' ✷✪ ❞❡ ❧❛ S❩❇ ♦❜'❡♥✉❡ @ ♣❛('✐( ❞❡4 ♦4❝✐❧❧❛'✐♦♥4 ;✉❛♥'✐;✉❡4 ❞❛♥4 ❧❡4 ❝♦♠♣♦4=4

4♦✉4✲❞♦♣=4 ♠❡' ❡♥ =✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞(❛4'✐;✉❡ ❞❡ ❧❛ 4✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ✭❡♥ ❝♦♠♣❛(❛✐4♦♥

❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛(❣❡ ❙❋ ♦❜4❡(✈=❡ ❞❛♥4 ❚❧2❇❛2❈✉❖6+δ ❬✸✻❪✮✳ ❆ ❝❛✉4❡ ❞❡ ❧❛ ❣(❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'= 4'(✉❝'✉(❛❧❡

❞❡ ❝❡4 ❝♦♠♣♦4=4 ✭❞❡✉① ♣❧❛♥4 ❈✉❖2 ♣❛( ♠❛✐❧❧❡ =❧=♠❡♥'❛✐(❡✱ ❧❛ ♣(=4❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛Y♥❡4 ♦✉ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡

4②♠='(✐❡ 4'(✉❝'✉(❛❧❡✮ ✐❧ ♥✬❡4' ♣❛4 =✈✐❞❡♥' ❞❡ ❞='❡(♠✐♥❡( ❛✈❡❝ ❝❡('✐'✉❞❡ ❧✬♦(✐❣✐♥❡ ❞❡4 ♦4❝✐❧❧❛'✐♦♥4

❞❛♥4 ❝❡4 ♠❛'=(✐❛✉①✳ ❯♥ 4❝=♥❛(✐♦ ♣(♦♣♦4❡ ;✉❡ ❝❡''❡ ♣❡'✐'❡ ♣♦❝❤❡ ♣(♦✈✐❡♥' ❞❡ ❧✬❤②❜(✐❞❛'✐♦♥ ❞❡4

♣❧❛♥4 ❇❛❖ ❛✈❡❝ ❧❡4 ❝❤❛Y♥❡4 ❈✉❖ ❬✶✵✾✱ ✶✺✶❪ ❡' ❛ ='= ✐♥✈♦;✉= ♣♦✉( ❡①♣❧✐;✉❡( ❧❡4 ♠❡4✉(❡4 ❞❡ ❝❤❛❧❡✉(4

4♣=❝✐✜;✉❡4 ❬✶✶✵❪ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉4 ❧✬❛✈♦♥4 ❛❜♦(❞= ❞❛♥4 ❧❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✷✳

❯♥ ❛✉'(❡ 4❝=♥❛(✐♦ ✐♥✈♦;✉❡ ✉♥❡ ❜(✐4✉(❡ ❞❡ ❧❛ 4②♠='(✐❡ ❞❛♥4 ❧❡4 ♣❧❛♥4 ❈✉❖2 ❝♦♥❞✉✐4❛♥' @ ✉♥❡

(❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ @ ❜❛44❡ '❡♠♣=(❛'✉(❡ ✭✈♦✐( ❝❤❛♣✐'(❡ ✷✮✳ ❯♥ ♦(❞(❡ ❞❡ ❝❤❛(❣❡

❞❛♥4 ❧❡4 ♣❧❛♥4 ❈✉❖2✱ (❡4♣♦♥4❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡''❡ (❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥✱ ❛ (=❝❡♠♠❡♥' ='= ♠✐4 ❡♥ =✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛(

❞❡4 ♠❡4✉(❡4 ❞❡ ❘▼◆ ❬✾✸❪✱ ❞❡ (❛②♦♥4✲❳ ❬✾✹✱ ✾✻❪ ❡' ❞✬✉❧'(❛4♦♥ ❬✾✼❪✳ ❉✉ ❢❛✐' ❞❡ ❧❛ ♣(=4❡♥❝❡ ❞❡4

❝❤❛Y♥❡4 ❈✉❖ ❞❛♥4 ❧❡4 ❝♦♠♣♦4=4 @ ❜❛4❡ ❞✬❨''(✐✉♠ ;✉✐ ✐♠♣♦4❡ ✉♥❡ ❞✐(❡❝'✐♦♥ ♣(=❢=(❡♥'✐❡❧❧❡✱ ❧✬♦♥❞❡

❞❡ ❞❡♥4✐'= ❞❡ ❝❤❛(❣❡ ♣❡✉' b'(❡ 4'❛❜✐❧✐4=❡ ♣❛( ❧❛ 4'(✉❝'✉(❡ ♦('❤♦(❤♦♠❜✐;✉❡ ❞❡ ❝❡4 ♠❛'=(✐❛✉①✳ ❉❡4

❧♦(4✱ ✉♥ ❞=❜❛' ❡4' ♦✉✈❡(' ♣♦✉( 4❛✈♦✐( 4✐ ❝❡''❡ (❡❝♦♥4'(✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡(♠✐✱ ❞❛♥4 ❝❡4

♠❛'=(✐❛✉①✱ ❡4' ❧✐=❡ @ ❧❡✉(4 4'(✉❝'✉(❡4 ✉♥✐❞✐(❡❝'✐♦♥♥❡❧❧❡4 ♦✉ 4✐ ❡❧❧❡ ❡4' ❣=♥=(✐;✉❡ ❞❡4 ❝✉♣(❛'❡4✳

❉❛♥4 ❝❡ ❝❤❛♣✐'(❡✱ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ='✉❞✐= ❧❡ ❝♦♠♣♦4= ❍❣✶✷✵✶ ;✉✐ ♥❡ ♣♦44C❞❡ ♣❛4 ❞❡ ❝❤❛Y♥❡ ❡'

♣♦44C❞❡ ✉♥❡ 4'(✉❝'✉(❡ '='(❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❤❛✉'❡ 4②♠='(✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉4✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦4= ♣♦44C❞❡ ✉♥ 4❡✉❧ ♣❧❛♥

♣❛( ♠❛✐❧❧❡ =❧=♠❡♥'❛✐(❡✳ ▲✬='✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦4= ❛ ♠♦♥'(= ❞❡ ❣(❛♥❞❡ 4✐♠✐❧✐'✉❞❡ ❛✈❡❝ ❨❇❈❖✳ ❉❛♥4

✉♥ ♣(❡♠✐❡( '❡♠♣4✱ ♥♦✉4 (❡♣♦('❡(♦♥4 ❧❡4 ♠❡4✉(❡4 ❞✬❡✛❡' ❍❛❧❧ ❡' ❞✬❡✛❡' ❙❡❡❜❡❝❦ (=❛❧✐4=❡4 4✉( ❝❡

♠❛'=(✐❛✉✳ S✉✐4 ♥♦✉4 ♣(=4❡♥'❡(♦♥4 ❧❡4 ♠❡4✉(❡4 ❞❡ ♠❛❣♥='♦'(❛♥4♣♦(' ;✉❡ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 (=❛❧✐4=❡4 ❡'



✶✸✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ▼❛❣♥/(♦)/1✐1(❛♥❝❡ ❞❛♥1 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❛✮ ❘'(✐(*✐✈✐*' ❞❡ *.♦✐( '❝❤❛♥*✐❧❧♦♥( ❞✐✛'.❡♥*( ♣.♦✈❡♥❛♥* ❞✉ ♠8♠❡ ❜❛*❝❤✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡

♣♦✐♥*✐❧❧'❡ ❡(* ✉♥ ✜* ❧✐♥'❛✐.❡ ❞❡ ❧❛ .'(✐(*✐✈✐*' = ❤❛✉*❡ *❡♠♣'.❛*✉.❡✳ ▲❛ ❞'✈✐❛*✐♦♥ = ❝❡**❡ ❧✐♥'❛.✐*'

❛♣♣❛.❛✐* = ❚

∗
✳ ✭❞✬❛♣.A( ❬✶✽✼❪✮ ❜✮ ❉'♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣'.❛*✉.❡ ❝.✐*✐H✉❡ ✭❚c✮ ❡* ❞❡ ❧❛ *❡♠♣'.❛*✉.❡

❝❛.❛❝*'.✐(*✐H✉❡ ✭❚

∗
✮ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♣❛❣❡ ✭♣ ❂ ✵✳✵✹ $ ✵✳✷✶✮✳ ▲❛ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❝/✐*✐3✉❡ ❛ .*.

❞.*❡/♠✐♥.❡ ♣❛/ ❞❡6 ♠❡6✉/❡6 ❞❡ 6✉6❝❡♣*✐❜✐❧✐*. ❞❝✳ ▲❛ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❚

∗
❛ .*. ❞.*❡/♠✐♥.❡ ❞❡ ❞❡✉①

♠❛♥✐;/❡6 ❞✐✛./❡♥*❡6 $ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❡6✉/❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐/ *❤❡/♠♦✲.❧❡❝*/✐3✉❡ ❡* ❞❡6 ♠❡6✉/❡6 ❞❡ /.6✐6*✐✈✐*.

❬✶✽✾❪✳ ▲❛ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❞✉ ❣❛♣ ❞❡ 6♣✐♥ ❞.*❡/♠✐♥.❡ ♣❛/ ❧❡6 ♠❡6✉/❡6 ❞❡ ❘▼◆ ❡6* .❣❛❧❡♠❡♥* */❛❝.❡

❬✶✾✵❪✳

3✉✐ ♠❡**❡♥* ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣/.6❡♥❝❡ ❞✬♦6❝✐❧❧❛*✐♦♥6 3✉❛♥*✐3✉❡6✳

✻✳✶✳✸ ❊✛❡' ❍❛❧❧ ❡' ❡✛❡' ❙❡❡❜❡❝❦ ❞❛♥1 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

▲❛ ✜❣✉/❡ ✻✳✹❛✮ ♣/.6❡♥*❡ ❧❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ❞❡ ❍❛❧❧ ✭❘H✮ ❞❛♥6 ❧✬.*❛* ♥♦/♠❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠✲

♣./❛*✉/❡ ♣♦✉/ */♦✐6 ❝✉♣/❛*❡6 6♦✉6✲❞♦♣.6 ✿ ✉♥ .❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❈❖ ✭♣ ≃ ✵✳✶✵✮ ❡* ❞❡✉① .❝❤❛♥*✐❧❧♦♥6
❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ♥♦*.6 ❆ ❡* ❇ ✭♣ ≃ ✵✳✵✼✺✮ ❬✶✾✸❪✳ ❈❡6 ✈❛❧❡✉/6 ❞❡ ❘H 6♦♥* ♦❜*❡♥✉❡6 $ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥.*✐3✉❡ 6✉✣6❛♠♠❡♥* ❢♦/* ♣♦✉/ ❞.*/✉✐/❡ ❧❛ 6✉♣/❛❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*. ❡* ❛**❡✐♥❞/❡ ❧✬.*❛* ♥♦/♠❛❧✳ ❉❡

♠Z♠❡✱ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✻✳✹❜✮ ♣/.6❡♥*❡ ❧❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ❙❡❡❜❡❝❦ ✭❙✴❚✮ ❞❛♥6 ❧✬.*❛* ♥♦/♠❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛

*❡♠♣./❛*✉/❡ ♣♦✉/ ❧❡6 ❝♦♠♣♦6.6 ❨❇❈❖ ✭♣ ≃ ✵✳✶✵✮ ❡* ❍❣✶✷✵✶ ❆ ✭♣ ≃ ✵✳✵✼✺✮ ❬✶✾✸❪✳ ▲❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*6
❘H ❡* ❙✴❚ 6♦♥* ♣♦6✐*✐❢6 $ ❤❛✉*❡ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❝♦♠♠❡ ❛**❡♥❞✉ ♣♦✉/ ❧❡6 ♠❛*./✐❛✉① ❞♦♣.6 ❡♥ */♦✉6✳

_❛/ ❝♦♥*/❡✱ ❡♥ ❞❡66♦✉6 ❞✬✉♥❡ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❚ ≃ ✺✵ ❑✱ ❝❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ❞✐♠✐♥✉❡♥* ♣♦✉/ ✜♥❛❧❡♠❡♥*

❞❡✈❡♥✐/ ♥.❣❛*✐❢6 $ ❜❛66❡ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❡* ✉♥❡ ❢♦/*❡ 6✐♠✐❧✐*✉❞❡ ❞❛♥6 ❧❡ ❝♦♠♣♦/*❡♠❡♥* ❞❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*

❞❡ ❍❛❧❧ ❡* ❙❡❡❜❡❝❦ ❡6* ♦❜6❡/✈.❡ ♣♦✉/ ❝❡6 ❞❡✉① ♠❛*./✐❛✉① ✭✜❣✉/❡ ✻✳✹✮✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ ❨❇❈❖✱

❝❡6 ❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ❞❡ ❍❛❧❧ ❡* ❙❡❡❜❡❝❦ ♥.❣❛*✐❢6 ✭❛66♦❝✐.6 $ ❧❛ ♣/.6❡♥❝❡ ❞✬♦6❝✐❧❧❛*✐♦♥6 3✉❛♥*✐3✉❡6 ❞❡

❢/.3✉❡♥❝❡6 ❢❛✐❜❧❡6✮ ♣/♦✈✐❡♥♥❡♥* ❞✬✉♥❡ ♣❡*✐*❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬.❧❡❝*/♦♥6✳ ❉✉ ❢❛✐* ❞❡ ❧❛ ❣/❛♥❞❡ 6✐♠✐❧✐*✉❞❡

❡♥*/❡ ❧❡6 ❝♦♠♣♦/*❡♠❡♥*6 ❞❡ ❧✬❡✛❡* ❍❛❧❧ ❡* ❞❡ ❧✬❡✛❡* ❙❡❡❜❡❝❦ ❞❡ ❝❡6 ❞❡✉① ❝♦♠♣♦6.6✱ ♥♦✉6 ♣♦✉✲

✈♦♥6 ❞.❞✉✐/❡ 3✉❡ ❧❛ ❙❋ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ♣♦66;❞❡ .❣❛❧❡♠❡♥* ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬.❧❡❝*/♦♥6✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐3✉❡ ✉♥❡

/❡❝♦♥6*/✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 6✉/❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡/♠✐ $ ❜❛66❡ *❡♠♣./❛*✉/❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛/❛✐6♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣/♦66❡ ♣♦❝❤❡

❞❡ */♦✉6 ♦❜6❡/✈.❡ ❞✉ ❝b*. 6✉/ ❞♦♣. ❞❛♥6 ❧❡ ❝♦♠♣♦6. ♠♦♥♦ ♣❧❛♥ ❚❧2❇❛2❈✉❖6+δ $ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ =

✵✳✷✼ ♦✉ ✵✳✸✵ ❬✸✸✱ ✸✻❪✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ ❨❇❈❖✱ ❝❡**❡ /❡❝♦♥6*/✉❝*✐♦♥ ❡6* ❧✐.❡ $ ✉♥ ♦/❞/❡ ❞❡ ❝❤❛/❣❡



✻✳✶✳ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦&% ✶✸✼

 ✉✐ ❛ $%❝❡♠♠❡♥* %*% ✐❞❡♥*✐✜% ♣❛$ ❞❡. ♠❡.✉$❡ ❞❡ ❘▼◆ ❬✾✸❪✳ ❙✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✹ ❛✮ ❡.* $❡♣$♦❞✉✐* ❧❡

.♣❧✐**✐♥❣ ❞❡ $❛✐❡ ♦❜.❡$✈% ❡♥ ❘▼◆ ❞❛♥. ❨❇❈❖ ✭♣ ≃ ✵✳✶✵✮ ❡* G ✷✽ ❚  ✉✐ $%✈K❧❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡

♦❜.❡$✈% ❡♥ ❞❡..♦✉. ❞❡ ❚CO ≃ ✺✵ ❑✳ ▲❛ *❡♠♣%$❛*✉$❡ G ❧❛ ✉❡❧❧❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ❡.* ♦❜.❡$✈% ❡♥

❘▼◆ ❝♦$$❡.♣♦♥❞ G ❧❛ *❡♠♣%$❛*✉$❡ G ❧❛ ✉❡❧❧❡ ❧✬❡✛❡* ❍❛❧❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ G ❞✐♠✐♥✉❡$✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✹ ✕ ❛✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ ❧✬%*❛* ♥♦$♠❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡♠♣%$❛*✉$❡✳ ▲❡. ❝❡$❝❧❡.

$♦✉❣❡. ❝♦$$❡.♣♦♥❞❡♥* ❛✉① ❞♦♥♥%❡. ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ✭♣ = ✵✳✵✼✺✮✳ ▲❡. ❝❡$❝❧❡. ♣❧❡✐♥. ❝♦$$❡.♣♦♥❞❡♥* ❛✉①

✈❛❧❡✉$. ❞✬✉♥ %❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ G ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❇ = ✺✸ ❚ ❡* ❧❡. ♦✉✈❡$*. G ✉♥ ❛✉*$❡ %❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ G ✉♥ ❝❤❛♠♣

❇ = ✻✽ ❚✳ ▲❡. ♣♦✐♥*. ❜❧❡✉. ❝♦$$❡.♣♦♥❞❡♥* ❛✉① ❞♦♥♥%❡. ❞❡ ❨❇❈❖ G ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✶✵ ❡* ✉♥

❝❤❛♠♣ ❇ = ✺✺❚ ❬✶✶✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❧❡. ❞♦♥♥%❡. ❞❡ ❘▼◆✱ ❞✬✉♥ %❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❞❡ ❨❇❈❖ G ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣

= ✵✳✶✵ ❡* ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❇ = ✷✽✳✺❚✱ .♦♥* $❡♣$♦❞✉✐*❡. .✉$ ❝❡**❡ ✜❣✉$❡ ✭❝❛$$%. ✈❡$*.✱ ❞✬❛♣$K. ❬✾✸❪✮✳ ❈❡.
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❞❡# ❞♦♥♥9❡# ❞✬❆❘Q❊❙ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❛❝❝O# K ❧❛ ❙❋ ♥♦♥ )❡❝♦♥#.)✉✐.❡ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ ❛✉.♦✉) ❞✉ ❞♦♣❛❣❡

♦♣.✐♠❛❧✳ ◆♦.)❡ 9❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ❛②❛♥. ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞✬❡♥✈✐)♦♥ ✾ ✪✱ ✐❧ #❡)❛ ♥9❝❡##❛✐)❡ ❞✬❛❥✉#.❡) ❧❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧

❝❤✐♠✐*✉❡ ♣♦✉) ♦❜.❡♥✐) ✉♥❡ ❙❋ ❝♦))❡#♣♦♥❞❛♥. K ♥♦.)❡ ❞♦♣❛❣❡✳ ◆♦✉# ❛❥✉#.❡)♦♥# ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧

❝❤✐♠✐*✉❡ µ ❞❡ #♦).❡ *✉❡ ❧❛ #✉)❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡)♠✐ ♥♦♥ )❡❝♦♥#.)✉✐.❡ ❝♦✉✈)❡ ✉♥❡ ❛✐)❡ ❝♦))❡#♣♦♥❞❛♥. ❛✉

❞♦♣❛❣❡ #♦✉❤❛✐.9✳ ❯♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ ❞♦✐. ♣)♦❞✉✐)❡ ✉♥❡ ❛✐)❡ ❝♦✉✈)❛♥. ✭✺✵ ✰ ♣✴✷✮ ✪ ❞❡ ❧❛ ♣)❡♠✐O)❡ ③♦♥❡

❞❡ ❇)✐❧❧♦✉✐♥✳ ▲❡# ♠♦❞O❧❡# ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❢♦).❡ ✉.✐❧✐#9# #♦♥. ❞♦♥♥9# ♣❛) ✿

0 =
µ

t
− 2(coskx + cosky) + 4

t′

t
coskxcosky, ✭✻✳✶✮

♦b #❡✉❧# ❧❡# .❡)♠❡# ❞❡ #❛✉. ♣❧✉# ♣)♦❝❤❡ ✈♦✐#✐♥ ❡. #❡❝♦♥❞ ✈♦✐#✐♥  ❡.  ✬ ❞❛♥# ❧❡# ♣❧❛♥# ❈✉❖2 #♦♥.

❝♦♥#✐❞9)9# ❡. µ ❧❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧ ❝❤✐♠✐*✉❡✳ ❯♥ )❛✣♥❡♠❡♥. ❞❡ ❝❡ ♠♦❞O❧❡ ❛ 9❣❛❧❡♠❡♥. 9.9 ✉.✐❧✐#9 ❡♥

♣)❡♥❛♥. ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧❡ .❡)♠❡ ❞❡ #❛✉. ❛✉ .)♦✐#✐O♠❡ ✈♦✐#✐♥ .✑ *✉✐ ❡#. ❛❥♦✉.9 K ❧✬9*✉❛.✐♦♥ ✻✳✶✱ ❝❡ *✉✐

❝♦♥❞✉✐. K ✿

0 =
µ

t
− 2(coskx + cosky) + 4

t′

t
coskxcosky − 2

t′′

t
(cos2kx + cos2ky), ✭✻✳✷✮

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬9*✉❛.✐♦♥ ✻✳✶✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉) )❡♣♦).9❡ ❞❛♥# ❧❛ )9❢✳ ❬✶✾✽❪ ❡#.  ✬✴ = ✵✳✹✵✽✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛#

❞❡ ❧✬9*✉❛.✐♦♥ ✻✳✷✱ ❧❡# ❛✉.❡✉)# )❡♣♦).❡♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉)  ✬✴ = ✵✳✷✹✾ ❡♥ ♣)❡♥❛♥.  ✑✴ ✬ = ✵✳✺✳ Q❛) ❝♦♥.)❡

❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦)♠❛.✐♦♥ #✉) ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ µ ✉.✐❧✐#9❡ ♣♦✉) ❧❡# ❛❥✉#.❡♠❡♥.# ♥✬❡#. ❞♦♥♥9❡✳ Q♦✉) )9❛❧✐#❡)

♥♦.)❡ 9.✉❞❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉.✐❧✐#9 ❝❡# ✈❛❧❡✉)# ❡①.)❛✐.❡# ❞❡# ♠❡#✉)❡# ❞✬❆❘Q❊❙ ♣♦✉)  ✬ ❡.  ✑✱ ❞❛♥# ❧❡

❝❛# ❞❡# ❞❡✉① 9*✉❛.✐♦♥# ❞❡ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❢♦).❡✱ ❡♥ ♣)❡♥❛♥.  = ✶✳ ❉❛♥# ❧❛ #✉✐.❡✱ ♥♦✉# ♥♦.❡)♦♥#

❧❡# ❞✐✛9)❡♥.❡# ✈❛)✐❛❜❧❡# ✭ ✬✱ µ ❡. ❱ ✮ ❡♥ ✉♥✐.9 ❞❡  ✳

❆✜♥ ❞❡ )❡♥❞)❡ ❝♦♠♣.❡ ❞❡ ❧❛ )❡❝♦♥#.)✉❝.✐♦♥ ❧✐9❡ ❛ ✉♥ ♦)❞)❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✐♥❝♦♠♠❡♥#✉)9



✻✳✸✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✉*❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡*♠✐ ✶✹✸

♥♦✉# ✉$✐❧✐#♦♥# ❧✬❍❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❬✶✹✽❪ 1✉✐ ♥❡ ❢❛✐$ ✐♥$❡3✈❡♥✐3 1✉❡ ❧❡# ♣3❡♠✐❡3# $❡3♠❡# ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✿

H =









ε(❦) V V 0

V ε(❦+◗x) 0 V

V 0 ε(❦+◗y) V

0 V V ε(❦+◗y +◗x)









✭✻✳✸✮

♦? ❦ ❡#$ ✉♥ ✈❡❝$❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ @❩❇✱ ◗x ❡$ ◗y #♦♥$ ❧❡# ✈❡❝$❡✉3# ❞✬♦♥❞❡ ❛##♦❝✐E# F ❧✬♦3❞3❡ ❞❡

❝❤❛3❣❡ #❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐3❡❝$✐♦♥ ① ❡$ ② 3❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❡$ ❱ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥#$❛♥$✳ ◆♦✉#

✉$✐❧✐#❡3♦♥# ⑤◗x| = ⑤◗y| = ✵✳✷✽ ❡♥ ❛❝❝♦3❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ E$✉❞❡ ♣3E❧✐♠✐♥❛✐3❡ ❞❡ ❞✐✛3❛❝$✐♦♥ ❞❡ 3❛②♦♥#✲❳

1✉✐ ❛ ♠✐# ❡♥ E✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬♦3❞3❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ❞❛♥# ❍❣✶✷✵✶ ❬✶✾✾❪✳

@❛3$❛♥$ ❞❡# ♣❛3❛♠Q$3❡# #✬ = ✵✳✹✵✽ ✭❛✈❡❝ #✑ = ✵✮ ❡$ #✬ = ✵✳✷✹✾ ✭❛✈❡❝ #✑✴#✬ = ✵✳✺✮ ✉$✐❧✐#E# ❞❛♥#

❬✶✾✽❪ ❡$ ❡♥ ❛❥✉#$❛♥$ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❝❤✐♠✐1✉❡ µ ❞❡ $❡❧❧❡ ♠❛♥✐Q3❡ 1✉❡ ❧❛ ❙❋ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❝♦33❡#♣♦♥❞❡ F ✉♥

❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✾✪✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$✱ ❛♣3Q# 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛3 ✉♥ ♦3❞3❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✱ ✉♥❡

♣♦❝❤❡ ❞✬E❧❡❝$3♦♥# #✐$✉E❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞# ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❡$ ❝♦33❡#♣♦♥❞❛♥$ F ❞❡# ❢3E1✉❡♥❝❡# ❞✬♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥#

❞❡ ✽✺✼ ❚ ❡$ ✼✾✵ ❚ 3❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✱ ❛✈❡❝ ❱ = ✵✳✵✵✶ ✳ ❉❛♥# ❧❛ #✉✐$❡✱ $♦✉$ ❡♥ ❝♦♥#❡3✈❛♥$ ⑤◗x| =
⑤◗y| = ✵✳✷✽ ✜①❡✱ ♥♦✉# ❞✐#❝✉$❡3♦♥# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# ❞✐✛E3❡♥$# ♣❛3❛♠Q$3❡# #✉3 ❧❛ 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❞❡

❧❛ #✉3❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡3♠✐✳

✻✳✸✳✷ ❆♥❛❧②)❡)

◆♦✉# ✈❡♥♦♥# ❞❡ ✈♦✐3 1✉❡ ❧❡# ♣❛3❛♠Q$3❡# ❞♦♥♥E# ♣❛3 ❬✶✾✽❪ ❝♦♥❞✉✐#❡♥$✱ ❛♣3Q# 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❙❋✱ F ❞❡# ❢3E1✉❡♥❝❡# ♣3♦❝❤❡# ❞❡ ❧❛ ❢3E1✉❡♥❝❡ ♠❡#✉3E❡ ❡♥ ♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥# 1✉❛♥$✐1✉❡#✱ ♣♦✉3 ✉♥

♣♦$❡♥$✐❡❧ ❱ $3Q# ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣3❡♥❞3❡ #✐ ❝❡ ♠♦❞Q❧❡ ❞❡ 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❡#$ 3♦❜✉#$❡✱ ♥♦✉#

❛❧❧♦♥# ✐♠♣♦#❡3 ◗ ✭✈❛❧❡✉3 ♠❡#✉3E❡ ❡♥ 3❛②♦♥#✲❳✮✱ ❡$ ❢❛✐3❡ ✈❛3✐❡3 ❧❡# ♣❛3❛♠Q$3❡# ❞❡ ❧❛ ❞✐#♣❡3#✐♦♥

E❧❡❝$3♦♥✐1✉❡ ✭µ✱ #✬ ❡$ #✑✮✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐3 ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬E❧❡❝$3♦♥# ✭❋ = ✽✹✵ ❚✮ ♣♦✉3 ❞❡# ♣♦$❡♥$✐❡❧#

❱ ✭❞❡ ✵✳✵✵✶ F ✵✳✷✮ ✜①E#✳

▲❛ ✜❣✉3❡ ✻✳✾ ♣3E#❡♥$❡ ❧❛ ❙❋ ♥♦♥ 3❡❝♦♥#$3✉✐$❡ ✭$3❛✐$ ❜❧❡✉✮ ♦❜$❡♥✉❡ ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡# ♣❛3❛♠Q$3❡# µ

= ✵✳✼✺ ❡$ #✬ = ✵✳✷✸✺ ❡♥ ♣3❡♥❛♥$ #✑✴#✬ = ✵✳✺ ❞❛♥# ❧✬E1✉❛$✐♦♥ ✻✳✷✳ ❆♣3Q# 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋

♣❛3 ❧✬♦3❞3❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✭❡♥ ♣3❡♥❛♥$ ✉♥ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❱ = ✵✳✵✵✶ $3Q# ❢❛✐❜❧❡✮✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ✉♥❡

♣♦❝❤❡ ❞✬E❧❡❝$3♦♥# ✭$3❛✐$ 3♦✉❣❡✮ ❞♦♥$ ❧✬❛✐3❡ ❡#$ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢3E1✉❡♥❝❡ ❋ = ✽✹✵ ❚ ❡♥ ❛❝❝♦3❞

❛✈❡❝ ❧❡# ♠❡#✉3❡# ❞✬♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥# 1✉❛♥$✐1✉❡#✳ ❈❡# ♣♦❝❤❡# 3♦✉❣❡#✱ #✐$✉E❡# ❛✉① ♥♦❡✉❞# ♣3♦✈✐❡♥♥❡♥$

❞✉ ❝3♦✐#❡♠❡♥$ ❞❡# ♣❛3$✐❡# ♥♦❞❛❧❡# ❞❡ ❧❛ #✉3❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡3♠✐ ✐♥✐$✐❛❧❡✳ ❉✬❛✉$3❡# ♣♦❝❤❡# ❡$ ❜❛♥❞❡# ✶❉

❛♣♣❛3❛✐##❡♥$ E❣❛❧❡♠❡♥$ ❞❡# #✉✐$❡# ❞❡ ❧❛ 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛3❣❡ ❙❋ F ❤❛✉$❡ $❡♠♣E3❛$✉3❡ ♣❛3

❧✬♦3❞3❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ♠❛✐# ♥❡ #♦♥$ ♣❛# $3❛❝E❡# #✉3 ❝❡$$❡ ✜❣✉3❡✳ ◆♦✉# ❛❜♦3❞❡3♦♥# ♣❧✉# ❧♦✐♥ ❧✬♦3✐❣✐♥❡ ❞❡

❝❡# ♣♦❝❤❡#✳

❉❛♥# ❧❛ #✉✐$❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❛✉❣♠❡♥$❡3 ❧❛ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ❱ ❡$ $3♦✉✈❡3 ❧❡# ♣❛3❛♠Q$3❡# µ ❡$ #✬ ♣❡3♠❡$✲

$❛♥$ ❞❡ ❝♦♥#❡3✈❡3 ✉♥❡ ❙❋ ❡♥ ❛❝❝♦3❞ ❛✈❡❝ ❧❡# ♠❡#✉3❡# ❞✬♦#❝✐❧❧❛$✐♦♥# 1✉❛♥$✐1✉❡#✳ ◆♦✉# ❞✐#❝✉$❡3♦♥#

E❣❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ❱ #✉3 ❧❛ 3❡❝♦♥#$3✉❝$✐♦♥ ❡$ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ #✉3 ❧❛ ❢3E1✉❡♥❝❡✳

• 7*8(❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡( ❞✐✛8*❡♥)❡( ❙❋ ; ♣ = ✾ ✪ ❝♦♥❞✉✐(❛♥) ; ❋ = ✽✹✵ ❚

❆✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐3 ❞❡# ♣♦❝❤❡# ❞✬E❧❡❝$3♦♥# ❝♦33❡#♣♦♥❞❛♥$ F ✉♥❡ ❢3E1✉❡♥❝❡ ❞❡ ✽✹✵ ❚✱ ♣♦✉3 ❞✐✛E3❡♥$❡#

✈❛❧❡✉3# ❞✉ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❱✱ ✐❧ ❡#$ ♥E❝❡##❛✐3❡ ❞❡ ❢❛✐3❡ ✈❛3✐❡3 ❧❡# ✈❛❧❡✉3# ❞❡ $✬ ❡$ µ ❝❛3 ❧❛ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ◗ ❡#$

✐♠♣♦#E❡ ♣❛3 ❧❡# ♠❡#✉3❡# ❞❡ 3❛②♦♥#✲❳ ❬✶✾✾❪✳ ▲❛ ✜❣✉3❡ ✻✳✶✵ ♣3E#❡♥$❡ ❧❛ #✉3❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡3♠✐ ❞✉ ❝♦♠♣♦#E

♣❛3❡♥$ ❞E❞✉✐$❡ ❞❡# ❝❛❧❝✉❧# ❞❡ #$3✉❝$✉3❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✭$3❛✐$ ♥♦✐3 ❬✶✽✽❪✮ ❛✐♥#✐ 1✉❡ ❧❡# ❞♦♥♥E❡# ❞✬❆❘@❊❙



✶✹✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✻✳ ▼❛❣♥/'♦(/1✐1'❛♥❝❡ ❞❛♥1 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

❋✐❣✉$❡ ✻✳✾ ✕ ❙✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ♥♦♥ &❡❝♦♥12&✉✐2❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞❛♥2 4 ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ ≃ ✵✳✵✾✱ ❡♥ ✉2✐❧✐1❛♥2

µ = ✵✳✼✺✱ ❱ = ✵✳✵✵✶ ❡2 !✬ = ✵✳✷✸✺ ❡♥ ♣&❡♥❛♥2 !✑✴!✬ = ✵✳✺ ✭2&❛✐2 ♣♦✐♥2✐❧❧@ ❜❧❡✉✮✳ ▲❡1 ♣♦❝❤❡1 &♦✉❣❡1

1♦♥2 ♦❜2❡♥✉❡1 ❛♣&E1 &❡❝♦♥12&✉❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ♣❛& ✉♥ ♦&❞&❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❡♥

♣&❡♥❛♥2 ⑤◗x| = ⑤◗x| = ✵✳✷✽✳ ❈❡1 ♣♦❝❤❡1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞❡♥2 4 ✉♥❡ 1✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ L✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ 4

✉♥❡ ❢&@L✉❡♥❝❡ ❞❡ ✽✹✵❚✳ ▲❡1 ❛✉2&❡1 ♣♦❝❤❡1 ❡2 ❜❛♥❞❡1 ✶❉ L✉✐ ❛♣♣❛&❛✐11❡♥2 1✉✐2❡ 4 ❧❛ &❡❝♦♥12&✉❝2✐♦♥

♥❡ 1♦♥2 ♣❛1 2&❛❝@❡1✳

♣♦✉& ❧❡ ❝♦♠♣♦1@ ❞♦♣@ ♦♣2✐♠✉♠ ❬✶✾✽❪ ✭❝❛❞&❛♥2 ❡♥ ❤❛✉2 4 ❞&♦✐2❡✮✳ ▲❡ 2&❛✐2 ♥♦✐& ❞❡ ❧✬❡♥❝❛❞&@ ❝♦&&❡1✲

♣♦♥❞ 4 ❧✬❛❥✉12❡♠❡♥2 ❞❡1 ❞♦♥♥@❡1 ❞✬❆❘V❊❙ ❡♥ ✉2✐❧✐1❛♥2 ❧❡1 ♣❛&❛♠E2&❡1 ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛2✐♦♥ ✭❛✮ ♣♦✉&

!✑ = ✵ ❡2 ❜✮ !✑ = ✵✳✺ !✬ ✮✳ ▲❛ ❙❋ &❡♣&@1❡♥2@ ❡♥ 2&❛✐2 &♦✉❣❡ ❛ @2@ ♦❜2❡♥✉❡ ❡♥ ✉2✐❧✐1❛♥2 ❧❡1 ♠X♠❡1

2❡&♠❡1 ❞❡ 1❛✉2 ❡2 ❡♥ ✈❛&✐❛♥2 µ ♣♦✉& ❛✈♦✐& ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✾✪✳ ▲❡ 2&❛✐2 ❜❧❡✉ ❝♦&&❡1♣♦♥❞ 4 ❧❛ 1✉&❢❛❝❡

❞❡ ❋❡&♠✐ L✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐11❛♥❝❡ 4 ✉♥❡ ❢&@L✉❡♥❝❡ ❞❡ ✽✹✵ ❚ ✭❛♣&E1 &❡❝♦♥12&✉❝2✐♦♥✮ ♣♦✉& ✉♥ ♣♦2❡♥2✐❡❧

❱ = ✵✳✷ ♦[ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❛❥✉12@ µ ❡2 !✬ ✿ ✭❛✮ !✑ = ✵ ❡2 ❜✮ !✑ = ✵✳✺ !✬ ✮✳ ◆♦✉1 2&❛^♦♥1 1✉& ❝❡22❡ ✜✲

❣✉&❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♣♦✉& ❱ = ✵✳✷ ❝❛& ❝✬❡12 ❝❡❧❧❡ L✉✐ ❞✐✛E&❡ ❧❡ ♣❧✉1 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞♦♥♥@❡ ♣❛& ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛2✐♦♥✳

• ❊✛❡' ❞❡ ❱ 1✉( ❧❛ ❙❋ (❡❝♦♥1'(✉✐'❡

▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✶ ♣&@1❡♥2❡ ❞✐✛@&❡♥2❡1 &❡❝♦♥12&✉❝2✐♦♥1 ♣♦✉& !✬ ❡2 µ ❝♦♥12❛♥2 ❡♥ ❢❛✐1❛♥2 ✈❛&✐❡& ❱

❡♥2&❡ ✵✳✵✵✶ 4 ✵✳✷✳ ▲❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣❛11❛♥2 ❞✬✉♥❡ ❛✐&❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞❛♥2 4 ✉♥❡ ❢&@L✉❡♥❝❡

❞❡ ✽✹✵ ❚ 4 ✼✷✵ ❚✱ ❧♦&1L✉❡ ❱ ❛✉❣♠❡♥2❡ ❞❡ ✵✳✵✵✶ 4 ✵✳✷✳ V♦✉& ❝♦♥1❡&✈❡& ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞❛♥2

4 ✉♥❡ ❢&@L✉❡♥❝❡ ❞❡ ✽✹✵ ❚✱ ✐❧ ❡12 ❞♦♥❝ ♥@❝❡11❛✐&❡ ❞❡ ❢❛✐&❡ ✈❛&✐❡& ❧❡1 ♣❛&❛♠E2&❡1 µ ❡2 !✬ ❡♥ ♠X♠❡

2❡♠♣1 L✉❡ ❧❡ ♣♦2❡♥2✐❡❧ ❱✳ ❊♥ ❢❛✐1❛♥2 ❝❡❧❛ ♥♦✉1 ♦❜2❡♥♦♥1 ❞✐✛@&❡♥2❡1 ✈❛❧❡✉&1 ❞❡ µ ❡2 !✬ ✭❝♦&&❡1♣♦♥✲

❞❛♥2❡1 4 ❋ = ✽✹✵ ❚✮ ♣♦✉& ❧❡1 ❞✐✛@&❡♥2❡1 ✈❛❧❡✉&1 ❞❡ ❱ ✉2✐❧✐1@❡1 ✭❝❡1 ✈❛❧❡✉&1 1♦♥2 &❡♣♦&2@❡1 ❞❛♥1

❧❡ 2❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥✱ ♠♦②❡♥♥❛♥2 ❞❡ ❢❛✐❜❧❡1 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥21 ❞✉ ♣❛&❛♠E2&❡ !✬ ✭❝♦♥❞✉✐1❛♥2 4 ❞❡1 ♠♦❞✐✜✲

❝❛2✐♦♥1 ♠✐♥❡✉&❡1 ❞❡ ❧❛ 1✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ✐♥✐2✐❛❧❡✮ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ &❡❝♦♥12&✉❝2✐♦♥ ✐♥✈♦L✉❛♥2 ✉♥ ♦&❞&❡



✻✳✸✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✉*❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡*♠✐ ✶✹✺

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵ ✕ ❛✮ ❙✉)❢❛❝❡- ❞❡ ❋❡)♠✐ ❝❛❧❝✉❧3❡- 4 ♣❛)6✐) ❞✉ ♠♦❞8❧❡ ✻✳✶✳ ▲❛ ❙❋ )❡♣)3-❡♥63❡ ❡♥ )♦✉❣❡

❡-6 ♦❜6❡♥✉❡ ❡♥ ✉6✐❧✐-❛♥6 ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ 6✬ )❡♣♦)63❡ ❞❛♥- ❬✶✾✽❪ ❡6 ❡♥ ❛❥✉-6❛♥6 µ ♣♦✉) ❛✈♦✐) ✉♥ ❞♦♣❛❣❡

❞❡ ✾✪✳ ▲❛ ❙❋ )❡♣)3-❡♥63❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ❛ 363 ♦❜6❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥6 6✬ ❡6 µ ❛✜♥ ❞✬♦❜6❡♥✐) ✉♥❡ ♣♦❝❤❡

❞✬3❧❡❝6)♦♥- ❞❡ ✽✹✵ ❚ ❛♣)8- )❡❝♦♥-6)✉❝6✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦6❡♥6✐❡❧ ❱ = ✵✳✷✳ ▲❛ -✉)❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡)♠✐ ❞✉

❝♦♠♣♦-3 ♣❛)❡♥6 ❞3❞✉✐6❡ ❞❡- ❝❛❧❝✉❧- ❞❡ -6)✉❝6✉)❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡- ❬✶✽✽❪ ❡-6 6)❛❝3❡ ❡♥ ♥♦✐)✳ ▲❡- ❞♦♥♥3❡-

❞✬❆❘M❊❙ ❞❡ ❍❣✶✷✵✶ 4 ❞♦♣❛❣❡ ♦♣6✐♠❛❧ ❬✶✾✽❪ -♦♥6 )❡♣)♦❞✉✐6❡- ❞❛♥- ❧❡ ❝❛❞)❛♥6 ❡♥ ❤❛✉6 4 ❞)♦✐6❡

✭❝❡)❝❧❡- ♥♦✐)-✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥✉-6❡♠❡♥6 ❛✉ ♠♦❞8❧❡ ✻✳✶ ♣)3-❡♥63 ❡♥ ♥♦✐)✳ ❜✮ ■❞❡♥6✐R✉❡ 4 ❛✮ ❡♥ ✉6✐❧✐-❛♥6 ❧❡

♠♦❞8❧❡ ✻✳✷✳

 ✑ ❂ ✵  ✑ ❂ ✵✳✺  ✬

♣ = ✵✳✵✽✻ ❱ µ  ✬ µ  ✬

✶ ✵✳✵✵✶ ✶✳✵✽ ✵✳✹✶✹ ✵✳✼✺ ✵✳✷✸✺

✷ ✵✳✵✺ ✶✳✵✼ ✵✳✹✵✽ ✵✳✼✹✺ ✵✳✷✸

✸ ✵✳✶ ✶✳✵✹ ✵✳✸✾ ✵✳✼✹ ✵✳✷✷✺

✹ ✵✳✷ ✵✳✾✻✺ ✵✳✸✺ ✵✳✼ ✵✳✷✵✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ 6❛❜❧❡❛✉ )3❝❛♣✐6✉❧❛6✐❢ ❞❡- ❞✐✛3)❡♥6- ♣❛)❛♠86)❡- ✉6✐❧✐-3- ♣♦✉) )3❛❧✐-❡) ❧❡- )❡❝♦♥-6)✉❝✲

6✐♦♥- ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❝♦♥❞✉✐-❛♥6 4 ✉♥❡ ❙❋ )❡❝♦♥-6)✉✐6❡ ❝♦✉✈)❛♥6 ✸ ✪ ❞❡ ❧❛ M❩❇ ❡♥ ❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❧❡-

♠❡-✉)❡- ❞✬♦-❝✐❧❧❛6✐♦♥- R✉❛♥6✐R✉❡- ♣♦✉) ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✵✽✻✳ ▲❡- ✈❛❧❡✉)- ❞❡ 6✬✴6 ❡6 ❞❡ µ✴6 -♦♥6

❛❥✉-63❡- ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥-❡)✈❡) ✉♥❡ ❛✐)❡ ❞❡ ❙❋ )❡❝♦♥-6)✉✐6❡ ❝♦))❡-♣♦♥❞❛♥6 4 ✉♥❡ ❢)3R✉❡♥❝❡ ❋ = ✽✹✵ ❚

❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡- ❞✐✛3)❡♥6❡- ✈❛❧❡✉)- ❞❡ ♣♦6❡♥6✐❡❧- ✉6✐❧✐-3❡-✳

❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✭❥✉-6✐✜3 ♣❛) ❧❛ ❣)❛♥❞❡ -✐♠✐❧❛)✐63 ❛✈❡❝ ❧❡- ♠❡-✉)❡- ❞❡ ❨❇❈❖✮ ❡6 ❡♥ ♣)❡♥❛♥6

⑤◗x⑤ = ⑤◗y⑤ = ✵✳✷✽ ✭❡♥ ❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❞❡- ♠❡-✉)❡- ♣)3❧✐♠✐♥❛✐)❡-✮ ♣❡)♠❡6 ❞❡ )❡♥❞)❡ ❝♦♠♣6❡ ❞❡

❧❛ ❢)3R✉❡♥❝❡ ❞❡- ♦-❝✐❧❧❛6✐♦♥- R✉❛♥6✐R✉❡- ♦❜-❡)✈3❡- ✭❋ = ✽✹✵ ❚✮✳ ◆3❛♥♠♦✐♥-✱ ❞✬❛✉6)❡- ♣♦❝❤❡- ❡6

❜❛♥❞❡- ✶❉ -♦♥6 ♣)3-❡♥6❡-✳

• ▲❡( ❛✉)*❡( ♣♦❝❤❡( ❡) ❜❛♥❞❡( ✶❉



✶✹✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ▼❛❣♥/(♦)/1✐1(❛♥❝❡ ❞❛♥1 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✶ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ♦❜+❡♥✉❡ ❛♣'7) '❡❝♦♥)+'✉❝+✐♦♥ ❡♥ ✉+✐❧✐)❛♥+

❞✐✛('❡♥+) ♣♦+❡♥+✐❡❧) ❱✳ ▲❛ )✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ❞❡ ❞(♣❛'+ ✭♥♦♥ '❡❝♦♥)+'✉✐+❡✮ ❡)+ ❧❛ ♠<♠❡ =✉❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✾✳ ❛✮ ❱ = ✵✳✵✵✶ ✱ ❜✮ ❱ = ✵✳✵✺ ✱ ❝✮ ❱ = ✵✳✶ ✱ ❞✮ ❱ = ✵✳✷✳

❙✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✶✶✱ ❡♥ ♣❧✉) ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬(❧❡❝+'♦♥)✱ ❞✬❛✉+'❡ ♣♦❝❤❡) ❛♣♣❛'❛✐))❡♥+ )✉✐+❡ H ❧❛

'❡❝♦♥)+'✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛' ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳ ❈❡) ♣♦❝❤❡) )✉♣♣❧(♠❡♥+❛✐'❡) ♣'♦✈✐❡♥♥❡♥+

❞❡ ❧❛ ♣❛'+✐❡ ❛♥+✐♥♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ✐♥✐+✐❛❧❡✳ ❈❡'+❛✐♥❡) ❞❡ ❝❡) ♣♦❝❤❡) )✉♣♣❧(♠❡♥+❛✐'❡) ♣❡✉✈❡♥+ <+'❡

✉♥ ❛'+❡❢❛❝+ ❧✐( ❛✉ ❢❛✐+ =✉❡ ♥♦✉) '❡❝♦♥)+'✉✐)♦♥) ❧❛ ❙❋ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥)✐❞('❛♥+ =✉❡ ❧❡) ♣'❡♠✐❡') +❡'♠❡) ❞❡

❝♦✉♣❧❛❣❡)✳ ◆(❛♥♠♦✐♥)✱ ✐❧ ♥✬❡)+ ♣❛) (✈✐❞❡♥+ =✉❡ +♦✉+❡) ❝❡) ♣♦❝❤❡) ❞✐)♣❛'❛✐))❡♥+ =✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥)✐❞7'❡

❧❡) ❛✉+'❡) +❡'♠❡) ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡)✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ♦♥ '❡♠❛'=✉❡ )✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✶✶ =✉❡ ✹ ❜❛♥❞❡) ❝'♦✐)❡♥+ ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡'♠✐ ✭❝❤❛=✉❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞ H ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉' ❞✐✛('❡♥+❡✮✳

❆✜♥ ❞❡ )✬❛✛'❛♥❝❤✐' ❞❡) ♣♦❝❤❡) ❡+ ❞❡) ❜❛♥❞❡) ✶❉ ♣'♦✈❡♥❛♥+ ❞❡ ❧❛ ♣❛'+✐❡ ❛♥+✐♥♦❞❛❧❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥)

❝❤♦✐)✐ ❞❡ '❡♣'♦❞✉✐'❡ ❧❛ ♠<♠❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ =✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡ ❨❇❈❖✳ ❈✬❡)+ H ❞✐'❡ =✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣❛'+✐'



✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✹✼

❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡ ❙❋ ( ❤❛✉+❡ +❡♠♣.$❛+✉$❡ ♥♦✉1 ♣$❡♥♦♥1 ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧✬❡✛❡+ ❞✉ ♣1❡✉❞♦❣❛♣ 1✉$ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿

✉♥❡ ❙❋ ❝♦♠♣♦1.❡ ❞✬❛$❝1 ❞❡ ❋❡$♠✐ ✭♠❡1✉$❡1 ❞✬❆❘;❊❙✮ ♦✉ ✉♥❡ ❙❋ ❝♦♠♣♦1.❡ ❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡1 ♥♦❞❛❧❡1

❞❡ +②♣❡ +$♦✉1✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ❨❇❈❖ ✭♣$.1❡♥+. ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✹✮ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝❤♦✐1✐ ❞❡

♣❛$❛♠.+$❡$ ❧❛ ❞✐1♣❡$1✐♦♥ ❡♥ ✉+✐❧✐1❛♥+ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❨❩❘ ❬✽✻❪✳ ❉❛♥1 ❧❛ 1✉✐+❡ ♥♦✉1 ♥♦✉1 ✐♥+.$❡11❡$♦♥1

( ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ♠♦❞F❧❡ ❡+ ( ❝❡1 ❝♦♥1.M✉❡♥❝❡1 1✉$ ❧❛ $❡❝♦♥1+$✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳

✻✳✸✳✸ ◗✉❛&'❡ ♣♦❝❤❡- ♥♦❞❛❧❡- ❡& ♦'❞'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧

❉❡ ♠N♠❡ M✉❡ ♣♦✉$ ❨❇❈❖ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✹✱ ♥♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ❝♦♥1✐❞.$❡$ ❧✬❡✛❡+ ❞✉ ♣1❡✉❞♦❣❛♣ 1✉$

❧❛ ❙❋ ( ❤❛✉+❡ +❡♠♣.$❛+✉$❡ ❛✈❛♥+ ❞❡ $.❛❧✐1❡$ ❧❛ $❡❝♦♥1+$✉❝+✐♦♥ ♣❛$ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧✳ ◆♦✉1

✉+✐❧✐1♦♥1 ❧❡ ♠N♠❡ ♠♦❞F❧❡ M✉❡ ♣$.❝.❞❡♠♠❡♥+ ✭❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❨❩❘ ❬✽✻❪✮ M✉✐ ❝♦♥❞✉✐+ ( ❧✬❛♣♣❛$✐+✐♦♥

❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡1 ♥♦❞❛❧❡1 ✭❝♦♥+♦✉$ ❜❧❛♥❝ 1✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✶✷ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡ ♣♦✐❞1 1♣❡❝+$❛❧ ❞❡ ❝❡1 ✹ ♣♦❝❤❡1

❡1+ $❡♣$.1❡♥+. 1✉$ ❝❡++❡ ♠N♠❡ ✜❣✉$❡ ( ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ .❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉$✳ ;♦✉$ $❡♣$.1❡♥+❡$ ❧❡ ♣♦✐❞1

1♣❡❝+$❛❧ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉+✐❧✐1. ❧❡1 .M✉❛+✐♦♥1 ♣$.1❡♥+.❡1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✹✳ ❆♣$F1 $❡❝♦♥1+$✉❝+✐♦♥ ♣❛$

❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ✐♥❝♦♠♠❡♥1✉$. ♣$.1❡♥+. ♣❧✉1 ❤❛✉+✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ❧❛ ❙❋ ♣$.1❡♥+.❡ 1✉$ ❧❛

✜❣✉$❡ ✻✳✶✷✳ ❙✉$ ❝❡++❡ ✜❣✉$❡ ♦♥ ♦❜1❡$✈❡ ✷ ♣♦❝❤❡1 1✐+✉.❡1 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞✳ ▲❛ ♣❡+✐+❡ ♣♦❝❤❡

❝♦$$❡1♣♦♥❞ ( ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬.❧❡❝+$♦♥1 ✭❞♦♥+ ❧✬❛✐$❡ ❡1+ ❡♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢$.M✉❡♥❝❡ ♦❜1❡$✈.❡ ♣❛$ ❧❡1

♠❡1✉$❡1 ❞✬♦1❝✐❧❧❛+✐♦♥1 M✉❛♥+✐M✉❡1✮ ❡+ ♣$♦✈✐❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♣❛$+✐❡ ♣♦11.❞❛♥+ ✉♥ ❢♦$+ ♣♦✐❞1 1♣❡❝+$❛❧✳ ▲❛

1❡❝♦♥❞❡ ♣♦❝❤❡ ❡1+ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ❞❡ +$♦✉1 ❡+ ♣$♦✈✐❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♣❛$+✐❡ ♣♦11.❞❛♥+ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐❞1 1♣❡❝+$❛❧

✭✜❣✉$❡ ✻✳✶✷ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡1 ❛✉+$❡1 ♣❛$+✐❡1 ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣$♦✈✐❡♥♥❡♥+ ❞❡1 ♣❛$+✐❡1 ♥♦♥ $❡❝♦♥1+$✉✐+❡1 ❞✉❡1 (

❧✬✐♥❝♦♠♠❡♥1✉$❛❜✐❧✐+. ❞❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ✉+✐❧✐1. ♣♦✉$ ❧❛ $❡❝♦♥1+$✉❝+✐♦♥ ❝♦♥+$❛✐$❡♠❡♥+ ❛✉ ❝❛1 ❞❡

❨❇❈❖ ♣♦✉$ ❧❡M✉❡❧ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝+ ❛ ♣✉ N+$❡ ♠❡♥.✳ ◆.❛♥♠♦✐♥1✱ ❝♦♥+$❛✐$❡♠❡♥+ ( ❧❛ $❡❝♦♥1+$✉❝+✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛$+❛♥+ ❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡ ❙❋ ( ❤❛✉+❡ +❡♠♣.$❛+✉$❡✱ ✐❝✐ ❧❡1 ♠♦+✐❢1 1❡♠❜❧❡♥+ 1❡ $.♣.+❡$ ❡+ ❡♥

❝♦♥1✐❞.$❛♥+ ❞❡1 +❡$♠❡1 ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ( ❞❡1 ♦$❞$❡1 ♣❧✉1 .❧❡✈.1 ♦♥ ❞❡✈$❛✐+ ❢❛✐$❡ ❞✐1♣❛$❛✐+$❡ ❝❡1 ♣♦❝❤❡1

1✉♣♣❧.♠❡♥+❛✐$❡1 ❡♥ ❢❛✈❡✉$ ❞❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞✬.❧❡❝+$♦♥1 ❡+ ❞❡ +$♦✉1✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ❞❛♥1 ❝❡ ❝❛1 ✉♥❡ 1❡✉❧❡ ❜❛♥❞❡

❝$♦✐1❡ ❧❛ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ ✭✉♥❡ 1❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉$ 1✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✶✷ ❞$♦✐+❡✮✳ ❙✐ ♦♥ $❡♠♣❧❛X❛✐+ ❧❛ ❙❋

✐♥✐+✐❛❧❡ ❝♦♥1+✐+✉.❡ ❞❡ ✹ ♣♦❝❤❡1 ♥♦❞❛❧❡1 ♣❛$ ❧❡1 ❛$❝ ❞❡ ❋❡$♠✐✱ 1❡✉❧❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬.❧❡❝+$♦♥ 1✉❜1✐1+❡$❛✐+✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

▲✬♦❜1❡$✈❛+✐♦♥ ❞✬♦1❝✐❧❧❛+✐♦♥1 M✉❛♥+✐M✉❡1 ❞❛♥1 ❨❇❈❖ ❡+ ❍❣✶✷✵✶ ❛♣♣❛$❛✐+ ❞❛♥1 ❞❡1 ❣❛♠♠❡1

❞❡ ❞♦♣❛❣❡1✱ +❡♠♣.$❛+✉$❡1 ❡+ ❝❤❛♠♣1 ♠❛❣♥.+✐M✉❡1 1✐♠✐❧❛✐$❡✳ ▲❡1 ♣♦❝❤❡1 ❞.❞✉✐+❡1 ❞❡ ❝❡1 ♦1❝✐❧❧❛✲

+✐♦♥1 ♦♥+ ❞❡1 ♠❛11❡1 ❡✛❡❝+✐✈❡1 +$F1 1✐♠✐❧❛✐$❡1 ❡+ ✉♥❡ ❢$.M✉❡♥❝❡ ❝②❝❧♦+$♦♥ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ❧❛

❞.♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ +❡♠♣.$❛+✉$❡ ❡+ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❛❜1♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡+ ❍❛❧❧ ❡+ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐$ +❤❡$♠♦✲.❧❡❝+$✐M✉❡

1♦♥+ +$F1 1✐♠✐❧❛✐$❡1 ♣♦✉$ ❨❇❈❖ ❡+ ❍❣✶✷✵✶ ❛✉ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✾✪✳ ▲✬♦❜1❡$✈❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡
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▲❛ "✉❡%&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡.%❛❧✐&/ ❞❡ ❝❡&&❡ .❡❝♦♥%&.✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ❞❛♥% ❧❡% ❝✉♣.❛&❡% %✬❡%& /❣❛❧❡✲

♠❡♥& ♣♦%/❡✳ ◆♦% ♠❡%✉.❡% ❞✬♦%❝✐❧❧❛&✐♦♥% "✉❛♥&✐"✉❡% ❞❛♥% ❍❣✶✷✵✶ ✭✈♦✐. ❝❤❛♣✐&.❡ ✻✮ ❛✐♥%✐ "✉❡ ❧❡

❝♦♠♣♦.&❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❡✛❡& ❍❛❧❧ ❡& ❞❡ ❧✬❡✛❡& ❙❡❡❜❡❝❦ %✐♠✐❧❛✐.❡ ❞❛♥% ❨❇❈❖ ❡& ❍❣✶✷✵✶ ❬✶✾✸✱ ✶✾✺❪ ♦♥&

♣❡.♠✐% ❞❡ ❧❡ ♠♦♥&.❡.✳
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❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡①❛❝&❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ❙❋✳
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❞♦♥♥❡♥& ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛&✐♦♥ "✉❛♥& S ❧❡✉. ♣♦%✐&✐♦♥✱ ❧❡✉. ♥♦♠❜.❡ ♦✉ ❧❡ &②♣❡ ❞❡ ♣♦.&❡✉.✳ ❊%&✲❝❡ "✉❡
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γ✭✹✺❚✮ = ✺✳✸ ♠❏♠♦❧
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• ❉✐❛❣)❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛2❡
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✶✺✷ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ▼❛❣♥0(♦)02✐2(❛♥❝❡ ❞❛♥2 ❍❣❇❛2❈✉❖4+δ

❈❡""❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❝♦**❡+♣♦♥❞ -❣❛❧❡♠❡♥" ❛✉ ♣❧❛"❡❛✉ ♦❜+❡*✈- ❞❛♥+ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❚c✳ ▲❛

"❡♠♣-*❛"✉*❡ ❚0 ❡+" ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉"♦✉* ❞❡ ✶✷ ✪✳ ❈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦**❡+♣♦♥❞ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❇c2

❡" ❛✉ ♣❧❛"❡❛✉ ❞❛♥+ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❚c✳ ❈❡""❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❛♥+ ❚c ❛✉"♦✉* ❞❡ ✶✷ ✪ ❛ -❣❛❧❡♠❡♥" -"-

♦❜+❡*✈-❡ ❞❛♥+ ❞✬❛✉"*❡+ ❝♦♠♣♦+-+ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡+ ❝✉♣*❛"❡+ ✭❍❣✶✷✵✶ ❡" ❞❛♥+ ❧❡+ ❝♦♠♣♦+-+ @ ❜❛+❡

❞❡ ▲❛✮✳ ❉❛♥+ ▲❇❈❖ ❡" ❊✉✲▲❙❈❖✱ ❝❡""❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❚c ❡+" ♣❧✉+ ♣*♦♥♦♥❝-❡ ❡" ❡❧❧❡ ❝♦**❡+♣♦♥❞

❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ +"*✐♣❡ H✉✐ ❡+" +"❛❜✐❧✐+- @ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✶✴✽✳ ▼L♠❡ +✐ ❧❡+ ♦*❞*❡+ ♦❜+❡*✲

✈-+ ❞❛♥+ ❝❡+ ❞✐✛-*❡♥"+ ♠❛"-*✐❛✉① +❡♠❜❧❡♥" ❞✐✛-*❡♥"+✱ ❧❡ ♠-❝❛♥✐+♠❡ @ ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡

❞♦✐" ❛✈♦✐* ✉♥ ❧✐❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉* ❡①♣❧✐H✉❡* H✉❡ ❧❡+ ♠❡+✉*❡+ ❞✬❡✛❡" ❙❡❡❜❡❝❦ ❞❛♥+ ❨❇❈❖ ❡" ❞❛♥+

❊✉✲▲❙❈❖ ♦♥" ❞❡+ ❝♦♠♣♦*"❡♠❡♥"+ +✐♠✐❧❛✐*❡+ ❬✶✶✸❪✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐U*❡+ ❞✬✐♥"❡*♣*-"❡* ❝❡""❡ ❛♥♦✲

♠❛❧✐❡ @ ✶✴✽✳ ❚♦✉" ❞✬❛❜♦*❞✱ ❞❛♥+ ✉♥ +❝-♥❛*✐♦ ❞✬♦*❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣-"✐"✐♦♥✱ ❧❛ +✉♣*❛❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"- +❡*❛✐"

❞-+"❛❜✐❧✐+-❡ ♣❛* ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ✭♦✉ ❞❡ +"*✐♣❡✮ ❝❡ H✉✐ ❡①♣❧✐H✉❡*❛✐" ❧❡ ♣❧❛"❡❛✉ ❞❛♥+ ❚c ♦❜+❡*✈-

♣♦✉* ❧❡+ ❝♦♠♣♦+-+ ❨❇❈❖ ❡" ❍❣✶✷✵✶ ✭♦✉ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥+ ▲❇❈❖ ❡" ❊✉✲▲❙❈❖✮✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♦❜+❡*✈- ❞❛♥+ ❇c2 ❡+" ❞❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ✉♥❡ ❝♦♥+-H✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣-"✐"✐♦♥ ❡♥"*❡ ❧❛ +✉♣*❛❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"-

❡" ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡✳ ▲❛ +❡❝♦♥❞❡ ❢❛W♦♥ ❞✬✐♥"❡*♣*-"❡* ❝❡ ♣❧❛"❡❛✉ ❞❛♥+ ❚c ❡" ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥+ ❇c2

❡+" ❞✬✐♥✈♦H✉❡* ❧❡ ❝*♦✐+❡♠❡♥" ❞❡ ❞❡✉① ❞X♠❡+ ❬✷✵✸❪ ♣*♦✈❡♥❛♥" ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥"+ ❝*✐"✐H✉❡+ H✉❛♥"✐H✉❡+

+✐"✉-+ @ ❞❡+ ❞♦♣❛❣❡+ ♣1 = ✵✳✵✽ ❡" ♣2 ∼ ✵✳✶✽ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ❢❡*♠✐♦♥ ❧♦✉*❞ ❈❡❈✉❙✐2 ♦Y

❞❡✉① ❞X♠❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❞✐❛❣*❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❚✲Z ♦♥" -"- *-✈-❧-+ ♣❛* ❧✬❛❥♦✉" ❞✬✐♠♣✉*❡"- ❬✷✵✽❪✳ ♣2

♣♦✉**❛✐" L"*❡ ❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ♣♦✉* ❧❡H✉❡❧ ❧❛ ❙❋ ❡+" *❡❝♦♥+"*✉✐"❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛*❣❡ ❙❋ ❞❡ "②♣❡ "*♦✉+ ❞✉ ❝X"-

+✉*✲❞♦♣- @ ❧❛ ♣❡"✐"❡ ♣♦❝❤❡ ❞✬-❧❡❝"*♦♥+ ♦❜+❡*✈-❡ ❞✉ ❝X"- +♦✉+✲❞♦♣-✳ ❉❡+ ♠❡+✉*❡+ ❝♦♠♣❧-♠❡♥"❛✐*❡+

♣❡*♠❡""❛♥" ❞✬-"❛❜❧✐* ❧❛ ♣*-+❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡+ ♣♦✐♥"+ ❝*✐"✐H✉❡+ H✉❛♥"✐H✉❡+ +♦♥" ♥-❝❡++❛✐*❡+✳

❈✬❡+" ❞❛♥+ ❝❡""❡ ♠L♠❡ *-❣✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣*❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ ✭✾✪❁♣❁✶✸✳✸✪✮ H✉❡ ❧❡+ ♠❡+✉*❡+ ❞❡

*❛②♦♥+✲❳ ❬✾✹✱ ✾✻✱ ✾✽✱ ✶✵✻❪ ♦♥" ♠✐+ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❈❉❲ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❧❛ "❡♠♣-*❛"✉*❡ ❚onset✱

H✉✐ ❡+" ✐♥❢-*✐❡✉*❡ @ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣+❡✉❞♦❣❛♣✳ ❈✬❡+" -❣❛❧❡♠❡♥" ❛✉"♦✉* ❞❡ ❚onset H✉✬❛♣♣❛*❛✐" ✉♥ +✐❣♥❛❧

❞❛♥+ ❧✬❡✛❡" ❑❡** ❬✷✵✺❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥+ H✉❡ ❧✬❡✛❡" ❑❡** ❛ ❞✬❛❜♦*❞ -"- ✐♥"❡*♣*-"- ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ "*❛♥+✐"✐♦♥

❞❡ ♣❤❛+❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥-❡ ❞✬✉♥❡ ❜*✐+✉*❡ ❞❡ +②♠-"*✐❡ ♣❛* *❡♥✈❡*+❡♠❡♥" ❞✉ "❡♠♣+✳ ▼❛✐+ *-❝❡♠♠❡♥"✱

❍♦+✉* ❡" ❝♦❧❧✳ ❬✷✵✾❪ ♦♥" ♠♦♥"*- H✉✬✉♥ ♦*❞*❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ✬❣②*♦"*♦♣✐H✉❡✬ ✭H✉✐ ❜*✐+❡ @ ❧❛ ❢♦✐+ ❧❡+ +②♠-✲

"*✐❡+ ❞✬✐♥✈❡*+✐♦♥ ❡" ❞❡ ♠✐*♦✐*✮ ♣♦✉✈❛✐" L"*❡ @ ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡" ❑❡** ♥♦♥ ♥✉❧ +❛♥+ ✐♥✈♦H✉❡* ✉♥❡

❜*✐+✉*❡ ❞❡ +②♠-"*✐❡ ♣❛* *❡♥✈❡*+❡♠❡♥" ❞✉ "❡♠♣+✳

✐✐✮ ❖(❞(❡ ❞❡ +♣✐♥ ♣♦✉( ♣ ❁ ✽✪

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ -✈♦H✉- H✉❡ ❧✬❡✛❡" ❍❛❧❧ ❡+" ♥-❣❛"✐❢ @ ❜❛++❡ "❡♠♣-*❛"✉*❡ ♣♦✉* ❞❡+ ❞♦♣❛❣❡+ ❝♦♠♣*✐+

❡♥"*❡ ✽ ❡" ✶✺ ✪✳ ❉❛♥+ ❨❇❈❖ @ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ♣ = ✵✳✵✼✽✱ ❧✬❡✛❡" ❍❛❧❧ *❡+"❡ ♣♦+✐"✐❢ @ "♦✉"❡+ ❧❡+ "❡♠✲

♣-*❛"✉*❡+ ❡" ❛✉❣♠❡♥"❡ ❞❡ ♠❛♥✐U*❡ ♠♦♥♦"♦♥❡ ❥✉+H✉✬@ ❚ → ✵ ❬✶✾✺❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥+ H✉❡ ❧❡+ ♦+❝✐❧❧❛"✐♦♥+

H✉❛♥"✐H✉❡+ ♦♥" -"- ♦❜+❡*✈-❡+ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❝♦♠♣*✐+❡ ❡♥"*❡ ✾ ❡" ✶✹ ✪✱ ❞❛♥+ ❍❣✶✷✵✶✱

❨❇❈❖ ❡" ❨✶✷✹✳ ▲❡ ♣❛++❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡" ❍❛❧❧ ♥-❣❛"✐❢ @ ♣♦+✐"✐❢ ✭❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ♣1✮ ❛ -"- ❛""*✐❜✉- @

❧❛ ❞✐+♣❛*✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❞✬-❧❡❝"*♦♥+ ✐♥❞✉✐"❡ ♣❛* ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❛♥+ ❧❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳ ❈❡❝✐

❝♦**❡+♣♦♥❞ -❣❛❧❡♠❡♥" @ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ❧❛H✉❡❧❧❡ ✉♥ ♦*❞*❡ ❞❡ +♣✐♥ ✬✐♥❝♦♠♠❡♥✲

+✉*-✬ ❛ -"- ❞-"❡❝"- ♣❛* ❞❡+ ♠❡+✉*❡+ ❞❡ µ❙❘ ✭✬♠✉♦♥ +♣✐♥ (❡❧❛①❛5✐♦♥✬ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐+✮ ❬✷✵✼❪ ✭③♦♥❡ ✈❡*"❡✮

❡" ❞❡ ❘▼◆ ❬✷✶✵❪✳ ❈❡❝✐ +✉❣❣U*❡ H✉✬@ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ✐♥❢-*✐❡✉* ✽✪✱ ❧❛ +✉*❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡*♠✐ ❡+" *❡❝♦♥+"*✉✐"❡

❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝"❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛-*❡♥" ✭♣*♦❝❤❡ ❞✉ ✈❡❝"❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❛♥"✐❢❡**♦♠❛❣♥-"✐H✉❡✮ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♠❡+✉*-

♣♦✉* ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡✳ ❈❡" ♦*❞*❡ ❝♦❡①✐+"❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤❛+❡ +✉♣*❛❝♦♥❞✉❝"*✐❝❡ ❥✉+H✉✬@ ✉♥ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✺

✪ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞✉H✉❡❧ ❛♣♣❛*❛i" ✉♥ ♦*❞*❡ ❆❋✳ ◆♦✉+ ❛❜♦*❞❡*♦♥+ ♣❧✉+ ❧♦✐♥ ❧❛ H✉❡+"✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥"*❡

❝❡" ♦*❞*❡ ❡" ❧❛ +✉♣*❛❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"-✳



✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✺✸

• ▲✐❡♥ ❡♥01❡ ❧❡) ♠❡)✉1❡) ❞❡ 1❛②♦♥)✲❳✱ ❞❡ ❘▼◆ ❡0 ❞✬✉❧01❛)♦♥

▲❡" ♠❡"✉%❡" ❞❡ %❛②♦♥"✲❳ ♦♥- ♠✐" ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ❡♥ ❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/✲

-✐8✉❡ ❡- 9 ❤❛✉-❡ -❡♠♣/%❛-✉%❡ ❡♥ ❛♣♣❛%❡♥-❡ ❝♦♥-%❛❞✐❝-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠❡"✉%❡" ❞❡ ❘▼◆ ❡- ❞✬✉❧-%❛"♦♥

8✉✐ ♦♥- ♠✐" ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ 9 ❜❛""❡ -❡♠♣/%❛-✉%❡ ❡♥ ♣%/"❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/✲
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♦+❞+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ H ❜❛%%❡ &❡♠♣;+❛&✉+❡ ❬✷✶✺✱ ✷✶✻❪✳ ❊❢❡&♦✈ ❡& ❛❧✳ ♦♥& +;❝❡♠♠❡♥& ♣+♦♣♦%; ✉♥❡ ✈❡+%✐♦♥

♠♦❞✐✜;❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞P❧❡ ✬%♣✐♥✲❢❡+♠✐♦♥✬ ❞❛♥% ✉♥ ♠♦❞P❧❡ ❞✬;❧❡❝&+♦♥% ✐&✐♥;+❛♥&% H ❞❡✉① ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❡♥

♣+;%❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥% ❛♥&✐❢❡++♦♠❛❣♥;&✐"✉❡% ❬✷✶✼❪✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣%❡✉❞♦❣❛♣ ❡%& ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ %✉♣❡+♣♦✲

%✐&✐♦♥ ❞❡ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥ ❞✬♦+❞+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ "✉❛❞+✉♣♦❧❛✐+❡ ❡& %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&+✐❝❡ ❞❡ &②♣❡✲❞✳ ❈❡& ♦+❞+❡

"✉❛❞+✉♣♦❧❛✐+❡ ❝♦++❡%♣♦♥❞ H ✉♥ ♦+❞+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ♣✉+ %❛♥% ♦+❞+❡ ❞❡ %♣✐♥✱ H ❧❛ ❞✐✛;+❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡

%&+✐♣❡%✳ ❈❡&&❡ &❤;♦+✐❡ ♣+;❞✐& ❞♦♥❝ ✉♥ ♦+❞+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ❡♥ ❝♦♠♣;&✐&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&;

❞❡ &②♣❡✲❞ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ ;&; ♦❜%❡+✈; ❞❛♥% ❨❇❈❖✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❞❛♥% ❝❡ ♠♦❞P❧❡✱ ❧❡ ✈❡❝&❡✉+ ❞✬♦♥❞❡

♥✬❡%& ♣❛% ❡♥ ❛❝❝♦+❞ ❛✈❡❝ ❧❡% ♠❡%✉+❡% ❞❡ +❛②♦♥%✲❳✳

❉✬❛✉&+❡% &❤;♦+✐❡% ❬✷✶✽✱ ✷✶✾✱ ✷✷✵❪ ♣❛+&❛♥& ;❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡% ✐♥&❡+❛❝&✐♦♥% ❛♥&✐❢❡++♦♠❛❣♥;&✐"✉❡%

❡✛❡❝&✐✈❡% ;❧❡❝&+♦♥✲;❧❡❝&+♦♥ ❝♦♥❞✉✐%❡♥& H ✉♥❡ %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&; ❞❡ &②♣❡✲❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦+❞+❡ ❡♥ ❝♦♠✲

♣;&✐&✐♦♥ ✭♦✉ ❡♥ ❝♦❡①✐%&❡♥❝❡✮✳ ▲❛ ♣❤❛%❡ ♣%❡✉❞♦❣❛♣ ❡%& ✈✉❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥ ❞✉ ♣❛+❛♠P&+❡

❞✬♦+❞+❡ ❡♥&+❡ &♦✉&❡% ❧❡% ❛✉&+❡% ♣❤❛%❡%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ♠❛❧❣+; ❧❡ ❢❛✐& "✉❡ ❝❡% %❝;♥❛+✐♦% ♣❛+✈✐❡♥♥❡♥& H

❡①♣❧✐"✉❡+ ❧❛ ♣+;%❡♥❝❡ ❞❡ %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&; ❞❡ &②♣❡✲❞ H ♣+♦①✐♠✐&; ❞✬✉♥ ♦+❞+❡ ❆❋ ❡& ❧❛ ♣+;%❡♥❝❡

❞✬✉♥ ♦+❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣;&✐&✐♦♥✱ ❝❡+&❛✐♥❡% ❝❛+❛❝&;+✐%&✐"✉❡% ❞❡ ❝❡& ♦+❞+❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝&❡✉+ ❞✬♦♥❞❡✮ ♥❡

%♦♥& ♣❛% ❡♥ ❛❝❝♦+❞ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ "✉✐ ❛ ;&; ♠❡%✉+;✳

❊♥✜♥✱ ❧❡% &❤;♦+✐❡% ❞♦✐✈❡♥& ]&+❡ ❝♦♠♣❧;&;❡% ❛✜♥ ❞❡ +❡♥❞+❡ ❝♦♠♣&❡ ❞❡% ❞❡+♥✐P+❡% ♠❡%✉+❡% ❡①♣;✲

+✐♠❡♥&❛❧❡%✳ ▲❡% ❡①♣;+✐❡♥❝❡% +;❛❧✐%;❡% ❝❡% ❞❡+♥✐P+❡% ❛♥♥;❡% ♦♥& ❞♦♥❝ ♣❡+♠✐% ❞❡ +;❡❧❧❡% ❛✈❛♥❝;❡% %✉+

❧❛ ❝♦♠♣+;❤❡♥%✐♦♥ ❞❡% ♣+♦♣+✐;&;% ❞❡% ❝✉♣+❛&❡% ❡& ♥♦&❛♠♠❡♥& %✉+ ❧❛ ♣+;%❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦+❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣;✲

&✐&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&; ❡& %✉+ ❧✬✉♥✐✈❡+%❛❧✐&; ❞❡ ❧❛ +❡❝♦♥%&+✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳ 3♦✉+&❛♥&✱ ❞❡

♥♦♠❜+❡✉%❡% "✉❡%&✐♦♥% ❡%%❡♥&✐❡❧❧❡% +❡%&❡♥& ❡♥❝♦+❡ %❛♥% +;♣♦♥%❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡% ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥&+❡ &♦✉&❡%

❧❡% ♣❤❛%❡% ♣+;%❡♥&❡% ❞❛♥% ❧❡ ❞✐❛❣+❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛%❡ ♦✉ ❡♥❝♦+❡ ❧✬♦+✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ %✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&; ❞❛♥%

❝❡% ♠❛&;+✐❛✉①✳ 3❧✉% ❞❡ ✷✵ ❛♥% ❛♣+P% ❧❡✉+ ❞;❝♦✉✈❡+&❡✱ ❞❡% ;&✉❞❡% ❡①♣;+✐♠❡♥&❛❧❡% ❡& &❤;♦+✐"✉❡%

❝♦♠♣❧;♠❡♥&❛✐+❡% %♦♥& ❞♦♥❝ ❡♥❝♦+❡ ♥;❝❡%%❛✐+❡% ♣♦✉+ ♣❛+✈❡♥✐+ H ✉♥❡ ❝♦♠♣+;❤❡♥%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛

♣❤②%✐"✉❡ ❞❡ ❝❡% ❝♦♠♣♦%;%✳



❆♥♥❡①❡ ❆

▼♦✉✈❡♠❡♥' ❞❛♥* ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/'✐1✉❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ❛♥♥❡①❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♥♦✉# ✐♥&,-❡##,# ❛✉① ❡✛❡&# ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,&✐5✉❡ ❇ ✉♥✐❢♦-♠❡

❞✐-✐❣, #✉✐✈❛♥& ③✱ #✉- ❞❡# ♣♦-&❡✉-# ❞❡ ❝❤❛-❣❡# ✭,❧❡❝&-♦♥#✱ &-♦✉#✮✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# -❛✐#♦♥♥❡- #✉- ✉♥ ,❧❡❝✲

&-♦♥ ❧✐❜-❡✳ ❉❛♥# ✉♥ ♣-❡♠✐❡- &❡♠♣# ♥♦✉# ✐❣♥♦-❡-♦♥# ❧❡# ❡✛❡&# 5✉❛♥&✐5✉❡#✱ ❧✬,5✉❛&✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥&

❡#& ❛❧♦-# ✿

F = qv ∧B = ~
dk

dt
✭❆✳✶✮

♦D ❋ ❡#& ❧❛ ❢♦-❝❡ ❞❡ ▲♦-❡♥&③✱ 5 ❧❛ ❝❤❛-❣❡ ❞❡ ❧✬,❧❡❝&-♦♥ ✭✲❡✮✱ ✈ ❧❛ ✈✐&❡##❡ ❞❡ ❧✬,❧❡❝&-♦♥ ❡& ❦ ❧❡ ✈❡❝&❡✉-

❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬,❧❡❝&-♦♥✳ ▲❛ ✈✐&❡##❡ ✈ ❡#& -❡❧✐,❡ F ❧✬,♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❧✬,❧❡❝&-♦♥ ♣❛- ✿

v =
1

~
▽kε ✭❆✳✷✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦-❝❡ ❞❡ ▲♦-❡♥&③ ❡#& ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐-❡ F ✈✱ ♦♥ ❞,❞✉✐& 5✉❡ ❧✬,♥❡-❣✐❡ ε✭❦✮ ❡#& ❝♦♥#&❛♥&❡✳

❉❡ ♣❧✉# ❦ ❡& ✈ ✈♦♥& ,✈♦❧✉❡- ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ♥♦-♠❛❧ F ❇✳ ▲❛ ♣❛-&✐❝✉❧❡ #❡-❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥&

❝✐-❝✉❧❛✐-❡ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐-❡ F ❇✳ ▲❛ ♣❛-&✐❝✉❧❡ ❡#& ❧✐❜-❡ ❞❡ #❡ ❞,♣❧❛❝❡- ♣❛-❛❧❧J❧❡♠❡♥& F

❇✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛❧♦-# ♣♦#❡- K = k⊥ ❡& l = r⊥✳ ❉✬♦D ✿

q
dl

dt
∧B = ~

dK

dt
✭❆✳✸✮

❊♥ ✐♥&,❣-❛♥& ❝❡&&❡ ,5✉❛&✐♦♥ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

ql ∧B = ~K ✭❆✳✹✮

❈❡&&❡ ,5✉❛&✐♦♥ &-❛❞✉✐& ❧❡ ❢❛✐& 5✉❡ ❧❡ ♣❛##❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ -,❝✐♣-♦5✉❡ ✈❡-# ❧✬❡#♣❛❝❡ -,❡❧ #❡ ❢❛✐& ♣❛-

✉♥❡ ❤♦♠♦&❤,&✐❡ ✭❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&

~

2q ✮ ❡& ✉♥❡ -♦&❛&✐♦♥ ❞❡
π
2 ✳ ❙✐ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡# ✈❡❝&❡✉-# ❞✬♦♥❞❡ ❦

✐❧ ❡①✐#&❡ ✉♥❡ ♦-❜✐&❡ F ,♥❡-❣✐❡ ❝♦♥#&❛♥&❡ ❊✭❑✮ ❛❧♦-# ✐❧ ❧✉✐ ❝♦--❡#♣♦♥❞ ✉♥❡ ♦-❜✐&❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ -,❡❧✳

▲❡# ♣❛-&✐❝✉❧❡# ✈♦♥& ❛✈♦✐- ❞❡# &-❛❥❡❝&♦✐-❡# ❝✐-❝✉❧❛✐-❡#✳

▲✬,5✉❛&✐♦♥ ❆✳✸ ♠♦♥&-❡ 5✉❡ ❧❛ ✈✐&❡##❡ &❛♥❣❡♥&✐❡❧❧❡ ❡#& ✿

dK

dt
=
q

~

dl

dt
B ✭❆✳✺✮



✶✺✻ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥- ❞❛♥0 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥5-✐7✉❡

❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❞❡✉① +'❛❥❡❝+♦✐'❡# ✈♦✐#✐♥❡# ❞✬&♥❡'❣✐❡ ε ❡+ ε+ dε✳ ❊♥ +♦✉+ ♣♦✐♥+ ❧❡✉' ❞✐#+❛♥❝❡ ♠❡#✉'&❡

#✉✐✈❛♥+ ❧❛ ♥♦'♠❛❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡#+ ✿

dK =
dε

|▽Kε|
✭❆✳✻✮

♦< ▽K ❡+ ❧❡ ❣'❛❞✐❡♥+ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ +'❛❥❡❝+♦✐'❡✳ ▲✬❛✐'❡ ❞❆ ❝♦♠♣'✐#❡ ❡♥+'❡ ❧❡# ✷ +'❛❥❡❝+♦✐'❡#

❡#+ ❜❛❧❛②&❡ A ❧❛ ✈✐+❡##❡ ✿

dA

dt
=
dK

dt
dK =

e

~2
Bdε ✭❆✳✼✮

❖♥ ❛''✐✈❡ A ❝❡++❡ ❡①♣'❡##✐♦♥ ❡♥ ✉+✐❧✐#❛♥+ ❧❡# &D✉❛+✐♦♥# ♣'&❝&❞❡♥+❡#✳ ❈❡++❡ ✈✐+❡##❡ ❡#+ ❝♦♥#+❛♥+❡

❡+ ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥+❡ ❞❡ ❧❛ +'❛❥❡❝+♦✐'❡ ✭❧♦✐ ❞❡# ❛✐'❡#✮✳ ▲❛ ❧♦✐ ♣'&❝&❞❡♥+❡ ❡#+ ✈❛❧❛❜❧❡ D✉❡❧ D✉❡ #♦✐+ ❧❡

+②♣❡ ❞❡ +'❛❥❡❝+♦✐'❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ '&❝✐♣'♦D✉❡ ✭♦✉✈❡'+❡ ♦✉ ❢❡'♠&❡✮✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦< ❧❛ +'❛❥❡❝+♦✐'❡ ❡#+

❢❡'♠&❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❡#+ ♣&'✐♦❞✐D✉❡ ❡+ ❧❛ ♣&'✐♦❞❡ ❡#+ ✿

T =
1

2π

∮

dK

dK

dt

✭❆✳✽✮

❉❡ ♣❧✉# ♦♥ ♣❡✉+ &❝'✐'❡ ❧❛ #✉'❢❛❝❡ +♦+❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣'✐# ❡♥+'❡ ❧❡# ❞❡✉① +'❛❥❡❝+♦✐'❡# ε ❡+ ε+dε

#♦✉# ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

dA =

(

∂A

∂ε

)

kz

dε ✭❆✳✾✮

❈❡++❡ ❛✐'❡ &+❛♥+ ❜❛❧❛②&❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐+❡##❡ ❝♦♥#+❛♥+❡ ♦♥ ♣❡✉+ '&&❝'✐'❡ ❧❛ ♣&'✐♦❞❡ #♦✉# ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

T =
dA
eB
~2
dε

=
~
2

eB

(

∂A

∂ε

)

kz

✭❆✳✶✵✮

♦♥ ♣❡✉+ &❣❛❧❡♠❡♥+ ❞&✜♥✐' ❧❛ ♣✉❧#❛+✐♦♥ ❝②❝❧♦+'♦♥ ✿

ωc =
2π

T
=

2πeB

~2

(

∂A

∂ε

)−1

kz

✭❆✳✶✶✮

L❛' ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡# &❧❡❝+'♦♥# ❧✐❜'❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞&✜♥✐' ❧❛ ♠❛##❡ ❝②❝❧♦+'♦♥ ✿

mc =
eB

ωc
=

~
2

2π

(

∂A

∂ε

)

kz

✭❆✳✶✷✮

▲❛ ♠❛##❡ ❝②❝❧♦+'♦♥ ♥❡ ❞&♣❡♥❞ ❛❧♦'# D✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐'❡ ❡+ ❞❡ ❧✬&♥❡'❣✐❡✳



❆♥♥❡①❡ ❇

◗✉❛♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡+ ♦,❜✐$❡+ ❞❛♥+ ✉♥

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥2$✐3✉❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♥♦✉# ✐♥&-.❡##❡. / ❧❛ 0✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬-❧❡❝&.♦♥✳

❊♥ ♣.-#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥-&✐0✉❡ ❧❛ 0✉❛♥&✐&- ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ♣ ❞❡ ❧✬-❧❡❝&.♦♥ ❡#& ❞♦♥♥-❡ ♣❛. ✿

p = pcin + pchamp = ~k+ qA ✭❇✳✶✮

♦@ ♣cin ❡#& ❧❛ 0✉❛♥&✐&- ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ♣✉.❡♠❡♥& ❝✐♥-&✐0✉❡✱ ♣champ ❡#& ❧❡ ♠♦♠❡♥& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡& ❆

❧❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ✈❡❝&❡✉. ❞-✜♥✐& ♣❛. ❇ = #♦% ❆✳

❉❛♥# ❧❡ ♠♦❞A❧❡ #❡♠✐✲❝❧❛##✐0✉❡ ❧❡# ♦.❜✐&❡# #♦♥& 0✉❛♥&✐✜-❡# #✉✐✈❛♥& ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞❡ ❇♦❤.✲❙♦♠♠❡.❢❡❧❞ ✿

∮

p · dr = 2π~(n+ γ) ✭❇✳✷✮

♦@ ♣ ❡#& ❧❛ 0✉❛♥&✐&- ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ♣.-#❡♥&-❡ ❞❛♥# ❧✬-0✉❛&✐♦♥ ❇✳✶✱ # ❧❛ ♣♦#✐&✐♦♥ ✭♣ ❡& # #♦♥& ❞❡#

✈❛.✐❛❜❧❡# ❝♦♥❥✉❣✉-❡#✮✱ ♥ ❡#& ✉♥ ❡♥&✐❡. ❡& γ ✉♥❡ ❝♦♥#&❛♥&❡ ❝♦♠♣.✐#❡ ❡♥&.❡ ✵ ❡& ✶ ✭❝♦..❡❝&✐♦♥ ❞❡

♣❤❛#❡ -❣❛❧❡ / ✵✳✺ ♣♦✉. ❧✬-❧❡❝&.♦♥ ❧✐❜.❡✮✳ ❊♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❇✳✶ ❞❛♥# ❇✳✷ ♦♥ ♣❡✉& .--❝.✐.❡ ❧✬✐♥&-❣.❛❧❡ #✉.

♣ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐A.❡ #✉✐✈❛♥&❡ ✿

∮

p · dr = ~

∮

k · dr+ q

∮

A · dr ✭❇✳✸✮

❊♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ✉♥❡ ✐♥&-❣.❛&✐♦♥ ❞❡ ❆✳✶ ✭/ ✉♥❡ ❝♦♥#&❛♥&❡ ❛❞❞✐&✐✈❡ ♣.A# #❛♥# ✐♥✢✉❡♥❝❡ #✉. ❧❡ .-#✉❧&❛&✮

❡& ✉♥❡ ♣❡.♠✉&❛&✐♦♥ ❝✐.❝✉❧❛✐.❡✱ ✐❧ ❡#& ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ .--❝.✐.❡ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. &❡.♠❡ ❞❡ ❞.♦✐&❡ ❞❡ ❧✬-0✉❛&✐♦♥

❇✳✷ ❝♦♠♠❡ #✉✐& ✿

~

∮

k · dr =

∮

qr ∧Bdr = −qB
∮

r ∧ dr = −2qφ ✭❇✳✹✮

❛✈❡❝ φ =❇❙ ❧❡ ✢✉① ♠❛❣♥-&✐0✉❡ ❝♦♥&❡♥✉ ❞❛♥# ❧✬♦.❜✐&❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ .-❡❧✳ ❊♥ ❝❡ 0✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❡ #❡❝♦♥❞

&❡.♠❡ ❞❡ ❞.♦✐&❡ ❞❡ ❧✬-0✉❛&✐♦♥ ❇✳✷ ❡❧❧❡ ♣❡✉& N&.❡ .--❝.✐&❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐A.❡ #✉✐✈❛♥&❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐0✉❛♥& ❧❡

&❤-♦.A♠❡ ❞❡ ❙&♦❦❡# ✿

q

∮

A · dr = q

∫ ∫

BdS = qφ ✭❇✳✺✮



✶✺✽ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ◗✉❛♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡2 ♦3❜✐,❡2 ❞❛♥2 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥9,✐:✉❡

❆✉ ✜♥❛❧ ❡♥ ✉'✐❧✐)❛♥' ❧❡) *+)✉❧'❛') ❞❡ ❇✳✹ ❡' ❞❡ ❇✳✺ ♦♥ '*♦✉✈❡ ♣♦✉* ❇✳✷ ✿

∮

p · dr = −qφ = 2π~(n+ γ) ✭❇✳✻✮

9❛* ❝♦♥)+;✉❡♥' ❧✬♦*❜✐'❡ ❞✬✉♥ +❧❡❝'*♦♥ ❡)' ;✉❛♥'✐✜+❡ ❞❡ '❡❧❧❡ ♠❛♥✐?*❡ ;✉❡ ❧❡ ✢✉① ;✉✐ '*❛✈❡*)❡ )♦♥

♦*❜✐'❡ ❞❛♥) ❧✬❡)♣❛❝❡ *+❡❧ ❡)' ❞♦♥♥+ ♣❛* ✿

φn =
2π~

e
(n+ γ) ✭❇✳✼✮

❊♥ ❞✬❛✉'*❡) ♠♦')✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❡)' ;✉❛♥'✐✜+ ❞❡ '❡❧❧❡ )♦*'❡ ;✉❡ ❧❡ ✢✉① )♦✐' ;✉❛♥'✐✜+ E ❧✬✐♥'+*✐❡✉*

❞❡ ❧✬♦*❜✐'❡ *✳ 9♦✉* ♣❛))❡* ❞❛♥) ❧✬❡)♣❛❝❡ *+❝✐♣*♦;✉❡ ✐❧ )✉✣' ❞❡ *❡♠♣❧❛❝❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧✬❛✐*❡ ❞❛♥)

❧✬❡)♣❛❝❡ *+❡❧ ✭❆n✮ ♣❛* ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡ *+❝✐♣*♦;✉❡ ✭❙n✮ ❞❛♥) φn ✭)❛❝❤❛♥' ;✉❡ ❆n =
(

~

eB

)2
❙n✮ ✿

φn =

(

~

e

)2 Sn
B

=
2π~

e
(n+ γ) ✭❇✳✽✮

❖♥ ❛❜♦✉'✐' ❛✐♥)✐ E ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞✬❖♥)❛❣❡* ✿

Sn = (n+ γ)
2πe

~
B ✭❇✳✾✮

;✉✐ '*❛❞✉✐' ❧❡ ❢❛✐' ;✉❡ )❡✉❧❡) ❧❡) )✉*❢❛❝❡) ❛②❛♥' ♣♦✉* ❛✐*❡ ❙n )♦♥' ♣❡*♠✐)❡)✳ ❈❡❝✐ ❡)' ❝❧❛✐* ❧♦*);✉❡

❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞✐✛+*❡♥❝❡ ❡♥'*❡ ❧✬❛✐*❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥ ❡' ♥+✶ ✭∆S = Sn+1 − Sn✮ ✿

∆S =
2πeB

~
✭❇✳✶✵✮

❆✉'*❡♠❡♥' ❞✐'✱ )❡✉❧❡) ❧❡) ❛✐*❡) ;✉✐ ❞✐✛?*❡♥' ❞✬✉♥❡ ;✉❛♥'✐'+ ∆S )♦♥' ♣❡*♠✐)❡)✳

❉❛♥) ❧❡) ❡①♣+*✐❡♥❝❡) )✉* ❧❡) )✉*❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡*♠✐ ♦♥ ❡)' )♦✉✈❡♥' ✐♥'+*❡))+ ♣❛* ❧✬❛❝❝*♦✐))❡♠❡♥' ∆❇

♣♦✉* ❧❡);✉❡❧) ❞❡✉① ♦*❜✐'❛❧❡) )✉❝❝❡))✐✈❡) ✭♥ ❡' ♥+✶✮ ♦♥' ❧❛ ♠U♠❡ )✉*❢❛❝❡ ❞❛♥) ❧✬❡)♣❛❝❡ ❞❡) ❦ )✉*

❙❋✳ ❖♥ ♦❜)❡*✈❡ ❞❡✉① )✉*❢❛❝❡) ✐❞❡♥'✐;✉❡) ;✉❛♥❞ ✿

S

(

1

Bn+1
− 1

Bn

)

=
2πe

~
✭❇✳✶✶✮

❈❡ *+)✉❧'❛' '*❛❞✉✐' ❧❡ ❢❛✐' ;✉❡ ❞❡) ❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥) +❣❛❧❡) E ✶✴❇ ❝♦**❡)♣♦♥❞❡♥' E ❞❡) ♦*❜✐'❡) ✐❞❡♥✲

'✐;✉❡)✳ ❈❡''❡ ♣+*✐♦❞✐❝✐'+ ❡♥ ✶✴❇ ❡)' ✉♥❡ ❝❛*❛❝'+*✐)'✐;✉❡ ❞❡) ❡✛❡') ♠❛❣♥+'♦✲♦)❝✐❧❧❛'♦✐*❡) ❞❛♥) ❧❡)

♠+'❛✉① ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ *+)✐)'✐✈✐'+ ❡✛❡' ❙❝❤✉❜♥✐❦♦✈✲❞❡ ❍❛❛)✮✳ ❖♥ ♣♦✉**❛ ❛✐♥)✐✱ ❣*Z❝❡ E ❧❛ ❢*+;✉❡♥❝❡

❞❡) ♦)❝✐❧❧❛'✐♦♥) *❡♠♦♥'❡* E ❧✬❛✐*❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋ ♣❛* ❧❛ *❡❧❛'✐♦♥ ✿

F =
~

2πe
S ✭❇✳✶✷✮

♦[ ❋ ❡)' ❧❛ ❢*+;✉❡♥❝❡ ❞❡) ♦)❝✐❧❧❛'✐♦♥) ❡' ❙ ❧✬❛✐*❡ ❞❡ ❧❛ ❙❋✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❈✳ ❑✐''❡❧✳  ❤②#✐%✉❡ ❞❡ ❧✬+,❛, #♦❧✐❞❡✳ ❉✉♥♦❞✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐'4 ❡♥ ♣❛❣❡8 ✸ ❡' ✹✳✮

❬✷❪ ❲✳ ▼❡>❝♦✉>♦✛✳ ▲❛ #✉0❢❛❝❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ ❞❡# ♠+,❛✉①✳ ▼❛88♦♥ ✫ ❈✐❡✱ ✶✾✻✼✳ ✭❈✐'4 ❡♥ ♣❛❣❡8 ✸

❡' ✶✷✳✮

❬✸❪ ❉✳ ❙❤♦❡♥❜❡>❣✳ ▼❛❣♥❡,✐❝ ♦#❝✐❧❧❛,✐♦♥# ✐♥ ♠❡,❛❧#✳ ❈❛♠❜>✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡>8✐'② L>❡88✱ ✶✾✽✹✳ ✭❈✐'4

❡♥ ♣❛❣❡ ✸✳✮

❬✹❪ ▼❛>❦ ❱✳ ❑❛>'8♦✈♥✐❦✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇#✱ ✶✵✹✭✶✶✮ ✿✺✼✸✼✕✺✼✽✷✱ ✷✵✵✹✳ L▼■❉ ✿ ✶✺✺✸✺✻✻✼✳ ✭❈✐'4

❡♥ ♣❛❣❡8 ✸ ❡' ✷✾✳✮

❬✺❪ ●✳ ●>✉♥❡>✳ ❉❡♥#✐,② ✇❛✈❡# ✐♥ #♦❧✐❞#✳ L❡>8❡✉8 L✉❜❧✐8❤✐♥❣✱ ✶✾✾✹✳ ✭❈✐'4 ❡♥ ♣❛❣❡8 ✸ ❡' ✶✹✳✮
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❙❝❤♥❡✐❞❡*✳ #❤②&✳ ❘❡✈✳ ▲❡""✳✱ ✽✺ ✿✶✼✸✽✕✶✼✹✶✱ ❆✉❣ ✷✵✵✵✳ ✭❈✐=V ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✺✳✮

❬✶✹✸❪ ❆✳ ❲✳ ❍✉♥=✱ 4✳ ▼✳ ❙✐♥❣❡*✱ ❆✳ ❋✳ ❈❡❞❡*:=*f♠✱ ❛♥❞ ❚✳ ■♠❛✐✳ #❤②&✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✻✹ ✿✶✸✹✺✷✺✱ ❙❡♣

✷✵✵✶✳ ✭❈✐=V ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✺✳✮
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