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Resumen

Las aplicaciones de técnicas provenientes de la Geometria Diferencial moderna y
la Topologia han ayudado a una mayor comprension de los problemas provenientes
de la teoria de Sistemas Dindmicos. Estas aplicaciones han reformulado la mecénica
analitica y clasica en un lenguaje geométrico que junto a nuevos métodos analiticos,
topologicos y numéricos conforman una nueva area de investigaciéon en matemética
y fisica llamada Mecdnica Geométrica.

La Mecanica Geométrica se configura como un punto de encuentro de disciplinas
diversas como la Mecanica, la Geometria, el Analisis, el Algebra, el Analisis Numé-
rico, las Ecuaciones en Derivadas Parciales, entre otras. Actualmente, la Mecénica
Geométrica es un area de investigacion pujante con fructiferas conexiones con otras
disciplinas como la Teoria de Control no-lineal y los Sistemas Dinamicos.

El objetivo de la Teoria de Control es determinar el comportamiento de un sistema
dindmico por medio de acciones externas de forma que se cumplan ciertas condiciones
prefijadas, como por ejemplo, que haya un extremo fijo, los dos, que ciertas variables
no alcancen algunos valores u otro tipo de situaciones més o menos complicadas.
Las aplicaciones de la Mecanica Geométrica en Teoria de Control han causado gran-
des progresos de esta area de investigacion. Por otro lado, los sistemas hibridos son
sistemas dindmicos que poseen dos componentes particulares en su dindmica: una
dindmica a tiempo continua y una dinamica discreta. Estos sistemas son capaces de
modelar varios sistemas ingenieriles como por ejemplo robots bipedos y el trabajo
cooperativo con drones.

La teoria de reducciéon es uno de los temas mas estudiados de la Mecanica Geo-
métrica. El punto de partida de todos los trabajos que estudian este tema es eliminar
variables asociadas con un grupo de simetrias para reducir los grados de libertad
de un sistema mecanico. En Mecanica Geométrica, las variedades simplécticas son
utilizadas como espacios de fases de momentos, es decir, fibrados cotangentes en un
espacio de configuracion (). En ese caso, las variedades simplécticas son los espacios
naturales en las cuales se realiza la formulacion Hamiltoniana de la Mecéanica Clasica
en el sentido auténomo. Dado un grupo de Lie, si el grupo de Lie actia en (), enton-
ces se puede reducir la variedad simpléctica T*() con respecto a la correspondiente
accion levantada al cotangente y la aplicacion momento candnica.



Una de la formulaciones modernas de la teoria de reducciéon es conocida como re-
duccién simpléctica o reduccion de Marsden-Weinstein. La idea principal es la siguien-
te: suponer que un grupo de Lie actia simplécticamente en una variedad simpléctica
y que la aplicacion momento estd dada. El conjunto de nivel de esta aplicacion, esté
equipado con una 2-forma canénica cerrada que generalmente no es no-degenerada.
Bajo ciertas condiciones, se puede cocientar con respecto al grupo de isotropia para
asi eliminar las variables degeneradas y obtener una nueva 2-forma que resulta ser
simpléctica. En el marco de sistemas que dependen explicitamente del tiempo, la
situacion es diferente. El espacio de configuraciones es una variedad diferenciable con
su parte en el conjunto de ntimeros reales. Entonces, el espacio de fases es un fibrado
cotangente T*Q) x R que extiende T*(). En este sentido, uno puede pensar en aplicar
nuevamente los resultados conocidos a este nuevo marco y realizar una teoria analoga
dependiente en el tiempo.

En esta Tesis, el estudio de reduccion por simetrias para sistemas Lagrangianos y
Hamiltonianos hibridos es desarrollado en profundidad generalizando los resultados
ya conocidos. Todos los distintos procesos de reducciéon que aparecen en mecanica
de sistemas a tiempo continuo, de una u otra manera, pueden ser llevados a cabo en
el contexto hibrido y asi conseguir un sistema equivalente (que luego recuperara la
solucion del original) més facil de resolver.

El presente trabajo de investigacion incluye nuevos resultados en el area de la Me-
canica Geométrica que permiten el estudio de sistemas mecénicos (en particular sobre
técnicas de reduccion aplicadas en distintos contextos), su aplicacion a la teoria de
control y a los sistemas hibridos con y sin dependencia del tiempo. Presentamos una
nueva formulacion geométrica para la dinamica de los sistemas mecanicos de orden
superior reducidos y la existencia de términos magnéticos, tanto en estos sistemas
como en los sistemas mecanicos hibridos, que aparecen luego de aplicar un proceso de
reduccion Hamiltoniana. El trabajo desarrollado en esta Tesis contribuye a la Mecé-
nica de Orden Superior, la Mecanica Discreta, la Teoria de reduccion, la estabilidad
y reducciéon de los Sistemas Mecénicos Hibridos, la Geometria Cosimpléctica y la
Teoria de Control Geométrico.



Introduccion

La Mecanica Geométrica estudia, entre otros topicos de la Fisica Matemaética,
las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana de la Mecanica utilizando técnicas de
Geometria Diferencial. De esta manera se enriquece el estudio de las ecuaciones de
movimiento de muchos sistemas mecénicos provenientes de las areas de ingenieria y
fisica tedrica ya que se explora la estructura geométrica de los mismos. El énfasis
en la geometria se realiza como un intento de entender cualitativamente, entre otras
cosas, la dindmica de diversos sistemas mecanicos. También se encuentran ventajas,
por ejemplo, que permiten disenar métodos numéricos para integrar ecuaciones de
movimiento.

Uno de los principales intereses de la mecanica geométrica es el estudio de los sis-
temas que presentan simetrias dadas por la acciéon de un grupo de Lie sobre el espacio
de configuraciones del sistema. La descripcion geométrica de la mecénica Lagrangia-
na y Hamiltoniana tiene la ventaja de brindar ecuaciones de movimiento intrinsecas
y globales que son invariantes respecto a cambios de coordenadas en el espacio de
configuracion. Para un sistema con n grados de libertad, la mecanica Lagrangiana da
lugar a un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden llamadas
ecuaciones de Fuler-Lagrange que, dada una condiciéon inicial, determinan comple-
tamente la evolucion del sistema. La descripciéon Hamiltoniana (que es localmente
equivalente a la Lagrangiana, cuando el Lagrangiano es regular), en cambio, describe
la evolucion mediante un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden denominadas ecuaciones de Hamilton.

Cuando un sistema mecénico presenta una simetria es natural plantear el proble-
ma de eliminar los grados de libertad que resultan irrelevantes para obtener ecua-
ciones de movimiento que involucren solo a las variables fisicamente relevantes. Este
proceso suele llamarse reduccion de la simetria del sistema.

La teoria de reduccion ha jugado un papel importante en el estudio de los sis-
temas dindmicos tanto en matematica como en fisica, y en particular en el campo
de la mecanica geométrica. Algunas de las diversas areas que se relacionan con el
estudio de la teorfa de reducciéon para sistemas dinamicos son, por ejemplo geometria
simpléctica, teoria de grupos de Lie, sistemas integrables y teoria de estabilidad. El
crecimiento en niimero de investigaciones que relacionan estas técnicas en la tltima
década es la mejor evidencia del interés de las comunidades matematica y fisica en
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este tema. Vamos a asumir que la estrategia de reduccion en sistemas dindmicos con
simetrias de un grupo no es completamente nuevo para el lector. En lineas genera-
les, uno intenta hacer uso de la simetria del sistema para simplificar las ecuaciones
dindmicas en un conjunto de ecuaciones reducidas, por un lado, y el conjunto de
ecuaciones de reconstruccion, por otro lado. El sistema reducido muchas veces esta
definido en un espacio con un nimero menor de grados de libertad y por lo tanto
se espera que sus ecuaciones de movimiento sean mas faciles de resolver. Cuando la
soluciéon del sistema reducido es conocida entonces la solucién completa se obtiene
mediante ecuaciones de reconstruccion que codifican la relacion entre las soluciones
del espacio reducido y el original. En mecanica geométrica, existen basicamente dos
teorias generales de reduccion, que corresponden a las dos formulaciones clasicas de
la mecénica. En este sentido, uno puede decir que la reduccién Hamiltoniana se basa
en considerar una reduccién de la estructura geométrica subyacente, mientras que
la reduccion Lagrangiana se basa en reducir un principio variacional. Pero, como es
usual, la terminologia es cuestionable. Por ejemplo, a través del proceso de reduc-
cion clasico de Routh para sistemas Lagrangianos con simetrias puede realizarse una
genuina reduccion simpléctica de Marsden-Weinstein para sistemas Lagrangianos.

Hay una clase de teorias de reduccion que da cuenta de cantidades conservadas
de un grupo de simetrias G. En este caso, uno primero restringe la atencion la sub-
variedad dada por el conjunto de cantidades conservadas, y luego s6lo considera las
clases de equivalencia por el grupo de simetrias de la subvariedad, que es, en general,
un subgrupo propio de G. En realidad la acciéon del grupo de simetrias en el caso
de los sistemas Lagrangianos o Hamiltonianos relacionan la existencia de integrales
primeras de la dindmica y resulta que han sido muy fructiferos en la teorfa de reduc-
cion moderna. El Teorema de Noether es el que hace referencia a la relacion entre
simetrias y cantidades conservadas de un sistema aunque por razones histéricas esta
terminologia es usualmente reservada sélo para el formalismo Lagrangiano. En el caso
donde (P, ) es una variedad simpléctica, un camino es construir integrales primeras
de las ecuaciones de Hamilton a partir de una aplicaciéon momento J : P — g* que
pueden ser equivariante o no con respecto a la accién coadjunta de G en g*, donde g*
denota el dual del algebra de Lie asociada con el grupo de Lie G. Si fijamos un valor
regular p € g* de J, la subvariedad J~'(u) es invariante bajo G, (subgrupo de G
que describe la isotropia de p), y el espacio de orbitas J~!(u)/G,, puede ser dotado
de una estructura simpléctica canénicamente definida.

El Teorema de reduccion simpléctica se aplica directamente al caso de la dindmica
Hamiltoniana, donde la variedad simpléctica (177Q,€2g) es el fibrado cotangente del
espacio de configuracion () y €2g es su estructura simpléctica canoénica. Este caso in-
cluye muchos de los teoremas de reduccion, tales como la reduccion para la familia de
integrales de Liouville y Jacobi. Sorprendentemente, si bien los principales resultados
de esta reducciéon simpléctica son bien conocidos y estudiados por varias décadas,
su contraparte Lagrangiana que es llamada reduccion de Routh ha despertado gran
interés en los ultimos anos.

El método de Routh es aplicable a Lagrangianos L con coordenadas ciclicas,
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situacion que identificamos con grupos de simetrias abelianos. El mismo Routh fue
capaz de eliminar estas variables usando la conservacion del momento. Este método
puede ser generalizado para acciones de grupos no abelianos, y este contexto es
precisamente el punto de partida de esta tesis.

Los sistemas Lagrangianos standar se pueden generalizar y dan lugar a los lla-
mados sistemas Lagrangianos magnéticos. Esta clase de sistemas dan un enfoque
sistematico de los diferentes aspectos de la reducciéon de Routh ya que ésta puede
ser entendida como una técnica de reducciéon en la clase de sistemas Lagrangianos
magnéticos.

Muchas teorias fisicas se formulan con Lagrangianos de orden superior, es decir
que no s6lo dependen de las posiciones y velocidades del sistema, sino de las ace-
leraciones y derivadas de mayor orden. Por ejemplo, el Lagrangiano de la teoria de
la relatividad de Einstein contiene derivadas de segundo orden del campo métrico.
También, si consideramos la formulaciéon Hamiltoniana de los sistemas no lineales
descriptos por las ecuaciones de Korteweg, obtenemos que ésta involucra un Lagran-
giano de orden superior. Dos ejemplos clésicos de Lagrangianos de segundo orden
aparecen en la teoria elastica del rayo y la del movimiento de la particula rotando
por traslaciones centrales. Por otro lado, Lagrangianos de orden superior aparecen
cuando se estudia, por ejemplo, la acciéon de gravitacion de Einstein-Hilbert.

Todos estos ejemplos admiten simetrias, y entonces resulta interesante el estudio
de aplicaciones momento para sistemas Lagrangianos de orden superior con simetrias.
Esto es uno de los puntos principales a estudiar en este trabajo ya que buscamos
generalizar los resultados presentados en [37] y poder caracterizar el espacio reducido
del lado Hamiltoniano y la forma simpléctica reducida.

En la primera parte de esta tesis consideramos sistemas mecanicos de orden su-
perior y generalizamos el formalismo de las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden
superior para sistemas Lagrangianos que presentan un término magnético. Estos sis-
temas son obtenidos luego de aplicar un proceso de reducciéon a un Lagrangiano de
orden “k”. El término magnético aparece como una deformacion de la 2-forma ca-
noénica en el espacio reducido. Se ve que, bajo hipotesis de regularidad, la forma
simpléctica Lagrangiana es el pull-back, via la Transformada de Legendre de orden
superior, de una 2-forma simpléctica del cotangente reducido.

Otro tipo de sistemas que resultan sumamente interesantes para estudiar por su
aplicacion a la robética, son los llamados sistemas mecdnicos hibridos. Los sistemas
hibridos son sistemas dinamicos que poseen dos componentes en su dinamica de na-
turaleza diferentes: una continua y una discreta. Los sistemas hibridos son capaces
de modelar varios sistemas fisicos, como por ejemplo, sistemas multiples UAV [60)],
[81], sistemas computacionales embebidos [24], [67], [40], vehiculos mobiles subactua-
dos [36] y robots bipedos. En este iltimo caso el movimiento de la pierna antes del
impacto con el suelo viene descripto por un sistema dinamico a tiempo continuo, y
cuando el pie toca al suelo hay una transicion dada por una aplicacion discreta que
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produce un cambio en las condiciones iniciales de sistema, ver por ejemplo Figura

y [79], [80], [82].

Figura 1: Caminata de los robots bipedos como un sistema hibrido

Los sistemas hibridos simples son una clase de sistemas dinamicos introducidos
en [54], llamados de esta manera por su formulacion simple. Estos sistemas hibridos
estan caracterizados por una 4-upla H = (D, X, S, R) donde D es una variedad
diferenciable, el dominio, X es un campo vectorial diferenciable en D, S es una
subvariedad de D con co-dimension 1 llamada superficie de impacto, y R : S — D
una aplicacion diferenciable denominada aplicacion de impacto. Esta clase de sistemas
hibridos fueron principalmente empleados para entender propiedades de locomociéon
para bipedos e insectos ([5], [49], [86]). Cuando el campo vectorial X esta asociado
a un sistema mecénico (Lagrangiano o Hamiltoniano), se han considerados enfoques
alternativos para el sistema mecénico con restricciones (|25], [26], [52], [51] y [55]).

Uno de los resultados mas importantes de este trabajo consiste en establecer los
ingredientes fundamentales para formular la mecanica geométrica de los sistemas
hibridos. El estudio de reduccion de simetrias para sistemas Lagrangianos y Hamil-
tonianos hibridos es desarrollado en el Capitulo [4] de esta tesis y resulta un paralelo
de los distintos procesos de reducciéon considerados para los sistemas mecéanicos a
tiempo continuo. Tal estudio construye un puente entre la mecénica geométrica y
una clase muy importante de sistemas dindmicos estudiados en el area de robotica.

En sistemas dindamicos, las simetrias son transformaciones en el espacio de es-
tados que dejan las ecuaciones de movimiento invariantes. Una clase de simetrias
que naturalmente aparece en los sistemas mecénicos son las llamadas simetrias de
tiempo reversibles. Estas simetrias, como su nombre indica, dejan las ecuaciones de
movimiento invariantes si el tiempo se invierte; es decir, presentan invarianza bajo la
transformacion t — —t.

La comprension del comportamiento cualitativo de un sistema dinédmico en base
de las propiedades de sus orbitas periddicas ha sido un tema de sumo interés en
la investigacion de los sistemas dindmicos desde los estudios de Poincaré [71]. Los
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resultados relativos a orbitas periddicas son el caso mas conocido y para su estudio
se usan resultados de los sistemas dinamicos reversibles. Por ejemplo, se han usado
las simetrias tiempo dependientes para encontrar orbitas periddicas que han sido
empleadas en las restricciones del problema de 3 cuerpos en aerodinamica [9).

Si un sistema dindmico exhibe una simetria, se tiene una cantidad conservada que
permite realizar la reducciéon de un grado de libertad. Generalmente en el caso de los
robots bipedos la simetria aparece en el dngulo de inclinacion (ver Figura .

Oy

| &

/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

Figura 2: Simetria

Como ya dijimos uno de los procesos de reducciéon clasica en mecanica es llamado
método de reduccion de Routh [42]. En los tltimos anos hubo un crecimiento intere-
sante en el uso del método de Routh, principalmente motivado por aplicaciones fisicas
([16], [38], [58], [59]). Para sistemas hibridos, el método de Routh fue introducido por
A. Ames y S. Satry y lo aplicaron en el contexto de locomocion bipeda ([4], [5], [8]).
En este trabajo incorporamos el enfoque anterior estudiando las condiciones suficien-
tes para las cuales los sistemas Routhianos hibridos simples exhiben una solucion
periodica.

La buisqueda de ciclos limites en sistemas hibridos es un campo de investigacion
en roboética y control automatico comunitario. Por ejemplo los trabajos de Mc'Geer
estan relacionados con el estudio de la caminata para caminantes de dinamica pasiva
([21],[66]). En este contexto, el estudio de la estabilidad de orbitas ha sido el analisis
mas explorado en este campo, la descripcion cualitativa para la dindamica hibrida en
direcciones que son transversales a las que definen las 6rbitas periddicas. El método
de aplicacién de Poincaré es una herramienta fundamental para el estudio de la
estabilidad de orbitas de ese paso de caminata ([47], [45], [74], [75], [85], [86]). En la
mayoria de los estudios analizados se emplea este enfoque, asumiendo la existencia
de soluciones de orbitas periddicas. Entonces uno realiza el anélisis de estabilidad
correspondiente de las 6rbitas por examinacion de los autovalores de la linealizacion
de la aplicacion de Poincaré. Resultados similares para sistemas hibridos simples (no
Routhianos) relacionados con la existencia de soluciones periodicas pueden verse en
[11] y [23]. Condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la aplicacion de
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Poincaré pueden ser encontrados en [19] y los resultados sobre la estabilidad de las
soluciones periddicas para los sistemas hibridos simples 2D pueden ser encontrados
en [43].

El objetivo fundamental del Capitulo [5| de este trabajo consiste en establecer ba-
jo qué condiciones podemos asegurar la existencia de o6rbitas periddicas en sistemas
hibridos simples reducidos, en particular, sistemas hibridos Routhianos simples. Por
la introduccion de simetrias tiempo reversibles, las trayectorias para sistemas Rout-
hianos hibridos simples seran encontrados en orbitas periddicas si las trayectorias
empiezan en un punto fijo de la aplicacion de simetria. Estableceremos caracteriza-
ciones de los autovalores asociados con la linealizaciéon de la aplicacion de Poincaré
para estas soluciones periddicas. Entonces estudiaremos la existencia de movimientos
periddicos y probaremos que las 6rbitas periddicas son marginalmente estables y que
pueden conducir a explorar las perturbaciones de los sistemas Routhianos hibridos
para lograr 6rbitas periddicas en ciclos limites estables.

Como una aplicacion, nosotros empleamos los resultados dados en este trabajo
para encontrar las érbitas periddicas en sistemas mecénicos hibridos sobreactuados
con un grado de sobreactuacion en la variable ciclica. En particular, emplearemos los
resultados para el resorte de dos dimensiones del péndulo invertido para controlar la
pierna del resorte.

Como se coment6 anteriormente, uno de los primeros tratamientos de la reduccion
de simetrias para sistemas mecanicos puede encontrar los trabajos de los pioneros de
Routh en la segunda mitad de los 19th. El proceso de Routh, es Lagrangiano en
su naturaleza, y se basa en el uso de las llamadas variables ciclicas o ignorables
(variables de las cuales el Lagrangiano no depende explicitamente). Como es bien
sabido, variables ciclicas conducen a momentos conservados, y estos dan lugar a la
construcciéon de la funcién Lagrangiano reducida, que actualmente conocemos como
Routhiano. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Routhiano involucran menos
variables que las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano original, y las
soluciones de las ecuaciones dinamicas para el Routhiano, junto con el valor momento
prescripto para un sistema reducido, puede ser usado para reconstruir soluciones del
sistema Lagrangiano original.

Muchos son los trabajos que realizan aportes a la geometrizacion y generalizacion
de esta técnica de reduccion pero, a nuestro entender, el analogo hibrido no ha si-
do ampliamente discutido en la literatura. La estrategia hibrida para la reduccion de
Routh para sistemas hibridos Lagrangianos simples con variables ciclicas es encontra-
do en [§], inspirado en mejorar el entendimiento de la caminata de modelos bipedos
(ver [6] y algunas de sus referencias y [4] para mas detalles). En este trabajo también
consideramos sistemas hibridos que describen sistemas Lagrangianos no-auténomos
y donde la superficie de impacto permite evolucionar en el tiempo.

Ademas, y aunque la discusion y los ejemplos en este trabajo estan forzados en la
clase de sistemas con coordenadas ciclicas, la estrategia presentada aqui se extiende



INTRODUCCION 9

a simetrias méas generales (que es, codificar simetrias en acciones no abelianas). Cabe
senalar que dicha estrategia es escencialmente la version cosimpléctica de los desarro-

llos presentados en [58], mejorando las condiciones usuales necesarias en reduccion
hibrida.

Finalmente, motivados por las aplicaciones potenciales extra para la caminata de
los robots bipedos sobre superficies que se mueven en el tiempo, y obtener una mejor
comprension de los estados del paso, desarrollamos la teoria general para reduccio-
nes de simetrias de sistemas hibridos dependientes en el tiempo donde la dindmica
continua estd gobernada por un Lagrangiano. Las condiciones suficientes para este
proceso de reduccion se muestran en dos ejemplos que ilustran la aplicabilidad del
esquema propuesto. El primero (ver la Figura [3|) es un billar circular donde el radio
del circulo define una variedad que cambia en el tiempo de acuerdo con la funcién de
tiempo f(t). El segundo es un billar circular de radio uno cuya superficie es asumida
aspera, de modo que el Lagrangiano incluye una disipacion del tipo Rayleigh.

Figura 3: Billar circular

La organizacion de esta tesis doctoral, y sus principales contribuciones, estdn
descriptas a continuacion:

» Capitulo [I} realizamos una breve resena de los conceptos bésicos de la Geome-
tria Diferencial y la mecanica geométrica, que serdn usados a lo largo de todo
el trabajo.

» Capitulo [2} en este capitulo presentamos la reduccion de sistemas mecanicos
en sus versiones Lagrangiana y Hamiltoniana. Estudiamos en detalle la llama-
da reduccion de Routh. En particular, completamos las demostraciones de los
principales resultados de esta teorfa y desarrollamos dos ejemplos: el primero
es bien conocido en la literatura, (una particula en un campo magnético) y el
segundo se trata de un ejemplo que no ha sido tratado ain (mecanismo pla-
nar: dos cuerpos rigidos con carga). Siguiendo a [37] presentamos los sistemas
Lagrangianos y Hamiltonianos Magnéticos.

= Capitulo : en este capitulo consideramos los resultados presentados en |31
sobre la reduccion de sistemas de Orden Superior en sus versiones Lagrangiana
y Hamiltoniana. Damos una identificaciéon del espacio Hamiltoniano reducido
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y de su forma simpléctica correspondiente. En el marco de la formulacion La-
grangiana, mostramos los inconvenientes que se presentan a la hora de buscar
un Routhiano de orden superior equivalente al usual aunque caracterizamos el
espacio reducido, tal como se propone para orden 1 en [37]. Ademas, escribi-
mos ecuaciones de movimiento de orden superior para sistemas Lagrangianos
y Hamiltonianos de orden superior.

Capitulo[d} en este capitulo estudiamos los sistemas mecanicos hibridos. Comen-
zamos con los conceptos basicos para conocer las caracteristicas de los mismos.
Consideramos sistemas hibridos Lagrangianos simples y sistemas hibridos Ha-
miltonianos simples siguiendo las ideas tratadas en [4]. Realizamos el primer
aporte al respecto que involucra una equivalencia entre ambos formalismos de-
finiendo la Transformada de Legendre entre estos sistemas hibridos y con ella
probamos en la Proposicion que la misma mapea los flujos hibridos La-
grangianos en flujos hibridos Hamiltonianos. En este sentido, estudiamos una
aplicacion de esta clase de sistemas a sistemas holénomos a trozos ilustrando
el mismo con el Ejemplo bola-ranura [£.1.25] planteado del lado Lagrangiano y
Hamiltoniano.

Para esta clase de sistemas, ademas, generalizamos los procesos de reduccion
Simpléctica y de Routh planteados en [4] solo tratados para grupos de Lie G
abelianos, a variedades mas generales en los Teoremas [4.4.28] |4.4.33] [4.4.38] las
Proposiciones [4.4.20], [4.4.36], 4.4.40] y Corolario [4.4.29| e ilustramos los mismos
con ejemplos como el del Péndulo esférico invertido y el de la Bola que rebota en
una superficie sinusoidal que s6lo habian sido planteados en un formalismo, para
ambos esquemas. Utilizamos la transformada de Legendre para relacionarlos y
ademés planteamos el Ejemplo del cuerpo rigido con un rotor interno.

Con el fin de relacionar estos sistemas con aquellos que presentan términos
magnéticos, asociamos en la Subseccion el espacio reducido de los siste-
mas hibridos Hamiltonianos, en la Proposiciéon utilizando una conexiéon y
definimos los sistemas hibridos Hamiltonianos Magnéticos. En este sentido ilus-
tramos con dos ejemplos: una particula magnética rebotando en una esfera y el
Heavy Top hibrido, tratados en los Ejemplos [£.2.38] y [4.2.42| respectivamente.

Realizamos otro aporte del lado Hamiltoniano que es sobre la reduccion de Pois-
son a sistemas hibridos. Para ello definimos las variedades de Poisson hibridas y
probamos diversos resultados para estos sistemas (Teorema y Proposicion
. [lustramos con el ejemplo del Péndulo esférico invertido.

Por tltimo planteamos (Proposiciones y 4.5.6) la equivalencia entre los
sistemas hibridos reducidos ilustrando con diversos ejemplos y aplicando dichos
resultados a los mismos.

Capitulo |5} en este capitulo analizamos las condiciones necesarias y suficien-
tes para la existencia de orbitas periddicas en sistemas hibridos Routhianos
simples, que son obtenidos a partir de realizar un proceso de reduccién de sis-
temas Lagrangianos y que presentan una simetria tiempo reversible. Damos las
nociones bésicas de los mismos y ejemplificamos con el sistema "The 2D one
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leg robotic hopper". Los resultados de este capitulo estdn presentados en las
Proposiciones [5.2.4] [5.2.5] el Lema [5.2.11] y los Teoremas [5.2.7} [5.2.12]

Por otro lado, también estudiamos una consecuencia de la existencia de orbitas
periodicas en sistemas hibridos de control Routhianos. Los resultados obtenidos
fueron los Teoremas [5.3.3] [5.3.9 v ejemplificamos con el Resorte de péndulo
invertido 2D.

» Capitulo[6} en este capitulo estudiamos las ideas basicas de la geometria cosim-
pléctica, los sistemas dependientes en el tiempo y el proceso de reduccion de los
mismos. Los principales resultados estan presentados en Proposiciones y
[6.3.6] [6.5.1] Luego ejemplificamos estos resultados obtenidos con dos sistemas
el billar con pared movil y el billar con disipacion.

Las publicaciones cientificas derivadas de esta tesis doctoral son:

1. L. Colombo and E. Eyrea Irazt. Symmetries and periodic orbits in simple hy-
brid Routhian systems. Aceptado. Octubre 2019. Correspondiente al Capitulo
5 de esta tesis.

2. L. Colombo, E. Eyrea Irazt, E. Garcia-Torafio Andrés. Hybrid Routhian reduc-
tion for time-dependent simple hybrid systems. Enviado para su publicacion.
Abril 2019. Correspondiente al Capitulo 6 de esta tesis.

3. L. Colombo and E. Eyrea Irazti. Reduction by symmetries of hybrid mechanical
systems. Enviado para su publicacion. Julio 2019. Correspondiente al Capitulo
4 de esta tesis.

4. E. Eyrea Irazti and Marcela Zuccalli. Reduction of higher-order magnetic sys-
tems. En preparacion. Correspondiente al Capitulo 3 de esta tesis.

Los resultados cientificos derivados de esta tesis doctoral fueron presentados en
diversas comunicaciones, charlas cientificas y en presentaciones en formato poster, a
nivel Nacional e Internacional.






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo recordamos algunos conceptos elementales de geometria
diferencial que son necesarios para el desarrollo del trabajo y fijamos la notacién que
vamos a usar en todos los capitulos que siguen.

1.1. CAlculo en variedades diferenciables

Definicién 1.1.1. Sea M un conjunto:

i) Un n-par coordenado (U, ¢) es un par ordenado donde U C My ¢ : U — W
es una biyeccion, siendo W C R™ un conjunto abierto.

ii) Dos n-pares coordenados (U, ¢), (V, 1) estan C*°-relacionados si
Yo l:ipUNV)—y(UNV) es una aplicacion de clase C.

iii) Un n-subatlas en M es una familia (U;, ;)ier de n-pares C*°-relacionados
tales que M = |J U;.
iel
iv) Un n-atlas en M es un n-subatlas maximal.

v) Una variedad diferenciable n-dimensional es un conjunto M con un n-atlas.

Observacion 1.1.2. Una variedad diferenciable hereda una estructura topologica de
su estructura diferenciable.

Definicion 1.1.3. Dadas M y M’ variedades diferenciables de dimension m y m’
respectivamente, si A C M es abierto, f : A — M’ es diferenciable si para todo
m-par coordenado (U, ¢) del atlas en M y todo m/-par coordenado (V, 1) del atlas
en M', o fopt:p(UNA)CR™ = R™ es diferenciable.
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Notacion: C**(M,N) ={f: M — N/ f es diferenciable}.
Notacion: C*°(M,R) denota las funciones diferenciables de M en R.

Definiciéon 1.1.4. Sea M una variedad diferenciable.

i) Una curva diferenciable en M es una funciéon diferenciable v : (a,b) C R —
M.

ii) El espacio tangente a M en m € M es el espacio vectorial de dimension n
T,»M := {vectores tangentes a m € M}.
iii) El fibrado tangente o espacio tangente a M es

TM = \J TnM.

meM

Puede verse que T'M es una variedad diferenciable de dimension 2n (si M es
de dimensién n).

iv) Un campo vectorial X sobre M es una asignacion

X M—=TM
X(m) =X,

donde X,, € T,,M Ym € M.

v) Se dice que X es un campo vectorial diferenciable sobre M siV f € C*(M)
se tiene que X f € C*°(M) donde

X f(m) = S (FO0)eco

siendo ~y(t) una curva en M tal que 7(0) = m.

Notacion: X (M) = {campos vectoriales diferenciables sobre M }.

Definicién 1.1.5. Sea M una variedad diferenciable

i) Sea f : M — N una aplicacion diferenciable. Definimos el diferencial de f
en m € M como la aplicacion lineal

dada por
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((df)mX)(m) := Xm(g o f), Vg € CZ(N).

ii) Dados X,Y € X (M), se define el corchete de campos como la aplicacion
bilineal antisimétrica [-, ] : X (M) x X(M) — X (M) dada por
Proposicion 1.1.6. Se tiene que V¥V X,Y,Z € X (M) se verifica que

[X7 [Y7 Z” + [Y7 [ZaX]] + [Z> [XaY]] =0

Esta relacion es llamada tdentidad de Jacobsi.

Observacion 1.1.7. Como un algebra de Lie es un espacio vectorial V' con una
aplicacion bilineal, antisimétrica que verifica la identidad de Jacobi, se tiene que el
espacio vectorial real X (M) con corchete de campos resulta un algebra de Lie.

Definiciéon 1.1.8. Dada M una variedad diferenciable, tenemos

i) Una p-forma diferenciable en m € M es una aplicacion diferenciable wy,
p-lineal y antisimétrica definida sobre T,, M; es decir

Wi - TM x ..o x T, M — R
wm(Xl, ceny Xp) = (—1)|”|wm(XU(1), ...,Xg(p))

donde | o | representa el signo de una permutacion o del conjunto {1, ..., p}.
Denotamos por FP(m) el conjunto de las p-formas diferenciables en m.

ii) Una p-forma diferenciable en M es una aplicacion diferenciable w : M —
U F?(m) tal que w(m) € FP(m)Vm € M.

meM

Observacion 1.1.9. T M = F*(m).

Notacion: El conjunto de las p-formas diferenciables sobre M lo denotamos como
FP(M).
Observacion 1.1.10. Sea T*M = |J T*M, donde T*M = F'(m), el espacio de las

meM
1-formas diferenciables en m es una variedad diferenciable de dimension 2n.

Definicion 1.1.11. i) Dados a € FP(M) y X € X (M) se define la contraccion
de a con X, ixa, como la (p — 1)-forma diferenciable dada por

iXOé(Xl, ceey Xp—l) = O{(X, Xl, ceey Xp—l)'

i) Siaw € FP(M) y B € Fi(M), se define el producto exterior de o y 3 como
la (p + q)-forma diferenciable
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anfi=— S (-)flawp)
donde (o ® B)7(X1, ..., Xpiq) = (@ ® B)(Xo(1)s s Xo(prq)), siendo
(a® B)( X1,y Xp, Y1, .., Yy) 1= (X1, .oy Xp) B(Y1, ., V).
Observacion 1.1.12. FO(M) = C>(M).

Definicion 1.1.13. i) La tnica aplicacion lineal d : FP(M) — FPTH(M) que
cumple que,

a) si f € FO(M), entonces df es el diferencial usual de funciones f € C*°(M),
b) sia € FP(M)y B € Fi(M), entonces
dlaNp):=danpf+(—1)PaNdp
c) d*=0.
Esta aplicaciéon se denomina diferencial exterior.
ii) Se dice que w es una p-forma cerrada si dw = 0.

iii) Dada f: M — N una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables,
se define la aplicacion pull-back de f de la siguiente manera

f*: FP(N) — FP(M)
(ff)m(X1, .., Xp) = apim) (X1, oo, fuXD).

iv) Dados f € C*(M) y X € X(M), la derivada de Lie de f con respecto a
X se define como

Lxf: M >R
Lx f(m) = df (m)(X(m))

donde df es el diferencial usual de una funciéon sobre M de clase C*°.

v) Dados X,Y € X(M), se define la derivada de Lie de Y con respecto a X
como

LyY = [X,Y].

vi) Una derivacién de C*(M) es una aplicacion 6 : C°(M) — C*(M) que es
R-lineal y tal que

0(fg)=(0f)g+ f(0g) Vf gel>(M).

Definicion 1.1.14. Si X € X(M), Lx : FP(M) — FP(M) es el unico operador
lineal sobre FP(M) tal que Lx coincide con Ly en los dos casos mencionados en la
definicion [1.1.13] Lo llamamos la derivada de Lie con respecto a X.
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Recordemos algunas propiedades importantes de la derivada de Lie y las aplica-
ciones pull-back:

Proposiciéon 1.1.15. i) La derivada de Lie conmuta con el diferencial exterior.
Esto es, dada o € FP(M) se tiene que

Lyxyda=dLxa VX € X(M)

ii) Sean f : M — N un difeomorfismo y o € FP(M). Para X € X(M), se tiene
que

Lf*Xf*Oé = f*LXc(.
iii) Para « € FP(M) y X eY € X(M) se verifica que

a) i[X7y}Oé = Lx’iya — iyLXa

b) LxOé = dixOé + Zdeé
w) El pull-back conmuta con el diferencial exterior. Esto es, si f: M — N es una
aplicacion diferenciable y o € FP(N), se tiene que
fr(de) = d(fa).

Definicién 1.1.16. Una variedad simpléctica es un par (M, 2) donde §2 es una
2-forma cerrada y no degenerada sobre M.

Observacion 1.1.17. Dada la variedad simpléctica M = T*(), consideraremos {2g su
forma canonica.

Teorema 1.1.18. Teorema de Darboux
Sea M una variedad simpléctica de dimension n, entonces localmente se puede tomar
un sistemas de coordenadas (q*, ¢, ...,q", p1, P2, -, Pn) tal que Q = dq' A dp;.

Lema 1.1.19. Sean N y M dos variedades diferenciables, o una 2-forma cerrada en
N y X es campo vectorial asociado a N. Si ¢ : N — M un difeomorfismo, entonces
se tiene que

o (ixa) = i1y, x (P a).

Definiciéon 1.1.20. Dada una funcién suave f : T'() — R se define una aplicaciéon
Ff.TQ — T*Q llamada transformada de Legendre de f, que esta dada por

Ff(v)w:= %f(v + tw) |4=o

donde v, w € T,Q).

Es decir, F f(v).w es la derivada de f en v a lo largo de la fibra T,() en la direcciéon
de w y también se llama derivada a lo largo de la fibra.
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1.2. Acciones de grupos de Lie

Definiciéon 1.2.1. Un grupo de Lie de dimension n, es una variedad diferenciable
G de dimensiéon n que tiene una estructura de grupo, tal que la aplicacién

GxG — G
(g,h) — g 'h

es diferenciable, donde G x G es la variedad diferenciable producto de G consigo
mismo.

Definicion 1.2.2. Sea M una variedad diferenciable. Una accién a izquierda de
un grupo de Lie G sobre M es una aplicacion diferenciable ¢™ : G x M — M que
satisface las siguientes propiedades:

i) oM(e,m)=m VmeM
i) oM(g, @M (h,m)) = ¢ (gh,m) ¥V g,h € Gy V¥V me M.

Observacion 1.2.3. De manera analoga a como definimos una accién a izquierda
podemos considerar acciones a derecha de un grupo de Lie G sobre una variedad
diferenciable M. En este caso se cumple que

oM (h, 6™ (g,m)) = M (hg,m) ¥ g,h € G, ¥V m € M.

Observacion 1.2.4. Una accion ¢M de G sobre M define las siguientes aplicaciones
diferenciables. Dado g € G, se tiene el difeomorfismo dado por

gb]gw M — M
¢yl (m) = oM (g, m)

Notemos que del mismo modo, id |y= ¢, o $)%,. Entonces, (¢,7) ™" = ¢l

Ejemplo 1.2.5. i) G actia sobre si mismo por traslaciones a izquierda y derecha.
Estas traslaciones, respectivamente, estan dadas por

L:GxG—d(G y R:GxG—G
L(g,h) = gh R(g,h) = hg

Tenemos entonces,

Ly:G—=G y R,:G—G
Ly(h) = gh Ry(h) = hg

ii) G actua sobre si mismo por conjugacion
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I:GxG—G
I(g,h) = ghg™!

Entonces, se tiene el llamado automorfismo interior de G asociado a g
Iy(h) = ghg™' = (Lg o Ry-1)(h).

iii) Levantamiento al fibrado tangente: Si ¢* es una accién de G sobre M se
puede considerar la acciéon de G sobre T'M dada por

o™ . G x TM — TM

donde ¢™ (g, (m, vm)) = (6" (g, m), (A" ) (vm))-

Definicion 1.2.6. Si ¢* es una acciéon de G sobre M y f € C>°(M), se dice que f
es invariante por la accion ¢ o (G-invariante) si f o gzﬁg/[ =fVged.

Definicién 1.2.7. Un campo vectorial X sobre G es un campo vectorial inva-
riante a izquierda siV g € G,

(Ly). X = X.

Observacion 1.2.8. Es claro que X7(G) es un subespacio vectorial de X(G) y puede
verse que

[XL(G), XL(G)] € XL(G)

donde [.,.] denota el corchete usual entre campos.

Proposicion 1.2.9. Ezxiste un isomorfismo natural entre los espacios vectoriales
XL(G) Yy TeG.

Definicién 1.2.10. Dados &, 7 € T.G, se define un corchete de Lie en T.G por

(€] = [Xe, X, ](e)-

Observacion 1.2.11. Asi, T,G tiene estructura de algebra de Lie que hereda de la
estructura de subélgebra de Lie de (X.(G), ., .]).

Definicion 1.2.12. T,G con esta estructura de algebra de Lie es el algebra de Lie
del grupo G.

Definicion 1.2.13. i) Dado X € X(M), una curva « : (a,b) C R — M es una
curva integral de X si
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ii) Dado X € X(M), el flujo de X es el conjunto de aplicaciones
o M — M
tales que t — o (m) es la curva integral de X tal que ¢o(m) = m.
iii) Definimos
¢ R—G

como la curva integral de X¢(e) tal que ¢¢(0) = e. Esto es,

Xele) = (00 oo

iv) La aplicacion exponencial se define como

exp:g — G
exp(§) = ¢e(1).

Definicién 1.2.14. Sean ¢™ una accién de G sobre M y & € g. El campo vectorial
diferenciable sobre M

d
(fM)m = EﬁbM(@tg,m) |t:0

es el generador infinitesimal de la accién asociado a &.

Lema 1.2.15. Sea M una variedad y ¢ una accion se tiene la siguiente identificacion
para el generador infinitesimal ¢y&n = (Adg—18) .

Observacion 1.2.16. Equivalentemente, f es G-invariante si L¢,, f =0 V § € g.

Sea ¢% una accién de G sobre Q, ¢9 : G x Q — Q. Esta accién se levanta al
cotangente de () y se tiene la accidon

TR G x T Q — T*Q
dada por
¢§*Q(O‘q)-X = %g(q)((ﬁbg)*X)

con X € T,Q y aq € T;Q.
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Definicion 1.2.17. Dado G un grupo de Lie y M una variedad, el subgrupo de
1sotropia de m € M es el subgrupo

Gm ={g9 € G/gm =m}.

Definicién 1.2.18. Un accién en M se dice:

i) Libre: si G,,, = {e} para cada m € M.

ii) Propia: si la aplicacion G x M — M x M dada por (g,m) — (m,gm) es
propia.

1.3. Formas de conexién en fibrados principales

Definicion 1.3.1. Sean M una variedad suave y G un grupo de Lie. Un fibrado
principal P con base M y con grupo de estructura G, también llamado G-fibrado
consiste en una variedad suave P y una proyeccion suave w : P — M que satisface
las siguientes condiciones:

i) G actua a derecha libre y propiamente sobre P.
ii) 7(G - p) = w(p) para todo p € P.

iii) P es localmente trivial. Esto significa que alrededor de cada m € M existe un
abierto U y un difeomorfismo ¢ : 771 (U) — G x U que es equivariante, donde
G acttia en G x U por traslaciones a derecha en el primer factor.

La fibra 7~'(m), donde m € M, son las 6rbitas de la accion y M es el espacio de
orbitas del G-espacio P, que denotamos M = P/G.

Definicion 1.3.2. Una conexidén principal A en el fibrado principal 7 : P — M
es para cada punto p € P la eleccion de un subespacio vectorial Hor(p) de T,P que
complementa al subespacio Vert(p) = {r~(7(p))} tal que

i) Hor(p) depende diferenciablemente de p.
ii) T,P = Hor(p) & Vert(p).

iii) Hor(p.a) = (R,)«Hor(p), Va € G.

Definiciéon 1.3.3. Dados dos espacios fibrados sobre la misma variedad base 7 :
P — My my : Py — M, definimos el fibrado producto como el fibrado con
base M de la siguiente manera

Py Xy Py ={(p1,p2) € P x Py | mi(p1) = ma(p2) }-
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Definicion 1.3.4. Dado p € P, una 1-forma de conexién principal en el fibrado
principal 7w : P — M es una aplicacion suave A : TP — g tal que

i) Ap(p)) =& VpePy §€g
i) A(T,, - v,) = Ady(A(v,))Q.
Observacion 1.3.5. Es claro que
Hor(p) = {v, € T,P/A(vp) = 0}.

Definicion 1.3.6. Dada una 1-forma de conexién principal A en un fibrado principal
m: P — M, su curvatura asociada es la 2-forma sobre P g-valuada dada por

B(vy, w,) = dA(Hor(vy), Hor(w,)).

1.4. Grupos de Lie

En esta seccion recordaremos algunos resultados basicos de grupos de Lie. En
particular, usamos la trivializacion a izquierda de grupos de Lie G para describir el
fibrado tangente y cotangente de GG y la aplicacién momento canoénica J : TG — g*.
En este sentido ilustraremos la teoria, considerando el caso especial cuando G es el
grupo de Lie SO(3). Sea G un grupo de Lie con g su algebra de Lie y consideremos
la accion [ de G en si misma por traslaciones a izquierda es decir,

[:GxGE—=(d

dada por
l(g,h) =14(h) = gh.

Usando la trivializacion a izquierda, el fibrado tangente y cotangente, TG y T*G,
pueden identificarse con las variedades producto G X g y G' X g*, respectivamente,

Gxg— TG, (9,8) € G x g (Tyl,) (&) € T,G

Gxg — TG, (9,v) € G x g" = (Ti 1y )(v) € TIG

Por lo tanto, podemos referirnos a esta trivializaciéon definiendolo como cuerpos
coordenados. Bajo la identificacion previa, la estructuta simpléctica 2 de T*G
estda dada por

Qa(g,v)((§,a), (€, a") = —a(&) + /() + v ([¢, £,

para (g,v) € G x g"y (§,a),(§,d/) e gx g* 2 T,G x T, 9" ~ Tiy,)(G x g*).
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Describiremos ahora la aplicacion del grupo de Lie SO(3) de matrices ortogonales
sobre la acciéon regular a izquierda del subgrupo K de rotaciones alrededor del eje z
dado por

cos 6 sen(f) 0
K = —sen(f) cos(@) 0 |.,0€R
0 0 1

Denotamos por Ay las matrices de rotacion del dngulo 6 alrededor del eje z.
Claramente, K es difeomorfo al grupo de Lie abeliano S! via la identificacion Ay
. El algebra de Lie s0(3) de SO(3) puede identificarse con R3 via la aplicacién hat

“ R — s0(3)

dada por
V=0

donde v es la matriz de rotacion simétrica tal que
w =vAw

para todo w € R3. El dlgebra de Lie G* de S! es justo (e3) C R?, donde e3 el el tercer
vector de la base canénica de R3. En coordenadas, tenemos el difeomorfismo

T*(SO(3)) ~ SO(3) x (R*)* ~ SO(3) x R?

donde tenemos la identificacion de R? con su dual via el par candnico. La accién
levantada al cotangente y la aplicacion momento estan dadas, respectivamente, por

(A, (A, 1)) = (Ag A, 1),

(A, TI) — (AII) - e3,

para Ay € SO(3) y (A,11) € SO(3) xR? ~ T*(SO(3)). Notar que SO(3) es un grupo
de Lie reducible con respecto al subgrupo K, es decir, el algebra de Lie de s0(3)
admite la descomposicion

50(3) ~ R = (e1,e9) © G

donde (eq, e2) es un subespacio Ad(S')-invariante de so(3).

1.5. Grupo de rotaciones de R’®

Consideramos el espacio euclideo R? con su producto escalar ususal () :

(1, w2, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T2Y2 + T3y3.

También denotaremos el producto escalar como (x,y) = z -y donde z = (1, x2, x3)
ey = (ylay27y3)'
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El grupo ortogonal O(3) esta formado por el conjunto de transformaciones
lineales de R? que preservan el producto escalar usual. Es decir, si denotamos por
M(3) = L(R3,R?) al conjunto de matrices reales:

M@3)={R=(R7|R7eR,i,j=1,2,3)}
entonces R € O(3) si se verifica
(Rz, Ry) = (z,y).

Por lo tanto,
0O(3)={R e M(3) | RR" =1},

donde R” denota la matriz traspuesta de R e I es la matriz identidad. Como
det(RR") = det(R)? = 1 entonces detR = 1 6 detR = —1, lo que divide el gru-
po ortogonal O(3) en dos componentes conexas.

El grupo de rotaciones SO(3) es la componente conexa de O(3) que contiene
a la identidad I, es decir,

SOB3)={Re M3)|RR" =1,det(R) = 1}.

SO(3) es un grupo de Lie compacto y conexo.
El algebra de Lie so(3) de SO(3) es
s0(3) =T1SO(3)

={R(0) | R(t) € SO(3),R(0) = I}
={A € M(3) | A es antisimétrica}.

Por lo tanto, una matriz A € so(3) siy solo si es una matriz real 3 x 3 antisimétrica,
o0, lo que es lo mismo

(Az,y) + (z, Ay) = 0.

Consideremos la aplicacion lineal 7 : s0(3) — R? definifa por

0 —as a9
1| as 0 —a; | =(a1,a2,a3) =a
—a9 aq 0

que resulta un isomorfismo.
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1.6. Angulos de Euler

Los angulos de Euler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que
sirven para especificar la orientacion de un sistema de referencia de ejes cartesianos
respecto a otro sistema de referencia de ejes ortogonales normalmente fijos.

Una rotaciéon de « radianes sobre el eje x esta definido como

1 0 0
R.(a)=1 0 cosa —sena
0 sena COS &

Similarmente, una rotaciéon de [ radianes sobre el eje y esta definido como

cos 3 0 senp
R,(B)=1 0 1 0
—senf3 0 cospf

Finalmente, una rotacién ~ radianes sobre el eje z esta definido como

cosy —senvy 0
R.(y)=| seny cosy 0
0 0 1

Los tres angulos anteriores son los Angulos de Euler y son los valores de las
tres rotaciones intrinsecas que describen el sistema y se expresan generalmente como
(o, B,7),donde -1 < a <7, -1 <y <7my0<p <7 Dada A € SO(3) puede
obtenerse en términos de las tres rotaciones, una sobre cada uno de los ejes principales
y queda expresada de la siguiente manera:

cosycos 3 cosysenfFsena —senvycosa Cosasen [3cosy + senysen
A= senvycosf3 sen<ysen[3senca + cosycosa Sen-ysen 3 cosq — COS7ysen
—sen (3 cos 3 sen a cos [ cos






Capitulo 2

Reduccion de Sistemas Mecanicos
con simetrias

En este capitulo consideramos sistemas mecanicos con simetrias analizando dis-
tintos marcos y teorias de reduccion.

Cuando se consideran las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana de la meca-
nica clésica, se observa que son particularmente interesantes los sistemas mecénicos
que presentan los llamados términos magnéticos. Estos términos suelen aparecer co-
mo un ingrediente geométrico del sistema o bien como un dato de la dinamica del
mismo.

2.1. Sistemas Hamiltonianos

La version Hamiltoniana de la mecanica se realiza en el fibrado cotangente del
espacio de configuraciones del sistema y mediante una funcién suave sobre esta va-
riedad llamada funcién Hamiltoniana o Hamiltoniano que usualmente es la energia
total. Esta formulacion explota la riqueza geométrica de las variedades simplécticas.

Definicién 2.1.1. Dadas (M, ) una variedad simpléctica y H : M — R una fun-
cion diferenciable sobre M, se define el campo vectorial Xy como el Gnico campo
identificado con la 1-forma dH por medio de la forma no degenerada €2. Es decir, el
campo Xy es el tinico campo sobre M tal que

ix, Q= dH.

El campo Xy es llamado campo vectorial Hamiltoniano de H.

Definicién 2.1.2. Un sistema Hamiltoniano esta dado por una terna (M, 2, H)
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donde (M, ) es una variedad simpléctica y H : M — R es una funcién diferenciable
llamada Hamiltoniano del sistema.

Si M es el fibrado cotangente de una variedad diferenciable () de dimension n y
Q es la forma canoénica Qg en M = T*Q que en coordenadas locales (g;, p*) se escribe
como Qg = dg' A dp;, el campo Hamiltoniano Xy = (X, X,) esta dado por

OH
X,ilg,p) = a—p(q,p)

OH
Xpi<Q7p) = _8_(12'(qu>

cont=1,...,n.

Estas son llamadas ecuaciones de Hamilton que forman un sistema de 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Veremos, siguiendo [62], que en un fibrado cotangente 7*(@) existe una manera na-
tural de definir transformaciones canénicas que usualmente son llamadas traslaciones
en la fibra y que permiten modificar la estructura simpléctica canénica Qg de T%Q
con las formas conocidas como términos magnéticos.

Proposicion 2.1.3. Dada A una 1-forma en Q) consideremos la aplicacion ts -
T°Q — T*Q definida como oy — g+ Alq) para todo aq € T;Q que es llamada
traslacion en la fibra por A. Entonces t},0q = 0 + m5A, con Qg = dfg siendo
Oq el potencial simpléctico candnico en T*Q y w5 @ T°Q — Q es la proyeccion
candnica. Por lo tanto, t3$q = Qg — modA.

Corolario 2.1.4. Luego, ta es una transformacion candnica si y solo si m5HdA = 0.

Proposicion 2.1.5. Se tiene que

i) Si B es una 2-forma cerrada en Q, entonces Qp = Qq — 7B es una forma
simpléctica en T™(Q).

it) Si B y B’ son 2-formas cerradas en @) tales que B — B' = dA entonces la
aplicacion t, es un difeomorfismo simpléctico de (T*Q,Qp) en (T*Q,Qp/).

Definicion 2.1.6. El término extra 75 B es usualmente llamado término magné-
tico.

Proposicion 2.1.7. Dado un Hamiltoniano H y B = dA una 2-forma en @, consi-
deremos el Hamiltoniano definido como Hg(q,p) = Ha(q,p) = H(q,p—A). Entonces,
los sistemas Hamiltonianos (T7Q,Qp, H) y (1T7Q,Qq, Hp) tienen las mismas ecua-
ciones de movimiento; es decir, son sistemas dindmicos equivalentes.

Vamos a considerar el ejemplo de una particula en un campo magnético descripto
de estas dos maneras equivalentes.
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FEjemplo 2.1.8. Particula en un campo magnético

Sean () = R3 las posibles configuraciones del sistema, T*() parametrizado con
coordenadas (z,v, z, 2,9, £), B una 2-forma cerrada en R3 dada por B = B,dyAdz —
Bydx Ndz + B.dx AN dy. Sea B = Byt + B,j + B.k la divergencia asociada.

Pensando a B como un campo magnético, las ecuaciones de movimiento para
una particula con carga e y masa m estan dadas por la ley de fuerzas de Lorenz
mé% = v x B, donde c es la carga de la particula; v = (&, 7, 2) = ¢ es la velocidad
de la particula.

i) Consideramos en R? x R? la forma cerrada simpléctica modificada Q5 = m(dz A
di + dy N dy + dz N\ d2) — €B. El Hamiltoniano H, la energia cinética, es
H(pas pys p2) = 5 (0" + 1y + P:°).

Escribiendo X g (ps, pys 02) = (Dus Dy, D2y Pas Dy, Dz), la ecuacion ix,Qp = dH da
lugar a las 6 ecuaciones de primer orden de Hamilton del sistema que son

Py = y

Pz = z

. e
mpy = E(szy - Bypz)

. e
mpy = E(Bxpz - sza:)

. e
mps = —(Byps — Bapy)

ii) Consideramos ahora B = dA con A una 1-forma, la forma canoénica usual Qp, el
Hamiltoniano modificado Ha(q,p) = 5 || p — €A ||* y el campo Hamiltoniano

Xy =ao 18247160 150 150
Ha = %o oy ey Opa Ipy 78pz

entonces las 6 ecuaciones de primer orden de Hamilton del sistema son

£ ms) (55 -0

eI
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Lo ta) =

Ahora presentamos un ejemplo con estructura simpléctica modificada.

Ejemplo 2.1.9. Mecanismo planar: Dos cuerpos rigidos con carga

Consideremos dos cuerpos rigidos idénticos, cada uno con masa M, momento de
inercia [ y longitud [. La orientacion del cuerpo 1 es medida por el &nguno 6 respecto
al eje inercial y la orientacion del cuerpo 2 es medido por el angulo ¢ medido respecto
del cuerpo 1.

Al final los dos cuerpos se juntan en un punto que es el centro de masa comun
a ambos, con cargas eléctricas e; y ey respectivamente. También se considera que el
sistema esta bajo la influencia de un campo magnético con fuerza B.

Vamos a escribir las ecuaciones de movimiento de este sistema considerando el Ha-
miltoniano dado por la energia y la estructura simpléctica modificada con el término
magnético.

La posicion del pivote (centro donde se unen los dos cuerpos) se describe por un
vector X = (z,y) € R% Por lo tanto el espacio de configuraciones es Q = SE(2) x
St = R? x S! x S parametrizado por (x,v,6, ). Consideremos el Lagrangiano (en
ausencia del campo magnético) como la energfa cinética, es decir, L(X, 0, ¢, X.0, o) =
M| & |]> +26% + 11(60 + )%

El Hamiltoniano esta dado por

2 2 2

Py 1 (pe pso)? 1p,

H 0 s Pyy MO, - AT o\ 7 71 5 1

(xuy) 2y Y py Po p%@) 4M+4M+2 T I +2 I
oL . oL .
donde px:%:2M:ﬁ, py:a—y:2My,
oL . oL .

Entonces dH se escribe como

1 1 pg P 2p, Do
dH = ——pydpy + ——pyd (--i)d Lo Do)y
oare e oy T T p”([ T )

y el campo Hamiltoniano Xy se escribe como

) B 9 ) B ) ) )
XA Loa 2 a2 a9 a2 9y 9y 9
H= gy T gy TG T ey T gy, T gy T g, T e

Consideremos la forma modificada de la siguiente manera:

QB:dx/\dpz+dy/\dpy+d9Adp9+dg0/\dp<p—(%+6—62)B
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donde B = Bdz A dy. Entonces

ix, () = Qp(Xu,.)

(dz A dpy)(Xp,-) + (dy A dpy)(Xu,-) + (dO A dpe)(Xg, )

€1

+ (dp Ndpy)( X, -) — (? + e_;) B(dx A dy)( Xy, -)

= do(Xp)dp(-) — da(-)dp.(Xpg) + dy(Xg)dpy(-)

— dy(-)dpy(Xu) + dO(Xg)dpe(-) — dO(-)dps(Xp)

+ dp(Xg)dp,(+) — de(-)dp,(Xn)

- (e—cl + 6—62) Bdx(Xy)dy(-) — (%1 + %2) Bdx(-)dy(Xx)
= Audp, () — da(-)Ap, + Aydp,(*)

—dy(-)Ap, + Agdpe(-) — dO(-) Ap, + Apdpy () — dp() Ay,

— (24 2) Basay() - (2 +2) Bas()4,

Si escribimos la ecuacion de movimiento ix,Qz(.) = dH(-) se tiene:
e e
A+ (24 2)BA, =0
c ¢

A+ (S +2)BA =0

C
Ape =0
Ay, =0
1
A:v = 532 7Pz
on?
1
A = o
Do Dy
A, =20 L
O
2p Do
P e
v T T

Entonces las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse de la siguiente manera:

A+ (S +2) B4, =0
Ay, + (S +2)BA, =0
A, =0
A, =0

Pe =2MA,

py =2MA,

Py = (Ag, —+ 2A9)[
pe = (Ay + Ag)]



32 Reduccién de Sistemas Mecanicos con simetrias

2.2. Sistemas Lagrangianos

La versién Lagrangiana de la mecéanica se formula con el fibrado tangente T'Q) y
una funcion diferenciable L : T'Q) — R, llamada funcién Lagrangiana o Lagran-
giano, que usualmente esta dada por la energia cinética menos la energia potencial.

2.2.1. Descripcion variacional y ecuaciones de Euler-Lagrange

Definicion 2.2.1. Un sistema Lagrangiano esta dado por un par (@, L) donde @
es una variedad diferenciable, el espacio de configuraciones, y L : T'() — R es una
funcion diferenciable llamada Lagrangiano del sistema.

El funcional accién del sistema estd definido como

donde ¢ : [0, 7] — @ es una curva suave en Q y ¢ : [0, 7] — T'Q es su curva velocidad
de manera tal que ¢(t) € Ty»@ Yt e [0,T].

Una variacion infinitesimal de ¢ es una curva suave ¢, : [0,7] — T'Q tal que
0q(t) € Tyy@ V't € [0,T]. Se dice que ¢, es una variacion a extremos fijos si
64(0) =0y 6,(T") = 0.

El principio variacional de Hamilton establece que las trayectorias del sistema
estan dadas por los puntos criticos del funcional A(q); es decir, las curvas ¢ que
satisfacen que

dA(q).0,=0

para toda variacion d, a extremos fijos, donde d denota el diferencial exterior de la
accion A definida sobre el espacio de curvas suaves C*(R, Q) = {q¢ : [0,T] — Q}.
Aplicando las técnicas usuales del calculo de variaciones se muestra que

Trar . T .
dA(q).0, = / [8 6q2+a i&f] dt
0

oq' dqt dt
T T
= / [QL - iaL} Sq'dt + [(‘9_1;5(4 .
o LO¢" dtog oq 0

Entonces, tomando variaciones a extremos fijos se tiene que los puntos criticos de
A son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan
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oL . d (0L
a—q(q,Q) - (a—q(q,Q)> = 0.

Estas ecuaciones determinan un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo
orden.

Considerando el fibrado de segundo orden (ver capitulo 3 para méas detalles) T2Q
con coordenadas (¢, ¢, §) se puede decir que existe un tnico operador

EL:T?Q — T*Q
denominado el operador de Euler-Lagrange que se escribe como

1

d ([ 0L oL d (0L
EL = N [— ) == —— [ =—
;( N (&J(”) dq  dt (aq)
. L
y una tunica 1-forma 6 = qu sobre T'() tal que
q

T

dA(q(t)) - dq(t) = /0 EL(q(t),4(t),q(t))-0q(t)dt + (0r(q(t), 4(t)).0q(t))

0

2.2.2. Transformada de Legendre

Recordemos que un sistema Lagrangiano es hiperregular si la transformada
de Legendre FL : TQ — T*(Q con v, — FL(v,) es un difeomorfismo global.

Dado un sistema Lagrangiano hiperregular (@, L), se puede definir una estructura
simpléctica en T'Q) usando la transformada de Legendre: denotamos la 2-forma en T'Q)
obtenida como el pull-back de Qg por FL, como Qé = (FL)*Qq.

Si ¢ es una accién de un grupo de Lie G sobre @, la accién levantada ¢”% de
G en T'Q) es una accién canonica para la variedad simpléctica (T'Q, Qé) Ademaés, la
transformada de Legendre es un simplectomorfismo equivariante entre las variedades
(TQ, Qé) y (T7Q),Qq). Es decir, el siguiente diagrama conmuta

TQ — T"Q

(bTQl l¢T* Q

TQ —= T"Q

Consideremos ahora el mismo ejemplo de la particula en un campo magnético que
ya estudiamos en el marco de la mecanica Hamiltoniana.
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Ejemplo 2.2.2. Particula en un campo magnético

Consideremos R3 x R3, el Lagrangiano del sistema viene dado por
L(x,y,z,4,y,%2) = 2(#* + > + £) y entonces las 3 ecuaciones de segundo orden de
FEuler Lagrange para este Lagrangiano son:

mi = <(B,j — B,?)
c
my = E(Bm,é — B.%)
c
. € . .
mzZ = —(Byt — B,y)
c

Consideramos B = dA con A una 1-forma. Consideremos la forma candénica usual
Qp y el Hamiltoniano modificado Ha(q,p) = ﬁ [p—CA .

Via la transformada de Legendre, podemos obtener el Lagrangiano modificado
Lay:TQ — R, como La(q,q) = p-q4— Halg,p) siendo ¢ = %—I; y queda entonces
La(g,q) = 3 || 4 1? +£A(q)q, donde A(q) = (Ai(q), A2(q), As(q)) Calculamos en-
tonces las 3 ecuaciones de segundo orden de Euler Lagrange para este lagrangiano
modificado, que son:

e 0Ay 0A e 0A; 04

mi= e T e T )’
. (& 8A1 8142 . (& 8143 8142 .
M=y T w T Sy T
"ff(%_%)' f(%_%)'
= or " T eV oz dy Y

Luego, como teniamos que B = dA se verifica que las ecuaciones del Lagrangiano
obtenidas a partir del Hamiltoniano modificado con un término magnético y la forma
simpléctica usual, son equivalentes a las ecuaciones de Euler Lagrange obtenidas con
el Hamiltoniano usual y la forma simpléctica modificada con un término magnético
via la transformada de Legendre.

2.3. Sistemas de Poisson

En muchos casos de interés resulta conveniente generalizar la formulacion Ha-
miltoniana de la mecéanica reemplazando el fibrado cotangente por una variedad de
Poisson.

Definicién 2.3.1. Un corchete de Poisson en una variedad M es una operaciéon
bilineal {, } en F°(M) = C°°(M) tal que
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i) (FY%(M),{,}) es un algebra de Lie
ii) {,} es una derivacion en cada factor, esto es,

{FG,H} = {F,H}G + F{G,H} paratodas F,Gy H € F°(M).

Una variedad M con un corchete de Poisson en F°(M) es denominada variedad
de Poisson y se denota como (M, {.,.}).

Definicion 2.3.2. Dada una variedad simpléctica (M, ), si f, g € F°(M), se define
el corchete de Poisson canénicamente asociado a €2 de f y g como la funcion {f, g}q €
F°(M) dada por

{f,9ra(m) == Qn (X, Xg)'

Observacion 2.3.3. Si tomamos un sistema local de coordenadas {q’, p; }i—1
tenemos que

-----

df 0g  Of Og

{f,g} B dq" Op; B Op; 561”"'

Observacion 2.3.4. (F°(M),{.,.}) es un algebra de Lie real.

Corolario 2.3.5. La aplicacion definida de FO(M) en X (M) que le asigna a cada f
su campo Hamiltoniano X es un antthomomorfismo de dlgebras de Lie.

Xirgy = —[ X5, Xyl

Proposicién 2.3.6. Sean (M, Q) una variedad simpléctica y f,g € F°(M). Enton-
ces,

{f, 9} = —Lng = Lng-

Definicion 2.3.7. Un sistema de Poisson estd dado por una terna ((M,{.,.}), H)
donde (M, {.,.}) es una variedad de Poisson y H : M — R es una funcién diferen-
ciable.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema de Poisson estan dadas por

f={fH} V[eFM)



36 Reduccién de Sistemas Mecanicos con simetrias

2.4. Reduccion de Sistemas Hamiltonianos con
simetrias

En esta seccién vamos a recordar como es natural eliminar las simetrias de los
sistemas Hamiltonianos utilizando aplicaciones momento.

2.4.1. Sistemas Hamiltonianos con simetrias

Definicion 2.4.1. Una simetria del sistema Hamiltoniano (M, Q, H) es una accion
candnica de un grupo de Lie G sobre M tal que el Hamiltoniano H resulta G-
invariante.

Definicién 2.4.2. Sean (M, ) una variedad simpléctica conexa, ¢ : G x M — M
una accion del grupo de Lie G sobre M. Decimos que una funcién

J: M —g*

es una aplicacibn momento para esta accion si, V £ € g,

~

dJ(f) = Z'gMQ,

donde J(€) : M — R es tal que J(€)(m) = J(m).£ y & es el generador infinitesimal
de la accion correspondiente a £. En otras palabras, J es una aplicacion momento si
Xjo =8, VEEg.

Proposicién 2.4.3. Dados g € G y £ € g, definimos la aplicacion g¢ : M — R

~ -~

dada por pye(m) = J(§)(dg(m)) — J(Adg—1)(m).

Definicién 2.4.4. La aplicacion ¢ : G — g* dada por o(g).§ = valor cte. de 1, ¢ es
llamada cociclo co-adjunto asociado al momento J.

Observacion 2.4.5. La aplicacion ¢4 ¢ satisface la identidad de cociclo

o(gh) = o(g) + Ad;_.o(h).

Definicion 2.4.6. Una funciéon momento es llamada Ad*-equivariante si

T(6y(m)) = AdyJ(m) ¥ g € G
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Es decir, J es Ad*-equivariante si y so6lo si el siguiente diagrama conmuta:

ML g*

I

ML g*

Observacion 2.4.7. J es equivariante si y solo si su cociclo asociado es nulo. El cociclo
o de una aplicacion momento cualquiera nos da una medida de su no equivarianza.

En caso de no tener equivarianza, la accién puede ser modificada de manera que el
momento resulte equivariante con respecto a la nueva accion llamada afin. En efecto,
si definimos la aplicaciéon ¢ : G X g* — g* como

p(g,a) = Ad; 1+ o(g)

entonces ¢ resulta ser una accion y J es equivariante con respecto a ella.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos una acciéon ¢ de G sobre () y su acciéon levantada al
cotangente 7*(). Si {2 es la estructura simpléctica canénica sobre T*(@), la aplicacion
momento equivariante J : T*(Q) — g* para esta accion esta dada por

(J(ag,€)) = aq(€0(q)), VE € 9.

Para un sistema Hamiltoniano (M, 2, H) con simetria se tiene una importante
ley de conservacion conocida como el Teorema de Noether.

Teorema 2.4.9. Sea ¢ una accion simpléctica de G en (M,2) con aplicacion mo-
mento J. Supongamos que H : M — R es invariante bajo la accion, que es,

H(z) = H(¢y(x)) para todo x € M y g € G. Entonces si Fy es el flujo de Xy,
J(Fy(z)) = J(x), Vo € M.

2.4.2. Reduccion de Marsden-Weinstein

Este proceso de reduccion para sistemas hamiltonianos con simetrias esta basa-
do en la propiedad importante de que la aplicacion momento es una constante de
movimiento del sistema. Seguiremos las ideas propuestas en [61].

Teorema 2.4.10. (Reduccion de Marsden- Weinstein) Sea (M, Y) una variedad sim-
pléctica conexa con G un grupo de Lie que actia libre, propia y candnicamente en
M. Sea J una aplicacion momento para la accion con coclico no equivariante. Sea
p € J(M) un valor regular de J y denotamos por G, el grupo de isotropia de pi
respecto a la accion afin de G en g*. Entonces (M,,$2,) con M, = J 1 (n)/G, es
una variedad simpléctica tal que Q, es una 2-forma univocamente determinada por
i Q = 7Qy,, donde iy : J N p) = M ym, : J () = M, son la inclusion y la
proyeccion candnicas respectivamente.
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Sea H una funcion en M que es invariante bajo la accion de G. Entonces, el
campo vectorial hamiltoniano Xy es tangente a J~'(u) y existe un hamiltoniano h
en M, tal que iy, H = m;h, tal que la restriccion de Xy a J Y u) estd m,-relacionada
con X,

(M,£2)

Reduccion MW

- (M, )

I ()

Figura 2.1

Observacion 2.4.11. En general, la variedad simpléctica M, no es un fibrado co-
tangente aunque en lo que sigue vemos que se puede conseguir una identificacion
simpléctica con un fibrado cotangente (para méas detalles ver Capitulo 4, Seccion 4.3
en [1]).

2.4.3. Reduccion al fibrado cotangente

Ahora veremos como se puede identificar la variedad cociente M,, con un producto
fibrado y como aparecen en este contexto los llamados términos magnéticos que
permiten realizar esta identificacion.

Consideremos ahora el fibrado cotangente T*() con su forma simpléctica candnica
Qg = dfg, y un grupo G que actiia sobre @ por la accién ¢@ y por lo tanto en T*Q
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por el levantamiento al cotangente de esta accion como ya definimos:
2 ExQ—Q
o" VG XTQ—=TQ
tal que

(9, aq) — T3 091 (ag)

La aplicacion J : T*Q) — g* esta definida por (J(ay), &) = (o, €o(q)). Se puede
ver que J es equivariante con respecto a la accion coadjunta en g*; es decir, J o¢§*Q =
Ad;,1 o J, Vg € G. Supongamos que ¢ es libre y propia. Consideremos el fibrado

principal 7 : Q — Q/G.

Definiciéon 2.4.12. El fibrado de vectores verticales con respecto a la proyeccion
del fibrado principal 7 : Q — Q/G, esta dado por

Vr={veTqQ|Tnr(v) =0}
osea, (Vm), ={v, € T,Q | T;w(v,) =0}V q € Q.
Su anulador es el espacio V°r C T*Q tal que
Ver ={a, € T7Q | ay(v,) =0,V v, € (V),}.

Lema 2.4.13. Bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que Vom = J~1(0).
Demostracion. Vemos la doble inclusion entre los conjuntos Vor y J~1(0).

i) Vor c J7H0)
Sea o, € V°m. Queremos ver que J(a,) = 0 o lo que es lo mismo que V¢ € g,
(J(ag), &) = 0.
Por definicion de aplicacion momento se tiene que (J(oy),&) = (g, &0(q)) v
entonces como &o(q) € Vr, {ay,&o(¢q)) = 0 Por lo tanto, o, € J71(0).

i) J7H0) c Ver
Sea o, € J1(0). Entonces V¢ € g, (J(ay),&) = 0. Esto es, {a,,&o(q)) = 0.

Entonces, considerando v = {g(q) para algun € € g, (a,,v) = 0 que significa
que o, (v) = 0, para todos los verticales. Por lo tanto a, € V°r.

O

Veremos ahora como establecer una traslacion en las fibras que nos permita iden-
tificar la subvariedad J~!(0) con cualquier subvariedad J=1(u).
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Dada una conexion A en el fibrado principal 7 : QQ — @Q/G, para cada g € @ se
define la aplicacion A, : T,Q — g dada por A,(vy) = A(v,). Sea A} : g* — T;Q su
aplicacion dual, definida como

(A (1), v9) = (1, Ag(vg))-

Lema 2.4.14. Dada una conexion A en el fibrado principal Q — Q/G, si u € g*
es un valor regular de la aplicacion J, entonces existe un difeomorfismo ¢’y entre

7)) y J7H0).

Demostracion.
Consideremos ¢ : J~' (1) = J~1(0) definida como ¢/ (ag) = ag—A%(p) y veamos
que es un difeomorfismo.

En primer lugar, es claro que si oy € J7' (1) entonces oy — Af(u) € J7'(0) ya
quesi £ eg

(J(ag — Ag(p)), &) = {(ag — Ay(1)), €0 (a))
= (g, €q(q)) — (A (1), §q(a))
= (ag: §0(q)) — (1, Aq(€0(a)))
= (J(ag), &) — (1, §) =0

va que a, € J (1)

Es claro que ¢ es inyectiva y se puede verificar facilmente que ¢; es suryectiva
ya que dado 8, € J~'(0) si consideramos oy = 3, + A%(n) se tiene que ¢y (o) = f,
y (J(ag),§) = (m,§) VE € g

Por construccion ¢’y y su inversa son suaves y por lo tanto, ¢; es un difeomorfismo.

]

Observacion 2.4.15. Es sencillo ver que G, ademéas de actuar sobre J'(u) actua
sobre J~1(0). Esto es, si oy es tal que J(«,) = 0 se tiene que para todo £ € g,

(J(0a %(g)), &) =(dg “(ay),E(¢alq)))
(g, Toa1(Eq(¢a(q))))

<aq> fég(CI)) =0

para algin £ € gy por lo tanto, J(¢1 ?(a,)) = 0.

Lema 2.4.16. La aplicacion ¢’y define un difeomorfismo [¢y] entre los espacios co-
ciente J 1 (w)/G, y J7H0)/G, de manera tal que el siguiente diagrama conmuta
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T () —2 s 7 (0)

710/, 2 06,

siendo 7)) : J71(0) = J71(0)/G,, la proyeccion candnica.

Demostracion. Definimos [¢/]([ay]) = [¢'4(aq)]-

Por definicién de fibrados, para ver que esta bien definida sélo alcanza con ver

que ¢’y respeta la accion. Entonces deberiamos ver que ¢y (a - o) = a - ¢4 (), para
ac G,

Luego, ¢/4(a - ay) = aag — A;(pn). Por otro lado si ¢/y(a,) = ay — A% (1), entonces
a- ¢y(ay) = acy — aA;(p), con a = a. Luego, quiero demostrar qye A% (u) = a.A%(u)
con a € G.
Se tiene entonces, por un lado (A;(u),v) = (i, A(v)) (por definicién de aplicacion
dual).
Por otro lado, {(a - A;(u),v) = (A (a-p),v) = (a-p, A(v)) = (1, A(v)), pués a € G,.
En el paso de arriba, usamos que a - A; () = Aj(a - p), veamos que esto se cumple.
Sabemos que, como a € G, se cumple que A’ (a - 1) = A%(ut), entonces solo debemos

ver que a - A% (u) = As()

(a- A (), v) =(Ay (1), T poa-10)
1y <T¢a 1U)>

{
{
{1, Ady—1 A(v))
{
{1,

Ady i, A(v))
( ))-

Por otro lado, (A;(u),v) = (i, A(v)).
s Ag(p) = Ag(p).

Ahora vamos a ver que J1(0) puede identificarse con un producto fibrado.

Lema 2.4.17. Eziste un difeomorfismo entre J=-1(0) y T*(Q/G) Xg/c Q.

Demostracion.
Consideremos  : J710) — T*(Q/G) X/ @ dada por SB(ay) = (&, q) donde
(Gpg) Tmg(vg)) = (g, vg) = ag(vg)-

Veamos que (3 es un difeomorfismo:
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i) Buena definicion:
/3 esta bien definida por construccion y ademas como cy € T[’;](Q /G)yq€Q,

entonces (g, q) € (T*(Q/G) Xq/a Q) que fibra en (Q/G pues estoy en la misma
fibra.

ii) /5 es inyectiva:
Sean ay, v, € J(0) entonces J(a,) = J(7,) = 0. Consideremos (o) = 8(7,),
(Ueremos ver que o, = .
Como

5(0@) :5(’711)
(G 0) =(V1q- 9)
Qg =TVq)
Entonces, para ver que a, = 7, deberiamos ver que Vv, € T,Q, (o, v,) =
(Vq> Vq), PETO {Ctg, V4) PoOr definicion es

(ags vg) =(yq), Tg(vy))
(Vi) T7q(vg))
:<7q7 Uq)

iii) B es suryectiva:
Consideremos (vg,q) € (T*(Q/G) xg/c @), entonces debemos ver que existe

oy € J71(0) tal que S(ay) = (Y, 9)-
Sea ag(vg) = (Vg T'mq(vg)). Luego, B(ay) = (&g, q), entonces veamos que se
cumple que &g = Vg

(g, Tg(vg)) =(ag, vg) = (Vg Tg(vg))

Por lo que dapg = .-

iv) 5 es suave por construccion y por lo tanto lo es su inversa.

Finalmente, 8 es un difeomorfismo. O
Observacion 2.4.18. Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

T () — 2 J0) — s THQ/G) X6 Q

0

— J7H0)/G,
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Por otro lado, es inmediato verificar que G, acttia sobre T*(Q/G) Xg/c @ de
la siguiente manera a - (&g, q) = (&g, a - q) y por lo tanto, se puedo considerar el
cociente (T*(Q/G) xg/c Q)/G, v se tiene la proyeccién canoénica al cociente

T*(Q/G) Xq/c @ = (T"(Q/G) xqjc Q)/Gy
Vamos a identificar esta variedad cociente con un producto fibrado.

Lema 2.4.19. Consideramos

X (T7(Q/G) xqie Q)G — TH(Q/G) Xgja Q/Gy

definido como
X ([01g dle,.) = (64 [d)c,) -

Entonces x es un isomorfismo.

Demostracion.

i) Buena definicion:
Supongamos que [d(q, ¢la, = [Yq- de, tal que a (&[q], q) = (%ﬂ, q~). Como, por
definiciéon de accion a (d[q} q) = (d[q}, aq), se tiene que &g = Y[g Y que aq = q,
entonces [ag] = [q] = [q].
Luego, X (&g, dle,) = (A, [dla,) = (iay ldle,) = x (B, de.)

ii) x es inyectiva:
Si x ([&[q], Q]G#) =X (H[q], q]GH), veamos que se cumple que
[a[q]aQ]GH = [V[q},q]gu. Luego

x ([agg, dle,) =x (g de.)
(G1q: [de,) = (g dla,)

[, da, =Yg, da.

iii) x es suryectiva: por construccion.

Por lo tanto se tiene que x es un isomorfismo

(T*(Q/C) g Q)/Gyu = T*(Q/G) X6 Q/G..
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Se puede verificar facilmente que 8 da lugar a una aplicacion [5] en los espacios
cociente de manera analoga a como se comprob6 que [¢] esta bien definida en el
Lema [2.4.16l

Lema 2.4.20. Se puede definir [3] tal que el siguiente diagrama conmute

TH0) — 2 TQ/G) xg/c Q

lﬂ-?" lxopu

J710)/Gy 25 THQ/G) 0c Q/G,

Proposicion 2.4.21. Se tiene que J ' (p) /G, =~ T*(Q/G) xq/c Q/G,.

Demostracion.
Utilizando los resultados anteriores se tiene que el siguiente doble diagrama es con-
mutativo

T () —2 s 1 0) — s TH(Q/G) X6 Q

ml ” lﬂﬁ lxopu

T )/ Gy~ J10)/Gy —2 T(Q/G) X6 Q/Gh

donde [¢%] : J () /G, — JH0)/G, y [B] : J7H0)/G, = T*(Q/G) xq/c Q)G

Entonces [¢%] := [B]o[¢4] : T Hw) /Gy — T*(Q/G) Xg/c Q/G,, es un difeormor-
fismo O

Nuestro objetivo es modelizar la variedad simpléctica (J~(n)/G,, Q,). Hemos
identificado el espacio J~*(u)/G,, con T*(Q/G) Xg/c Q/G, y vamos a caracterizar
la forma simpléctica €Q,,.

En primer lugar veamos que dado p € g*, una conexiéon principal A : TQ — g
define una 1-forma de conexion A, : TQ) — R dada por A,(-) := (u, A(+)). Muchas
veces se escribe A, = A*(u1), por lo que A7 (p)(+) : T,Q — R dada por A7 (u)(+) =

{1, A())-

Es sencillo verificar que el siguiente diagrama es conmutativo

TQQLR

o P

A
T¢ZQ (9) Q — R

donde la accion de G, sobre R es trivial.

Lema 2.4.22. A, es G- invariante.
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Demostracion. Dado a € G, se tiene que

Ay (8a°(vg)) =(, Al (vy)))
{1, AdaA(vg))
(Adgp, Alvg))
<u,A( a))

:Au (Uq)'

Corolario 2.4.23. La 2-forma dA, es G- invariante.

Demostracion. Para ver que dA, es G- invariante veamos que L¢,dA, = 0 para
todo & € g.
Por la formula méagica de Cartan se tiene que

LeydA, = ie,d(dA,) + dig,d A, = dig,dA, =0

ya que i¢,dA, = 0 (utilizando Cartan) pues por un lado A, es G -invariante y por lo
tanto L¢, A, = 0y ademés dig,, A, = 0 pues ig,.A, es una funcion constante respecto
de g, ya que ig, A, (q) = (i, §). O

Lema 2.4.24. Eziste una unica 2-forma cerrada sobre Q/G,, que denotamos como

B, tal que W67G#ﬁu = dA, donde 1, : Q@ — Q/G, denota la proyeccion candnica
al cociente.

Demostracion. Veamos que 3, es tnica y cerrada en Q/G,.

i) B, es Gnica:
Supongamos que existe 7, tal que 75 ¢ v, = dA,, pero dA, = 7 ¢ By
Luego, tenemos

7?25 GH% - WzQG 5. =0

70,6, (Yu = B) =
V= By =0
T :ﬁy-

ii) B, es cerrada: 7, o df, =d (70.6,)" By = d(dA,) = ddA, =0
Luego df3,, = 0. Por lo tanto df3, es cerrada.
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Veamos ahora que con la estructura simpléctica canoénica g/ sobre T%(Q/G)
y esta 2-forma cerrada 3, sobre ()/G, se puede definir una estructura simpléctica
sobre el producto fibrado 7*(Q/G) X g/ Q/G), de manera tal que la identificacion de
este espacio con la variedad simpléctica (M, €,) resulte un isomorfismo simpléctico.

Para esto consideramos las siguientes proyecciones

i) m:TQ/G) g/ Q)Gu — T7(Q/G)
i) m: T*(Q/G) xqjc Q/Gu = Q/G,
111) To - J_1<O> — T*(Q/G> XQ/G Q/GH

Definimos la 2-forma cerrada en 7*(Q/G) X g, @ /G, dada por 77 (Qg,c) +75 (Bu).

Definicién 2.4.25. Con las hipotesis de arriba, B, := 75(3,) es denominado tér-
mino magnético.

Observacion 2.4.26. Cabe senalar que

i) Este término magnético aparece como un término necesario para corregir la
forma canoénica de T*(Q/G) de manera tal que se puede identificar con la 2-
forma ©Q, en J~(1)/G,. A menudo se dice que la forma Qg esta deformada
con un término magnético.

ii) Como se observa en los célculos previos, todo esto se define a partir de una
1-forma de conexiéon principal A,. En realidad, si para cada p € g* se tie-
ne una l-forma A4, que es G,-invariante (no necesariamente definida a par-
tir de una conexién principal A4), podemos identificar la variedad simpléctica

(J7H (1) /Gl ) con (TH(Q/G) X qra Q)G i (Qq/6) + 75(Bu))-
Con todas las identificaciones realizadas es sencillo verificar la siguiente relacion
(ver [6I] para méas detalles).

Lema 2.4.27. La forma 77 (Qq/c) + 75(Bu) es el pull-back de Q,, por la aplicacion
[04] = [B] o [¢a]. Es decir,

(184" = 71 (Qy6) + 73(5,)

y, por lo tanto, es una 2-forma simpléctica.

Finalmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4.28. Sean una accion libre y propia de un grupo de Lie G sobre @),
su accion levantada a T*Q y p un valor regular de la aplicacion momento asociada.
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Fijando una conexion principal A, la variedad (J‘{(,u)/G#,QM) es simplectomorfa
con (T*(Q/G) xqa Q)G ™1 (Qq/a) + m3(By)) via [¢y].

TN ) —A J7H0) —— T*(Q/G) xq6 Q

Wul ] lﬂﬁ lxopu

T () /G 25 T710)/G, =25 THQ/G) xqra QG

donde [gzgffl] = [B] o [¢'4]-

Observacion 2.4.29. Con este modelo para el espacio reducido (M,,€,) se puede
definir el hamiltoniano reducido h, en las variables de un producto fibrado y escribir
las ecuaciones de movimiento reducidas en las variables de esta variedad simpléctica.

2.5. Reduccién de Sistemas Lagrangianos con sime-
trias

En esta seccion analizamos dos tipos de reduccion de sistemas Lagrangianos con
simetrias; la andloga a la reduccién simpléctica de Marsden-Weinstein y la llama-
da reduccion al tangente anédloga a la llamada reduccion al cotangente de sistemas
Hamiltonianos. En este contexto presentamos la reduccién de Routh que usa las
cantidades conservadas del sistema.

2.5.1. Sistemas Lagrangianos con simetrias

Definicién 2.5.1. Dada una accion libre y propia ¢ de G en (@), se dice que el
sistema Lagrangiano (@, L) es invariante si L es una funcién invariante para la
accion levantada de ¢ al fibrado tangente T'Q).

Si L es un Lagrangiano hiperregular se puede definir una aplicacién momento
para la accion ¢79 sobre la variedad simpléctica (TQ,Qy).

Definiciéon 2.5.2. Una aplicacién momento esta dada por J;, = JoFL : TQ — g*
y Ji, es equivariante con respecto a la accion coadjunta en g*

Observacion 2.5.3. Es claro que J;, es G-invariante si y solo si J es G-invariante.

2.5.2. Reducciéon Lagrangiana de Marsden-Weinstein

Consideraremos ahora la version Lagrangiana del Teorema de Marsden-Weinstein,
para Lagrangianos invariantes.
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Teorema 2.5.4. Version Lagrangiana del Teorema de Marsden- Weinstein
Sea G un grupo de Lie que actia libre y propiamente por ¢ sobre Q y ¢*% la accion
levantada al tangente. Sea (Q, L) un sistema Lagrangiano invariante tal que L es
hiperregular. Si p es un valor reqular de J;, entonces la variedad cociente (J;*(11)/G,.)
es una variedad simpléctica con estructura simpléctica (§11,),, definida por la condicion
i = m,(Qr)y, donde i, : J M) — TQ vy T Jo () — I ()G son la
mclusion y la proyeccion candnicas respectivamente.

T () —%— TQ

Observacion 2.5.5. Como en el caso de la reduccion simpléctica de Marsden-Weinstein
se puede formular esta version Lagrangiana para momentos Lagrangianos J; con
cociclo no equivariante.

2.5.3. Reduccién al fibrado tangente

De manera anéloga a como trabajamos en la llamada reduccién al fibrado cotan-
gente vamos a construir un modelo para la variedad simpléctica (J; ' (1)/Gp, (21),0)-

En primer lugar vamos a probar que si L satisface una condicién adicional de
regularidad, la variedad cociente J;'(1)/G,, se identifica con un producto fibrado
analogo al producto fibrado que se identifica con J~'(u)/G,,.

Definicion 2.5.6. Un lagrangiano L, G-invariante es llamado G-regular, si para
v, € T,Q fijo, la aplicacion J;* : g — g* definida como & — Jy(v, + £(q)) es un
difeomorfismo.

Observacion 2.5.7. A partir de esta nociéon observamos que

i) L es localmente G-regular si 7, ]fq es un difeomorfismo local en entornos del 0
para cada v, € T'Q).

ii) Si L es G-regular, entonces L es localmente G-regular.

Con esta hipétesis sobre L de G-regularidad se puede demostrar que J;'(1)/G,,
es difeormorfo a un espacio fibrado sin recurrir al uso de una familia de 1-formas
indexadas con el dual del algebra como hicimos en la formulacién Hamiltoniana.

Lema 2.5.8. Sean L un lagrangiano invariante G-regular y p € g*. Entonces existe
un difeomorfismo

Jo ()G 2 T(Q)G) xgic Q)G
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Demostracion.
Se puede verificar que la aplicaciéon

I, : J; ' (n) = T(Q/G) Xg/a Q

dada por
g = (T (), q)

es un difeomormfismo que da lugar a otro difeomorfismo en las variedades que se
obtienen al tomar cociente por G, (para detalles ver [37]). O sea, la aplicacion

(] I ()G = T(Q/)G) xqia QG

es un difeomorfismo. O

Para describir la estructura simpléctica (1), que existe en J;'()/G, vamos a
usar el difeomorfismo [II,,] y vamos a considerar el siguiente difeomorfismo entre los
productos fibrados T(Q/G) xg/c Q/G, y T*(Q/G) xg/c Q/G, dado por

(4] 0 [FL] o [Au] : T(Q/G) xq/6 Q)G = T*(Q/G) xq/6 Q/Gy
como se muestra en el siguiente diagrama, siguiendo [37]

$a

T(Q/G) xqre @ ——s JM (1) — = T (p) » J71(0)

1 B I

T(Q/) xase Q1Cw 2% TG E25 110/, A 1 (Q)6) X Q1C,

donde

i) FL, := ]FL|J51(#) - J. Y (1) — J7Y(p) que induce una aplicacién en los cocientes
por G .

i) [FL,] = I (10)/Gy = T~ (0)/G

iii) A,y [A,] las inversas de II,, y [II,] respectivamente.

Vamos a considerar el pull-back de la forma simpléctica 77 (€g,a) + B, por el
difeomorfismo [¢/y] o [FL,] o [A,] y asi obtenemos las siguientes variedades simplec-
tomorfas

(JL_l(N)/Gw (QL)u)

(T(Q/G) xqr6 Q)G (18] © [FL,] © [A]) (71 (Qe/c) + By)-

Es claro que para describir la forma (€27), en el espacio que modela J;'(1)/G,,
fue necesario considerar una familia de 1-formas A,.
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2.5.4. Reducciéon de Routh

Puede verse que esta estructura simpléctica en T(Q/G) xg/c Q/G, puede defi-
nirse como el pull-back de (7 (Qq/¢) + B,) por la transformada de Legendre de un
Lagrangiano modificado por una 1-forma que da lugar a una aplicaciéon que llamamos
Routhiano.

Definicion 2.5.9. Dado un lagrangiano L : T'Q) — R, G-invariante y G-regular y
una conexion principal A en el fibrado 7 : @ — @Q/G, para cada u € g* definimos la
aplicacion R* = L — A, donde A, : TQ) — R es la 1-forma conexiéon considerada
antes.

Claramente, por construccion R* es G -invariante y su restriccion a J () de-
fine una aplicacién reducida [R*] en J;'(1)/G,. Usando la identificacién entre este
cociente y el fibrado producto T(Q/G) xg/q Q/G, se define la aplicacion

R = [Ro[A]:T(Q/G) xqc Q)G — R

y se denomina Funcién de Routh o Routhiano que es un Lagrangiano redu-
cido.

Proposicion 2.5.10. Se puede definir la transformada de Legendre del Routhiano
R¥ y ver que bajo las condiciones anteriores

(@) o [FL,] o [A,] = FRY.

Finalmente estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema de reduccion.

Teorema 2.5.11. Dado un lagrangiano L, G-invariante y G-reqular en un espacio
de configuraciones Q). Entonces la reduccion de Marsden- Weinstein de (TQ, Qé) con
momento Jp = p es la variedad simpléctica

(T(Q/G) xq/c Q/ Gy, (FRM)(m1(Qq/c) + By))

Al considerar la reduccion de Routh (que puede pensarse como la version Lagran-
giana de la reduccion Marsden-Weinstein), el sistema que se obtiene es un sistema
Lagrangiano con términos magnéticos, que también puede pensarse como un Lagran-
giano modificado con estos términos magnéticos, y usualmente suele denominarse
Routhiano.

FEjemplo 2.5.12. Péndulo con resorte

El sistema consiste en una particula con masa m moviéndose en el plano horizon-
tal, sujeta al origen de un resorte con constante de friccion k (ver Figura [2.2)).
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Escogemos coordenadas polares para este sistema lagrangiano

1 : 1
L(r,0) = §m('r”2 + r26%) — §kr2.

Figura 2.2: Péndulo con resorte

El sistema es invariante bajo traslaciones en la direccion de 6, ya que, si ¢, (r,0) =
(r,0 4+ a) denota la accién entonces

L(Yy(r,0)) = L(r,0+a)= %m(fQ + 7“2(%(9 +a)?) — %k‘rQ

1 . 1
= §m(7'“2 +726%) — 5]@7"2 = L(r,0)

La aplicacion momento para esta acciéon es Jy, = % = mr29, y las ecuaciones de
Euler-Lagrange son
mit —mrf + kr = 0
d 9
—(mr<0) = 0
7y (mr°0)

Fijamos un valor regular para la aplicacion momento, 0 # p = mr20 y sea A = df
la conexién estdndar cuyo término de curvatura es nulo. El Routhiano es obtenido
como:

: 1 . 1 .
Ru(h T) = (L - /Le) |u:mr26’: 5771(7“2 + T2‘92) - 5]0”2 - Me

1 1 . 1 .

= §m7'“2 + §m7’292 — 51@7“2 — b
| SR VIS P
1 1 u? 1
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Las ecuaciones de Fuler-Lagrange para R* son

12

mit = —kr + —
mr
y las soluciones de esta ecuaciéon estan en correspondencia con las soluciones de las
ecuaciones de Euler-Lagrange para L con momento p. Para ver eso, observemos que

de las ecuaciones anteriores se tiene

2 _ Omr2 .
mi = —krt =k B oy B T
. mr3 r mr? r r
= *mr — kr.

Finalmente, como %,u = 0 por ser el momento una cantidad conservada, se tiene
que %(mr@) = 0 (Esto es, m726 es constante a lo largo de las ecuaciones de Euler-

Lagrange).

FEjemplo 2.5.13. Tres cuerpos rigidos planares

Consideremos tres cuerpos rigidos planares que tienen un punto en comin O, con-
siderado en [37]. Cada cuerpo puede rotar libremente alrededor de O, ortogonalmente
al plano. El espacio de configuracion es S' x St x S con coordenadas (6, ¢, 1)) donde
0 es el angulo que el primer cuerpo rigido hace con una direccion fija en el plano (ver
Figura , ¢ es el angulo del segundo cuerpo con respecto al primero y 1 denota el
angulo del tercer cuerpo con respecto al segundo cuerpo (ver Figura .

Figura 2.3: Tres cuerpos rigidos

Suponemos que el potencial es de la forma V(p, ) de forma tal que tenemos un
Lagrangiano S'-invariante:

1. . 1 . ) 1 . . :
L(0,p,v) = 51192 + 512(9 + o) + 513(9 + @+ 1) = V(p,¥);

pues
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L(va(0, ¢,7))
= (9+a,<p V) ,
= 301 (5(0 +a)*) + 3 L((F(0 +a)) + ) + 3 I3((5(0 + ) + ¢+ ¥)* = V(p,¥)
=100+ L0+ )2+ 10O+ ¢ +¥) = V(p, )
:L<v )

Sus ecuaciones de Euler-Lagrange son:

jo— LoV

N Ilﬁgp’
L I+ 1, a_v+ia_v
Y= ]1]2 8@ Iga¢7
- [L+L\oV 10V
v < L )aﬂmw'

Fijamos un valor regular y para el momento J;, = %, y entonces queda

JL — ([1 —|— [2 + 13)9 + (IQ —|— [3)@ + [3’(/}

Si consideramos el conjunto de nivel de la aplicaciéon momento para p, {Jp = u},
entonces tenemos que '
p— Iy + I3)p — I3

0=
L +1,+ I3

Consideremos la conexion plana (es decir, con un término con curvatura nula)
dada por A° = df + cos()dy. El Routhiano

R“(QO, 907¢a¢)) = (L_ < AO,M >)J:u

satisface

on - %[Il(lfrlg)} _2+1[13(11+12)]¢2+[ L5 }sow

Il+[2+]3 2 Il+[2+]3 Il+[2+]3
p(l2 + I5) (1 — cos(v))

L+L+1; ° h+b+g
Luego, se puede ver que las ecuaciones de Euler-Lagrange para R* son equivalentes
a las ecuaciones de Euler-Lagrange para las variables (¢, 1) de L. Asimismo, con la
ecuacion momento completamos las soluciones del sistema original.

¢ - (%W

_|_

2.6. Reduccion de Sistemas de Poisson

Se puede reducir simetrias presentes en variedades de Poisson y en general esto
se hace sin una aplicacion momento tomando cocientes.
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Sea (P, {-,-}) una variedad de Poisson. Una accion ¢, : P — P de un grupo de
Lie se dice acciéon de Poisson si el corchete es invariante por ella; es decir, que el
corchete de funciones G-invariantes es invariante.

Teorema 2.6.1. Sea G un grupo de Lie y ¥ una accion de Poisson que actia en
una variedad de Poisson P. Supongamos que P/G es una variedad diferenciable y
7m: P — P/G es una submersion. Entonces hay un inico corchete de Poisson {-,}req
en P/G llamado corchete de Poisson reducido, tal que

{F,K};eqom:={Fomn,Kor} (2.6.2)
para todo F, K € F°(P/G).

Definicion 2.6.3. Si H : P — R es una funcién G-invariante en P, entonces de-
finimos la funciéon reducida H,., : P/G — R en P/G que estd univocamente
determinado por la relaciéon

Hredoﬂ-:H

2.7. Sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos Mag-
néticos

Como vimos, estos procesos de reduccion no resultan ser un proceso cerrado en la
categoria de los sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos. Por un lado, los espacios re-
ducidos no resultan fibrados tangentes ni cotangentes y por otro lado, las estructuras
simplécticas se modifican con los llamados términos magnéticos.

En esta seccion, siguiendo a [37] presentamos los llamados sistemas Lagrangianos
y Hamiltonianos Magnéticos que incluyen a los sistemas que se obtienen al considerar
la reducciéon Lagrangiana de un sistema Lagrangiano.

Definiciéon 2.7.1. Sea € : P — () un fibrado sobre (), definimos una fuerza mag-
nética B en P como una 2-forma cerrada en P.

Definicion 2.7.2. Un sistema Lagrangiano magnético es una clase de sistema
Lagrangiano que consiste en una terna M% := (e : P — Q, L,B) donde ¢ : P — Q es
un fibrado, L una funcion diferenciable en el fibrado producto T'Q x o P (independiente
de las velocidades tangentes de las fibras de €) y B un término de fuerza magnética
en P.

Observacion 2.7.3. Notar que la definicién anterior incluye la definicion clasica de
sistemas Lagrangianos considerando P = @), € = idg y B = 0, donde idg : Q@ — @
es la funcién identidad en (). En este sentido, el concepto de sistema Lagrangiano
magnético extiende el concepto estandar de sistemas Lagrangianos.
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Los elementos de las variedades () y P seran denotados por ¢ y p, respectivamente.
Sidim @ =nydim P = n+k, las coordenadas en la fibra ¢ : P — () estan dadas por
(¢",pa) pParai=1,...,nya=1,... k= dimP — dimQ. Por lo tanto, las coordenadas
del fibrado inducido T'Q x¢q P estan dadas por (¢*,v", p,). Dado que el Lagrangiano
es independiente de las velocidades en las coordenadas p,, y L es interpretado como

2L

un Lagrangiano singular en funcién de T P; es decir det <W> = 0.

En coordenadas locales, la 2-forma Magnetica B tiene la expresion

, 1 . . . 1
B(q', p.) = §B¢jdqz A dq + Biudq' A dp, + §Babdpa A dpy.

donde los coeficientes de B pueden ser expresados matricialmente como

B— Bi; B
Bja Bab
La notacion usual para trabajar con estos sistemas es la siguiente.

i) El fibrado producto T'Q) X P se representa como Tp(Q y los puntos de Tp(Q) se
denotan como (vg,p) donde v, € T,Q y p € P tal que €(p) = q.

ii) De manera analoga, el fibrado producto T*Q x g P se abrevia como T5(Q) y sus
puntos se denotados por (ay,p) donde a, € T;Q y p € P tal que €(p) = q.

iii) V. denota la distribuciéon en P de vectores tangentes verticales respecto a e.

iv) € : TP — TpQ es la asignacion sobre P que asigna a un elemento v, € TP el
elemento (T'e(v,),p) € TpQ.

v) 71 : TpQ — TQ es la proyeccion que le asigna a un elemento (v,,p) € TpQ el
vector v, € TQ y 12 : Tp() — P la proyeccién que le asigna el punto p € P.

vi) m : T5Q — T*Q la proyeccion que le asigna a, € T*Q a (ag,p) € TpQ y
7y« Tp(Q) — P la proyeccién que proyecta (oy,p) € TpQ en p € P.

vii) La transformada de Legendre correspondiente a L : Tp() — R es la aplicacion
FL :TpQ — THQ que asigna (v,,p) € TpQ en o, € TH(Q v ésta determinada
por la relacion

(g, wy) = p L(v, + tw,, p),

t1t=0
donde w, € T,Q.

viii) Utilizando la trasformada de Legendre, el pull-back de la 2-forma 7iQq + 758
por FL en T5@Q da lugar a una 2-forma presimpléctica en Tp@Q) (esto es, una
2-forma cerrada pero no necesariamente de rango constante) dada por

Qb8 = FL*(71Q0 + m3B).
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ix) La funcion Ey, : TpQ) — R definida por Ef(vy, p) = (FL(vy, p), (vq,p)) — L(vg, p)
es llamada energia del sistema Lagrangiano magnético. Aqui la contraccion de
un elemento (ay,p) € TpQ con un elemento (vy,p) € TpQ es definida como

((ag, p); (vg, 1)) = (g, vy)-

Estas aplicaciones dan lugar al siguiente diagrama.
TQ T*Q
T1 T
Q

Q TpQ —— THQ

T2 2

~ ~

p__ " . p

Definicién 2.7.4. Una curva p(t) en P es llamada soluciéon del sistema La-
grangiano magnético M% si la curva inducida v(t) = (§(¢),p(t)) € TpQ, con
q(t) = e(p(t)) Vt, satisface la ecuacion

i QP (V(1)) = —dEL(y(1)).

Localmente, la 2-forma Q%% y el diferencial de la energia del sistema Lagrangiano
magnético dEy,, que es una l-forma en Tp() tienen la siguiente expresion

L o1 4 4 : 1
Q"f = d ( % ) Adg'+ §Bmdqz N dq’ + Biadg' A dp, + §Babdpa A dpy,
v
as oL as oL . 0L
dE;, = v'd A —dv' —dL =v'd - | — —dq¢' — —dp,.
g ! (81}’) * ovi " ! <8U’) aqt 1 Opa, b
Una curva p(t) = (¢'(t),pa(t)) en P es una soluciéon del sistema Lagrangiano

magnético ME si y s6lo si se satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

d (0L oL ;
- - - - - Bl 7’ B@'a .a, 275
dt <aqz) aqz 34 + p ( >
oL .
_apa = —Dq + Babpb7 (276)

donde? =1,...ny a=1,... k. Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el
Lagrangiano L = ¢*L : TQ — R en T'Q sujeto al término magnético. Si P = Q y
erdg es la identidad en @), L = L y las ecuaciones de movimiento se corresponden
con las ecuaciones de Euler-Lagrange clésicas.
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Definicion 2.7.7. Un sistema Lagrangiano magnético es llamado regular si se sa-
tisfacen las siguientes condiciones:

i) La 2-forma Qp = 77Q¢ + 738 es simpléctica.
ii) FL: TpQ — T3Q es un difeomorfismo local.

Definiciéon 2.7.8. S5i FL : Tp() — T3 es un difeomorfismo global, el sistema
Lagrangiano magnético es llamado hiperregular.

Observacion 2.7.9. Si consideramos (T'Q, L, Q5 = FL*(Qg)) se tiene un sistema La-
grangiano magnético.

Proposicion 2.7.10. Dado un sistema Lagrangiano magnético M% hiperreqular, la
2-forma QL = FL*(77Qq + m3B) determina una estructura simpléctica en TpQ).

Observacion 2.7.11. La Proposicion implica que un sistema Lagrangiano mag-
nético hiperregular induce una estructura simpléctica en Tp() y la dinamica del sis-
tema estd gobernada por el campo vectorial asociado a la energia del sistema con
respecto a la estructura simpléctica Q%8 esto es, las ecuaciones de movimiento para
un sistema Lagrangiano magnético se describen intrinsecamente (es decir, indepen-
dientes de la eleccion de coordenadas) como

iXEL QL’B = —dEL.

Vamos a considerar ahora el ejemplo de la particula en un campo magnético como

un sistema Lagrangiano magnético y Hamiltoniano que ya analizamos en las secciones
anteriores como sistema Lagrangiano.
Ejemplo 2.7.12. Consideremos el ejemplo de la particula en un campo magnético tra-
tado en el Ejemplo Como puede observarse, se trata de un sistema Lagrangiano
magnético, donde € : P — @, siendo P = R3 con coordenadas p,, con a = 1,2,3 y
Q = R3 con coordenadas ¢*, con i = 1,2, 3, B una 2-forma cerrada en P = R3 y el
Lagrangiano del sistema L : TR? xps R* — R. Dado que TR3 xps R? fibra sobre R?,
haciendo el cambio de indices a = i se tiene que p, = p; = ¢*, para i = 1,2, 3. Por lo
tanto el Lagrangiano esta dado por

i moo
L' o) = | ot P
Por lo tanto (e : R* — R3 L, B) es un sistema Lagrangiano magnético.
La 2-forma cerrada Q98 en TR? xgs R3 esta dada por
QLB — m(dql/\dv1+dq2/\d1)2—|—dq3/\dv3)—E(Bqldq2/\dq3—Bq2dq1/\dq3—|—Bq3dq1/\dq2)
c

donde c¢ es la velocidad de la luz y e es la carga del electron. Luego, las ecuaciones
de movimiento vienen dadas por

mo' = E(quv2 — Bpv®)
c
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mi® = —(Bgpv' — Bpv?),
c
que, son exactamente las ecuaciones con B;j = By, Bia = B2 y By = B

Definicion 2.7.13. Un sistema Hamiltoniano magnético consiste en una terna
ME = (e: P — Q,H,B) donde ¢ : P — @ es un fibrado sobre @), H una funcion
diferenciable en el fibrado producto 7%Q) x¢g P, denominada Hamiltoniano, y B es
una 2-forma cerrada en P.

Definicién 2.7.14. Un sistema hamiltoniano magnético es hiper-regular si Q7 es
simpléctica y FH es un difeomorfismo global.

Existe una estructura simpléctica Q7 sobre T*Q X o P dada por 08 = T Qo +75B.
Una curva (¢*(t), pi(t), pa(t)) T*Q x g P es una solucion de las ecuaciones de Hamilton
para la variedad presimpléctica (T*Q xq P,QF) si y solo sf se satisface el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

. 0OH
— 2.7.1
= (2.7.15)
, o0H
); G — BigPy = ——— 2.7.1
pz+81]q Bzapa 6ql ( 7 6)
, o0H
4 /' a .a = - 2.7.1
Bivg' + Bap o (2.7.17)

Sea FH : THQ — TpQ la transformada (es decir, la derivada fibrada del Ha-
miltoniano) del sistema Hamiltoniano magnético MY, que asigna a cada elemento
a, € T*Q un (v,,p) € TpQ determinado por la relacion:

d
< q, >= — H Y, ,
Ay, Vg o (g + udy, p)

para a,; € T7Q.

Vamos a considerar el ejemplo de la particula en un campo magnético como un
sistema Hamiltoniano magnético que ya analizamos en las secciones anteriores como
sistema Hamiltoniano.

Ejemplo 2.7.18. Volviendo al ejemplo de la particula en un campo magnético tratado
en el Ejemplo 2.1.8], se trata también de un sistema Hamiltoniano magnético, donde
e : P — Q, siendo P = R? con coordenadas r,, con a = 1,2,3 y Q = R? con
coordenadas p;, con i = 1,2, 3, B una 2-forma cerrada en P = R? y el Hamiltoniano
del sistema H : T*R3 xgs R*> — R, con la misma observacién del cambio de indices,
el Hamiltoniano esta dado por

m

H(p1,p2,p3) = 5 (p1 + po° + P5?).
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Por lo tanto (e : R* — R3® H, B) es un sistema Hamiltoniano magnético.
Luego, las ecuaciones de movimiento vienen dadas por

P11 =D P2 = P2 P3 =Ds3
mpi = =(Byp2 = Byups)
mpa = S(Bplp?) — Byyp1)
mpis = = (Byp1 = Byyp2)

que, son exactamente las ecuaciones con B;j = By, Bia = By, v Bay, = B,,.






Capitulo 3

Reduccion de Sistemas Mecanicos de
orden superior

Muchos sistemas de interés en mecanica se formulan con Lagrangianos y Hamil-
tonianos que dependen de derivadas de orden superior. Un anélisis detallado de la
geometria de orden superior necesaria para estas formulaciones puede encontrarse,
por ejemplo, en [I5], [I7], [28], [29], [44], [32] vy [68]. En esta seccion presentamos los
conceptos basicos para la formulacién de la teoria de sistemas mecéanicos de orden
superior siguiendo [32] y su reduccién en presencia de simetrias.

Como vimos en la Seccién 2 al estudiar la reduccion de sistemas Lagrangianos
aparecen los llamados términos magnéticos que permiten definir una clase méas ge-
neral de sistemas Lagrangianos, los llamados sistemas Lagrangianos magnéticos, que
resultan incluir a los sistemas que se obtienen al considerar la reducciéon de una
simetria.

El objetivo fundamental de este capitulo consiste en adaptar esta construccion al
caso de sistemas de orden superior. Para esto, presentamos una nociéon de término
magnético de orden superior y una nociéon de sistemas Hamiltonianos y Lagrangianos
magnéticos de orden superior. También mostramos que hasta ahora existen algunas
dificultades para definir un analogo del Routhiano considerado para sistemas de orden
1 en el caso de orden superior.

3.1. Sistemas Lagrangianos de orden Superior

En esta seccion presentamos el formalismo Lagrangiano para sistemas que invo-
lucran Lagrangianos que dependen de derivadas de orden superior.



62 Reduccion de Sistemas Mecéanicos de orden superior

3.1.1. Fibrado Tangente de Orden Superior

Definiciéon 3.1.1. Dada () una variedad diferenciable de dimension n, definimos una
relacion de equivalencia en el espacio de curvas suaves C*(R, Q) = {¢: R — Q} dela
siguiente manera: dadas ¢;(¢t) : R — Q y ¢2(t) : R — @ dos curvas suaves, sia € RT y
t € (—a,a) decimos que tienen un contacto de orden k en gy = ¢;(0) = ¢2(0) si para
cualquier carta local (¢, U) de @ tal que ¢1(0) y ¢2(0) € U se tiene que V s =0, ..., k

d° d°

P (poql(t) = P

(0 g2(t))
Denotamos por [¢(t)]} a la clase de equivalencia de q.

Definicién 3.1.2. Definimos 7%Q como el conjunto de las clases de equivalencia
[q(t)]E que tiene estructura de variedad diferenciable de dimension (k + 1)n.

En coordenadas locales, los elementos [g]§ de T*Q pueden ser escritos como

k
@ d® 0 g )

donde ¢ denota la derivada de orden [ de q.

Definicién 3.1.3. Un Lagrangiano de orden k es una funciéon diferenciable L* :
T*Q — R; es decir, una funcién suave que depende de derivadas de orden superior.

Definicién 3.1.4. El Fibrado Tangente de orden £ sobre () esta dado por la
variedad T%Q y la aplicacion suave 7'5 : T*Q — @ donde TC’S([q]’g) = q(0) = qo.

Notacién: De ahora en més usaremos la expresion (q, ¢, G, ..., ¢*)) para denotar
(k)
[alo -

Definiciéon 3.1.5. Dados k,l € N, [ < k, definimos las funciones suryectivas

oV TRQ = T'Q

75 ([alf) = lal}

que claramente resultan suaves.

Definicion 3.1.6. Dada f : Q — R una funcién diferenciable, sus funciones levan-
tadas D : TFQ — T'Q se definen de la siguiente manera

P (gl§) o= 5 ( o q(t)

=0
Definicion 3.1.7. Dada una funcién suave f : M — N se tiene que

T® f.7® N — TR N

dada por
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3.1.2. Sistemas Lagrangianos de orden superior: descripciéon
variacional

Definicién 3.1.8. Un Sistema Lagrangiano de orden k es un par (Q, L*) donde
@ es una variedad diferenciable y L* : T*Q — R es un lagrangiano de orden k,

Lg% = (g, 4, G, -, ¢™)

Para describir la dinamica dada por estos sistemas, seguimos la Seccion 3 en [30].

Dados dos puntos z,y € T*~1(Q definimos el espacio formado por las curvas que
conectan x con y de la siguiente manera:

C*(x,y) = {q:[0,T] = Q/q € C*([0,T],Q); ¢ (0) = 2, ¢* (T) = y}

Dada una curva q en C?*(z,y) el espacio tangente a C*(z,y) en ¢ se define como:

T,C%(x,y) = {X € C*1([0,T], TQ) /; X(t) € TyyQ, X*~1(0) = 0, X*~(T) = 0}

Consideremos el funcional accion A : C**(z,y) — R definido como

Alg) = / LH (gt (1)) dt

Definicién 3.1.9. El principio de Hamilton establece que una curva q € C*(x,y)
es una trayectoria del sistema Lagrangiano de orden superior (Q, L*) si y solo si q es
punto critico de A.

Para encontrar dichos puntos necesitamos caracterizar las curvas ¢ tales que

dA(q)(X) =0 VX € T,C*(z,y).

Trabajando de manera analoga a céomo se caracterizan los puntos criticos del
funcional accion para un sistema lagrangiano (@, L) se pueden caracterizar los puntos
criticos del funcional acciéon definido a partir de un Lagragiano de orden superior.

Teorema 3.1.10. Sea L* : T*Q — R un Lagrangiano de orden superior y A su
funcional accion asociado definido sobre C**([0,T], Q).

Entonces existe un inico operador
ELF:TQ — TH(T"1Q

y una unica 1-forma ©% en T*=1Q tal que para toda variacion de la forma dq, €
T,C*(x,y) con extremos fijos se tiene que

d

ds s=0

A(Qs) =
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T

/0 ELM(q*9(1)-0q(t) dt + (O (¢ (1)).6% " q(t))

0

En coordenadas ELF y ©% tienen la forma

k

d [ OL*
k .__ l

k—1
0} = 3 50.dq0,
=0

donde las funciones PV para 0 < | < k — 1 son los momentos generalizados de
Jacobi-ostrogradski definidos por

k—l-1

d® OLF
A Bt I
pro= Zo dts <8q(l+s+1))

Considerando los puntos criticos del funcional accion se obtienen las ecuaciones
de movimiento llamadas ecuaciones de Fuler-Lagrange de orden superior y pueden

ser escritas como
k

d [ oLk
l —
2V <0q(”i> Y

=0

Definicién 3.1.11. Sea la 2-forma QF sobre T2*~DQ definida como QF := —dO*.

Observacion 3.1.12. Usando la expresion de ©% en coordenadas se puede escribir
k—1

Qf =) dgV' ndp®.

=0

k . L %L
Puede verse que 2 es simpléctica cuando det <W> #0

3.1.3. Sistemas Lagrangianos de orden superior con simetrias

Definicién 3.1.13. Sean ) una variedad, G un grupo de Liey ®% : G x Q — Q
una accion libre y propia de G sobre (). Entonces la accion levantada al fibrado
tangente de orden superior 7%Q

T . G x T"Q — T*Q

esta dada por
OF:TFQ — THQ

k k k
y(laly”) = Ty ((al”) = (@, 0 -
Localmente se tiene que ®*(q, ¢, G, ...,q®) = (y(q), TPy (q), T?*®y (), ..., T*®,(¢™))
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Definicion 3.1.14. Un sistema Lagrangiano de orden k con simetrias es un sistema
Lagrangiano (Q, L*) tal que el Lagrangiano L* es invariante por la accién TR,

Definicion 3.1.15. El generador infinitesimal {7+ se define como

d .
q)lzxp(tg) <Q7 4,4, .-, q(k))

- k)y _ @
gT’“Q(Q;QuQ?"'aq ) dt

t=0

d .
= E(q)leca:p(tg) (Q), T(Dlzxp(tg) (Q)7 ) Tk(b];xp(tf) (q(k)))

t=0

Definicion 3.1.16. La aplicacion momento de orden k para esta accidon sobre
la variedad simpléctica (T7Q, Q%) es una aplicacion suave JF : TZ*~DQ — g* tal que
Vze T 1Q lafuncion JF(z):g — R esta dada por

Jf(’z)(@ = <6127£T(2k*1)Q<z)>

3.2. Sistemas Hamiltonianos de orden Superior

En esta seccion presentamos los sistemas Hamiltonianos de orden superior y su
relacion con los sistemas Lagrangianos de orden superior.

3.2.1. Sistemas Hamiltonianos y Transformada de Legendre
de orden superior

Definiciéon 3.2.1. Un Hamiltoniano de orden k esta dado por una funciéon dife-
renciable H* : T*(T*~Y(Q) — R llamada Hamiltoniano de orden k del sistema.

Definiciéon 3.2.2. Un sistema Hamiltoniano de orden k es una terna
(T*(T*1Q), 08, H*) donde T*(T*"~1Q) es un fibrado cotangente de orden superior
y H : T*(T*~YQ) — R es una funcion suave.

Observacion 3.2.3. Los puntos de T*(T*~Y(Q) se denotan como
(q,4,4q, .-, q(kfl),ﬁ(o), ...,ﬁ(kfl)) donde p' representa el i-ésimo momento generalizado
de Jacobi-Ostrogradski.

Definicion 3.2.4. Una curva es trayectoria del sistema Hamiltoniano de orden su-
perior con Hamiltoniano H” si es una curva integral del campo vectorial Hamil-
toniano Xr € X(T*(T*1Q)) que esta dado por

ix,, Qg = dH*,

donde €% es la forma simpléctica canénica en T*(T*DQ).
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En coordenadas, las ecuaciones de Hamilton de orden £ se escriben como

d @) OHF

-4 = 3

dt op)
dt dq)

Para establecer una relaciéon entre sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos de
orden superior se define una transformada de Legendre de orden superior que requiere
del uso de los momentos generalizados de Ostrogradski y por lo tanto se denomina
transformada de Legendre-Ostrogradski.

Definicion 3.2.5. La transformada de Legendre-Ostrogradski
FLF: TCF1Q — TH(T* Q)

es la aplicaciéon definida como

(k=1) 5(0) A(k—l))

FLk(q7Q7Q7 "'7q(2k_1)) - (q?q.7q.7""q 7ﬁ 7"'7p

donde p' representa el i-ésimo momento generalizado de Jacobi-Ostrogradski dado
k—i—1
a’ ( oLk

() — - (7=
por prr = Z dts aq(i+s+1)

) que ya consideramos.
s=0

Definicién 3.2.6. Si FL* es un difeomorfismo global se dice que el Lagrangiano L*
es hiperregular y el Hamiltoniano asociado esté definido como

H* := Ef o (FL*)™' : T*(T*VQ) - R

Observacion 3.2.7. Se puede ver que las formas ©F y Q¥ que son llamadas las formas
de Poincaré-Cartan verifican que

0} = (FLF)*eg € QT VQ)
Of = (FLF)"Qf € QX(T*DQ)
donde ©f, y Qf son las formas canénicas en T*(T*~1Q).

Definicién 3.2.8. La funcién energia de orden k Ef : T?**~1)(Q — R asociada a
L* se define como

Ep(lg™Y) = (FLM([g]** ), [¢* VW) — L¥([a)")
k-1
En coordenadas se tiene Ef = Zﬁ(")q("“) — Lk(q(o), e q(k)).
i=0
Observacion 3.2.9. La solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden k esta

dada por la curva integral del campo Lagrangiano X;» € X (T?*DQ) que esta
definido por ix ,Qf = dE}.
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3.2.2. Sistemas Hamiltonianos de orden superior con
simetrias

De ahora en més, utilizamos la siguiente notacion.

Sea la variedad diferenciable Q = T*-1Q y consideremos la variedad simpléctica
(T*Q, QQ) donde, como siempre, {25 es la forma simpléctica canonica en T*(Q).

Si ¢@ es una accién de un grupo de Lie G sobre @, como ya dijimos esta accién
se puede levantar a () y luego, de manera canodnica, a su fibrado cotangente.

Entonces, la accion ¢9 : G x Q — Q es la levantada al cotangente T7Q de la
siguiente manera
o7 G X TQ — T Q
donde
(0)

(1) (1)

(g7q 4 a"'7q(k_1)7]§(0)7ﬁ ,-.~7]3(k_1)) —

(606 Ty (g™). s TV, (g ), (62" (5. 5 57))

Esta accién resulta simpléctica y su aplicaciéon momento asociada J* : T*Q — g*
esté definida por

<Jk(q(0)7 q(1)7 Y q(k_1)7]3(0)7ﬁ(2)7 "’7ﬁ(k_1)>’ §> -
<(q(0)7 q(l)’ R q(k‘_l)7ﬁ(0)’ﬁ(1)7 ""ﬁ(k_l))7gé(q(0)7 q(1)7 A q(k_l))>’

siendo & el generador infinitesimal de orden superior.

Es claro que J* es equivariante con respecto a la acciéon coadjunta de G sobre g*;
es decir, que el siguiente diagrama conmuta

70 I g
gT*Ql lAd;_l
70 I g
Definiciéon 3.2.10. Un sistema Hamiltoniano de orden k£ con simetrias es un sistema

Hamiltoniano (T*(T®*~1Q), H*) tal que el Hamiltoniano H* es invariante por la
accion @7 (T*7VQ)

3.3. Reduccion de sistemas Hamiltonianos de orden
Superior

En esta seccion vamos a considerar sistemas Hamiltonianos de orden superior con
simetrias y vamos a recordar el clasico proceso de reduccién de Marsden-Weinstein
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y el proceso de reduccion al cotangente.

3.3.1. Reduccion de Marsden-Weinstein

En primer lugar recordemos el Teorema de Marsden-Weinstein para el caso de la
variedad simpléctica (7@, QQ) y el momento de orden superior J*.

Teorema 3.3.1. Sea (T*Q,QQ) una variedad simpléctica con G un grupo de Lie

que actia libre, propia y canonicamente en T*Q por levantamientos. Sean J* una
aplicacion momento equivariante y u € J¥(T*Q) un valor regular de J*. Entonces

(T*Q),., Q) con (T*Q), = (J*)"Y(1)/G, es una variedad simpléctica donde €, es
una 2-forma univocamente dfte'r’minada por i* Qs = 7, donde i, : (J*) () —
T*Q ymu: (JF) N w) — (T*Q), son la inclusion y la proyeccion candnicas respecti-
vamente.

(T M) " T°Q

”“l

(J) () /G

3.3.2. Reduccion al fibrado cotangente

La idea ahora, es determinar un modelo para (como ocurre en orden k = 1) el
espacio (J*)~'(u) /G, Para esto consideremos el fibrado principal 75 : Q — Q/G'y

adaptemos los resultados del Capitulo 2, Seccién 2.4 para el caso Q = T*-DQ.

Definiciéon 3.3.2. Definamos el fibrado de vectores verticales de orden supe-
rior con respecto a la proyeccion 7, como Vs dado por

Vrg={ve TQ | Trp(v) =0}

siendo .
(Vmg)q = {vs € TQ | Tymg(vg) = 0}.

Su anulador es el espacio V°m5 C T+Q tal que
Vomg = {a(k) e T*Q | a(k)(v) =0Vuve V?TQ}

Tenemos entonces:
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Lema 3.3.3. Bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que Vomg = (J*)7(0).

Dado un fibrado principal 7 : Q—Q /G consideramos una 1-forma de conexion
AF . TQ — g. Es decir,

i) A¥(¢5(q) = €
i) A*(Typ, - v) = Ad,(A*(v)) que se denomina propiedad de equivarianza.

iii) Para pu € g* y vy € T;Q se tiene que A*,(§)(vs) = (11, A*(vg)).

Sea (Af;)* s qu‘@ su aplicacion dual, dada por

((AF)" (1), vg) = (n, A (vg))
que es una conexion de orden 1 sobre un fibrado principal de orden superior.

Lema 3.3.4. Sea p1 € g*, entonces existe un difeomorfismo ¢'y, entre (J¥) ") vy
(7%)~1(0).

Como en el Capitulo 2, ¢%, : (J*)"'(u) — (J*)7'(0) da lugar a una aplica-
cién definida en las variedades cociente. Se observa que G, acttia en (J¥)~!(u) y en
(J%)H(0).

Lema 3.3.5. Sea
(@] () (W) /G — (J)7H0) /G,
definida como
[¢4) (™)) = [¢4 (@®)]

que resulta ser un difeomorfismo.
Lema 3.3.6. Existe un difeomorfismo entre (J*)71(0) y T*(Q/G) Xa/G Q.

Lema 3.3.7. Sea G, el grupo de isotropia. Puede verse que G, estd bien definida en
T(Q/G) X a6 @ de manera andloga a como lo hacia en la Observacion |2.4.18,

Por lo tanto, puedo considerar el cociente de (T*(Q/G) Xa/G Q)/G,, por G, y ver
que el espacio (T*(Q/G) Xa/a Q)/G,, se identifica con T*(Q/G) Xa/a Q/G,.

Lema 3.3.8. Consideramos
X®(TH(Q/G) x50 @)/G = TH(Q/G) X5, QG

definido de manera andloga a como se hizo en el Lema y por lo tanto x*) es
un isomorfismo.
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Observacion 3.3.9. Utilizando los resultados vistos en los Lemas anteriores, se tiene
que

(J) M) —2 s (1)1 0) — 2 THG/C) e O

| | l

(J) )/ G —— (J)7H0)/Gp —— T*(Q/G) X/ Q)G

donde [¢y] - (77 (1)/ Gl — (7)1(0)/G y
165 : (J*)7H0)/Gy — T*(Q/G) X 5,6 /G, por lo que podemos finalmente identi-
ficar

(J) () /G = THQ/G) X6 QG

via el difeomorfismo [5*] o [¢/),] := [gzgjk], es decir

[~Z(k] : (Jk)_l(ﬂ)/Gu — T*(Q/G) Xa/c Q/Gu‘

Nuestro objetivo es caracterizar la variedad simpléctica
(T*Q)) s Q) = ((J*) (1) /G, ), donde ©Q,, es una 2-forma tnivocamente deter-
minada por 7,5 = 7,8,

Por lo visto, logramos identificar los espacios
(J) M) /Gy y THQ/G) x5,q Q/Gu. Como (J*)™(1n)/Gy no es el cotangente de
ningn espacio no tiene una forma candnica, pero tiene una forma §2, que es sim-
pléctica.

Vamos a estudiar como en el desarrollo de este proceso de reducciéon aparecen
naturalmente términos para corregir ciertas estructuras simpléticas que llamaremos
términos magnéticos de orden superior de manera analoga a lo que analizamos en el
Capitulo 2.

En primer lugar veamos que fijado p € g*, la conexion principal AF L TQ — g
define una 1-forma de conexion A*, : TQ — R dada por A",(-) = (u, A*(-)) que
puede escribirse como A*, = (A¥)*(1) ya que (A")z(1)(-) : T;QQ — R esta dada por
(A1) () = (p, A*()).

Lema 3.3.10. Ak# es G- invariante, por lo que induce una aplicacion en el cociente.

Lema 3.3.11. Si A*, es G- invariante, entonces dA*, es G- invariante.

Lema 3.3.12. dA*, baja al cociente Q/Gu, por lo que exNiste una unica Bku en Q/Gu
que es cerrada tal que 7TZ~2 o 6’“# = dA*,, siendo To.G, - Q — Q/G, una submersion.
A7) B

Entonces, dada €5 la 2-forma canénica en T' “(Q/G) y B* ., 1la 2-forma cerrada
en Q /G, definamos las siguientes proyecciones:
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D) 7t TH(Q/G) x5, Q)G — T*(Q/G)
i) 75 T*(@/G) Xa/G Q/G“ — Q/Gu

i) ik (J5)71(0) = T(Q/C) x /6 /G

entonces, tenemos una 2-forma cerrada en 7%(Q/G) Xa/a Q/G,, dada por
(m)* (/) + (75)" (By)-

Definicion 3.3.13. Con las hipotesis consideradas mas arriba, B := (75)*(8}) es
denominado el término magnético de orden superior.

Como en el caso de los sistemas Hamiltonianos (de orden 1), el mismo aparece
como una necesidad para corregir la forma canoénica de T*(Q /G) para caracterizar la
2-forma Q,, de (J*)~(u)/G, para que sea canoénica. A menudo se dice que la forma
Qg esta deformada con un término magnético.

Como se observa en los célculos previos, todo ésto se define por medio de una
1-forma de conexioén principal; por lo que dada una 1-forma A*, podemos identificar
la variedad simpléctica ((J*)~'(1)/G, Q) con
(T*(Q/G) g6 @G, (71)* (Qg)c) + (75)*(B))-

Teorema 3.3.14. Dada G una accion en Q que actia libre y propiamente y consi-
deramos su accion levantada al cotangente T*Q. Sea 1 un valor reqular de la apli-
cacion momento J* con subgrupo de isotropia G,. Fijando una conexion principal
A*la variedad ((J¥) ' (1)/G,., Q) es simplectomorfa a la variedad (T*(Q/G) X a6

Q/Gp, (m})"(Qq/6) + (m5)"(B7))-
Observacion 3.3.15. Con este modelo para el espacio reducido ((J*) ™' (u)/G,, Q) se
puede definir el Hamiltoniano reducido h, en las variables de un producto fibrado

y escribir las ecuaciones de movimiento reducidas en las variables de esta variedad
simpléctica.

3.4. Reduccion de sistemas Lagrangianos de orden
superior

3.4.1. Reduccién Lagrangiana de Marsden-Weinstein

Teorema 3.4.1. Sea G un grupo de Lie que actia libre y propiamente por ®% so-
bre Q vy ®T°Q q accion levantada al tangente de orden k. Sea (Q,L*) un siste-
ma Lagrangiano invariante tal que L es hiperregular. Si p es un valor regular de
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J§ entonces la variedad cociente (J5)~*(1)/G, es una variedad simpléctica con es-
tructura simpléctica (QF), definida por la condicion (i*)7 Q) = (7%)%(Q}),, donde
() = (JE) M) = TFQ y (7%)5 = (JE) () — (JF) N () /Gy son la inclusion y la
proyeccion candnicas respectivamente.

() ) —"— THQ
)

(JE) " (w)/ G

3.4.2. Reduccién al fibrado tangente

Como comentamos anteriormente vamos a ver con un ejemplo sencillo que existen
problemas para definir el Routhiano de orden superior de manera anéloga a como
se define en orden 1, como una combinacién entre el Lagrangiano y la aplicacion
momento debido a que éstos estédn definidos en espacios diferentes.

Ejemplo 3.4.2. Consideramos el Lagrangiano, L = 7%+ (2 +14)*+V (y), las ecuaciones
de Euler-Lagrange quedan

v
EL(y) = oy 2(z® 4 yW) =0, EL(z) = 22W 4y =0,

Observemos que a la segunda ecuacion la podemos escribir como la ley de con-
servacion del momento
2:8) 4 y(3) = cte = p.

De hecho, es facil chequear que la ecuaciéon anterior es precisamente la aplicacion
momento (es facil comprobarlo con la definicién). Derivando la conservacion del mo-

mento, nos da 2z = —y® de manera que podemos reescribir la ecuacion EL(y)
como
V@ g
oy ’

que es la ecuacion de Euler-Lagrange de un Lagrangiano reducido que podria ser
L, = y—; + V(y). A partir de L, y la conservacion de momento se puede obtener una
solucion completa como sigue. Uno integra la ecuaciéon de Euler-Lagrange de L, para
obtener y(t) y luego resuelve la ecuacion del momento para obtener z(t) (en este
tltimo paso, el valor de la constante yu elegida es relevante).

La pregunta es: jcomo obtener L, a partir de L y de la ecuaciéon de la conservacion
del momento? Hay algo que es radicalmente diferente del caso de Lagrangianos de
orden 1. En orden 1 podemos tomar una combinacén conveniente de L y el momento
y obtener L, (que se conoce como Routhiano) de manera directa.
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Aqui es mucho mas complicado porque J esté definido sobre T3Q), luego “dificil-
mente” una operacion sencilla que involucre L y J nos va a quitar la dependencia de
Z ({u otra cosa?) de L.

3.5. Sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos Mag-
néticos de orden Superior

En esta seccion vamos a generalizar la nociéon de sistemas Lagrangianos y Ha-
miltonianos magnéticos dada en [37] al caso de orden superior. Para hacerlo vamos
a usar la nocién de término magnético de orden superior que presentamos en las
secciones previas.

Definicion 3.5.1. Un sistema Lagrangiano magnético de orden k consiste
en una terna M5 = (e : T*(T*DQ) — T*-1Q, L* BF), donde T*(T*-DQ) es
el espacio de configuracion del sistema, € : T*(T*1Q) — T*=1DQ es un fibrado,
LF - T*Q X o0 TH(T*PQ) — R un lagrangiano magnético de orden k y B¥ es
una 2-forma cerrada en T*(T*~1Q) que se denomina término de fuerza magnético
de orden superior.

Observacion 3.5.2. Si k = 1 la definiciéon anterior recupera la definiciéon usual de
sistemas lagrangianos con términos magnéticos (ver [37] para mas detalles).

De manera analoga a como se hizo para orden ¢, la notaciéon usual para trabajar
con estos sistemas es la siguiente.

i) p; denota, para cada i = 1,...,k — 1, los momentos de Ostrodradsky definidos
de la siguiente manera

k—i—1 ; A
ZEDY (—Uﬂ'% (%)
=0
ii) La aplicacion diferenciable

S RN UAGIe) X p-10 THT®DQ) = THT* Q)

como la proyeccion al primer factor.

iii) La aplicacion diferenciable

7k T (TkD ) X 110 T (T*DQ) — THT*VQ)

como la proyeccion al segundo factor.
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iv) La transformada de Ostrogradski-Legendre correspondiente a L*
FLF T(2k71)Q X p-1 T*(T(kfl)Q) N T*(T(kfl)Q) X p-10 T (T(kfl)Q)
definida como

FLk( (0) q(l)?"'7q(2k 1)7ﬁ(0)7ﬁ(1)7"'7ﬁ(k‘71))

- (q() 1) (k=1) 50) 1)  5k=1)

g g Y O W p ,pM ., peh)

v) La funcién Energfa E¥ : TC*DQ x 00 T*(T*VQ) — R dada por

Ef(q(0)7 q(1)7 Y q(2k_1)7ﬁ(0)7ﬁ(1)7 "'7ﬁ(k_1))

vi) Sea Qf = dO}, la forma simpléctica canénica en T*(T*~1Q), definimos la
2-forma cerrada en T**VQ Xy o T*(T*VQ) de la siguiente manera
k Rk * *
QM= (FLY)((m)) QG + (73)"B)

que en coordenadas puede escribirse como

N & (0L )
L B (r-1) r
Ad + B, dg" A d
;; dts ( r+s)> q Z J QZ 4q;

k—1 —
T ~ 1 A ~(T
+> Biodg” Adp + ZéBabdpg) A dpy”
r=0 r=0

Luego,
k k—r
d’ oLk
k __ I Y A (r)
185 = Y- 15 (e ) 4
r=1 s=0

k—r k

o*L* )
DY i 3 (ooa)

s=

L _
OLF OLF
_ et (r) _ = ~(1)
2 (aqm) -3 (aﬁm) w

r=0 r=0

Queremos hallar las Ecuaciones de Euler-Lagrange para un sistema Lagrangiano
magnético de orden superior.
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Definicién 3.5.3. Una curva p(t) € T*(T*~1Q) es solucién del sistema lagran-
giano magnético ./\/lnglc si la curva inducida

~y(t) = (q(o)(t),q(l)(t),...,q(k)(t),ﬁ(o)(t),ﬁ(l)(t),...715(’“_1)(75)), con q(t) = e(p(t)) para
todo t satisface la ecuacion

B2 (4(1)) = —dEE(y(1))

Donde 4(t) es de la siguiente manera:

k—1 a
(s+1) 9 A(s+1)
Z q aq(s +D b op)

s=0

Comencemos a analizar el lado derecho de la ecuacion

dE k k—r S 8Lk d .
L= Z; 2; dts Dq(r+s) q
k—r

~ - o*L* )
+Zlq ZO(_ dtsZ( 8qr+s)dq]

S=

k k k
-2 (aL ) dq"") — (aAL > dp”
e aq(T) ap(T)

r=0

?vu
HO

) A OLF OLF O?LF
A partir de ahora, llamaremos ¢; := W, 0; = W, ij = W y
R 82Lk
0ij = j para simplificar las expresiones.
pAg)
k—1 e k—2 e e
k
dE} = ;( 1) dts(SHqu + ;( 1)° dts52+sdq +.t Z dt85k+s+

El
[\

k-1 k
s a j
+aD (122 diaeada? +4P) (-1 WXEHMM+ +
5=0 §=0

s=0
k—k o F
- q(k)Z(—l)sﬁzdj,k+sdq‘” — 0odq"®” — 61dq) — .. — pdq™
s=0 7=0
— 81dp® — Spdp ™ — ... — 5y ydp*)
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d
+ 8ydq? — Edgdq(z) ot (-1 dtk 25 dq® + ..+
k
) d )
® 4 ONS. da@ — O LNs. 7,0
+5kdq +q ;5]’1dq3 q dtzdj’quj +
Wyt A7 @) )
+q¢'"7(-1) = 12(5 1dgY) + ¢ Jzod i2dq") — g dtzd 3dgV + .+
dk
+ ¢ (=1)k = 225J2dq + ot gl Z&qu — 8odq'® — 6ydg™M — .~
7=0
— Opdq™) — 50dp — 51dp(1) — .= 5k_1dp (k=1)
d k=1
= &,dgV — E52dq<1> + o (=D dtk -0y dg)
d k—2
+ 65dg? —aégdq + o (=1)F dtk S0udg® + .4
+ 04dg™ + qWo01dg @ + ¢V, 1 dg™ + .+ ¢V g™+
d d b d
¢ 2 002dq"™ = gV 2 010dg" — o — ¢ biadg™ 4t
Wyt &7 O o 0y 4 0
+a (=) -00xdq® + ¢ (=1)* JpeToLRdg
dkfl
q(l)(_l)k_lm@e kdg® + ¢®602dq" Y + ¢?6,2dg™ + .. + ¢ 6y 2dg™ —
d d
- q(2)£50 3dq” 01,3dg™ —q! )E(Sk adg™ + ..+
o)y d O o @2 d M
+a (=)o 250kdq ¢ ()T o ude Y
e
g (=) 5k kg™ + .+ ¢W60,dq® + ¢ W6y kg™ + .+
q® 65 1 dg® — 50dq'® — 6,dgV — ...~
— Opdq™ — bodp® — 81dpY — ... — by dpFY

Hagamos ahora iﬁ-y(t)QLk’Bk (7(t)), recordemos que

k k—r kl

QLkvlgk . ZZ d6r+s /\dq(r 1) +Z deq(T) Adqj(r)+

r=1 s=0
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k—1 k— 1
> " Bidg” A dpl +Z “Bopdp) A dp”
r=0 r= 0

o lo que es lo mismo

k—2 s
LFBF _ “ (0) o d
Q0 Z ) d51+s A dg® + ;( 1) s I dqgM + .+
+ Z b N g Z B A dg)
r= 1

+ Zdeqz Adp) + Z B, dp") A dpy”

d d
= déy AdgV — O dg® + ..+ (1) ——ddp A dg'V+
d
+ dby A dgt) — 77005 1\ dgV + .+ (D)
1 1

1
+ 5Bijdqg Adg" ™ + Biudg” A dp + BiodgY A dp) + ..+

B 1
+ Buodg" Y A dplEh 4 §Babdﬁg°) A dpl” + éBabdﬁfj) AdpS +

1 _
+ 5 Badpl ™! A dptFY

Entonces,

i QP (4(1) =

. . d d
= [Zq'/d(;l] dq(o) — q(l)d51 — |:Z:yd—d52:| dq(o) + (](l)d—d52 + ...+

: o1 4 e o1 47
is(—1) dt’“ ———ddy, dq® (—1) dt’“ ——=— o+

d
td53 + ...+

+ [i5d65) dg'V) — ¢'P do, — {id&;}d +q% y

Td

, poo "7 1 2 poo "
{zﬁ(—l) - dtk_2d5k] dgM — ¢ (—1)k2 T 5 A0k + ...+

+ [iyd6y] dg® D — qu)da +q"By;dg” + ¢V Bydg" + ..+
+ " Bydg Y + g Bmdp(o) P Biadq” + ¢ BiadpV
— pPBiadq” + ... + ¢ Biadp Y
— pPBiudg ) — pBaudp? — 5y Badpl!
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(k)
— —pé B, dp Y

(50 1dq( ) + (51 1dq ) + ...+ (Sk 1dq ) ( )dq(o) — q(l)dél

+ ( 0, 1dp + 51 1dp + ...+ 5k 1 1dp ) ("V)dq(o)
d d
had el - (k) : (0)
(dt50 2dq 51 qu + ...+ dt5k,2dq ) ()dq
ifso 2dp® + —51 2d]5( J b+ iék 1 2dp(k_ (7)dq O 4 40 n 4 —ddy
dt dt dt

k—1 k—1

. d 1 d .
+[< 1)k dtk— 150kdq + (= 1)k dth— lélkdq +'-'+] (V)dq(o)

dt- .
+ [(_1)k1 dtk—ldkvkdq(k)+1 (4)dg"+
dt-! L & )]
{(—1) ( i 00adp” + S Sudp) ot S G adp® ”)} (9)dg"”
k—1

d
_ (k-1
g’ (—1) T

— (2)d52 + (50,2dp + 51 2dp + ...+ 5k 12dp(k )> (7)dq(1)

Ldy, + (802dq"” + 812dg™) + .. + S1.2dq™) (7)dg"

d d d
(t503dq —513dq + . +—5k3dq )(V)dq(l)ﬂL

d dt dt
d d ~ R d ~ o ) d
(dt50 3dp %51,36@(1) + .+ £5k71,3dp(k 1)) (,7>dq(1) dtd(s?)
_ dk 2 dk: 2 d .
+ ...+ {(—1)16 2 (dtk 5o, wdg® + dtk ; dt61 wdg™ _|_>] (W)dq(l)—l—
_ dk—2 dF—2 dk—Q .
(_1>k 2 <dtk’ 6k kdq (k) + Iz 50 kdp d s 2(51 kdp ):| (,Y)dq(l)
k—2
(=) d 5k lkdp D1 (3)dgM — ¢P(—1)k2 d5k 4+
dtk—2 k2

+ (604dq® + 614dq™ + ... + S5 xdg™) (7)dg* P —
S xdp® + 01, dpV + ... + by pdp* )(7)dq(k—1)_

g ddy +qz(1)Bzadq(0)+Q§2)Bijdqg( . +qz Budqgk K
+ 4" Biadp” — P Biadg.” +q12)Bmdpa @B,,dq.”
+ +qz(k)Bmdﬁ(’“’ — I Biudg* TV — piUB, dp(0>
— PP BapdpV — .. — p B dplEY

|
-
$
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= 0y, 1dq™ + 5, 1dC] + ..+ O, 1dCI
<50 1]9(1)) dq © 4 <51 1]7(2)) dq(o) + ...+ <5k 1 1p ) dq

(50,1dq - q (51,1dq( ) — - q(l)5k,1dq ®)
_ q(1)50,1d15(0) _ q(1)51,1dﬁ(1) _ = q(l)gk—l,ldﬁ(k_l)_
d d d
dt5oqu —q dtémdq — g*th —0k2 2dg©)
d d oy d
dt50 qu d—51,2dq(0) — p(k)d—ék_mdq(o)—l—
d d d
+q dt502dq 0) +q dt(Sl qu ...+q dt(Skgdq
d d d
+q yr —00.0dp” + gV _ —b10dp™M + .. + ¢ dték 12dp* D4
TRV KA S 5,4
+ ... +4¢V (1) T 0xdq"™ + ¢ (-1) o 1edg™ + .+
(k+1) L d7! © 4 20 _qyk-1 8 (0)
¢ ()T g Okadg ™ 4 5 (1) o rdg
s qyke1 (0) k)1 4 (0)
—l—p (—1) dtk 151,kdq -+ —|—p ( 1) N dtk lék_l kdq —
. L dk—l 1 dk;—l
1 poy d° 1 ot A7 0
— g (=1 e =Opedg™ — g (—1) T 00, dp” —
1 o1 471 1 1 o1 71 k-1
_ q( )(_1) - dtk—lél’kdp( ) q( )(_1) - dtk_15k*1’kdp( -1)
(1) 1) (2) (1) (k+1) (1)
50,2dq + q (5172dq + ...+ q (5k’2dq
+ pMoo2dg™ + P01 2dqM) + .+ PPy 2dg™)
4 @502dq — @5, 3dgD — .. — ¢y 2dg®
_ (2)50,2d]§(0) _ q(2)51,2dﬁ(1) R q(2)(§k_1’2dﬁ(k—1)_
d d d
dt50 3dq q dt51 3dq qu dt(s dq
d d d
— 50 3dq 51 3dg™M — Or_1.3dq"
Pdtozsq dt13q dtk13q
d d d
+ ¢ dt503dq © 4 ¢® dtc?lqu + ¢t dtéksdq
d d d
+q? yr —60,3dp” + ¢ i —613dp™Y + .. + ¢ dték 13dp““ Dt
o d"” o d"”
o g (=) 250 kg + ¢ (=) 61 rdgM + .+
k41 joo dF 72 1) pop 72
+ " (=) g edg ™ + 5O (1) 00 kdg
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5 o A2 k e 02 1
+ (=150 O (1) b g
2 po 47 2 po A7 1
=P (=1)" 50 kdg™ — P (1) dtk—Qél’kdq( e
2 i 0 o k-2
—dP (-1 dth— 25k kg™ — (=1 dth- zo0dp”
2 pa 2 1 2 oo A% k-1
— ¢ (=1)k o pdpV) — .. — P (1)~ Op—1pdp® )+

dtk 2 dtk 2
+ o+ W3 dg® Y 4¢P, kdq(’“ Dy +qk+1)5kkqu Dy

+ pWoodg® Y + 5Py dg™ Y + 4 pPGy gt —

— Woxdg” — ¢y kg™ — .. — ¢® 6y rdg™ -

_ q(k)(§07kdﬁ(0) _ (16)51 kdﬁ(l) _ _ q(k)gk . kdﬁ(kfl)—l—

+ ¢V Bydg” +%I&ﬂ R +qleikD+quWm9

— 3" Biadg” + 4" Biadp) — P Biada" + .. + ¢ Biadp ™)
A(k)Bmdql(k—l) _ A(l)B dﬁ((lo)

— ) Badp) — .. — i Baydplt

i) Comencemos ahora juntando los términos que tienen dq® de la expresion

0@ B (1) = —dE (v(1))

d dh1
—qWs M s M_1)k-1 -6 ¢?s,
q /001 +¢q P 02+ ... —¢q (—1) qiE1 0k — 0,2
CL; q® 24 g™ ox — 6
+ .. +q? o 031 - (=1) g 200k 0,k — 00

= Go1q" +61.10% + .+ Grag* T+

d
—|—p 501+p 511+ +P )5k 11—q()501—q dt502—
5 d d pyd
— 19 — (k1) = —3
q dt 1,2 q 70 dt 02+ ...+
d » d » d »
— M =bpy — PP —b1y — ... — pP =4
p di 02— D di 1,2 —p di k—1,2
(1) pa A (2) pa A
(k+1) o1 4 A(1) et A 4
q (—=1) e “Ok + P (1) P 00kt
~(2) k-1 dkil 6 (k) k-1 dkil 5 .
+p7(-1) pr I A+ (1) 1Ok Lk
_ydFt ) d
q(l)( 1)* 1dtk ok — 502+q dt503—
2 poo A7
q()(—l) 50k—q )50k
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+ qf)Bij — PV By,

Que queda exactamente

k .
d/ ([ OLF
E _1) — Y. _s0pB

1=

ii) Si realizamos el mismo procedimiento pero para los términos que tienen dg",
se observa que todos se anulan.

iii) De manera similar ocurre para todos los términos de dq") para j = 1,..., k.

iv) Por tltimo, veamos qué ocurre con los términos que tienen dp¥). En este caso
se obtiene:

()5 1,45 S 1,04 5
i it it
Zq i = 2 (=D g0k — Z(—l) ¢ 2 0ji
i=1 =1 =1
i+1 ~(j+1
— qi(J-f- )Bia o pl()j+ )Bab
Observacion 3.5.4. Si se considera k& = 1 las ecuaciones anteriores recuperan las
ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas lagrangianos magnéticos usuales.

Definiciéon 3.5.5. Un sistema Lagrangiano magnético de orden k es llamado regular
si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) La 2-forma (m})*Qg + (75)*B* es simpléctica.
ii) FL* es un difeomorfismo local.

Observacion 3.5.6. Si FLF es un difeomorfismo global, el sistema lagrangiano mag-
nético de orden £ es llamado hiperregular.

Proposicion 3.5.7. Si un sistema Lagrangiano magnético de orden k

(e : T*(T*DQ) — TH*=DQ, L*F, B) es hiperregular, la 2-forma

QLBE — (FLF)*((x})*Qf + (n5)*B¥) determina una estructura simpléctica en
TEDQ X poe-no THTHVQ).

Observacion 3.5.8. Luego, se tiene que un sistema Lagrangiano magnético hiperregu-
lar de orden k induce una estructura simpléctica en T*(T*~YQ) Xpo-ngT™ (T*=1Q)

y su dindmica esta representada por el campo vectorial hamiltoniano con respecto a
su estructura simpléctica y con la funcién de energia como Hamiltoniano:

. Lk Bk k

Claramente, cada curva integral de X gt proyecta una solucién del sistema Lagran-
giano magnético de orden k.
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Definicion 3.5.9. Un sistema Hamiltoniano magnético de orden k consiste
en una terna ME" = (e : T*(T*DQ) — T*-DQ, H* B) donde € : T*(T*-DQ) —
T*=1Q un fibrado; H* una funcién suave en el fibrado producto T*(T* " HQ) x 71

T*(T*=1Q), denominada Hamiltoniano de orden k, y B es una 2-forma cerrada en

Proposicién 3.5.10. Una curva (¢, ¢, ..., ¢, p@ pM) plk=1)
en T*(T*DQ) X poe-1 g THTH Q) es una solucion de las ecuaciones de Hamilton
de orden k para la variedad presimpléctica (T*(T*DQ) X pu—1oT*(T*VQ), QA" BYY
sty solo si se satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

o _ OH"
7= o0
P

OH*

B+ By — VB = ——
aq’
k
Budl? + B! = — 9
K3 a apb

Definicién 3.5.11. Sea
FHE - T* (T(k—l)Q) X p-1g T*<T(k—1)Q) N T(Qk—l)Q X 71 T*(T(k—l)Q)

la transformada de Hamilton de orden k del Hamiltoniano H* asigna a cada
(q(0)7 q(1)7 A q(k_1)7ﬁ(0)7ﬁ(1)7 "‘7ﬁ(k_1)) € T*(T(k_l)Q) XT(’“—UQ T (T(k_l)Q) un
(q(0)7 q(1)7 EEE) q(Qk_l)) < T(Qk_l)Q XT(kfl)Q T*(T(k_l)Q)

Definiciéon 3.5.12. Un sistema Hamiltoniano magnético de orden k es hiperregular
si QH"B" es simpléctica y FH* es un difeomorfismo (global).

Observacion 3.5.13. Existe una estructura simpléctica Q#“5" sobre
TH(T*DQ) xp0no T*(T*VQ) dada por Q" = (7)*Q + (75)*B".



Capitulo 4

Reduccion de Sistemas Mecanicos
Hibridos

En este capitulo estudiamos, siguiendo [4], los sistemas mecanicos hibridos que
resultan ser sistemas dinamicos sumamente tutiles para modelar varios sistemas fi-
sicos. Estudiamos la reduccion de sistemas hibridos en presencia de simetrias tanto
en el marco Lagrangiano como Hamiltoniano. Introducimos las nociones de trans-
formada de Legendre hibrida y la usamos para establecer, bajo ciertas hipotesis de
regularidad, la equivalencia entre sistemas hibridos Lagrangianos y sistemas hibridos
Hamiltonianos.

También definimos sistemas hibridos magnéticos en sus dos variantes y conside-
ramos un proceso de reduccion para ellos.

4.1. Generalidades sobre Sistemas Mecanicos Hibri-
dos Simples

En esta secciéon daremos las nociones de sistemas hibridos simples y el correspon-
diente sistema dinamico asociado. De ellos deduciremos, como casos particulares, los
sistemas hibridos Hamiltonianos simples y sistemas hibridos Lagrangianos simples.
Finalmente, introduciremos la nocién de transformacion de Legendre entre sistemas
mecanicos hibridos simples y mostraremos la correspondiente equivalencia entre am-
bos formalismos.
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4.1.1. Sistemas Hibridos Simples

Definiciéon 4.1.1. Un Sistema Hibrido Simple esté caracterizados por una 4-upla
A = (D,S, R, X) donde D es una variedad diferenciable que suele denominarse do-
minto, S es una subvariedad embebida de D de codimensién 1 denominada superficie
de impacto, R : § — D es una aplicacion diferenciable llamada funcion de impacto
y X es un campo vectorial diferenciable en D.

La dindmica asociada con un sistema hibrido simple esta descripta por un sistema
autonomo con un impacto instantaneo. Denotamos por Y 5 la dinamica del sistema
hibrido simple generado por 7, de la siguiente manera:

i) = X(x(t), 7 (t) ¢S
P = {x*(t) =Rz~ (1)), z=(t) e S (4.12)

donde z : I CR — Dy a (t) := lim z(r) y zt(t) := h'm+x(7'), denotan los
T—1" T—>t

estados instantdneos antes y después de que la trayectoria = intersecte S (es decir
que impacte a S).

R : S — D es una aplicacion continua y denotando por R(S) la clausura de R(S),

asumiremos que R(S)NS = (), y por lo tanto un impacto no conduce inmediatamente
a otro impacto. Ademaés, asumiremos que .77 satisface:

(H1) S # 0 y existe un subconjunto abierto U C D y una aplicacion diferenciable
h:U —Rtal que S = {z € U| h(z) =0} con 2¢(s) # 0 para todo s € S; es
decir, S es una subvariedad embebida de D de codimensién 1.

(H2) Una trayectoria v : [0,t;] — D intersecta la superficie de impacto S en

t; =inf{t > t;,_1 | y(t) € S}

N-1

donde estamos considerando [0,tf] = U [ti,tis1], con tg = 0y ty = ty. Le
i=0

permitimos a la trayectoria 7 que no sea diferenciable pero si continua en ¢; .

Esto es que, la velocidad antes del impacto, 2, puede ser diferente a, 27, la

velocidad después del impacto con S, es decir, @(t; ) # @(t]).

Definicién 4.1.3. Una funcion ¢ : [0,t;) — D, con t; € RU {oo}, ty > 0 es una
solucion de (4.1.2) si satisface:
i) ¢ es continua a derecha en [0,7;),

ii) Los limites laterales a izquierda y a derecha en cada punto ¢ € [to, ;) existen
y son denotados por ¢~ (t) := lim ¢(7) y ¢T(t) ;== lim o(7),
T—t" T—tT
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iii) existe un subconjunto 7 C [0,%s) cerrado y discreto llamado conjunto de
impactos, tal que,
a) Vté&T, o) es diferenciable, d‘(’;—gt) =X(p(t) ye(t) ¢S
b) VIET, o (t) €Sy ¢*(t) = Ry~ (1))

Observacion 4.1.4. Una solucion de un sistema hibrido puede experimentar un estado
Zeno que es cuando ocurren infinitos impactos en un intervalo finito de tiempo [4]. En
este trabajo se trataran sistemas hibridos como en [86], donde estos comportamientos
estén excluidos. Las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un
comportamiento Zeno son estudiados en [57]. Asumimos que R(S)NS = 0 y el
conjunto de tiempos de impacto es cerrado y discreto, lo que significa que no hay una
acumulaciéon de impactos en un mismo punto.

Definicién 4.1.5. La terna D = (D, S, R) con los elementos D, S y R definidos
anteriormente es llamada variedad hibrida.

Definicion 4.1.6. Un flujo hibrido es una terna
X" =(AJ,0),
donde:

i) A=1{0,1,2,...} C N esuna coleccion (finita o infinita) de conjuntos indexados,

i) J = {I;}ica es un intervalo hibrido, donde I; = [1;, ;44| sid,i+1 € Ay Iy 1 =
[Tn_1,7n] O [TN_1,7N) O [Tn_1,00) si |A] = N, N finito, con 7, 7341, 78 € Ry
Ti < Tit1,

iii) C = {¢;}ien es una coleccion de soluciones de X, es decir, ¢; = X(¢;(t)) para
todo 7 € A, tal que las siguientes condiciones se satisfacen para cada z,i+1 € A.

a) ¢(741) €S,

b) R(ci(Tit1)) = ciy1(Tit)-

La condicion inicial de un flujo hibrido serda denotada por xy = ¢o(7p). Entonces,
cuando queremos hacer explicita la condicion inicial de x” escribiremos x” ().

Ejemplo 4.1.7. Consideremos el siguiente sistema planar en coordenadas polares:

F=1—r, (4.1.8)

6 =1. (4.1.9)
Dada una condicion inicial (rg, 0y) el flujo del sistema viene dado por

@r(ro,00) = ((ro — 1)e™" + 1,60 + 1) .
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Si consideramos la subvariedad de R x S' dada por S = {(r,6) | = a}, y la funcion

R(r,a) = (Br,7)

con 0 <y < a<2m B> 0, entonces la 4-upla (R x S*, S, R, X) con X el campo de
vectores que definen las ecuaciones (4.1.8)) y (4.1.9) define un sistema hibrido, donde
el tiempo de impacto t; = a — 7.

4.1.2. Sistemas hibridos Hamiltonianos simples

Definicién 4.1.10. Un Hamiltoniano Hibrido es una terna
H=(Q,H,h),

donde

i) @ es el espacio de configuraciones,
ii) H:7T*Q — R es un Hamiltoniano,

iii) h:@Q — R es una funcion tal que h='(0) describe una subvariedad de @ (dando
lugar a una ligadura holénoma, ligadura definida mediante las posiciones, del
sistema hamiltoniano descripto por H).

Dado un Hamiltoniano hibrido, se puede asociar un Sistema Hibrido Hamiltoniano
de la siguiente manera:

Definicién 4.1.11. Un Sistema Hibrido Simple s = (D, S, R, X) se dice que es
un Sistema Hibrido Hamiltoniano Simple si estd determinado por 4y :=
(T*Q,S, R, Xpy), donde Xp : T*Q — T(T*Q) es el campo vectorial hamiltoniano

asociado a H, esto es Xy(q,p) = (q,p, %—I;, —%—IZ , SCT*'Qy R:S — T*Q satisfa-
4.1.1}

cen las mismas condiciones que la Definicién

El sistema dindmico asociado al sistema hibrido Hamiltoniano simple esta dado
por:

SO {w t) = Xy (1(1)

donde y(t) = (¢q(t), p(t)) € T*Q.

Las trayectorias admisibles para estos sistemas dinamicos son descriptas a conti-
nuacion. Nosotros usaremos la definicion dada por [86] para sistemas con impulsos.
Otra caracterizacion para trayectorias admisibles, dependiendo del contexto, puede
encontrarse en [13] y [41].
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Definicion 4.1.12. Una solucién para un sistema hibrido Hamiltoniano simple,
Fy, es una curva vy : [0,ty) = 1@ que satisface:

i) v es continua a derecha

ii) sus limites a izquierda y derecha existen para t € (0,¢;) (denotados por *(t)
y 7~ (t), respectivamente)

iii) el conjunto de impactos, J C [0,%y) es cerrado y discreto.

El conjunto de tiempos de impactos esta definido como en la Definicion tal que
para todo t ¢ J, y(t) es diferenciable, ¥(t) = Xg(v(t)) y 7(t) ¢ S. Adicionalmente,
sit € J,entonces v (t) € Sy yT(t) = R(y(1)).

Observacion 4.1.13. Notar que la continuidad a derecha de las soluciones implica
que ¥(t) = vyt (¢) para todo punto en su dominio de definicion. Si vy € T*@Q denota
un estado inicial a tiempo tg, la solucion en ¢y serd denotada por (g, ). Cuando

Y ¢ S, ¥(to,70) =0 y cuando vy € S, ¥(to, v0) = R(70) = Y(to, R(70))-

Observacion 4.1.14. El flujo hibrido asociado a un sistema hibrido Hamiltoniano sim-
ple es una coleccion de trayectorias como en la Definicién donde la dindamica del
campo vectorial es el campo vectorial Hamiltoniano y las trayectorias son soluciones
para el sistema hibrido Hamiltoniano simple.

Observacion 4.1.15. Si x” (z9) = (A, J,C) es el flujo hibrido asociado con un Siste-
ma hibrido Hamiltoniano simple, entonces la definicion implica que ¢;(t) debe
satisfacer las ecuaciones de Hamilton asociadas a H para cada i € A.

4.1.3. Sistemas hibridos Lagrangianos simples

Definiciéon 4.1.16. Un Lagrangiano Hibrido es una terna
L - (Q) L7 h)?

donde

i) @ es el espacio de configuraciones,
ii) L:T@ — R es un Lagrangiano regular,
iii) h:@Q — R es una funcién tal que ~~1(0) describe una subvariedad de Q.

De manera anéloga a la descripciéon Hamiltoniana, dado un Lagrangiano hibrido,
se puede asociar un sistema hibrido Lagrangiano de la siguiente manera:



88 Reduccién de Sistemas Mecanicos Hibridos

Definicién 4.1.17. Un Sistema Hibrido Simple .7 = (D,S, R, X) se dice que
es un sistema hibrido Lagrangiano simple si estd determinado por 77 :=
(TQ,S,R, X1), siendo X, : TQ — T(TQ) es el campo vectorial Lagrangiano aso-

-1
ciado a L, esto es Xp(q,q) = (q,q’;q, (%) (?9_5 — %(ﬁ donde S C TQ y

R : S — TQ satisfacen las condiciones dadas en la Definicion [4.1.1}

El sistema dindmico asociado al sistema hibrido Lagrangiano simple estéd dado
por

S, =

L

{fm = X1(0(1), 7 () ¢S

Y(t) =Ry (1), v () €S

donde y(t) = (q(t),4(t)) € TQ.

Definicion 4.1.18. Una solucién para un sistema hibrido Lagraniano simple, .77,
es una curva v : [0,ts) — T'Q), que satisface:

i) v es continua a derecha

ii) sus limites a izquierda y derecha existen para ¢ € [0,%;) (denotados por *(t)
y v~ (t), respectivamente)

iii) el conjunto de impactos, J C [0,tf) es cerrado y discreto.

El conjunto de tiempos de impactos esta definido de modo que para todo t ¢ J,
~(t) es diferenciable, 4(t) = X (v(t)) y v(t) ¢ S. Adicionalmente, si t € J, entonces
7 () €Sy yT(t) = R(y(1)).

Observacion 4.1.19. Como antes, notar que la continuidad a derecha de las soluciones
implica que y(t) = v*(t) para todo punto en su dominio de definicion. Si y9 € TQ
denota un estado inicial a tiempo ¢y, la solucion en ty esta denotada por (o, ¥o).
Cuando vy ¢ S, v(to,7) = 70 y cuando vy € S, Y(to,v0) = R(70) = Y(to, R(70))-
Observacion 4.1.20. El flujo hibrido asociado a un sistema hibrido Lagrangiano simple
es una coleccion de trayectorias como en la definicion donde la dinédmica del
campo vectorial es el campo vectorial Lagrangiano y las trayectorias son soluciones
para el sistema hibrido Lagrangiano simple.

Observacion 4.1.21. Si x” (z¢) = (A, J,C) es el flujo hibrido asociado con un siste-
ma hibrido Lagrangiano simple, entonces la definicién implica que ¢;(t) debe
satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L para cada i € A.

4.1.4. Equivalencia entre Sistemas Lagrangianos Hibridos
simples y Sistemas Hamiltonianos Hibridos simples

Existe una manera de relacionar un sistema hibrido Lagrangiano simple con un
sistema hibrido Hamiltoniano simple induciendo la nocién de transformada de Le-
gendre para esta clase de sistemas dinédmicos.
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Definiciéon 4.1.22. Dados % = (DL,SL,RL,XL) y %H = (DH,SH,RH,XH) de-
finimos la transformada de Legendre entre estos sistemas hibridos simples
FL,, : ¢, — 3 como la aplicacion entre sistemas hibridos simples cumpliendo las
siguientes condiciones

i) FL(Dy) = Dy donde FL : TQ — T*Q es la Transformada de Legendre usual,
es decir, FL : T'Q) — T*(Q definida por:
(FL(vy), wg) = g L(vg + twy)

dt =0

donde vy, w, € T,Q.
ii) FL(SL) = Sa.
iii) FLo Ry, = RgoFL|s, .
iv) (FL), Xy = Xg.

Observacion 4.1.23. Notar que i) es trivial ya que FL cubre la identidad en @, y
ademés obsérvese que la condicion ii) puede escribirse como:

0 > dhyq = dhyM Mg = dh,M 'p = (p,dh,).

Con esta definicion, podemos probar el siguiente resultado que establece la rela-
cion entre ambos sistemas.

Proposicion 4.1.24. Sea x” = (A, J,C) un flujo hibrido asociado con 3 con
condicion inicial (qo, o). La imagen de 7, por FL, es un flujo hibrido asociado
con H con condicion inicial (qo, po = FL(qo))-

Demostracion. Como Xy, y Xg estan FL-relacionados, (es decir FL(X) = Xpg) si
7i(t) es una curva integral de Xy, 4;(t) = FL o +;(t) es una curva integral de Xyg.
Tomando entonces vy () soluciéon con condicion inicial vo = (qo, o) definida en |7, 71],
entonces () es solucion con condicion inicial 4y = (qo, po) definida en |1, 71].

De la misma manera, tomando 7, (¢) soluciéon con condiciéon inicial v; = (g1, ¢1) defi-
nida en [y, 72|, entonces 4 (t) es solucién con condicién inicial 4; = (g1, p1) definida
en [y, ).

Consideremos ~;(t) solucién con condicion inicial v; = (g;, ¢;) definida en [7;, 7;44],
entonces 7;(t) sera solucion con condicion inicial 7; = (¢;, p;) definida en [7;, 7;11]-
Veamos que %;(t) cumple que ;(7i+1) € Su v que Ru(Yi(7i+1)) = Fit1(7i+1). Por la
propiedad de FL, tenemos que:

(i) 3i(1ix1) = (FL o %) (7ix1) = FL(vi(141)) v dado que v;(7:41) € Sp entonces
3i(Tix1) € Su por la condicion ii) de la Definicion [4.1.22]

(ii) Ru(7i(Ti+1)) = Ru o FL o %(1iy1) = FL o Ry, 0 %i(7i41) = FL 0 i1 (7i1) =
Y1 (Tig1)-
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4.1.5. Aplicaciéon: sistemas holénomos a trozos

Los sistemas holénomos a trozos son sistemas mecénicos hibridos, sujetos a liga-
duras holéonomas entre los tiempos de impacto y preservando el momento (lineal y/o
angular) en el tiempo de impacto. Estos sistemas fueron estudiados para aplicaciones
a locomocion en, por ejemplo, [49], [72] y [77]. En estos sistemas, las restricciones en
las posiciones cambian en cada impacto. Aunque éstos sistemas son diferenciables y
holénomos entre los impactos, en general, preservan la energia y el momento angular,
pero hay una pérdida de energia en los tiempos de impacto. Como en los sistemas
noholénomos, a pesar de que se preserva la energia, los sistemas holonomos a trozos
pueden exhibir comportamientos asintéticamente estables en su dinamica [76].

La dindmica para un sistema holénomo a trozos (hibrido) esta determinada por
las ecuaciones de Euler-Lagrange con efectos de impulso, preservando el momento en
los impactos con S, esto es,

d (OL oL _ .
%(0_4)_%_0’ (q » q )¢S

oL t

g L) 4(t)) t, =0, (¢.4)€S

donde ¢~ = q(t;) y t;, i

;, t; denotan los tiempos justo antes y después del tiempo de
impacto t; en S.

Ejemplo 4.1.25. (Sistema bola-ranura) El sistema bola-ranura fué introducido en [76]
como el sistema hibrido anélogo del sistema noholénomo conocido como Trineo de
Chaplygin [10] (ver figura , donde la cuchilla del trineo es reemplazada por una
bolilla fija en la estructura interna del sistema y moviéndose a lo largo de una ranura.
Maés detalles sobre la dindmica de este sistema hibrido simple y las aplicaciones
pueden encontarse en [20], [49)] y [77]. Lo sorprendente de este ejemplo es que, cuando
la longitud de la ranura tiende a cero, la estabilidad de los puntos fijos de este sistema
coinciden con los del Trineo de Chaplygin [76].

Figura 4.1: Trineo de Figura 4.2: Sistema bola-
Chaplygin ranura

Consideremos un cuerpo rigido con masa m y momento de inercia I, con una
ranura recta de longitud d en el centro, como se muestra en la Figura |4.2]
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El frente termina a una distancia a del centro de masa G (a puede ser negativo) y
cuando llega a un extremo de la ranura a una distancia b del centro de masa, ésta es
instantdneamente reemplazada en el otro extremo de la ranura (es decir, el impacto
es a b= a + d). El cuerpo se mueve libremente en el plano sin friccion, sujeto a una
condicién holénoma de una bola P que corre a lo largo de la ranura, estando ésta
fija en el plano. Su posicion relativa al centro de masa esta dada por I(t) € (a,b)
y la orientacion del cuerpo por 6(t). El espacio de configuraciones del sistema es
Q = R x S! donde las variables del espacio de configuracién [ y § describen los dos
grados de libertad del sistema.

El Lagrangiano para este sistema (en coordenadas polares) estd dado por

.. 1 . . 1.
L(l1,0,1,0) = §m(l2 + 9212) + 592. (4.1.26)

La dinamica para el sistema antes del tiempo de impacto ¢ esta determinado por las
ecuaciones de Euler-Lagrange

omllf

o
=1, & =—— s

(4.1.27)

La superficie de impacto esta dada por
SL={(1,6,1,0) eTQ|I" =ayl =a+d}.

Por la ley de la preservacion del momento en el tiempo de impacto se tiene que
=10y
0T (m(IT)? +1) =6 (m(l)*+1).

Como en [49], nosotros nos restringimos al caso en que [(t) esta prescripta. Usando
las ecuaciones anteriores obtenemos la relacion 67 (ma® + 1) = 0~ (ma(a+d) + 1) y

por lo tanto
s (mala+d)+T\ .- 419
0" =40 (m(a+d)2—|—] =0~ A. (4.1.28)

donde A es una matriz unidimensional y constante. Finalmente, la funciéon de impacto
estd dada por

Rp(6-,67) = (9—,9'14). (4.1.29)
Calculemos ahora el Hamiltoniano H(l, 6, p;, ps) asociado al Lagrangiano (4.1.26]).
I . I .
Como p; = %—l =mly py= i O(ml* + I) entonces H : T*(R x S') — R esta
dado por

1 1 P2
H(l,0,p1,pp) = —p; + 5%-

2m
Por otro lado, dado que St, depende sélo de @0, Sy = Sy, esto es,

Su={,0,p1,pp) €T*Q 1" =a, I" =b=a+d}.
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Las ecuaciones de Hamilton para H vienen dadas por

OH n OH  pg OH mlp} OH

e = == ¢ 4.1.30
Opp m’ Opy mi2+1’ o (ml?+1)¥ a0 ( )
El campo Hamiltoniano asociado a H estd dado por
Xua(L,0,p1,p0) = (1,0, p1, po, o —2° mip,
H\" Y, VL, Po y Uy MLy eumvml2+la (ml2+])27 .

Veamos ahora, que podemos aplicar la Proposicion al sistema hibrido La-
grangiano simple determinado por (7'Q), Si,, R, X1) y obtener como solucion el sis-
tema hibrido Hamiltoniano simple determinado por (7*Q, Su, Ru, Xn):

i) FL(Dy) = Dga: ya que FL es un difeomorfismo, en particular es suryectiva.

ii) FL(SL) = Su: dado que Sy, solo depende de las configuraciones en Q.
iii) FL o Ry, = Ry o FL|s,: dado que

_ Dy _ Py
Ry (0 =6, —=2—4 4.1.31
H( ’mz2+1) ( "mil2+ 1 > ( )

por lo tanto

FLo Ry(6~,67) =FL (9-, 9'—A) = (9—, mz§6+ [A) — Ry oFL|s,.

iv) (FL), Xy = Xg : Notar que
j:ﬂ@pl:ml‘ﬁpl:mﬁ
m

) p@ A 2 . . 2 . .
= & pg = O(mi> + 1) = pg = O(mi® + ) + 6(2ml).
0 miz ] =P 0(ml ) = pog = 0(ml )+ 6(2mll)

Reemplazando en las ecuaciones de Euler Lagrange (4.1.27]), se obtiene

mipj
(mi% +1)%’

(mi* + I) + 6(2mli) = 0.

ml = mlf? =

Por lo tanto, p; = % v po = 0 que son las ecuaciones de Hamilton (4.1.30)).

Notar que en [77], (también ver [20], [72] y [49]), I se prescribe, y por lo tanto el
sistema se reduce a un grado de libertad y durante cada paso el momento angular
de la bola a lo largo de la ranura se conserva, esto es py = (ml + 1) = constante.
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Integrando durante cada impacto, es decir, en (6,_1,6,) = (0(t)_,),0(t;)), junto
con (4.1.28)), se tiene un sistema lineal de ecuaciones en diferencias en las variables
(9n7p0n)

0, = 0,1 + Bups, , (4.1.32)
po, = Ape, ;- (4.1.33)

Los puntos fijos de este sistema discreto vienen dados por un continuo de puntos
fijos de la forma (6%, p; = 0) y, por lo tanto, dado un éngulo inicial §(0) y momento
angular pg, uno obtiene recursivamente utilizando la relacion pp, = A™py,. El
comportamiento asintotico es determinado por A ya que los autovalores del sistema
(4.1.32)-(4.1.33) son Ay =1y Ay = A. Si |A| < 1 el momento angular py se aproxima

asintoticamente a cero, es decir lim A"py, = 0 y por lo tanto del sistema (4.1.32)) se
n—>-m~o0

deduce que, # tiende a una constante, es decir, el cuerpo se mueve asintéticamente a lo
largo de la linea recta. El sistema presenta una estabilidad neutra (es decir, un centro
para el sistema) cuando A = 1y es inestable cuando |A| > 1. Notar que este ejemplo
muestra el mismo comportamiento de estabilidad que el sistema noholénomo del Tri-
neo de Chaplygin [76], en el sentido que, el sistema preserva el momento y la energia
(recordar que los sistemas Hamiltonianos no pueden exhibir estabilidad asintotica)
pero la aplicaciéon de impacto actia como una ligadura noholénoma que da lugar a
la disipaciéon de energia y por lo tanto el sistema puede exhibir un comportamiento
asintoticamente estable a pesar de que preserve la energia.

4.2. Reduccion Simpléctica para Sistemas Hibridos
Hamiltonianos Simples

En esta seccion extenderemos el método de Reduccidon Simpléctica de Marsden-
Weinstein [62] para sistemas hibridos Hamiltonianos simples. Para ello, en primer
lugar, daremos los ingredientes béasicos necesarios para poder aplicar la reduccion a
estos sistemas, ilustrando con algunos ejemplos que no fueron tratados en [4].

4.2.1. Reduccién Simpléctica

Definicion 4.2.1. Sea ¢ = (D, S, R, X) un sistema hibrido simple. Consideramos
una accion ® : G x D — D de un grupo de Lie GG en el dominio D. ¢ es una accién
hibrida si ®|s es una accion de G en S y para todo g € G

Ro®,|s =®,0R. (4.2.2)

Observacion 4.2.3. Notar que la Definicion [4.2.1] significa que para todo g € G tene-
mos que el siguiente diagrama conmuta
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S—2.D

‘I’g\sl Dy

S—LE4D
En otras palabras, R es equivariante con respecto a las acciones ® y ®|s.

Dado un Sistema hibrido Hamiltoniano simple, 5 = (T*Q, Su, Ru, Xu), consi-
deremos la acciéon en T*() obtenida mediante el levantamiento cotangente de la accion
® en (). Esto es, dado g € G, y la accion @ : G x ) — @, consideramos la accién de
G en T*(Q denotada por

PT? . G x T*Q — T*Q,

y definida de la siguiente manera
T (g, (¢,p) == T*®y-1(q,p) = (Py(q), P51 (p))

Vge Gy (q,p) € THQ.

Definiciéon 4.2.4. Decimos que ¢ es una acciéon hibrida libre y propia, si ¢ es una
accion libre, propia e hibrida.

Definicién 4.2.5. Un Hamiltoniano hibrido, H=(Q, H, k), es G-invariante para
una accion ® de G en @) si h'y H son G-invariantes con respecto a ® y su levantamiento
cotangente respectivamente; es decir,

para todo g € Gy (q,p) € T*Q.

Observacion 4.2.6. Notar que la ultima ecuacién es que H es G-invariante por la
accion levantada al cotangente, esto es

(@, 2, 0, LM ey = () (4.2.7)
donde ((-,-))q : T;Q x T;Q — R dada por
<<p>p/>>q = Z pip;'Kij<Q)
ij=1
para p,p' € T;/Q y Kij = M(q)™! (con M(q) la matriz inercial).

Definiciéon 4.2.8. El coeficiente de restitucion es una medida del grado de con-
servacion de la energia cinética en un choque entre particulas (ver [13] para mas
detalles)
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Definiciéon 4.2.9. En un sistema Hamiltoniano el impacto estéa dado por la ecuaciéon
de impacto Newtoniana P, : T7Q — T7(Q definida por (ver [13])

{{p, dhq))

Pyp)=p—(1+e) E dhg, (4.2.10)
qllq

donde 0 < e <1 es el coeficiente de restitucion.

Proposicion 4.2.11 (A. Ames [4]). Si H= (Q, H,h) es G-invariante y la funcion
de impacto estd dada por una ecuacion de tmpacto Newtoniana, entonces la accion
levantada al cotangente ®T" 9 de G en T*Q es una accion hibrida.

Demostracion. Veamos que para todo g € G, el siguiente diagrama conmuta

donde R : § — D esta definida como R(q,p) = (q, P,(p)), y P,(p) definida en (4.2.10).
Es decir, tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta

* Py *
;0 — T;Q

T*Q T*Q
o7 |ars

T Pq)g(Q) T
sy)@ — Ta )@

para todo g € G, (¢,p) € T;Q con g € h='(0).

Dado que h es G-invariante, se tiene que @Zj?(dhq) = dhg,(q). Observemos que

T*Q 2 T*Q T*Q ((p,dhq)),
(I)gfl o Pq(p) = (I)g—l (p) + (I)g,l (—(1 + Q)Wdhq (4212)

donde esta igualdad viene dada por el hecho que @5_*? (dhq) = dhs,(q), con lo cual

* 7dh/ *

4.2.12) = @ "P(p) — (1 +@Wq{_?(dhq), (4.2.13)

allg

dh
ya que <<Z)7—qz>q es constante. Por lo tanto,
[[dhl13

* D, dh

4.2.13) = "2 (p) — (1 + e)wczh%(q). (4.2.14)
qallg
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Usando (4.2.7)) se tiene que

(@520, o) R(dhy)))

1.2.14) = @7 9(p) — (1 +¢) . "D ihg, @, (4.2.15)
? 1©, -7 (dho) 13, o)
entonces
T*
oy 14 0 0 D0 (1.2.16)
4.2.15) =& _F(p) — (1 +e “=dha, (), 4.2.16
! ||dh<1>g(q) ||31>g(q) o)
y por lo tanto )
1.2.16) = Py, 0 ;"7 (p) (4.2.17)
como se deseaba. O]

Definicién 4.2.18. Dada una variedad hibrida D = (D, S, R) definida como en
la Definicion [4.1.5] un grupo de Lie G y una acciéon hibrida ®, definimos el espacio
de é6rbitas hibridas como

D” /G = (D/G,S8/G, R)

donde D/G y S/G son los espacios de orbitas obtenidas mediante ® y ®|s, respec-
tivamente, y R:S /G — D/G es la funcién de impacto inducida en el espacio de
orbitas. Es decir, si m : D — D/G esta dada por w(z) = [z] € D/G (la aplicacion
que envia z en la ®-orbita de z, es decir, x ~ ®,4(x) para todo g € G, siendo ~ la
relacion de equivalencia de x); y R viene dada por

E([2]) = [R(x)] = m(R(x)).

Proposicion 4.2.19 (A. Ames [4]). Si ® : G x D — D es una accion hibrida
libre y propia, definida como en la Deﬁm’cz’o’n entonces D /G es una variedad
hibrida. Mds ain; existe una submersion w: D — D /G tal que el siguiente diagrama
conmuta y w|s es también una submersion.

D+t >8 " +p

ool b

D/G ¢ s/G —2 D/G

Definicion 4.2.20. Una aplicacion momento Ad*-equivariante J : D — g* es una
aplicacion momento Ad*-equivariante hibrida si el siguiente diagrama conmuta.

N

D < ! > S E_ oD
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Con todos estos ingredientes se puede definir un G-espacio Hamiltoniano asociado
a un sistema Hamiltoniano hibrido simple.

Definicion 4.2.21. Un G-espacio Hamiltoniano Hibrido esta dado por
(D7, Wean, @, J)

tal que (D, ween) es una variedad simpléctica, weq, la 2-forma simpléctica canonica
en T*Q, ® es una accion simpléctica hibrida (es decir ® es simpléctica e hibrida) y
J es una aplicacion momento hibrida Ad*-equivariante.

Proposicion 4.2.22 (A. Ames [4]). Dado H = (Q,H,h), si h es G-invariante,
entonces J : D — g* definido por

(J(a,p),€) = (p,&e(a)) (4.2.23)

es una aplicacion momento hibrida Ad*-equivariante donde g es el generador infi-

nitesimal asociado a & (ver definicion|1.2.11)).

Teorema 4.2.24 (A. Ames [4]). Si H= (Q, H, h) es G-invariante, entonces la 4-upla
dada por (DM, wean, ®T 9, J) es un G-espacio Hamiltoniano hibrido.

Definicion 4.2.25. Sea ¢ = (D,S, R, X) un sistema hibrido simple. Supongamos
que p es un valor regular de J : D — g*. Decimos que p es un valor regular hibrido
si es también un valor regular de J|s. Esto es, el siguiente diagrama conmuta, donde
J7Y (1) y J|5' (1) son subvariedades embebidas de D

iyg 1 R‘J\gl(m 1
—— Jls (W) —— J (W)

J7H )
| [ |
D < > D

i . S R

Teorema 4.2.26 (A. Ames [4]). Sea (D?,wWean, ®,J) un G-espacio Hamiltoniano
hibrido. St p € g* es un valor reqular hibrido de J, donde J es Ad*-equivariante y la
accion de G, en J~ (1) es libre, propia e hibrida, entonces

D = (D Sy By) = (T (1) G TI5 1)/ G Bl 1)

es una variedad hibrida.

Observacion 4.2.27. La variedad hibrida introducida en el Teorema anterior esta
referida al espacio de fases reducido hibrido. Para entender mejor ésta variedad
hibrida, notemos que la submersion 7, : J~!(u) — J~*(1)/G,, junto con la Definicion
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4.2.20| y Definicion [4.2.25[ se tiene que el siguiente diagrama conmuta

_ iy TGt
I ) = J|gH () —=
lﬂu ™l Wz
is 1 R
D, < S, ~—— D,

donde 7| 5 () ©S también una submersion y las inclusiones iy, i3 € is, son las
. . L. . . . X -1 -1 . R
inclusiones canénicas iy : Sy — Dp, ij5 @ J|g (1) = J (1) y is, : Sy = Dy,
respectivamente.

Teorema 4.2.28 (A. Ames [4]). Dado un sistema hibrido Hamiltoniano simple
JC asociado a un Hamiltoniano G-invariante, y un G-espacio Hamiltoniano hibri-

do satisfaciendo las hipdtesis del Teorema existe un Hamiltoniano reducido
H, : D, — R y un sistema Hamiltoniano hibrido reducido JZ,, asociado a H,,

c%ﬁ = (DquwRquu):
donde X, estd determinado por las soluciones de dH, = ix,w,, con w, la 2-forma

simpléctica reducida, univocamente determinada por iyw = Tuwy,.

Definiciéon 4.2.29. Si H es un Hamiltoniano G-invariante en Dy, entonces el Ha-

miltoniano reducido H, en D, estd univocamente determinado por la relacién
H,om,=Hoi,,

donde 7, : J~H(u) — J 1 (n)/G, es la proyeccion al cociente e i, : JH(p) — T*Q es

la inclusion.

Teorema 4.2.30 (A. Ames [4]). Dados H y F, como en el Teorema si
X7 (z0) es el flujo hibrido asociado a 7 con xy € J~ (1), entonces el flujo hibrido
X% asociado al sistema hibrido Hamiltoniano reducido J, estd dado por

X (mu(0)) = (A, T, mu(C))

donde 7,(C) := {mu(¢;) : ¢; €C} y A, C, T se definen como en Definicion [{.1.6,
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4.2.2. Ejemplos

En esta subseccion trataremos ejemplos que no fueron analizados en [4] para
mostrar como el proceso de reduccion es aplicable.

Ejemplo 4.2.31. Péndulo Esférico
Consideremos un péndulo esférico invertido, que se mueve sobre una superficie

como se muestra a continuacion. La naturaleza hibrida de este sistema viene dada
por el impacto del péndulo sobre la superficie.

Figura 4.3: Péndulo esférico

El espacio de configuraciones (ver Figura es Qp = S? y, usando coordenadas
locales, denotamos un elemento ¢ € S? por ¢ = (6, ). El momento asociado a ¢ es
denotado por p € Ty S* descripto en coordenadas locales por p = (pp, p,).

El Hamiltoniano del sistema Hp : T*S? — R esta dado por

2
Hp(0,9,00,0p) = 5772 (pg + Se:;”((,)> — mgR cos(6).

Consideramos la funcion hp : S* — R dada por hp (60, ¢) = R cos(6) que describe el
impacto de la masa del péndulo con la superficie. Se tiene entonces el Hamiltoniano
hibrido dado por H = (Qp, Hp, hp). Para este Hamiltoniano hibrido, el sistema
hibrido Hamiltoniano simple .74 esta dado por #41 = (Dy, Sy, Ry, Xg) donde

i) D = {(0,¢,p0,p,) € T*S* : cos(f) > 0} es el dominio, donde el angulo 4 se
mueve en el eje horizontal positivo,

i) Su={(0,¢,ps,p,) € T*S*: cos(d) = 0y pg > 0} es la superficie de impacto,

iii) Ru(0, ¢, po.pp) = (0,9, —€eps, p,), donde 0 < e < 1 es el coeficiente de restitu-
cion,
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iv) El campo vectorial hamiltoniano Xy estéa dado por

Po
mR?

Pe
mR? sen?(0)
XH(qu) - 2 cos(0 f
n;“;s—% — mgRsen(0)
0

Sea G = S! actuando por rotaciones en el eje vertical, es decir, ¥ : St x §? — §?
es la accion dada por

Uy, (0,9)) = 0,0+ ).

La accion ¥ en Dy levantada al cotangente T*S? esta dada por

OIS (4, (8, 9,0, 0,)) = (0,0 + 1, o, D).

*Q2 ., , .
UT'S" es una accion hibrida pues,

(\Pg*SQ O RH)((Q, QD,pO,pga) = \115*82 (%7 ®, _6p97p90) = (%’ ¥ + w’ —ep97p¢)

*Q2 T T
\Iji s |SH (E?@aPGaP@) = (§7¢+¢7p9apgo> .

Es decir

* Q2 T T
(RH o \Ij;l/: S ‘SH) (57%07})97])@) - <§a¢+¢a _6p97p4,0> :

Entonces cumple con la ecuacion (4.2.2)) de la Definicion [4.2.1, Sea, £ € g =2 R, el
generador infinitesimal asociado a la acciéon dado por,

582 (97 (P) = (076) € T(O,W)Sz-

La aplicacion momento J : T*S? — R esta dado por

J (0, ¢, po,Dy) = Do

J es una aplicacion momento Ad*-equivariante hibrida ya que satisface la ecuacion

(4.2.23) de la Proposicion [4.2.22, Por lo tanto, se tiene que (D, wee,, ¥77°9, J) es un
G-espacio Hamiltoniano Hibrido , siendo D = (Dy, Sy, Ry) la variedad hibrida.

Calculemos ahora el sistema hibrido reducido. Denotamos H, = (Qp,, Hp,, hp,)
vy se desea hallar el Sistema Hibrido asociado. El espacio T*(S?/S!), identificado con
T*(S'/Z?), es decir, Qp, = S'/Z*. El Hamiltoniano reducido Hp, : T*(S'/Z?) — R
esta dado por:

9 2
D H
Hp, (0,p9) = 5tz — mgRcos(0) + 2mR2 sen?(6)’

Ademas hp,(¢) = Rcos(f). La variedad hibrida para el péndulo esférico hibrido
reducido D"+ = (Dn,,,Sn,, Ru,) esta caracterizada por
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i) Dy, = {(6.79) € T*(Qp,) : cos(d) > 0},

ii) Su, = {(0,ps) € T*(Qp,) : cos(f) = 0y pg > 0},

111) RH#(H,}M) = (‘9, —6]?9),
)

iv) El campo vectorial Xg, dado por

Po
X, (0,pp) = ( _u2cos(6) TngRsen(e) ) '

mR2 sen3(0)

Por lo tanto, se tiene que el sistema hibrido Hamiltoniano reducido asociado al pén-
dulo esférico hibrido esta dado por g, = (D a,,Sn,, Ra,, X Hﬂ) donde los elementos
de J#, estan caracterizados por (i)-(iv).

Ejemplo 4.2.32. Pelota que rebota en una superficie sinusoidal

Consideremos una pelota que rebota en una superficie sinusoidal como se describe
en la Figura [4.4]

Figura 4.4: Pelota que rebota en una superficie sinusoidal

Sea Qp = R3, y consideremos el Hamiltoniano Hp : T*R* — R dado por

Hp(x1, 22, 23, 1,2, P3) = %(P% + 5 + p3) + mgas
donde g es la constante gravitacional. Para este sistema definimos el impacto mediante
hg : R* — R dada por hp(zy, 72, 73) = x3 — senxy, que describe la altura de la
pelota respecto con el suelo (superficie sinusoidal). Se tiene entonces el Hamiltoniano
hibrido dado por H = (@p, Hg, hp). Para este Hamiltoniano hibrido, el sistema
hibrido Hamiltoniano simple .#4; esta dado por 41 = (Dy, Sy, Ry, Xg) donde

i) Dy = {(x,p) € T*R3 : 3 — senxy > 0} es el dominio,

ii) Sy = {(x,p) € T*R? : 13 = senzy y — pacoszy + p3 < 0} es la superficie de
impacto,
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iii) RH(J%p) = ($1,$27sen$27p1,p2rl($2) +p3F2($2)7P2F2($2) +p321—‘3($2))7 donde
0 < e < 1es el coeficiente de restitucion, I'y(zg) = =292 Ty (g,) =

14+cos?2 zo 7
(cos? zo—e) _ (cos?zo—e)
14cos? zo y F3((L‘2> " 14cos?zxo ?

iv) El campo vectorial hamiltoniano Xy esta dado por

Xu(w,p)=(2 2 2 00 —mg)

m

Sea G = R actuando por traslaciones en el eje vertical; es decir, ® : R x R? — R3
es la accion dada por

®(a, (v1,72,73)) = (71,72 + @, 13),
con a € R y la correspondiente accién levantada al cotangente T*R? esta dada por

*TD3
O (a, (21, 29, 73, p1, P2, p3)) = (1, T2 + @, 3,1, D2, P3).-

*T3 ., , .
®T"®” es una accion hibrida pues,

(‘I)(ZT*R3 o Ry)(z,p) :@QT*RS (21, g, 8€n X9, P1, P21 (22) + psla(z2), pol'a(xa) + psls(xa))
= (@1, 22 + a,sen o, p1, pol'1(2) + psla(2), pal'a(22) + psl's(x2))

con xr = ($1,$2,$3), b=D1,P2,P3Y

T*R3
O, " |5y (@1, w2, 560 29, D1, P2, P3) = (21, T2 + a,sen X2, P1, P2, P3),

es decir

(Rig o L™ |s,,) (@1, 22, 5en 22, p1, pa, p3) =
= (21,22 + a,sen xa, p1, p1, pol'1 (22) + pala(@2), p2la(w2) + p3T's(22)) -
Es decir, se cumple la ecuacion (4.2.2)) de la Definicion 4.2.1] Sea £ € g ~ R, el

generador infinitesimal asociado a la accién, con lo cual, la aplicacion momento J :
T*R?® — R esta dada por

J(l‘h T, x37p17p2;p3) = P1.

J es una aplicaciéon momento Ad*-equivariante hibrida ya que satisface la ecuacién

(4.2.23)) de la Proposicion [4.2.22] Por lo tanto, se tiene que (D, wean, Y179, J) es un

G-espacio hibrido Hamiltoniano, siendo D = (Dy,Su, Ry) la variedad hibrida.

Calculemos ahora el sistema hibrido reducido. Denotamos H,, = (@ B,, Hp,, h Bu)
y se quiere hallar el sistema hibrido asociado. Sea T*(R3/R) ~ T*(R?), es decir,
@Qp, = R?. El Hamiltoniano reducido H,, : T*R* — R esta dado por

2

1 p
H, (%2, x3,p2,p3) = %(Pg +p3) + om + mgxs.

Ademas hy(z2,23) = x3 — senx,. La variedad hibrida reducida para la pelota que
rebota en la superficie sinusoidal D7 = (D H,,Sm,, Ru,) estd dado por
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i) Dp, = {(22, x3,p2,p3) € T*R? : 13 — senxy > 0},
ii) Su, = {(w2,73,p2,p3) € T*R? : 13 =senzyy — pycosxy + p3 < 0},

iii) Ry, (72,23, p2,p3) = (w2, 23, p1, p2l'1(22) +psla(w2), pol'a(w2) +psls(22)) , donde
0 < e <1 es el coeficiente de restitucion,

iv) El campo vectorial X, dado por

Xy, (wp)= (2 2 0 —mg)"

Por lo tanto, se tiene que el Hamiltoniano reducido %41, = (Du,,Su,, Ru,, Xu,)
esté caracterizado por los elementos (i)-(iv).

4.2.3. Sistemas Hibridos Hamiltonianos con Términos Mag-
néticos

Consideremos un sistema hibrido Hamiltoniano simple 5 = (Dy, Sy, Ry, Xn),
con Dy C T*Q. En esta seccion consideramos que Dy es un fibrado principal, con
proyeccion  : Dy — Dy /G definiendo dicho fibrado, donde G es el grupo de estruc-
tura. Denotamos por V' el fibrado de vectores verticales con respecto a la proyeccion
7wy V°r su anulador, un subfibrado vectorial de Dy.

Recordemos que (ver Lema [2.4.17| en Capitulo [2)) si H es un Hamiltoniano G-
invariante y u = 0 € g*, existe un difeomorfismo

S J7H0) = THQ/G) xg/c Q-

Proposicion 4.2.33. Dada 7, = (D,,S,, R, X,) la variedad hibrida Hamiltoniana
reducida, cumpliendo las hipdtesis del Teoremalf.2.26y dada una 1-forma de conexion
Ap, : D, — g, existe un difeomorfismo [gbiDL] : D, =Ju)/G, — T*Q/G) xq/c
Q/G,; de manera que [cbjDL] hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

T Tl g1 lﬂ#
s ) { u
. ¥ ¢ ]

L5 THQ/G) xgia Q/Gy

S T -1 S
donde iy : Sy — Dup, ijs @ J|s, (1) — J7Hw) yis, : Su = Dy, son las
inclusiones canonicas respectivamente.
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Demostracion. En primer lugar notemos que la parte superior del diagrama conmuta
por lo visto en la Observacion [4.2.27]

Por otra parte, como [(bfﬁ\DL] : D, = J N w/G, = T(Q/G) Xg/c Q/G, es un
difeomorfismo considerando la 1-forma de conexiéon Ap, : Dy, — g por la Proposicion
del Capitulo [2] Por lo tanto, podemos asociar el espacio cociente D,, con un
producto fibrado.

Entonces, juntando estos dos resultados, se tiene que el diagrama conmuta.

O

Observacion 4.2.34. Bajo las condiciones anteriores, dado un sistema hibrido Hamil-
toniano simple se puede obtener un sistema hibrido Hamiltoniano reducido, de ma-
nera que su dominio sea un fibrado producto dotado de una estructura simpléctica.
Ademés, las soluciones de las ecuaciones de Hamilton asociadas al sistema hibrido Ha-
miltoniano simple pueden proyectarse en soluciones del sistema hibrido Hamiltoniano
reducido y, méas atn, teniendo soluciones de las ecuaciones de Hamilton asociadas al
sistema hibrido Hamiltoniano reducido (mediante un proceso de reconstruccion) se
pueden obtener soluciones para el sistema hibrido Hamiltoniano simple.

La 1-forma A, determina una 1-forma G ,-invariante en ), donde A, : Q — Dp.
Luego, dA,, es una 2-forma en (), que puede proyectarse a una 2-forma B, en Q/G,,.

Sean las siguientes proyecciones tal como las consideramos en el Capitulo 2:

1

i) ™ TY(Q/G) xg/c Q)G — T*(Q/G) dada por (&g, [q]) — dq,
ii) m : TH(Q/G) xg/c Q)G — Q)G dada por (&g, [q]) — [q],
i) m “Hu) = JH(p)/G, dada por a > [af,

)

iii

T Vor = T*(Q/G) xg/¢ Q/G, dada por a — (&[,[q]), definida en el
Capltulo

iv

También como en el Capitulo 2, sean Qg la 2-forma en 7T%(Q/G) y B, una
2-forma en @Q/G,. Entonces se tiene una 2-forma cerrada en 7*(Q/G) X/ Q/G,

dada por
B = m1(Qq/c) + m3(B,) (4.2.35)

donde Qg/¢ vy B, se definieron en la Subseccion del Capitulo [2 Luego 73(B,,)

usualmente se denomina término magnético.

Definicién 4.2.36. Para el difeomorfismo
[&A%L] LI (w) /Gy = THQ/G) Xga Q)G

definido en la Proposicion (4.2.33] como T%(Q/G) xg/c Q/G, esté equipado con la
2-forma simpléctica B, se dice que [¢ A ] en un simplectomorfismo.
L
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Definicion 4.2.37. Un Sistema Hibrido Hamiltoniano Magnético es un sis-
tema hibrido Hamiltoniano reducido dotado de un término magnético. Este esté

determinado por la 5-upla 3, == (T*(Q/G) xq/c Q/Gu, Sy, Ry, Xu,, B), donde
i) H,: T*(Q/G) xg/c Q/G, — R es un Hamiltoniano reducido.

ii) S, C T*(Q/G) xg/a Q/G,. es la superficie de impacto, una subvariedad de
codimension uno del espacio reducido.

iii) R, : S, = T(Q/G) xq/c Q/G,, es la funciéon de impacto reducida.
iv) Xp, es el campo vectorial Hamiltoniano asociado a H,,.

v) B es una 2-forma cerrada en T%(Q/G) xg/c @/G, deformada con un término
magnético m3(B,,), definida como en la Ecuacion [4.2.35

Ejemplo 4.2.38. Particula magnética rebotando en una esfera

Consideremos un electron de masa m en un campo magnético donde el electron
se mueve dentro de una esfera.

Consideremos Q = R? x s0(2). Sea M = @)/s0(2) una variedad Riemanniana de
dimension 3, 7 : () — M un fibrado principal, tal que T*7 : T*Q — T*(Q/s0(2)) es
el fibrado cotangente asociado al fibrado principal.

Sea A : TQ) — s0(2) ~ R una conexion principal en @ con A* : s0(2)* — T*Q
la conexion dual asociada a A. Sea H : T*(Q) — R el Hamiltoniano del sistema dado
por

1 * é *
H(g,p) = 5 || T'(a,p) 3 +5 1| A'(0,5) lacor

donde € es la carga del electron y ¢ la velocidad de la luz. Aqui, || - ||as denota la
norma inducida por la métrica de la variedad Riemanniana M y || - |[so(2)+ una norma
en 50(2)*. Como (0 - q) = m(q), Vq € Q y 6 € so(2), entonces el Hamiltoniano H es
so(2)-invariante, pues

1 . é .
H(0-(q,p) = I | T*7(6 - (q,p)) |3 +- | A0 - (q,P)) llso(2)*
1 * é * *
=5 | T*7(q.p) |13 +- | Ady - A*(q,p) |lso(2)*

1 . & .
=5 | T*7(q,p) |13 +- | A" (q, ) |lso(2)*
= H(q,p)

donde Ady = Ids(2)~ pues so(2) es abeliano.

El Hamiltoniano del sistema H : T*(R3 x so(2)) — R est4 dado por

1 €
H(Q7pa07p9) = %pQ + EA<Qap) P,
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siendo A una 1-forma que cumple que B = dA, es decir B=yx Ay A = (A, As, A3)
y donde q = (2,9, 2), p = (ps, Py, p-). Consideremos

i) Dy ={(q,p) € T*(R®x s0(2)) : h(q) > 0} con h : R3 x s0(2) — R, una funcion
diferenciable dada por h(z,y, z,0) = 2% + y> + 22 — 12, r € RT.

ii) Sy = {(¢,p) € T*(R? x s0(2)) : h(q) = 0}, es decir, el medio cascarén de la
esfera que define h.

iii) Ru(q,p) : Sy — Dy dada por Ry (q,p) = (¢, P;(p)), donde P,(p) definida como
en la Definicion [4.2.10],

RH<I7 Y, z, 97px7py,pz7p9) =

TP YDy 22 L 0%py
z,Y, Z7e7p:v - 6_27py - 6_27pz - 6_27p9 - 6_2
r T r r

donde é =1+ey 0 <e<1es el coeficiente de restitucion.

iv) Xpg el campo vectorial Hamiltoniano asociado a H.

Por lo tanto (Dpy, Sy, Ry, Xg) es un sistema hibrido Hamiltoniano simple.

Sea @ : s0(2) x (R? x 50(2)) = (R? x s0(2)) la accion (6, q) > 0 - q y su levantada
al cotangente, la accion &7 ®*xs02) : 56(2) x T*(R3 x s0(2)) = T*(R? x s0(2)) dada
por

((97 <Qap)) = (‘9 ’ (Q7p7 eape))

Donde ¢ y p estan definidos como antes, ¢ = (x,y, 2) y p = (Dx, Py, D2 )- PT™ (R?xs0(2))
es una accion hibrida pues cumple que
(I)T*(]R3><so(2)) o RH(C],;D)

2 2 2 2
T*(R3x 50(2 AL Py YD A2 Dz L 0"pg
:q)a (R xe0(2)) ((pr_@ 7"2 7py_€ szapz_e TQ yPo — € 7"2 )

2%p, Yy 22D, 6%py
7.2

= (9'x79'y70'279'97px_evapy_er_Qapz_e?J)O_e_
T*(R3 x s0(2
= R0 &y “ 5 (q,p)
L%y YDy 2D A92pe)

= (9'5579'%0'279‘9»2%_evapy_e 7’2 apz_e?7p9_€r_2

Entonces se tiene que
Ry o (I)T*(R3><so(2))|SH _ (I)T*(]RBXSO(Q)) o RHa

donde se cumple con ecuacion (4.2.2)) de la Definicion {4.2.1}
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Sea J : T*(R® x s0(2)) — s0(2)* ~ R una aplicacién momento hibrida, ya que

satisface la ecuacion (4.2.23) de la Proposicion [4.2.22) Dado p € 50(2)* ~ R un valor
regular hibrido de J, es decir J(g,p) = u, consideramos la subvariedad J=*(u) C

T*(R3 x s0(2)).

Aplicando la Proposicion [4.2.33 el espacio reducido viene dado por J'(u) /G, =
T*(Q/G) Xq/c Q/G, = T*R* xps R?, donde G,, = s0(2) es el grupo de isotropia de
w. Por lo tanto, considerando

i) H,: T*R® xgs R* = R el Hamiltoniano reducido dado por

1 €
H =—p*+-pu
w(@,9) = 5—p" + —p
ii) Dp, = {(¢,p) € T"R® xgs R* : h(q) > 0} con h : Q — R, una funcion
diferenciable dada por h(z,y,z) = 2? + y? + 2? — r?, donde q = (z,y,2) y r es
el radio de la esfera.

iii) Sp, es una subvariedad de co-dimension 1 de T*R*xgsR?, dada por H(z,y,z) =
0.

iv) Rg, : Sg, — Dpg, es la funcién de impacto dada por Ry, (q,p) = (¢, P4(p)),
donde P,(p) definida como en la Definicion [4.1.29| (pero sin dependencia de 6).

v) Xp, el campo vectorial Hamiltoniano para el Hamiltoniano reducido H,,, donde
las ecuaciones de movimiento vienen dadas por las ecuaciones de Lorenz que
describen el movimiento de una particula cargada con masa m en un campo
magnético ? = (B4, By, B;) y estan dadas por

(px B) (4.2.39)
(4.2.40)

Il
S ol ™

mp
i

Por lo tanto, el sistema hibrido Hamiltoniano reducido es un sistema hibrido Hamil-
toniano magnético.

Observacion 4.2.41. Como podemos observar, el Hamiltoniano del ejemplo anterior,
que esta sujeto a un término magnético B, es exactamente el Hamiltoniano modifi-
cado del ejemplo de la particula en un campo magnético tratado en Ejemplo [2.1.8|

Ejemplo 4.2.42. Heavy Top Hibrido
El sistema mecanico Heavy Top consiste en un cuerpo rigido con un punto fijo

en su extremo inferior como se muestra en la Figura [£.5] El cuerpo rigido se mueve
bajo la influencia de un campo gravitacional.

El espacio de configuraciones del sistema es Q = SO(3). El espacio de fases,
T*(SO(3)), es difeomorfo a SO(3) x R* usando una trivializacién a izquierda de
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M = total mass

£ = gravitational

acceleration center of mass

{1} = body angular
velocity of top
[ = distance from fixed
point to center of mass

v

Figura 4.5: Heavy Top

T*(SO(3)) (ver Seccion [L.5). Bajo esta identificacién la funcion Hamiltoniana que
describe la dindmica del sistema H : SO(3) x R? — R est4 dada por

1
H(A ) = 51;111 M+ MglA k- x

donde I, : 50(3) ~ R® — 50*(3) =~ R3 es el momento de inercia del cuerpo rigido
perturbado con un parametro € € R, dado por I, = (I} + €,15 + €, I3 + €) donde
(I, I, I3) € R? es el momento de inercia del cuerpo rigido sin perturbacion, M es la
masa del cuerpo, II es el momento angular (IT = (I, IT,, I13), IT € s0*(3) ~ R?), g es
la constante gravitacional, & € R? un vector constante con la misma direccion que el
eje z en R3, v un vector unitario que conecta el punto fijo en el extremo del cuerpo
rigido con el centro de masa del cuerpo, [ denota la longitud del segmento que va del
punto fijo del cuerpo rigido al centro de masa del cuerpo rigido y A € SO(3). Aqui,
“.7  R3 x R? = R? es el producto escalar usual en R3.

Definimos el sistema hibrido Hamiltoniano asociado al Heavy Top de la siguiente
manera. Consideremos

i) Dy =T*(SO(3)) = SO(3) x R3, el dominio,
ii) Sy € SO(3) x R? una subvariedad de Dy de codimension 1, dada por

Sy = {(A,II) € T*(SO(3)) = SO(3) x R* | y =0}
— {(A.1]) € SO(3) x B? | (A,11) = (Id, 1)}
donde v es uno de los dngulos de Euler (ver Seccion para maés detalles), en

particular 7 es la rotacion sobre el eje z denotada R.(7), es decir, cuando v = 0
se tiene

R.(0) =

o O =
O = O
_ o O
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iii) Ry : Sy — Dy viene dada por
(A7, I, 105, 105 ) v (o7, B, 0,11, 105, T1F)

donde «, 3, corresponden a los angulos de Euler para las rotaciones en los
ejes x,v, 2z respectivamente y donde I = (I3 + €)€3, siendo Q3 la velocidad
angular alrededor del eje z; que cumple

e=—1, silly >0,
e=1, silly <0,
e=0, silly =0.

Por lo tanto, cuando se impacta con la subvariedad Sy se tiene:

sle = _]-7 RH(aia’)/ini?Hl_aH;aHg) - (O[77/87707H1_an2_a (-[3 - 1)93) ’
sie= 17 RH(a7>’777577H1_7H2_7H5) = (aiaovﬁiar‘[l—?H;? ([3 + 1)03) )
sle= 07 RH<05_7PY_76_7H1_7H2_7H?T> = (a_7075_7H1_7H2_7[393) .

iv) Xg es el campo Hamiltoniano para el Heavy Top y esta dado por una transi-
cién de sistemas hibridos que iran evolucionando con respecto a la funciéon de
impacto hasta que v = 0. Ahi, dependiendo si {e = —1,1,0} tengo alguna de
las tres opciones anteriores hasta que nuevamente v = 0 y comienza un nuevo
flujo para el campo Hamiltoniano. Las ecuaciones para el Heavy top con inercia
perturbada vienen dadas por

M = g Tlls + Mol — T7x°)
Il = g ol + Mol (T = T"x°)
m:mmEmHW+MMF — I

siendo I = A~ k.
Consideremos G = SO(2) (y al ser abeliano G = G,) un subgrupo cerrado de
SO(3) cuya representacion viene dada por

cosf senf 0
SOR2) =S Ag= | —senf cosf 0 |,0eS'}; ~S!
0 0 1

via el difeomorfismo Ay — ¢?. Consideremos también que G actta en SO(3) por
rotaciones en el eje vertical. La accién levantada a SO(3) x R?® denotada por

dT°9: SO(2) x (SO(3) x R?) — (SO(3) x R?)

estd dada por
DR (A, (A, TT)) = (ApA,TI).
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®T"? es una accién libre, propia e hibrida, pués cumple con la Definicién 4.2.1] Sea
g =50(2) ~ R el algebra de Lie de G, donde g* = s0(2)* denota su dual.

Tomemos k = e3 el vector canénico de la base estandar de R, Sea p € s0(2)*, la
aplicacion momento

J:(SO(3) x R?) = 50(2)* ~ R
dada por J(A,II) = AIl - e3. J es Ad*-equivariante e hibrida pués cumple con la

Ecuacion (4.2.23)) de la Definicion 4.2.20, Ademés
T p) = {(A, 1) € (SO(3) x R3) | ALl - e3 = u}.

Notar que, para u € R, como SO(2) es abeliano, el subgrupo de isotropia G, coincide
con SO(2).

Consideremos A, : T(SO(3)) — R una conexion en el fibrado principal
Tso@).6, - SO(3) = (SO(3)/SO(2)) ~ S*.

Luego de una trivializacion a izquierda, la conexion trivializada A viene dada por
A:S0(3) x R® — R,

A(A,v) = Av - e

con v € R3.

Consideremos la aplicacion SO(3) — S? dada por A — A~! - e3. Su proyeccion al
tangente \ : SO(3) x R? — T'S? estd dada por

MA,v) = (A es, A7 les x v),
donde hemos identificado
T.S*~{beR®|b-s=0}.
Dado que A7 'ez - (A7 'e3 x v) = 0, entonces A~ ez x v € Ty-1,,S%
Consideremos el difeomorfismo [¢p4,] : J~*(1)/SO(2) — T*S* dada por
[ATT] = (A tes, A7 les x v).
Aqui hemos identificado T*S? con su propio dual y la métrica estandar de S%.

Observar que usando la Proposicion [4.2.33| podemos identificar J~!(u)/G,, con
T(Q/G) xq/c Q/G,, es decir se tiene que J *(n)/G, ~ T*S* xg2 S* ~ T*S?.

Luego, por la Definicion [¢.4,] resultard un simplectomorfismo si T*S? esté
equipado con una 2-forma simpléctica en T*S? deformada por un término magnético
B,, asociado a A,,. Por construccion (ver ecuacion (4.2.35))) B,, esta determinado por
T4 By donde ms2 : T*S* — S? es la proyeccion canoénica y 3, es la 2-forma en S?
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caracterizada por W}O(3) 50(2)@ =dA, y, por lo tanto, 3, = —puws2, donde ws: es la
forma simpléctica de area en S?, es decir,

ws2(2)(u,v) = —x - (u x v), Vo € %, u,v € T,S* C T,R? ~ R

Mediante el simplectomorfismo [¢4,] se tiene que ¢ = A~ 'es € S, p, = A7 'ez X
Il €Ty, S* Ademés, también se tiene que p, = ¢ x Iy ¢ - p, = 0.

Por lo tanto, obtenemos la forma simpléctica reducida en T*S? dada por Qg +
P (wsz2), donde Qg2 es la 2-forma simpléctica canénica en T*S?. Entonces [¢4,]
resulta ser un simplectomorfismo.

Se tiene entonces que el sistema hibrido Hamiltoniano magnético asociado al
Heavy Top hibrido viene dado por

i) Dy, = T*S? el dominio del Heavy Top hibrido reducido,

ii) Sy, C T*S? una subvariedad de Dy, de codimension 1, Sgy, = Sy |(J‘SH)71(M) )
Usando que en Sy, A = Id, se tiene que J |s,: Sy — 50(2) ~ R viene dada
por J |s, (A,II) =1I-e3 = II3. Por lo tanto

(T s) ™ (1) = {(A,TD) € SO() x B® | A = Idyss, T+ 5 = o).
Entonces
Su, ={(q:p) €ET*S* | g =e3, py =5 x I, I1 - 5 = pu}.
iii) Ry, : Sp, — T*S? viene dada por
Rp, (¢ ,p;) = (¢",p;)
donde ¢* = es € §* y p = (—1Iy, 11, 0).

iv) El Hamiltoniano reducido H, : T*S* — R esta dado por

_ _ 1 _
I (pg X q) - (pg X q) + pII71(q) (pg X @) + =p° (111 q) - g+ M glg - x

1
H,(q,pq) = = 5

2
con (pg X q) € T*S? satisfaciendo ¢ € S* C R* y ¢ - p, = 0.

Esta expresion se obtiene al considerar que R* = span{q, p,, ¢ X p,} vy entonces
IT = Mg + Aapy + A3(q X pg). Resolviendo para Aj, Az, A3, usando las relaciones
All-e3=p,q=Ares, ¢-p, =0, p, = A leg X I = ¢ x I, y calculando ¢ - II,
pe- Iy (¢ x pg) -1 se obtienenen Ay = p, A2 = 0, A3 = 1. Luego reemplanzando
IT en H se obtiene la férmula para H,.

v) Qg2 + pmis(ws2) la 2-forma simpléctica en T*S* deformada por un término
magnético.
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vi) Para calcular el campo vectorial Hamiltoniano reducido, Xy, , suponemos por
simplicidad en los célculos que p = 0, pero sin embargo la metodologia se
puede aplicar a cualquier p. Sin embargo, el campo de vectores Xy, y en parti-
cular, resolver para los multiplicadores de Lagrange, da lugar a expresiones muy
trabajosas para hacer las cuentas a mano. Para obtener las correspondientes
expresiones de las ecuaciones reducidas, se recomienda para p # 0 resolver el
sistema resultante para los multiplicadores mediante calculo simbélico en Ma-
ple o Matlab.

Por lo que la 2-forma simpléctica del espacio reducido T*S? es la 2-forma sim-
pléctica canodnica (g2.

Las ecuaciones definiendo T*S? como subvariedad de T*R3® ~ R3 x R? son
lgl*-1=0yq-p, =0, por lo que el Hamiltoniano extendido tiene la forma

Heoi(4,pq) = Hu(q,pg) + Ma - pg) +v(ll ¢ I” =1)

donde X\ y v son los multiplicadores de Lagrange que debemos determinar.

Las ecuaciones de Hamilton para H?

ot Vienen dadas por

G=qx I (py x q) + A\g+ Mgl - x
pq:pqxﬂzl(quq)—)\pq—Zluq

con (q,p,) € T*S?*, Il = A~ tes.

Dado que ¢- ¢ =0y pg- ¢+ pq,-q =0, entonces

G=qx I (py x q) + Mgl - x
Pq = Dq XHE_1<quq)‘

4.3. Reduccion en Variedades de Poisson Hibridas

En esta seccion presentamos la nocion de variedades de Poisson hibridas para
generalizar la reduccion de Sistemas hibridos Hamiltonianos Simples de la Seccion
4.2] a reduccion hibrida de variedades de Poisson.

Definiciéon 4.3.1. Una Variedad de Poisson Hibrida esta caracterizada por una
4-upla Hpiss = (D, S, R,{-,-}) donde D es una variedad diferenciable, el dominio,
S es una subvariedad embebida de D de codimension 1, la superficie de impacto,
R : S — D una aplicacion diferenciable, la funcion de impacto y {-,-} es un corchete
de Poisson en D, definido como en la Seccion [2.3.1]

Aqui, la dindmica asociada con una Variedad de Poisson Hibrida esté descripta
por un sistema no-auténomo con un impacto instantdneo. Denotamos por X .

poiss
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la dinamica de la Variedad de Poisson Hibrida generada por %,,ss, de la siguiente
manera:
c, {j:(t) = {a(t), H}, (1) ¢S
pores xt(t) = R(z(t), 2= (t) €S

donde z : I CR — D y 2, 2+ denotan los estados inmediatos antes y después de
que la curva integral asociada a la dinamica continua intersecte a S.

Definicion 4.3.2. Sea J,,ss = (D,S, R, {-,-}) una variedad de Poisson hibrida.
Consideramos una accion ¢ : G x D — D de un grupo de Lie G en el dominio D. &
es una accion de Poisson hibrida si ®|s es una accion hibrida de G en S y para
todo g € G que cumple que V F, G € F°(D)

{F,G}o®, ={Fo®,,God,}
y ademés V M, N € F°(9)
{M,N}o CI>g|5 ={Mo q)g|87No(I)g|8}-

Observacion 4.3.3. Notar que la definicion significa que para todo g € G tenemos
que el siguiente diagrama conmuta

S5 D
‘I’g\sl l‘l’g
S5 D

En otras palabras, R es equivariante con respecto a las acciones ® y ®|s.

Definicién 4.3.4. Decimos que ® es una accion de Poisson hibrida libre y propia,
si ® es una accién libre, propia e hibrida.

Definicion 4.3.5. Dada una variedad de Poisson hibrida J%,,ss = (D,S, R, {-,-})
definida como en [£.3.1] un grupo de Lie G y una acciéon de Poisson hibrida @, defi-
nimos el espacio de 6rbitas hibridas asociado a la acciéon de Poisson como

Diss |G = (D/G,S /G, R)

donde D/G y S§/G son los espacios de orbitas obtenidas mediante ® y ®|s, respec-
tivamente, vy R : S /G — D/G es la funcion de impacto inducida en el espacio de
orbitas. Es decir, si 7 : D — D/G esta dada por w(z) = [z] € D/G (la aplicacion
que envia x en la ®-6rbita de z, es decir, x ~ ®,(z) para todo g € G, siendo ~ la
relacion de equivalencia de z); v R([z]) = [R(x)] = n(R(z)).

Teorema 4.3.6. Sea G un grupo de Lie y ® una accion de Poisson hibrida que
actia en una variedad de Poisson hibrida €,yiss. Supongamos que D/G y S/G son
variedades diferenciables y m : D — D/G y wls : S — S/G son submersiones, de
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D/G y §/G respectivamente. Entonces hay un unico corchete de Poisson {-, -} ea €n
D/G llamado corchete de Poisson reducido, tal que

{F,K};eqom:={Fomn,Kor} (4.3.7)

y ademads
{M,N},cqomls :={Mor|s, Noml|s} (4.3.8)

para todo F, K € F°(D/G) y todo M, N € F°(S/G) de manera que

~

jﬁ)oiss = (D/G7 S/Ga R7 {'a '}T€d>

es una variedad de Poisson hibrida.

Demostracion. Para cada F, K € F°(D/G)y g € G como ® es una acciéon de Poisson
hibrida y 7 es G-invariante, se tiene que

{Form,Kon}o®,={Fomo®, Kono®,} ={Fom, Ko}
por lo tanto {F o7, K o 7w} es G-invariante.

Para cada M, N € F°(S/G) y g € G como ® es una acciéon de Poisson hibrida y
7|s es G-invariante, se tiene que

{Moml|s,Nor|s}o®, ={Mom|so®y Nor|so®s} ={Monls, Nonls}
entonces {M o 7|s, N o|s} es G-invariante.

Las funciones {F om, K on} y {M ox|s, N o7|s} pueden ser expresadas como
@omy p|som|s respectivamente, para ¢ € F'(D/G) y ¢|s € F°(S/G). Denotamos
¢ = {F, K},eq, que define un corchete de Poisson {:,-},.q en D/G, que cumpliendo
con las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8). Notar que {-, - },q es el tinico corchete de Poisson
en D/G definido por 7. Entonces (D/G,S/G, R, {-, -} ea) €s una variedad de Poisson
hibrida. [l

Definiciéon 4.3.9. Si H : D — R es una funcién G-invariante en D, entonces de-
finimos la funcién reducida H,.; : D/G — R en D/G que estd univocamente
determinada por la relacion

Hredoﬂ-:H

Proposicién 4.3.10. Con H,uiss y %%mss como en el Teorema 4 X”pm‘ss(mo)
es el flujo hibrido de Hyss con xo € D, entonces el flujo hibrido x”%°iss asociado a
la variedad hibrida de Poisson reducida F,qss estd dado por

x e (n(0)) = (A, T, 7(C))
donde (C) :={n(c;) : c; € C} yC, A, J como en la Definicion [4.1.6,
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red

Demostracion. Sea cj**(t) = 7|s(ci(t)). Tenemos que probar que ¢;*(7;41) € S/G'y
que R(cj*!(7it1)) = ¢ (Tisn):

red

i) ¢;°U(7it1) = 7ls(ci(Tita)) v dado que ¢i(7i41) € S entonces ¢;*Y(7;11) € S/G.

ii) R(Cged(ﬂ'ﬂ)) = R(W’S(Ci(ﬂ'ﬂ))) = m(R(ci(Tit1))) = m(Civ1(Tir1)) = Cfﬁ (Tit1)-

]

Observacion 4.3.11. Sea H,piss = (D, S, R, {-,-}) una variedad de Poisson hibrida, y
J : D — g" una aplicaciéon momento Ad*-equivariante hibrida para la acciéon de un
grupo de Lie G. Sea p un valor regular hibrido de J. Si D es simpléctica, la estructura
de Possion en J(1)/G,, es la estructura simpléctica reducida w,.

Ejemplo 4.3.12. Consideremos el péndulo esférico invertido que tratamos anterior-
mente en el Ejemplo . Recordamos que el espacio de configuraciones es Q = S?
y, usando coordenadas locales, denotamos un elemento ¢ € S* por ¢ = (6, ). El
momento asociado a ¢ es denotado por p € Ty S? descripto en coordenadas por

P = (po. Do)

El Hamiltoniano del sistema H : T*S? — R esta dado por

2
H(0,0,p0,Dp) = 57z <p§ + %) — mgR cos(6).

Consideremos el corchete de Poisson para éste sistema
{,}s2 : FO>S?) x FO(S?) — FO(S?) dado por

0f 09  0f 09 0] 99 Of 09

{f7 9}82 = % e (94,0 8p§0 Opy 00 apw a‘p

Por lo que 555 = (D, S, R, {-,-}s2) es un variedad de Poisson hibrida, para D =
Dy, 8 =8u y R = Ry definidas como en el Ejemplo [£.2.31]

Utilizando el corchete de Poisson y recordando que ¢ = {q, H} y que p = {p, H},
obtenemos las ecuaciones de Hamilton que estdn dadas por

6={0,H) =2

mR?’
. Dy
e H = -
2
. _ Dp,cos 0
Po={po, ) = e ~ TR sen

psﬁ :{pw,H} =0.
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Sea G = S! actuando por rotaciones en el eje vertical, es decir, ® : S x §? — S?
es la accion dada por
(1, (0,9)) = (0,0 + 1)
y su accion levantada al cotangente T*S?, es decir ®7°° : S! x T*S? — T*S? dada

por
CI)T S (wv (67Q07p97pg0>> - (67 2 + w7p07pg0)'

Veamos que la accién es Poisson hibrida, es decir que cumple que
{f,9}s20 @75 = {f 00T godT %}, (4.3.13)

para funciones f,g : T*S? — R. Para ello, consideremos las funciones coordenadas

F1(0,0,p0,p) = 0, F2(0,0,p0,pp) = ¢, F3(0,90,00,p,) = o y Fiu(0, 0,00, Dp) = -
Luego, calculando el lado izquierdo de la igualdad (4.3.13|) se tiene

{'7 '}82 0 P | Po | Py
0 0101 0
%) 0,010 1
o T[0[0] 0
P, 0]-1]0] 0

Es decir,

Lsif=0yg=pyosi f=¢yg=p,
—Lsif=ppyg=0osi f=p,yg=¢
0, en cualquier otro caso.

Calculemos ahora el lado derecho de la igualdad (4.3.13])

{f.g}s20 T —

{, }s2 GodTS | oo d®TS | pyodl™s Py © TS’
0o TS 0 0 1 0
@ o TS 0 0 0 1
ppo ®TF -1 0 0 0
p, 0 ®TF 0 -1 0 0

que, como puede observarse, da exactamente lo mismo que en el caso anterior. Por
lo que la acciéon es Poisson hibrida. Calculemos ahora la variedad de Poisson hibrida
reducida. Sea D/G = T*S?/S' ~ T*(S?/Z'), donde S?/Z' ~ (0, 27). El Hamiltoniano
reducido H,.q : T*S*/S' — R se obtiene como

Hred(eapeupip> = H(07 gpaP@uP&p) o 7T<07 907p97p4p)7

y esta dado por
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2
Hyea(0, 90, p,) = 5 (P + iy ) — mgReos(0),

donde 7 : T*S? — T*S?/S! es la proyeccion dada por

7T((9, 507p97ptp) = (9,]?9,]7@).

El corchete de Poisson reducido esta dado por

(foghoa= 2109 0709 OF 09
el = o0 opy  Ope 00 Op, Oy

Entonces, utilizando el corchete de Poisson reducido, podemos obtener las ecuaciones
de Hamilton reducidas que estan dadas por

) Do
0 ={0, Hrea} = 4.3.14
10, Hyea} mR2 ( )
2
. D cos f B
Po ={pe, Hrea} = Py -y mgR sen 6 (4.3.15)
pgo :{pgm Hfred} =0. (4316)

Por lo que %%mss =(D/G,S/G, R, {", }rea) €s la variedad de Poisson hibrida redu-
cida, para

i) D/G = {(0,0,pe,p,) € T*S*/S" : cos() > 0},
i) S/G = {(6,0,ps,p,) € T*S/S' : cos(8) = 0.y py > 0},
i) R(6,0,pg,p,) = (6, —epp)
Observacion 4.3.17. Notar que, de la ecuacion (4.3.16]), como p, = 0 se tiene que p, =

1 = cte y sustituyendo en ecuacién (4.3.16|) se obtienen exactamente las ecuaciones
reducidas del Ejemplo

4.4. Reduccion de Routh para Sistemas Hibridos La-
grangianos

En esta seccion vamos a generalizar la reduccion de Routh conocida a este tipo
de sistemas hibridos. Consideraremos para ello las distintas situaciones: Q = P x G
(con G abeliano y no abeliano y P una variedad arbitraria) y para () una variedad
arbitraria.
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4.4.1. Reduccién clasica de Routh para Sistemas Hibridos La-
grangianos

En esta seccion recordaremos las nociones basicas para la Reduccion de Routh en
sistemas hibridos Lagrangianos simples considerando () = P x GG, siendo GG un grupo
abeliano, como se describe en [4].

Definiciéon 4.4.1. Un Lagrangiano hibrido ciclico es un lagrangiano hibrido L =
(Q,L,h), donde L y h son ciclicas; es decir, si (0,¢) € P x G
oL _ on _
Iy O
Definicién 4.4.2. Para un Lagrangiano hibrido ciclico, L = (P x G, L, h), podemos

obtener una funcion de impacto reducida h, : P — R. Definimos el Routhiano
Hibrido por

0 0

L, = (P, Ly, hy),
que es a su vez un Lagrangiano hibrido.

Definiciéon 4.4.3. Dado un Lagrangiano L : T(P x G) — R que es ciclico, el
Routhiano L, : TP — R esta dado por

Lu(ea 907 97 (p) = [L(eﬁ 9) - MT¢] —1
I (W)

donde g es el valor regular hibrido definido en Definicion [4.2.25) pero para el La-
grangiano L y Jp : TQ) — g* una aplicaciéon momento Lagrangiana Ad*-equivariante
hibrida cumpliendo las propiedades de la Proposicion

Definiciéon 4.4.4. En un sistema hibrido Lagrangiano simple el impacto puede
venir dado por la ecuacion de impacto Newtoniana P : T'(P x G) — T(P x G) dada

por
_ dhyd
Plg.q) =g — (1 a
(¢,4) =d—( +6)dth(q)_1dth

donde M (q) es la matriz de masa del sistema.

Lema 4.4.6 (A. Ames [4]). Dado P(q,q) como en la Ecuacion , PM(Q,é) estd
dada por

M(q)~"dh] (4.4.5)

d(h,)ef
d(hu)HMuwrld(hu)g

siendo M,,(0) = My(0) — M o(0) M (0) M,0(6).

©
Definicion 4.4.8. Para el Routhiano Hibrido L, el sistema hibrido Routhiano
asociado esté dado por

P.0,0)=0—(1+e¢) M, (0) 7 d(h,)F (4.4.7)

Ay = (DLM’SLM’ Ry, XLM)
con Dy, = TP el dominio reducido, Sy, C TP una subvariedad de T'P de codi-
mensiéon 1, Xy, el campo vectorial Routhiano usual asociado al Routhiano L, y
Ry, : Su, — TP dada por RLM(Q,Q) = (0, P,(6,0)), para P,(6,6) la funcion de
impacto definida como en la Ecuacion (4.4.7)).
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Proposicion 4.4.9 (A. Ames [4]). Si L es ciclico, entonces el siguiente diagrama
conmuta ¥ p € g*
RelJ;  (p

_ ()] _
T )]sy —% T4 () by,

SL > DLM

I Rr,

donde m: TQ) — TP es la proyeccion al primer factor de TP x TG.

Teorema 4.4.10 (A. Ames [4]). Sea L un Lagrangiano hibrido, L, el Routhiano
hibrido asociado, con F y F,, sus sistemas hibridos Lagrangianos asociados res-
pectivamente. Si x” (z¢) = (A, J,C) es un flujo hibrido de S con xy € J;'(p),
entonces

X%(W(ZEO)) = (A, T, 7(C))
es un flujo hibrido de 7, donde 7(C) = {n(c;) : ¢; € C}.

4.4.2. Ejemplos

Ejemplo 4.4.11. Péndulo Esférico

Consideremos el Ejemplo del péndulo esférico invertido tratado en el Ejemplo
4.2.31] El espacio de configuraciones es Qp = S? y, usando coordenadas locales,
denotamos un elemento g € S? por ¢ = (6, ). La velocidad asociada a q es denotada
por ¢ € T,S? descripto en coordenadas locales por ¢ = (0,@) El Lagrangiano del
sistema Lp : T'S? — R esta dado por

Lp(0,0,0,p) = mTR2 <92 + ¢? sen2(0)> + mgR cos(6).

Consideramos, hp (0, ) = Rcos(f) como en el Ejemplo 4.2.31] Se tiene entonces
el Lagrangiano hibrido dado por L = (Qp, Lp, hp). Para este Lagrangiano hibrido, el
sistema hibrido Lagrangiano simple /4, esta dado por 4, = (Dy, S, Ry, X1.) donde

i) D, = {(0,p,0,¢) € TS? : cos(f) > 0} es el dominio, donde el dngulo 6 se
mueve en el eje horizontal positivo,

i) Sy = {(6,0,0,p) € TS?: cos(d) =0y 6 >0},
iii) Ry(0, ¢, 97 ©) = (0, ¢, —697 ¢), donde 0 < e <1 es el coeficiente de restitucion,

iv) El campo vectorial Lagrangiano Xy, esta dado por

. . . T
XL(G,%@,@:(@ o Reon(O)F con(6)—gzen(f) 0) .
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Notar que, Lp es ciclica respecto de ¢, pués g—fp = 0 y ademas hp también lo es. Sea
. oL
Jo(0,0,0,0) = —— = mR?sen’(0)p.
I
Tomando Ji,(6, ¢, 9, ¢) = p, se tiene que Y = —; Sn2(0) Calculemos ahora el sistema

hibrido reducido. El Routhiano, Lp, : T(S'/Z?) — R esta dado por:

2
mR2 sen?(0) "

Lp,(0,6) = == (92 + %) + mgR cos(f) —

Operando, se obtiene que Lp, tiene la siguiente expresion

2
" 2mR2sen2(0) "

Lp, (0, 0) = mTR?9'2 + mgR cos(6)

Ademés hp,(0) = hp(0, 1) = Rcos(0). El sistema hibrido Routhiano para el péndulo
esférico reducido es descripto por

i) Dr, ={(6,0) € T(Qp,) : cos(d) > 0},
i) Sp, = {(6,0) € T(Qp,) < cos(6) =0y 6> 0},
iii) Ry, (0,0) = (0, —eps)
iv)
Xe,(6.6)= (0 o= — & sen(6) )T.

m?2 R4 sen3(0)

Por lo tanto, se tiene que el sistema hibrido Lagrangiano reducido asociado al péndulo
esférico esta dado por J#4,, = (Dg,,Sz,, Rr,, Xr,) donde los elementos /73, estan
caracterizados por (i)-(iv).

FEjemplo 4.4.12. Pelota que rebota en una superficie sinusoidal

Consideremos el Ejemplo de la pelota que rebota en una superficie sinusoidal
tratado en el Ejemplo [4.2.32] Sea Qp = R?, y consideremos el Lagrangiano Lp :
TR? — R dado por

1
Lp(z,z) = §m(f12 + 29% + 23%) — mgzs

donde ¢ es la constante gravitacional. Como en el Ejemplo hp(z1,xe,23) =
T3 — senxy. Se tiene entonces el Lagrangiano hibrido L = (@, Lg, hp). Para este
Lagrangiano hibrido, el sistema hibrido Lagrangiano simple 74, esta dado por J77, =
(DL, SL, RL, XL) donde
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i) Dy, = {(z,2) € R? x R?: 23 — senxy > 0} es el dominio,
ii) S = {(z,2) € R?3 x R3 : 23 = senxy y 73 — cos To2y < 0},
iii) Ry(z,%) = (x, Pp(z, %)) donde

T
N (1—ecos?(x2))xa+(1+€) cos Tax's
PL('IWI) - 14-cos? xo
(1+e) cos?(z2)xa+(—e+cos? z2)a3
14cos? zo

con 0 < e <1 es el coeficiente de restitucion,

iv) y el campo vectorial Lagrangiano Xj, esta dado por

Xy(w, @)= (4 @y a5 0 0 —g)".

Notar que, Lp es ciclica con respecto a x; pués g—le = 0 y ademas 8‘9—:1 = 0.
Entonces sea
S oL .
JL($1,$27$3,I1,$2,$3) = = = Mmxy.
@(L’l

Tomando Ji(x,4) = pu, se tiene que 2, = £. Calculemos ahora el sistema hibrido
reducido.

El Routhiano: L, : T(R?) — R esta dado por

o 1 . 1 . 2
L, (z9,3,29,23) = émxf + §mx32 — mgxz — —

Ademas hy, (22, v3) = hp(jt, v2, 23) = 3 —sen x,. Bl sistema hibrido Routhiano para
la pelota que rebota en la superficie sinusoidal es descripto por

i) Dy, = {(x2, 23,25, 43) € R* X R? : 13 — senxy > 0},

ii) S, = {(22, 3,42, 73) € R? X R* : 13 = senxy y @3 — cos 2225 < 0},

iii) Ry, (29,73, %2, 73) = (v2, 73, P, (72, 73,72, 73)) donde

(1—ecos?(x2)) 22+ (1+e€) cos Tax's
Py, (g, x3, 29, 23) = Lcos? z2
L\ 02,3552, 03 (1+e) cos?(z2) 2+ (—e+cos? x2)x3 )

14cos? o

iv) y el campo vectorial Xy, dado por
. . T
Xy, (22,25, 89,23) = (@2 @3 0 —g ) .

Por lo tanto, se tiene que el sistema hibrido Lagrangiano reducido
s, = (Dr,, S, Ri,, X1,) esta caracterizado por (i)-(iv).
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Observacion 4.4.13. Veamos ahora, que podemos aplicar la Proposicion 4.1.24] al
sistema hibrido Lagrangiano simple para el Péndulo esférico determinado por

(TQ, Sy, Rr, X1) y obtener como solucion el sistema hibrido Hamiltoniano simple
determinado por

(T*Q7 SHa RHa XH)

i)
if)

iii)

iv)

FL(Dy) = Dy: si, ya que FL es un difeomorfismo, en particular es suryectiva.
FL(SL) = Su: si, dado que Sy, s6lo depende de las configuraciones en Q.

FL o Ry, = Rg o FL|s,: dado que

Ry (9, o, 22 Do >= (9, o, —e—2 De ) (4.4.14)

mR2?’  mR2sen mR?’ mR2sen 6

por lo tanto

FLo Ry(0,¢,6,4) =FL (8,0,~¢0,¢) = (0, ¢, —e;2, wirg) = R o FL|s,.

(IFL)*XL = XH .
Dado que
6 = Po & py = mR*0 = Py = mRQé,
mR?
Y p
. % _ 2 2
P Resenzg e = #lmitsen’6)
entonces,

P = P(mR*sen’®0) + ¢(2mR? sen 0 cos 66).

Reemplazando en las ecuaciones de Euler-Lagrange para el péndulo esférico, se
obtiene

P2 cos 6
mR? sen? .
Py =p(mR*sen® ) + p(2mR?* sen f cos 0) = 0,

po =mR%0 = — mgRsend,

2
. pZ cos O
por lo tanto, py = —5H

Hamilton para éste ejemplo.

—mgRsent y p, = 0 que son las ecuaciones de

Observacion 4.4.15. Veamos ahora, que podemos aplicar la Proposicion [4.1.24] al
sistema hibrido Lagrangiano simple para la pelota que rebota en la superficie sinu-
soidal determinado por (T'Q), Sy, Ry, X1) y obtener como solucion el sistema hibrido
Hamiltoniano simple determinado por (T*Q, Su, Ru, Xu):

i) FL(Dy) = Dag: si, ya que FL es un difeomorfismo, en particular es suryectiva.
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ii) FL(SL) = Su: si, dado que Sy, sélo depende de las configuraciones en Q.

iii) FLo Ry, = Ry oFL|s, : dado que

b1 P2 D3\
Ry (1,9, 8en g, —, —,— ) =
m m- m

= <1317 T2, S€N T, &7 ZQF1<$2) + ]EF2(«T2); @F2(l’2) + &F3($2)> )
m’m m m m
por lo tanto considerando & = (2, ¥z, ¥'3)

FLo RL({L‘, .CL') =FL (.Z'l, T2, S€N T, .%;1, .I:er(l'g) + IL:3F2($2), .I:QFQ(CL'Q) + IL:3F3($2))

= (.’El, T, S€N Lo, &, @Fl(I2> + @Fz(ﬂfg), 12].—‘2<IQ> + @Pg(I2)>
m m m m m
:RH OIFLLS‘L-
iV) (FL)*XL = XH .
Dado que
Ty =i < pr=mi; = p; =0,
m
To :@@Zb = mxs = p2 =0,
m
. D3 . .
T3 :E < P3 = I3 = p3 = —Mg.

Reemplazando en las ecuaciones de Euler-Lagrange para la pelota que rebota
en la superficie sinusoidal, se obtiene

pl :Oa
p? :Oa
p3 = —mg,

que corresponden con las ecuaciones de Hamilton para éste ejemplo.

4.4.3. Reduccion de Routh para Sistemas Hibridos Lagran-
gianos en una clase de variedades producto

En ésta seccion describiremos la reduccion de Routh para sistemas hibridos La-
grangianos cuyo espacio de configuracion es de la forma () = P x (G, donde P es una
variedad arbitraria, G el grupo de Lie, no necesariamente abeliano y el Lagrangiano

L esta definido en T'Q)Q = TP x TG, es decir, L : TP x TG — R.

Observacion 4.4.16. Recordemos que podemos identificar TG con GG X g, es decir,
vy = (9,€), con & = g~tu, € g. Por lo tanto, el fibrado tangente TQ = TP x TG
es isomorfo a TP X G x g y entonces el Lagrangiano L : TP x G x g — R tendréa
coordenadas (vs, g, &).
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Sea S = (Dr,Sr, Rr, X1) un sistema hibrido Lagrangiano. Consideramos la
accion a izquierda de G en @), dada por

©3(s,9) = (s,9'9)
y su accion levantada al tangente, ®79 : G x TQ — TQ, dada por

(g/> (U87U9)) = (Us,g,gvf)'

Definiciéon 4.4.17. Un Lagrangiano hibrido L = (Q, L, h) se dice que es
G-invariante si existe una acciéon ® de G en () tal que h y L son G-invariantes con
respecto a ® y su levantamiento tangente, respectivamente, es decir,

W®(s,9) = h(s,9), v L(®%(vs,v5) = L(vs,9,€)

para todo g € G y (vs,g¢) € TQ.

Definicion 4.4.18. Una aplicacion momento J;,, Ad*-equivariante, se dice que es una
aplicacion momento Ad*-equivariante hibrida si el siguiente diagrama conmuta.

donde Jp, esta definida por

(Jr(vs,98),m) = %‘tZOL(US, g(& +tAd, 1n)). (4.4.19)

Proposicion 4.4.20. St L = (Q, L, h) es G-invariante y la funcion de impacto estd
dada por una ecuacion de impacto Newtoniana , entonces la accion levantada
al tangente <I>§,Q de G en Dy, es una accion hibrida.

Demostracion. Veamos que para todo g € G, el siguiente diagrama conmuta

S, .y p,

TQ TQ
q)g/ |8Ll lq)g/

S, .y p,

donde Ry : Sy — Dy, esté definida como R (q, ¢) = (q, P(q,q)), vy P(q, ¢) definida en
(4.4.4), es decir, tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta

T,Q —2— 1,Q

T T
DR |#nes
Py

g/(Q)

T ,()Q — To,, )@
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para todo ¢’ € G, (q,¢) € T,Q con q € h™*(0).
Dado que h es G-invariante, se tiene que @Zgl(dhq) = dh¢g,(q). Observemos que

dhyq
dh,M(q)~*dhT

® 2 0 P(q) =0 2 (q) + © % (—(1 +e) M(q)~'dnt ) o (4.4.21)

donde ésta igualdad viene dada por el hecho que @5,@1 (dhy) = dhe (), con lo cual

dhyi
dhyM(q)~1dhT

14.4.21) = 12 (§) — (1+e) M(q) ' ®,% (dhy), (4.4.22)

dhgq

Tt T M (q)~" es contante.

ya que

Por lo tanto

dhyq
dh,M(q)~1dhT

4.4.22) = 12, (¢) — (1+e) M(q) "dha ,(q). (4.4.23)

Usando (4.2.7)) se tiene que

©12, (dhy) @)% ()
© 2, (dhg)M(q) '@, 2, (dhy)

1.4.23) = @12 (§) — (1 +¢) M(q) 'dhe, (), (4.4.24)

entonces

dhe ,(q)q)Tgl (4)
4.4.24) = ®T?, (§) — (1 + ¢ 7 9
s (@~ )thQ,(q)M(Q)’ldhég,(q)

M(q)~ dha (), (4.4.25)

y por lo tanto

_ o
1.4.25) = Py () 0 ;% (4) (4.4.26)

como se deseaba. 0

Definicién 4.4.27. Sea s = (Dy,Sp, Ry, X1) un sistema hibrido Lagrangiano.
Supongamos que p es un valor regular de J; : Dy — g*. Decimos que p es un valor
regular hibrido si es también un valor regular de Ji|s,. Esto es que el siguiente
diagrama conmuta, donde J; ' (1) v J; 'ls, (1) son subvariedades embebidas de Dy,

1 /L'JLS . RL'JEI‘S (/:“}71
Jp () < J s, (1) —F L ()

N

1L RL
DL < > SL > DL

Teorema 4.4.28. Sea 5 = (D1, Sy, Ry, X1) un sistema hibrido Lagrangiano. Sea
w € g* un valor reqular hibrido de Jr, donde Jp es Ad*-equivariante y sea la accion
de G, en J;'(w) libre, propia e hibrida, entonces
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A = (Dy; Sy, Ry) = (JL_l(:U)/Gm JL_lysL(/O/G/M I%L|JL—1\SL(#))
es un sistema hibrido Lagrangiano reducido.

Demostracion. Como p € g* es valor regular hibrido de J;,, entonces J; *|s, (1) es una
variedad y, en particular, una subvariedad de J; ' (11). Sea G,={geG: Ad;_lu = pu}
el grupo de isotropia de pu, entonces la acciéon ® de G en Dy, que es una accion hibrida,
por la Ad*-equivariaza de .Jp, se restringe a una acciéon de G, en J; ' (u)

G, x I () — T ().

P , ., . . _ _1
Maés atn, como esta accion es libre y propia entonces D, = J; " (u)/G, es una va-
riedad. Nuevamente, por ser J; Ad*-equivariante, ® se puede restringir a la accion

D, de J; s, (1)
CI)LS'L : GM X ‘]L_1|SL<:U’) - ‘]L_1|SL<:U’)

Sea x € J; s, (1), es decir, x € S, tal que Ji () = p, y para g € G, ®,(z) € Sp y
Ju(®,(@) = Ady1 (1) = g

entonces ®,(z) € J;'|s, (). Por lo tanto se prueba que RL‘JL_l\sL( es equivariante

)
con respecto a la accion de G, en J; '|s, (1) y a la accién de G, en J; ' (u), es decir,
se prueba que el siguiente diagrama conmuta para g € G

Rul,

_ Tls, )
JLl‘SL(/’L) — JLl(M)

<I>9|$Ll P | l‘bg
L|,;—1

J

. L lsy ()
JLl‘SL(/“L) — JLl(N)

]

Corolario 4.4.29. Dado un sistema hibrido Lagrangiano s = (Dp,Sr, Rr, X1)
asociado a un Lagrangiano G-invariante L, satisfaciendo las hipdtesis del Teorema
/.4.28, entonces existe un sistema hibrido Lagrangiano reducido L, definido como en
la Deﬁm'cio’n y un sistema hibrido Lagrangiano reducido asociado a L,

%’ﬁ = (Dwa RmXu)
donde el Lagrangiano reducido (Routhiano) estd dado por

Ly = (L(vs, 9§) — (v.€))

=AY () ()
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Demostracion. Bajo estas hipotesis y utilizando el Teorema [4.4.28| existe un Rout-
hiano hibrido L,, definido como en la Definicion f.4.2]y un sistema hibrido Routhiano
asociado a L,. Ademés (ver para méas detalles [61], [37]), las ecuaciones de Routh,
X, utilizando una conexioén estdn dadas por

d (0L, oL\

V= ady.,, v (4.4.31)

para x € P, v = Adyuy A®s) © g — g que es una aplicacion diferenciable que
depende de v; € TP tal que FoL,,(vs, A¥9)(v)) = v para (vs,v) € TP x g arbitrarios
y FoL, : TP x g — g* dada por

d
<F2Lu(vs§)a 77> = % tZOLu(Us7§+ t77)
]

Definicion 4.4.32. Si L es un Lagrangiano G-invariante en Dj, entonces el La-
grangiano reducido L, en D, estd univocamente determinado por la relacion

L,om, = Loi,,

donde 7, : D, — Dy, /G es la proyeccion candnica al cociente.

Teorema 4.4.33. Con ¢ y J, como en el Teorema si X (o) es el flujo
hibrido de H con xo € J; (), entonces el flujo hibrido x”% asociado al sistema
hibrido Lagrangiano reducido ¢, estd dado por

X (mu(w0)) = (A, T, mu(C))
donde m,(C) = {m,(c;) : c; € C} y A, T como en la Definicion [§.1.6,

Demostracion. Sea ¢} (t) = m,(c;(t)). Necesitamos probar que

i) '(1i41) € S,
i) Ru(c)(Tiy1)) = ¢y (Tiv1)

i) ¢4 (1) = X, (1))

(2
Consideremos primero el caso en el que i = 0. Como x = co(79) € J; (i), sabemos

que co(t) € J;'(p) para todo t € [r9,71]; como co(r1) € Sy implica que co(1) €
J; ' ()]s, - Entonces se tiene que

i) colm) € T (W)ls, = muleo(r)) = ch(n) €S,
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ii) Por la equivarianza de R, tenemos
Ry(co(m1)) = Ru(mu(co(m))) = mu(Ri(co(m1))) = muler(m1)) = ch(m).

iii) Esta ultima condicion ¢ (t) = X, (cq(t)) se cumple por contruccion.

Finalmente, se tiene que c¢;(r;) € J; '(1). Por lo tanto, se puede ver (por inducciéon
aplicado para 7) que 7,7 + 1 € A y entonces ¢;(7;) € J; (i) como se queria. O

Observacion 4.4.34. Como se observa anteriormente, la reduccion se realiza mediante
el grupo de isotropia G,,. Otra manera de realizar la reduccion en este tipo de varie-
dades producto, donde en grupo GG no es abeliano es cocientando por todo el grupo
G. En ese caso, D, resultaria TP x g y el Lagrangiano reducido L, : TP x g — R;
que como puede verse extiende los resultados que se exponen en [A. Ames [4]].

4.4.4. Reduccién de Routh para Sistemas Hibridos Lagran-
gianos

En esta seccion describiremos la version general de la reduccion de Routh para
sistemas hibridos Lagrangianos considerando que () es una variedad arbitraria.

Definiciéon 4.4.35. Dado un sistema hibrido Lagrangiano, 5 = (Dy,Sr, Rp, X1),
consideremos la accién en T'() obtenida mediante el levantamiento de una accién en
Q@. Dado g € GG, para una accion ¢ : G x () — @ consideremos la acciéon de G en T'Q)
denotada por

T . G xTQ — TQ,

y definida de la siguiente manera
®"9(g, (4, 9)) = Ty1(q,4) = (®4(q), 2,5())

VgeGy(q,q) €TQ.

Proposicion 4.4.36. Para L = (Q, L, h), si h es G-invariante, entonces Jy, : D — g*
definido por
(Jr(g:4),€) = (FL(q, ), $a(a)) (4.4.37)

es una aplicacion momento hibrida Ad*-equivariante, donde g es el generador infi-
nitesimal asociado a & (ver Definicion|1.2.14)).

Teorema 4.4.38. Dado un sistema hibrido Lagrangiano 5 = (Dr,Sp, R, X1)
asociado a un Lagrangiano G-invariante L, satisfaciendo las hipdtesis del Teorema
entonces existe un Lagrangiano reducido L, : D, — R y un sistema hibrido

Lagrangiano reducido asociado a L,

L __ L gL L L
jsi - (Dua‘su?RuaXu)a
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donde X,, son las ecuaciones de Routh definidas en Ecuacion (4.4.30).

Definicién 4.4.39. Si L es un Lagrangiano G-invariante en Dy, y Ap, : Dy — g
una 1-forma de conexién, entonces el Lagrangiano reducido L, en D, esta definido
como

LM(Q7 q) = L(Qv q) - <ADL7M> :
Generalmente, al Lagrangiano reducido L, se lo suele denominar Routhiano.

Consideremos un sistema hibrido Lagrangiano simple ¢ = (D, S, Rr, X1.),
con Dy C T@Q. Asumiremos que Dy es un fibrado principal, con proyeccién 7 :
Dy — Dy /G definiendo dicho fibrado, donde G es el grupo de estructura y L es un
Lagrangiano G-regular definido como en la Definicion 2.5.6]

Proposicion 4.4.40. Sean %’jf = (Dﬁ, S,f, Rﬁ, le) la variedad hibrida Lagrangiana
reducida cumpliendo las hipdtesis de la Teorema[§.4.28, Ap, : D, — g una 1-forma
de conexion y L un lagrangiano G-regular, invariante con u € g*. Entonces existe un
difeomorfismo

I ()/G. 2 T(Q/G) xq/6 Q)G :

de manera que hace conmutar al siguiente diagrama, siendo

Dl = T(Q/G) xqja Q/Gy.

DL < > SL > DL
1] N ) Bl 5t 1]
I () ———— Jils (1) Jr (1)

™ —1
lﬂ'” M|JL|S () lﬂ'u
L

T(Q/G) xq/c Q)G o Sk — L, T(Q/G) xq/a Q/Gy

donde las inclusiones iy, Z'JLS e igL“ son las inclusiones candnicas iy, : S — Dy,
Sl -1 S
Lipg - JL|S (:u) — JL (:u); tsp, SM - DM‘

Demostracion. Notar que la parte superior del diagrama conmuta por lo visto en
Teorema [£.4.28

Consideremos la siguiente aplicacion:

I, : J; (n) = T(Q/G) Xqa @

dada por
Uq = (TW(Uq), Q>7



130 Reduccién de Sistemas Mecanicos Hibridos

que es suave. Definimos su inversa (II,)™' como sigue: dado un punto (v, q) €

T(Q/G) xg/c Q, elegimos v, € T'Q tal que T'n(vg) = vig. Por la G-regularidad del
Lagrangiano L, existe un tnico £ € g tal que Jy(v,+&g(q)) = p. Entonces, definimos
la aplicacion suave (II,)™! (v, q) = vq + €0(q).

Veamos que estd bien definida: sea w, € TQ tal que T'7(w,) = wyg, se tiene que
w, = v, + No(q) para algin n € g, entonces

= Jr(vg + () = Jr(wg —nolq) + (€ — n)a(a)).
Por otro lado, podemos ver que II, es G, equivariante con respecto a la acciéon de
G, sobre T(Q/G) x¢g/q @ dada por g - (vig,q) = (vjg. 9 - q), ya que
Hu(q)TQ(ga vg)) = 11.(g - vg)
= (Tmy(vy),q)
= (Vg9 q)
= G, (vy))

donde ®7? es la accion levantada al tangente. Entonces, la aplicacion

ML) : I (1) /Gy = T(Q/G) xq/c QG

es un difeomorfismo. O

4.4.5. Ejemplos

FEjemplo 4.4.41. Pelota que rebota en una superficie sinusoidal

Volvamos al ejemplo de la pelota que rebota en una superficie sinusoidal tratado en
el Ejemplo4.2.32] pero ahora adicionando una conexion. Sea Qg = R3, el Lagrangiano
Lp: TR? — R esta dado por

1
Lp(z, @) = §m(m'12 + 2% + 23%) — mgws
donde g es la constante gravitacional. Como en el Ejemplo
hp(x1,z9,x3) = x3 — senxy. Se tiene entonces el sistema hibrido Lagrangiano simple

dado por L = (@p, Lp, hp). Para este sistema hibrido Lagrangiano simple, el sistema
hibrido Lagrangiano 4, esta dado por 4, = (D, Sy, Ry, X1) donde

i) Dy ={(z,2) € R? x R®: 23 — senxy > 0} es el dominio,
ii) Sp = {(z,7) € R3 x R3: 23 = senxy y ¥3 — cos ToZy < 0},
iii) Rp(x,2) = (v, Pg(z, 1)) donde

T
N (1—ecos?(x2))x2+(14¢€) cos xox'3
PL(:E7 I‘) - 14cos? zo
(1+e) cos?(z2)x2+(—e+cos? x2)a'3
1+cos? zo
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iv) El campo vectorial Lagrangiano X esta dado por

Xp(w,i)= (4 & @5 0 0 —mg)"

Ahora bien, Lg es ciclica con respecto a x; pués aa_xLl =0 y ademas % = (0.Entonces
sea
oL oL .
= JL(xly X2, T3,T1, T2, m3) = mi
8271

Tomando Jp(x,%) = i, donde Jy, es la aplicacion momento, se tiene que 7, = £. Cal-
culemos ahora el sistema hibrido reducido. El Routhiano L, : TR? — R, utilizando
una conexion A, estd dado por:

L/J,(x27x37 1:27 .Z'g) - LB - <A7 :LL> ‘#:m:ﬁl

donde la conexion esta dada por A = «(x, x3)2s+ (22, 3)23. Entonces el Routhiano
viene dado por

o . 1 . .
Lu(@, T3, L2, 353) = §mx22 + §mx32 — mgrs — M@($2, 5U3)5L’2 - Mﬂ(l’m 553)553-

Ademas hy,, (72, 23) = x3 — sen . El sistema hibrido Routhiano para la pelota que
rebota en la superficie sinusoidal esta dado por

i) Dy, = {(x2, 23, @2, 43) € R* X R? : 3 — senxy > 0},

ii) Sy, = {(w2, 3,22, 25) € R* x R* : x5 = senxy y @3 — cos x22y < 0},

iii) Rp, (79,3, 22, 73) = (12,73, P, (T2, 73,72, 73)) donde

(1—ecos?(x2))ra+(1+e€) cos zax's )

: s\ 14-cos? x5
PLu ($2’ 3522, 1’3) - ( (1+e) cos?(z2) @2 +(—e+cos? x2) a3
1+4cos? xo

iv) Calculemos ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange:

Ly _ 0o 95,

81’2 n Maxg 2 Mal’g 3

oL .

(‘9_9:'2 =may — pa(Te, T3),
AN ey — (2%, 1 94
dt (9@ — a 6I2x2 81’31’3 ’

y entonces
. da B .
mTe = fh7—=T3 — fh5—I3.
axg

al'g
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De manera anéloga se tiene

oL, _ . oo 05
ax3 - g /’Laxg 2 :uax?) 3
oL,

8_(%'3 == m.flfg - :uﬁ(x% 333),

AN (0L (05, 08
dt 85(73 - s a al’g 2 8953 )

y entonces
. a8 . da .
mrs = —¢g + ua—wxz - ua—mga:Q.
Por lo que
d (OL,\ 0L, _ 804:6 _ 98 .
dt (91:2 8x2 _Mal’g 3 Iual'g 5
i % _aL“___i_a_/Bx'_a_al:
dt 8%2 8x2 - Mal’g 2 ’uaxg 2

Por lo tanto, se tiene que el sistema hibrido Lagrangiano reducido
s, = (Dr,, S, Ri,, X1,) esta caracterizado por (i)-(iv).

n

4.5. Equivalencia entre Sistemas Hibridos Lagran-
gianos Reducidos y Sistemas Hibridos Hamilto-
nianos reducidos

De manera anéloga a como se relacionan un sistema hibrido Lagrangiano simple
con un sistema hibrido Hamiltoniano simple induciendo la nocién de Transformada
de Legendre, se puede relacionar un sistema hibrido Lagrangiano reducido con un
sistema hibrido Hamiltoniano reducido, como sigue.

Definicion 4.5.1. Dados " = (D, S}, Rl X)) y A, = (D, S, Ry, X,,) defini-
mos la transformada de Legendre entre sistemas hibridos reducidos [FL | :
%’f — J;, como la aplicacion entre sistemas hibridos reducidos cumpliendo las
siguientes condiciones:

i) [FL,|(D) = D, donde [FL,] : J N w)/Gy — J7Y (1) /G, es la transformada
de Legendre reducida usual, dada por

(v, la]) = (G, [d]),

donde djy esté definido por (g, ) = (0, vq) Para cada v, tal que T'm(vy) =
g, con m: Q = Q/G.
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i) [FL,J(SE) = S,
iii) [FL,]o RL = R, o [FL,]|sp-
iv) ([FL,)).X" = X,.

Proposicion 4.5.2. Sea Y = (A, T, 7(C)) un flujo hibrido asociado con %ZL con
condicion inicial (7(qo), 7(do)). La imagen de J} sobre [FLy] es un flujo hibrido
asociado con F, con condicion inicial (m(qo), m(po)) = [FL,](7(q0))-

Demostracion. Como X y X, estan FL,-relacionados, si m(7;(t)) es una curva inte-
gral de X, w(%;(t)) = FL, om(7i(t)) es una curva integral de X,,. Tomando entonces
7(70(t)) solucion con condiciéon inicial () = (7(qo), 7(Go)) definida en [m(7g), 7],
entonces 7(9o(t)) es solucion con condicion inicial m(%g) = (7(qo), 7(po)) definida en
(70, 1]

De la misma manera, tomando m(v;(t)) solucién con condicién inicial
(1) = (7(q1),7(¢1)) definida en |71, 5], entonces (71 (t)) es solucién con condicion
inicial 7(31) = (7(q1), 7(p1)) definida en |1, 72].

Consideremos 7(7;(t)) solucion con condicion inicial w(v;) = (7(¢;), 7(¢;)) definida
en [7;, Ti41], entonces m(9;(t)) seré solucion con condicion inicial 7(5;) = (7(q;), 7(p;))
definida en [7;, 7;41].

Veamos que 7(%;(t)) cumple que 7(%;)(7i41) € S, y que
R, (7(%:)(Ti+1)) = 7(Fi+1)(Ti+1). Por la propiedad de FL,,, tenemos que:

() m(%)(7i41) = (FLy o 7(%:))(Tis1) = FLu(m(7:)(7it1)) v dado que 7(7:)(7i41) €
S entonces 7(7;)(7i41) € Sy
(i) Ru(m(%)(7i+1)) = RuoFL, o m(vi)(Tis1) = FL, o R} o (7:)(7i1) = FL, 0

T(Vir1)(Tig1) = T(Vir1) (Tig1)-

[]

Observacion 4.5.3. Volvamos al ejemplo del Péndulo esférico. Veamos que podemos
aplicar la Proposicion [1.5.2] al sistema hibrido Lagrangiano reducido determinado por
(D}, S, R, X) y obtener como solucion el sistema hibrido Hamiltoniano reducido

determinado por (D, S,, R, X,.):

i) IFLM(Dﬁ ) = D, Dado que FL,, es un difeomorfismo, en particular es suryectiva.

ii) IFLM(Slf) = S,: Dado que Sﬁ solo depende de las configuraciones en ().
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iii) FL, o R} = R, oFL,|s:: dado que

R, (9, %) — (9,—6”522), (4.5.4)

por lo tanto

FL o RE(0,0) = FL, (0, ~¢d) = (6, —e%) = R, oFL,|st.

iv) (IFLM)*X/’} =X,
Dado que

) Po
0=
mR?
reemplazando en las ecuaciones de Euler-Lagrange para el péndulo esférico
reducido, se obtiene

S Py = mR%0 = Do = mRQé,

pfo cos

mR? sen3 0
] - pi cos 0 9 1 . de H i
y por lo tanto, py = mRZson30 mgRsen  que son las ecuaciones de Hamilton
para el Péndulo esférico reducido.

pp = mR%0 = —mgRsenf,

Definicion 4.5.5. Dados un sistema hibrido Lagrangiano reducido y un sistema
hibrido Hamiltoniano reducido, definimos la Transformada del Routhiano, FR* :

T(Q/G) Xq/a Q/Gy — T (Q/G) Xq/c Q/Gy, como
FR" = [¢" ]o[FL,] o [IL],

]

donde [gz;iD | esta definido como en la Proposicion [4.2.33| [FL,| definido como en la
Definicion y [I1,] definida como en la Proposicion §4.4.40}

Proposicion 4.5.6. Dados %’jf = (Dﬁ, Slf, Rﬁ, X}f) un sistema hibrido Lagrangiano
reducido y 7, = (D,,,S,, R, X)) un sistema hibrido Hamiltoniano reducido, usando
los ingredientes anteriores, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

SL < Ar > DL FL > DH < R > SH
]1 Bl st 1] 1] Bl 5160 1
Jrls™ (w) Jr (1) > JJH () Jls (1)

l’r‘"mgl(w l’ru l”u g5 (ml

St ——— T(Q/G) xqic Q)G === T*(Q/G) xq/c Q)G +—— S,

Demostracion. La parte derecha del diagrama conmuta por lo visto en la Proposicion
y la parte izquiera por lo visto en la Proposicion [£.4.40] Luego, considerando
el difeormorfismo de la transformada del Routhiano definido en la Definiciéon |4.5.5
se tiene que el diagrama conmuta, como queriamos ver. O]
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Definicion 4.5.7. Un Sistema Hibrido Lagrangiano Magnético es un sistema
hibrido Lagrangiano dotado de un término magnético, y estd determinado por %’f =

(T(Q/G) xq/a Q/Gy, 35, Rﬁ, Xf, Br), donde:

i) L, : T(Q/G) xo/c Q/G, — R es un Routhiano.
) SECT(Q/G) xq/c Q)G
i) RL:SE— T(Q/G) xq/c Q)G

)

)

11

iv) X ﬁ es el campo vectorial Routhiano asociado a L,,.

v) By es una 2-forma cerrada en T(Q/G) x¢g/q Q/G, definido como
B = (FR")"(m1(Qq/c) + m3(By)),
deformado con un término magnético.

Observacion 4.5.8. Por todo lo visto anteriormente, se tiene que existe una analogia
tanto entre los sistemas hibridos Lagrangianos y los sistemas hibridos Hamiltonianos;
como en sistemas hibridos Lagrangianos reducidos y los sistemas hibridos Hamilto-
nianos reducidos.

4.5.1. Ejemplos

Ejemplo 4.5.9. Consideremos @) = R? x s0(2). Sean M = @/S' una variedad Rieman-
niana de dimension 3, G = S' un grupo de Lie, 7 : @ — Q/S' un fibrado principal,
tal que T'r : TQ — T*(Q/S') el fibrado tangente asociado al fibrado principal. Sea
A TQ — so0(2) una conexion principal en Q). Sea L : T'QQ — R el Lagrangiano del
sistema dado por

) m . e )
L(g,4) = 5 | Tm(q.4) 13 += 11 A2, ) [lsoca)

donde € es la carga del electron y ¢ la velocidad de la luz. Como 7(6 - q) = 7(q),
VqgeQy0cS!, entonces el Lagrangiano L es invariante, pués

) m . e )
L6 (0.0) = "2 | Tr(6- (0.0) I3+ | AG- (0.0) e
m . e .
=5 [ Tm(4,9) 13 - | Ady - A(,9) llso2

m . e .
= DN Trlasd) I+ 1 A ) ot
= L(q,q)

donde Ady = Idg(2) pués SO(2) es abeliano.
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i) D ={(¢q,4) € TQ : h(q) > 0} con h : Q — R, una funcion diferenciable dada
por h(z,y,z) = 22 +y?+ 2% —r? donde q = (z,y, z) y 7 es el radio de la esfera,

i) S, ={(q,9) € TQ : h(q) = 0}, es decir, el medio cascaron,

111) RL(Q?Q) . SL - DL dada por RL(Q)Q) = (Q>P(Q7Q))7 donde P(Q,Q) definida
como en [4.4.5]

RL(%%Z;%,QQ,Q:&) = (xayazaq'l - (1 + 6)55:317(?2 - (1 =+ e)yj32743 - (1 =+ e)zj#)

iv) X el campo vectorial Lagrangiano asociado a L.

Por lo tanto (Dy, Sp, Rr, X1) es un sistema hibrido Lagrangiano simple.
Sea @ : SO(2) x Q — @ la accion (0, q) — 60 - ¢ y su levantada al tangente, la accion
PT? . SO(2) x TQ — TQ dada por

que es una accion hibrida pués cumple que
R; o @TQ|SL =996 R;.

Sea Jp : T() — g* la aplicacion momento hibrida, ya que satisface la ecuacion
de la Proposicion . Dado i1 € g* un valor regular hibrido de Jp, es decir
J(q,4) = p y consideremos la subvariedad J; (1) C T'Q. Aplicando la Proposicién
, el espacio reducido viene dado por J; ' (1)/G, = T(Q/G) xg/c Q/G,, donde
G, es el grupo de isotropia de /.

Consideremos ahora @@ = R? x SO(2). El Lagrangiano del sistema dado por

m

) . ) e N
L(g,d,6,0) = 5 ¢+ ~Alg.d) -4

Aplicando la Proposicion [4.4.40} el espacio reducido viene dado por J;'(u)/G, =
T(Q/G) xg/c Q/G, = TR? xgs R®. que sera el espacio reducido. Por lo tanto,
considerando

i) L, : TR® xgs R? — R el Lagrangiano reducido dado por

m e
I N Mo €
(0,4) = 5 d"+ —n
ii) D, = {(q,q) € TR? xgs R* : h(q) > 0} con h : @ — R, una funcion diferen-
ciable dada por h(x,y, z) = 22 +y*+ 22 —r?, donde ¢ = (z,y,2) y r es el radio
de la esfera,

iii) S, es una subvariedad de co dimension 1 de TR? xpgs R?,
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iv) Ry, : Sy, — Dy, dada por Ry(q,q) = (q, P(q,¢)), donde P(q, ) definida como
en la Definicion [4.4.4]

v) Xy, el campo vectorial Lagrangiano para el Lagrangiano reducido L,,, donde las
ecuaciones de movimiento son del tipo fuerzas de ley de Lorenz que describen
el movimiento de una particula cargada con masa m en un campo magnético

B = (B4, By, B3) y estan dadas por

(4 B) (4.5.10)

mqg =
I (4.5.11)

S ol ™

Por lo tanto, el sistema hibrido Lagrangiano reducido es un sistema hibrido Lagran-
giano magnético.

Observacion 4.5.12. Como podemos observar, el Lagrangiano del ejemplo anterior,
estd sujeto a un término magnético B y es exactamente el Lagrangiano modificado
del ejemplo de la particula en un campo magnético tratado en el Ejemplo [2.2.2]






Capitulo 5

Existencia de Orbitas Periddicas en
Sistemas Hibridos Reducidos

Las simetrias son utilizadas en un amplio rango de sistemas nolineales para extraer
informacion de los aspectos cualitativos del sistema, en particular, sistemas cuya di-
namica esta determinada por funciones Lagrangianas o Hamiltonianas. Para sistemas
hibridos que poseen dinamica continua determinada por una funciéon Lagrangiana, y
también poseen una variable ciclica, sus grados de libertad pueden reducirse por el
llamado método reduccion de Routh hibrida.

En este capitulo, estudiaremos condiciones suficientes para la existencia de érbitas
periodicas en sistemas hibridos que provienen de la reduccion de Routh hibrida y
que ademas exhiben simetrias tiempo-reversible. Exploraremos algunos aspectos de
estabilidad de estas 6rbitas mediante la caracterizacion de los autovalores de la matriz
Jacobiana asociada a la correspondiente aplicacion de Poincaré. Aplicaremos también
los resultados para encontrar soluciones periddicas en sistemas de control hibridos
Routhianos infractruados.

5.1. Sistemas hibridos Routhianos simples

Cuando el espacio de configuraciones es ) = PxG (es decir, D =TQ = TPxTGQ)
con G un grupo de Lie abeliano y P una variedad diferenciable, en [4] y [8] A. Ames y
S. Sastry introducen la nocién de sistemas hibridos Routhianos. Esto se basa en dos
propiedades de invarianza permitiendo la reducciéon por simetrias: un Lagrangiano
ciclico regular L : T'(Q) — R y una funciéon h : Q — R, con h ciclica y definida en
la misma coordenada que L. Estas dos propiedades de invarianza permiten definir el
Routhiano R* : TP — R y la funcién reducida h : P — R.

A. Ames y S. Sastry mostraron que si v es la trayectoria para un sistema hibrido
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Lagrangiano simple comenzando en vy € J~'(u), con J : TQ — g* la aplicacion
momento asociada que preserva el momento u (ver [62] para més detalles), entonces
la trayectoria para el sistema hibrido Routhiano simple comenzando en 7(yy) con
7w T'() — TP proyectado sobre el primer factor de T'Q) = TP xT'G, esta determinado

por T(y(t)).

Definicién 5.1.1. Un sistema hibrido simple . = (D, X,S,R) es un sistema
hibrido Routhiano simple si estd determinado por SR = (TP, Xge,S*, R"),
donde Xpu : TP — T(TP) es el campo vectorial Routhiano, S es la superficie
de impacto reducida dada por S |(;,|s)-1(x) con g el momento determinado por la
cantidad conservada que surge de la coordenada ciclica y RF : S# — TP es la
aplicacion de impacto en S* dada por R |(j,|s)-1(u)-

Definicion 5.1.2. La dindmica del sistema hibrido Routhiano simple gene-
rado por J7F¢ esta dada por

_— {wt) = Xpe(y(1), siy~ (1) ¢ S,
ARE

—~

yH(t) = RH(y~(t)), siy(t) € S¥, (5.1.3)

donde () = (z*(t), z%(t)) € TP.

Notar que, como antes, R* : S* — TP es continua y si denotamos por R(S*)
la clausura de R*(S*) entonces podemos asumir R¥(S*) N S* = () y por lo tanto, un
impacto no conduce inmediatamente a otro impacto. Asumiremos que 77 R gatisface
(ver Seccion 4.1 [86] para mas detalles)

(A1) 8" # 0y existe un subconjunto abierto U C TP y una funcion diferenciable
h:U — R tal que 8" = {z € U | h(z) = 0} con 2%(s) # 0 para todo s € 8" (esto
es, S* es una subvariedad embebida de T'S de co-dimension 1).

(A2) Una trayectoria v : [0,7] — TP cruza la superficie S* en t; = inf{t >
0|y(t) € §*}. Nosotros le permitimos a la trayectoria v que no sea diferenciable pero
si continua en ¢; . Esto es que, la velocidad antes del impacto ™~ puede ser diferente
a la velocidad #T después del impacto en S*, es decir, (t; ) # ©(t]).

La condicién de que la configuracion a derecha después del impacto no permanezca
en S* (que es, R*(S*) N S* = (), se convierte en la condicion de la existencia
de velocidades de estado que el sistema tiene moviéndose fuera de la superficie de
impacto a derecha después del impacto, que es, Vh(y(t;))-5(t]) < 0,con h : TP — R
como en Al.

Una trayectoria de un sistema hibrido Routhiano esta determinada por la dina-
mica asociada con el Routhiano hasta el instante cuando el estado cruza la superficie
de impacto S*. Nos referimos al instante como el tiempo de impacto. Hay un cam-
bio instantaneo en la componente de velocidad del estado en el tiempo de impacto. La
aplicacion de impacto da nuevas condiciones iniciales para que la dindmica continua
evolucione hasta que un nuevo impacto ocurra.
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Observacion 5.1.4. Definimos un sistema hibrido Routhiano simple a partir de un
sistema hibrido simple como en [4]-[7]. Sin embargo nuestra definicion es un poco
diferente, pero no es contradictoria con la que se da en [4] y [5]. La restriccion que
define S* es diferenciable y satisface ambas conjeturas A1, A2, (esto no esta deter-
minado por restricciones unilaterales como las consideradas en [4]-[7] y [I3] ya que
utilizamos el enfoque usado para sistemas con efectos de impulso siguiendo [45] y
[86]). Usualmente, y especialmente en locomocion bipeda, la aplicacion de impacto
estd dada por la ubicacion de los pies en el suelo y proviene de una ecuaciéon de im-
pacto Newtoniana [5], [7], [I3]. En esta seccion s6lo asumimos (como en [45] y [86])
que RM es diferenciable y estd embebida en S* satisfaciendo A1, A2 .

Las soluciones para los sistemas dinamicos hibridos Routhianos simples 3 px,
son consideradas continuas a derecha y con limite finito a izquierda en cada impacto
con S*. Mas precisamente, de manera anéloga a como se definié antes:

Definicion 5.1.5. Una solucioén para un sistema hibrido Routhiano ¥ p+ es una
curva vy : [tg,ty) = TP, ty € RU{oo}, ty > ¢y, tnica para una condicién inicial dada,
que depende continuamente de ella, satisfaciendo A2, y tal que:

(i) () es continua a derecha en [to,tf),

(ii) los limites a izquierda y derecha, denotados por v~ (t) y v (t), respectivamente,
existen en cada punto t € (o, ),

(iii) existe un subconjunto cerrado y discreto Z C [to, ts), los tiempos de impacto,
tal que, para cada t ¢ Z, y(t) es diferenciable, §(t) = Xgu(v(2)), y 7(t) ¢ S*;
yparat € Z, v (t) € S* y v (t) = R* (v (1)).

Notar que la continuidad a derecha de las soluciones implica que ~(t) = vy (t)

para todo punto en su dominio de definicién. Si oy € T'P denota la condicién inicial a
tiempo to, la solucion en ¢y es denotada por y(to, ap). Cuando ag & S*, ¥(to, ) =
y cuando o € S*, (o, ap) = R* () = (to, R*(ap)) (ver Seccion 4.1 en [86] para
més detalles).
Observacion 5.1.6. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para RY involucran menos va-
riables, que son mas faciles de resolver. Si el Lagrangiano L es regular, entonces
uno procede resolviendo éstas primero, y entonces usando la restriccion del momento
W= g—s se reconstruyen las soluciones buscadas de Euler-Lagrange para L.

Una preocupacion especial es cuando tomamos traslaciones de esta técnica de
reduccion para sistemas hibridos. La razon es que las colisiones con la superficie de
impacto, en general, modificaran el valor de la aplicacion momento. Por lo tanto, si
J = {Ii}ien es el intervalo hibrido (ver Definicién [6.3.5]), el Routhiano tiene que
estar definido en cada I; tomando en cuenta el valor del momento p; después de
la colisién a tiempo 7;. Notar que esto también tiene influencia en la aplicacion de
impacto R reducida.

Denotemos:



142 Existencia de Orbitas Periodicas en Sistemas Hibridos Reducidos

i) p; el momento del sistema en I; = [7;, 7,41,
ii) R, la reduccion de R |(,|¢)-1 ()5

iil) S, esta dado por S |(J,|s)-1(u) -

Con lo cual, hay una secuencia de sistemas hibridos Routhianos.

[7-07 7—1] @‘ (S7 R'go? S,um R#o)

Coll.l lColl.

(71, 7] Red. (S, Rt S, Ryy)

(¢

Coll,l lColl.

Similarmente como en [§], el proceso de reconstruccion del flujo hibrido reducido
para el flujo del Lagrangiano hibrido implica una integracion recursiva en cada etapa
del diagrama previo en la variable ciclica usando la soluciéon del sistema hibrido
Routhiano reducido, esto implica obligadamente la restriccion del momento en la
solucion reconstruida.

Ejemplo 5.1.7. El robot saltarin de una pierna 2D

El robot saltarin de una pierna 2D consiste en un resorte cargado en un péndulo
invertido junto con un cuerpo rigido planar sujeto en la cima del resorte (ver Figura
5.1). Este modelo es un esquema de la representacion para el estado de fases de un
robot bipedo corriendo o saltando con un pie en el suelo (ver [3] para més detalles).
El punto comun del vinculo es el centro de masa del cuerpo rigido (es decir, el resorte
de la pierna esta sujeto a la cadera junto con el centro de masa).

Figura 5.1: El robot saltarin de una pierna 2D

El espacio de configuraciones del sistema es Q = (R x S') x S!, localmente pa-
rametrizado por las coordenadas ¢ = (&, ¢, 0) que describen la longitud del resorte,
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el angulo del resorte con respecto al suelo (es decir, el angulo formado entre la linea
que conecta el punto de apoyo del centro de masa y el eje vertical gravitacional)
y la inclinacién del cuerpo rigido, respectivamente. Denotamos por m la masa del
cuerpo rigido, I su momento de inercia, el resorte se considera sin masa y [y denota
la longitud de la pierna sin carga del resorte.

El movimiento esté dividido en dos fases: la posiciéon inicial con punto de apoyo
fijo, la pierna bajo compresion y el cuerpo balanceandose hacia adelante (es decir, 6
es creciente); y una fase de trayectoria que ocurre cuando el cuerpo rigido se mueve,
describiendo un movimiento balistico bajo la influencia de la gravedad. La transicion
entre ambas fases ocurre cuando el resorte estd descomprimido (es decir, esta des-
cargado) hasta el momento en que el resorte toca el suelo nuevamente. Ambas fases
definen el sistema hibrido.

El Lagrangiano que describe el cambio de fases estd dado por la energia cinética
menos la energia potencial que es dada por el resorte potencial V(£) y la potencial
gravitacional, es decir,

1. .
L{a,) = 5m(€ +€23%) + 310 — (mg€ coso + V (€)).

Para describir la superficie de impacto y la aplicaciéon de impacto, notemos que
la trayectoria comienza cuando la longitud del resorte alcanza su longitud méxima
(es decir, £ = ly). Por lo tanto la superficie de impacto esta dada por

S={(&¢,0.£¢,0) € TQIE = Iy}

Asumimos que en el comienzo la posicion inicial de la pierna estd cuando el
angulo es —q. Utilizando coordenadas polares x = £senp, y = £ cos¢ y dado que
yT = lpcos(—pg) = locos(pp), la aplicacion de impacto esta dada por

R('riv y77 077 jji? y*’ 67) = (_lo S€n ©o, lU COS Yo, _077 jji? _Z‘/iu _97)

Notar que el Lagrangiano y las restricciones que definen la superficie de impacto,
h(q) = & — ly, son ciclicas en 6. Por lo tanto denotando p a la cantidad conservada,
el Routhiano R¥ : T(S' x R) — R esta dado por

: m .o 2.2 I
R 0.6 0) = (€ +97) — 57 —mg€eosp = V(§).

Notar que el Routhiano R¥ basicamente describe el movimiento del péndulo in-
vertido con resorte (SLIP) que fue usado como un modelo que razonablemente pro-
porciona una plantilla para los movimientos del plano del centro de masa (COM) de
diversos sistemas de piernas como fue referido en [49] y estudiado mas en detalle en
[39] y [35]. La fase aérea consiste en un movimiento de proyectil (o balistico) para el
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Aerial phase Stance phase

Figura 5.2: Péndulo invertido con resorte 2D

COM (donde la unica fuerza externa es la gravedad) al final del cual, cuando £ = [y,
la siguiente fase de postura comienza como se muestra en la Figura [5.2]

Las ecuaciones de Routh para R¥ estan dadas por

. ) 10V . g 2'{
£=¢p% —geosp — moE = gsenes =

que definen el campo vectorial Routhiano

10V

N T

L. 2€

X ou(s) — 2 _ _ 29V 9 _2ps
RC(S) (8757907690 gcosy m@g)gsengp ) )

donde s(t) = (£(),£(t), p(t), o(t)) € T(R x S'). Por lo tanto el sistema hibrido
Routhiano simple ¥z esta dado por

[5(0) = Xne(s(0), si s (1) ¢ 57,
Hopnt {s+(t) = R*(s™(t)), si s~ (t) € S¥, (5.1:8)
donde
St = {(€7€a 2 90) € T(R X Sl>|§ = ZO}
y

RM(I‘i? 3/77 jjiu yi) = <_ZO S€n Yo, lO COS @Yo, i‘77 _yi)

5.2. Simetria tiempo reversible y soluciones peri6di-
cas en sistemas hibridos Routhianos simples

En esta seccion estudiaremos como imponer simetrias en un campo vectorial Rout-
hiano Xpe describiendo la dindmica a tiempo continua de un sistema hibrido Rout-
hiano simple y en la aplicacién de impacto para conseguir movimientos peridédicos en
esta clase de sistemas hibridos.
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5.2.1. Simetria tiempo reversible para sistemas hibridos Rout-
hianos simples

Como fue visto en [56] (ver también [3]), la nocion de simetria tiempo rever-
sible juega un rol fundamental en sistemas mecanicos que son invariantes sobre la
transformacion (q,q,t) — (q,—q, —t). Esta simetria implica que para una trayec-
toria en el espacio de fases v(t) = (q(t),q(t)) con condicion inicial 79 = (qo,qo)
entonces [(t) = (q¢(—t), —¢(—t)) es también solucion para el sistema con condicion
inicial 5y = (g0, —Go). En particular, en el espacio de configuraciones, si tenemos la
trayectoria ¢(t), también se tiene que es trayectoria q(—t).

Definicion 5.2.1. [56] Un difeomorfismo R : TP — T'P es llamado simetria tiem-
po reversible para el campo vectorial de Routh Xpz» con Routhiano RY : TP — R
si R es una involuciéon, que es R o R = Id, y se satisface que

dR
TR (1) = X (RG(0)). (522
Esto es, el campo vectorial de Routh satisface Xg:(R(q,q)) = —dR(q,q) - Xpr(q, q).

Al campo vectorial de Routh que satisface la condicion lo llamamos campo
vectorial de Routh reversible sobre la simetria tiempo reversible R.

Observacion 5.2.3. Notar que el nombre “tiempo reversible” esta dado por el hecho
de que la ecuacion (5.2.2) puede ser escrita como

ROX};L;CL :Xlgé OR,
donde —t significa el tiempo reversible del campo vectorial X7,

Proposicién 5.2.4. Consideremos una simetria tiempo reversible R para Xpge. Si
v* es un punto fijo de R que es v(0) = v* para v una curva integral de X g pasando
por v*, entonces R((t)) = vy(—t).

Demostracion. Consideremos 7(t) = R(y(—t)), entonces 7(0) = R(y(0)) = R(v*) =
~v*. Esto es, v y 7 satisfacen la misma condicién inicial.

Notar que ¥(t) = —dR - §(—t), pero ¥(t) es una solucién de X zu, entonces 7(t) =
—dR - Xpe(v(=t)).

Por ser R una simetria tiempo reversible para Xpe, entonces se tiene que &(t) =
Xpu(R(y(—1))), y por definicion de 4(t), se tiene que 7(t) = Xz« (5(t)). Por lo tanto,
7(t) es una solucién para Xz« con condicién inicial v*. Por unicidad de soluciones
para un problema con valores iniciales, 7(t) = (), que es R(y(—t)) = v(¢). Como
R es una involucion, R(y(t)) = vy(—t). O

Teorema 5.2.5. Sea R! : TP — R una aplicacion Routhiana invariante bajo la
aplicacion R : TP — TP,

R(q(t),4(t)) = (F(q(t)), —dF(q) - 4(t)) (5.2.6)
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con F : @ — Q una involucion diferenciable. Si~y es una solucion tal que v* = (q*, ¢*)
es un punto fijo de R, entonces R(y(t)) = v(—t). En particular F(q(t)) = q(—t).

Demostracion. Sea (t) una solucion de las ecuaciones de Routh para R con condi-
cién inicial v(0) = v* y consideremos la aplicacion (t) = R(vy(—t)). Dado que 7v* es
un punto fijo de R ambas curvas en TP, y(t) y J(t), satisfacen las mismas condicio-
nes iniciales. Como R¥ es invariante bajo R, R*(5(t)) = RE(R(v(—t))) = RE(y(—1))
y dado que las ecuaciones de Routh son invariantes bajo (¢,q,t) — (¢, —q,—t),
RE(A(t)) = RE(y(t)). Por lo tanto, 4(t) y ~(t) satisfacen las mismas ecuaciones de
Routh. Luego, por unicidad de soluciones del problema a valores iniciales, se tiene
que R(y(t)) = v(—t). Luego, se tiene que F(q(t)) = q(—t). O

5.2.2. Existencia de 6rbitas peridédicas

Ahora, basados en las propiedades del Routhiano, encontramos condiciones sufi-
cientes para la existencia de soluciones periddicas en sistemas hibridos Routhianos
simples en analogia con los resultados para sistemas Hamiltonianos invariantes estu-
diados en [23].

Teorema 5.2.7. Sea X , pi un sistema hibrido dindmico Routhiano simple con Rout-
hiano R : TP — R invariante bajo R : TP — TP definido como en Ecuacion
(5-2.6). Si~y es una solucion tal que v* es un punto fijo de R, v cruza la superficie
de impacto S en t; = inf{t > 0|y(t) € S} y la aplicacion de impacto estd definida
como R(y~(ti)) = R(v~(ti)) entonces y(t) es una solucion periddica para X,z con
periodo 2t; .

Demostracion. Como R¥ es invariante bajo R, por el Teorema[5.2.5] R debe satisfacer
R(y(t)) = v(—t). En particular, para t = ¢, , usando la notacion v(t;) = v~ (¢;),
tenemos R(y~) = v(—t;) = 7 (—t;). Dado que por definicion R(y~) = 7 (t) se
tiene que (&) = v(—t;) y por lo tanto, justo después del impacto, ¥(t) es reiniciada
comenzando en y(—t;) entonces, ésta es periodica con periodo 2t; . O

La ventaja de este resultado es que podemos encontrar érbitas periddicas mirando
justamente la funcién del Routhiano, por ejemplo usando la aplicacion de Poincaré.
También, dependiendo de la cantidad de puntos fijos, éste provee una familia de
soluciones periddicas en lugar de una sola 6rbita periddica.

Ejemplo 5.2.8. El robot saltarin de una pierna 2D - continuacién

Consideremos el sistema hibrido 2D dado por un robot saltarin planar como en
el Ejemplo [5.1.7] Hemos visto que después de emplear la reducciéon de Routh, este
sistema se convierte en el conocido péndulo invertido con resorte 2D.
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Consideremos la funcion F : R x S' — R x S! como F(&,¢) = (&, —p). F es
una involucién diferenciable. Usando F' podemos construir la aplicacion de simetria

R:T(R xS'") — T(R x S') usando (5.2.6) como
R(f? ©; éa (70) = (57 2 _év SO)
Es facil chequear que R* o R = RH.

Los puntos fijos de R estan dados por v* = (£*,0,0,¢*), para un £* y ¢*. Sea
t; el instante donde v cruza la superficie de impacto S* y definiendo R¥(t;) =
Ru(givwivfia 907) = R(Siv (piagiﬂbi) = <107 —%0; _fia 907> Por lo tanto, por el
Teorema [5.2.7] existe una solucion periddica del sistema hibrido Routhiano reducido
determinado por R¥ y R* para el robot saltarin 2D, con periodo 2¢; .

5.2.3. Aplicacién de Poincaré

El método de secciones de Poincaré provee un método sistematico para testear
si existen o no ciclos limites en un sistema dindmico. En primer lugar definimos
la hipersuperficie E transversal a la érbita del sistema que es llamada seccion de
Poincaré. La aplicacion de Poincaré P : E — FE es construida de la siguiente manera:
dado = € FE, supongamos que la solucion ¢(t,z) intersecta E transversalmente en
tiempo t = Tj(x). Entonces la aplicacion de Poincaré esta definida como P(x) :=
¢(Tr(z),x). Si, por otro lado, la solucién nunca intersecta a F, entonces la aplicacion
de Poincaré no puede definirse en ese punto.

Six* € F es tal que P(z*) = z*, entonces z* es llamado punto fijo. Por definicion
de P, esto significa que cuando una trayectoria comienza en z*, la solucién retorna
a z* en tiempo Tj(x*), significando que la solucion ¢(t, z*) es periddica con periodo
T = Ty(z*). El conjunto de puntos trazado en el plano es llamado drbita periddica
o también ciclo limite. Existe una correspondencia uno a uno entre los puntos fijos
de la aplicacion de Poincaré y las orbitas periddicas. En realidad, los puntos fijos
corresponden a la interseccion de la o6rbita periddica con E, o dicho de otra manera,
los puntos fijos corresponden a condiciones iniciales en E para los que la soluciéon
correspondiente dé lugar a una 6rbita periodica.

Denotamos los puntos de E en los que la soluciéon impacta en tiempo t; como
xlk] : x(tg) := ¢(t, o). Entonces, por la definicion de aplicacion de Poincaré, x[k +
1] = P(x[k]), que es un sistema de tiempos discretos que evoluciona en la Seccion de
Poincaré E.

La aplicacion de Poincaré P : ' — E convierte el problema de encontrar ciclos
limites en encontrar puntos de equilibrio para un sistema de tiempos discretos que
evolucionan en la Seccion de Poincaré, especificamente, x[k + 1] = P(z[k]), con
z[0] € E. La estabilidad de los ciclos limites puede ser determinada analizando la
estabilidad de los puntos de equilibrio z* = P(z*).



148 Existencia de Orbitas Periodicas en Sistemas Hibridos Reducidos

El método de Poincaré es conceptualmente igual por crecimiento a la dimension
del sistema: la Seccion de Poincaré E esta definida como una hipersuperficie tras-
versal a la Orbita periddica y la aplicacion de Poincaré P : F — E esta definida
por iniciar la ecuacién diferencial en E y seguir una soluciéon resultante hasta la
primera interseccion con E en el sentido opuesto como se ilustra en la Figura
si la interseccion no ocurre, la aplicaciéon de Poincaré no esta definida en el punto.
Luego las orbitas peridédicas de la ecuacion diferencial corresponden a puntos fijos de
la aplicacion de Poincaré, ellos corresponden a encontrar solucion a P(x) — x = 0.
Una vez que un punto fijo es encontrado, la equivalencia entre los puntos fijos y los
puntos de equilibrio del sistema de tiempos discretos z[k + 1] = P(z[k]), z[0] € E,
puede explorarse para estudiar la estabilidad o inestabilidad de la 6rbita analizando
los autovalores de la matriz Jacobiana de la linealizacion en el equilibrio.

S o(t, x*)

Figura 5.3

5.2.4. Analisis de estabilidad para 6rbitas periédicas

Sea 7(t) una solucion periddica para ¥, (con periodo 2t;) asociado a una
simetria tiempo reversible R : TP — TP y v* = v(0) un punto fijo de R. Para el
analisis de estabilidad de esta 6rbita, usamos el método de la aplicacion de Poincaré
[46], [70].

Sea P la aplicacion de Poincaré correspondiente a la orbita periodica (1), que
es, P : Sl — Sl., siendo S, (es decir, la superficie de impacto reducida en el punto
fijo v*) la seccién de Poincaré, una hipersuperficie en +*, de co-dimension uno del
espacio de configuracion reducido, donde asumimos que v* € Sﬁ*.

Dado que 7 es una oOrbita periddica y v(0) = v*, por definicion de aplicacion de
Poincaré, P(v*) = v*. Empleando el método de aplicacion de Poincaré para el andlisis
de estabilidad tenemos que «(t) es asintoticamente estable en ~v* si los autovalores
de la matriz Jacobiana de P (es decir, su aplicacion tangente) en v*, denotado por
TP: Tv*Sffﬁ — TV*Sﬁ*, estan en el interior del circulo unitario (es decir, si el sistema
discreto v,1+1 = P(7,) es asintoticamente estable en ~*).
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Denotamos por Fix(f) el conjunto de puntos fijos asociados a la funcion f : TP —
TP, que es,
Fix(f) = {z € TP|f(x) = x}.

Dado que R es un difeomorfismo, Fix(R) es una subvariedad embebida de T'P
y asumimos que tiene dimension constante, r = dim(Fix(R)) < dim(7'S). Por lo
tanto, existe una hipersuperficie Sf/‘* de v* tal que T,Fix(R) C TWSQL*. Denotamos
por {¢*} = (¢*,...,¢") con 1 < a < r las coordenadas locales de la subvariedad
Fix(R). Por lo tanto, en este conjunto de coordenadas locales, si v* € TP, se tiene
que v* = (7f,...,75,0,...,0) € Fix(R), entonces P(~*,0) = ~*.

Definicion 5.2.9 ([86]). Sea ¢(t, ) una solucion para ¥, r+ . Entonces la aplicacion

Tge : TP — RU{o0} dada por

inf{t < 0|o(t, ap) € S*} si existe ¢ : ¢(t, ap) € SH,

(5.2.10)
o0 en otro caso

TR# (Oé[)) = {
es llamada aplicacién de impacto tiempo reversible.

Luego, denotamos por \; los autovalores de la matriz Jacobiana TP, y
Ao = {#\; tal que [\;| =0}, Ay = {#\ tal que |\;| =1}
donde # significa “cantidad”.

Lema 5.2.11. Sea (t) una solucion periédica para un sistema hibrido simple ¥ 5
como en la Ecuacion[{.1.3, y P : S — S la aplicacion de Poincaré correspondiente
ay(t). Si rango(R) = [ es constante, entonces Ag >n —1— .

Demostracion. Consideremos la aplicacion N : R(S) — S dada por
N(z) = ¢(Tg(z), ). Por lo tanto, P(x) = N(R(z)) y se tiene que

TP(y") = dN(R(Y")) - dR(v").

Dado que rango dN(R(~*))-dR(v*) < rango (dR(v*)) = fy dim(S) < n—1, por
el Teorema del rango constante y el hecho de que el niicleo de TP es precisamente
el espacio de autovalores de 0, se tiene que Ag >n —1— (. O]

Teorema 5.2.12. Sea X, zx un sistema hibrido Routhiano simple que satisface
R(y(t)) = v(—t) con v(0) = ~* un punto fijo de R. Si ~(t) es una solucion pe-
riodica transversal de Sﬁ* en v*, entonces Ay > r.

Demostracion. Por la hipotesis de transversalidad, podemos emplear el Teorema 3.3
en [43] y entonces existe un subconjunto abierto O C TP de v* con Si. C O,
donde cada trayectoria que comienza en O cruza S* y donde existe una aplicaciéon
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de Poincaré P : St — S!.. Denotamos por P = [Py, Py, ..., P,_1] la aplicacion de
Poincaré en coordenadas locales (z%,4%) € TP, satisfaciendo P(7*,0) = v* donde
~v* € Fix(R). Como R es una simetria tiempo reversible, cada solucién que comienza
en v* es una orbita periddica.

Es facil chequear que TP;;(7y*) = d;j con §;; =1sii=jy d;; =0sii# j, para
i=1,....n—1yj=1,...,r, donde TP;; denota la (i, j)-entrada para la matriz
Jacobiana de P. En realidad, se tiene que

(Vs A A R 0, 0) = Py A R0, 0
TPiu(v") :h'mp (i pris Tk ) = P i Tk )

h—0 h
I Y
i LTy
h—0 h
y para i # j,

Pi(vis e+ h o %0,000,0) = Pl - 70 0,004,0)

h—0 h
N el
=] L L =0.
hlg(l) h
Por lo tanto 7P tiene los ultimos r autovalores A; con |\;| = 1. O

FEjemplo 5.2.13. El robot saltarin de una pierna 2D: continuacién

Consideremos la situacion del Ejemplo [5.2.8] que es un sistema 4-dimensional en
T(R x S'). Los puntos fijos de R son v* = (£*,0,0,¢*). Entonces dim(Fix(R)) = 2.

Por el Teorema [5.2.12] A; > 2. Entonces 7P(7*) es de la forma

1 0 % x%

. 0 1 x =
TPOO =10 0 « «
0 0 * =«

Dado que rango(R*) = 2, Ag > 1. Por lo tanto 7P (y*), en una apropiada eleccion
de coordenadas, tiene la forma

1 0 %« 0

. 01 %« 0
TPOI=10 0 « 0
00 % 0

Entonces el conjunto de autovalores de TP es {1,1,A,0}. Luego, si |A] < 1, la
orbita periddica es marginalmente estable.
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Observacion 5.2.14. Notar que en el ejemplo anterior podemos caracterizar la estabi-
lidad neutral de la soluciéon peridédica 7. Seria interesante considerar perturbaciones
en sistemas hibridos Routhianos simples, similarmente a lo tratado en [75], mientras
las perturbaciones preserven la simetria, en el sentido de que podemos rotar la neu-
tralidad de una oOrbita peridédica estable en un ciclo limite estable, y emplear una
aproximacion a la reduccion [83], [84] podemos emplear en el caso de perturbaciones
que no preservan la simetria. Esto se explorara en un trabajo futuro considerando una
adaptacion del método para sistemas hibridos dado en [35] y [83], respectivamente.

5.3. Aplicaciéon de existencia de orbitas periodicas
en sistemas hibridos de control Routhianos

Ahora, aplicaremos los resultados dados en la seccioén previa a sistemas de control
subactuados. Estudiamos la nocién de dindmica cero hibrida dada en [86] junto con
una simetria tiempo reversible y podemos obtener una caracterizacion con facilidades
para buscar soluciones periddicas en sistemas hibridos de control Routhianos.

5.3.1. Sistemas mecanicos de control subactuados

Un sistema de control subactuado es un sistema donde la cantidad de actuadores
es menor que la dimension del espacio de configuracion.

Consideremos una aplicacion Lagrangiana L : TQ) — R, con dim(Q) = n y ciclica
con respecto a una de sus coordenadas. Asumimos que la variable ciclica es la tltima
por simplicidad en la expresion, que es, ¢' = (%, 0),a=1,...,n—1, siendo 6 ciclica.
En el sentido de crear una ley de control para controlar el sistema hibrido Routhiano
simple, agregamos un control en las ecuaciones dindmicas, es decir, la dindmica ahora
estd dada por las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange subactuadas

[10]

d(oLY_ oL _ - d(ory oL_

dt \9i*) oz> % dt \ 99 00

d (OLY 0L _0

dt \ 0P oxf
donde o« = 1,...,k; S =k+1,...,n—1, con u(t) = (u1(t),...,ux(t)) € U control
impuesto y donde U es un subconjunto abierto de R¥, el conjunto de controles admi-

sibles. Asumimos que el ultimo de los grados de libertad no esta controlado, es decir,
en el espacio de configuraciones la variable ciclica 6 esta sin controlar.

Empleando la reducciéon de Routh, como la variable ciclica estd sin controlar,
entonces las ecuaciones reducidas estan ahora controladas por las ecuaciones de Routh
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para el Routhiano R¥ : TP — R, que son,

d (aRg) DR

dt \oie | T Pge e
d (ORe\ _OR:
dt \ 018 oxBP

Las ecuaciones anteriores descienden de un modelo de sistema de control afin de
la forma

Y= Xpe(7) + C(y)u = X(v,u) (5.3.1)

donde C' es una matriz constante, X g el campo vectorial de Routhy X : TP x U —
T(TP) un campo vectorial, llamado campo vectorial de control. La 5-upla Hfg =
(TP,U,8",R*, X) con S* y R* como en la Definicion p.1.1]y X : TP x U — T(T'S)
definido en ({5.3.1)) es llamado sistema hibrido de control Routhiano. Un sistema
hibrido Routhiano simple es un sistema hibrido de control Routhiano con U = {0}.

5.3.2. Dinamica cero hibrida y soluciones periédicas para sis-
temas hibridos Routhianos simples de control

Definiciéon 5.3.2 (|53]). Consideremos el campo vectorial de control X (v, w) dado
en (5.3.1)). La subvariedad embebida Z de TP dada por

Z ={y € TS|3u*(7) tal que X (§,u*(y)) € T2}

es llamada la subvariedad dinamica cero de TPy 4 = X (%,u*(%)) es la dinamica
cero asociada en Z.

Teorema 5.3.3. Consideremos un sistema de control v = X (v, u) como en (|5.3.1)
con campo vectorial Routhiano asociado Xge y Z la subvariedad de dindmica cero
asociada. St Z es invariante bajo la simetria tiempo reversible R para Xpgn,

CRMI(u) = =(dR(M)C())u (5.3.4)

para todo v € TP yI' : U — U es una aplicacion uno a uno invertible, entonces
si v* es un punto fijo de R en Z la solucion v(t) : I — TP con condicion inicial
7(0) = v* permanece en Z y R(y(t)) = v(—t) Yt € I. Mds ain, para todo v € Z se
tiene que u*(R(7)) = D(w (7)) ¥

Z(A()) = —dA(y) - X,
donde X y Z denotan las restricciones en Z de X y R respectivamente.

Demostracion. Si v* € Z es un punto fijo de R, por definicion de dindmica cero
X(v,u*(y)) € T,Z Vv € Z, por consiguiente y(t) € Z Vt € I. Mas aun, por

Teorema R(y(t)) = v(—1).
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Ahora, dado que Z es invariante bajo R, que es R(7y) € Z Vv € Z, entonces

—dR(7y) - X(v,u* (7)) € Tr( 2. (5.3.5)

Por definicién de dindmica cero

X(R(7),u*(R(7))) € Tr(y Z.

Usando que C(R(7)))I'(u(y)) = —(dR(v)C(y))u(y) v el hecho que R es una
simetria tiempo reversible para Xpu, —dR () - Xge(y) = Xge(R(7)). Por lo tanto,

Xpe(R(7)) + C(RONT (v (7)) € Tr()Z-

Finalmente por Definicion el control u*(v) es unico, (5.3.5)) es equivalente a
Xre(R(7)) + C(R(7))L(u*(7)). Por lo tanto Vv € Z, T'(u*(v)) = u*(R(y)) y dado
que R es una simetria tiempo reversible para Xze, se tiene que —dR(7y)-X (v, u* (7)) =

La siguiente definicion esta en analogia con [86] para la clase de sistemas hibridos
de control Routhianos:

Definiciéon 5.3.6. Sea %”fg un sistema hibrido de control Routhiano simple y Z la
subvariedad de dinamica cero para Xz« impuesta por u*(7). Denotando W = ZNS*,
la subvariedad Z es llamada invariante hibrida si R*(W) C Z.

Definiciéon 5.3.7. Consideremos el sistema hibrido de control Routhiano ,%f’ZRg =
(Z,U,W, R*|z, Z") generando la dinamica del sistema hibrido de control

0 =260.000), g2
Eﬁf““{v+<t>:RM|z<w-<t>>, (B eW. (5:38)

La dinamica del sistema hibrido de control %2 — es llamada la dindmica hibrida

. . . . i
cero asociada al sistema hibrido de control Routhiano J#%.

Teorema 5.3.9. Consideremos la situacion y las hipotesis del Teorema pero
donde ahora v es una solucion de E;;;Rg satisfaciendo y(0) = ~v* con v* € Z un punto
figo de la simetria tiempo reversible R para Xge con Z invariante hibrido. Si ademds
v cruza la superficie de impacto W en t; = inf{t > t;_1|y(t) € W} y la aplicacion
de impacto estd definida como R*(y~(t;)) = R(y~(t;)) entonces y(t) es una solucion
periodica de Z para el sistema hibrido de control Routhiano simple E, e con periodo

2t .

(3
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Demostracion. Por el Teorema () € Zy R(y(t)) = ~(—t) Vt € I. En particu-
lar, para t; = t; , denotando (¢, ) = v~ (t;) € W, tenemos R(y~) = v (—t;). Como
Rr(y=(t)) = R(y (&), RM(y~) = 77 (t) y entonces ¥(t) = v(—t;). Por lo tanto,
después del impacto, la solucion ~(t) se reinicia en y(—t;), entonces es periddica con
periodo 2¢; . O

Notar que por el resultado previo, dependiendo de la cantidad de puntos fijos, se
tiene una familia de soluciones periddicas en vez de una sola érbita periddica.

Ejemplo 5.3.10. Péndulo invertido con resorte controlado 2D

Consideremos el robot saltarin 2D con dos grados de libertad sin controlar, uno
en el angulo de inclinacion y el otro en la altitud del cuerpo rigido (es decir, nosotros
solo controlamos la longitud del resorte). Empleando los resultados del Ejemplo
las ecuaciones de Routh controladas estan dadas por

. , 10V g 2p€
= £p? — gcos - ——= +u, =—seny — ——
§=Ep" —gcosp m O P ¢ @ €

donde u es un torque aplicado al largo del resorte. Considerando el potencial elastico
como V(§) = $k(£ — lp)?, con k € RT la constante del resorte.

Siguiendo el Ejemplo [5.2.8| consideramos la involucion diferenciable

F(E(t), (1) = (€(), —p(t)) ¥y R(Y(1)) = (£(t), —p(1), =£(t), (1)) Fijamos los pun-
tos de R como v* = (£*,0,0,¢*). El Routhiano RY es invariante bajo R y Xpr es un
campo vectotial Routhiano tiempo reversible. Entonces

R(y(t)) = (&(—t), —p(t), —&(t), (—t)), como consecuencia del Teorema m

Ahora, definimos la subvariedad de dinamica cero como

. .0
z- {(f,so,&sb) € T(R x SH|¢ = h(p), & = £¢}

donde h es una funcién de ¢. Notar que esta eleccion de h deja Z invariante bajo R
y por lo tanto la dinamica cero puede ser escrita como

L1 (Se 2.28h>
WY ny— — .
P )\ = 28757

Notar que C(7) o R(y) = —dR(7)C(7) y entonces I'(u) = wu.

El control impuesto u*(¢, $) en Z es
(o= sy Doasee_ 22 (o0
’ 0" Op h(p)  hip) \Op

y es facil chequear que éste satisface u*(—¢,¢) = u*(p, ), que es, u*(R(v)) =
[ (u*(7)). La aplicacion R en Z esta dada por

) — h(p)¢* + gcosp + —H(h(i_ )

Rp.9) = (h(g), ¢, —S—Z%@)-
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Luego 7* = (h(0), 0, —%hﬁ:o %, %) es un punto fijo de R en Z, la solucion ()
con v(0) = 7* permanece en Z. Finalmente, si definimos la superficie de impacto
S como en el Ejemplo y la aplicacién de impacto como RM({7, © 7,97 =
R(E o€ ,¢) = (o g0, —£ ") entonces W = {(p, &) € ZIh(¢) = lo} v Z es
invariante hibrido porque h es una funciéon dada. Por lo tanto, () es una solucion
periddica para el sistema hibrido de control Routhiano simple.






Capitulo 6

Sistemas Hibridos Cosimplécticos

En este capitulo, estudiaremos sistemas hibridos que describen la evoluciéon de
Lagrangianos no-auténomos y donde la superficie de impacto involucra el tiempo. El
objetivo fundamental es brindar una teoria general de la reduccién por simetrias de
sistemas hibridos dependientes en el tiempo, donde la dinamica continua esta dada
por aplicaciones Lagrangianas que dependen del tiempo.

Aunque el enfoque y los ejemplos en este trabajo estan basados en el caso de coor-
denadas ciclicas, el objetivo que aqui presentamos puede ser generalizado a simetrias
més generales (que son, simetrias por acciones de grupos no abelianos).

En primer lugar, introduciremos los resultados bésicos de geometria de los siste-
mas mecanicos dependientes en el tiempo y, seguidamente las variedades cosimpléc-
ticas y el Teorema de reduccién cosimpléctica usual. Luego, definiremos los sistemas
mecanicos hibridos dependientes en el tiempo, la relacién entre formalismos Lagran-
giano y Hamiltoniano y los sistemas hibridos dependientes en el tiempo con simetrias.
Por tltimo, daremos el esquema del proceso de reduccion para esta clase de siste-
mas hibridos, discutiendo el proceso de reconstruccién de las soluciones de manera
numeérica y analitica. La teoria sera ilustrada con dos ejemplos de sistemas hibridos
dependientes en el tiempo: una particula que se mueve en una superficie con borde,
donde el borde es movible; y una particula que se mueve sobre una superficie rugosa
que produce disipacion.

6.1. Geometria de Sistemas Mecanicos dependientes
en el tiempo

Sea @ el espacio de configuraciones del sistema mecanico, una variedad diferen-
ciable de dimensién n con coordenadas locales ¢ = (¢, ...,q"). Sea TQ el fibrado
tangente de (), descripto localmente por posiciones y velocidades para el sistema
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(¢',¢") € TQ con dim(TQ) = 2n. Sea T*Q su fibrado cotangente, descripto local-
mente por posiciones y momentos para el sistema (¢*, p;) € T*Q con dim(7*Q) = 2n.
El fibrado tangente y el fibrado cotangente en un punto ¢ € ) son denotados como
T,Q y T;Q respectivamente.

Consideremos un Lagrangiano dependiente en el tiempo L : R x T() — R, y
denotemos por FL: R x T'() — R x T*(Q la transformada de Legendre asociada a L

FL:RxTQ — R xT*Q,
(t,q,q) = (t,q,p:= OL/0q).

Asumimos que el Lagrangiano es hiperregular, es decir FL es un difeomorfismo
entre RxT'Q) y RxT*(@). Si L es hiperregular, uno puede trabajar sobre las velocidades
G = ¢(t,q,p) en términos de (¢,q,p) y definir una funcion Hamiltoniana (la "energia
total") H: R x T*Q) — R como

H(t,q,p) =p"q(t,q,p) — L(q,d(t,q,p)),

donde usamos la inversa de la Transformada de Legendre para expresar ¢ = (¢, q, p).

Ejemplo 6.1.1. Una importante clase de éstos sistemas son descriptos por Lagrangia-
nos de la forma "energia cinética menos energia potencial

. L. .
L(t,q,9) = 54" M(a)q =V (a,1),
donde M(q) es una matriz definida positiva y V(q,t) es la energia potencial, que
puede depender del tiempo. La transformada de Legendre asigna ¢ a p = M(q)¢y L
es hiperregular ya que M (q) es definida positiva. El Hamiltoniano es

H(t,q,p) =p" K(q)p+ V(g 1)

con K(q) la matiz inversa de M (q).

Usaremos las ideas de la formulacion de la mecanica que esta basada en la nocion
de variedades cosimplécticas.

Definiciéon 6.1.2. Una estructura casi cosimpléctica en una variedad () de dimen-
sién impar 2n+1 es un par (7, €2), donde 7 es una 1-forma y 2 es una 2-forma tal que
n A 2" es una forma de volumen en (). La estructura se dice que es cosimpléctica
siny  son cerradas.

Definicion 6.1.3. Una variedad cosimpléctica es una variedad M dotada de una
estructura cosimpléctica (1, §2).
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Cada estructura cosimpléctica (1,€2) en @ induce un isomorfismo de C*(Q)-
modulos b, o) : X(Q) — Q'(Q) definido por

b (X) = ixQ+n(X)n, (6.1.4)

para cada campo vectorial X € X(Q). Un isomorfismo de fibrados vectoriales (de-
notado por el mismo simbolo) b, o) : TQ — T*Q es también inducido. Entonces
T = b(_nlﬂ) (n) en @ es llamado el campo vectorial de Reeb de la variedad cosim-

pléctica (Q,n,) y esta caracterizado por la siguiente condicion:

irQ=0, 7(T)=1.

Definiciéon 6.1.5. Una aplicaciéon suave ¥ : (Q — Q' entre dos variedades cosimpléc-
ticas (@Q,n,Q) v (Q',1/,€) se dice que es cosimpléctica si ¥y = ny U*Q) = Q.
En ese caso, el campo vectorial de Reeb T de () es W-proyectable y su proyeccion es
el campo vectorial de Reeb T’ de ', es decir,

TUVoT =T oVU.

Primero describiremos la mecanica Hamiltoniana. Para describir la dinamica no-
auténoma de los sistemas Hamiltonianos, uno puede considerar la variedad R x 7@
equipada con la estructura canénica cosimpléctica

Q=dgNdp, n=dt,

con T = 0, el campo vectorial de Reeb. Notar que T es el inico campo vectorial en
R x T*Q tal que it = 0 y ipdt = 1, con la expresion como la de arriba.

Dado un Hamiltoniano H (t, ¢, p), el campo vectorial Hamiltoniano X es el
campo vectorial en R x T™*() definido por

Z'XHQ =dH — T(H)T], 'L.XHT] = 0.

Finalmente, la evolucion del campo vectorial correspondiente al Hamiltoniano H,
denotado por Zy, esté definido por

0o O0OHO O0HO
H= LA = et 5 T 9 op’
y sus curvas integrales son soluciéon de las ecuaciones de Hamilton

_on o
q_ap7 p_ aq?

donde la componente "0," de Zg es el conjunto de pardametros de solucion del "tiem-
po" t.
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En el esquema Lagrangiano, asumiendo la condicion de hiperregularidad mencio-
nada antes, puede ser usado un proceso similar. La variedad R x T'Q) da lugar a la
estructura cosimpléctica

Qp =TFL*(dg A dp) :dq/\d(%) ., n=dt, (6.1.6)
q

con dependencia del tiempo en el Lagrangianoﬂ Aqui (+)* denota el pull-back estandar
de formas diferenciales.

Construimos la funciéon energia E;: R x T'(Q) — R dada por

Er(t,q,q) = (FL(t,q,9),q) — L(t,q,4q),

y obtenemos el campo vectorial Hamiltoniano asociado a la estructura cosimpléctica
(6.1.6) y el Hamiltoniano E. Esto da lugar al campo vectorial de evolucion, que
denotaremos Zy, y esta dado por

ag .0 .0

donde I'(t, q, ¢) es obtenido despejando § de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Finalmente, es bien conocida la equivalencia entre la dinamica Lagrangiana y la
Hamiltoniana via FL en el caso en que L sea hiperregular. El siguiente resultado
extiende la relaciéon para sistemas dependientes del tiempo.

Proposicion 6.1.7. La transformada de Legendre FL mapea Z; en Zy. En otro
sentido (FL).Zy, = Zy, donde

(FL),: TR XxTQ) - TR xT*Q)

es el push-forward (la transformada inducida en el espacio tangente) de FL.

Demostracion. Apliquemos el Lema[I.T1.19a ¢ = FL y a = Q. Luego se tiene que
(FL)*(ZZHQ) - i(]FL_l)*ZH (FL*Q>
Si comenzamos a analizar el lado izquierdo de la igualdad obtenemos

(FL)"(iz, ) = (FL)"(dH — T(H)n)
= (FL)"(dH) — (FL)"(T(H)n)
= d((FL)"H) — T(FL(H))n
= d(EL) = T(EL)n

- iZLQL

!Nosotros usaremos el mismo simbolo 7 para las dos 1-formas en diferentes variedades.
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Por otro lado, el lado derecho de la igualdad puede escribirse como

i(FL—l)*ZH(FL*Q) - i(IFL_l)*ZH (QL)
Por lo tanto se tiene que
Zy, = (FL ™). Zy
o lo que es lo mismo

(FL).Zy, = Zy.

Veamos ahora si ocurre lo mismo para o = n. Analizando el lado izquierdo de la
igualdad, tenemos

(FL)*(izyn) = (FL)*(n(Zn))
= (FL)"(Zu)
=7

Por otro lado, el lado derecho de la igualdad puede escribirse como

iwr-1).2y (FL™N) = d@r-1y, 2,4 (NL)
= nL(FL™Y).Zn)
— (FL ). Zu

Por lo tanto se tiene nuevamente que
Zy, = (FL ™). Zy

o lo que es lo mismo
(FL).Zp, = Zy.

6.2. Teorema de reduccién cosimpléctica

6.2.1. Acciones cosimplécticas

Definiciéon 6.2.1. Sea GG un grupo de Lie. Una accién ¢ : G x M — M de un grupo
de Lie G en una variedad cosimpléctica (M, n,(2) se dice que es cosimpléctica si
¢g : M — M es una aplicacion cosimpléctica, g € G.
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Definicion 6.2.2. Dada una accién cosimpléctica ¢ : G x M — M, una aplicacion
diferenciable J : M — g* se dice que es una aplicaciéon momento si el generador
infinitesimal &, € X (M) de la accion asociada para algin £ € g es el campo vectorial
Hamiltoniano de la funcion J¢ : M — R definido por Je(q) = J(q) - €.

Definicion 6.2.3. La aplicacién momento J se dice que es Ad*-equivariante si es
equivariante con respecto a la accion ¢ y la accion coadjunta Ad* : G x g* — g*, es
decir,

J(dg(q)) = Ad;-1(J(q)), para algun g € M.

Definicion 6.2.4. Un elemento v € g* se dice que es un valor débilmente regular
de J si J7'(v) es una subvariedad cerrada en M y para cada q € J'(v) el espacio
tangente T,,(J'(v)) coincide con el nicleo de T,J.

6.2.2. Teorema de reduccién Cosimpléctica

Sea v € g* un valor débilmente regular de una aplicacion momento Ad*-
equivariante J : M — g* para una acciéon ¢ : G x M — M. Si G, denota el grupo de
isotropia de v con respecto a la accién coadjunta, es decir

G,={g9€G: Adyv = v},

entonces ¢ induce una accién ¢ : G, x J~Y(v) — J7(v) de G, en la subvariedad
J7Y(v) (ver [I] para mas detalles).

Siguiendo [2] decimos que la accién es cocientable si el espacio de orbitas M, =
J~Y(v)/G, admite una estructura de variedad diferenciable y la proyeccién canénica
7, : J71(v) = M, es una submersion suryectiva. Por supuesto, un caso en que ocurre
esto es cuando la accion es libre y propia. Si la accion ¢ : G x M — M es libre y
propia, entonces ¢ induce una accién de G, en J~1(v) que es también libre y propia,
para cada v € g*.

Teorema 6.2.5 (Teorema de reduccion cosimpléctica, [2]). Sea ¢ : Gx M — M una
accion cosimpléctica de un grupo de Lie G en una variedad cosimpléctica (M,n,<).
Supongamos que J : M — g* es una aplicacion momento Ad"-equivariante asociada
a ¢ tal que

T(J)=0 (6.2.6)

donde T es el campo vectorial de Reeb de M. Sea v € g* un valor débilmente re-
gular de J tal que la accion inducida de G, en J~'(v) sea cocientable. Entonces,
M, = J Y (v)/G, es una variedad cosimpléctica con estructura cosimpléctica (n,,2,)

caracterizada por
7T;inl/ = 7’;777 W:Qu = Z;Q, (627)
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donde 7, : J~Y(v) — M, es la proyeccion candnica yi, : J 1 (v) < M es la inclusion
canonica.

Mds aun, la restriccion T ‘o) de T es tangente para J~*(v) y m,-proyectable
J(v
en el campo vectorial de Reeb T, de M,.

6.3. Sistemas mecanicos hibridos simples dependien-
tes en el tiempo

En lo que sigue extenderemos las definiciones dadas en [7, [§] para Lagrangianos
dependientes del tiempo.

Definicion 6.3.1. Un sistema Lagrangiano hibrido simple dependiente en el
tiempo (t-HLS) es una tupla . = (@, L, S, R) donde

i) @ es una variedad diferenciable,

ii) L: R x TQ — R es un Lagrangiano dependiente en el tiempo,

iii) S es una subvariedad embebida de R x T'Q) de co-dimensién uno, la superficie
de impacto,

iv) R: § = R x T'Q es una aplicacion diferenciable, la aplicaciéon de impacto.

Asimismo, uno define un sistema Hamiltoniano hibrido simple dependiente
en el tiempo (t-HHS) como una tupla 5 = (Q, H,S, R), donde H: R x T*Q — R
es un Hamiltoniano dependiente del tiempo y los elementos de la variedad hibrida
son ahora definidos en 7@ en lugar de en T'Q).

Ejemplo 6.3.2. Billar con paredes méviles

Consideremos una particula con masa m en el plano que se mueve libremente
sobre una superficie definida por un circulo cuyo radio oscila en el tiempo dado por
la funcion f(t), es decir,

4+ y7 = f(1).

Aqui Q = R?, el Lagrangiano L : R x TR? — R esta dado por
L(t,z,y,2,7) = ex (Ct> 1m(:b2+ )
) 7% )y - p m 2 y )

y la superficie de impacto es un subconjunto de R x TR? ~ R x R? x R? dado por

S=RxTQ)N{a?+y* = f(t), (&,9) - (x,y) > 0}.
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Figura 6.1: Un “billar” con paredes moviles

Este conjunto S describe la situaciéon en que la particula se mueve hasta que
golpea el borde exterior del billar H Bajo la hipotesis de la elasticidad en la colision,
la aplicacion de impacto esta dada por [50]

(t’ x? y’ jj_’ y_) '_> (t’ x? y’ jj+7 y—‘r)

con

F#) = 2w +yi)
70 |

F#) = 2w~ + i)
70

it =3 +

yt=y+

FEjemplo 6.3.3. Billar con disipacion

Discutiremos ahora una nueva aplicacién de Lagrangianos dependientes en el tiem-
po para sistemas con disipacion. Consideremos la siguiente variaciéon del ejemplo
anterior. Una particula que se mueve sobre un billar en el plano definido por la
circunferencia 2% + y? = 1. La superficie del billar asumimos que es &spera en el
sentido que la friccion es proporcional a la velocidad (la disipacion es del tipo de
Rayleigh, ver por ejemplo [10]). Las ecuaciones de movimiento de la particula sobre
esta variedad son entonces

mi = —ct, my= —cy. (6.3.4)

para alguna constante ¢ > 0. Para adaptar estas ecuaciones en la forma Lagrangiana,

podemos construir el siguiente Lagrangiano dependiente en el tiempo L : R x TR? —
R dado por

1
L(t,y..9) = exp () {ém@? + y2)] -

Notar que las ecuaciones de Euler-Lagrange para L son las ecuaciones de movi-
miento deseadas. La superficie de impacto y la aplicacion de impacto son obtenidas

2Para simplicidad en la definicién de superficie de impacto, asumimos que la particula s6lo golpea
el borde cuando el borde es movido hacia afuera. Algunos ejemplos de este tipo de situaciones pueden
ser obtenidos con funciones crecientes como f(t) =1+t o f(t) =2 — exp (—t).
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reemplazando f(¢) = 1 en el Ejemplo Notar que la aplicacion de impacto en
este caso coincide con la dada por la funcion h: @@ — R en [§] en el caso del impacto
pléstico (es decir, cuando el coeficiente de restitucion es e = 1).

Ya hemos visto en la Proposiciéon que en el caso hiperregular hay una equi-
valencia entre las descripciones Lagrangiana y Hamiltoniana de un sistema mecénico.
Ahora extenderemos esta equivalencia a sistemas hibridos dependientes del tiempo.
Necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 6.3.5. Un flujo hibrido para . es una tupla x? = (A, J, %), donde

a) A=1{0,1,2,...} C N es un conjunto de puntos finito (o infinito),

b) J = {I;}iea un conjunto de intervalos, llamado intervalos hibridos donde
Ii = [Ti,Ti+1:| si Z,Z +1¢e€A y IN,1 = [TNfl,TN] 0 [TNfl,TN) 0] [TN,1,00> si
|A| = N, N finito, con 7, 751,78 € Ry 73 < 7341,

c) € = {ci}ien €s una coleccion de soluciones del campo vectorial Zj, especifica-
mente la dindmica de tiempo continua, es decir, ¢; = Z1(¢;(t)) para todo i € A,
y tal que para cada 7,7 + 1 € A,

(i) ciTisa) €6,
(i) R(ci(Tit1)) = cisr(Tinn)-

Analogamente, uno puede definir la nocién de flujo hibrido x” para un t-HHS 7.

La relacion entre ambos flujos hibridos estéd dado por el siguiente resultado, donde
para mas claridad usaremos la notacion .Z = (Q, L, S, R), # = (Q, H,Su, Ry).

Proposicién 6.3.6. Si xZ = (A, J,¥) es el flujo hibrido para £, Sy = FL(S), ¥
Ry estd definido en el sentido que FLo R = Ry oFL |s, entonces
X" = (AT, (FL)(?)) con (FL)(€) = {(FL)(ci) }iea-

Demostracion. Por la Proposicion si ¢;(t) es una curva integral de Zp, ¢;(t) =
(FL o ¢;)(t) es una curva integral para Zy. En este sentido, si consideramos una
solucion ¢y(t) con valor incial ¢y = (qo, §o) definida en |7, 71], entonces éy(t) es una
solucion con valor inicial ¢y = (qo, po) definido en [y, 71]. Igualmente para una so-
lucion ¢ (t) definida en [17, 73], tenemos una solucion correspondiente ¢(t) definido
en el mismo intervalo hibrido [r1, 75]. Procediendo inductivamente, uno encuentra
¢;(t) definido en [7;, 7;41]. Sélo queda chequear que ¢&(t) satisface ¢;(7i41) € Sy y
Ry (¢i(1i41)) = Giv1(Tit1), pero usando las propiedades de FL, tenemos que,
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(i) ¢(1ig1) = (FL o ¢;)(1i41) = FL(¢i(7i11)) v dado que ¢;(1;41) € S entonces

Ci<Ti+1) < SH

(11) RH(61(7—1+1)) = RHOFLOCZ(THJ) = IFLOROCZ‘(TH_l) = FLOCZ'+1(T7;+1) = 6@'-‘,—1 (Ti+1)-

]

6.4. Simetrias en sistemas mecanicos hibridos sim-
ples dependientes en el tiempo

Sea . = (Q, L,S, R) un t-LHS. El punto de partida para la reducion por simetrias
es una accion ¥: G x Q — @ de algin grupo de Lie G en la variedad (). Hay un
levantamiento natural de la accion 1 para el espacio R x T*Q),

e G x (RxTQ) = (R x T*Q),
(9, (t,q,p)) = (&, T"Yg-1(q, p)).

La accion ¥T"Q cuenta con las siguientes propiedades (ver [2]):

(i) 7" es una accion cosimpléctica, lo que significa que, si denotamos W™ =
\I,T*Q(g’ ), (\pg*Q)*Q =Qy (\I,T*Q)*n =n.
(ii) Admite una aplicacion momento Ad*-equivariante

J:RxT*Q — g*

dado por
(J(t,q,p), &) = (p.&q) V €€y,

donde £q(q) := Ltbexp(ze)q es €l generador infinitesimal de ¢ € g.

Asimismo, hay una accién levantada para R x T'Q) denotada por ¥7?

79 G x (RxTQ) = (R xTQ),
(9, (t,4,4)) = (¢, T¥4(q, 9))-

De manera analoga al Capitulo 4] por una accién hibrida en el t-LHS ¥ =
(@, L,S, R) nos referimos a una accién de un grupo de Lie ¢: G x Q — @ tal que

(i) L es invariante bajo WT? es decir L o W79 = L.

(i) WT? se restringe a la accion en S.
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(iii) R es equivariante con respecto a la accion previa, especificamente

RoWU]?|s=V[%0R.

En el caso de la accion hibrida, U79 admite una aplicacién momento
Ad*-equivariante (Lagrangiana) J;, : R x T'Q) — g* dada por

J, =JoFL.

Esto da lugar directamente a la invarianza de L, que implica que FL es un difeomor-
fismo equivariante, es decir

FLoU!? =,oFL.

De manera analoga al Capitulo |4|la aplicacién momento equivariante hibrida da la
nocion de aplicacion momento hibrida. Para ejemplificar, en el caso de R x T*(Q),
J es una aplicacién momento hibrida si el diagrama

*

g

/ﬁ \ (6.4.1)

RxTQ +——— 8 —8 s RxT*Q

conmuta, donde i denota la inclusiéon canénica de S a R x T*@Q).

La situacion de interés para nosotros es cuando la acciéon es de un grupo abeliano,
es decir G = S' (el caso que G = R es anélogo; y si G es un producto uno puede
realizar un proceso iterado): esto corresponde a la nocion clasica de coordenadas
ciclicas. Asumiremos ahora que Q = S' x M donde M es llamado el espacio de
formas y la accién esta dada por

Yo: S'x M — S' x M,
(0,2) — (0 + a, z). (6.4.2)

Si bien esta es una suposicién solida siempre local, se tiene que el procedimiento
anterior, se aplica al dominio de interés de un problema especifico. Los resultados méas
generales cuando la variedad no es un producto global o un grupo de Lie arbitrario
(no necesariamente abeliano) se pueden obtener usando las mismas herramientas,
pero implican més tecnicismos como la introduccién de una conexién principal.

Ejemplo 6.4.3. Billar con paredes moéviles

Introduciendo coordenadas polares, el Lagrangiano viene dado por

L(t, r, 07 7:'7 0) = exp <£t> %( -2 + T20'2>
m
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donde 6 es una coordenada ciclica. En otras palabras, L es invariante bajo la accién

levantada al tangente . .
(t,r,0,7,0) — (t,r,0 + a,7,0).

Teniendo en cuenta que en la aplicacion de impacto 2(z2~ + yy~) no es mas
que 2rr~, se deduce que R satisface la condicion de equivarianza. Esto significa que
tenemos una acciéon hibrida con aplicaciéon momento £ € g = R, gz = £0p):

Jp(t,r, 7,0, 9) = [ = exp <£t> mr2, (6.4.4)
m
que es precisamente el momento angular.

Veamos como queda el impacto

ft) = 2(zi™ +yy)

it =i+ | 0 z, (6.4.5)
) =20 yy)
yt=9+ 0 (6.4.6)

a) Primero veamos qué ocurre cuando f(t) = const., por ejemplo f(t) = 1, enton-
ces tenemos que

it =1 = 2(zi” +yy ),
=g = 2wi i)y
Elevando al cuadrado ambos lados, y observando que
d d
2xd + 2y = %(xQ +9%) = E(TQ) = 277,
encontramos
(@) = (&7)* + (2ri7)°2® — dwi " ri ™,
y simétricamente para 5. Sumando (#7)% + (y7)? concluimos que
(P52 = (7)) + (2ri7 )2 (2% + o) — Awd™ +yy )ri”
= ()2 +4r*(F ) (r* = 1).
Esto significa que, como la colisién ocurre en r = 1, se tiene que (77)% = (77)?,
entonces la solucion que se obtiene (fisicamente) es 77 = —7~.

Para 6 = arctan(y/z), tenemos

0+ — 1 ytor —yzt
T

1, .- o -
:ﬁ(y xr —yx ):9 )

donde hemos reemplazado la expresion para @+, % y usamos que 2% + y* =
v (yi~ — gy x) = —1r20".
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b) Cuando f(t) no es constante uno puede proceder en el mismo sentido, elevando
al cuadrado ambos lados de (6.4.5)) y (6.4.6]), usando la misma identificacion y
agregando ambos sumandos; obtenemos la siguiente regla para el impacto 7

() = ()

+ ——(f(t) = 2r77) (27'« +

(f(t) —2r77)r
f(®) ’

ft)
Cuando f(t) = 1 recuperamos 7+ = —r~. Un célculo computacional simple

muestra que la regla de impacto para 6 no depende de f (t). Es decir, encontra-
mos nuevamente 07 = 0.

Es decir, la aplicacion de impacto en coordenadas polares tiene la forma

()2 = (77)2 + —(f(t) — 2r7) (27‘"‘ L V) ;(tz)r”r> , (6.4.7)
ot =6-.

La hipotesis de la condiciéon de elasticidad implica, en particular, que la aplicacion
momento se preserva.

Ejemplo 6.4.8. Billar con disipacién

Aqui la accion hibrida tiene una aplicacién momento

Jp(t,r, 7,0, «9) = exp (%t)mrQé. (6.4.9)

Notar que en este caso Jy, es una constante del movimiento tiempo dependiente
producido por el amortiguamiento del momento angular, esto es, mr20 decae expo-
nencialmente en el tiempo por el efecto producido por la friccion. El mapa de retorno
se obtiene tomando f(t) =1 en la expresion ((6.4.9))

(F7,07) = (7T = ==, 07 =67).

De nuevo, el valor de la aplicacién momento no se modifica con la colision.

6.5. Reduccién de ciertas simetrias para sistemas
mecanicos hibridos simples dependientes en el
tiempo

En esta seccion estudiaremos la reduccion de simetrias para sistemas hibridos
Lagrangianos dependientes en el tiempo. Comenzaremos explorando el esquema Ha-
miltoniano y luego, definiendo el Routhiano, procederemos con el caso Lagrangiano.
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Reduccion de t-HHS. Consideremos un t-HLS % = (Q, L,S, R) equipado con
una accion hibrida ¢. Daremos la reduccion para el t-HHS ¢ = (Q, H, Sy, Ry)
asociado, discutido en la Proposicion [6.3.6] Consideramos un valor regular hibrido
peg-de J: R xT*Q — g*, donde i es un valor regular de ambos Jy J |s: S —
g*. Combinando esta definicién con el diagrama conmutativo , el siguiente
diagrama

T ) e T3 () s T ()

o

RxTQ ¢+—+——> 8§ — ™ L RxTQ

conmuta, donde J~*(u) y J |g* (1) son subvariedades embebidas de R x T*Q y S,
respectivamente.

Podemos aplicar el analogo hibrido del Teorema de reducciéon cosimpléctica pa-
ra el t-HHS 7. Notar que, como L es invariante bajo W79, entonces también el
Hamiltoniano H lo es bajo ¥7 2. Como resultado obtenemos que:

(i) El espacio reducido J~*(u)/G, (con G, el grupo de isotropia de p) es una
variedad cosimpléctica, y la estructura cosimpléctica reducida esta caracte-
rizada en términos de la submersion J'(u) — J '(u)/G, y la inclusion
JHp) = R xT*Q.

(ii) Si denotamos por H,, la reduccion de H |;-1,) a J~(1)/G,, la evolucion del
campo vectorial Zy proyecta en Zp,,.

En nuestra situacion, como asumimos que G' = S', tenemos la identificacion
T W)/G =R x T (Q/G),

y la estructura cosimpléctica reducida es precisamente la estructura cosimpléctica
canodnica en R x T*(Q/G). Combinando las observaciones de arriba, concluimos que
el t-HHS 77 se reduce en un t-HHS JZ, con 7, = (Q/G, H,, (Su)u, (Ri),)-

Aqui, la superficie de impacto reducida (Sg), v la aplicacion de impacto reducida
(Rp), son las reducciones de las restricciones del conjunto de nivel J~!(x) de Sy y
Ry, respectivamente. El proceso es muy similar al descripto en [7] para la reduccion
al fibrado cotangente de sistemas hibridos.

El esquema de reduccion del lado Lagrangiano puede ahora ser obtenido por un
Hamiltoniano adaptando el esquema en [58| para el conjunto cosimpléctico. La idea
clave es que, como L es invariante bajo W79, la transformada de Legendre FL es un
difeomorfismo tal que:

(i) es equivariante con respecto a W19 y ¢T°¢,



6.5 Reduccion de ciertas simetrias para sistemas mecanicos hibridos simples
dependientes en el tiempo 171

(ii) preserva los conjuntos de nivel de la aplicacién del momento, es decir,
FL(J; () = T} (n)

(iii) relaciona ambas estructuras cosimplécticas, es decir, (FL)*Q2 = Qp y (FL)*n =17
(FL es a veces referido como un cosimplectomorfismo).

Luego la aplicacion FL se reduce al cosimplectomorfismo (FL),.q entre espacios
reducidos. Por lo tanto tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama:

RxTQ — s RxT*Q
RedJ/ J/Red.
— (IFL)I‘E —_

J; (1)) G — J N (w)/G,

En el caso particular de coordenadas ciclicas (G = S'), el espacio reducido
J; 1 (1)/G,, puede ser identificado con R x T(Q/G) y la dindmica reducida es La-
grangiana con respecto a la aplicacion Lagrangiana reducida en T'(Q/G), conocida
como Routhiano o aplicacién de Routh, y que es denotada por L,,. El siguiente
diagrama ilustra la situacion

RxTQ —L s RxT*Q

Red.J/ J{Red.

R x T(Q/G) — = R x T*(Q/G)

El caso abeliano discutido puede ser extendido a una situacion més general sin
considerar tal estructrura abeliana del grupo y la exploraremos en un trabajo a futuro
usando las mismas ideas que en [5§].

6.5.1. El Routhiano y la reduccién de t-HLS

Describimos ahora la construcciéon del Routhiano L,. Usando las notaciones en
, el Lagrangiano tiene una coordenada ciclica 6, es decir L es una aplicacion de
la forma L(t,6, z, ). La conservacion de la aplicacion momento .J;, = u esté dada por
oL/ 0 = (t, y uno puede usar esta relaciéon para expresar 6 como una funcion de las
variables restantes (las coordenadas no ciclicas) y sus velocidades, y el valor regular
prescripto de la aplicacién momento . Por lo que, podemos escribir = 9(t T, T, ).

El Routhiano es nuevamente definido como

Lo(t,z, &) = |L(t,6,z,&) - ue} ‘

O=0(t,xip)
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donde la notacién significa que tenemos cada punto 0 expresado como una funciéon
de (t,z, &, ). Esta funcién depende solamente de (t,z, ), y por lo tanto puede ser
interpretada como una nueva funcion Lagrangiana en el espacio reducido RxT(Q/G).
Nosotros también llamamos a esta funcién reducida Routhiano. La importancia del
Routhiano viene de la siguiente Proposicion (ver [I0] para méas detalles).

Proposicion 6.5.1. En la situacion anterior:

(a) Cada solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L con momento p
proyecta en soluciones del Routhiano L,,.

(b) Cada solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L, es la proyeccion de
ecuaciones de Euler-Lagrange para L con momento L.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para L, involucran menos variables, ellas son
més faciles de resolver. Uno procede usualmente resolviendo éstas primero, y entonces
usando la restriccion del momento % = p para reconstruir las soluciones buscadas
de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Una preocupacion especial es cuando tomamos traslaciones de esta técnica de
reduccion para sistemas hibridos. La razon es que las colisiones con la superficie de

impacto, en general, modificaran el valor de la aplicaciéon momento E| Por lo tanto, si
J = {1;}iea es el intervalo hibrido (ver Definicion , el Routhiano tiene que estar
definido en cada I; tomando en cuenta el valor del momento p; después de la colision
a tiempo 7;. Notar que esto también tiene influencia en la aplicacion de impacto R
reducida.

Denotemos:
i) p; el momento del sistema en I; = [1;, 7541,

ii) R, la restriccion de R [;-1(,,),

iii) S, la restriccion de Jp, |5" (1)

Con lo cual, hay una secuencia de t-HLS’s reducidos.

[7—07 Tl] Fﬂ. (Q/G7 Lum 8#07 Ruo)

Coll.l lColl.

[717 7—2] Iﬂ. (Q/Ga Lm ) S,un Rul)

Colli lColl.

() —2d ()

3En los ejemplos consideraremos sblo colisiones elsticas en los que la aplicacién momento se
preserva.
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El hecho de que el momento pueda, en general, cambiar con las colisiones hace
que el proceso de recontruccién sea mas desafiante. Si uno quisiera, como es usual,
usar la solucion reducida para reconstruir la dinamica original, uno necesita calcular
los datos hibridos reducidos después de cada colision. Esto significa que una vez que
se ha obtenido la solucién reducida entre dos eventos de colision, es decir t = 7,
y t = T,11, uno deberia reconstruir esta soluciéon para obtener el nuevo momento
después de la colision en 7,1 y usar este nuevo momento para contruir un nuevo
sistema hibrido reducido cuya soluciéon se obtiene hasta que la nueva colisiéon ocurra
en T,i2, y asi siguiendo.

Similarmente como en [§], el proceso de reconstruccion del flujo hibrido reducido
para el flujo del Lagrangiano hibrido implica una integraciéon recursiva en cada etapa
del diagrama previo en la variable ciclica usando la solucion del t-HLS reducido, esto
implica obligadamente la restriccion del momento en la solucién reconstruida.

Ejemplo 6.5.2. Billar con disipaciéon

Usando la relacion ((6.4.9)), el Routhiano toma la forma

2

1
L,(t,r7)= 5 €XP <%t>m7*2 — 25”2 exp (—%t).

La superficie de impacto reducida es S, = {r* = 1,7 > 0}. La aplicacion de im-
pacto (con f(t) = 1) implica que su reduccion es (r,7~) — (r,7T = —77). Se obtiene
entonces el siguiente t-HLS .2 = (Qred, Ly, Sus Ry), con Qrea ~ RT parametrizado en
coordenadas radiales r.

Ejemplo 6.5.3. Billar con paredes méviles

Un célculo directo, usando ([6.4.4)), muestra que

1 2
L,(t,r,r)= 5 eXP <%t>mf’2 — 271;”2 exp (—%t).

La aplicacién de impacto reducida esté determinada por la expresion para
7t (notar que la expresion en el cociente solo involucra r, 7y f(¢)). La superficie
de impacto reducida es S, = {r? = f(t),7 > 0}. Uno obtiene el siguiente t-HLS
L = (Qreds Ly, Sy Ry, con Qreq ~ RY parametrizado en coordenadas radiales 7.

Las figuras [6.2] y [6.4) muestran los resultados numéricos usando PYTHON de dos
diferentes valores de la disipacion para el parametro c. Los parametros restantes son
los mismos en las dos simulaciones: m = 1, r(0) = 0.5590, 7(0) = 2.8621, 0(0) =

1.1071 (rad), #(0) = —3.0400 (rad/s), y la funcion f(t) esta dada por
f(t) =2 — exp(t/10).

La dindmica reducida (dada por un sistema hibrido para L,) se resuelve numé-
ricamente y usando para integrar (numéricamente) la ecuacion de reconstruccion
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con p determinado para las condiciones iniciales. Ademas ([6.3.4)) admite una solucion
explicita,

x(t) = xpexp <—%t>, y(t) = yoexp (—%t),

y entonces una comparacion con la soluciéon analitica puede ser obtenida facilmente.

Notar que los tiempos de impacto en que la particula rebota son obtenidos numéri-
camente y también, en este caso, “analiticamente”.
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Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado resultados en el area de reduccién por simetrias
para distintas clases de sistemas mecéanicos. Nos hemos enfocado principalmente en
su aplicacion a sistemas de orden superior, sistemas hibridos y cosimplécticos. Tres
casos donde aun quedan problemas abiertos por estudiar.

En el Capitulo 2 nos hemos centrado en estudiar los sistemas dinamicos Lagran-
gianos, Hamiltonianos y de Poisson de orden 1, ilustrando con dos ejemplos. El primer
ejemplo es clasico en la literatura de Mecanica Geométrica, una particula en un cam-
po magnético, y el segundo ejemplo, no estudiado en la literatura atn, e introducido
en esta Tesis, es un sistema de dos cuerpos rigidos interconectados bajo la influencia
de un campo magnético. En particular estudiamos la reduccién de los mismos ha-
ciendo hincapié en la obtencién de un término magnético. Cuando la dindmica del
sistema mecanico en cuestion esta gobernada por una funcion Hamiltoniana, estudia-
mos lo reducciéon de Marsden-Weinstein, y cuando la dinamica viene dada por una
funcion Lagrangiana, la reduccion de Routh.

En la reducciéon al fibrado cotangente hemos completado los resultados previos
para la demostracion del teorema de reduccion, que no aparecia explicitamente desa-
rrollado en la literatura. En particular, hemos desarrollado los Lemas [2.4.13] 2.4.14]
12.4.16} [2.4.17} [2.4.19} [2.4.22] [2.4.23| y [2.4.24] Mediante ellos, caracterizamos el espacio
cociente como un producto fibrado dotado de una 2-forma cerrada y deformada con
un término magnético. Por otro lado, aplicando el proceso de reduccion de Routh al
fibrado tangente, dado un Lagrangiano L : T'() — R que es regular, y via la transfor-
mada de Legendre se puede también caracterizar el espacio cociente como un fibrado
producto.

Siguiendo [37] estudiamos los sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos con térmi-
nos magnéticos, analizando las correspondientes ecuaciones de movimiento. Ademés
hemos ilustrado la teoria con el ejemplo de la particula en un campo magnético.

En el Capitulo 3| hemos estudiado sistemas mecanicos de orden superior en sus
versiones Lagrangiana y Hamiltoniana. En la Subseccion repasamos las ideas
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bésicas del fibrado tangente de orden superior y definimos un Lagrangiano de orden
k. Ademés, hemos expuesto la descripcion variacional de los mismos y presentamos
las ecuaciones de movimiento para éstos. Hemos también analizado los sistemas La-
grangianos de orden superior con simetrias.

Via la trasformada de Ostrogradski-Legendre hemos construido el Hamiltoniano
de orden superior y las ecuaciones de Hamilton que describen la dindmica asociada
a este Hamiltoniano.

El resultado original del Capitulo [3| consistié en extender los resultados de la re-
duccion al cotangente de sistemas Hamiltonianos de orden 1 a un fibrado cotangente
de orden superior, obteniendo asi (mediante la incorporacion de una conexion en
un fibrado principal convenientemente elegido) la caracterizacion el espacio reducido
con un fibrado producto. Ademés, caracterizamos la 2-forma resultante del espacio
reducido y definimos en la Definiciéon [3.3.13| un término magnético de orden superior
dando lugar a la respuesta de la pregunta planteada en el articulo [30] sobre la defi-
niciéon de un término magnético de orden superior. Del lado Lagrangiano observamos
los problemas que ocurrian a la hora de relacionar esto via la transformada de Le-
gendre de orden superior que sigue siendo una pregunta abierta y continuaremos su
estudio como un trabajo futuro derivado de esta tesis.

Por tltimo en el Capitulo [3 generalizamos la idea de sistemas Lagrangianos y
Hamiltonianos magnéticos estudiados en [37] para sistemas de orden superior y de-
rivamos intrinsecamente las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden superior para
estos, notando que, si k = 1 recuperdbamos las ecuaciones para orden 1.

En el Capitulo [4 estudiamos la reduccion de los sistemas mecéanicos Hibridos.
Comenzamos por presentar dichos sistemas y repasar las nociones basicas para los
sistemas hibridos Hamiltonianos simples y los sistemas hibridos Lagrangianos sim-
ples. En la subseccion definimos la transformada de Legendre para esta clase de
sistemas y demostramos, en la Proposicion [£.1.24] que el flujo hibrido de un sistema
hibrido Lagrangiano es transformado en uno Hamiltoniano mediante la transforma-
cion de Legendre. Ilustramos esta teorfa con una aplicacion de sistemas holénomos a
trozos mediante el ejemplo del sistema bola-ranura.

También estudiamos la reduccion simpléctica tratada en [4] extendiendo los re-
sultados de manera de lograr una caracterizaciéon del espacio reducido como un pro-
ducto fibrado y definiendo sistemas hibridos Hamiltonianos magnéticos. Ilustramos
esta teorfia con dos ejemplos de interés: una particula magnética rebotando en una

esfera (Ejemplo 4.2.38)) y el heavy top hibrido (Ejemplo [4.2.42)).

En la Seccion |4.3| estudiamos variedades de Poisson hibridas y el proceso de reduc-
cion de los mismos. Como una aplicacion de la teoria hemos estudiado la reduccion
de un péndulo invertido hibrido Ejemplo tratado en [4] pero para un sistema
de Poisson mostrando que las soluciones obtenidas son las analogas a las del Ejemplo

12311
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Por altimo estudiamos la reducciéon para sistemas hibridos Lagrangianos, reduc-
cion de Routh, en sus dos versiones: Q = P x G (con G un grupo no abeliano)
extendiendo asi los resultados obtenidos en [§] a sistemas hibridos a un caso de varie-
dades producto y para una variedad () general, definiendo los sistemas hibridos con
términos magnéticos, que provienen al igual que como vimos anteriormente (de un
proceso de reduccion). Ilustramos esta teoria con diversos ejemplos dependiendo del
contexto en el que nos encontrabamos.

En la Seccion demostramos la equivalencia entre los sistemas hibridos La-
grangianos reducidos y los sistemas hibridos Hamiltonianos reducidos, mostrando
que la transformada de Legendre reducida envia flujos reducidos Lagrangianos en
flujos reducidos Hamiltonianos.

En el Capitulo |5| estudiamos las condiciones suficientes para la existencia de 6rbi-
tas periodicas en sistemas hibridos que provienen de la reduccion de Routh hibrida
y ademés exhiben simetrias de tiempo reversibles. Comenzamos dando los conceptos
generales de sistemas hibridos Routhianos simples ilustrando con el ejemplo del robot
saltarin de una pierna, en el Ejemplo [5.1.7]

En la Seccion definimos la simetria tiempo reversible y probamos en la Propo-
sicién y en el Teorema [5.2.5 algunas propiedades de los mismos. Basadas en las
propiedades del Routhiano, encontramos condiciones suficientes para la existencia de
orbitas periddicas para esta clase de sistemas hibridos y demostramos en el Teorema
[5.2.71a existencia de orbitas periodicas. Continuamos ilustrando lo visto nuevamente
con el Ejemplo del robot saltarin de una pierna.

En la Seccién recordamos los conceptos basicos de la aplicaciéon de Poin-
caré y mediante ello, analizamos la estabilidad de las 6rbitas periddicas, brindando
condiciones suficientes para la obtencién de dichas érbitas en el Teorema [5.2.12 Fi-
nalizando esta subseccién concluimos el Ejemplo del Robot saltirin de una
pierna.

Por tltimo, aplicamos los resultados anteriores a sistemas de control subactuados.
Estudiamos la nocion de dinamica cero hibrida dada en [86] junto con una simetria
tiempo reversible y obtuvimos una caracterizacion para buscar soluciones peridédicas
en sistemas hibridos de control Routhianos subactuados. Brindamos en el Teorema
b.3.9| condiciones para la existencia de las érbitas, ilustrando estos resultados con el
Ejemplo del péndulo invertido con resorte controlado.

En el Capitulo [0] estudiamos sistemas hibridos que describen la evolucion de La-
grangianos no-auténomos y donde la superficie de impacto involucra el tiempo. En
primer lugar repasamos los resultados basicos de la geometria de sistemas mecéanicos
dependientes en el tiempo, de variedades cosimplécticas y el Teorema de reducciéon
cosimpléctica. Extendimos en la Proposicion [6.1.7] los resultados del Teorema 3.6.2
en [1] que relaciona los campos Lagrangianos y Hamiltonianos dependientes en el
tiempo. Estudiamos el Teorema de reduccion cosimpléctica y sus hipotesis para lue-
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go poder generalizarlo a sistemas hibridos. En la Seccion definimos los sistemas
hibridos dependientes en el tiempo en sus versiones Lagrangiana y Hamiltoniana y
dotamos a estos espacios de los elementos necesarios para poder realizar una reduc-
cion por simetrias, del lado Hamiltoniano reduccion del tipo Marsden-Weinstein y del
lado Lagrangiano del tipo reduccion de Routh. A lo largo de todo el capitulo, fuimos
ilustrando con dos ejemplos de interés: un Billar con disipacién y un Billar con pare-
des moviles. Por tltimo, para el Billar con paredes moéviles, realizamos simulaciones
mediante PYTHON para ilustrar las trajectorias del sistema hibrido reducido.

Trabajo a futuro

En el Capitulo [3] hemos estudiado y generalizado la reduccion en el fibrado
T*(T*'Q) e identificado el espacio reducido como un producto fibrado. Nos pre-
guntamos, ;jqué ocurre del lado Lagrangiano? Pudimos observar que no es sencillo,
como ocurre en el caso de orden 1, que via la trasformada de Legendre se pueden
relacionar los espacios. Resulta imposible caracterizar el espacio reducido y constriur
el Routhiano como una combinacién entre el Lagrangiano y el momento de orden
superior (como lo haciamos en orden 1) ya que estas aplicaciones viven en espacios
diferentes; entonces nos gustaria seguir estudiando este tema y analizar si es posible
construir el Routhiano de alguna otra manera para poder extender la reducciéon de
Routh a orden superior.

En los Capitulos [ [5] y [0] estudiamos los sistemas hibridos en sus diferentes va-
riantes que modelan el andar de los robots bipedos entre otros ejemplos de interés en
ingenieria. Nuestro proposito de investigacion como trabajo a futuro consiste en estu-
diar la dindmica, la geometria subyacente y el diseno sistemético de leyes de control
por retroalimentacion para un “legged system”, con dos aplicaciones concretas que
incluyen bipedos que caminan en superficies que se mueven en el tiempo y modelos
de exoesqueletos para evitar que el pie resbale en superficies peligrosas, como por
ejemplo, superficies mojadas y poder diseniar un control de lazo cerrado para que el
cuerpo se mantenga estable y por lo tanto el robot camine estable.

Para eso, nos gustaria primero estudiar la geometria, dinamica e integrabilidad
de un legged system a través de la teoria geométrica de Hamilton-Jacobi para un
sistema hibrido cuya dindmica continua viene dada por una funciéon Hamiltoniana con
aplicaciones a modelos que se utilizan para locomocién bipeda. La teoria geométrica
de Hamilton-Jacobi para sistemas hibridos nunca ha sido estudiada ni abordada.

Concretamente, algunos de nuestros intereses son: la unificacion de la teoria geo-
métrica de Hamilton-Jacobi de tiempo discreto y continuo para desarrollar la teoria
geométrica de Hamilton-Jacobi para sistemas hibridos, la aplicaciéon a 2D SLIP, la
integrabilidad de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y la descripciéon en términos de
estratificaciones de los espacios de configuracion.



Conclusiones y Trabajo a futuro 179

Como consecuencia de los resultados obtenidos en el Capitulo 5, estamos intere-
sados en desarrollar leyes de control para el caminar estable de bipedos basados en
la creaciéon de un tipo de simetrias para describir la dinamica de los bipedos como
soluciones periddicas de un sistema mecénico hibrido, e introducir un nuevo método
para lograr la estabilidad asintética al caminar en bipedos que caminan en superficies
que se mueven en el tiempo y modelos de exoesqueletos para evitar que el pie resbale
en superficies que producen deslizamiento.

También, querriamos realizar una extension del método de simetrias desarrollado
en el Capitulo [5| de esta Tesis para sistemas dependientes del tiempo y su aplicacion
a la creacion de leyes de control por retroalimentaciéon para mantener estable un
bipedo que camina en una superficie que se mueve en el tiempo, como asi tambien la
extension de tal método para sistemas Routhianos con disipacion.
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