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Petri-halok alkalmazasa termelési és logisztikai folyamatok modellezésére
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Absztrakt: A Carl A. Petrirdl elnevezett Petri halokat, ismertté valasuk (1964) 6ta, elsésorban konkurens és
parhuzamos rendszerek struktirajanak és szabalyozdsanak tanulmdnyozasara fejlesztették tovabb. Az elmult
évtizedekben a Petri halokkal kapcsolatban a legtobb publikacié a kommunikacio protokollok és a szamitogépes
rendszerek teriiletén jelent meg, azonban a kézelmultban mar a gyartasi rendszerek teriiletén is széleskorii érdek-
16dés mutatkozott irantuk. A tanulmanyban a Petri halok elméletének rovid bevezetése utan a mithelyrendszerti
és a rugalmas gyartd rendszerek (FMS) modellezésére és elemzésére egyarant hasznalhat6 alkalmazast mutatunk
be. Ezek a halok jol hasznalhatok gyartasi rendszerek miikodésének tanulmanyozasara, és olyan fontos informa-
ciok meghatarozasat teszik lehet6vé, mint a termelékenység, a minimalis anyagmozgatogép igény, a gépek ki-
hasznaltsaga és igy tovabb.
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nalas

1. Bevezetés

A Petri halok szakirodalma az alkalmazasok és a modellek széles valasztékat foglalja maga-
ban. A Petri halok hasznosnak bizonyultak a diszkrét gyartasi rendszerek modellezésére is, és
alkalmasak e rendszerek validalasara, elemzésére és ellendrzésére. Ez els6sorban annak ko-
szonhetd, hogy képesek leirni e rendszerek 1ényeges jellemzéit. Ilyenek példaul a konkurencia
vagy parhuzamossag (t6bb miivelet parhuzamosan folyik), az aszinkron tevékenységek (a
miiveletek elvégzése valtozd mennyiségii id6t igényel), az osztott eréforrasok miatt jelentkezo
konfliktusok (ugyanaz a gép kiilonb6z6 miiveleteket végez), és a diszkrét-esemény folyama-
tok (a gyartasi folyamat gy tekinthetd, mint diszkrét események egy sorozata). A tanulmany-
ban elemzett integralt gyartasi és logisztikai probléma modellezésére a Petri halok egy specia-
lis osztalyat, az Gn. idézitett esemény grafokat fogjuk hasznalni. E16szor azonban a tanulmany
megértéséhez rovid attekintést adunk a Petri halok elméleti alapjairol.

1.1. A Petri halok terminologiaja

A Petri halo egy iranyitott, stlyozott paros graf, amely két csomoponttipust tartalmaz. Az
egyik csomoéponttipus a helyeket és a masik tipus az atmeneteket jeloli. A helyeket és az at-
meneteket iranyitott élek kotik dssze. Formalisan egy Petri hald harom véges halmazbol all,
N=(P, T, F), ahol a P={p1, p2,...,pn} a helyek véges halmaza, T={ty, t2,...,tm} az atmenetek
véges halmaza és (PxT)uU(T xP) o F az iranyitott élek halmaza.

Grafikusan a helyeket korok jelzik, és az atmeneteket allo téglalapok, ahogy azt az 1. dbra
mutatja. Egy atmenet bemeneti, illetve kimeneti helyeit az atmenet bejovo, illetve kimeng élei
kapcsoljak 6ssze. A tj, (j=1, 2,...,m) atmenet bemeneti helyeinek halmazat Inp(t;) jeloli. Ha-
sonloképpen Out(t)) jeloli a tj atmenet kilépd helyeinek halmazat.
Egy Petri halo N jelolése (M) egy fiiggvény:

M:P—> {O, 1 2,...} (pozitiv egészszamok halmaza),

amely a helyek allapotat jelz6 tokeneket (jeleket), nem negativ szamokat rendel a halozat
minden pi, (i=1, 2,...,n) helyéhez. Specialisan M°(pi) jelenti a kezdeti jeldlést. A tokeneket a
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helyeket abrazolé korokbe rajzolt pontok reprezentaljak, példaul az 1. dbran az M°(ps)=2.

Az i-edik hely allapotat a benne 1év6 tokenek szama jelzi, és a halozat allapota az egyes he-
lyek allapotainak az Osszessége. A Petri halok kiilonleges tulajdonsaga, hogy a jeldlés (a
tokenek szama) az atmenetek ,,tiizelésével” megvaltoztathato.

a) t1 tiizelése el6tt b) t; tiizelése utan

1. abra: Egy jelolt Petri halo valtozasa a t; tiizelés hatasara (Forras: sajat szerkesztés)

A tj atmenetr6l akkor, és csak is akkor mondjuk, hogy az M jeloléssel engedélyezett (vagy
tiizelhet6), ha minden p; e Inp(t;) bemeneti helye legalabb egy tokent tartalmaz, vagyis az

M(pi)>0. Amikor a tj atmenet tiizelt, akkor egy tokent eltavolitunk minden bemeneti helyérél
és egy tokent hozzaadunk minden kimeneti helyéhez. Ez a valtozas hatarozza meg a haldzat 1j
jelolését, az elérheté atmenetek 0j halmazat, és igy tovabb.

Példaul az 1/a. dbran lathatd Petri halon a ti és to is engedélyezett az M°=[1, 0, 2] jeloléssel,
de a t3 nem, mivel annak egyik bemeneti helye, a p> nem tartalmaz tokent. A t; tiizelése elta-
volit egy tokent a p: bemeneti helyrdl, és hozzaad egy tokent minden kimeneti helyhez, p»-
héz és ps-hoz. Az eredményként kapott j jeldlést, M1=[0, 1, 3] az 1/b. dbra szemlélteti.

Fontos tudni, hogy egy halozat fejlodése radikalisan kiilonbozé lehet, attol fiiggben, hogy
melyik atmenetet valasztjuk ki tlizelésre. Azt is hangsulyozni kell, hogy a Petri halon nem
feltétleniil garantalt a tokenek szdmanak a megdrzése, mivel minden tiizelés utan a tokenek
szama a haldzatban megvaltozhat.

Az atmenetek tiizelésével elérhetd un. ,,token jaték™ teszi lehetévé a dinamikus viselkedésii
rendszerek modellezését a Petri halokkal. Egy atmenet tiizelése ugy értelmezhetd, mint egy
esemény bekovetkezése, ami elnyel bizonyos er6forrasokat és létrehoz masokat. Ebbdl a
szempontbol a tokenek er6forrasokat reprezentalnak, amelyek bizonyos helyeken egy bizo-
nyos allapotban vannak.

1.2. Idozitett esemény grafok

Az idézitett Petri halok bevezetése Ramchandani nevéhez kothet6 [8]. Ebben a modellben a
tiizelési id6 fiiggvény definicidja: . T —R™ (pozitiv racionalis szdmok halmaza), amely egy
pozitiv (racionalis) szamot z(t) tarsit minden egyes t atmenethez.

A korabban leirtakhoz képest a tiizelési szabalyok az iddzitett Petri halokon nem valtoznak,
Kivéve, hogy minden tj atmenethez tartozik z(tj) valds tiizelési idotartam. A tiizelési id6rél azt
feltételezziik, hogy determinisztikus. Megjegyezziik, hogy léteznek sztochasztikus Petri halok
IS, a tanulmanyban azonban csak a determinisztikus modellre koncentralunk.

Esemény grafnak (mas néven a dontésmentes Petri halonak) nevezziik azt a Petri halot,
amelynek minden pi helyéhez pontosan egy bemeneti és egy kimeneti atmenet tartozik. Ennek
eredményeként, a Petri halé mikodése teljesen determinisztikus, mivel a tiizelési folyamathoz
nem kell dontést hozni (egy engedélyezett atmenetet nem lehet kikapcsolni egy masik atmenet
tiizelésével). Ez a tulajdonsag az atmenetek idozitésével lehetdvé teszi a haldzat dinamikus
viselkedésének teljes jellemzését.

Egy esemény grafon az elemi kor egy iranyitott Gt, amely valamely csomopontbdl (hely vagy



atmenet) indul és visszavezet az induldsi csomoponthoz ugy, hogy a csomdpontokat csak egy-
szer érinti. A tovabbiakban az elemi koroket Sk=(pi, ta,...,pn, th)-vel jeloljik.

Az esemény grafok fontosabb tulajdonsagai [1]:

1. tulajdonsag: A tokenek szama egy elemi korben invarians (valtozatlan) barmely atmenet
tiizelésére.

2. tulajdonsag: Egy esemény graf €16, ha minden elemi korben legalabb egy token létezik.

Az 1. tulajdonsag azt jelenti, hogy minden M lehetséges jeloléshez tartozd Osszes tokenek
szama a fk korokben invarians, ezért egyenld a kezdeti jeloléssel, vagyis

M(B)=M°(5,).
Azonnali kdvetkezmény az is, hogy ha az esemény graf er6sen Osszefliggd, ami azt jelenti,
hogy barmelyik csomdpontbdl barmely mas csomdpontba vezet egy iranyitott ut, akkor a graf
korlatos. Ténylegesen minden egyes pi hely sziikségszerlien legalabb egy elemi kor része, és
az 1. tulajdonsag miatt, egy adott pi helyen, az egyidejiileg jelenlévé tokenek szama soha nem
haladhatja meg a korben 1év6 6sszes tokenek szamat.

1.3. Az idézitett esemény grafok analizise

Most 6sszefoglaljuk a legfontosabb eredményeket, amelyeket késébb hasznalni fogunk gyar-
tasi probléma tanulmanyozasakor. Emlékeztetiink arra, hogy z(tj) (pozitiv racionalis szam)
jeloli a tj atmenet a tiizelési idejét. A Sk korben az atmenetek 6Sszes tiizelési ideje legyen (),
azaz

1) () = Zf(tkj) (idBegyseg).
-1

M(px) jeldlje a fk korben a tokenek szamat:

(2) M(ﬂk)zzMo(pki) (tOKen),
=

ahol MP a kezdeti jeldlés. Végiil vezessiik be az egy tokenre esd tiizelési id6t, amit a fi kor
ciklusidejének neveziink:
7(B)

3) C(B)= M)

Adott kezdeti jelolésrol tegyiik fel most, hogy az engedélyezett atmenetek tiizelése biztositja a
rendszer folyamatos mitkodését. Amint korabban emlitettiik, a ,,token jaték” az esemény gra-
fokon teljesen determinisztikus, amely garantalja az el6redefinialt viselkedést. A kovetkezd
két tulajdonsag az erdsen 0sszefiiggd esemény grafokra vonatkozik:

(idbegység/token).

3. tulajdonsag: A rendszer véges id6 utan allandésul, periodikus mitkodésiivé valik.

4. tulajdonsag: A ciklusidét allandosult allapotban az elemi korok ciklusidéinek a maximalis
értéke hatarozza meg, azaz

4) C=Max{C(5,)} (idoegység/token).

Allandésult allapotban alternativ médon hasznalhatd a termelési rata is, amely az idSegység-
re eso tiizelhetd atmenetek szama:

(5) A=1/C=Minfl/C(4,)} (token/idéegység).

Azt a p, kort, amelyre a ciklusidé, C=C(/3;)maximum, kritikus kérnek nevezziik. A kriti-

kus kor ciklusideje hatarozza meg a rendszerben atbocsatoképességének felsé hatarat. Megje-
gyezziik, hogy ha egy korben nincs token (M(5«)=0), akkor a teljesitménye nulla (a ciklusidé
végtelen), ez nem meglepd, hiszen a halé a 2. tulajdonsag szerint halott.



Miutan minden elemi kor ismert, egyértelmtien kiszamithato az allandosult allapot teljesitmé-
nye. A (3)-(4) egyenletek szerint a teljesitmény fligg a kezdeti allapottol (mivel a kezdeti jelo-
1és az egyes korokben egyedileg hatdrozza meg a tokenek szamat), és természetesen az atme-
netek tiizelési idejétdl is. Megjegyezziik, a periodikus miikddés (allandosult allapot) altalaban
csak az atmenetek K szamu, egymast koveto tiizelése utan érheto el.

A tovabbiakban ezeket az eredményeket felhasznaljuk a mihelyrendszer(i termelés teljesit-
ményelemzésére.

2. A miihelyrendszeri termelés Petri halé modellje
2.1. A modell leirasa

Tekintsiink egy integralt gyartasi és logisztikai feladatot, amelynek elvégzéséhez Gi, G,
....,Gm-mel szimboélumokkal jelolt, m szamua gép all rendelkezésiinkre, és segitségiikkel Ti,
To,...,Ta-nel jelolt, n szam, kiillonb6z6 terméktipust kell eléallitani meghatarozott, a1, ao,...,
an aranyban. A rendszerben feltételezziik, hogy egy terméktipus eléallitasa eldirt sorrendben,
tobb gépen elvégzendé miiveletekbdl all, és a miveleti idok adottak, valamint determiniszti-
kusak. A terméktipusok termelési itvonala, ami a miiveletek sorrendjét vagyis a gépek felke-
resési sorrendjét jelenti, egyedileg meghatarozott. A terméktipusok gyartasarol feltételezziik
az ismétlédést vagy ciklikussagot, tovabba, hogy meg kell felelnitik az eldirt a1, az,...,an ter-
mékosszetételnek.

A leirt feladat egy lehetséges valtozatat a 2. dabra szemlélteti. A vizsgalt gyartasi rendszer a
G1, G2 és Gz gépekbdl all, amelyek T1, T2 és T3 terméktipusokon eldirt sorrend szerint kiilon-
b6z6 miveleteket végeznek. Az 1. tdblazat foglalja 6ssze, hogy a Ti terméktipus megmunka-
lasa a Gj gépen mennyi id6t igényel. A tablazatbol a miiveleti sorrendek, vagyis a termelési
utvonalak is kiolvashatok:

(1 T1: Gy, G3; T2: Gy, G2; Ts: Gy, Gs.
T
111111111 [LES
g
[ 111111111 JQES
q T.
q .' __IIm G

ﬂ

2. abra: A vizsgalt termelési rendszer (Forras: sajat szerkesztés)

1. tablazat
A gyartasi rendszer miiveleti id6i

Termékosszetétel Miiveleti id6 (zij)
Munkadarab (o) G Gy Gs
Ty 1/3 1 - 2
T 1/3 3 8 -
T3 1/3 2 - 4

A gyartasi rendszerben a gépek kozott targoncak mozgatjak a raklapokra helyezett termékti-
pusokat (egy targonca egy raklapot, egy raklap egy terméktipust hordoz). Azt is feltételezzik,
hogy a terméktipusok gyartasa azonos aranyban (a1=o2=ag) torténik. Igy a termékdsszetétel-



ben minden terméktipus 1/3 részt képvisel.

Vezessiik be a Gj (J=1, 2, 3) géphez tartoz6 vj igénybevételi rata fogalmat, ami azt mutatja,
hogy a terméktipusok milyen aranyban keresik fel a Gj gépet. Példaul, a G2 gépet a harom
terméktipus kozil csak a T» veszi igénybe (/. tdbldzat), igy a v2=1/3. Az igénybevételi ratak
kiilon-kiilon:

v,=1 v 1 1% —1+1—g

1 d 2 ! 3 3 3 3 .

A Gj (J=1, 2, 3) gép egy terméktipusra es6 atlagos miiveleti ideje a y;j atlagos kiszolgalasi rata
reciprok értéke, azaz 1/uj, amely ugyancsak az /. tabldzatbol szamithato. Példaul a Ga gépet
csak a Ti1 és Ts terméktipusok gyartasahoz hasznaljuk 2 és 4 miveleti idokkel, igy az
1/u3=(2+4)/2=3. Ezek alapjan az atlagos miiveleti vagy kiszolgalasi idok:
L 14342 , 1. g L_2%% 5 idseayséa
H 3 Hy My 2
A modell fontos jellemzbje a minimalis terméktipus halmaz (MTH) fogalma, amely a ter-
mékosszetételnek megfeleld aranyban és a legkisebb szamban tartalmazza a terméktipusokat.
A példankban az MTH egyszertien:

S:{Tl’Tz’Ts}’

mivel az Osszes terméktipust azonos aranyban gyartjuk. Vilagos, hogy a terméktipus halmaz
ciklikus (ismétlddo) gyartasa garantalja, hogy a termékdsszetétel minden esetben teljesiiljon.

Megjegyezziik, hogy a termékosszetételtdl fliggden ugyanaz a terméktipus tobbszor is megje-
lenhet az MTH-ban. Példaul a kovetkez6 termelési aranyok (1/2, 1/4, 1/4) szerint a T1-bol
kétszer annyit termeliink, akkor az ennek megfeleld6 MTH {T1, Ty, T2, Ts}.

A termelési cél eléréséhez elegendé az MTH-ban felsorolt valamennyi terméktipust az eldirt
sorrendben ciklikusan gyartani. Példaul a Gy, G2 és Gs gépekre valaszthatjuk a kovetkezo ter-
méktipus sorrendet:

(1) S, = {Tl’TZ’T3}1 S, = {Tz}’ Sy = {Tl’T3}

A (I1) szekvenciak a terméktipus gyartasanak egy lehetséges alternativajat képviselik, tényle-
gesen a munkak elvégzésének Osszes permutacidja elfogadhatd. Ezekre a szekvenciakra a
tovabbiakban, mint a gépszekvenciakra hivatkozunk.

Végiil a modellezéshez a termelési rendszerlinket két egyértelmiien szétvalaszthatd szegmens-
re bontjuk: operativszegmens, amely a miiveleti sorrendekkel (termelési ttvonalakkal), és
vezérl6szegmens, amely a gépszekvenciak altal meghatarozott [2]. A Petri halé hasznos esz-
koz ahhoz, hogy leirja e rendszer alapvet6 jellemzdit. El6szor az operativszegmens modelle-
zési lehetségeinek targyalasaval kezdiink, majd a vezérlorészt is bemutatjuk.

2.2. Az operativszegmens

Az operativszegmensben miden elemi korhoz egy terméktipus tartozik, ezért ezeket termelési
vagy folyamatkoroknek nevezziik. A folyamatkorok egy-egy terméktipus ciklikus gyartasi
folyamatat irjak le (3. abra). A termelési utvonalak az (I)-ben megadott miiveleti sorrendet
kovetik. A modellezés szabalyok a kovetkezok:

Minden tjj atmenet megfelel egy gép altal végrehajtott miiveletnek. Példaul a ti; atmenet je-
lenti a T1 termék gyartasi folyamataban az elsé miiveletet, amit a G1 gép végez el. Ertelemsze-
rlien az atmenet tlizelési idotartama megfelel a z(t11)=1 miiveleti idonek (1. tablazat).



A folyamatkorokben a tokenek modellezik a gépek kiszolgalasat. A pij helyeken az elvégzésre
varé munkakat fizikailag a tokenek képviselik. A helyek igy tarold pufferként is értelmezhe-
tok, ennek megfeleléen ezeket puffer helyeknek is nevezziik. Azt feltételeztiik, hogy targon-
cak mozgatjak a raklapokra helyezett terméktipusokat, és a modellben egy token egy targon-
cat vagy raklapot szimbolizal. A tokenek a folyamatkorokben keringenek, és az adott termék-
tipus ciklikus gyartasat generaljak. A pij helyek kezdeti jelolése biztositja a miiveleti sorren-
det, vagyis a miiveletek kozotti els6bbségi feltételeket.
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3. abra: Folyamatkorok a példaban (Forras: sajat szerkesztés)

Megjegyezziik, a modell nem kdveteli meg, hogy a terméktipusokhoz rendelt raklapok szama
megfeleljen a termelési aranyoknak. A kovetkezé szakaszban targyalt vezérldszegmens
ugyanis garantalja, hogy a rendszerben a raklapok eloszlasatol fliggetleniil, a termékosszetétel
raklapigényei mindig kielégitettek legyenek.

2.3. A vezérloszegmens

Ahhoz, hogy a gépeken a terméktipusok gyartasanak sorrendjét modellezhessiik, minden at-
menet (mint tudjuk, ezek egy-egy miivelet elvégzését képviselik egy adott gépen) egy vezér-
lokornek nevezett korhoz is kapcsolodik. Az atmenetek sorrendjét a vezérlokorben a gép-
szekvencia hatarozza meg, vagyis az, hogy az adott gépen a terméktipusokat milyen sorrend-
ben kell gyartani.

4. abra: Folyamat- és vezérlokorok (Forras: sajat szerkesztés)

A vezérlokorok tehat az adott géphez tartozo gépszekvencia szerint miikddnek. Példaul a (II)



eldiras szerinti sorrend: S, = {Tl,TZ,TS}, S, = {T2 }, S, = {Tl,Ts}, ¢és az ezeknek megfelel ve-
z¢rl6korok a folyamatkorokkel egyiitt a 4. dbrdn lathatok.

Hogy megkiilonboztessiik a vezérlokorok helyeit folyamatkorok helyeitol, az elébbieket ve-
zérlohelyeknek fogjuk nevezni, és cij-vel jeloljiik. Mig a puffer helyek az operativszegmens
allapotat jellemzik, addig a vezérlohelyek egy gép lehetséges allapotait irjak le.

Fontos felismerni, hogy a tokenek a vezérlékorokben, bar latszolag nem kiilonboznek a fo-
lyamatkorok tokenjeitdl, specialis tulajdonsaggal birnak, nevezetesen: minden vezérl6kdrben
egy és csak is egy token kering (eltéréen a folyamatkoroktdl, amelyek tobb tokent is tartal-
mazhatnak), ami azt biztositja, hogy egyidejileg egy gép csak egy miiveletet végezzen.

Tovéabba, egy vezérlokor egyediili tokenjének a helyzete egyértelmiien meghatarozza a gép
allapotat, ha a token egy atmenet belsejében helyezkedik el, az azt jelenti, hogy az atmenet
tiizelt, és a gép hasznalatban van (a feladat végrehajtasa abban a folyamatkorben folyik,
amelyhez a tiizelt atmenet tartozik). Ha a gép ,tétlen”, akkor a token valamelyik vezérl6he-
lyen van (a gép a gépszekvencia szerinti kovetkez6 feladatra varakozik). Szintén fontos meg-
jegyezni, hogy a vezérléhelyek kezdeti jelolését a munkasorrendben az elsé feladat hatarozza
meg. Példaul kezdetben a G1 gép vezérl6korében a token a ci1 helyen tartozkodik (4. dbra),
mivel a G1 gépen az elsé miivelet a Ty terméktipus megmunkalasa.

3. A miihelyrendszerii termelés miikodésének elemzése

Egyértelmii, hogy a miihelyrendszer(i termelés Petri haldo modellje (4. abra) erbsen Gsszefligg
az idozitett esemény graffal. Igy az 1.3. szakaszban kozolt eredmények felhasznalasaval ele-
mezhetjiik a rendszer mikodését.

Az elsé 1épés a halozat elemi koreinek meghatarozasa. A folyamat- és a vezérlokorok a ko-
rabbi leirasbol mar ismertek. Eltekintve ezektdl az alapkoroktol 1éteznek tovabbi elemi korok,
amelyek puffer- és vezérl6helyeket egyarant tartalmaznak. Ezeket a koroket vegyes koroknek
nevezik. A gyartasi rendszeriink modelljében (4. dbra) nyolc elemi kor talalhato.

Folyamatko6rok:
p1 = (P11, t1g, P13, t13),  (T1 terméktipus),
f2 = (Pa1, to1, P2z, t22), (T2 terméktipus),
Pz = (P31, ta1, Ps3, 133), (T3 terméktipus).

Vezérlokorok:
fa = (Ca1, tug, Czu, to1, Can, ta1),  (G1 gép),
Bs = (C22, t22), (G2 gép),
Be = (C13, 13, Ca3, t33), (Gs gép).
Vegyes korok:

S7 = (C11, t11, P13, t13, C33, t33, P31, t31),
P8 = (Ca1, ta1, Pas, t33, C13, t13, P11, t21, Co1, t21).

A példaban az Osszes elemi kort az abrabdl kdzvetlen meg lehet hatarozni, nagyobb halok
esetén azonban ez mar nehézségekbe iitkozhet. Az elemi korok keresésére viszonylag egysze-
rl, szamitogépes algoritmusokat fejlesztettek, amelyekkel a keresés gyorsan elvégezhet6 [6].

Miutan felsoroltuk az 6sszes kort, alkalmazzuk a 3. és 4. tulajdonsagokat annak érdekében,
hogy kiértékeljiik a rendszer teljesitményét. Megjegyezziik, hogy a kiértékelés fiigg a kezdeti
allapottol, amelyhez meg kell adni a terméktipusok kezdeti eloszlasat a folyamatban (azaz a
puffer helyek kezdeti jeldlését). Emlékezziink arra, hogy a vezérlohelyek kezdeti jelolése au-
tomatikusan meghatarozott az adott géphez tartozo gépszekvenciaval.

Tegyiik fel, hogy kezdetben minden terméktipus a rendszeren kiviil feldolgozasra var (még



egyetlen miivelet sem fejez6dott be). Tekintettel arra, hogy a terméktipus a raklappal egyiitt
kering, azt feltételezziik, hogy az MTH-ban felsorolt harom terméktipushoz harom raklap
tartozik. A puffer helyek kezdeti jelolésével leirt megfelel6 kezdeti allapot a 4. dbrdn lathato.

Az atmenetek tlizelési ideje a miveleti idokkel adott (lasd a termelési Gitvonalakat (I) és az 1.
tablazatot).
11171, 11372, 721=3, 12279, 13172, 133=4 iddegység.

Minden egyes pk(k=1,...,8) korre, az (1) egyenlettel most mar kiszamithatjuk a z(fx) teljes mi-
veleti id6t, a (2) egyenlettel az M(fk) token szamot, és a (3) egyenlettel a C(fx) ciklusidét. A
szamitott értékeket a 2. tabldzat tartalmazza.

2. tablazat
Az elemi korok ciklusidi

Folyamatkor Vezérlokor Vegyes kor

J3! iz B3 B Ps I3 B Ps

7(fk) 5 11 6 5 8 6 9 12
M(5x) 1 1 1 1 1 1 2 2
C() 5 11 6 5 8 6 4,5 6

A 4. tulajdonsag ¢és a (4) egyenlet felhasznalasaval allandosult allapotban a ciklusido:
C= kl\_/lla>§{C(ﬂk)}: C(f,) =11 idéegység/token.

A kritikus kor 2, ami azt jelenti, hogy az atbocsatoképességet a T> terméktipus ciklusideje
hatarozza meg. Mivel a termelési ciklus harom terméktipust tartalmaz (minden terméktipusbol
egyet), és a termelési rata, A=I/C=0,09, igy a teljes atbocsatoképesség:

Q=31 =3:0,09=0,27 termék/idéegység.
4. A miihelyrendszeri termelés optimalis vezérlése
4.1. A teljesitményjavitas lehetéségei

A rendszer teljesitményét (Q) adott termékdsszetétel esetén csak a ciklusidd (C) csokkentésé-
vel tudjuk javitani. Tudjuk azt is, hogy a ciklusidd:

) o (w8
C‘“’L?X{C(ﬁk)}_w'ﬂf"x{hn(ﬁk)}_ M5’

a kritikuskor atmeneteinek dsszes tiizelési id6tartamatol és a kritikus kor tokenszamatol fiigg.
Mivel a tokenek a puffer helyeken a raklapokat reprezentaljak, vilagos, hogy a raklapok sza-
manak valtoztatsa hatassal van a teljesitményre.

Példaul noveljiik a raklapok szamat eggyel a f> korben, azaz az 0 raklapot a T> a termékti-
pushoz rendeljiik. Kovetkezésképpen, a Sz korben két token kering (5/a. dbra). A ciklusidd
pedig ebben a korben C(52)=11/2=5,5 idéegység/token lesz, és az Gsszes tobbi korben valto-
zatlan marad. A raklapszam ndvelés eredményeként a kritikus kor a G2 géphez tartozo fs ve-
zérlokor lesz, amelyben a z(fs5)=C(fs)=8. A maximalis ciklusidé C(fs)=8-ra csokken, és a
teljesitmény Q=3/8=0,375 termék/idéegység-re javul. Ez az eredmény rendkiviil fontos ko-
vetkeztetésre vezet.

1. tétel: A miihelyrendszerii termelésben, amelyben a gépeket a terméktipusok adott és allan-
do sorrend szerint keresik fel, mindig 1étezik egy olyan véges raklapelosztas, amelynél allan-
dosult allapotban a sziikkeresztmetszetet jelentd gép teljes mértékben kihasznalt [3].

A tétel igazolasahoz tekintsiik ismét a (4) egyenletet, amely az allandosult allapot ciklusidejét



az 6sszes elemi kor ciklusidéinek maximumaként szamitja. Jelolje fy a vezérlokoroket és S#Bv
a tobbi kort (azaz, a folyamat- és a vegyes koroket). A (4) egyenlet az 1j jelolésekkel a kovet-
kez6 alakban irhato:

© C = Max{Max(C(4,)). MaxC(P)}.
A vezérlokorok maximalis ciklusidejét jelolje Co, azaz a
(7) Co =Max{C(B,)}-

Mivel egy vezérlokor ciklusideje éppen a korhoz tartozod gép terhelése (azaz az adott gép gép-
szekvenciajaban felsorolt terméktipusok miiveleti idéinek az Gsszege), ezért Co pontosan a
sziikkeresztmetszetet jelentd gép terhelése. Allanddsult allapotban a sziikkeresztmetszetet
jelent6 gép teljes kihasznalasanak igy a sziikséges és elégséges feltétele: C=Co, amely szerint
a sziikkeresztmetszetet jelentd gép vezérlokore a kritikus kor. Felhasznalva a (3) egyenletet, a
feltétel kielégitéséhez a

® CU =y <Gy

Osszefliggésnek is teljesiilnie kell. Vagyis az

©) M)z "2
Co

minden fS#py korre.

Ci(e
A

t,
G,
t

5. abra: Mihelyrendszer( termelés 4 raklappal (Forras: sajat szerkesztés)

Hasznaljuk a
_| z(B)
(10) Mmin(ﬂ)_|: CO }’

jelolést, ahol [y] jeloli azt a legkisebb egészszamot, ami nagyobb vagy egyenld, mint y. Az
Mmin(f) tehat a f kor miikodéséhez sziikséges minimalis tokenszam, igy a kor ciklusideje Ki-
sebb lesz, mint Co.

Konnyt belatni azt is, hogy a teljesitményvaltozas fiigg a raklapelosztastol is, €s a raklapszam
novelés nem feltétlen jar teljesitményjavulassal. Tegyiik fel, hogy a negyedik raklapot, amely
korabban a T terméktipushoz tartozott, most a T1 terméktipushoz vagy a Tz terméktipushoz
rendeljiik. Ebben az esetben vilagos, hogy a £z kor ciklus ideje ismét 11 idéegység/token lesz,
és igy a rendszer teljesitménye valtozatlan marad (ugyanannyi, mint harom raklap esetén).



Végiil vizsgaljuk meg a gépszekvencidk hatasat az elérhetd teljesitményre. Most tegyiik fel,
hogy a negyedik raklapot ismét a T» terméktipushoz rendeljiik, és a Gz gépen a terméktipusok
megmunkalasi sorrendjét permutaljuk. Az Sz gépszekvencia (T1, T3) helyett legyen (T3, T1). A
Petri halo modellben ez azt jelenti, hogy a fs(Gs) vezérlokor tokenje a ci3 helyrdl a cas helyre
kertil (5/b. dbra). Konnyen ellendrizhetd, hogy a tokenek szama a két vegyes korben megval-
tozik, azaz, a f7 kor egy tokent nyer (M(57)=3) és a fs kor elveszit egyet (M(fs)=1). A ciklus-
id6k ennek megfelelden valtoznak, a C(57)=9/3=3 és a C(fls) =12/1=12 idGegység lesz. A val-
tozas eredményeként most g lesz a kritikus kor, és a ciklusidé C=12 idéegység. A rendszer
teljesitménye pedig romlik:
Q=3/12=0,25 termék/id6egység.

Ezek a példak vilagosan szemléltetik, hogy a rendszer teljesitménye nemcsak a rendelkezésre
allo raklapok szamatol, hanem a raklapok elosztasatol, valamint a gépszekvenciatol is fiigg.

Természetesen szeretnénk megtalalni azt az optimalis vezérlést, amely minimalis raklapszam
mellett a rendszer lehetd legjobb kihasznalasat biztositja.

4.2. A raklapok szamanak minimalizalasa

Elészor koncentraljunk a minimalis raklapszamra. Jelolje ismét fyv a vezérlokoroket és f#fBv a
tobbi kort, akkor a sziikkeresztmetszetet jelentd gép teljes kihasznalasanak sziikséges és elég-
séges feltétele:

(11) M(f) =M, (B) minden p£p, korre,
ahol: Mmin(B) a (10) képlettel adott, az M(f) pedig a tokenek szama a S korben.

Egy puffer helyen egy token egy raklapot, vagy egy terméktipust reprezental. Ha a modellben
s a folyamat- és vegyes kordk, nk pedig a py, p,,..., p,, @ puffer helyek szama a k-adik kérben,

valamint M° a kezdeti jelslés, akkor az dsszes raklap a rendszerben az
(12) N=>>M(py)

k=1 i=1
Kifejezéssel adott.

fgy a maximalis termelékenység elérése érdekében a sziikséges raklapok szamanak minimali-
zalasi problémaja a kovetkez6képpen irhato fel:

N =ZsliM°(pki)—>min

k=1 i=1

M(B)= M, () minden p#p, korre.

A feladat egészértéki linearis programozasi feladatra (ILP) vezethet6 vissza. Az ILP megol-
dasa adja azt a minimalis raklapszamot és raklapelosztast, amelynél a rendszerben a sziikke-
resztmetszetet jelentd gép allandosult allapotban teljes kihasznaldssal miikodik. Ez a feltétel
csak akkor teljesiil, ha a kezdeti allapot megfelel a kapott optimalis megoldasnak (x*), azaz, a
kezdeti jelslés MO(pki)=x* (j=1, 2,...,n).
A mintapélda optimalis megoldasa:

X, =1Lx=0,%x=2X,=0x=1x,=0,
amelybdl a minimalis raklapszam, N=4. A megoldasnak megfeleld kezdeti jelolést

Mo(pll) =1 Mo(pls) =0, Mo(p21) =2, Mo(pzz) =0, Mo(psl) =1 Mo(pss) =0

az 5/a. abra mutatja. Megjegyezziik, hogy mas megoldasok is 1éteznek, mint példaul az

X, =1 %x,=0,x=1%,=1x =1x =0,

Mo(p11)=1, Mo(p13)=0, Mo(p21)=L Mo(pzz):l- Mo(psl):l Mo(p33)=0-
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Ez azt jelenti, hogy a rendszerben a termelési folyamat barmely terméktipus megmunkalasa-
val kezdddhet. A raklapelosztas azonban mindkét megoldasban azonos, mégpedig a T» ter-
méktipushoz kettd, a T1 és T3 terméktipusokhoz egy-egy raklapot rendeliink.

4.3. Az optimalis gépiitemezés (gépszekvencia)

Eddig azt feltételeztiik, hogy a gépszekvencia apriori adott, és a megoldando feladat a sztikke-
resztmetszetet jelentd gép teljes kihasznalasahoz sziikséges minimalis raklapszam meghataro-
zasa. Mar korabban megmutattuk és hangstlyoztuk, hogy a rendszerteljesitmény nemcsak a
raklapok szamatol és elosztasatol, hanem a gépszekvenciatol is fiigg. A teljességhez ezért
fontos annak az ,,optimalis” gépszekvencianak a megkeresése is, amely minimalis raklapszam
(N=4) és elosztas mellett garantalja, hogy a sziikkkeresztmetszetet jelenté gép miveleti ideje
pontosan Co legyen.

Az litemezési algoritmus részletes ismertetésétdl most €s itt hely hianyaban eltekintiink, csu-
pan az algoritmusban kovetett fontosabb elvekre hivjuk fel a figyelmet.

A miihelyrendszerii termelés Gsszes miiveletét olyan 7 hosszasaga iddintervallumokban iite-
mezziik, amely megfelel a sziikkkeresztmetszet jelenté gép (7) egyenlettel szamitott cikluside-
jének, a példaban ez Co=7=8. Ha a miiveleteket = periddusidével ismételjiik, akkor a rend-
szerben a sziikkeresztmetszetét jelentd gép teljes kihasznaltsaggal fog miikodni.

Az iitemezéskor két korlatot kell szem el6tt tartani: az elsGbbségi és a szétvalasztasi korlato-
kat. Az elsobbségi korlatok alatt a termelési folyamatok technolédgiai korlatait értjiik, ponto-
sabban a terméktipusonként eldirt miiveleti sorrendet.

A szétvalasztasi korlatok egy adott gépen elvégzendd, egymast kolcsonosen kizard miivele-
tekre vonatkoznak. Egyszeriibben ugyanarra a gépre egyidejiileg nem lehet két terméktipust
titemezni. A Petri halo modellben ez azt jelenti, hogy az azonos vezérlékorokhoz tartozo at-
menetek tiizelés iddintervallumai diszjunktak.

Az iitemezés minden z-edik 1épésében kiszamitjuk a folyamatkorok un. megvaldsithatosagi
fokat:

A(2)=1-6,(2),
ahol: d«(z)az iitemezésre var6 miiveletek folyamatiddinek az Gsszege, és az litemezésre ren-
delkezésre allo id6 aranyat mutatja. A z-edik 1épésben azt a folyamatkort valasztjuk, amelyhez
a legkisebb Ax(z) érték tartozik, majd az igy kivalasztott korben azt a gépet (atmenetet) iite-
mezziik, amely az els6bbségi és a szétvalasztasi korlatoknak is megfelel.

5. Osszefoglalas

Az ismertetett modellben a mihelyrendszer(i termelés leirasara a Petri halok egy specialis
valtozatat, az idOzitett esemény grafot hasznaltuk. A rendszerben az atmenetek a kiilonb6zd
miiveleteket, a tokenek pedig az eréforrasokat jelentik. A modellben alapvetéen két eréforras
tipus van: a terméktipusok (beleértve a szallitd eréforrasokat, mint a targoncak, raklapok,
amelyek impliciten a terméktipusokhoz kapcsoltak), és a gépek. A helyek és a tokenek egyiitt
irjak le a rendszer allapotat. A modell tovabbi 1ényeges tulajdonsaga, hogy a rendszerben fo-
lyamat-, és vezérlokorok miikddnek. Az elobbieknek koszonheté a gyartasi feladatok eldirt
miiveleti sorrend szerinti ismétlédése, az utobbiak pedig a feladatok iitemezését biztositjak a
gépeken. A modell segitségével kiszamithaté az optimalis ciklusidd, a bemutatott algoritmu-
sokkal pedig megkereshet6 az, az optimalis vezérlés, amely a minimalis raklapszam megfele-
16 elosztasa mellet biztositja a sziikkeresztmetszetet jelentd gép teljes kihasznalasat, vagyis a
rendszer maximalis termelékenységét.
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Cim: Application of Petri nets for modelling of production and logistics processes

Summary

Petri nets were introduced by Carl A. Petri (1964). Since then, they were developed for studying the structure
and control of parallel and concurrent systems. In the last decades most studies in connection with the Petri nets
were published on the field of communications protocols and computer systems, but they have recently been
widespread interest from the field of manufacturing systems. In the study, after a brief introduction to the theory
of Petri nets, we present an application which can be used to model and analyze job shop-based and flexible
manufacturing systems (FMS). These nets are useful for studying the operation of manufacturing systems, and
they make possible to determine important information such as productivity, minimal handling equipment de-
mand, equipment utilization and so on.
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