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Absztrakt: A cikkben egy személygépjdarmiibdl és egy hozzd kapcsolt utdnfutobdl dllo jarmiiszerelvény stabilitdsdt vizsgdljuk az un. bicikli-
modell segitségével, ezzel elhanyagolva a jarmi laterdlis kiterjedését, amely egy dltaldnosan elfogadott kizelités a jarmiidinamikai vizsgdlatok
sordn. A kerekek deformdciojdbol szdrmazo erdk és koncentrdlt erdpdrok leirdsdra a gumikerék iin. kefe modelljébdl szdrmaztathaté nem-
linedris karakterisztikdakat haszndlunk, amelyeknek jellegzetessége, hogy bdr egyszeresen folytonosan differencidlhatok, a magasabb rendit
derivdltak csak intervallumonként folytonosak. A cikkben a linedris stabilitds mellett hangsilyt fektetiink a nemsima-rendszer bifurkdcio-
analizisére is, amelynek kiszonhetéen pontosabb képet kaphatunk a jarmiiszerelvény viselkedésérdl, és amelynek segiségével kimutathatd egy
olyan paramétertartomdny létezése, amelyben kellGen nagy perturbacié hatdsara a rendszer nem tér vissza a linedrisan stabil egyenesvonalii

mozgdshoz.
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1. BEVEZETES

Napjainkban a jarm{idinamika egyik fontos kérdése a kiilonb6z6é vontatmanyok (pl. utdnfutdk, lakékocsik, ka-
mionok) haladds kozbeni stabilitdsa, illetve az instabil viselkedés megel6zése. Mindemellett a jairm{iszerelvények
vizsgalata mechanikai szempontbdl is érdekes kihivast jelent, miutdn a haladast leiré kinematikai kényszerek miatt
ezek tipikusan anholonom rendszerként modellezhetSk. Ennek koszonhet6en a jarmiiszerelvények dinamikajanak
elméleti valamint kiserleti vizsgalatdval is szamos kutatas foglalkozik (1d. [1, 2, 3]).

A jarmiivek modellezése sordn elterjedt megoldds a sikbeli un. egynyomdu (single-track) vagy mads néven
,bicikli” modellek haszndlata, amely értelmében a jairm{i egyéb méreteit elhanyagolva csak a laterdlis stabilitas
szempontjdbdl 1ényeges méreteket modellezziik [4]. E modell stabilitdsvizsgdlatokra val6 jo alkalmazhatésagat a
szakirodalomban megtaldlhat6 eredmények is igazoljak [5].

A modellezés egy masik 1ényeges kérdése a kerékmodell megvalasztdsa, miutan j6l ismert tény, hogy a kere-
kek deformaci6jabdl szarmazé erdk alapjaiban befolyasoljak a jarmiivek mozgasat. A szakirodalomban szamos,
kiilonb6z6 bonyolultsdgd modell ismert, amelyek koziil igen elterjedt az tn. kvazi-staciondrius kerékmodellek
alkalmazdsa. Az ilyen kerékmodellek feltételezik, hogy a deformécio csak a jarm pillanatnyi sebességallapotabol
meghatdrozhaté un. kuszasi szogtdl fiigg, ami széles korben alkalmazott, €s kielégitéen pontos kozelités nagy
sebességli mandverek vizsgélata esetén [4].

A cikkben a gumideformaciéboél szarmazé erék és nyomatékok szdmitdsara a gumikerék tun. kefe-modelljébdl
(1d. [4]) szarmazathaté nemlinedris er6- illetve nyomaték-karakterisztikdkat hasznaljuk. A nemlinearitst ez eset-
ben az okozza, hogy a kerekek és a talaj kozotti er6atadas szarazsurlédas ttjan valdsul meg, emiatt a kerekek
lehetséges deformdcidja korldtozott, igy a kontakttartomdny végének valamekkora része megcsiszik. Mindemel-
lett a surlodas hatdsa abban is megnyilvanul, hogy bar a kefe-modellbdl levezethet6 karakterisztikak elsérendben
folytonosan differencidlhatéak, a magasabb rendl derivaltak csak intervallumonként folytonosak. Ezéltal annak
ellenére, hogy a linearizalt rendszer vizsgalata viszonylag egyszerti, a nem-sima nemlinedris rendszer analizise
Osszetettebb megolddsokat igényel (1d. [6], [7]), ugyanakkor szamos érdekes eredményt szolgaltat.

2. A JARMUSZERELVENY MECHANIKAI MODELLJE

A jarmiszerelvény mechanikai modelljét az 1. dbra szemlélteti. A vontatd személygépjarmi és az utanfutéd az
(X,Y) sikban mozoghat, mig a fiigg6leges irdnyd mozgést elhanyagoljuk. A jarmiiveket az Gn. bicikli modellel
helyettesitjiik, ezzel elhanyagolva a jarmiivek laterdlis kiterjedését, ami az egyenes vonald mozgdas koriili kis rez-
gések vizsgdlata esetén elfogadhat6 kozelités [4]. Ezzel a rendszer modellje két egymashoz a J pontban csukldval
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1. dbra. A jarm{iszerelvény mechanikai modellje

kapcsolddd, m illetve mo tomegt, valamint sajat silypontjukra nézve Jc, illetve Jc, tehetetlenségi nyomatékkal
rendelkezd ridbdl dll, amelyhez a Ty, To, T3 pontban kapcsolddnak a kerekek. A vontatd jarmi C; stilypontjanak
az elsé keréktSl mért tavolsaga f, a hatsé keréktdl valo tavolsdga b. A C; sulypont és a J csuklépont tavolsaga h,
mig az utdnfuté Co silypontjanak illetve a hats6 kerekének a tavolsdga [ illetve ¢ a csukldponttdl. A modell négy
szabadsagfoku, azaz a rendszer helyzetének egyértelmd leirdsahoz négy éltalanos koordinatat kell valasztanunk: a
vontat6 jarmi sdlypontjanak X (t) és Y7 (¢) koordinatdit, illetve a személyauté és az utdnfuté kozépvonaldnak az
X-tengelyhez képesti 11 (t) valamint 12 (t) szogét. Ezeket az aldbbiak szerint a q(t) dltaldnos-koordindta vektorba
rendezziik:

alt) = (X1(t) Yi(t) () (b))’ . )

Ezen tilmenden a személygépjarmiire egy kinematikai kényszert is figyelembe vesziink, nevezetesen, hogy a
C; sulypont sebességének V longitudindlis (azaz a jairmi hossztengelyével parhuzamos) komponense dllandé:

X1 (t) costpy (1) + Ya(t) sinapy (1) = V. @)

Ezzel egy tin. anholondém rendszert vizsgilhatunk, amelynek mozgésegyenleteit az Appell-Gibbs egyeltetekbdl
szdrmaztathatjuk [8]. Ehhez be kell vezetniink a 81 (t), B2(t), B3(t) pszeudo-sebességeket az aldbbiak szerint:

ﬁl (t) = 7X1 (t) sin 1/11 (t) + Yl (t) COS 1!11 (t),
Ba(t) = 1 (t), 3)
Bs(t) = Pu(t).

Erdemes megjegyezni, hogy a pszeudo-sebességeket az dltalanos koordindtakhoz hasonléan intuitive adhatjuk
meg, azzal a feltétellel, hogy ezekkel az éltalanos-koordinata sebességeknek egyértelmtien meghatdrozhaténak
kell lenniiik. A fenti vdlasztds mellett 31 (¢) a személyauté stlypontjdnak laterdlis sebessége, mig [B2(t) és [5(t)
a jarmivek szogsebessége lesz. Ezek segitségével levezethetd a jarmiiszerelvény nemlinedris mozgasegyenlet-
rendszere, amelyet a kovetkezd alakban frhatunk fel:



m1(Bi(t) + VBa(t)) + ma(Bi(t) + VBa(t) — hfa(t)
— IcPs(t) cos(iha(t) — 1 (¢)) + LeB5 (1) sin(a(t) — 1 (¢))
= F1 + F» + F3cos(¢a(t) — 11(t)),

Je, Ba(t) + ma(h*Ba(t) — hV Ba(t) — hBi(t)

(
+ hlc s (t) cos(a(t) — 1 (1)) — hlcf3 sin(va(t) — (1)) “)
= Flf — ng — thCOS(wg(t) — wl(t)) + M1 + MQ,

Je, Ba(t) +ma(IEB3(t) — lcV Ba(t) cos(va(t) — 1h1(t)) — leBi(t) cos(vha(t) — ¥1(t))
+ 1e B () Ba(t) sin(a(t) — 1 (1)) + hlcBa(t) cos(va(t) — ¥ (t))
+ hicfB3 (t) sin(ya(t) — ¢ (1)) = Ms — Fsl.

3. AZ ALKALMAZOTT KEREKMODELL

A mozgasegyenlet jobboldaldn szerepld, a kerékdeformaciébol szarmazé Fy, Fy, F3 erdket, illetve az My, Mo,
M3 koncentrélt er6parokat, melyeknek irdnyat illetve értelmét az 1. dbra szemlélteti, az Gin. kefe-modellbdl [4]
szarmaztathaté nemlinedris karakterisztikak segitségével szamithatjuk.

Az alkalmazott kerékmodellt a 2. dbra szemlélteti. Az egyes kerekek deformacidjat a jarmiivel egyiitt mozgd
(24, y;) koordindta-rendszerben vizsgéljuk, amelyben az x;-irdny a jarm{i hossztengelyével parhuzamos, mig y;
a rd merGleges irdnyt jeloli. A kefe modell értelmében a gumikdpenyt tomeg nélkiili, de £ linedrisan megoszld
laterélis elmozduldssal szembeni merevséggel rendelkezd részecskék sokasdgaként modellezziik. Ezzel a kontakt-
tartomanyban a kerék pontjainak letapadésat feltételezve egy elsérendii nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet
vezethetd le [9, 10], ami a fenti feltételek mellett leirja a pontos deformaciét. Ugyanakkor 1ényegesen egyszeriibb
alaku osszefiiggésekre jutunk, ha a modellezés sordn azzal az egyszer(isitéssel éliink, hogy a kerékdeformécié csak
a kerék o kuszasi-szogétdl fiigg, ami a rendszer pillanatnyi sebességallapotdbdl meghatdrozhaté [4].

A kuszasi sz0g segitségével a deformdciot a kontakttartomany azon szakaszédn, ahol a kerék letapad az tthoz
egy az x;-tengelyhez képest a,; meredekségtli egyenessel kozelitjitk, amelyrdl megmutathatd, hogy nagy sebessé-
gek esetén jol kozeliti a pontos deformdlt alakot. Figyelembe vessziik azt is, hogy a kerekek és a talaj kozotti
erbatadas szdrazsurl6das utjan valésul meg, emiatt a kerekek lehetséges deformacidja korlatozott, igy a kontakttar-
tomdny végének valamekkora része mindig megcsuszik. A kontakttartomdnyban a talajra mer6legesen parabolikus
erbeloszlast feltételeziink (1d. [4]), aminek megfeleléen a deformaci6 lehetséges maximuma is j6l kozelithetd pa-
raboléval.

Ezen feltételezések mellett az egyes kerekek pontjainak g;(x;) laterdlis (y;-irdnyd) deformacidjét a kovetkezd
formuldval adhatjuk meg:

tan o;z; — atan oy, oM, <z; < a
4 uF; x?
il 0) = _gﬂk;z 1_0,;>’ —a <z <axMm, ésa; >0 )
K3 19 1 - )
4 ukF,; x?
guk“ (1;), —a<z;<zM ésa; <0
a a

ahol i = 1,2, 3, a a kontakttartomdany félhossza, k pedig a gumikerékre jellemzd linedrisan megoszlé merevség,
amelyeket jelen esetben minden kerékre azonosnak feltételeziink. Tovabbd p a strlédasi tényezd, xy, a kozelitd
egyenes €s a parabola metszéspontjdnak z;-koordindtdja, F,; az egyes kerekek talajra merdleges irdnyu terhe-
1ése, mig az o; kiszdsi szoget a kerék T; kozéppontjdnak vr;, jarmivel parhuzamos és vr;, jarmiire merdleges
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2. dbra. A gumikerék kefe-modellje kvazi-staciondrius deforméaciot feltételezve



sebességkomponensébdl szamithatjuk:
s
«; = arctan (m) . (6)
UTip
Ennek felhasznéldsdval a deforméci6bdl szarmazo F;(ay;) erdt és M;(«;) koncentrélt erSpért az aldbbi integra-
lok segitségével hatdrozzuk meg:

a a

Fe) = [ atwdn, M) = [ naas, )

—a —a
Ezzel a deformacidbdl szarmazd erd, illetve nyomaték karakterisztikdk az i-dik kerék ov; kiszasi szogére nézve
a kovetkez8képp alakulnak:

; - /J/Fzg, o a < —Qrit,
8t ak 4t a*k
_ o tan aa _ 2180 %a — 2tan ayka?, —oprie < a <0,
27 F24 2 3 .
Fi{a) = 2 i ®
Bt 8 tan® a;abk® . 4 tan? a;atk? o ka2 0<a<
_ — — 2Z2tan o ka”, S < Qkrit,
27 Fz2i,LL2 3 Fip ' B
—/,Cin7 —Ogrit < Q,
valamint
0, < —Qrit,
16 tan* a;a%k* . 8 tan® o;a” k> 4 4 tan? a;a®k? . 2 ¢ ko <a<0
10 ° — —tan a;ka’, —apri < @ )
Moy =d 81 Fa® 0 R T3 Fau o 030 " ©)
1\ 16 tan® a;;a®k* N Stan® a;a’k® 4 tan? a;a’k? 42 kad. 0<a<
—— — - = — tan o ka®, < a < Qprit,
SR 0 Fe 3 Fap 3t
0, —Qrit < Q,
i=1,2,3.

Az oy kritikus kiszasi szoget a kerék teljes megesiszasnak hatdrhelyzetéhez tartozé kaszasi szogként defi-
nidljuk, amit geometriailag gy hatdrozhatunk meg, hogy ebben a helyzetben a tapadé rész deformécidjat kozelits
egyenes ¢és a maximalis deformaciét meghatdrozé parabola x = a pontbeli érintSje megegyezik. Ezzel a kritikus
kuszasi szog:

3 ka?

A fenti karakterisztikdk fontos tulajdonsdga, hogy ugyan egyszer folytonosan differencidlhat6ak, 4m a maso-
dik, illetve a magasabbrendi derivaltak mdr csak intervallumonként folytonosak. Ennek kdszonhetSen a rendszer
linedris stabilitdsvizsgalata végrehajthat6 a folytonos rendszerekre érvényes modszerek segitségével, a nemlinedris
hatdsok figyelembe vételével azonban mar egy un. ,,nem sima” rendszert kell vizsgdlnunk. Ennek numerikus vizs-
galatok esetén egy lehetséges, jelen dolgozatban is alkalmazott kikiiszobolési médja a karakterisztikak ,,simitdsa”
kozelitd Heaviside-fiiggvények segfségével (1d. [7]).

2 uF,;
Qpriz = arctan (“ > . (10)

4. AZEGYENES VONALU MOZGAS LINEARIS STABILITASA

A linedris stabilitdsvizsgalat soran feltételezziik, hogy a rendszer kialakulé dllandésult mozgdsa egyenes vonald,
alland6é V sebességgel haladé mozgds, amelybdl kovetkezik, hogy az dlland6sult mozgés sordn a jarmtivek az x
tengellyel bezdrt 11 (t) és ¥a(t) szdge dllandd, valamint minden pszeudo sebesség, illetve 11 (t) és ¥ (t) szdgek
kiilonbsége zérus lesz. Bevezetve a két jarmi relativ szogét leird ¢(t) := 1o (t) — 11 (t) véltozét az dllanddsult
mozgas:

A rendszer mozgasegyenleteit az dllandésult mozgas koriil linearizalva, valamint az egyenleteket kiegészitve a
B1(t) és Ba(t) pszeudo-sebességek éltaldnos koordindta-sebességekkel valé kapcesolatat leiré differencidlegyenle-
tekkel egy négy éllapotvaltozds x(t) = Jx(t) alaki linedlis, els6renddi kozonséges differencidlegyenletre jutunk,
ahol az x(t) éllapotvektor:

x(t) = (B1(t) Ba(t) Ba(t) o))" . (12)

A rendszer linedris stabilitdsit a Routh-Hurwitz kritérium alapjan kiillonboz6 V' sebességek, valamint az utin-
futé stlypontjanak helyzetét leiré dimenzid nélkiili p paraméter fiiggvényében vizsgéltuk, a jarmivek 6sszes tobbi
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3. dbra. A jarm{iszerelvény egyenes vonali mozgdsanak stabilitdstérképe a hosszirdnyu sebesség és a vontatmany
sulyponjdnak poziciéja fiiggvényében. A stabilitdsi hatdrokon szemléltetjiik a hozzdjuk tartozé jellemz6
stabilitdsvesztési moédot (rezgéses vagy ,,statikus™) és a jellemzé kerékdeformacidkat is.

paraméterének dllandé értéke mellett. A p paramétert az utdnfuto jellemzé adataibdl, a kovetkez6képpen szamit-
hatjuk ki:
=" (13)
Ebbdl kovetkezik, hogy p = 1 értéke mellett az utdnfutd sulypontja éppen a kerekek tengelyének vonaldban,
mig p < 1 mellett az utanfuté tengelye el6tt, p > 1 esetén pedig az utanfutd tengelye mogott helyezkedik el.
Ahogy a 3. dbran is lathatd, pozitiv V' sebesség mellett két instabil tartomdany jelenik meg. Az adott paraméterek
mellett (m; = 1600 [kg], ms = 400 [kg], Jo, = 24576 [kgm?], Jc, = 800 [kgm?®], f = 1.4 [m], b = 1.6 [m],
h=18[m],!=2[m|,a=0.05[m]k=2-10" [Nm?], 4 = 0.6 [1]) az egyik abban az esetben, ha p < 1,
azaz az utanfut6 silypontja lényegesen el6rébb helyezkedik el a tengelyéhez képest, a masik abban az esetben, ha
p > 1, azaz az utdnfutd silypontja 1ényegesen hatrébb helyezkedik el a tengelyéhez képest. Megjegyzendd, hogy
mds paraméterek esetén ezek a stabilitdsi hatdrok eltol6dhatnak, igy a p ~ 1 paraméter védlasztds sem feltétleniil
garantdlja a stabilitdst. Hatrafelé valé haladdskor, azaz V' < 0 esetén viszont a rendszer mindenképpen instabil.

5. A NEMLINEARITASOK HATASA
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4. dbra. A rendszer bifurkicids diagramjai a vontatmdny sulypontjit meghatdroz6 paraméter p = 0.4 értéke
esetén.



Tovébbi vizsgalatok segitségével (pl. a Jacobi-matrix sajatértékeit meghatdrozva) megdllapithatd, hogy ap > 1-
hez tartoz? stabilitasi hatdr Hopf-bifurkacidhoz, mig a p < 1-hez tartoz6 hatar nyereg-csomé (SN) bifurkaciéhoz
tartozik. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy p > 1 esetén a stabilitasi hatart dtlépve a rendszer novekvd amplitidoja
rezgések sordn veszti el a stabilitdsat, mig p < 1 esetén a rendszer exponencidlisan ,,elszdll” az egyenes vonali
mozgashoz képest (vagyis a jarmi letér az egyenes palyardl).
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5. dbra. A rendszer bifurkdcids diagramjai a vontatmdny stlypontjat meghatdrozé paraméter p = 1.5 értéke
esetén.

A jarmszerelvény viselkedésérdl pontosabb képet kaphatunk, ha a linedris stabilitdsvizsgalatot kvetéen immar

z 2z

arendszerben fellép6 nemlinearitdsokat is figyelembe vessziik. A rendszer nemlinedris vizsgédlatdhoz az AUTOO07p
programot haszndltuk [11], amely egyebek mellett lehet6vé teszi egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
allandosult és periodikus megolddsainak kovetését egy adott (bifurkdcids) paraméter mentén.

A numerikus szdmitdsok eredményeit bifurkdciés diagramokon szemléltetjiik, a vizszintes tengelyen a V' lon-
gitudindlis sebességet, a fiiggbleges tengelyen pedig a 51 (t), S2(t), f3(t) pszeudo-sebességeket, illetve a ¢(t)
relativ szoget dbrazoltuk. A diagramokon zolddel tiintettiik fel a stabil, pirossal az instabil megolddsokat. Lathato,
hogy a SN-bifurkacié (p = 0.4, Id. 4. 4bra) esetén a linedris stabilitds hatdran a stabil tartomdny felett egy Uj
(szubkritikus) instabil egyensiilyi helyzet jelenik meg, mig a Hopf-bifurkicié (p = 2, 1d. 5. &bra) esetén egy
instabil hatdrciklus 1ép ki. A periodikius megolddsok esetében abrdzoltuk a bifurkdciés diagram egyes pontjaihoz
tartoz6 trajektoridkat is (1d. 6. dbra), amelyeken j6l nyomon kovethetd a nemlinearitdsok hatdsdnak novekedése
az amplitddé novelésével, hiszen mig kis amplitidé esetén a trajektéridk kozel elliptikusak, nagyobb amplitidé
esetén a kerekek jelent6sebb megcstszasaval egyre né a magasabb harmonikusok szerepe.

Az ehhez hasonl6 szubkritikus bifurkdcidk jelenléte a mechanikai rendszerekben dltalaban kedvez6tlen, ugyanis
ebben az esetben a kozponti sokasdgon az instabil hatdrciklus adja meg a stabil egyenes vonald mozgds attraktivi-
tasi tartomanyat [12], azaz megfelelGen nagy perturbacié esetén a linedrisan stabil paramétertartomanyban is kiala-
kulhat nagy amplitidéja rezgés a Hopf-bifurkacié kornyezetében. Hasonloképpen a SN-bifurkacié kornyezetében
a linedrisan stabil tartomanyban is bekovetkezhet kelléen nagy zavards esetén katasztréfeszerd stabilitdsvesztés,
amely sordn a jarmd kifordul az egyenesvonalud palyardl.

Az 5. dbran ugyancsak megfigyelhetd, hogy az instabil hatdrciklus egy ponton ismét ,,visszafordul” és egy
adott V' sebesség esetén az instabil hatarciklus mellett egy tjabb stabil hatarciklus is kialakul. Ez az eset tekinthetd
a periodikus megoldds SN-bifurkdcidjanak is (ti. a hozza tartoz6 varidcids rendszer egyenstlyi helyzete e pont
kornyezetében nyeregpontbdl stabil csomoéba megy at). Lathat6, hogy ezéltal a ,,visszafordulasi pont” (fold) kor-
nyezetében lokdlisan kialakul egy dn. bistabil tartomdny, ahol egy adott V' sebességhez egy stabil egyenes vonald
mozgds és egy stabil hatarciklus is tartozik. Kovetkezésképpen a fold-pontnak azért is van kiilonos jelentGsege,
mert ezatal megadhat6 a fenti tulajdonsagot mutato, ,,nem biztonsdgos” z6na hatdra (1d. 7. dbra). Megjegyzend®d,
hogy a periodikus megoldashoz tartozé foldot ebben az esetben mindig a stabilitasi hatarrdl inditott bifurkacio
kovetéssel hataroztuk meg, kovetkezésképp csak olyan p paraméter értékek mellett tudtuk megvalésitani, ahol
megallapithat6 volt a linedris stabilitds hatdra, igy a 7. abran jeloltnél kisebb p értékekre megbizhat6 eredményt
a fold-pont kovetése adhatna. A rendszer globdlis viselkedésérSl tovabbi informacidt szolgdltatna a kialakuld
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7. abra. A dinamikus stabilitdsvesztés €s a linedrisan stabil, de ,,nem biztonsdgos” tartomany hatara.

stabil hatarciklus kovetése, ez azonban a kerekek megcsuszasa altal okozott nem-simasag kovetkeztében fellépd

numerikus bizonytalansdgok miatt tovabbi vizsgalatokat igényel.

s 2z

Ugyancsak érdemes megfigyelni, hogy a 4. és 5. dbrdkon a stabilitasi hatdron kilép6 4j egyensulyi helyzet-
hez, illetve hatarciklushoz tartoz6 gorbék nem fiiggbleges érintével 1épnek ki. Ez a viselkedés szintén a rendszer
nemsima jellegébdl eredeztethetd, és mds intervallumonként folytonos rendszerek esetén is megfigyelhetd [6].



6. KONKLUZIOK

A cikkben egy személygépjarmiibdl és egy hozzd kapcsolddé vontatmanybdl allo jarmiszerelvényt vizsgal-
tunk. A rendszer linedris stabilitdsdt a V' haladdsi sebesség, és a p a silypont helyét leiré paraméter fiiggvényében
vizsgaltuk, amelyek alapjan két jellegzetes instabil tartomany kiilonithetd el. Ezek koziil az egyik esetben a sta-
bilitasi hatdron a leiré differencidlegyenlet trividlis megolddsdhoz tartozé Jacobi-matrix egy valds sajatértéke, mig
a masik esetben egy kompelx-konjugalt sajatértékpdr valt eldjelet. Tovabba a rendszerben levé nemlinearitdsokat
is figyelembe véve mindkét instabil tartomany hatdrdn szubkritikus bifurkacié (SN, illetve Hopf-bifurkéciok) je-
lenlétét mutattuk ki. A rezgésesen instabil paramétertartomany kornyezetében emellett meghatdroztuk a kialakuld
szubkritikus Hopf-bifurkéci6 stabilitdsvéltdsdhoz (visszaforduldsdhoz) tartozé paramétereket is és megmutattuk,
hogy ez miként vezet egy nem biztonsigos tartomany megjelenéséhez. Lathat6, hogy ennek a zénanak a hatira
bizonyos paraméterek mellett Iényegesen alacsonyabb sebességnél jelentkezhet, mint a linedris stabilitdsi hatar,
azaz a nemlinedris hatdsok bizonyos esetben jelent6sen csokkenthetik a még biztonsdgosnak mondhaté sebessé-
get. Mindemellett a rendszerben fellépd nemlinearitdsoknak a megolddsokra gyakorolt hatdsét a kiszdmolt hatar-
ciklusokhoz tartoz6 trajektoridkkal is szemléltettiik. Ugyanakkor meg kell emliteniink, hogy nagyobb amplitidék
esetén a kerekek teljes megcstszdsa melletti intervallumok kozotti kapcsolasndl jelentsen megndtt a numerikus
hibak szerepe a megoldds sordn, igy a hatarciklusok tovabbi kovetése kifinomultabb kovetdeljarasok alkalmazasat
teszi sziikségessé.

Koszonetnyilvanitas: A szerz6k koszonetiiket fejezik ki az OTKA PD105442 projekt keretében kapott timogata-
sért. A kutatds részben a Bolyai Jdnos Kutatdsi Osztondij timogatasaval késziilt.
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