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Absztrakt:  Egy csigasorral fiiggesztett gerenda szabadrezgését vizsgdljuk. A gerenddt Bernoulli-Euler riidként modellezziik, és bemutatjuk
a szerkezet sajdtrezgésalakjait és sajdtkorfrekvencidit feszitett és feszitetlen fiiggesztdkdbel esetén a folytonos rid differencidlegyenletének
megolddsdval. A kdbel feszitett, vagy feszitetlen voltdtdl fiiggden beszéliink aktiv és passziv fiiggesztésrdl. Az aktiv és passziv fiiggesztés
rezgésalakjai egymdsnak megfeleltethetéek, az dllapotvdltozdsok sordn a moddlis koordindtdk transzformdcidja iddfiiggetlen modon végezhetd.
Numerikus modszert mutatunk a rezgés szdamitdsdra, az aktiv és passziv dllapotok kozotti vdltds kezelésére. Kiilonbozd kezdddllapotokat
haszndlva szimuldljuk a tarto szabadrezgését. Megmutatjuk, hogy még az aktiv és passziv fiiggesztések kozotti vdltds okozta erds nemlinearitds

mellett is képes a szerkezet periodikus szabadrezgést végezni.

Kulcsszavak: csigasoros fiiggesztés, Bernoulli-Euler gerenda, nemlinedris dinamika, moddlanalizis

1. BEVEZETES

A fiiggesztett szerkezetek régota kiemelt szerepet jatszanak a nagy fesztavolsagok lefedésénél, adthidaldsandl. A
szerkezeti kialakitds djabb tipusaiban a fiiggesztd kabel csigasoron keresztiil kapcsolddik a tartéhoz, ezdltal a csi-
gakon a felszerkezetre atad6do erdk (kozel) konstans eloszlastiak és egyetlen paraméterrel szabalyozhatdk [1, 2].
Uj szerkezettipusrdl 1évén sz6, az eddigi vizsgalatok jellemzden statikai kérdésekre keresték a vélaszokat [3]. A
szerkezet mozgdsa miatt azonban el6fordulhat, hogy a kédbel tehermentesiil, ami a szerkezet merevségének meg-
véaltozdsit eredményezi. A szakaszonként linedris rendszer mozgésa viszont mar nemlinedris dinamikai vizsgéalatot
igényel.

Szakaszonként linedris szerkezetek dinamikdjaval tobben foglalkoztak [4, 5, 6, 7, 8], jellemz&en kevés szabad-
sagi fokud diszkrét, vagy diszkretizalt modellek gerjesztett rezgéseit vizsgdlva, ahol a nemlinearitdst valamelyik
rugalmas kapcsolatban egy kezdeti rés okozta.

Az altalunk vizsgalt szerkezet bilinedris, a terheletlen tart6 egyensulyi helyzetében éppen a két kiilonb6z6 me-
revségl dllapot hatdrdn van. A folytonos gerenda rezgésének vizsgalatat modalanalizissel hajtjuk végre mindkét
merevségi esetre és a megoldasokat megfelelGen illesztjiik, hasonléan a [9]-ben taglalt eljardshoz. Olyan globalis
normdlmédokat keresiink, amik periodikus rezgéshez tartoznak és egy periédus alatt egyetlen oda-vissza valtas
torténik a kotél hazott és tehermentes dllapota kozott.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A mdsodik fejezetben bemutatjuk a vizsgalt szerkezetet, a szabadrezgés dif-
ferencidlegyenletét és a peremfeltételeket. A harmadik fejezetben a szabadrezgés differencidlegyenletének meg-
oldésait, a sajatértékeket és a sajatalakokat mutatjuk meg a terhelt és a tehermentes kotél esetén [9] alapjan. A
negyedik fejezetben a fentiek segitségével bemutatjuk a differencidlegyenlet modalanalizisen alapulé numerikus
megolddsanak 1épéseit. Az 6todik fejezetben az analitikus megfontoldsok és a numerikus szdmitasok alapjan kapott
normdlalakokat és a periddusiddket targyaljuk. A tapasztalatokat a hatodik fejezetben foglaljuk Ossze.

2. A VIZSGALT MODELL ES A SZABADREZGES DIFFERENCIALEGYENLETE

A vizsgdlt szerkezetet az 1. dbra mutatja. A kéttdmaszu, linedrisan rugalmas Bernoulli-Euler gerendat a har-

madoldpontjaiban fiiggesztjiik fel egy csigasoron atvezetett kotéllel az dbran lathaté médon. A gerenddhoz és a

merev felszerkezethez kapcsol6dé csigak surlédasmentesek. A kotél tomegét és a normalerd miatti alakvaltozasat

elhanyagoljuk, a csillapitds értékét nullanak tekintjiik. A gerenda teljes hossza L, egy tdmaszkoz hossza L /3.
Egy gerenda szabadrezgésének differencidlegyenlete:
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L
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1. dbra. A vizsgélt modell

ahol v a dimenzitlanitott elmozdulds (a val6s elmozdulds w.L), & és T a dimenziétlanitott hely és id6, a (.)' és (.)
szimbd6lumok rendre a dimenziétlan hely és id6 szerinti derivaltakat jelentik, u a gerenda fajlagos tomege, és E'1
pL*
ET

A kébel hatdsa a peremfeltételekben jelenik meg. A felfiiggesztést passzivnak nevezziik, illetve azt mondjuk,
hogy a szerkezet passziv dllapotban van, ha a kotélerd nulla, és a gerenda harmadolépontjai elmozduldsainak
Osszege negativ, vagy nulla. A felfiiggesztést aktivnak nevezziik, illetve azt mondjuk, hogy a szerkezet aktiv
allapotban van, ha a kotélerd pozitiv, vagy zérus és a gerenda harmadolépontjai elmozduldsainak 0sszege nulla.
(A fenti definicidk alapjan vannak olyan allapotok, amikrél nem donthetd el egyértelmtien, hogy a passziv vagy az
aktiv allapothoz tartoznak-e, a numerikus megoldés soran ezeket a helyzeteket az aktiv és passziv dllapot kozotti
atmenet szamitasara fogjuk haszndlni.)

Passziv felfiiggesztés esetén a gerenda egy sima kéttdmaszu tartd, igy csak a gerenda végeire {runk eld feltételt:

a hajlitas sikjara merdleges hajlitomerevség. A valds hely és id6 rendre x = (L ést = 771, ahol T' =

w(0,7) =wu(l,7) =0, u”(0,7) =u"(1,7) = 0. 2)

Az elsd két egyenlet az eltolddds zérus értékét fejezi ki, a masodik kettd pedig a végponti hajlitonyomatékkal
aranyos gorbiilet kis elmozduldsokkal kozelitett zérus értékét [10].

Aktiv felfuiggesztés esetén az (1) differencidlegyenlet szakaszonként érvényes. A gerenda végeire (2)-vel azonos
peremfeltételt, a gerenda harmadoldpontjaiban csatlakozasi feltételeket frunk eld. A lehajlds, az elfordulds és a
hajlitonyomatékkal ardnyos gorbiilet folytonossdga alapjan:

. 1 1 . 2 2
611_1% (u (3—577') —u(3 +E,T>> —il_r)r%) (u <3—5,7‘> —u(3+5,7)> =0, 3)
. Vi 1_ _ ! E — 15 / g_ — / g —
;1_r>r(1)<u (3 T U 3—1—5,7 —;1_% U 3 e, T U 3+€,T =0, (@]
1 1 2 2
. " - _ " - — i " - — " - =
Ehg(l) <u (3 6,7') U <3 —|—€,7‘>) glg%) (u <3 5,7) u <3 —|—8,7’>) 0. 5)

A kotélers konstans volta miatt a nyiréers ugrdsa azonos a két csiga alatt, ami az elmozdulds harmadik derivaltjaval

ardnyos:
1 1 2 2
Ehj% (u’” (3 - 6,7‘) — " <3 +€,7’>) = glgtl) <u”’ (3 - 6,7’) — " (3 + E,T)) ) (6)

Végiil a nydjthatatlan kotél hosszvaltozasa zérus, amit az alabbi feltétel fejez ki:
1 2
U(g,'f‘) +U<37T) :O (7)

3. AZ AKTIV ES A PASSZIV RENDSZER SAJATREZGESE

A linedris alrendszerek rezgésegyenleteinek megoldasait aktiv és passziv esetben egyardnt a valtozok szétvalasz-
tasaval, az

u(€,7) = Zuz(f) ~a; cos (wiT'T — ¢;) (®)
i=1



alakban keressiik, ahol u;(§) az i-edik rezgésalak, w; az i-edik sajatkorfrekvencia, a; az i-edik alak amplitidé-
ja, ¢; az i-edik alak fazisa, T az id6 dimenziétlanitdsdhoz hasznalt paraméter. Vezessiik be a dimenzidtlanitott

periédusidét az aldbbi a képlettel:
2
T, = . 9
o T ©))
Ennek felhaszndldsaval a (8) derivéltjait behelyettesitve a rezgés differencidlegyenletébe a sajatrezgésalakok fligg-
vényeire az

i (€) = Ajui(§) =0 (10)
kozonséges differencidlegyenlet adodik, ahol \; az i-edik sajatrezgés paramétere:
2r L2
A== E (11)

=TT\ B
A (10) differencidlegyenlet dltalanos megoldasa:
u; (&) = A;sin (M€) + B; cos (\€) + C; sinh (A;€) + D; cosh (A\;€) (12)

alakban irhatd, ahol A;, B;, C;, D, szakaszonként érvényes paraméterek, melyekkel az i-edik u;(¢) alakfiiggvény
kielégiti a (2) peremfeltételeket, tovabba aktiv felfiiggesztés esetén a (3)-(7) kapcsolodasi feltételeket is.
Passziv allapotban a (1) differencidlegyenlet (2)-t kielégits, normdalt megolddsai:

ui(§) = V2sin (i), (13)
az alakokhoz tartoz6 sajitrezgés-paraméterek pedig:
N = im. (14)

Aktiv allapotban kétféle megoldast kiilonboztetiink meg [9] alapjan.
Ha mod (5,6) = 1,2, 3,5, akkor a j-edik sajatrezgés-paraméter:
A=+ 1), (15)
a hozza tartoz6 sajatalak pedig:
u;j(€) = V2sin ((j + 1)7¢). (16)
Mivel ezek az alakok j = 7 — 1 helyettesitéssel megfelelnek (13)-nak, ezeket trividlis aktiv alakoknak nevezziik.
Az aktiv éllapot megolddsainak maésik csoportja kielégiti a mod (j,6) = 0,4 feltételt. Az ide tartozé saj-
dtalakokat nemtrividlis alakoknak nevezziik, amelyeknél a \; sajatrezgés-paraméter a (2 cosh (%) — 1) sin (%) —
(2cos (3) —1)sinh (3) = 0 nemlinedris egyenlet megoldésa, a kapcsol6dd sajatalakok pedig a kapesoléddsi
feltételek alapjan numerikusan szdmithatok.
Fenti eredményeket az 1. tdblazatban foglaljuk 6ssze. A sajatalakokat 1-re normaltuk, azaz olyan skalar szorzé6t
vélasztottunk, hogy fol u?(£)d¢ = 1 legyen. Bizonyithat, hogy a rezgésalakok ortogondlisak, azaz ha mindkét

sajatalakot vagy az aktiv, vagy a passziv rendszerbdl vélasztjuk, akkor fol ug(§u(§)d§ = 0,VEk # 1. Az aktiv
rendszer nemtrividlis rezgésalakjait a 2. dbrdn mutatjuk be.

Modadlanalizis sordn a gerenda pillanatnyi deformalt alakjat a sajatalakok linedris kombindci6jaként allitjuk el
a modadlis koordindtdk segitségével. A két (aktiv és passziv) dllapot kozotti hatdron teljesiil a (7) egyenlet, tovabba
a (6) feltételi egyenlet mindkét oldala zérus. A passziv és aktiv dllapot i-edik modalis koordinatdit rendre y!-vel
és yi-val jelolve, az elmozdulds ilyenkor kétféleképpen is felirhato:

u(€.) = S uOU () = St €t (7). a7

Ezt felhaszndlva, a két osszegzést uf-vel szorozva, majd 0 és 1 kozott integralva megkapjuk a kétféle allapot
modalis koordindtdi kozotti atvaltds modjat:

y’ = Ty*, (18)
ahol T; ; = fol uf (& Jug(§)d€. A sajdtalakok ortogonalitdsi tulajdonsdga és 1-re normdltsdga miatta 4,6,10,12. ..
oszlopokon kiviil a f64tl6 alatti elem 1, a tobbi elem 0, a 1,5,7,11,13... sorokon kiviil pedig csak a f64tl6tol
balra 1év6 elem 1, a tobbi elem 0. Fentiek miatt a transzforméciés matrixnak csak az emlitett oszlopokra és
sorokra kondenzalt valtozatat mutatjuk be:

0,7661 -0,3326  0,3141 —0,1717
0,6343 0,5286 —0,3342 0,1764

-0, 1023 0,7795 0,4085 —0,1911 ...
Tr =1 0,01508 —0,04317 0,7666  0,4499 ... (19)
-0,007657 0,02081 —0,1795 0,8330




2. dbra. A gerenda nemtrividlis rezgésalakjai aktiv felfiiggesztéssel

A kondenzdlas utdn a matrix végeirdl a 16, 18,22, ... oszlopokat és a 17,19,23, ... sorokat hagytuk le. Mind a
végtelen méretli T, mind a végtelen méretli kondenzalt T, matrix ortogondlis. Ezért ha a (17) egyenlet két dssze-
gére alkalmazott szorzatintegralt uj-val végezziik el, akkor az atvaltds megforditdsara az y* = TTyP kifejezést
kapjuk.

4. A REZGESEGYENLET NUMERIKUS MEGOLDASA

s 2z

A modalanalizissel torténd megolddshoz az u(&, 7o) kezdeti alakbdl és az (€, 7o) kezdeti sebességmezbdl meg
kell hatdrozni a modalis koordinatdk és sebességek kezdeti értékeit (ha nem eleve azokkal van megadva a kezdé-
pont):

1 1
Yo = /0 w(©)ul, o)dE, o = /0 s (€)alE, o). 20)

Itt aktiv rendszer esetén az u$ aktiv, passziv rendszer esetén pedig az u! passziv sajatalak-fiiggvényeket hasznaljuk
u; helyén. A modailis kezdeti értékekkel az egyes modok kitérése és sebessége:

Yi(T) = yi0 COS (33:(7’ — Tg)) + 771-70;—711_ sin <31:(7 — TQ)) , 21
ni(T) = —yi,o%r sin (?:(T - 7'0)) + 7,0 COS (33:(7' - To)> : (22)
Ezutén az elmozduldsokat az:
u(§,7) = iu(f) : (y 0 Cos (%(T - To)) +ni 02 sin (27T(T - To))) (23)
’ p ’ " T; “or T;
passziv felfiiggesztés | aktiv felfiiggesztés
RG] X w© 1
1| V2sin(n€) T ‘ - - -
2 | V2sin(27¢) 21 V2sin(2r€) | 1
3 | V2sin(37€) 31 V2sin(37€) | 2
4 | \/2sin(47€) 4 V2sin(4n¢) | 3
5 | V2sin(5m€) | 57 [ 4,104r * 4
6 | V2sin(67€) 6 V2sin(67€) | 5
7 | V2sin(7) | 7r [ 6,4057 * 6
8 | V2sin(87¢) 8 V2sin(87¢) | 7
9 \/isin(97r§) o7 ﬂsin(97r§) 8
10 | v/2sin(107¢) 107 V2sin(107€) | 9
11 [ V2sin(11x¢) | 11x | 10,0957 * 10
12 | v/2sin(127E) 127 V2sin(127€) | 11
13 | v2sin(137€) | 137 \ 12,4057 * 12

1. tablazat. A passziv és aktiv rendszer sajatrezgés-paraméterei és rezgésalakjai. (A *-gal jelolt alakokat lasd a 2.
abran. Az ¢ > 13 és 7 > 12 médokat nem mutatjuk.)



kifejezésbdl szamitjuk addig a 7, id6pontig, amig a passzivbol aktivba, vagy aktivbol passzivba valtds feltétele
nem teljesiil. A passziv felfiiggesztés aktivalodik, ha az

w(1/3,7) +u(2/3,7) =0 (24)

feltétel teljesiil ugy, hogy a baloldal negativbél pozitivba valt. Aktiv felfiiggesztés esetén a kotélers a nyiréerd
ugrdsaval ardnyos (az ugrds a kotélerd fiigg6leges vetiiletének kétszeresével egyenld), amely pedig ardnyos az
elmozdulds harmadik derivéltjdval. Az aktiv felfiiggesztés passziv mddba vilt, ha a felfliggesztési ponttdl balra és
jobbra levé szakaszokbdl szamitott

Upar (1/3,7) — wfo(1/3,7) = 0 (25)
feltétel teljesiil igy, hogy a baloldali kifejezés pozitivbdl negativba valt. A valtas pillanatdban a (21)-(22) szerint

szamitott modalis koordindtdkat és sebességeket kiilon-kiilon at kell valtanunk (18) szerint az 4j allapotba, ezek
lesznek az tj dllapotban a mozgas kezdeti értékei. Az atvaltast az aktiv-passziv dtmenetre a

Z/f,o Y1 () 77110.,0 n{ ()
yg,o _T Y5 () 775,0 _T 75 (Ty) %6
vhol =T [¥5(m) | ol =1 [n5(m) (26)
miiveletekkel végezhetd el, mig passziv-aktiv dtmenetre a
yio yg(Tv) 77(11,0 W;(Tv)
yg,o T | Y2 (70) 77‘21,0 T |2 (70)
=T =T" | n(r,)| - @7)

Y50 Y5 (1o) | 5 0

miiveletekkel. Ezutdn a kapott kitérésekkel és sebességekkel folytatjuk a szamitast a fenti kezdeti feltételekkel
(21)-(22) szerint, 7y helyére a véltaskori 7,-t behelyettesitve. (A kezdeti feltételek most mar a modalis koordina-
takkal vannak kifejezve, igy a (20) szerinti szamitds mar nem sziikséges.)

5. A BILINEARIS RENDSZER SAJATREZGESE

A jelen vizsgdlatunk sordn olyan periodikus rezgéseket keresiink, amelyekre az aldbbi tulajdonsdgok érvényesek.
A rezgés sordn legyen egy olyan pillanat, amikor a gerenda minden pontjdnak sebessége zérus. Ez a kiinduldsi
helyzet a gerenda kezdeti allapotanak fiiggvényében megadhaté az aktiv, vagy a passziv sajatrezgésalakok linedris
kombinéci6jaként. EbbdI a kiinduldsi helyzetbdl elinditva a rezgést legfeljebb egy allapotvaltas utdn a gerenda
minden pontja ismételten Gjra pillanatnyi nyugalomba keriil, és ismét legfeljebb egy, de ellentétes allapotvaltozas
utdn visszatér a kiindulasi helyzetbe.

5.1. Trivialis kiindulasi alakok. Amennyiben a kezdeti alaknak az aktiv rendszer valamelyik trividlis, vagy a
passziv rendszer azzal azonos (bar eggyel magasabb sorszamil) sajatalakjabol inditjuk a rezgést, a mozgds minden
pillanataban teljesiil a kotél megnyuldsara és a kotélers zérus voltara vonatkozé két feltétel, (24) és (25). Ennek két,
egymast nem kizaré oka lehet. A passziv rendszer ¢ = 2k-adik rezgésalakja (lasd (13)) a rid kozéppontjara ferdén
szimmetrikus, igy a kotél zérus megnytlasara vonatkozo feltétel a két felfiiggesztési pont ellentétes elmozdulasabdl
kovetkezik. A passziv rendszer ¢ = 3k-adik rezgésalakjanal a felfiiggesztési pontokban zérus az elmozdulds, igy a
kotél zérus megnyuldsara vonatkoz6 feltétel mindenképpen teljesiil.

Ezek az alakok a hozzdjuk tartozo periddusiddkkel teljesitik a sajatrezgéstdl megkovetelt periodicitasi tulajdon-
sdgokat, tehat a bilinedris rendszer globdlis sajdtrezgései. A 2. tdbldzatban soroljuk fel az ide tartozé sajatrezgés-
paramétereket és a globalis sajatrezgésidbket.

i 2 3 4 6 8 9 10 12
i 2w 3 47 61 8w 97 107 127
TP 10,1592 | 0,07074 | 0,03979 | 0,01768 | 0,00995 | 0,00786 | 0,00637 | 0,00442

2. tabldzat. A bilinedris rendszer globdlis sajitrezgéseinek megfeleld trividlis alakok sajatrezgés-paraméterei €s
periédusidéi. (Az ¢ > 12 eseteket nem mutatjuk.)




5.2. Aktiv, nemtrividlis kiindulasi alakok. Nemtrividlis aktiv alakbdl kiindulva az y§, = 1, y5, = —1,
Yoo = 1 és yiy o = —1 kezdeti feltételekkel végeztiink numerikus szimuldciét ugy, hogy egyszerre csak az
egyik értéket vettiik fel, az 6sszes tobbi modalis kitérést és sebességet nulldnak vélasztottuk. (A modalis kitérés
eldjelét ugy hatdroztuk meg, hogy a kezdeti kotélers pozitiv legyen.) A kdzépsé pont és az egyik felfiiggesztési
pont lehajldsainak id6 szerinti valtozdsat a 3. dbran mutatjuk be. Mind a négy esetben az elmozdulasfiiggvény
periodikusnak latszik, ezért vizsgaljuk meg, mi torténik.

Mivel az aktiv sajitalakbdl 7y, = 0-ban zérus kezd6sebességgel inditjuk a rezgést, az els6 aktiv-passziv valtasra

T, =T} /4 1d8 elteltével keriil sor (itt j = 4,6, 10,vagy12). Ekkor a gerenda vizszintes, igy az dsszes modalis

27
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A viltds sordn a passziv alakokhoz tartozé modalis sebességek vektora a T matrix j-edik oszlopéanak 77} .-szorosa
lesz (1asd (26)). Ezekkel a kezdeti nf’ o kezdGsebességekkel és zérus kezdeti kitérésekkel kezdenek az egyes passziv
moédok rezegni. Beldthatd, hogy az 6sszes érintett passziv mdéd pératlan sorszdmi, tiikorszimmetrikus alak, igy a
periddusidejiik 77 pératlanad-része. Emiatt 77 /2 id§ alatt valamennyi érintett passziv modalis kitérés pdratlan
egész szamu szinusz félhullamot ir le az idében. Ekkor a modalis kitérések egyszerre zérussa valnak, a modalis
sebességek pedig az aktiv-passziv valtaskori sebességek ellentettjei lesznek. Amennyiben ezalatt az idészak alatt
egyszer sem kovetkezik be passziv-aktiv véltds, akkor ebben a pillanatban be fog. A T matrix ortogonalitdsdbol
kovetkezden a passziv-aktiv valtds utdni és az aktiv-passziv valtds el6tti sebességekre az aldbbi Osszefiiggés all
fenn:

koordindta zérus, az aktiv modalis sebességek koziil pedig 77, = —yj (7= kivételével az 6sszes zérus (ldsd (22)).

ny ny ny
ny ny ny
=17 -1 e | == | (28)
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U Tde e
A két dllapotvéltas utdn tehdt az egyetlen kezdetben kivélasztott aktiv méd kezd szabadrezgésbe azonos ampli-
tidoval, de ellentétes sebességgel, mint az elsd viltds el6tt. Ezért T3 /4 1dG elteltével a gerenda ismét eléri a
kezdeti kiinduldsi alakot és pillanatnyi nyugalomba keriil. Tehét a végtelen szabadsédgi fokkal és emiatt végtelen
méretli T matrixszal rendelkezd folytonos modell esetén a fent leirt rezgés kielégiti a periodicitis kovetelményeit,
igy a bilinedris rendszer globadlis sajatrezgésének tekinthets. Ezen sajatrezgés periddusidejét az elsd passziv és a
kivéalasztott aktiv periédusidék felének dsszegeként szamithatjuk:
T +T¢
5
Az eredményeket a 3. tdblazatban foglaljuk 6ssze. Lényeges kiilonbség a linedris rendszerekhez képest, hogy a
magasabb alakokndl a periédusid nem nullahoz, hanem 77 /2 = 1/7-hez tart.

ij/l = (29)

j 4 6 10 12
\; | 4,1047 | 6,4057 | 10,0957 | 12,4057
T¢ [ 0,02547 | 0,01299 | 0,00526 | 0,00377
79" [0,33104 | 0,32480 | 0,32094 | 0,32019

3. tablazat. A j-edik nemtrividlis aktiv méd sajatrezgés-paramétere, rezgésideje és az ennek a médnak megfeleld
kitéréssel inditott szabadrezgés globdlis periédusideje

A fenti gondolatmenetet végtelen szabadséagi fokra vezettiik végig. Ki kell térniink azonban arra, hogy a 3. dbra
diagramjait véges szabadsdgi fokkal szamoltuk. Ez a diszkretizdlds azzal jar, hogy minden egyes allapotvaltas
sordn a kihagyott alakokba transzformdlédé energia elvész, azaz a numerikus eljards egyfajta csillapitast ad a
rendszerhez. Ennek mértékét tigy tudjuk szemléltetni, hogy az aktiv-passziv, majd egy azt kovetd passziv-aktiv
valtast leiré (28)-as transzformaciondl a végtelen méretli T matrix helyett annak finitizalt valtozatat hasznaljuk.
Ennek egységmatrixtdl eltérd blokkjait a véges méretli T matrix kondenzalt valtozatdval kaphatjuk meg, azaz elég
a T} - T}, szorzatot vizsgalnunk, ami 13 passziv és 12 aktiv méd esetén az alabbi:

0.999997 —0.000067076 —0.00020584  0.00030689
TT . T\ — —0.000067076 0.99996 0.00046845  —0.00069744 (30)
kot Tk —0.00020584 0.00046845 0.99712 0.0044216
0.00030689 —0.00069744 0.0044216 0.99342

Ennek a matrixnak egy-egy oszlopa azt mutatja meg, hogy az oda-vissza valtds utan mekkora zavar keletkezik az
aktiv rendszer modalis amplitidéiban. Lathatd, hogy a véltdsok utdn méar nem csak a kiindulasi aktiv méd fog
rezegni, mivel a fenti matrixszorzat nem egységmatrixot ad, ezért a kovetkezd valtds nem egészen 17 /2 1d6 midlva
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3. dbra. A j-edik nemtrividlis aktiv sajatalakbodl elinditott rendszer kozéppontjanak (piros) és a baloldali felfiig-

gesztési pontnak (kék) elmozdulas-id6 diagramjai (7 = 4,6, 10, és 12.) Az dbra elballitdsakor 13 passziv és 12
aktiv rezgésalakot vettiink figyelembe.

fog bekovetkezni, hanem (a f64tlon kiviili elemek kicsiny volta miatt kismértékben) eldbb, vagy utébb. Tehait a
véaltaskor mar nem csak sebesség, hanem modalis kitérés is lesz, bar utdbbi hatdsa a sebességhez képest kicsi lesz,
ezért az Gjabb passziv édllapotban toltstt id6 tovdbbra is T7 /2 kdzelében lesz. Két oda-vissza valtds utdn a fenti
matrix masodik hatvanya, tovabbi véltis-parok utin pedig tovabbi hatvanyok haszndlhat6k a modalis amplitidék
szamitasara. Mivel a (30) métrix eltérése az egységmatrixtdl kicsiny, ezért az aktiv dllapotban sokdig a kezdeti ala-
kot meghatdroz6 maéd lesz a domindns, azaz a numerikusan kozelitett rezgés az analitikusan levezetetthez hasonlé
lesz. Ez a magyardzata annak, hogy a 3. 4dbrdn periodikus rezgést véliink latni, noha azt véges szdmu rezgésala-
kokkal allitottuk els. A Tg - T), matrix 25. hatvanydban még nem jelenik meg a f6atlon kiviil 0,1-nél nagyobb
érték, azaz ennyi oda-vissza valtds még nem okoz nagy eltérést az analitikusan kapott periédusid6hoz képest.

Megjegyezziik, hogy mindvégig azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a rendszer altal a passziv dllapotban toltott
id6tartam 77 /2, azaz ezalatt az idGszak alatt egyszer sem kovetkezik be passziv-aktiv valtds. Magasabb aktiv
kezdeti modokra nem vizsgaltuk ennek a feltételnek a teljesiilését, ezért nem kizarhat6, hogy a fenti tulajdonsag
még végtelen szabadsigfok esetén sem igaz minden aktiv nemtrividlis alakra.

5.3. Passziv, nemtrividlis kiindulasi alakok. Passziv, nemtrividlis sajitalakbél kiindulvaaz y7 o = —1, 4§ o = 1,
yro = —Lyh o = 1ésyls o = —1 kezdeti feltételekkel végeztiink numerikus kisérletet tigy, hogy egyszerre csak
az egyik értéket vettiik fel, az 6sszes tobbi modalis kitérést és sebességet nulldnak valasztottuk. Barmelyik pont
mozgdsat vizsgéltuk, azt tapasztaltuk, hogy 77 /4 ideig az i-edik kezdeti médnak megfeleld harmonikus rezgésnek
indul a gerenda (itt¢ = 1,5,7, 11 és 13), azonban a felfiiggesztés aktivdléddsa utdn nem figyelhetd meg periodikus
rezgés. Ennek jellemzésére az 1. sajatalaknak megfeleld kezdeti kitéréssel végzett vizsgdlat eredményét mutatjuk
be a 4. dbran 13 passziv és 12 aktiv mdd haszndlatdval. Az (a) dbra a gerenda k6zépsd pontjanak id6-elmozdulas
diagramja. Megfigyelhet6, hogy a passziv allapotban toltott idészakok sordn a maximalis kitérés valtoz6. A (b)
dbra vizszintes tengelyén a kozépsd pont lehajldsa, fiiggbleges tengelyén a k6zEépsd pont sebessége lathats. A
kezdeti allapotot egy fekete négyzet jeloli. A rendszer egy negyed ellipszis lefrdsa utdn latszélag szabdlytalan
strukturét rajzol a diagramon.

Azt, hogy most nem figyelhetjiik meg a bilinedris rendszer periodikus rezgését, az el6z6 alfejezet gondolatme-
netét kovetve konnyen beldthatjuk. Az elsd passziv-aktiv véltds utdn a TT métrix i-edik oszlopanak megfelelGen
mindegyik nemtrividlis médnak jelentds amplitidéja lesz. Ezen moédok periddusiddinek hanyadosa irraciona-
lis szdm, igy biztos, hogy az aktiv-passziv valtast eltérd fazisban fogjdk elérni, rdaddsul a diszkretizdlds miatt a
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4. dbra. Az els6 nemtrividlis passziv sajatalakbodl elinditott rendszer kézéppontjanak digramjai: (a) elmozdulds az
idé fiiggvényében (b) a sebesség-elmozdulds diagramja. (Mindkét dbran a piros passziv, a kék aktiv kotelet jelent.)

passziv médok amplitiddja is jelentSs lesz. Utobbit a Ty - T métrixszorzat segitségével lathatjuk be:

0.82567  0.17486 —0.17651 0.18945 —0.21219
0.17486 0.82456 0.17692  —0.19009 0.21307
Ty T = |—0.17651  0.17692 0.82148 0.19199 —0.215511 , (31)
0.18945 —0.19009 0.19199 0.79218 0.23615
—-0.21219  0.21307 —0.21551 0.23615 0.72660

mely most semmiképpen sem mondhaté egységmatrixhoz kozelinek. A nagy amplitidok és eltérd fazisok miatt
biztos nem lesz igaz az, hogy a passziv-aktiv valtds azonos kitérés és ellentétes sebesség mellett kovetkezik be az
Osszes mod esetén, ezért minden valtds utdn egy dj alak szerinti rezgés kovetkezik. Egyetlen passziv nemtrividlis
alakbdl kiindulva tehat nem taldlhat6 a feltételiinknek megfeleld egyszer( periodikus rezgés. A rendszer altal
végzett rezgés lehet kvaziperiodikus, vagy kaotikus is [6]. Ennek alaposabb vizsgalata tilmutat jelen cikk keretein,
jovobeni kutatdsaink targyat képezi.

6. OSSZEFOGLALAS

Jelen cikkben egy csigasorra fiiggesztett gerenda sikbeli szabadrezgését vizsgaltuk. Egy Bernoulli-Euler geren-
ddhoz a harmadolépontjaiban csigdk kapcsolddtak, ezen csigdkon egy nytjthatatlan kébel futott keresztiil, amely
ugyancsak csigdkon keresztiil egy merev felszerkezetre adta 4t a fliggesztderSt. Attdl fiiggben, hogy a kabel fe-
szitett, vagy feszitetlen dllapotban volt, a szerkezet kiillonb6z6 merevségi tulajdonsdgokkal birt, igy a feladat egy
bilinedrisan rugalmas kontinuum rezgésvizsgalata volt.

Mind feszitett, mind feszitetlen kotél esetén bemutattuk a szerkezet sajatrezgésalakjait és sajtrezgésidit dimen-
zi6tlan formédban. Ezen alakok segitségével szimuldltuk a szerkezet szabadrezgését. A szimuldcid soran figyelem-
mel kellett lenni azokra a feltételi egyenletekre, amelyek megadtdk, hogy a kébel feszitett (aktiv), vagy feszitetlen
(passziv) allapotban volt-e. Ha a fliggesztém{ éllapota valtozott, a mozgdsjellemzdket 4t kellett transzformalni az
Uj allapot (aktiv vagy passziv) moddlis terébe és a szimulédciot ennek az dllapotnak a sajatrezgés-alakjaival és sajét-
lengésiddivel kellett folytatni. A numerikus szamitdshoz véges sok sajatlengésalakot hasznaltunk fel. A szimulacié
sordn azt tapasztaltuk, hogy ha olyan kezdeti kitéréssel indul a rezgés, amely az aktiv és a passziv allapotnak is
sajatalakja (a rendszer ugynevezett trividlis sajatalakja), akkor a gerenda ennek a rezgésmddnak megfeleld har-
monikus rezgést végez. Ez az eredmény konnyen igazolhatd, ugyanis ekkor egy linedrisan rugalmas, kéttdmaszi
gerenda bizonyos sajitrezgéseit kapjuk. Ez a megoldds tehdt linedris rendszerhez tartozik: a rezgés sordn a kabel
végig a feszitetlen és feszitett dllapot hatdrdn van. Mads a helyzet, ha a gerenda kezdeti kitérése valamelyik nemtri-
vidlis aktiv rezgésalakkal azonos. Ekkor a kapott elmozdulds-idé diagramok periodikusnak tfintek. Analitikusan
igazoltuk, hogy ezekben az esetekben valéban végezhet periodikus rezgést a szerkezet, noha a rezgés sordn a kabel
tobbszor vilt a feszitett és feszitetlen dllapotok kozott, vagyis a dinamikat globdlisan nemlinedris rezgésegyenletek
irjak le. Zart formdban megadtuk a nemtrividlis passziv alakbdl inditott nemlinedris rendszer szabadrezgésének
globdlis peridédusidejét. Ezen periddusidék szama a nemtrividlis aktiv rezgésalakok szdmaval azonos (tehat vég-
telen sok), és magasabb rezgésalakoknal az elsé passziv rezgésidd feléhez tart. Végezetiil, szimuldltuk a gerenda
szabadrezgését passziv, nemtrividlis kiindulasi alakot haszndlva is. Ebben az esetben a gerenda szabadrezgése nem
mutatott idében periodikus viselkedést.



Osszességében elmondhatjuk, hogy a vizsgélt bilinedris, végtelen szabadsagi foku szerkezet szabadrezgésére
a kezdeti feltételektSl nagyban fiiggd megolddsokat kaptunk. Megmutattuk, hogy a kiinduldsi alak megfeleld
megvalasztdsdval a nemlinedris dinamikai feladatnak vannak id6ben periodikus megolddsai.

Koszonetnyilvanitas. Kocsis Attila munkajat az MTA Bolyai Janos Kutatdsi Osztond{j timogatta. A szerzSk
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