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Egy nyomdaipari szallitasi problémabdl kiindulva a raklapra valé korpa-
kolas feladatdra olyan eljardst mutatunk be, amely képes redlis szdmitdsi
id6 felhasznélasaval kozel optimalis megoldasokat adni. Megadjuk a talalt
pakolasokat a 80 x 120 aranyu téglalapba n = 1 — 50 korre, és attekintjiik
a kapott megoldasok tulajdonsagait. Targyaljuk az eredmények lehetséges
alkalmazdsai feltételeit és eredményességét.

A feladat

A négyzetbe vald korpakoldsi feladatok megolddsédban elért eredményeink [3, 4,
5,7, 8, 9] alapjdn megkeresett benniinket egy nyomdai festékeket forgalmazé belga
cég a kovetkezd problémaval. A festékeiket vodrokben druljak, azokat raklapokra
(14sd az 1. dbrat), nyilvan dtlapolds nélkiil és a kilégast keriilve rakodtdk. Mégis azt
tapasztaltak, hogy a minimalis kil6gds a kamionra valé pakolas soran azt eredmé-
nyezte, hogy a vodrok teteje felnyilt, és a festék egyrészt karba veszett, masrészt a
tisztitas miatt extra koltségek alltak el6. TOliink azt kérdezték, hogy adott méretli
vodrokbol mennyi helyezheto el a 80 x 120 centiméteres Euro-raklapra, illetve hogy
adott darabszamu vodrot eldirva raklaponként mi a maximalis atmérdje azoknak
a vodroknek, amivel azok még megfeleléen elhelyezhetok.

A probléma tehat az, hogy egy 80 x 120 oldalardnyu téglalap alaku teriileten
hogyan helyezziink el azonos méretii, adott szamu koroket ugy, hogy azok ne fedjék
at egymast, és ne is logjanak tul a téglalap oldalain — és a korok altal lefedett teriilet
maximalis legyen.

Az algoritmus

A megoldashoz Eckard Specht négyzetbe valé korpakoldsra kifejlesztett prog-
ramjét [6, 10] igazftottuk 4t. Megjegyezziik, hogy a feltett kérdések megvéalaszo-
ldsa még nem elegend6 az optimaélis rakoddshoz, mert a kapott optimalis elhelye-
zés a legtobb esetben nagyon szabalytalan. Emiatt azok rutinszeri kirakasa nem
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varhaté el a rakodéktdél. Az optimélis elhelyezések megadasa mar segithet, de a
valédi megoldast valészintileg az tn. racspakolasok jelentik, amelyek szabalyossa-
guk miatt konnyen alkalmazhaték. Az eredményeink persze barmilyen kor alapi
aru esetén hasznélhatok.

Algoritmus. PDS-ALGORITMUS (PULSATING DISK SHAKING)

0. 1épés: Allitsunk el egy lehetséges megoldast random modon. Legyen az
aktudlis sugar r, epszilon pozitiv szam, egy kis konstans érték, tovabba
M := 0 az atfedés és a tilnyulas mértéke. k := 0.

1. 1épés: k:=k+ 1, r:=r+e Hak > MAXIT, vagy a pulzdlas amplitiddja
megfelel6en kicsi, akkor STOP.

2. 1épés: Rézzuk ossze az aktudlis konfigurdciét. Ha az M atfedés nem nétt az
el6z6 iteraciéhoz képest, akkor folytassuk az 1. 1épéssel.

3. 1épés: r :=r — e. Folytassuk az 1. 1épéssel.

1. dbra. Az EUR raklap.

Az algoritmus el6nye, hogy a futdsi id6 nagy részében lehetséges megoldéasok
kozott valogat, igy a feltételeknek valdé megfelelés megteremtése viszonylag kevés
id6t visz el - szemben mas eljarasokkal. Maga a program sztochasztikus jellegti,
tehat kozelité megoldas szolgaltatasara képes. Emiatt bizonyitottan optimalis
elhelyezést pusztan erre tamaszkodva nem kaphatunk. Maésrészt szamos nehéz
problémara kaptuk mar meg ezzel az optimalis megoldast rovid id6 alatt, amit
aztdn egy megbizhaté szamitdgépes eljarassal konnyebb volt verifikdlni, mint az
utébbival azt el is dllitani (v6. [9]).
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Az egyszerii algoritmusunk mar sikeresnek bizonyult szamos koérpakolasi feladat
megoldédsara. Megvizsgaltuk a feladatunkat Jozef Kallrath 4j, GAMS és Baron
alapu eljarasaval is [1, 2], de az azzal kapott eredmények egyrészt nem voltak
megbizhatdk, masrészt szinte mindig gyengébb kozelitéseket kaptunk csak.

Eredmények

Az eljardst N =1 — 50 darab korre futtattuk le. A kapott eredmények csak jo
lehetséges megoldasok, de ezek optimalitdsa mar nem garantalt. Persze az opti-
mumtol vald kis eltérés a gyakorlati alkalmazdsban altalaban elfogadhato. Méas-
részt tényleges rakodashoz csak az olyan konfiguraciék hasznalhaték, melyek vala-
milyen konnyen érvényesitheté szabdlyszerliséget tartalmaznak. A kapott eredmé-
nyek egy részét a 2—4. abrak mutatjak.

Nem szimmetrikus konfiguraciok tartoznak ezekbél az n = 7, 10, 14, 17, 19, 21,
22, 23, 26, 27, 29 értékekhez (30-ig, 14sd az 1. tdbldzatot). Erdekes, hogy viszony-
lag milyen sok szimmetrikus elhelyezést taldltunk, bar a nagyobb korszamok ese-
tén egyre kevesebb van. Ez 6sszhangban van a sikon val6 optimalis korpakoldsra
vonatkozé elméleti eredménnyel.

N r szimmetria | racs | N r szimmetria | racs
1 | 40.000 v 16 | 11.7294 v

2 | 30.718 v v 17 | 11.4808

3 | 24.0408 v v 18 | 11.3291 v v
4 | 22.005 v v 19 | 11.0779

5 | 20.3992 v v | 20 | 10.9677 v v
6 | 20.000 v v | 21 | 10.5439

7 | 17.1786 22 | 10.2746

8 | 16.3175 v v | 23 | 10.1396

9 | 15.2646 v v' | 24 | 10.000 v v
10 | 14.8085 25 | 9.77135 v

11 | 14.721 v v | 26 | 9.45412

12 | 13.8538 v v | 27 | 9.29373

13 | 13.3348 v v |28 | 9.2196 v

14 | 12.806 29 | 9.06494

15 | 12.3107 v v | 30 | 9.02455 v

1. tablazat. Az N darab kor elhelyezésének adatai: a taldlt legnagyobb sugar,
és annak megjelolése, hogy az adott pakolds szimmetrikus-e, illetve racspakoléds-e.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



102 CSENDES TIBOR ES KOZMA ATTILA

A tablazatban megadott kapott sugarértékek jol tiikrozik azokat a helyzeteket,
amikor vérhaté megoldés sziiletett (mint példdul az n = 1, 6 és 24 kor esetén).
Megjegyzendo az is, hogy a 6 és 24 kor optimélis pakoldsa egyben az ipari stan-
darddal is egyezik, ugyanis eszerint csomagoljak a kiilonféle italokat.

Az dbrékon az adott pontossdggal egymassal érintkez6 koroket szaggatott vona-
lak jelzik. Az egyes korok szine a kor tulajdonsdgat tiikrozi: a szabad korsk (ame-
lyek mozgathatdk kicsit, és a pakolds slirlisége emiatt nem valtozik, az els6 példa
a 7 kor pakoldsidt mutaté rajzon lathaté a 2. dbrdn) a legsotétebbek. Az egyes
pakolasok feliratat a program maga generdlta, ezért azok angolul vannak. Az abra-
feliratok megadjak a korok sugardt (angolul radius), a pontpakoldsi feladat alakra
vonatkozdan a pontok tdvolsdgainak minimumat (distance), a kérpakolds siir{iségét
(density), valamint az emlitett értelemben vett érintkezések, kapcsolatok szdmét
(contacts). A 45 kor esetén lathatdélag még elérhetd siirtibb pakolas is.

A teljes sikon optimalis korpakoldasi minta, a méhsejt szerkezetii, hexagonadlis
pakolas eldszor a 31 kornek a 80 x 120 aranyu téglalapba valé elhelyezése soran
jelentkezik. Ez 0Osszhangban van azzal az észrevétellel, amit a négyzetbe vald
pakolds sordn tettiink ([9]): a korszdm novekedésével a hexagondlis tabldkbol 4116
részstrukturak uraljék el fokozatosan a véges tartomanyon vett pakolasokat, és
ezeket a tablakat egészitik ki ezekhez illeszked6 korok.

A kapott eredmények optimalitdsa nem igazolt, tehat ezt intervallum aritmeti-
kara épilé eljarasokkal kell verifikalni, mint amilyen eljardsokat a négyzetbe vald
pakoldsok egyes egyszer(ibb eseteiben meg tettiink (lasd [4, 5, 7, 8]). Ebbdl a
szempontbdl tanulsdgos, hogy a kiilonben elfogadott GAMS-Baron mddszertan
(amilyent az [1, 2] kézlemények alkalmaztak) milyen gyakran adott nem optimd-
lis, és az optimalitasi rést illetGen félrevezetd eredményt. A sugar értékek szigoruan
monoton mdédon csokkennek a névekvo korszémmal. Ez a tulajdonsag altalaban
természetesnek mondhatd, bar van ezen szabaly aldl kivétel, példdaul a korbe kor-
pakolds n = 6 és 7 esetei azonos sugarral adjak az optimadlis elhelyezést. Ezzel
egylitt ez utébbi jelenség kivételesnek szamit.

Alkalmazas

1. Megjegyzendd, hogy a gyakorlati alkalmazdst tovabbi tényezok is befolyasol-
jak. fgy a hasonl6 rakodas soran hasznalt zsugorfélia vagy pant a helyesen lerakott
elhelyezést elronthatja. Ezek a hatdsok az adott szerkezetet nyilvanvaldéan a kérbe
irt pakoldsok irdnyaban torzitjak. Emiatt a helyesen elhelyezett vodrok vagy hor-
dok a raklaprdl leloghatnak, és épp a megbizé altal kifogasolt jelenség jelentkezik,
az aru sériil, és aranytalanul nagy koltségnovekedést okozhat. Az aldbb mutatott
optimalis elhelyezések rogzitését ugy kell megoldani, hogy az a fentieknek megfe-
lel6en ne torzuljon olyannd, ami megsérti a befoglald téglalap hatéarat.

A talalt elényos pakoldsi mintdk sokszor nehezen szerkesztheték, emiatt a pa-
kolas kialakitdsa nehézséget jelenthet. Az dltaldban nem racionalis szammal adott
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3 circles in the 3x2 unit rectangle 4 circles in the 3x2 unit rectangle

Eadine = 0 245365597551 - 0.seMuIIMe £ Tadius = 0 234507847551  demsity = D §2384I9TBELS  ©0
distance = 0 E18813782183 -9 distance = 0 709318582732  contacts = 9

5 cireles in the 3x2 unit rectangle 6 circles in the 3x2 unit rectangle

Fadius = 0 ISSTSAI6I1ZZ4  density = O GBEREITELISS ¢
distance = 0.417908846344  contacts = 18

2. dbra. A raklap pakoldsra kapott kozel optimélis megoldasok az n = 3 — 10
esetekre. A részdbrakon szerepel a sugar, a siiriiség, a pont pakoldsi tavolsdg és az
érintések szama.
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3. dbra. A raklap pakolasra kapott kozel optimélis megolddsok az n = 11 — 18
esetekre.
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19 sireles in the 3x2 unit rectangle

4. dbra. A raklap pakoldsra kapott kozel optimdlis megolddsok az n = 19 — 26
esetekre.
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koordinatak, valamint a tényleges elhelyezés technikai gondjai miatt a pakolasok
megvalositasara kiilon gondot kell forditani. E célbdl elore nyomott papirt vagy
vetitést lehet alkalmazni.

2. A gyakorlati hasznositas szempontjabdl kitiintetett jelentOségiiek az ugy
nevezett racspakoldsok [9], amelyekben a korok kozéppontjai egy a téglalapra fek-
tetett racs egyes szabdlyosan elhelyezkedd racspontjai. A jelen kozleményben meg-
adottak nem mind ilyenek (jellemzd ilyen példa az itt dltalunk megadott pakolds
a 11, illetve a 12 kérre). Amennyiben minden kérszamra ilyeneket akarunk meg-
adni, akkor az ennek megfelel§ tovabbi feltételeket be kell épiteni a matematikai
modellbe, és az optimalizalast ennek megfeleléen végrehajtani. Ezt a most alkal-
mazott eljards nem tamogatja, de bizonyos szempontbdl egyszeriibb az optimalis
racspakoldsok meghatarozasa, mint az altalanos alakuaké.

A ricspakoldsok lerakasa egyszerii: a vodroket vagy horddkat soronként lehet
elhelyezni, és az egymast kovetd sorokat szabad az érintkezésig elcstsztatni. Ez az
eljaras a pakolas szerkezete miatt nem okozhatja aztan a taroléedények tillégasat
a raklap hatarain. Ennek ellenére az 1. pontban emlitett technikai segédeszk6zok
itt is segithetnek az optimaélis pakolasnak megfelel6 elhelyezés megtalalasaban.

3. A bemutatott korpakoldsokkal elérhet$ megtakaritds onmagaban nem feltét-
len jelent6s, mindossze par szazalékos lehet. Ennek ellenére egyes esetekben ez azt
eredményezheti, hogy kevesebb szallitéeszkozzel lehet megoldani az adott aru meg-
rendel6hoz valé tovabbitasat. Masrészt ezek hasznélata nyilvan ésszerti, és kiilon
koltséget nem jelent, mig kozben megtakaritdst érhetiink el velitk. Emlitésre mélté
itt az a megjegyzés, ami hasonld logisztikai feladatok megoldasaban altalanosan
elfogadott szakmai tervezési elv, miszerint sokszor érdemes a széllitéeszkozok mi-
nimalizdldsdra torekedni az egyéb ésszerii szempontok helyett (a lehet6 legkisebb
személyi kiaddsok, minimadlis koltség, legrovidebb teljes rakoddsi idétartam stb.).

4. Felmeriilhet, hogy az dltalunk is targyalt kor darabszamok til nagyok, ennyi
hengeres dobozt, vodrét vagy hordét nem szokds ebben a formédban csomagolni.
Ez jogos, kiilondsen nagy korszamra és abban az esetben, ha nincsenek olyan esz-
kozeink, amivel biztositani tudjuk, hogy a raklap hatarain ne cstusszanak kiviil a
taroléedények. Természetesen a téglalapba valé korpakolds més alkalmazésai ese-
tén, amit a kovetkez pontban targyalunk roviden, ezek az érvek kevésbé hatnak.

Az a gyértasi eljaras, amely a gépsorokrdl lejové kor alapi csomagoldsu ter-
mékeket kis darabszamban a raklapnal lényegesen kisebb egységekbe csomagolja,
majd ezeket rendezi a raklapra, kozvetve szintén tdmaszkodik a téglalapba vald
korpakolasra. A raklapndl kisebb méreti csomagok kialakitdsa mellett szdl az,
hogy ezek kézzel jobban rakodhatdk. Természetesen ezek a kisebb méretii pakolasi
feladatok is megoldhatok az ismertetett mddszerrel, s6t adott esetben a téglalap
oldalai hossza ardnyanak egyezése esetén az eredményeink kozvetleniil is haszndl-
hatdk erre az esetre is.

5. Maés alkalmazasok is vannak a téglalapba valé korpakolds eredményeinek
hasznositasara. A pakolasi feladatoknak megfeleltetheték a szabési feladatok, ame-
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lyek adott nyersanyagbdl a lehetd legnagyobb méretii végtermékek kivagasat, vagy
ennek megfelel6 modon adott téglalap alakt nyersanyagbdl a legtobb adott méreti
végtermék leszabasat célozzak. Ertékes nyersanyag esetén az igy elérheté megta-
karitds tetemes lehet. A bemutatott modszertan az altalunk targyalttol eltérd
esetekben is alkalmazhato.

Bolyai Farkas is targyalta a korpakolasi feladatok olyan alkalmazaséit, amelyek
adott kétdimenzids alakzatba (négyzetbe, téglalapba vagy haromszigbe) egybe-
vago korok olyan nem dtlapold elhelyezését kereste, hogy a korok sugara maximaélis
legyen. O ezt egy tervezett erdészi allas palyazatdhoz vizsgalta. A korok szerepét
az indokolja, hogy ezek adjak meg az egyes fak életterét. Az adott teriilet legjobb
kihasznalasat pedig épp az optimalis kdrpakolasi megoldas tudja biztositani.

A pakolasi feladatok mellett a lefedési problémék is ide kapcsolédnak. Ezek
bizonyos értelemben dudlisai a pakolasi feladatoknak. El6bbi esetén az a célkiti{izés,
hogy adott korlatos tartomdanyt (esetleg dtlapoldssal) teljes mértékben lefedjiink
minimalis darabszamu egybevagd adott alakzattal. Ebben az értelemben egy adott
teriilet, példaul egy orszag minimalis szamu telekommunikaciés ad6toronnyal vald
lefedése (feltételezve, hogy adott megkovetelt térerd esetén az adGtorony hatdkore
kor alaki), korokkel valo lefedési feladatra vezet. Mdsrészt interferencia és egyéb
technikai jelenségek miatt az elhelyezend6 objektumok egyméstdl egy minimélis
tavolsagot kell hogy tartsanak. Ez viszont ismét a korpakolasi feladatot jelenti.

Kicsit tavolabbrdl, de ide kotddik a Latin hiperkocka tervezés [11], amely adott
térrész koordinatanként kiilonb6zé koordinatdju, minél tavolabbi pontok kijelclé-
sére torekszik. Kz szamos alkalmazassal rendelkezik, a kodtervezéstol a mérési
mintavételezés ilyen szempontbdl optimélis meghatarozasaig.

Tovabbi kutatdsokat kell ezt kovetéen végezni a matematikai értelemben vett
optimalitas igazolasara, és az optimalis racspakolasok numerikus meghatarozasara.
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OPTIMAL PACKING OF BUCKETS ON EUR-PALETTE

TIBOR CSENDES AND ATTILA KOzZMA

A Belgian firm selling printing color asked us to help their delivery services with providing
optimal number of buckets or barrels that can be positioned on a standard size eur-palette
(80 x 120 cm). The reason why they were interested was that the earlier ad hoc packing resulted
in a not exact fit, and during the loading of the lorries the lids of the bins containing the printing
colors opened and the material was wasted causing substantial losses both expressed in money
and time of the delivery.

We used the Pulsating Disk Shaking algorithm of Eckard Specht, and here we report the
best approximative solutions obtained with some discussion on the quality of these.
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