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Ujabb bizonyitas a Turan-féle graftételre és
megjegyzések bizonyos altalanositasaira

KaTtoNA GyYuLa—NEMETZ TIBOR —SIMONOVITS MIKLOS

1. Turan Pal 1941-ben a kovetkezd tételt bizonyitotta be: [1]
Legyen n= g(k—1)+r, ahol ¢, k é r egész szimok, tovabba
0=r<k—1.Jelolion G egy nszogponta, E éli grafot. Ha teljesiil, hogy
E=Eyn, k) :Wszk_—zT) (nz—rz)Jr(;), akkor a G7% graf tartalmaz k
szogpontli teljes részgrafot. (Ezt a kovetkez&kben teljes k-asnak
fogjuk nevezni.) Azaz: a G grafnak létezik olyan k szbgpontja, amelyek
koziil barmely kett8t dsszekdts él a grafhoz tartozik.

Bizonyitotta tovabba, hogy van ¢s csak egy olyan [, élii graf van,
amelvben nincs teljes k-as, és ez a kovetkezd:

Q+7
[;;;.»;0076707;¥;0‘?
%oiso-ooz&odio-}f\

k—/%ao.oooto..eai‘
ioooa«se;e.-ao
i

Leescessocase
Lo ET e ey

q
1. abro

Soroljuk az n szbgpontot k—1 osztalyba ugy, hogy osztalyba
¢+ 1, a t6bbibe ¢ pont jusson. Szerepelienek a grafban azok és csak
azok az élek, amelyek kiilonboz8 osztalybeli pontokat kdtnek Ossze.
Az igy értelmezett Tp, grafnak, mint az konnyen beldthato, £, ¢éle van,
& nincs benne teljes k-as, ami azt jelenti, hogy E,+1-nél kevesebb
s7amG ¢l még nem biztositja egy teljes k-as letezését.

Turan [2]-ben a kovetkezd problémat veti fel: Vezessiink be egy
4ltalanosabb graffogalmat. Ha adott n pont és a pontok Osszekdtése
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(pontparok kivalasztasa, élek megadisa) helyett pont m-eseket valasz-
tunk ki valamilyen moédon, m-es grafhoz jutunk. Ennek tehat speciilis
esete a kettes, ill. élgraf. Egy m-es grafban ,,teljes k-as™ alatt olyan rész- -
grafot értiink, melynek barmely me-ese a kivalasztottak kozott van.
Ekkor a fenti tételnek megfeleld probléma igy fogalmazhato:

Legyen adott egy n szogponth graf. Legalabb hany me-est kell
kivalasztani, hogy akarhogyan is valasztjuk ki azokat, biztosan legyen
az m-es grafban ,teljes k-as”’*. Ez még megoldatlan probléma, csak
sejtések vannak ra. Legegyszertibbnek latszik a probléma m =3, k = 4-re.
Ezt megoldani prébalva jutottunk el az eredeti Turan-tétel jabb két
bizonyitasdhoz, amelyek a 2. fejezetben szerepelnek. Az ezekben alkal-
mazott mddszerek bizonyos becslésekre adnak lehet8séget az altalanos
esetben, ezt adjuk mega 3. fejezetben. Ezek m =3, k =4 esetén aranylag
jok, ezzel az esettel kiilon foglalkozunk a 4. fejezetben.

Megemlitjiik, hogy az eredeti bizonyitdson kiviil ismeretes még egy
Zykovtol [3] és egy Andrasfay Bélatol [4] szarmazd bizonyitas is, s6t
Dirac G. [5] egy 0jabb altalanosabb tételébdl is kovetkezik a tétel.

Mivel a komplementer grifban (amely éppen azokat az m-eseket
tartalmazza, amelyek az eredetib8l hianyoznak) gondolatmeneteink
egyszeriibben fogalmazhatéak meg, a problémat atfogalmazzuk a
komplementergrafra. (Ilyen alakban all a probléma Turan idézett dol-
gozataban is.)

Lgy n szogponti grafban legaldbb hdny m-est kell megadnunk, hogy
ne legyen benne ,jjiires k-as”? (,,Ures k-as”-nak nevezziik a ,,teljes k-as™
komplementerét, tehat egy olyan k-ast, amelynek egyetlen m-ese sincs
a kivalasztottak kozott.) Ha egy grafban nincs ,,teljes k-as”, akkor a
komplementerben nincs ,,iires k-as”, ha az eredeti grafban legfeljebb
Ey(n, k, m) m-es lehetett, hogy ne legyen ,.teljes k-as”, a komplementer-
ben legalabb M;'(n) = (Zz] — Eo(n, k, m)-es szitkséges, hogy ne legyen
.ures k-as”. A tovabbiakban hasznalni fogjuk még az M, = M2(n)
jelolést.

Ratérve a komplementer grafokra, Turan tétele a kovetkezSt
jelenti:

Legyen Ky, a Turdn-féle Ty, extrém grdf komplementere, azaz
Ky, az az n szégponti grdf, melynek szogpontjai a leheté legegyenleteseb-
ben vannak k—1 osztilyba sorolva, tehat minden osztalyban g¢, ill.
g+1 pont van (regularis graf esetén g+1) és a pontok koézott azok
¢és csak azok lesznek Osszekdtve, melyek egy osztilyba tartoznak.
(Ebben nincs ,,lires k-as”, mert k kivalasztott pont kozott mindig van

* Vagy maskép legfeljebb héany m-est lehet kivalasztani, hogy a grafban
ne legyen ..teljes A-as™?
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olyan kettd, melyek ecgy osztalyba tartoznak, igy éllel vannak Ossze-
kotve.) Ha egy G* n swgpomu grdafban nincs Ljires k-as”, akkor vagy
t6bb él van benne, mint K} -ban, vagy uomorf azzal.

(Vagyis Kj;, -ben fogtuk le a lehetd legkevesebb ¢llel az Osszes
k-ast. A tételben az extrém graf unicitasa 1s szerepel.)

2. 1. Bizonyitds Turin tételére.

Ebben a bizonyitasban modositsuk g és r értelmezését gy, hogy

= g(k—1+7r) legyen, ahol O =r=k — 1. (Ey(n, k) kifcjezése g és r-el,
mmt l\onnyen verifikalhato, igy sema Vahomk) Ezzel a jeldléssel ]T‘llldlg
van olyan osztaly, amelyben g+ 1 pont van, és r = &k — | esetén minden
osztaly ilyen.

A bizonyitds a2 — 1-r8l n-re vald teljes indukcidval torténik. Ha
n<Wk, az allitas trividlis, K% P az ires graf.

Tegyliik fel, hogy az aliitds azn — 1 szfjgpom'(l gréfokra igaz. Legyen
adott egy G" n szbgponti graf. Elég csak azt az esetet vizsgalni, mikor
G" élszama nem nagyobb K, -énal. Ekkor azt keil bizonyitani, hogy

a) ha G" élszama is M, és nincs G"-ben ,,lres k-as”, dgy G" és
K%y, izomorfak,

b} ha " élszama kisebb, mint M, akkor tartalmaz ,lires k-ast™.

") bizmz;‘z’f.jsa' Lathato, hogy K}, -ban egy pont foka g vagy g — 1,
aszerint, hogy a a pont egy g +1 vagy egy ¢ pontot tarta zlmazo osztalyban
van, és {gy K7 -ban a maximalis fokszam ¢. (Az egy pontbdl kiindulé
slele szdmanak maximuma.)
nn clathato, hogy G -ben is ¢ a maximalis fokszam. Ug yani%
nem lehet mi*‘vﬁen pont legfeljebb g—1 “dfoku, mert ekkor fokszam-

8 ; a kétszeres élszama kisebb lenne 244, -nél, tehat G* ’ismma

nal. De " eﬂv tien pontja sem Tehet g-nal magasabb

{ oy -hez juinank, mig K"-bol

jutunk, Azonban "~ i-nek
indukcids feitétel miatt
voina, ami ellentmond
ki pont éopen g-ad foki.
sthagvva, a kapott G"— -
as’’, s ugyanannyi éle van,
lievés miatt., G"-et gy
kapjuk 4t OsszekSijlik a P ponttal.
Ha K"~ i-bena k—1 05/1;1[\ rrzmdeg"mebk,h voina olyan pont, mely
nincs Gsszekdtve P-vel, tgy n inden osztdlybdl egy ilyen pontot kiva-
lasztva, ezen k—1 pont P-vel egy ,,lires k-ast” alkotna. Mivel ez nem
lehet, Keil h,nnie egy osztalynak, melynek minden pontjabdl fut P-be
él. Ezen osztaly ¢ pontot tartalmaz, mivel P g-adfokl volt (egy osztaly
K'—l.ben g vagy ¢+ 1 pontot tartalmaz). Ezért P-bSl egy g pontot
tartalmazéd osztdly minden pontjdhoz fut él és méshova mar nem is

is a fo
ioi«;!i pontot. Ezt
S" :‘in‘ ,.C{'»"es [/

maximélis
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futhat él. Ebbdl kovetkezik, hogy G izomorf K} -nel, mert egyforman
keletkeznek K"—1-b6l.

A b) eset ebbdl egyszerlien kovetkezik. Hlzzunk be annyi Gjabb
élt  G"-be, hogy ugyanannyi éle legyen, mint K"-nek. Ha a kapott
graf nem izomorf K"-nel, akkor a)-bdl kovetkezik, hogy az 4j kibovi-
tett graf tartalmaz iires k-ast, ezt tehat annal inkabb tartalmazni kellett
G"-nek. Ha a kibGvitett graf izomorf K"-nel, Ggy G" azért tartalmaz
,ures k-ast”, mert K"-b6l akirhogy is hagyunk el éleket, lesz ,,iires
k-asa”: egyik elhagyott ¢l két végpontja, s a tobbi osztaly egy-egy pont-
ja. (Megjegyezziik, hogy az els§ tipusti bdvités csak k=n esetén.nem
lehetséges mindig.)

1. Bizonyitds. Legyen M,(n) a legkisebb szam, amelyhez létezik
) Y A gy k ] y
Gy, melyben nines ,,lires k-as”.

7 !

Legyen D,(n) = (l;l] —Ey(n, k) = (g)(k —1-9+ (q g ])-r, ahol
n=glk—1+rés 0=r=k—2.

Bizonyitani kell, hogy M, (n) = D, (), amit n-r6l n + 1-re vald teljes
indukcioval igazolunk.

Az allitas n=k esetén trividlisan teljesiil.

Tegylik fel, hogy n-re igazoltuk. Tekintsiink egy G**! grafot,
amelynek M (n-+1) éle van, s nincs benne iires k-as. Minden élhez
rendeljiink egy multiplicitast, azt a szamot, ah&ny n-szdgponti
részgrafjaban van G**tl-nek. A multiplicitisok 0Osszege egyrészt
(n— 1) M (n+1), masrészt az n-+1 darab n sz6gpontli részgraf éieinek
osszege. Mivel az n sz6gpontl részgrafok egyikében sincs ,,lires k-as,”
ezért ezek mindegyikében az indukcids feltevés miatt legalabb M, (n)
¢l van, igy

(n+Hm,m = Mn+D-m-1D
vagyis

{ a+ 1]
M n+1) = i]‘vf',\, () + ——~——},
n

ahol {x} a legkisebb x-nél nem kisebb egész szam. Nyilvan

|4 A @ ~ :
N N 2M{(n
{A’[k(”) = = M, () + { = _(1)—}.

Mivel, mint kdnnyen igazolhats, Dyin+1) = Dn)+g azt kell csak
kimutatni, hogy
2M () _

g—lae=—fs



M, (n) indukcios feltétel szerinti ériékét behelyettesitve azt kell tehat
belatni, hogy
|- 9@ - Dk—1—r)+q(g+1-r _

gk—D+r—1 =4

4 —
Atalakitva
g—1 [ k—r—2 =1
q gk—D+r—1-"
ahol a jobboldali egyenl8ség nyilvanvaléan fennall, mivel r=k — 2, tehat

a tort értéke nem negativ.
A baloldali egyenlStlenséget atalakitva:

b=l 1
gtk—1+r—1 g’

azaz
glk—1)—qr—g<qtk—1)+r—1.
Ez viszont teljesiil, ha ¢ =1, vagy g=1 és r=0. Ezzel belattuk, hogy
Mn+1) = M(n)+q = Di(n+1). Hogy valéban annyi, mint a tétel
allitja (azaz M(n+1) = D,(n+1)), azt az bizonyitja, hogy a fentiekben
értelmezett K}Jf;l grafban nincs iires k-as és éppen My(n+1) éle van.
3. Mindkét gondolatmenetbdl kdvetkezik altalaban is a kovetkezs
1. TETEL:
M (n+ 1) (n+1—m) = M{'(n)- (n+1).

Péidaul a masodik bizonyitas alapjan ez a kovetkezSképpen adddik :
tekintsiik #n+1-re az extrém grafot, amelyben tehat M*(n+1) darab
m-es van. Ha az n+1 darab n szégpontu részgrafban dsszeszamoljuk,
hogy hany m-es van és Gsszeadjuk, akkor (n+1)-M}"(n)-nél nem kap-
hatunk kevesebbet. Mdasrészt viszont, mivel minden m-es (n+1—m)
ilyen 1észgrafban van benne, tehat éppen (n+1—m) M7(n+ 1)-et
kapunk, ami a tétel helyességét jelenti. Ebb&l a tételbsl kdvetkezik az

1. KOROLLARIUM: a ,minden k-as lefogisahoz” sziikséges és az
Osszes m-esek szdmanak hanyadosa n-nel monoton n§ (azaz viszonylag
egyre tobb kell).

M(n+1) M@+ 1)-(n+1—m)
n+1 n+1
( N ] ( ] (n+1—m)

m m

v

M () M)

) ("4 Natl-m  (n
m n+1 m
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Innen adddik a

2. KOROLLARIUM:
n
m
k
m

=

m r - :" 1
Mg (k) =1 igy L 0 = —

)

A fels becslést megkapand6 pedig Turan altal sejtett grafot tekintsiik.

= M(n) =

Ugyanis

-1 . 5
(Ha a pontokat [%]] osztalyba soroljuk™ a lehetd legegyenletesebben

¢s az m-es graf tartalmazza az egy osztalyba esd m-eseket, és csak ezeket,
igy egy ,.iires k-ast” nem tartalmazé grafhoz jutunk.)

4. Kilon foglalkozunk az m=3, k=4 esettel. Tobben sejtették,
hogy a legkevesebb haromszdget tartalmazé graf, amelyben nincs iires
4-es, a kovetkezd: Soroljuk a szogpontokat 3 osztilyba a lehetd leg-
egyenletesebben és a graf harmasai (kovetkez6kben haromszogei) legye-
nek azok a haromszdgek, melyeknek minden pontja egy osztalyban van,
vagy két pontja van az elsé osztalyban, egy pontja a masodikban, vagy
két pontja a masodikban és egy pontja a harmadikban, vagy két pontja
a harmadikban és egy az els§ osztalyban van. Jeloljitk H"-nel az gy
kapott harmas rendszert. Konnyen lathats, hogy ez a graf kielégiti
a kovetelményeket; nincs benne ,,ires 4-es”.

Bizonyitjuk, hogy ha n # 3s, akkor van mds grdf is, mint H", melyben
ugyanennyi hdromszdg mellett nincs iires négyes. Ha n = 3541, il
n = 3s+2, végezziik el az el6bbi osztalybasorolast tigy, hogy az elsé,
L az elsé két osztalyba s+ 1 pont jusson. Az elsd osztalybdl annak
egy P pontjat elhagyva legyenck a kivdlasztott hiromszégek ugyanazok,
mint H"~!-ben, azaz az Osszes olyan haromszog legyen kivalasztva,
melynek minden pontja egy osztalyban van, vagy kettd egyben, s egy
a rakovetkezében a megfelei§ ciklus szerint. Azokat a tovabbi harom-
szogeket, melyek tartalmazni fogjak a kivalasztott P pontot, jellemezhet-
Jik a miésik két pont altal alkotott éllel. Ha a Hr-et akarjuk meg-
kapni, akkor ossze kell kétni azokat a pontparokat, melyek az elsd

* Ha ezzel az Osszes pontot egy osztalyba soroltuk. allitisunk semmitmondova
fajul.
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ill. a harmadik osztilyban vannak, vagy az egytk pontjuk az elsé,
masik a masodik osztilyban van. (Természetesen most P-t nem szamitjuk
az els@ osztalyba.) Vegyiik ehelyett a P-t tartalmazé haromszdgeket meg-
hatarozd élek egy kitté madositott rendszerét. (L. 2 abra) Legyen QO
egy masodik osztalyba esé pont. Ez az els6 osztily s pontjaval volt
Osszekdtve, ehelyett most dsszekdtjitk a harmadik osztaly s pontjaval.
Az élek, igy tehat a haromszogek szama nem véaltozott. Belatjuk, hogy
minden négyesben van igy is haromszog. (Tehat minden négyesnek
legalabb egy harmasa a kivalasztottak kozott szerepel.)) Nyilvan elég
ezt csak olyan négyesekre belatni, amelyekben P és Q szerepel, ugyanis
csak olyan haromszogek keletkeztek vagy tiintek el, melyek P-t és O-t
tartalmaztak. Vizsgaljunk tehat egy POAB négyest. Ha az 4, B pontok
koziil az egyik, pl. A a harmadik osztalyban van, akkor a négyesbdl
a PQA haromszdg szerepelni fog (ui. az AQ él szerepel). Ugyanigy
nem lesz iires a négyes, ha az 4, B pontok koziil az egyik az els§, a masik
az els8 vagy a masodik osztalyban van. Marad az az eset, amikor mind
a kett8 a méasodik osztilyban van. Ekkor viszont Q-val egy osztalyba
esnek, igy mar a P clhagybsaval kapott grafban is szerepel az ABQ
haromszog. Ha s =0, 1, Gigy nem jutunk 10j grafhoz, s =2 esetén azonban
igen.

eorvewca [) a{g\\qg&\ga/&‘ v2s000as fF
IS
S
coencap ) eeeao?‘&“‘b[)? aoaseag/fQ
7 577
22 _ET
,%«'/.12 setsace esEledd
n =35+ B= 352
2.abra

Belatjuk, hogy az igy értelmezett £° graf valoban kilénbozik H"-16l
s=2-re. 1tt is akkor mondunk egy pontot k-adfokinak, ha éppen k
szerepld haromszog szdgpontja.

a) n = 3s--1. A P pont elhagyasaval keletkezd részgraf minden pontja
egyenlS fokszamu. Legyen a k6zos fokszam k. Ekkor P hozzavétele
utin az elsd osztaly pontjai k +2s —1, a mascdiké k+s, a harmadiké
k+s—1 fokiuak lesznek, mert 2s—1, s, s — 1 él fut ki belSlik. L”-ben
k+2s—2, k+s, k+s lesz a fokszdm, P-é azonban k+2s~—1 marad.
Ha s=2,k+2s—1 mnagyobb k-+s-nél is, legaldbb harom ilven fokt
pontunk volt és csak egy maradt, vagyis a két graf valoban kiildnb6zs.

b) n = 3s+2. Most annak a H"+1 grafnak jeldljitk k-val pontjai
fokszamat, melybdl egy pont elhagyasaval kapjuk H"-et. Ekkor az
egyes osztalyokban k—s, k—s, ill. k—2s pont lesz. Atrendezés utin
P fokszéma marad, a t&bbire k —s—1, k —s, k — 2541 lesz a fokszam.
Ha s=2, H"-ben nincs k—2s+1 fokd pont. lgy ekkor is kiilonbdzd
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H" és L'. Megjegyezziik, hogy a leszamolasnal is kihasznaltuk mar
lényegesen s=2 kikotést.

5. A H" graf fels6 becslést ad az extrém graf haromszogszamara,
amib6l csak

Miw) _ 4
n 9
3
-et emeljitk ki.
Most alsé becslést adunk erre.* Tudjuk, hogy —4(—) monoton novas

()

sorozat, korlatos, tehat konvergens, igy ha elég nagy értékre ismerjik
az értékét, az egyre pontosabb becslést szolgaltat.

Tétel: M3(n) = 154 (73] hacsak n=3§

Mi@ =1, M3i(5)=3, Mi(@6)=6, MI(T)=12, MZ(8)=20,
M3(9)=30.
a) Ha n=4, a sejtés helyes, az extrém graf egyértelmii. Minthogy
n
MY =Mm"n—1)e—-
M =MM"n—-1) P

keil. Tgy a sejtés ckkor pontos, M5 haromszdgeinek szdma 3, és ez az
egvetlen 3 haromszdges, a kovetelményeket kieiégitd graf.

b) n=6. M3(5)=3-bol kovetkezik, hogy ha n —6, legalabb 6
haromszog kell, tehat annyi, mint H®-ben. Ez Az els@ érték, melyre
nem trivialis, hogy a seitett H¢ graf az egyetlen j6. Tegyiik fel, hogy
K® is egy extrém graf. Ekkor scmfmlven r%wmfjéban sem lehet iires
\bosr Ha egy pontot és az ezt tartalmazd haromszogeket elhagyjuk,
mrcms,;oo marad, kell, hogy M3(5) =3 miatt minden pontja

3-adfokt legyen. Mivel a fokszamésszeg 18, és minden pont
iegﬁujebb 3 adfokq, igy kell, hogy pontosan harmadfokt legyen. Ha két
pontot hagyok el, marad legaldbb egy hiromszog, igy van a két pont-
hoz, s innen barmely két ponthoz olyan a grafban szerepi§ haromszog,
am been mind a két pont szerepel. Nevezzitk k-szoros élnek a pontpart,
ha a két ponthoz van k darab héromszég, melynek ezek pontjai. E1§z8ek
szerint minden él legaldbb egyszeres. Tovabba minden pontbol 3 harom-
sz8g indul ki, igy a pontbdl kiinduls élek multiplicitasdsszege 6, azaz
éppen egy ponthoz fut kétszeres €éi, a tobbihez legalabb egyszeres (minden

; - 5 5 s
, fgy n=>5-re legalabb " azaz 3 haromszog

* Megemlitjilkk, hogy Bollobds Béla egyik didkkori palyazatra irt cikkében
szintén alsd becslést adott erre, de a miénknél rosszabbat.



236

€llegalabb egyszeres!) Ha két pont kozott kétszeres él fut, ez szimmetrikus
rajuk nézve, azaz igy két-két pontot rendeltiink egymashoz, 3 pontpart
kaptunk. Egy osztalyt éppen az ilyen mddon egymashoz rendelt két-
két pont alkot.

FeltehetS, hogy az els§ élre tdmaszkodd haromszég harmadik
cslicsa éppen a masodik él pontja, ekkor a masodik élrdl kifutd két
haromszog egyike sem futhat az els§ él felé, ha ui. futna, kénnyen lat-
hato, hogy volna az elGbbivel k6zds éle, tehat egy negyedik kétszeres él.
Igy a masodik €lrSl a harmadik él egy pentjahoz fut haromszég, errdl
az €lrdl az elsGre, onnan a masodikra: ez a ciklus éppen, s ezzel graf
egyértelmiiségét bizonyitottuk, hiszen HS is ilyen.

¢) Ha n=7, legalabb M2(6)~27i- = 47? azaz 11 haromszog kell.
Bebizonyitjuk, hogy ennyi nem elég. Ha 11 haromszog elég lenne, akkor
33 a fokszdmszdmosszeg, s nem lehet 6-odfokd pont, mert azt elhagyva
6 pontra csak 5 haromszog jutna. Igy vagy egy harmadfoki pont van
€s a tobbi 5-6dfoku, vagy két 4-edfoktl és a tobbi 5-6dfokd. Az elsé
esetben elhagyunk egy 5-6dfoku pontot, és az azt tartalmazé harom-
szOgeket, Gigy, hogy olyan haromszdget is hagyjunk el, mely a 3-ad-
fokat tartalmazza. Igy a 3-adfokd pont masodfokt lesz, a 6 pontra
ugyan 6 haromszog jut, de nem minden pont harmadfoku, igy ismét
tartalmaz egy lires négyest, s igy az eredeti graf is tartalmaz. Ha 2
negyedfoka van, s a tobbi 5-6dfokq, tegyiik fel, hogy nincs benne iires
négyes. Ekkor akarmelyik 5-6dfokit is hagyjuk el, minden pont 3-ad-
fokiva kéne, hogy valjon. (Hisz csak tigy nem lenne a megmaradé 6
sz6gpontl grafban iires négyes.) Igy egy negyedfoku és egy otédfoku
pont kozti €l egyszeres lehet csak, hisz kiildnben a negyedfoki pont 3-nal
kisebb fokuva valna. Mivel egy negyedfokabdl 8 él fut ki, 5 az 6tdd-
fokuakhoz, tehat 3 a masik negyedfokGhoz (természetesen multiplicitas-
sal!), azaz 3-szoros élkoti Sssze a két negyedfokit. Van olyan 6tddfoki,
melyhez nem fut errdl az €lrdl haromszdg. Azt elhagyva 6-ponti 6
haromszdgli részgrafhoz jutunk, melyben lesz haromszoros él, tehat
nem lesz izomorf H®-tal, azaz lesz benne iires négyes, ami ellentmond
feltevésiinknek.

Ha tehat n=7, legalabb 12 haromszog kell.

Ha n=38, az 1. tétel miatt legalabb 19, 2, azaz 20, ha n =9, legalabb
30. Minthogy ezek az értékek éppen megegyeznek a H7, H®, H® grafok
haromszogeinek szamaval, igy M}(7)=12, M3(8) =20, M3(9)=30.
Ezt az eredményt az 1. kdvetkezménnyel egybevetve, s figyelembe véve,

hogy (g] =56, adodik, hogy n=8 esetén

20 (n 5 (n
M3n) = %—(3) = 1—4[3)
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Megjegyezzilk, hogy a H" haromszog-graf haromszogeinek
szamat, H(n)-nel jeldlve, a H(n) / [g) sorozat nem szigordan monoton,

35— 1-edik és 3s-edik tagja megegyezik.
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Peawomad
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Ivere

R
B 1041 r. TypaH joxasai, 4r0 CyUICCTBYCT €IMHCTBEHHDI rpag ¢ (2]—}50

pefpamu TaKOH, uro Jad JO0Or0 COBOKYMHOCTH H3 K €ro BEpHIMH MOXKHO
paitry mo xkpadmell mepe ogHo peOpo rpada CoepuHSIONICE ABE M3 3TUX BEP-
1uH. ABTOPHI JAIOT [B& [0KA3aTeNLCTBA 9TOH TEOPCMBL.
Hanee, oHyM HCCICAYIOT crefylomyio sajgauy Typana: OGo3Hayum ucpes
©™(n) HANMEHBUICC YKCIO0 COBOKYIIHOCTEH M 971eMEHTOB, B3STLIX U3 MHOXKe-
CTBA X1s X2, ..., Xn, COCTOSIIETO 13 K DJIEMEHTOB TaK, UTO J100asli COBOKYITHOCTE
Xigs Xigy oory Xiie K DJIEMEHTOB COACPIKUT 110 Kpaiineil mepe OmHy COBOKYMHOCT M
JJleMesTOB Hamei cueremsl. Ecam m=2, TOraa Mel NOJIYYUM IIPEALIAYUIYIO TEO-
pemy Typama. Ecnu m=2, TOrja OIPeLencHHe BCIMUMHLL M (n) kaxkercst
OUeHbL TPYAHLIM. ABTOPB! IOKA3BIBAIOT YTO BCJIMYHHA
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FIBIACTCA MOBOTOHHO BOSPACTAIONICH (yHKIWE OT 7 ¥ 109TOMY OHA CTpeMuT-
€51 K TIPeaeny ecam n—e<, Jlamee,

M OTaroKe

5 n) Mm( 4 (n
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ON A GRAPH-PRCBLEM OF TURAN
G. KATONA-T. NEMETZ-M. SIMONOVITS

Put

H
In 1941 Turdn proved that there is a unique graph of {2} —FEo edges so that eve-
8

1y k-tuple of its vertices spans at least one edge. The authors give two new proofs
for this theorem.

Further they investigate the following problem of Turan: Denote by M{™(n)
the smallest number of m-tuples formed from 7 elements x;, ...» Xn SO that every
k-tuple x; , ---s X, should contain at least one m-tuple of our system. If m=2 we
obtain Turdn’s theorem stated above, for m=>2 the problem of determining M{™ (n)
reems very difficult. The authors show that

ME™ (1) (n}

m
is a monotone increasing function of # and hence tends to a limit as # - <. Further
n n
(m) (I?’Z)
(k‘]f =M (= - T me1

m n—1j

5 m} M () 4 (ﬂ)
— =MP @W=—1 1.
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