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NEHANY ALTERNATIV MEGOLDASI LEHET OSEG
A 3D NEMLINEARIS HASONLOSAGI DATUM-
TRANSZFORMACIO ALKALMAZASARA A BURSA-WOLF
MODELL VISZONYLATABAN

Zavoti Jozsef Kalmar Janos

=S Some alternative possibilities for the solution 8D non-linear similarity datum trans-

formation compared to the Bursa-Wolf modelFhe present work deals with an important theoret-
ical problem of geodesy: we are looking for a mathgécal relationship between two spatial coor-
dinate systems utilizing common pairs of points sehooordinates are given in both systems. In
geodesy and photogrammetry the most often use@guoe to move from one coordinate system to
the other is the 3D, 7 parameter Helmert transfatiora Up to recent times this task was solved
either by iteration, or by applying the Bursa-Walbdel. Producers of GPS/GNSS receivers install
these algorithms into their systems to achieve iakgprocessing of data. But nowadays algebraic
methods of mathematics give closed form solutidrii® problem, which require high level com-
puter technology background. In everyday usagegctbsed form solutions are much more simple
and have a higher precision than earlier proceduagsl thus it can be predicted that these new
solutions will find their place in the practice. §paper discusses various methods for calculating
the scale factor and it also compares solutionsebasn quaternion with those that are based on
rotation matrix defined by skew-symmetric matrix.

Keywords: 3D or 7-parameter datum transformation, absolutntation

A tanulmany a geodézia egyik fontos elméleti proBjét targyalja: két térbeli koordinata rendszer
kozott kereslink matematikai 6sszefliggést a készerubn koordinataikkal megadott k6zés pont-
parok felhasznalasaval. A geodézidban, fotograméai®tn két koordinata-rendszer kdzotti attérés
soran a legéltalanosabban hasznalt eljaras a 3paraméteres Helmert transzformacio alkalma-
zasa. Ezt a feladatot a kdzelmultban vagy iterddidvagy a Bursa-Wolf modell alapjan oldottak
meg. A GPS/GNSS v&vgyartéi a rugalmas adatfeldolgozas érdekében edzak algoritmusokat
szoftveresen beépitik rendszeriikbe. Manapsag amatka algebrai moédszereinek felhasznalaséa-
val — jelenfis szamitastechnikai tudas birtokaban — zart forikkaéis meg lehet adni a probléma
megoldasat. A zart alakbandgéllitott megoldasok a mindennapi hasznalatban sbkggszetbb-
nek, pontosabbnak bizonyulnak, mint a kordbbi ékék, ezért prognosztizalhatd, hogy adjian
ezek az 0j megoldasok bekeriilnek a gyakorlatbakld kiilonbd# eljarasokat ad meg a méret-
arany-tényed kiszamitasara és dsszehasonlitja a kvaterniénuddamegoldast a ferdén szimmetri-
kus matrixszal adott forgatasi matrixon alapuléval.

Kulcsszavak: 3D vagy 7 paraméteres datumtranszformacié, abst#jékozas
1 Bevezetés

A 3D, 7 paraméteres Helmert datum transzformacgybmanyos jellegj targyalasa a Grafarend és
Krumm (1995), a Grafarend és Kampman (1996) ésada@nd és Shan (1997) tanulmanyokban
taldlhatd meg, kébb Awange et al. (2004) tanulméanya kiterjeszti ayoh@ési mddokat. Zavoti
(1999) munkaja korlatozott feltételekkel L1 normalmdotta meg a feladatot.

A datumtranszformaciok szamitégépes algebrai ramdkkel tortéf targyaldsdban Awange és
Grafarend (2002, 2003a, 2003b, 2003c) években mesgj@nulmanyai (j irdnyt adtak a téma kuta-
tasanak. A hazai szakirodalomban Zavoti (2005)Itaanya az els algebrai megkozelitése a fela-
dat megoldasanak, amely egyuttal javitast is jdvasmatematikai modellhez. A Zavoti és Jancsé
(2006) tanulméanya j6 alapétletet adott a lineaéigé, amit Zavoti (2012) cikk dolgoz ki alaposab-
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ban. A Battha és Zavoti (2009a, 2009b) cikkek pddligrjesztették a szamitégépes algebra alkal-
mazasanak terlletét a geodéziaban uémetiszési problémaként ismert feladatra. A fotogratam
riai kilss tadjékozas esetében a Zavoti és Fritsch (2011)rtemy teljesen Uj megoldasi médszert
javasol, mint a hagyomanyos megoldasi eljaras. Bgzallt tajékozasi probléma kvaternidkkal
tortéry megoldasat Horn (1987) tanulmanyasklkodzott targyalja, de a megoldas eltér a Zavoti
(2012) cikkben leirtaktdl. A Kalmar és Zavoti (20%tanulmany jol dsszefoglalja a két megoldas
killénbddségét.

2 A 3D, 7 paraméteres hasonldsagi transzformacig megoldasanak modellje

Tegyuk fel, hogy adott két kildnb&koordinatarendszerben mérkdzds pont a koordinatéikkal.

A 3D, 7-paraméteres (Helmert) térbeli tulhatadrozwisonldsagi transzformécio a kdvetkez
modellel adhaté meg: keressiik azdlsges (cél(X, Y, Z) és a masodlagos (targfy, y, z)koor-
dinata-rendszerek kozotti Euklidészi térben adomtpk kdzotti leképezést az alabbi formaban
(t az eltolasi-vektorR a forgatasi matrix és 4 skalaparaméter vagy méretarany-téiyez

s =t+ARp, i=12..n, 1)

ahol s = [Xi Y, Z, ]T a célpontok koordinéta értékei,
t= [XO,YO,ZO]T az ismeretlen eltolasi-vektor,

A az ismeretlen méretarany-téngez
R(a,B,y) a forgatasi matrix,

p = [)g Y zi]T targypontok koordinata értékei.

Az R forgasi métrixot a harom tengely koriili elforgat@ls harom fiiggetlen, ismeretlen S ésy
Cardan-szdggel Awange (2002) az aldbbi médon adta m

R=R,(@)R,(B)Rs(y). 2)

Természetesen, a fizikai geodézidban hasznalatgatési sorrendt eltérs forgatasi sorrend vagy
ellenke® iranyu tengely koruli forgatas mas-mas eredménmgeet. Példaul a forgasi matrix eleme-
inek ismeretében a forgasi szogek az alabbi 6sggéfisel meghatarozhatok:

a= —arctarEb} B =arcsinf), y= —arctarEij , 3)
r33 r11

aholr; érték azR forgatasi matrix-edik soranak ésedik oszlopanak eleme.
Célunk tehat a forgatasi matrix meghatarozasa. A73paraméteres Helmert transzformacié algeb-
rai megoldasa érdekében Awange és Grafarend (200R)forgatasi matrixot a ferdén szimmetri-

kus C matrix (5) bevezetésével a kovetkamodon irta fel:
\-1 .
R=(1,-c)(1,+c), (@)

ahol I, a harom dimenziés egységmatrix, @smatrix aza, b ésc paraméterekkel meghatarozott:

0 -c b
C=lc 0 -al. (5)
-b a O

Ha az (1) egyenletet a (4) 0sszefliggés aIapjé(I az C') matrixszal balrél szorozzuk, akkor a
kovetked alak adodik:
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1 ¢ -b|X 1 ¢ -b||X, 1 -c b |x
-¢c 1 a|Y|=l-¢c 1 a|Y|tidc 1 -aly|, i=12..n (6)
b -a 1|2 b -a 1|2, -b a 1]z

A fenti egyenletek képezik a 3D, 7 paraméteres Helmarisaformacié algebrai megoldasanak
alapjat.

3 A 3D, 7 paraméteres hasonldsagi transzforméacidéretarany-tényedjének meghatarozasa
harom modszerrel

Zavoti (2012) tanulmanyaban megmutatta, hogy sulypontidiatak bevezetésével milyen médon
lehetséges az eltolasi paraméterek elimindlasa. Ugyareagményban az is beigazolddott, hogy a
tilhatarozott egyenletrendszer megoldasa soraa, &zés c paraméterek kikiiszobolésével ezen
paraméterek kiesnek éslaparaméterre egy egy ismeretlenes, masodfoku, tullzatéregyenlet-
rendszer all & az alabbi formaban:

R+ vz +22)= X2 v+ 22, =120, ()
ahol
X=X =X, Y =Y.-Y,, 2, =2, -Z,, i=12...,n,
Xs =% =X Yis = Yi TYs1 4s T4 T L, i=12..,n.

(Megjegyezzik, hogy Awange és Grafarend (2002) mmanjukban a méretarany-téngez egy
negyedfoku egyenlet adddott.)

A (7) egyenletrendszer tdlhatarozott, megoldasa tébb fétlomis megadhato:
I. Megoldas:

A fenti egyenletrendszert alakitsuk szorzatta a kovétkezdon:
(A yE 2 —XEr¥EwzE | AEryi+ 2 + X2 Vi + 22 =0,

i=12...n. (8)

Tekintsiik a (8) formuldban szerémzorzatok el$ ténye®it. Megoldand6 az alabbi egyenletrend-
szer:

A\/)g§+yé+zé :\/Xi§+Yi§+Zi§ , i=12..,n 9)

Adjuk 6ssze valamennyi egyenletet! Ekkor a tulhatarozotemigtrendszer megoldasa sorani a
méretarany-tényézértékére — a szamunkra fizikai jelentéssel bird pozitiv gyépjan — az alabbi,
a Zavoti (2012) cikkben megadott, a tapasztalathdl is ismszetigggés adodik:

VXY +ZE

A== . (10)

n

2 2 2
z Xis + yis + Zis

i=1

A fotogrammetriai szakirodalomban ismert Albertz és Kreilibg75) publikacidja alapjan, hogy a
A méretarany-tényézszamolhaté a pontok sulyponti rendszerbeli tavolsagategsmek hanyado-
saként is. Tehat a (7) masodfokl egyenletekéfaka egyenletekre vezettiik vissza — a szakiroda-
lombdl ismert (Awange és Grafarend (2002)) negyedfalinpm gydkeinek nehézkes szétvalasz-
tasi eljarasaval ellentétben.
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Il. Megoldas

Tekintsiik ismételten a (7) egyenletrendszert és adjuk dssamennyi egyenletet. igy az alabbi
Osszefiiggés adodik:

Y (@ +y2+22) =Y (X2 +v2 +22). (11)

i=1 i=1

A fenti egyenlet szorzatta alakitas nélkil is egy&ermegoldhaté (a nemnegativ valds szamok
folott). A A méretarany-tényézértékére — a szamunkra fizikai jelentéssel biré pozitiv gtég-

jan — az alabbi, a Horn (1987) tanulmanyaban a kvatdcaidevezetett 6sszefliggés adddik, amely
a Bursa-Wolf modell megoldasa is:

n

> (x2 +v2+22)
A= |4 . (12)

n

Z (Xii +ye+ Zii)

i=1

Tehat jelen esetben is améretarany-tényét a masodfokl egyenleteibegyértelnien meghata-
rozhatjuk — a szakirodalombol ismert (Awange és Grafa@@@?) negyedfokd polinom gyokeinek
bonyolult szétvalasztasi eljarasaval szemben.

lll. Megoldas

Induljunk ki ismét a (9) egyenletrendszéltbKeressilk a megoldast értékére kiegyenlitéssel a
legkisebb négyzetek mddszerének elve alapjan kdévegigenletek felhasznaldsaval. Elemi meg-
gondolasok utén értékre a kovetkézeredmény adodik (részletes levezetés a (23)-(26) demgeef
sekben talalhato):

n
Sbe + vz 22 Xz + 2+ 22)
— izl
A= - . (13)
D¢ +y+z2)
i=1
Tehat kilonboé levezetések adhatdék a 3D, 7 paraméteres Helmert toamexfio A méretarany-
tényedjének megoldasara.

4 A forgatési és eltolasi paraméterek meghatarozas

A méretarany-tényézmeghatarozasa utan a feladat linearisra redukalhatbe@adhaté a linearis
probléma kiegyenlé szamitasi modellje. Ezen a médon téksgesen sok egyenléib(kdzos pont-
bél adddd) allo egyenletrendszer is megoldhat@,dz és ¢ paraméterekre. A teljesség kedvéért
Zavoti (2013) alapjan megadjuk a feladat normal matrixaioésal vektorat:

(A% + X JAze +Z,,)

1S

Sl v bz o2 f] Sl x o) -
é[(/lxis X )+ Az, + Zis)z] =

[0, -, F + Gy, +%. ]

M- 114

(Ayis + Yis )(Azis + Zis)

(14)

(A normal matrix szimmetrikus elemeit nem tiintettiik fel.)
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Hasonlé modon adddik a normalvektor is:

= ( yisZis - ZsYis)

21 Z:;L(zisxis - XisZis) . (15)

n

Z{(XsYls - yiins)

i
A 3x3 mérell normal-egyenletrendszdiltaz a, bésc paraméterek szamos eljarassal meghatarozha-
tok, mi stabilitAsa miatt a sajatérték felbontas (SVD) modseesznaltuk. A normal matrix specia-
lis tulajdonsagat kihasznélva a (3) 6sszefliggésben kiefesgatasi paraméterek is meghatarozha-
tok.

A még ismeretlenX,, Y, ésZ, eltolasi paramétereket az (1) dsszefliggés sulyporirasfiek-

jabol lehet meghatarozni:

xO xs Xs
Y, [=| Y |- AR vy, |. (16)
Z0 Zs Zs

A modell alkalmazasa soran a pontossagi, variancia éxikocia paraméterek szamitasa a hagyo-
manyos modon térténik

5 Az eltolasi vektor és a méretarany-tényézmeghatarozasa a Bursa-Wolf modellben

A (13) formuldhoz a kovetkéképp is eljuthatunk (a két koordinata rendszerbeés p a sulypon-
tot jeldli):

As =5 -S=> 5§ =As +5,

_ _ (17)
Ap =p-p=p =4p+p.
Visszairva a transzformacio (1) képletébe kapjuk:
As +3=t+R(Ap +P). i=12..,n.  (18)
Atrendezés utan adodik:
As +S=t+ARp+ARAp, . i=12..,n (19)

A (19) képlet kdozepe elhagyhatd, mert az (1) Osszeflggésés P sllypontokra is igaz, igy ma-
rad:
As = ARAp, . i=12..,n (20)

Az ismeretlert eltolas-vektortdl igy atmenetileg megszabadultunk, maradégi @sR valtozok.
Az (1) formula alapjan a Bursa-Wolf modellben szefemltolasi-vektort az adott pontok koor-
dinatainak atlagolasaval & forgatasi matrix fliggvényébensallithatjuk:

tzzL:Rﬂzz%-ARZ%zé—Am (21)

Nyilvanvalo, hogy (21) képlet ekvivalens (16) Osszefisgggé tehat a két mddszer az eltolas-
vektorra ugyanazt a megoldast szolgaltatja.

Attérve méretarany-tényéaizsgalatara, az egysibb 6sszehasonlithatosag végett aktualizal-
juk (10) képletet a Bursa-Wolf modell jelléseivel:

Geomatikai Kozlemények XVII, 2014
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2= sl s / > oelon (22)

A 1 méretarany-tényéza (12) és (22) Osszefuiggései alapjan van egy lényddésbség: a (22)
képletben ébb van gydkvonas, és utana 6sszegzés, mig (12) fabamu forditva — ezért megélla-
pithatjuk, hogy a (12) és (22) dsszefiiggések nem alengek, vagyis a méretarany-tényreza két
képlet némileg eltérértéket szamolhat. Viszont (12) és (22) képletek egyatatisztikai becslések
a méretarany-tényéee (eltérésik a hibaegyenletek felirasabdl szarmazik), fmpdntjuk meg-
egyezik. Induljunk ki ugyanis abbdl, hogy az idealis Hafihtranszforméacié soran minden tavolsag
és képének hanyadosa fiX) — ami igaz a sulyponti koordinatékra is, ugyanis a tfanssécio
soran a sulypontot is athelyeztik, vagyis a sulypardr#inatakbol a sulyponttdl vald tavolsagok is
levezetheik:

JBs'As ,\/Ap Ap, i=12..n,  (23)

és a tavolsagok kozotti sszefiiggést a méretarany-t@rsldrhatjuk fel hibamentes esetben:

\/ASTAS :/1\/ApiTApi : i=12..,n (24)

Ezt kdveben belathatd, hogy (24) 6sszefiiggés behelyettesitéskgi@lbe illetve (22) formulaba
azonossaghoz vezet, vagyis a két statisztikai becslés fljagaatelméleti méretarany) megegyezik.
Amennyiben (24) képlet alapjan felirjuk kézvetlenll a hibaadgteket:

v, :\/AslTAsl —/]\/ApiTApi : i=12..,n (25)

akkor a kiegyenlités az alabbi (de ugyanazon fixpontléprabbiaktdl eltéF statisztikai becsléshez
vezet:

A= ZlJ (asTas) ap ap,) éApFApi - (26)

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a (26) 6sszeftiggifes megegyezést mutat a (13) formu-
laval. A (22) és (26) képletek alapjan igaz a koveikisszefliggés:

éJASJAs / gJApFApi =§\/(ASTA$)[QAQTAQ) éApﬁApi - 27)

6 Az ismeretlenek meghatéarozésa széksrték feladatbol

Hatarozzuk meg (20) formula maradék vektorait:
Av, =As - ARAp,, i=12..,n. (28)
Tekintsiik a kdvetkgzoptimalizalasi feladatot:
r?iF[]Zi:AviTAvi = Tig]Zi:(Ag - ARAp, )" t{as - ARAp, ). (29)

Mivel R ortogonélis matrixR'R=l3), az egyenlet a kévetkéalakban is felirhato:

TLn{Z (AsgT s, )— Zﬁ(iz As' RAp, ] + /]zzi: (ApiT Op, )} : (30)

A célfiiggvény szétgrtékét al szerinti parcidlis derivalt dihése esetén veszi fel, igy kapjuk, hogy

A= iZ(AST RAp, )/ iZ(Alof Ap,) (31)
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A (27) képlet miatt teljesdl
%As =RAp,, i=12..,n. (32)

Ezért (31) 6sszefiiggés felirhatd a
A= %Z(AS.TAS. )/ > (prap,) (33)

alakban is, amifl a szakirodalomban ismert Horn-féle képlet adodik:

A= \/z (as"as ) /z (apTap,). (34)

A 2 ismeretében a (30) formula sZi#stéke mar csak &R forgatasi matrix fliggvénye, igy az &lIs
és harmadik (konstans) 6sszegek elhagyhatok, a masbdikhont az éjelvaltas miatt maximum
szamitando, a biztosan pozitiv konstans néedzagyhatd, igy marad:

maxy. (as™Rap,). (35)

7 A szélgérték szamitds megoldasa kvaternio-algebraval

A kvaternidkra vonatkoz6 legfontosabb dsszefliggések:

=0 +0i +0,j +0:K =0, +q,

g* =0,-9=(9,—9")" @ aq konjugéltja\), ||9|| =JO+ g+ + mg" aq hossz:),

0 -g; 0,
Ca@=|a 0 -q],
-0, Q 0
+ qo _qT - = qO _qT
= ., Q= . 36
© {q q0I3+C(q)} {q QOls_C(Q):| 9

Kvaterniokra (4 dimenzios = (0, As’ )T , p= (0, Ap' )T vektorokra) attérve a (35) bilinearis alak az

ismeretlen R forgatasi matrix helyett az ismeretler= (qo,qT )T kvaterniéval is felirhato, ahol a

keresetR forgatasi matrix és a szamitajkvaternio kozott az alabbi dsszefiigges van (She et
2006):

R=(03 - o"a)0, +2lad” +a,C(a) . 37)
Most mar minden adott (35) dsszefliggés atirasahoz:
mF?xZ (AST RAp, )= maxy (_sTQ*R*q*): maxq' Nq, (38)
i a - g - =

aholN (4x4) matrix a kdvetkdzalaku :

AS'Ap, As'C(Ap
_y| A s'Clop)

. 39
“l-clas)ap as @ +clas )olap) 49
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A (38) kvadratikus alak akkor éri el maximumat,chaajatvektordN matrixnak, ekkor értéke meg-
egyezik N sajatértékével — tehat a maximalizalasi feladamatrix maximalisy sajatértékének,
illetve a hozza tartoz6 egységmyiy sajatvektornak (a keresett kvaternié) a meghatééraavezet.

A g kvaternié ismeretében (37) alapjan Bz= (rij) forgatasi matrix mar felirhaté és a forgas-

szdgek (3) alapjan kiszamithatok. t Altolas-vektort ezutan (21) alapjan atlagolassshtozhatjuk
meg.

8 Kapcsolat a két médszer megoldasanak paraméterkdzott

Az C ferdén szimmetrikus matrix az (5) képlet alapjghyaternié pedig a (36) keplet alapjan irja

le a nemlineéaris hasonl6sagi transzformaBiéforgatasi matrixat. Bszor kifejtettik R forgatasi
matrixot az (5) képlet alapjan:

) 1+a?-b?-c2  2(ab-c) 2(ac+b)
=— - | 2(@b+c) 1-a®+b*-c? 2(bc-a) |. (40)
2 2 2
lrai+bi+e 2(ac-h) 2(bc+a)  1-a?-b%+c?

Azutan felirtuk a forgatasi matrixot@ kvaternié komponenseivel (36) alapjan:

2(a0; + 9,0,)
2(0,05 - 9%) |- (41)
do -0 —q; +a;

2(%% - QO%)
Uo —0; +0q; — a3
2(a,0; + 9,%)

Qo+ —q; —d;
R= 2(Q1Q2 + quS)
2(q1q3 - %qz)

Felmerill az a kérdés, hogy a (40) és (41) képleleatlottR forgatdsi matrixok milyen esetben
egyeznek meg?
Legyen

a:&, b:&, C:&' (42)
qO qO qo

Helyettesitsik a (42) dsszeflggésekkel adpti ésc paramétereket a (40) formulaba, az alabbi
Osszefiiggésekhez jutunk:

G+~ -% 4% 0% %% *0%
dg dg A
R= % Do e PO il e P e e 43)
G5 +0 +05 +0 dg dg dg
200 =Gl %% GG GG G+
i Ao Ao o

A (43) képletben azR forgatasi matrix valamennyi elemének neijébsl kiemelve qo2 értéket, a

matrix skalarszorzojanak szémlél(xjﬁi

értékkel

egyszésitve, és

felhasznalva,

hogy

qo2 +q12 +q22 +q32 =1, éppen a (41) 0sszefliggéssel adott azonossaghiok,jazaz a (40) dssze-

flggéslsl a (41) formulat kaptuk meg.
Legyen most

G =Ga,
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0 =qb,

O =G C-

(44)



NEHANY ALTERNATIV MEGOLDASI LEHEBSEG A 3D NEMLINEARIS HASONLOSAGI DATUMTRANSZFORMACIO ALKALMAZASARS

Ekkor az
1:q02+q12 +q22+q32 ZQO2(1+32 +b2+02) (45)

egyenletdl kapjuk az aladbbi egyefdéget:
1

Qp=t————————.
° vi+a®+b®*+c?

Helyettesitsiik most (44) és (46) 6sszefliggéselkt)adormulaba, akkor aR forgatasi matrixra az

(46)

alabbi alak adodik:

1+a®-b? -c? ab-c ac+b
1+a?+b%+c? 1+a?+b?+c®? 1+a’+b?+c?
R= ab+c 1-a®+b*-c? bc-a
2 2 2 2 2 2 2 2 2 (47)
l+a“+b“+c 1+a“+b” +c l+a“+b“+c
ac-b bc+a 1-a%-b? +¢?
| 1+a’+b*+c?  1+a’+b’+c®  1+a’+b’+c? |

amely lathatdlag megegyezik a (40) 6sszefuggé$sblat dsszefoglalva, a Bursa-Wolf modall,

Q. 9, €s g, kvaternié komponenseken alapul6 megoldasa ésdérfeszimmetriku€ matrix a, b
ésc paraméterei kozott az 1. tablazatban 0sszefaigaltefiiggések allnak fenn.

9 Osszefoglalas

Tanulmanyunkban a 3D, 7-paraméteres (Helmert) liéngenlinearis hasonldsagi transzformacio
megoldaséra olyan altalanos eljarast adtunk meglyéiih a méretarany-tényére tobb, kiillonboa
megoldas is levezetlietA mddszer |ényege a méretarany-téyezkapott tulhatarozott egyenlet-
rendszer mas-mas modon todémegoldasaban rejlik. Megadtuk a méretarany-téhyegkisebb
négyzetek elvén alapulé olyan Uj levezetését i€lam Bursa-Wolf modell kvaternidvaldllitott
megoldasanak megfeteparaméterével (legnagyobb sajatérték) numerikaganossagot mutat. A
méretarany-tényézmeghatarozasaval az eredetileg nemlinearis prablévearis feladat megolda-
sara vezethétvissza.

Megmutattuk azt is, hogy a Bursa-Wolf modellben dmmtett kvaterniok és az Awange-
Grafarend szefik altal bevezetett ferdén szimmetrikus matrix elekdzdtt funkcionalis kapcsolat
van, ezaltal a két eljaras egymasba atdihet

1. tablazat. Osszefiiggések a kvaterniok ésaala ésc paraméterek kozott

1

o ire e

q1 = goa azﬁ
qo

92 = qob b=2
qo

43 = qoC C=@
qo
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Fuggelék:

Numerikus példa a 3D, 7 paraméteres hasonl6sagi tnazformacié kilénbd® tipusi megolda-
sara

A médszer gyakorlati alkalmazasanak bemutatasahoxwange és Grafarend (2002) tanulmany-
ban k6z06lt, Zavoti (2013) cikkben megismételt példésszik. A két koordinata rendszer kdzos
pontjai a WGS84 és egy lokalis rendszerben adofakumerikus szamitasok elliérzése céljabol
MATLAB kornyezetben sajat programot irtunk, amepétvé teszi, hogy opcionalisan valasztani
lehet a méretarany-tényeievezetésében targyalt I., 1l. és lll. megoldagdit Kiemeljik, hogy a
méretarany-tényézmeghatarozasa utan az altalunk bemutatott eljardagharom esetben a lineéa-
risra visszavezetett modellt hasznalja. Tehat gafdisi és az eltolasi paramétereket a Bursa-Wolf
modell esetében is a linearis modéllihatarozzuk meg, de a két eljaras egyenéstéffe mar a
Papp (2013) és Zavoti (2013) tanulmanyok alapjdizomyosodott.

Amint lathaté, nem szikséges kéedéket megadni, nem kell az egyenleteket sorkarfigj
sziikségtelen iteralni és az eljaras téleges szdgelfordulasok esetén is hasznalhaté.

A tanulmanyban ismertetett algoritmusokkal a neediis feladat megoldasara a 2. tablazatban
megadott eredményeket kaptuk.
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2. tablazat.A numerikus szamitasok eredménye

Ismeretlen I. Megoldas Ismeretlen Il.-Megoldas
A 1.0000047879 y 1.0000055825
do 0.9999999999
a 0.0000024204 a, 0.0000024204
b -0.0000021664 a, -0.0000021664
c -0.0000024073 0, -0.0000024073
X, 645.1812 t, 641.8804
Y, 69.1921 t, 68.6553
Z, 420.1933 t, 416.3981
o, 0.0786340816 o, 0.0772336608

Mindkét médszer a Cardan szogekre az aldbbi azemélseket adja a szamitasi pontossagon bellil:
a =-0.9984976709' ] [ =0.893695764p ] y =0.9930877298'].

A méretarany-tényézlevezetésében targyalt Il. és Ill. megoldas ugyananumerikus értékeket
szolgaltatja, ezért a 2. tablazat fejlécében a 8Wslf feliras alatt ezen kdzos értékeket csak egy-
szer adtuk meg.

Megjegyezziik, hogy &, , q, és g, kvaterniok és &C ferdén szimmetrikus matrix b ésc pa-
raméterei csak a szamitasi élesség hatarain hiplékeek meg. A tovabbi tizedes jegyekben észlelt
eltérés a (42) formulaval magyarazhat6. Nagyobbitiség tapasztalhat a két médszeméret-
arany-tényedjének és eltolasi paramétereinek értékeiben. A tagmy-tényedk eltérésére magya-
razatot ad a (10) és (12) képletek ditézamitasi modja, az eltolasi paraméterek viszgngkem
egyezése kovetkezmény lehet. Hogy teljesen nenktélda al méretarany-tényéz(10) képlettel
tortér szamitasi modja, arra j0 okot ad azon észreviédgly mar kevés adott poni£7) esetén is
a két g kozéphiba csak 0.001 értékkel tér el egymastolpetdig aog,kdzéphiba helyett a kdzepes
abszolt eltérést szamoljuk, akkor 0.002 értékksblib értéket kaphatunk. A Bursa-Wolf modell
kifejezetten a legkisebb négyzetek modszere alapjaimalizalja a mérési hibakat, mig a javasolt
modell mas mértékek esetén is alkalmazhaté.
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