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OsszEFOGLALG A tanulmany a geometria egyik fontos elméletiiémajat
targyalja: két térbeli koordinata rendszer kozodrdsink matematikai
Osszefliggést a két rendszerben koordinataikkal dutig&dzos pontparok
felnasznalasaval. A térképészetben, geometridbarkda@rdinata-rendszer
kozotti attérés soran a legaltalanosabban hasaljgdds a 3D, 7 paraméteres
Helmert transzformécié alkalmazésa.

ABSTRACT. The present work deals with an important thecaétproblem of
geometry: we are looking for a mathematical depeogebetween two
spatial coordinate systems utilizing common paiffs pmints whose
coordinates are given in both systems. In cartdyramd geometry the most
often used procedure to move from one coordinaeesyto the other is the
3D, 7 parameter Helmert transformation.

1. Bevezetés

A 3D, 7 paraméteres Helmert datum transzformacanétbgépes algebrai rendszerekkel
tortérd targyaladsaban Awange és Grafarend (2002, 200880b2@003c) években megjelent
tanulmanyai U0j iranyt adtak a téma kutatdsanak, mgea et al. (2004) tanulmanya
kiterjesztette a megoldasi mdédokat. A hazai szdkilmmban Zavoti (2005) tanulmanya az
elsy algebrai megkdzelitése a feladat megoldasanaklyaegguttal a matematikai modell
javitasara is javaslatot tett. A Zavoti és Jancd@0§) tanulmanya j6 alapotletet adott a
nemlinearis probléma linearisra toréévisszavezetésére, amit Zavoti (2012) cikk dolgbkiot
részletesebben. Az abszolut tajékozasi problémadekvakkal tortéd megoldasat Horn
(1987) tanulménya az éls kozott targyalta, a megoldas eltér a Zavoti (J0tikkben
leirtaktél. A Kalmar és Zavoti (2013) tanulmany jdisszefoglalta a két megoldas
kilonbdségét.
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2. A 3D, 7 paraméteres hasonlésagi transzformacié matematikai
modellje

Tegyuk fel, hogy adott két kulonb&zkoordinatarendszerben meért n kdzdés pont a
koordinataikkal. A 3D, 7-paraméteres (Helmert) &firbtulhatarozott hasonlosagi
transzformacio a kovetkézmodellel adhaté meg: Euklidészi térben keressuklgidleges
(cél) (X, Y, Z) és a masodlagos (targf®, y, z)koordinata-rendszerek kozotti leképezést az
alabbi formaban:

§=t+ARp, i=12..n, (1)

ahol

-§= [Xi Y, Z, ]T a célpontok koordinata értékei,

-t :[XO,YO,ZO]T az ismeretlen eltolasi-vektor,

- A az ismeretlen méretarany-téngez

- R(a,B,y) a forgatasi matrix,

-p= [)g Y, ,zi]T targypontok koordinata ertekei.
Az R forgasi métrixot a harom tengely koruli elforgasasge definialja.

A 3D, 7 paraméteres Helmert transzformacié algetmagoldasa érdekében Awange és

Grafarend (2002) aR forgatasi matrixot a ferdén szimmetrikGs matrix (5) bevezetésével
a kovetked modon irta fel:

R=(1,-c)*(1,+C), (2)

ahol 13 a harom dimenziés egységmatrix, €s matrix az a, b és ¢ paraméterekkel
meghatarozott:

0O -c b
C=/lc 0 -al (3)
-b a O

Ha az (1) egyenletet a (4) 0sszefliggés alapjé(rnsa-zc') matrixszal balrol szorozzuk,
akkor a kovetkez alak adodik:

1 ¢ -b|X 1 ¢ -b|X, 1 -c b|x
-¢c 1 a|Y|=sl-c 1 a|Y|+Ac 1 -a|y| i=12..n. (4
b -a 1|2 b -a 1|2 -b a 1]z

A fenti egyenletek képezik a 3D, 7 paraméteres lddintranszformacio kozvetit
egyenleteit, amelyek ellentmondasait az algebraatgds soran minimalizalni kell.

3. A méretarany-tényezo becslései

Zavoti (2012) tanulmanyaban a sulyponti koordin&tékezetésével megadta az eltolasi
paraméterek eliminaldsanak maodjat. Igazolta, hogytathatarozott egyenletrendszer
megoldasa soran az b ésc paraméterek kikiiszobdlésével ezen paraméterehdiiess a
paraméterre egy ismeretlenes, masodfokl, tulhaitregyenletrendszer all elaz alabbi
forméban:

P +y2+22)= X2 Y+ 2 =120 ()

is ?
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ahol
Xis = Xi _Xs’ Y].2 :Y]__Ys’ Zis:Zi _Zs i=12,...,n,
Xe =X =X, Ys =Y~ VYs 4 =2 — 4 i=12,...n.

(Megjegyezzik, hogy Awange és Grafarend (2002) Itadnyaban a méretarany-
tényedre egy negyedfoku egyenlet adddott.)
A (5) egyenletrendszer talhatarozott, megoldash ftéle moédon is megadhato.

3.1. L. Megoldas:
A fenti egyenletrendszert alakitsuk szorzatta aekkezs modon:
I+ 2 -+ 22 |a e yE e 2+ XE 4V Z2)=0, i=12,.0. (§)

Tekintsik a (6) formulaban szerépszorzatok els tényedit. Megoldandd az alabbi
egyenletrendszer:

N+t 2 =X +YE +Z i=12..n.  (7)

Adjuk Ossze valamennyi egyenletet! Ekkor a tulhaatt egyenletrendszer megoldasa
soran aA méretarany-tényéz értékére az aldbbi, a Zavoti (2012) cikkben megado
tapasztalatbdl is ismert 6sszefiiggés adodik:

IXE+YE+Z2
VX +YE+ 2

A szakirodalomban Albertz és Kreiling (1975) pullibja alapjan ismert, hogy.a
méretarany-tényéz szamolhaté a pontok sulyponti rendszerbeli tagukadsszegeinek
hanyadosaként is. Tehat a (5) masodfoku egyenteddkdok egyenletekre vezettik vissza.

- £

LN

A=1

(8)

3.2. II.Megoldas

Tekintsiik ismételten a (5) egyenletrendszert éskaiiysze valamennyi egyenletet. igy az
alabbi 6sszefliggés adadik:
Ry (@ +yiezt)=) (x2+v2+27) (9

i=1 i=1

A fenti egyenlet szorzatta alakitas nélkul is egysan megoldhaté. A méretarany-
tényed ertékére — a szamunkra fizikai jelentéssel birgitpogyok alapjan — az alabbi, a
Horn (1987) tanulmé&nyaban a kvaterniokkal levetefstzefliiggés adodik, amely Zavoti
(2012) alapjan a Bursa-Wolf modell megoldasa is:

3 (X2 +v2+22)
A= [ . (10)
> (¢ +y2 +2)

i=1

Tehét jelen esetben is anéretarany-tényét a masodfoku egyenleteidbegyértelniien
meghatarozhatjuk — a szakirodalombdl ismert (AwaggeGrafarend (2002)) negyedfoku
polinom gytkeinek bonyolult szétvalasztasi eljavasdzemben.
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3.3. III. Megoldas
Térjlink at a sulyponti koordinatakra: (a két kooéda rendszerbef és p a sulypontot

jelali):
As =s -S= s =As +5,

_ _ (11)
Ap=p-p=p =4p +P.
Visszairva a transzformacioé (1) képletébe kapjuk:
As +s=t+AIRI(Ap + D). i=12,...n. (12
Atrendezés utan adédik:
As +S=t+A[RIp+A[RIAp . i =12,...,n. (13)

A (13) képlet kbzepe elhagyhatd, mert az (1) 6sgppds az és p sulypontokra is igaz,
igy marad:
As = AIRI[Ap. i=12,...,n. (24)

Az ismeretlert eltolas-vektortdl igy atmenetileg megszabadultunkradnak még a és
az R valtozok. Az (1) formula alapjan a Bursa-Wolf mddeht eltolas-vektort atlagolassal
kaptuk:

t—zs ~AIRIp Zs A[Rzp—s ARp (15)

Attérve méretarany-tényézvizsgalatara, az egysi#bb Osszehasonlithatésag végett
aktualizaljuk (8) képletet a Bursa-Wolf modell jésgeivel:

Y =iJAsT s / iJAp.T 2 - (16)

A 1 méretarany-tényézbecslésére a (10) és (16) Osszefliggések alapjgegyalényeges
kilonbség: a (16) képletbensbb van gyokvonas, és utana 6sszegzés, mig (10uf&ioan
forditva — ezért megéllapithatjuk, hogy a (10)¥8) Osszefliiggések nem ekvivalensek, vagyis
a méretarany-tényéme a két képlet némileg eltéertéket szamolhat. Viszont (10) és (16)
képletek egyarant statisztikai becslések a mémyagnyedre (eltérésiik a hibaegyenletek
felirasabol szarmazik), mert fixpontjuk megegyezikduljunk ki ugyanis abbdl, hogy az
idedlis Helmert transzformacié soran minden tawpléa képének hanyadosa fi® ¢ ami
igaz a sulyponti koordinatakra is, ugyanis a tréorsaacio soran a sulypontot is athelyeztik,
vagyis a sulyponti koordinatakbadl a sulyponttolovedvolsagok is levezettidt

JAS s, Ag 2, i=12,..,n, (17
és a tavolsagok kozotti 6sszefliggést a méretagmetivel irhatjuk fel hibamentes esetben:
JAS' s =AG/Ap" [p i=12,...,n (18)

Ezt kdveben belathatd, hogy (18) dsszefliggés behelyettesi@keépletbe, illetve (16)
formulaba azonossaghoz vezet, vagyis a két st&tiszbecslés fixpontja (az elméleti
méretarany) megegyezik. Amennyiben (18) képlet jatapfelirjuk kozvetlenal a
hibaegyenleteket:

v, =/BsT s - AG/ApT Dp, i=12,...,n, (19)

akkor a kiegyenlités az alabbi (de ugyanazon fixppna korabbiaktdl eltér statisztikai
becsléshez vezet:
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A= ZJ as’ s) qap' (ap,) / Z Ap! p, - (20)

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a (16)Y23) képletek alapjan igaz a kbévetkez
dsszefliggés:

" asT s, /> oeT @, =Y. lasT ms ) ool o) /Y apT e @D)

i=1 i=1 i=1

3.4. IV.Megoldas
Hatarozzuk meg (14) formula maradék vektorait:

Av, =As -AIR[Ap, i=12,..,n. (22)
Tekintsuk a kévetkdzoptimalizalasi feladatot:

. T _ . _ T _
rmanZi:Avi mvi—rp’anZi:(Asi ARMDp,) fas -ARMAp,). (23)

Mivel R ortogonalis matrixR'R=15), az egyenlet a kdvetkéalakban is felirhato:

. T _ T 2 T
rlen{Z (As mq) ZA(ZAS [RmpiJHl Z(Api [Ap, )} : (24)
A célfiggvény szétsrtékét al szerinti parcialis derivalt dihése esetén veszi fel, igy
kapjuk, hogy
A=Y (as" Rp )/Z(ApT p ). (25)
Masrészt a (14) képlet miatt teljesul
1
;As:Rmpl, i=12,...,n. (26)
Ezért (25) 6sszefligges felirhato a
1
A= AZ(AST s )/Z(Ap,T mp,) (27)
alakban is, amifil a szakirodalomban ismert Horn-féle képlet adédik:
A= \/Z(Asf Bs) /Z(AplT p). (28)

Tehat megadtunk négy levezetést a 3D, 7 paramétdedsiert transzformaciol
méretarany-tényégenek megoldasara.
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4. A Grafarend-féle és a Bursa-Wolf-féle modell R forgatasi matrixanak
kapcsolata

Az C ferdén szimmetrikus matrix az (3) képlete alapf@(R) dsszefliggéssel defini@t
forgatasi matrix a kévetkézalakban irhato fel:

. 1+a?-bh?-c?  2(ab-c) 2(ac+h)
=— | 2(@b+c) 1-a?+b?-c*  2(bc-a) (29)
l1+a“+b°+c 2(ac—b) 2(bc+a) 1-a% —b? + 2

Masrészél R forgatasi matrix s g kvaterni6 kozott az alabbi 6sszefliggés van (Shen
és Chen, 2006):

R=(02-q" (@)0,+2{q@E" +q,C(q)). (30)
A (30) formulat részletesen a kdvetkdnrmaban irhatjuk fel:
G+o -0 -  2q0-9%%)  2(qg+ o)
R=| 2(q0,+0%) %-+a-0 2(00 - 0% (31)
0% -00,) 200 +00%) - -0+

Felmerulhet az a kérdés, hogy a (29) és (31) k&kitet adottR forgatasi matrixok
milyen esetben egyeznek meg?
Legyen

G %

a=—, b=&, c=—.
Yo Qo o

Helyettesitstik a (32) dsszefuggésekkel additésc paramétereket a (29) formulaba, az
alabbi 6sszefliggésekhez jutunk:

(32)

R i 4T —Goh G0 +9o, |
2 2 2 2 2
Oo Oe Oe
_ e 0, +0,9 Oe— G +0;— 0 0,9 —q
_2 2O2 5 2q12203 Oql22 3 22320q1 (33)
O t¢ ¥0;, +G; o o Qo
2% Gc%  ,B%tO% GG+
i e e Je

A (33) képletben aR forgatasi matrix valamennyi elemének nedjébsl kiemelve q02

értéket, a matrix skalarszorzéjanak szamlakpjatértékkel egyszésitve, és felhasznalva,

hogy q,” +a,° +q,” +q,- =1, éppen a (31) dsszefliggéssel adott azonossaghok jazaz a

(29) 6sszefuiggésba (31) formulat kaptuk meg.
Legyen most

¢4 =%a, d,=¢,b, g =q,c. (34)

Ekkor az

1= gy + 02 +0,° + 0,2 = g (L+a® +b* + ¢?) (35)
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egyenletbl kapjuk az alabbi egyefdéget:

1
=4 : (36)
% JVi+a?+b?+c?

Helyettesitsiik most (34) és (36) dsszefliggésekdiaformulaba, akkor aR forgatasi
matrixra az alabbi alak adodik:

[ 1+a%-b?-c? ab-c ac+b |
1+a®+b*+c? 1+a’+b*+c® 1+a’+b*+c?
R=| 2 ab+c 1-a?+b*-c? 5 bc-a 37)
1+a’+b*+c* 1+a’+b*+c? 1+a’+b*+c? |
ac-b bc+a 1-a®-b*+c?
1+a?+b?+c? 1+a’+b*+c® 1+a’+b’+c?

amely lathatélag megegyezik a (29) 6sszefiiggéssel.
Tehat 0sszefoglalva, a Bursa-Walf q,, 0, ésq, kvaterni6 komponensek és a ferdén

szimmetrikusC' matrix a, b és c paraméterei kozott az 1. tablazatban osszefoglalt
dsszefliggések allnak fenn.

1
RN T
q1 = qoa a:ﬂ
do
QZZQOb b:%
do
q3 = qo€ czﬁ
qo

1. tAblazat. Osszefiiggések a kvaterniok és az aédc paraméterek kozott

5. Osszefoglal6

Tanulmanyunkban a 3D, 7-paraméteres (Helmert) liébemlinearis hasonldsagi
transzformacio targyalasa soran megadtunk egy ditalénos modellt, amelyben kilonisoz
mabdon levezethéta transzformacié méreterany-tén§gezés a Bursa-Wolf modellt speciélis
esetként tartalmazza. A modszer Iényege a mérgtdéagedre levezetett talhatarozott
egyenletrendszer mas-mas elven tditémegoldasaban rejlik. A kidolgozott modelbeye,
hogy a méretarany-tény®zmeghatarozasaval az eredetileg nemlineéaris prabliénearis
feladat megoldaséara vezetheissza.

Megmutattuk azt is, hogy a Bursa-Wolf modellbendzstett kvaterniok és az Awange-
Grafarend szefik altal bevezetett ferdén szimmetrikus méatrix elekizott funkciondlis
kapcsolat van.
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