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A korutazasi feladat megoldasa dinamikus progra-
mozassal

DR. BENKO JANOS
egyetemi adjunktus GATE, Mez6égazdasagi Géptani Intézet

A jarmiivek és targoncdk optimalis utvonalanak meghatarozasa gyakran vezetheto vissza a
kérutazasi problémdra. A szerzd ennek megoldasara kézol vj eljarast, amelynek egyik elonye
az ismert eljarasokkal szemben, hogy a korutazasi feltétel mellett egyéb jarulekos megszoritd-
sok figyelembevételét is lehetové teszi.

A klasszikus értelemben vett tiszta korutazasi feladat a szallitasszervezési problémakban vi-
szonylag ritkan fordul €l6. A tiszta modell forméajaban altalaban csak valamely komplex prob-
léma részletkérdésel fogalmazhatok meg, vagy pedig tovabbi jarulékos megszoritédsokat igé-
nyel afeladat megoldésa.

A probléma legegyszertibb megfogalmazésa a kovetkez6. Adott n véros, ezeket jeldljik: Py,
Py,..., P, szimbdlumokkal. Az i-edik és a j-edik varos kozotti tavolsag ¢;. A feladat, valame-
lyik vérosbol, mondjuk P;-bdl elindulva elldtogatni minden vérosba egyszer, de csakis egy-
szer, majd visszatérni P;-be. Kérdés, a varosok meglétogatésnak mely sorrendje biztositja a
legrévidebb Utvonal at.

Az ismertetett probléma feltételrendszere a hozzarendel ési feltételbol:
2, x; =2, x; =1, x,;, €{0,1} mindeni, j-re,
ésakorutazas feltételbol:

1 :{zllz,lz 13,...,ln_lln,lnll,}

al. Az utébbi azt irja €l6, hogy az 1 értékii valtozok indexei n elemii indexlancot alkotnak. E
feltételek mellett kell meghatarozni a

K=2%,2c;x;, —>min
célflggvényt.

Ez a kombinatorikus feladat régota foglalkoztatja a matematikusokat és a gyakorlati szakem-
bereket. A probléma megfogalmazhato integer lineéris programozasi feladatként, azonban ez-
zel szemben komoly kifogasként merllhet fel, hogy nem tul nagy » esetén is meglehetésen
sok vatozdju ILP-t kapunk [4]. Ez indokolja, a feladat szerkezetéhez igazodd, kevesebb sz&
mitast igénylé modszerek kifejlesztését. Sok olyan algoritmus ismeretes, amelyek az esetek
nagy szamaban optimumot szolgaltatnak. Ezek tobbsege a korlatozas és szétvalasztas modsze-
rét alkalmazza, amelynek sikere nagymértékben fligg az also korlat helyes megval asztésatdl.
[lyen algoritmusok példaul Little, Murty, Sweeney és Karel algoritmusa [8], valamint a Held
és Karp dtal kidolgozott eljaras [5]. A tovabbiakban egy ezektdl eltérd, a szekvencidlis opti-
malasi tételre épll6 algoritmust mutatok be [2]. Ennek el6nyeként emlithetd, hogy a kdrutaza-
s feltétel mellett egyéb jarulékos megszoritasok is nagyon egyszertien figyelembe vehetok.

A szekvencialis optimalas
A miszaki-gazdasagi szélHérték feladatok megoldasanak egyik leghatékonyabb eszkdze a
szekvencidlis optimalas, amit gyakran dinamikus programozasnak neveznek. Az optimalitési

tételen alapul6 modszert R. Bellman [1] amerikai matematikus dolgozta ki. A tétel diszkrét,
determinisztikus rendszerekre a kdvetkezk szerint értelmezheto [6].
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Legyen egy rendszeriink, amelynek allapota az egyes k fazisokban (k=0, 1,...n) dontés kbvet-
keztében megvaltozhat. A rendszer a k fazisokban megszamlahaté szdmu allapotban lehet. Ha
a dontések egy bizonyos sorozatét k=0-t0l k=n-ig politikanak, a kapcsol 6d6 dontések sorozatat
pedig, amelyek valamely politika részel apolitikanak nevezzik, akkor igaz a kbvetkezo tétel:
Egy optimdlis politika csak optimalis alpolitikakbdl lhat. Ez kdnnyen beléthat6 a kdvetkezo
gondolatmenet alapjan:

Tekintsiink egy apolitikat, amely valamely optimdlis politika része. Ha ez az apolitika nem
lenne optimalis, akkor lenne egy jobb apolitika, amely |ehetévé tenné a politika javitasat, ez
pedig ellentmondana a hipotézi siinknek.

A modszer dkalmazésanak feltétele, hogy a p politikat fel tudjuk bontani

(o P2y 01 02)sP,s D)
alpolitikékra ugy, hogy a K kdltség csupan az egyes dlapotok kezdé- és végpontjat jellemzé
(p.up;) paraméterektol fuggd
u,(p.1p)
részkoltségek dsszegére bomlik, azaz
K(p)=u1(pop1)+ua(p1.p2)* ..t (pn-1,01)-
Tekintslk akovetkez6 n=1 valtozés flggvényt:
F(X):ul(x()rxl)+u2(x11x2)+"'+ui(xi—11xi)+un(xn —11xn)

Ez aflggveny felbonthatd » szamu elemi flggvény dsszegére. Keressik az F fliggveény mini-
mumét, tudva, hogy minden x, olyan tartoméanyban valtozhat, amely csak x, -tol és x,,, -tdl
flgg, akérmilyen értéket vesz fel i az 1 ésn kodzott.

Nézzik az 1 és 2 fazisokat egyUttesen, nevezzik f,(x,,x,)-NeK az u,(x x,)+u(x,,x,) 0SSzeg op-
timalis értékét, ekkor x,-et valtoztatjuk a tartomanyaban, amely csak x,-tdl és x,-tol flugg. Te-
hé& minimum keresés esetén a kovetkez6 képletet kapjuk:

JSoa(xo,x2)=min{ ua(xo,x1)+uz(x1,x2)},

ahol x, eX,(x,.x,), ami azt jelenti, hogy x, az X, értékhalmazhoz tartozik, ez pedig csak x,t6l és
x,t6l flgg. Az x,-nek az az értéke, amely optimalissateszi az u,(x,,x,)+u,(x, x,) 0SSzeget, egy-
ben az optimalis alpolitikat is meghatarozza az 1 és 2 fazisokban a vizsgalt x, és x, par eseté-
ben.

Vegylk most az 1, 2 és 3 fazisokat egyltt, és nevezzik f,(x,x;)-nak az
1, (% 00, (x,,0) Fu(x,,x,) OSszeg optimalis értekét, amikor x,-et és x,-t vatoztatjuk a tarto-
manyaikban. Az optimalitas tétel alapjan felirhatjuk:

Soa(rorrs)=min{ o, (x o,,) Fus(x,,5)}
ahol x,eX,(xy,x,).
Altal anosan:

Joi(ox )=min{fo, 4 (xox, ) Fuilr 4x)}

ahol x, ;X ;(xox,) €S fo, (o 1)=u, (xg,x,).
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A fenti formula rekurziv alkalmazésa lehetévé teszi, hogy kiszamitsuk az egymas utan kovet-
kezé optimdis apolitikékat az 1 és 2 fazisokat egylttvéve, az 1, 2 és 3 fazisokat egyuttve-
ve,..,azl,2,..,i,..n féazisokat egyittvéve. Az optimdlis politikat a

F(xo,xn)=min{ fon-1(x0,%n 1) +14n(Xn-1,%1) }
képlet adja.
Az j eljaras algoritmusa
A bevezetében haszndlt jelléseket megtartva, jelentse ¢, a P-bdl a P-be mutatd € koltségét,
ahol i=1,2,...n, j=1,2,...n. Legyen aVavalamely P cslicshdl a P*) cslicsha mutato,  élt

tartalmazo legrovidebb Ut hossza, amely Ut ugyanazt a cslicsot csak egyszer érinti. A fazisok
szama k=1,2,...,n.

Hanincsilyen at, akkor az
N
ha k=1, akkor az
a” =min{c,},

kil 6nben az

a_g.k*l) =min{a*) + ;-
A korutazési feltételt a k+1-edik fazisban Ggy biztositjuk, hogy az a helyére M-t irunk,
amennyiben az «*) hossz(iségl Ut aj cslicsot tartalmazza. igy rekurziven az o’ értékeket
meghatarozva, legfeljebb k=n-1 |épés utdn megkapjuk a £”-bsl a P" ™ -be vezets, n-1 ét

tartalmazo legrovidebb utakat, amelyekben valamennyi cstcs kildnbozoé, feltéve, hogy ilyen
utak |éteznek.

Az n-edik |1épésben alegrévidebb utakhoz hozzéadjuk a P"V-bsl a B"-be mutato élt:
al.(") = a](."’l) +cy

gy a P-bol indulé és a PY-be vezetd korutakat kapunk, amelyek koziil a legrovidebb a
korutazési feladat megoldasa.

Az eljaras alkalmazasa

Az ismertetett modszer gyakorlati alkalmazasat egy olyan mintapéldan mutatom be, amelynél
a Linle éstarsal dtal javasolt algoritmus elakad. Legyen a koltségmatrix:

M 4 5 M M M

4 M 6 6 M M

C=1] 5 6 M M 1T M
M 6 M M 10 11

M M 7 10 M 12

7T M M 11 12 M

El6sz0r az
a;? = minfc;}
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kepletet alkalmazva meghatarozzuk, hogy az 1. fazisban a P, alomasok mely alomasokrdl

erheték el alegrévidebb uton:

aP=min{M, 4, 5,
al?=min{4, M, 6,
‘1) =min{5, 6, M,
il)— min{ M, 6, M,

al’=min{ M, M, 7,

al=min{ M, M, M,

M, M,
6, M,
M, T,
M, 10,
10, M,
11, 12,

Pj-bevezeté utak és a hozzgjuk tartozd index|ancok:

A masodik fazistdl az

—{21}
—{12}
—{13}
—{24}
—{35}
—{46}

T} =c,,=4

M}=c,;=4
M}=c,;~=5
11} =c,,=6
12} =c =7
M}=c,=7

k +1) H k
aﬁ. = min{a! )+Cg}-

formuldt hasznéljuk, ahol o) =a'9.
a?=

=min{ M, M+4, M+5,
(2) =min{ M+4, M, 5+6,
(2) =min{4+5, 4+6, M,
(2) =min{ M, 4+6, M,
(2) =min{ M, M, 5+7,
(2) =min{ M, M, M,

M,
M+6,
M,
M,
6+10,
6+11,

M,
M, M}=al® +c,=11
M+7, M}=al® +c,,=9
7+10, M+11}=a$’ +c,,=10
M,
7+12, M}=al? +c =17

1147} =al" +¢,,=18

11+12} =al? +c,;=12

A korutazas feltételt az a™=M-mel biztositottuk, ahol az a” -hez tartozo6 indexlanchan sze-
repelt aj. Példaul az !’ -hez tartozd indexlanc 1-3, ezért al( 2) sordban az al’ =M.

Az utakhoz tartozo6 indexlancok:

—{46, 61}
—{13, 32}
—{21, 13}
—{12, 24}
—{13, 35}
—{24, 46}

A tovébbiakban aformul& mechanikusan akalmazzuk az n—1-edik fazisig.
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ad = =min{ M, M +4,
(3) =min{ 18+4, M,

(3> =min{18+5, M+6,
(3) =min{ M, 11+6,
(3) =min{ M, M,
(3) =min{ M, M,
ai= =min{ M, M+4,
(4) =min{M+4, M,
(“) =min{24+5, 22+6,
(4) =min{ M, M+6,
( )‘mln{ M, M,
al’= =min{ M, M,
a® = =min{ M, M+4,
(5) =min{M+4, M,
(5) =min{ M+5, M+6,
(5) =min{ M, M+6,
(5) =min{ M, M,
(5) =min{ M, M,

M+5, M, M, 17+T}=a{P+cy=24
M+6, M+6, M, M}y=a®+c =22
M, M,  M+7, M}=al? +c =23
M, M, 12+10, M+11}=a{? +c, =17
9+7, 10+#10, M, 17+12}=a{?+c,~16
M, 10+11, 12+12, M}=a? +c,=21
al® —{24, 46, 61}
al® —{46,61, 12}
al® —{46,61, 13}
al® —{13, 32,24}
al® —{21,13, 35
al® {12, 24, 46}
M+5 M, M, M+T=M
23+6, M+6, M, M}=a¥ +c,=29
M, M, M+7, M}=a¥ +c,=28
M, M, 16+10, M+11}=al? +c,=26
23+7, 17+10, M, 17+12}=a+c,=27
M, 17+11, 16+12, My=a ¥ +c,=28
= aé3) +c=28
al —->M
al® —{46, 61,13, 32}
al® —{46, 61, 12, 23}
al® —{21,13, 35,54}
al® —{13,32, 24, 45}
al® —{13, 32, 24, 45}
{21, 13, 35, 56)
M+5, M, M, M+T}=M
M+6, M+6, M, M}y==
M, M, M+7, M}=M
M, M,  M+10, 28+11}=a(? +c,,=39
28+7, M+10, M, 28+12}=a$’+c,=35
M, 26+11, 27+12, My=a$P +c,c=37
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al® —>M
a ->M
ad ->M
a® {21,183, 35,56, 64}
a® —{46,61, 12, 23, 35}
a® —{21,13, 35, 54, 46}

Amint |athat6, harom n— élt tartalmazé utat kaptunk, ezeket az utakat az n-edik fazisban az
al.(") = a](."’l) +cy
formulaval zarhatjuk le:
a)? =a¥ +c,, =39+ 6=45,
al® =a® + ¢, =35 +10=45,
a(ze) = aé5) + cg, =37 +M =M.
A korutakhoz tartozé indexlancok:
al? =45-{21, 13, 35, 56, 64, 42},
a) =45-5{46, 61, 12, 23, 35, 54} .

Mind a két korut értéke 45, igy mindketté a feladat megol dasa.

A bemutatott eljaras j6 példga a dinamikus programozas rendkivil sokrétii gyakorlati akal-
mazhatésaganak. A mintapélda alapjan meggy6zédhettiink arrdl is, hogy az algoritmus alkal-
mazasa nem igényel mélyebb matematikai ismereteket, az alapprobléma megoldasdhoz ele-
gendo a kozolt képletek mechanikus haszndlata. Egyéb jarulékos feltételek esetén pedig Ggy
jarunk e, hogy afeltételeknek meg nem felelé utakat tiltotarifaval lezarjuk. Az eljaras tovabbi
Elonyeként emlithet6: alternativ optimumok |étezésekor valamennyi optimalis korutat egyide-

jtleg megkapjuk.
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