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Tonkremeneteli elméletek alkalmazhatésaganak vizsga-
lata sikbeli fesziiltségallapot esetén

GARAB J6zsef!, SZALAI J6zsef!

1 NymE FMK Miszaki Mechanika és Tartészerkezetek Intézet

Kivonat

A von Mises, a Tsai-Wu, és az Ashkenazi tonkremeneteli elméleteket vizsgédltuk meg alkalmaz-
hatésaguk szempontjabol sikbeli fesziltségillapot esetén. Korabban biaxidlis torévizsgdlatokat
végeztek lucfenyd faanyagra (Picea abies [L.] Karst.). Tobb mint négyszaz fesziiltségi dllapot kelet-
kezett a tonkremenetel pillanatiban. Meghatiroztuk a tdnkremeneteli viszonyszdmokat az egyes
tonkremeneteli elméleteknek megfeleléen. A tonkremeneteli viszonyszdmok kiértékelése alapjin
megillapitottuk, hogy sikbeli fesziiltségillapot esetén az Ashkenazi tonkremeneteli elmélet irja le

megfelel6en a faanyag tonkremenetelét.

Kulcesszavak: tonkremeneteli elméletek, sikbeli fesziiltségallapot, tonkremeneteli viszonyszim,
Ashkenazi-elmélet

Examination of strength criteria for wood in complex
stress state

Abstract

In the frame of our research, three strength criteria (von Mises, Tsai-Wu, and Ashkenazi) were
compared based on experimental data. The goal of this study was to establish which strength theory
describes the failure of wood under biaxial load more reliably. Formerly, biaxial tests were performed
on Norway spruce (Picea abies [L.] Karst.) specimens whereby hundreds of biaxial strength data were
available. Failure prediction numbers were determined in all cases for the three theories. Our results
show among the three criteria the Ashkenazi strength criterion to be the best to describe the failure

of wood in planar stress state.

Key words: strength criteria, planar stress state, failure prediction number, Ashkenazi strength

criterion

Bevezetés

A faanyag mechanikai tulajdonsiga a makroszko-
pikus szervezGdési szinten ortogondlisan anizotrop
(ortotrop). A faanyag Osszetett szerkezete miatt a
taanyag szilirdsiginak megbecsiilése viszonylag bo-
nyolult feladat. Faszerkezetek kritikus pontjaiban li-
nedris, sikbeli, és térbeli fesziiltségallapot uralkodhat.
Mivel a faanyag anizotrop, ezért anizotrop tonkre-
meneteli elméletek alkalmazdsa sziikséges. Anizotrop
tonkremeneteli elméletek vizsgalatival napjainkban
is foglalkoznak, mivel a faszerkezetek ertani mére-
tezése mélyebb elméleti ismereteket kovetel meg (pl.:

Seweryn és Romanovych 2007, van der Put 2009).
Kordbban Szalai (2008) a von Mises, a Tsai-Whu,
és az Ashkenazi anizotrop tonkremeneteli elmé-
letek alkalmazhatésigat elméleti alapokon tanul-
ményozta. Munkdnkban az elméleteket gyakorlati
szempontbdl vizsgaltuk meg. Biaxidlis kisérletek
sordan meghatdrozott, a ténkremenetel pillanatiban
uralkodé sikbeli fesziiltségi dllapotok segitségével
(Eberhardsteiner 2002) hasonlitottuk 6ssze a von
Mises-, Tsai-Wu- és az Ashkenazi-elméleteket ab-
bél a szempontbdl, hogy melyik szilardsagi kritéri-
um {rja le valésan a faanyagok tonkremenetelét.
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Elméleti ismerteto

Anizotrop anyagok tonkremenetele esetén nem-
csak a fesziltségi dllapot komponenseinek nagysdga
szamit, hanem az is, hogy a fesziiltségi f6tengelyek
milyen helyzetben vannak az anyag szimmetriaten-
gelyeihez képest. A faanyag szildrdsdgi jellemz6it
ezért célszerl az anatémiai f8irdnyok rendszerében
megadni, valamint a fesziiltségi dllapotot is ebben a
rendszerben kell értelmezni.

A tonkremeneteli elméletek (szilardsagi kritériu-
mok) a kovetkez§ altaldnos alakd polinomba foglal-
hatdk ossze:
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A szilardsdgi kritériumok abban kulénbéznek
egymastol, hogy az dltalinos szilardsigi krité-
rium [1] bal oldaldn hdny és milyen tipusu tagot
tartanak meg, illetve hogyan hatirozzdk meg a
tenzorkomponensek fizikai értelmét.

A tonkremeneteli elméleteket geometriai eszk6zok-
kel is lehet modellezni. A faanyag anatémiai fGsik-
jaiban értelmezett sikbeli fesziiltségi dllapot esetén a
szilardsagi felilet megszerkeszthetd. A szildrdsagi fe-
lilet mindazon pontok halmaza a térben, amelyeknek
megfeleld fesziiltségi dllapot komponensei kielégitik
a szildrdsagi kritérium egyenletét. A kovetkezdkben
a von Mises, a Tsai-Wu és az Ashkenazi szilirdsigi
kritériumok kertilnek bemutatasra.

Avon Mises szildrdsdgi kritérium

Olyan plasztikus anyagokra, melyeknél a hizé- és
nyomdszilirdsig megegyezik, szilirdsagi kritérium-
ként von Mises (1928) egy masodfokd polinomot
javasolt, melyet plasztikus potencidlnak nevezett:
a;,0'c" <1, (2]

i kI1=LRT
ahol,

L - afarostirinya (a torzs hossztengelye, longitu-
dindlis irdny),

R - a fa sugdrirdnya (az évgylrik novekedésének
irinya),

T - afahurirdnya (az évgytrdk érintSjének irdnya).

Ez a Kkifejezés formailag megegyezik az dlta-
linos alakt polinom [1] mdsodik tagjaval. A
tenzorkomponenseket Szalai (1994) alapjin ha-
taroztuk meg. Az alkalmazott technikai szildrdsa-
gokat (Szalai 2001) az 1. tibldzatban mutatjuk be.
Mivel a munkdnkban vizsgalt fesziiltségi dllapotok
az LR sikban uralkodé fesziiltségi dllapotok, ezért a
szilirdsagi feliilet megszerkeszthets. Abrazoltuk a
von Mises szildrdsdgi feliletet Szalai (2001) tech-
nikai szilardsdgainak a segitségével (1. dbra). A von
Mises-elmélet szerint képzett szilardsdgi feliilet

egy ellipszoid.

A Tsai-Wu szildrdsdgi kritérium

S. W. Tsai és E. M. Wu (1971) a kezdeti polinom
[1] elsS két tagjit tartotta meg. A Tsai-Whu szildrd-
sagi kritérium a kovetkez6:

aljaij + aijk,a"jak’ <1, [3]
iikI=LRT

A Tsai-Wu-elmélet grafikus dbrdzoldsival szintén
egy ellipszoidot kapunk (2. dbra), azonban az el-
lipszoid helyzete eltéré a von Mises szilardsdgi fe-
lilettdl. A Tsai-Wu-féle ellipszoid fétengelyei nem
teltétleni]l parhuzamosak a koordindtarendszerrel
valamint az ellipszoid helyzete eltolédhat az origé-
tol. A szildrdsagi feliletet szerkesztését, valamint a
tenzorkomponensek meghatirozdsit az 1. tablazat
adataival, Szalai (1994) alapjan végeztik.

Az Ashkenazi szildrdsagi kritérium

E. K. Ashkenazi (1967) a szilirdsig jellemzésére az
altalanos szilardsagi kritérium mdsodik és negyedik
tagjdt tartotta meg annyi véltoztatassal, hogy a jobb
oldalon az egység helyett egy tetszSleges llandét
vilasztott. Atalakitdsok utin (Szalai 1994) a kovet-
kez kifejezés keletkezik:

ikl
a,;,0°0
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iikI=LRT

ahol,

I; I, -els6 és masodik fesziiltségi invaridns

Az Ashkenazi szildrdsdgi kritérium dbrdzoldsa egy
zdrt negyedrendd feliilet (3. dbra), amely tartal-
mazhat homoru részeket. A tenzorkomponenseket
Szalai (1994) szerint hatiroztuk meg, a szildrdsagi
teliilet grafikus dbrazolasihoz az 1. tablazat adatait
hasznaltuk fel.



1.tablazat Lucfenys (Picea abies [L.] Karst) technikai szilirdsigai az LR anatémiai fésikban (Szalai 2001)

Table 1 Engineering strength (Szalai 2001) of Norway spruce (Picea abies [L..] Karst) in LR anatomical main plane
~ + - 45)+ 45)— + - + - -
Lucfenyd f, f; L@ (45) Lg 5) £ fs e / fgs) P LT]g45)
N 315 319 292 325 302 291 - - - Db
Atlag 6352 | 4934 | 915 | 908 | 592 | 3,49 | 932 | 400 | 457 | MPa
CoV 23,6 18,0 28,6 255 28,2 22,4 43,0 28,6 25,6 %

1.dbra Lucfenys (Picea abies [L.] Karst.) tonkremeneteli feliilete az LR sikban a von Mises-elmélet szerint
Figure 1

Strength surface of Norway spruce (Picea abies [L.] Karst.) in the LR anatomical main plane governed by the von- Mises
strength criterion

mo-2

2.dbra Lucfeny6 (Picea abies [L.] Karst.) tonkremeneteli feliilete az LR sikban a Tsai-Wu-elmélet szerint

Figure 2 Strength surface of Norway spruce (Picea abies [L.] Karst.) in the LR anatomical main plane governed by the Tsai-Wu
strength criterion

FAIPAR  vrviiL évf. 2010/3-4. szdm

» 2010. december «



FRMPa)

0-z

3.dbra Lucfeny6 (Picea abies [L.] Karst.) tonkremeneteli feliilete az LR sikban az Ashkenazi-elmélet szerint

Figure 3 Strength surface of Norway spruce (Picea abies [L.] Karst.) in the LR anatomical main plane governed by the Ashkenazi

strength criterion

Kisérleti modszerek és anyagok

A munkink sordn mechanikai vizsgilatok adatai
segitségeivel (Eberhardsteiner 2002) hasonlitot-
tuk ssze a tonkremeneteli elméleteket (von Mises,
Tsai-Wu, Ashkenazi) az alkalmazhatésiguk szem-
pontjabdl. A torévizsgilatok miatt a tonkremene-
teli elméleteknek tonkremenetelt kell jeleznitik,
mivel a keletkezett fesziiltségek hatdsdra a faanyag
tonkrement.

Eberhardsteiner (2002) 423 darab kereszt alaka
lucfeny® (Picea abies [ L.] Karst.) probatestet vizsgélt
meg biaxidlis terhelés alatt (4. dbra). A probatestek
az LR (longitudindlis-radidlis) anatémiai f8sikbol
lettek kialakitva. A vastagsdguk a terhelés médjatol
tuggott, a kiértékelt fesziiltség- és alakvaltozdsmez6
140 x 140 mm volt. Linedris u és v nagysagu terhelé-
seket alkalmaztak kiilonb6z6 ardnyokban (x = ulv )
a terhel§ berendezés tengelyei mentén (x,y). A ke-
letkezett fesziltségi dllapotok sikbeli fesziiltségalla-
potok voltak o, o, komponensekkel. A prébatestek
rostlefutasa (¢) eltérs volt. ¢= 0° (L), 7,5°,15°,30° és
45°. A méréseket 20°C hémérsékleten és 65% rela-
tiv paratartalom mellett végezték, a faanyag dtlagos
nedvességtartalma 12% volt. A torévizsgalatok utin
423 db, a tonkremenetelek pillanatdban uralkodé
tesziiltségi dllapot dllt a rendelkezésiinkre.

A torési kisérletekbdl kapott fesziiltségi értékek-
nél a gép koordindtarendszeréhez mérték az ird-

nyokat. Mivel a tonkremeneteli elméleteket csak a
faanyag anatémiai f8irdnyainak rendszerében lehet
értelmezni, ezért transzformilni kellett a feszilt-
ségallapotokat. Az dtszdmitas alapja a gép koor-
dindtarendszere valamint a faanyag fGirinyainak
rendszere kozott bezdrt szog volt, ami a rostlefutas
szogével egyezett meg (4. dbra). A tonkremeneteli
tesziiltségallapotok a féiranyok rendszerében:

o =0 cos’ g+ sin’ @
o™ =c”sin’ p+0c” cos’ @ (5]
o = (6™ —c”)sin pcosp

RL LR
O =0

A fesziiltségallapotokat csoportositani kellett a nor-
milfesziiltségek elbjele alapjan, mivel az egyes cso-
portoknak megfeleléen masképpen kell kiszamitani
a tenzorkomponenseket a tonkremeneteli elméle-
tekhez. A von Mises-, a Tsai-Wu-, és az Ashkenazi-
elméletnek megfelels szilardsigi tenzorok kompo-
nenseit meghatiroztuk az 1. tibldzatban bemutatott
technikai szildrdsigokbdl az egyes elméletek szerin-
ti szamitdsi méd szerint (Szalai 1994).

Miutén dtszamoltuk a fesziiltségallapotokat a faanyag
téirinyainak rendszerébe, csoportositottuk Gket a
normalfesziiltségek el6jele alapjan, meghataroztuk az
egyes elméleteknek megfeleld szilarsagi tenzorokat,
és alkalmaztuk a tonkremeneteli elméleteket.



Tonkremeneteli viszonyszdmnak nevezzik azt az
értéket, amelyet a szilardsagi kritériumok bal ol-
dalain hatdroztunk meg. Ha a tonkremeneteli vi-
szonyszam nagysiga egy, akkor a fesziiltségdllapot
a tonkremenetel hatdrédllapotdban van. Ha a tonk-
remeneteli viszonyszdm nagyobb, mint egy akkor a
szildrdsagi kritérium tonkremenetelt mutat annak
ellenére, hogy az anyag még ép. Ha a tonkremene-
teli viszonyszam kisebb, mint egy akkor a szildrdsagi
kritérium még nem jelez tonkremenetelt, azonban
az uralkodé fesziltségillapot hatdsira az anyag mar
tonkrement.

A kiértékelések eredményei

Attranszformaltunk 423 fesziiltségi llapotot a fa-
anyag anatémia f8irdnyainak rendszerébe. Ezutin
létrehoztunk négy fesziiltségesoportot a normélfe-
sziiltségek elGjele alapjan. 145 fesziltségallapot ke-
rillt a o™ o %%, 103 fesziiltségallapot a o™ o™
113 fesziiltségllapot a o™~ ¢, valamint 62 fe-
sziiltségillapot a o' o™ fesziiltségesoportba.
Kiszamoltuk az egyes szilardsdgi kritériumok-
nak valamint a fesziltségcsoportoknak megfelel6
tenzorkomponenseket (2. téblazat). Meghatdroztuk

a fesziltségi dllapotokbél a von Mises-, a Tsai-Wu-,
valamint az Ashkenazi-elmélet szerinti tonkreme-
neteli viszonyszdmokat. A statisztikai kiértékelése-
ket a 3. tabldzat és az 5. dbra mutatja be.

A von Mises és a Tsai-Wu szilardsigi kritériu-
mok dltal meghatdrozott tonkremeneteli viszony-
szamok értékei kozel esnek egyhez a o' o™
teszultségcsoportban. A von Mises-elméletnél
0,99 a tonkremeneteli viszonyszdm értéke, a
Tsai-Wu-elméletnél pedig 1,14. A varidciés ko-
efficiensek nagy értéke miatt a tonkremeneteli
viszonyszamok értékeit azonban csak fenntar-
tasokkal fogadhatjuk el. A varidciés koefliciens
a von Mises-elméletnél 72,1%, mig a Tsai-Wu-
elméletnél 97,6%. Hozzatesszik, hogy negativ
tonkremeneteli viszonyszdmokat is tapasztaltunk
a von Mises- és a Tsai-Wu-elméletnél.

Ez azt jelenti, hogy a normalfesziltségeknek meg-
telel6 képpont a vizszintes alapsikon kiviil esik a
szilirdsagi felilet alapsikra esé vetiletén, azaz a
tesziiltségi képpont a teljes szilirdsigi felileten
kivil helyezkedik el. A negativ tonkremeneteli vi-
szonyszamok tehdt azt jelentik, hogy az adott elmé-

2.tablazat A von Mises-, a Tsai-Wau- és az Ashkenazi-elmélet alapjdn szamolt tenzorkomponensek az egyes fesziiltségesoportoknak

megfeleléen

Table 2 Results of calculated tensor components for the von Mises, Tsai-Wu and Ashkenazi strength criteria for the four stress groups

Foes. Arrir T Argrr +
Elm. arp A rr Arrre A RRRR Arrrr T ARRLL a ta
* [Mpa'] [Mpa'] [Mpa'] [Mpa'] [Mpa'] RLLfMpaﬁaRL
L. _ - 0,00025 | 0,02853 0,00748 0,01151
é II. - - 0,00025 | 0,08210 0,01985 0,01151
é 111 _ _ 0,00041 | 0,08210 | -0,04551 0,01151
s
V. - ; 0,00041 | 0,02853 | -0,01894 0,01151
L | -0,00452 | -0,11761 | 0,00032 | 0,04840 0,01424 0,01151
gls II. -0,00452 -0,11761 | 0,00032 | 0,04840 0,01449 0,01151
E I | -0,00452 | -0,11761 | 0,00032 | 0,04840 | -0,03862 0,01151
IV. | -0,00452 | -0,11761 | 0,00032 | 0,04840 | -0,02391 0,01151
L - - 0,01574 | 0,16892 0,14520 0,10730
E 11. - - 0,01574 | 0,28653 0,05228 0,10730
:;ét II1. - - 0,02027 | 0,28653 0,02643 0,10730
AT - - 0,02027 | 0,16892 |  -0,02963 0,10730

. o iy LL+ _RR LL
* A fesziiltségek csoportositisa: -0 o™ 1I- o o

RR IL- _RR IL- __RR
s HI-c™ ™ 5 IV- o™ o™
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3.tablazat A tonkremeneteli viszonyszamok alakulisa a von Mises-, a Tsai-Wu és az Ashkenazi-elméleteknek megfelel6en

Table3  Results of determined failure prediction numbers for the von Mises, Tsai-Wu, and the Ashkenazi strength criteria

‘T'énkremeneteli viszonyszdmok ,n” [ -]
Tonkremeneteli elmélet
ol Rk ol Rk ol o ol R
von Mises 0,99 (72,1) 0,27 (155,1) 0,48 (215,5) 1,29 (44.8)
Tsai-Wu 1,14 (97,6) 0,78 (100,0) 0,47 (165,5) 138 (51,5)
Ashkenazi 0,87 (28,2) 0,75 (24.4) 0,88 (35,0) 0,71 (20,1)

Ziréjelben a varidcios koefficiens [%)] lithatd.
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4.abra Probatest biaxidlis torévizsgalatokhoz. A prébatest alakja, a teherdtadds médja, és a koordindta rendszer lithaté

Figure4  Biaxial test specimen. Specimen shape, loading type and position of coordinate systems are presented
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5.dbra Tonkremeneteli viszonyszimok alakuldsa az egyes fesziiltségesoportoknak megfeleléen

A fesziltségek csoportositdsa: I- oG R L g g R - g g R 1V gt g R

Figure 5 Determined failure prediction numbers correspond to different criterion in each stress grou
p P group

LL RR- LL RR— LL- _RR- LL- _RR
Stress groups are as follows: I- o™ ¢**"; 1I- """ 1I- " ™ IV- " ™



let nem irja le helyesen a tonkremenetelt, ezért az
ennck a mérésnek megfeleld viszonyszimot nulla
értékkel vettiik fel. A nulla viszonyszdm ugyanis az
illeszkedés teljes hidnyat jelenti.

Az Ashkenazi-elmélet
zott tonkremeneteli viszonyszdmok valameny-

szerint  meghatdro-
nyi fesziltségesoportban egyhez kozeli értékek
és a varidciés koefliciens értékek is a faanyag szi-
lirdsigi tulajdonsdgainak variancidjat tikrozi.
n(1)=0,87; n(I1)=0,75; n(II1)=0,88; n(IV)=0,71:
CoV(I)=28,2%, CoV(II)=24,4 %, CoV(III)=35,0%
és CoV(IV)=20,1%. Az Ashkenazi-elmélettel meg-
hatdrozott tonkremeneteli viszonyszdmok értékei
valamennyi fesziiltségcsoportban egynél kiseb-
bek. Ez azt jelenti, hogy Szalai (2001) a méréseit
gyengébb szilardsdgi lucfenyén végezte el, mint

Eberhardsteiner (2002).

Osszefoglalas és kovetkeztetések

Tanulmédnyunk segitségével bemutattuk azt, hogy

sziikséges kisérleti adatokkal aldtimasztani az egyes

tonkremeneteli elméletek alkalmazhatésigit. El-

méleti megéllapitisok utin (Szalai 2008), nagy

elemszamu kisérletsorozat eredményeként kapott

fesziltségi dllapotok segitségével megillapitottuk,

hogy sikbeli fesziiltségallapot esetén az Ashkenazi-

elmélet irja le a legmegfelelébben a tonkreme-

netelt faanyag esetén a von Mises- és a Tsai-Wu-

elmélethez képest.

A tonkremeneteli elméletek alkalmazhatésiginak

vizsgalatdra a tovdbbi kutatisok sziikségesek:

— Idedlis triaxidlis terhelés létrehozdsa faanyagon.

— Altalinos helyzetl probatest térbeli fesziiltség-
allapotanak meghatdrozasa az anatémiai f6ird-
nyok rendszerében.

— A tonkremeneteli elméletek Osszehasonlitdsa
térbeli fesziiltségéllapotok esetén.
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Ezaton szeretnénk koszonetet mondani Prof. Dr.
Joset Eberhardsteinernek, a TU Wien professzo-
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Irodalomjegyzék

Ashkenazi EK (1967) Geometry of strength theory,
Mekhanika Polimerov 3(4):703-707

Eberhardsteiner ] (2002) Mechanisches Verhalten
von Fichtenholz. Experimentelle Bestimmung
der biaxialen Festigkeitseigenschaften. Springer-
Verlag Wien New York. 174 pp

Seweryn A, Romanovych M (2007) Strength
criteria for wood under the conditions of
complex stressed state. Materials Science
43(3):343-350

Szalai J (1994) A faanyag és faalapu anyagok ani-
zotrop rugalmassagtana. I. rész: A mechanikai
tulajdonsagok anizotrépidja. Hillebrand nyom-
da, Sopron, 398 oldal.

Szalai J (2001) Kilonbozs fafajok technikai szi-
lardsagai . In: Mérnoki faszerkezetek. II. rész.
(szerk. Wittman Gy.). 199. o., Mezdgazdasigi
Szaktudis Kiadé, Budapest

Szalai ] (2008) Festigkeitstheorien von anisotropen
Stoffen mit sprodem Bruchverhalten. Acta
Silvatica Et Lignaria Hungarica 5:61-80

Tsai SW, Wu EM (1971) A general theory of
strength for anisotropic material. ]. Composite
Materials 5: 58-80

van der Put TACM (2009) A continuum failure
criterion applicable to wood. Journal of Wood
Science 55(5):315-322

von Mises R (1928) Mechanik der plastischen
Forminderung von Kristallen. Z. angew. Math.
Mech. 8.161-185

11

L —
FAIPAR  wrviiL évf. 2010/3-4.sz4m  » 2010. december «



