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Térbeli fesziiltségallapotok atszamitasa a faanyag anato-
miai féiranyainak rendszerébe
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Kivonat

A faanyaggal kapcsolatos anyagvizsgilatok sordn az esetek tobbségében az anatémiai f6irdnyok
rendszerében hatdrozzik meg a fizikai-mechanikai anyagjellemzdket. Ha az anatémiai f6irdnyoktol
eltéré rendszerben van sziikség az anyagéllanddkra, akkor a tenzortranszformécids szabdlyok felhasz-
naldsdval meghatarozhatjuk azokat. A szdmitdsok elvégzéséhez sziikség van a két koordindtarendszer
egymidshoz viszonyitott elhelyezkedéséhez. Ennek magadésa hdrom, alkalmasan megvalasztott szog-
gel torténhet. Forditott a helyzet, ha a faanyagra haszndlhat6 tonkremeneteli elméleteket kivinjuk
alkalmazni. Ezek az elméletek ugy miikodnek, hogy bennik a fesziiltségi allapotokat az anatémiai
férendszerben kell megadni. A kiils6 terhelésbdl szarmazé fesziiltségi dllapot altaldban a szerke-
zethez kotott koordindtarendszerben ismert, ezt kell dtszdmitani a faanyag anatémiai rendszerébe.
E szimitisokhoz az els$ feladatndl meghatdrozott transzforméciés métrix transzponaltjit kell fel-
hasznilnunk. Hasonl6 a feladat, ha a ténkremeneteli elméletek ellenérzéséhez végziink kisérleteket,
ill. szamitdsokat. Kordbban, triaxilis nyomoévizsgalat segitségével térbeli fesziltségallapotot hoztak
létre 4ltalinos orientacidju jegenyefenyd (Abies alba) probatesteken. Célunk a prébatesten uralkodd
triaxidlis fesziiltségallapot transzformaldsa volt a faanyag anatémiai f8irdnyainak rendszerébe (L, R, 7).
Bemutatjuk a térbeli fesziiltségéllapot dtszamitasit teljesen dltalanos orientdciéj prébatestek esetén,
melynek alapja a prébatest feliiletén mérhetd szogek és az Euler-szogek kozotti kapesolat. Az dtsza-
mitott térbeli fesziiltségallapotokat mar fel lehet hasznélni a tdnkremeneteli elméletek alkalmazha-

tésdganak ellenérzéséhez.

Kulesszavak: triaxidlis nyomovizsgalat, térbeli fesziiltségillapot, jegenyefenyd (Abies alba), fesziilt-

ségillapot transzformdcidja

Transformation of triaxial stress statesinto the anatomical
coordinate system of wood

Abstract

'The mechanical properties of wood are determined in the system of the anatomical main directions
(L, R, T) of wood. To apply anisotropic strength criteria, the stress states should be given in the L, R, T
coordinate system, as well. The goal of this study was to transform triaxial stress states on Europen
Silver Fir (Abies alba) samples into the anatomical coordinate system of wood. The stress states
were given in the coordinate system of the specimens edges thus the application of the strength
criteria were unsuitable. Therefore, the stress states should have be calculated into the system of the

anatomical main directions.

Key words: triaxial compression tests, triaxial stress states, European Silver Fir (Abies alba), stress
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Bevezetés

A faanyag fizikai-mechanikai tulajdonsigai jelent6sen figgenek a rostiranytél. Egy csekély szogeltérés mar
szamottevé hatdssal lehet a tulajdonsigok nagysagara. Fiirészaru vizualis osztilyozdsindl figyelembe veszik a
szogeltérést, és a nagysagatol fliggben osztilyokba soroljik a flrészarukat (pl. MSZ EN 14081-1).
Tébbdimenziés fesziiltségillapot esetén a fesziiltségi dllapot pontos ismerete sziikséges. A legnagyobb nehézséget a
fesziiltségi dllapot dtszamitdsa okozza a faanyag anatémiai fGirdnyainak rendszerébe. A transzformdciés szabdlyok
és az egyes tengelyek korili forgatdsok mar régéta ismertek (pl. Malvern 1969), valamint az dtszdmitasi eljardsrol
is sziilettek tanulmanyok (Bindzi és Samson 1995; Goodman és Bodig 1970) azonban ezeknek a médszereknek az
a hatranyuk, hogy csak bizonyos esetekben érvényesek (pl. csak az anatémiai f6sikban alkalmazhatdk).
Hermanson és tsai. (1997) kifejlesztettek egy olyan transzformécios eljarast, amelyik teljesen dltalanos orientdcid
esetén is érvényes. A modszer alapja a felileten mérhetd szogek (rostirdny, évgytrtallas) és az Euler-szogek ko-
z0tti matematikai kapcsolat. A munkdnk célja kisérletileg meghatdrozott dltaldnos térbeli fesziiltségallapotok dt-
szdmitdsa a faanyag anatémiai f8irdnyainak rendszerébe felhaszndlva Hermanson és tsai. (1997) 6sszefiggéseit.

Elméleti ismertet6

A faanyagot ortogonilisan anizotrop anyagnak lehet modellezni Z, R, 7 ortonormalis egységvektorok segitsé-
gével, ahol L — a rostirdny (longitudindlis irdny), R — a sugérirdny (radialis irdny), 7"— a hurirdny (tangencidlis
irany). Az dltalinos orienticiét ferde rostlefutisnak vagy ferdeszalusignak nevezziik. A ferde rostlefutds szog-
eltérés a rostirinyhoz képest. A ferde rostlefutds okainak vizsgédlata nélkil (pl. helytelen flrészelés, csavarodott
noévekedés) a ferdeszalisig mértékét agy lehet mérni, hogy a rostok vetiiletét vizsgiljuk a prébatest feliletén.
A faanyag élei és a rostok vetiiletei altal bezdrt szogek a rostlefutdsi szogek (a, B). Egy egyenes helyzetét ugy
lehet megadni a térben, hogy két egymasra merdleges sikon vizsgaljuk a vetiiletét, tehit a probatest két (keskeny
és széles) oldaldn mért rostlefutdsi szogek (a, f) egyértelmien meghatdrozzak a rostiranyt (L). Egy harmadik
sz0g ismerete is sziikséges, hogy az R és T irdnyok helyzetét meg tudjuk hatdrozni. A harmadik sz6g az év-
gyldrdallds szoge (y), amit a prébatest fennmaradé, harmadik sikjan tudunk mérni, igy meg tudjuk hatirozni az
L, R, T'rendszer pontos helyzetét a fahasib éleihez képest (1. dbra). A mért évgytirdallas szoge dltaldnos orien-
tdcié esetén a 7L sik és az x'x? sik metszete.

Ha a prébatest élei nem egyeznek meg az anatémiai f6irdnyokkal, akkor a rugalmas dllandékat vagy a haté fe-
sziiltségi dllapotot transzformdlni kell a faanyag anatémiai f6irdnyainak rendszerébe (pl. Hearmon 1948; Bodig
és Jayne 1993; Szalai 1994). A problémat az jelenti, hogy a probatest élei szabalytalan helyzetben vannak a fa-
anyag anatomiai f8irdnyaihoz képest, és az irinykoszinuszokat kozvetlentil nem ismerjik.

Azonban egy geometriai objektum tetszdleges térbeli helyzetét megadhatjuk harom egymdst kévets forgatds-
sal, melyeket az Euler-szogek segitségével (¢, p, A) tudunk megoldani, ezért a transzformaciés matrix elallita-
sahoz sziikség van az Euler-szogek ismeretére. A 2. dbra bemutatja, hogyan lehet eljutni hirom forgatdssal a fa-
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1.abra Altaldnos orientciéji rostirany a probatest éleinek a koordinatarendszerében (xZ, #2 x7%). A rostirdny vetiletei az oldalakon az
aés ﬁ sz0g, valamint a 7L sik és az x’x? sik metszete a ¥ szog (Hermanson és tsai. 1997)
Figure T Wood fiber at general orientation with respect to specimen axes 7, x% and »’ with projections onto specimen faces shown

by angles @ and 3 and the intersection of the 77 and the x’x? planes shown by ¥ (Hermanson et al. 1997)
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2.4bra Az anatémiai féiranyok helyzetének meghatirozasa az Euler-szogek segitségével: a) forgatds x° tengely kortil b) forgatds x?’
tengely koril ¢) forgatds x°” tengely kortil (Hermanson és tsai. 1997)
Figure 2 Determination of the anatomical main directions using the Euler-angles: a) Rotation about &” axis b) rotation about x**axis

¢) rotation about &°” axis (Hermanson et al. 1997)

anyag anatémiai f6irdinyainak rendszerébe. Az Euler-szogeket kozvetlenil nem tudjuk megadni, de Hermanson
és tsai. (1997) meghatdroztik a faanyag feliletén mérhetd szogek (@, B, y) és az Euler-szogek (¢, p, A)
kozotti kapesolatrendszert. Ezeket az 6sszeftiggéseket felhaszndlva tudjuk transzformalni a térbeli fesziltség-
allapotokat az L, R, T rendszerbe.

A feliileten mérhetd szgek és az Euler-szigek kiizatti kapcsolat a kdvetkezd (Hermanson és tsai. 1997):

Az x’ tengely kortli forgatds szoge ¢:
sinacos 8 J [1]

@ = arctan _
—cosasinf

A szingularitis elkeriilése miatt, ha f nulla és o nem egyenld nulldval, akkor legyen ¢ egyenld n/2-vel.
Az x’ tengely korili forgatds szoge o

Ha ¢ nem egyenld nulldval, akkor p megoldésa a kévetkezd:

0= arctan(% 2]
cosasing

Azonban, ha ¢ nulldval egyenld, akkor p-t igy kapjuk meg:

0 = arctan| — sin f (3]
cos -1

Az utolsé Euler-szog (A) az évgyiriallds sz6gébdl szamolhat6 ki és az x°” tengely (L) korili forgatdst jelenti:

P arctan( siny cos g - cosy sin g [4]

cos p(cos y cos @ +sin Asin ¢

Az Euler-szogek ismeretében a transzformdciés mitrix elallithaté. Az x?, % x7 koordindtarendszerben érvé-
nyes fesziltségi dllapot transzformaciéjit az L, R, T rendszerbe bemutatja a kovetkezd transzformdciés matrix:
cos p sin psing —-sin pcosg
i

= i il . . . . . 5
K=K,=K|=|sinAsinp cosAcos@-sinAcospsing  cosAsing+sinAcospcos (5]

cosAsinp -—sinAcos@p—cosAcospsing —sinAsin @+ cosAcos pcos @

Kisérleti anyagok és médszerek

Vigé (2005) hasab alakd jegenyefenyd faanyagon (Abies alba) térbeli fesziltségallapotot hozott létre (3. dbra). A
térbeli fesziiltségallapotot hirom egymasra meréleges irdnyban alkalmazott nyomoéigénybevétellel dllitotta el6
FPZ-100 univerzalis toréberendezéssel, valamint egy erre a célra kifejlesztett oldalirdnyu terheldberendezéssel.



3.dbra Triaxiilis nyomévizsgilat hasib alaki jegenyefenyd (Abies alba) probatesten
Figure3  Triaxial compression test on prismatic European Silver Fir (4bies alba) sample

A tonkremenetel pillanatédban, a hasibban kialakult fesziiltségi dllapot a probatest éleinek rendszerében (meg-
egyezik a terhelési irdnyokkal) a kovetkezd alakot veszi fel:

g’ 0 0
g(xl,xz,x3)= 0 ¢” 0 [6]
0 0 oF

Ha a prébatest élei nem esnek egybe a faanyag anatémiai féiranyaival (x' = Lx® = Rx’ = T), akkor a fesziiltsé-
gi dllapot a faanyag anatémiai f8irdnyainak rendszerében médosul (4. dbra). Lathat, hogy nyiréfesziiltségek is
tellépnek a normalfesziiltség mellett.

LL O_RL O_TL

LR O_RR O_TR [7]

(LRT)=

Q Q 9

LT RT T
o o

11

<E

i

4, abra Triaxidlis nyométerhelés soran fellépé fesziiltségallapot a prébatest éleinek a koordindtarendszerében (x7, x2, «%), illetve a
faanyag anatémiai féirdnyainak rendszerében (L, R, 7)

Figure 4 Stress state due to triaxial compression in the coordinate systems of the specimen axes (x/, #% x°) and the anatomical main
directions of wood (L, R, T)

15

.
FAIPAR  vLix.évf. 2011/1.52zdm  » 2011 dprilis «



16

Afesziiltségdillapot transzformdcidja

A hasib alaku prébatest harom oldaldt szembdl lefényképeztiik a videoextenzométer kamerdjaval (Messphysik).
Ezutin CAD szoftver segitségével meghataroztuk a rostirinyok oldalirinyu vetiileteinek meredekségét (c, f),
illetve az évgytrdallds szogét (y).

A feliileten mért szogekbdl meghatiroztuk az Euler-szégeket. Az Euler-szogeket a jobbkéz-szabily szerint
értelmezziik a 2. dbrdnak megfelelSen. [1-4] segitségével meghatiroztuk az Euler-szogeket minden egyes pro-
batest esetén. Ezutdn, az Euler-sz6gek ismeretében a transzformaciés matrix [5] el6allitdsa lehetséges volt.

A térbeli fesziiltségéllapot transzformdcidjat a tenzorelmélet segitségével tudjuk elvégezni. A prébatest éleinek
a koordinatarendszerében uralkodo fesziiltségallapot dtszamitdsa a faanyag anatémiai firdnyainak rendszerébe
a kovetkezdé:

o'l =o'Kx] ijik=1,2,3 és i\jk=LRT [8a]
ahol:

Kl K ' - transzforméciés matrix [5] elemei

o' - fesziiltségi allapot a faanyag anatémiai féirdnyainak koordinatarendszerében (L, R, 7)

o' - fesziiltségi allapot a prébatest éleinek koordindtarendszerében (x7, x?, x°)

Kifejtve, az egyes tenzorkomponensek meghatirozisa a kovetkezé:

o' =o'kl + 0P KiK) + 0Pkl
o™ =o'kl kf + 0P KkiKkE + 0Kk lKk]
LT 22 L .T 3 L T
o' =o"klk] +07K Ky + 0 K[ K]
o™ =o"kfkl + 0P kil + 0 kKl
22__R__R 33_R__R
o™ =o',k + 0Pk Kk + 0Pk K] [8b]
22__R_T
o™ =o"kfk] + 0Pk K] + 0P kK]
o =o'k k! + 07Kl Kkt + 0 K] KF
o™ ="k kK + 0Pk Kkf + 07 K] KkF
22 T .T

o =o'k k| +0PK] K] + o Kl K]

Eredmények

Az 1. téblazatban lithaté 10 darab jegenyefeny6 probatesten elvégzett mérések eredményei. Bemutatjuk a mért
teluleti szogeket, a meghatirozott Euler-szogeket, a probatest éleinek rendszerében uralkodé fesziltségallapo-
tokat, illetve a faanyag anatomiai f6irdnyainak rendszerében uralkodé fesziiltségi dllapotokat. Meg kell jegyezni,
hogy az évgytiriallds szoge jelentds hatdssal van a fellépd nyiréfesziiltségek nagysigara (pl. a 2. szimu probatesten
uralkod6 o'R =14,45 MPa), tehit az osszetett fesziltségi allapot sokkal veszélyesebb a tonkremenetelt illetden.

Osszefoglalas és kovetkeztetések

Hermanson és tsai. (1997) dltal kifejlesztett médszer segitségével sikeresen tudtuk transzformdlni a jegenyefe-
nydn elvégzett mérési adatainkat. A térbeli fesziltségallapot dtszamitdsanak lépései a kovetkezsk voltak:

1. Meértiik a prébatest feliletén 1év6 rostirdny, és évgytrtallas szogét (a, B, 7).

2. Meghatiroztuk az Euler-szogeket (¢, p, A).

3. Elsallitottuk a transzformaciés métrixot (k).

4. Elvégeztiik a térbeli fesziltségallapot transzformacidjat a tenzorelmélet alkalmazdséval.

A késébbiekben, a tonkremenetel pillanatdban, a faanyagban uralkodé térbeli fesziiltségallapotok segitségével
ellenérizni tudjuk a tonkremeneteli elméleteket. Mivel ismertek a térbeli fesziltségallapot transzformalasi sza-
balyai a faanyag anatémiai firdnyainak rendszerére, a fesziltségallapot ismert a faanyag anatémiai firdnya-
inak rendszerében is. Folytatva kutatisunkat a tonkremeneteli elméletek alkalmazhatdsigit illetGen, tovibbi
teladat 6sszehasonlitani a von Mises, Tsai-Wu, és az Ashkenazi tonkremeneteli elméletek alkalmazhatésagit
térbeli fesziiltségallapot esetén. Korabbi kutatdsunk (Garab és Szalai 2010) az Ashkenazi-elmélet helyességét

igazolta sikbeli fesziiltségéllapot esetén.



1. tablazat Jegenyefenys (Abies alba) probatestekre haté térbeli fesziiltségillapotok a probatest éleinek koordinitarendszerében
(7, 2%, &%) és a faanyag anatémiai {8irdnyainak rendszerében (L, R, 7)
Table 1 Stress states on European Silver Fir (Aéies alba) samples due to triaxial compression. The results are given in the coordinate

systems of the specimen axes (x/, ¥ x’) and the anatomical main directions of wood (L, R, 7)

I I 7 I
sz [] [MPa]

17 [ 18 | 49 |-43]-24-88] -33,95 | -0,93 | -3,51 | -28,71 | -7,63 | -2,06 | -12,07 | -098 | 1,35
22|22 |52 [-45[-30|-84] -3533 | -1,37 | -3,92 | 27,28 | -10,83 | -2,50 | -14,45 | -023 | 2,86
25 120 ] 62 |-52[-31]-69] -891 | -0,84 | 314 | 699 | -405 | -1,80 | -2,99 | -0,28 | 2,15
24 |22 53 |-48|-31]-81] -29,16 | -0,62 | -1,75 | 21,71 | -854 | -1,28 | -12,40 | 0,71 | 2,63
271-13] 58 [-66|29 [-60] -30,70 | -2,53 | -2,81 | 2360 | -7,72 | -433 | 11,12 | 2,79 | -7,30
2316 | 65 |-56-27]-62] -3595 | -2,74 | 2,38 | -28,81 | -7,86 | -4,18 | -12,63 | 3,02 | 7,76
4 -7120]-30] 8 [ 50] -47,06 | -1,41 | -3,09 | -4621 | 2,2 | 324 | -502 | -0,98 | -3,79
14| -4 | 54 [-74] 15 [-53] 39,15 | -2,60 | -3,02 | 36,71 | -431 | 361 | 748 | 091 | -6,04
8| -9 45 [-4a2] 1287 3755 | 275 | 237 | 3606 | -406 | 257 | -764 | 0,10 | 0,12
10| -8|-2[51[-76| 8 [-53] -4906 | 238 | -1,91 | -4806 | -2,71 | 253 | 558 | 069 | -427
*GLR —GRL (GRT _ TR . TL _ LT

O | 0| N[ N L | W] N| =

Meg kell jegyezni azonban, hogy a hasab alakd prébatestek triaxidlis terhelése problémékat vet fel, mivel isme-
retlen a terhelGkeret és a probatest kozotti surlédé eré nagysiga, valamint a tébbirdnyd nyomé igénybevételbdl
adédoéan lokalis tonkremenetelek is kialakulhatnak, igy téves szilardsdgot lehetne megallapitani (Saliklis és
tsai. 1998). Ezért a kisérletek kivitelezését a geotechnikabol ismert triaxidlis nyoméberendezéssel hajtjuk végre
henger alakd prébatesteken.
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