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A SZAMITOGEPEK HIERARCHIKUS LAP—TAROLASI ELJARASAINAK
OPTIMALIZALASAROL

Aratd Miatyas

Ahhoz, hogy a szdmitégépek memoria lehetdségeit jol és gyorsan lehessen kihasznélni, gyak-
ran alkalmaznak linedris hierarchikus tarolasi eljarasokat. Az ilyen hierarchikus informacié—ta-
rolasi eljarasok esetén meghatirozott szamu sz alkot egy “lap”—ot: A hierarchia minden szint-
jén lehetGség van lapok taroldsara, és az egyes szinteken beliil elhelyezhetd lapok széma kilon-
bdz6 lehet. Egy futé programban a tarolasi helyekre torténé hivatkozdsok minden lépésben két-
féle modon tdrténhetnek, Vagy az elsd szinten elhelyezkedd lapra iranyul a hivatkozas, amikor
is az elérés kozvetleniil megtorténik, vagy egy alsobb szinten elhelyezkedd lapra, amikor is ezt
a lapot automatikusan 4t kell helyezni az els§ szintre. Az utobbi esetben més lapokat alsobb
szintekre kell helyezni. Az alsébb szinten 1évé lapra hivatkozdst szokds lapolési hibanak (page
fault) nevezni. A tarol4si eljaras linearisan hierarchikusnak szokds nevezni, ha a keresett lapot a
megtaldlasi szintrdl az osszes kdzbensd szinteken keresztiil lehet eljuttatni a legelsS szintre.

A memoria elvi bévitésének lehetéségét elészor a virtualis memoria rendszernek megvaldsi-
tisa adja (lasd Kilburn [9]), melyet el6szor az ATLAS rendszernél készitettek. A buffer—taro-
16s memoriakat-az IBM 360-as rendszerben alkalmaztik. A lapok cserélési eljardsai kozil az u.n.
megkeresési lapolds (demand paging), amikor is csak akkor van csere a szintek kdzdtt, ha lapo-
lasi hiba fordul eld — a legelterjedtebb. A cserélési algoritmusok kozil a kovetkezdket emlit-
iiik meg:

1. Az elsd bekerilt keriil ki (FIFOE first in, first out) algoritmus, amely az elsG szinten
legrégebben bennlévd lapot helyezi alacsonyabb szintre lapolasi hiba esetén.

2. A legritkdbban hasznilt keriil ki (LFU: least frequently used) algoritmus, amely az
elsd szinten — egy bizonyos peridduson beliil — legkevesebbszer hasznélt lapot helye- -
Zi alacsonyabb szintre lapolasi hiba esetén.

3. A legrégebben hasznalt kerill ki (LRU: least recently used) algoritmus, amely az elsé
szinten legrégebben hivatkozott lapot helyezi alacsonyabb szintre lapoldsi hiba-esetén.

4. Optimalis algoritmus, amely azt a lapot helyezi az elss szintrél alacsonyabbra, amely-
re a jov8ben legkésébb fognak hivatkozni. Ez utdébbi nyilvdn hasznilhatatlan a gya-
korlatban, mivel a program jSvébeni viselkedését kellene ismerni.

5. Véletlen(RR: random replacement) algoritmus, mely az els6 szint lapjai koziil barme-
lyiket egyenld valdsziniiséggel helyez alsobb szintre lapolasi hiba esetén.

Ebben a cikkben megmutatjuk, hogy bizonyos egyszeri feltevések esetén megadhatdk olyan
tarolasi, illetve cserélési eljirasok, amelyek a lapoldsi hibdk é4tlagos szdmit minimalizaljdk. A

feladat megoldasanaal a legjelent8sebb korldtozds, hogy az egymésutani hivatkozisok fiiggetle-
nek Eza feItevcs a gyakorlatban ritkdn teljesiil, és csak mint durva kézelités hasznalhatd.
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Opderbeck és Chu [11] dolgozatukban a relativ gyakorisagokon alapuld lap—tdroldsi algorit-
must vizsgiljak, Ez az algoritmus 411 legkdzelebb a Bayes—féle feltevésen alapulé optimalis eljaris-
hoz, igy nyilvanvalé, hogy szimuldcios eredményeik aldtimasztjak a jelen cikkben bizonyitandé
optimalis eljards josdgat. Idézett dolgozatunkban megmutatjuk, hogy az altaluk gyakorisigi he-
lyettesitési algoritmusnak (PFF: page fault frequency replacement algorithm) nevezett eljards jobb,
mint az LRU (legrégebben haszndlt) algoritmuson alapulé eljirds. Mérési eredményeik egyben azt
is igazoljdk, hogy a lapok fiiggetlen hivisdra vonatkozo feltevések igen 4dltalanos feltételek mellett
j6 kozelitésnek tekinthetdk.

Megmutatjuk azokat a feltételeket, melyek mellett a megoldds a "kétpisztolyos bandita”
(illetve tobbpisztolyos bandita) problémakér megoldédsira vezethet vissza. Kitériink a kiilonbozé
mis feltétel melletti feladat megfogalmazasakor, azok lehetséges megoldisaira és a kozelitésekre is.

1.

‘Mindenekelétt egy, a programozas szempontjabol elvi jelentSségii feladat megfogalmazasaval
kezdjiik. Multiprogramozasu gép egy programjit vizsgalva vet&dik fel ezen program két lapja két
kulonbdz6 fokozaton valé elhelyezési probléméja. Amennyiben a mésodik fokozaton 16vé lapra
torténd hivatkozas esetén a két lapot azonnal ki kell cserélni, semmilyen optimalizalasi feladat
nem mert] fel. Tegyiik fel, hogy lehetGség van mindkét lap elsd szinten valo tartasdra a hivatkozas

befejezéséig, és csak ezutan (azaz az ujabb hivatkozas elétt) helyezziik a lapok valamelyikét a ma-
sodik fokozatra,

Az Aho, Denning, Ullman [ 1] féle kétszintes tarolasi eljards (lasd még: Franaszek, Wagner
[51) esetén, amikor az elérési idGk atlagdt akarjuk minimalizilni, a fenti megvalositas realis. Ezért
roviden ismertetjilk egy ilyen rendszer véazlatat, (1. dbra).

' hivatk lis M Moy - elsé szint (cache)
ivatkozds generalas »

k lap

hattér tarold
n—klap

1. 4bra Kétszintes tarols
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Az els§ szint (cache vagy puffer) egy kisebb, de gyors elérésii meméria— egység, a méasodik szint
(héttér tdrol) lassabb elérésii memoéria— egység. Az g 1oMgse - hivatkozasi sor generildsa a le-
hetséges 4, A .. . lapokra vonatkozik (n, =, ha az i-edik hivatkozds az AJ. lapra torté-
nik). Az dsszes elérés az elsd szinten torténik, ha a hivatkozott lap az elsé szinten van: az elérési
idé T, mp., ha a masodik szinten , akkor el§bb az elsS szintre kell hozni és az elérési id6 T , mp
{altaldaban T, > T,). Azelsé szinten egy szabad hely rendszerint rendelkezésre 4ll az esetleges
helyettesités (csere) lebonyolitdsdhoz (lasd: Aho, Denning, Ullman [1]). Az itt ismertetett eljiras
annyiban uj, hogy a hivatkozds végén kell donteni a masodik szintre torténé kivitelrdl (esetleges
cserérGl). -

Visszatérve a két lap esetére az el6bbi megfogalmazas alapjén jutunk a kévetkezs optimali-
zaldsi feladatra. Az A 1 ¢ A, programrészekre (lapokra) vald hivatkozasok térténjenek fiigget-
leniil egymads utdn, de hivatkozésaik val¢sziniiségeit nem ismerjiik. A konnyebb elérésii szint sor-
szdma legyen 1, a nehezebbé 2, Minden hivatkozas utdn lehetSség van annak eldontésére, hogy
az 4, vagy az A, programrész keriiljon a kdnnyebb elérésii helyre. N szdmu fiiggetien hivat-
kozas esetén olyan dontési eljarast kivanunk kidolgozni az A, illetve A, elhelyezésére, amely
minimalizélja a nehezebb elérésii helyre valo hivatkozasok szdmat (azaz a lapolési hibdk szdmat).
Feltételezziik, hogy az esetleges cserék nem keriilnek koltségbe.

Haaz 4 1 € A, programrészek hivatkozdsi valésziniiségei: p, &1 — P, ismertek, és
p; > 1= p,,az A, részt kell a kénnyebb elérésii 1. helyre helyezni, mivel az 1. helyre tor-
ténd atlagos hivatkozisok szdma ekkor Np,, €saz nagyobb, mint az ellenkezd elhelyezés ese-
tén. Ha az Al és A2 hivatkozési valésziniiségei nem ismertek elsé kozelitésben, feltesszik
hogy az egyes programrészekre valé hivatkozasi valdszinliségek p, illetve p, és p,>p,
ismertek {p; + p, = 1, bar ez nem szitkséges kik6tés), de ismeretlen a hozzdrendelés sorrend-
je.

Jelolje n . a megfigyelési folyamatot (¢ = 1;2, .. ., N}, lehetséges értékei 1,2 és 75 .

megadja, hogy a ¢ idépontban az Al(nr = ) vagy az Az(”’?r = 2) programrészre tortént-e
hivatkozis. )

Az X(rd) (ahol d =1, ha az Al és d= 2, ha az A2 programrész van a 2. (nehezebb)
elérésii helyen) valosziniiségi viltozo a d déntés esetén megadja, hogy a ¢ id&pontban melyik
helyre tortént hivatkozds:

1 ha az 1. helyen 1év6 programrészre térténik hivatkozds,

(d}
X9 _

0 haa 2. helyen 1év§ programrészre térténik hivatkozas.

Minden kisérletnél modunkban 4il valasztani (déntést hozni) az el6z6 kisérletek eredményei a-
lapjdn arrél, hogy az X1 (az A, rész keriil a 2. helyre), vagy az X3 valtozét figyeljiik
meg.
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Nyllvinvalé hogy

0 ha g, =d,
X[d)f—‘
!
1 ha m #d

A W valdsziniiségi viltozo lehetséges értékei legyvenek

1 ha (4,, Az) hivasi valoszinliségei (2, pl-),

2 ha (4,4, hivasi valoszintiségei  (p,,p,).
Legyen tovabb4 az u.n. nem megfigyelheté W komponens apriori eloszidsa
P(w=1)=fl: P(w=2)$£:2=1_“£1-

Feltevéseink szerint tetszdleges ¢t id&épontban

P{xV = 1w =1} = p,, P{XD = oW =1} = p,,
P{X{¥ = W= 2} = py, P{x® = ow =2} = p,,
P{X§1)=1|w=2}=p_2, P{X§1)=OIW=2}=p1,
P{X = 1w=1} =p,, Px® = OW=1} =p,.

Az optimalizalasi feladat megfogalmazésa:a 6 = (d’o,d1 R

v ;) dontési sorozat olyan

8* megvalasztasa, melyre

(dg)

d d
E(X1 +X(2 1)+ ...+X1(VN_”)=rnax.

Hasonlé feladat megfogalmazésa és megolddsa megtaldlhatd DeGroot [2] konyvében (14.7.8),
ezt hasznaljuk fel a kovetkezé pontban. A dinamikus programozés u.n. Beliman egyeniete segitsé-
gével torténd megoldést (lasd pl. Prohorov—Rozanov [12] 363.0.) ismertetjiik az aldbbikaban. Ez a
nyereség egy mas megfogalmazdsat igényli. A nyereségfiiggvény V(x) definicidja az x megfi-
gyelés esetén a kovetkezd: ‘

1l ha x=1,
Vix)=
0 ha x=0.

Az optimalizdlasi feladat a W véitozdé ¢ idSpontban adott #(f) apriori (vagy a f— 1 uté-

ni apostreiori) eloszlds estén

g (d,_ 1) _ 5[N] |
E v, Yy = Vs, = x30V =@ L dy )

5=t

tE.x
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maximalizildsa, azaz
V(LEDX) = S VgD, X, = x, 807 ]
6{t,N]
megaddsa. Nyilvanvalo, hogy

1 V(N EN)x) = Vix) (fiiggetlen a § -eloszldstol),

PN - 1),%) = V(x) + max {POW = 1)P(X,(fN-1) = 1W =)VN 5V, D +
N-1

+P(W=2) PXF-D = 1IW = 2)V(N,EV), D},

ahol
VINEN),D) = L.

Az utobbi Osszefiiggés a d,,_ | = 1 esetben a kovetkezdt adja

VIN — 1, 8N — 1), x, a'N_l' = 1) = V() + {§N)p, + Ez(N)_ng}
miga d,,_, =2 esetbena

VIN = 1, 6N — 1), xdy_; = 2= V) + {§,(MNp; + §,WNp, }

adédik. Kiilonbségik (feltevésink szerint p, > p,)
£ MNPy = p,) ~ 5, = py) = (5 M) — £, —Py)

alapjdn a £ (N) > §,(NV) esetben dy | = 1, miga £ (V) < §,(V) esetben a dy_; =2
dontés az optimalis. Tehit ebben a lépésben csak a £(V) aposteriori eloszlés alapjan kell don-
2 . teni az eljiras optimalizélésérél_. A tovdbbiakban sziikség van a

d, )
p{w= 1!Xf == x}

valosziniiségek meghatarozasira, A Bayes tétel alapjan, (ahol P{W = i} jelenti 2 t iddpont-
beli apricri valdsziniiséget)

P{def—'l) —xw=1}P{w=1}

1 n d, ) _ y—
P{w = 11X, =x} 2.
{ ‘ P{x -V - xjw= 1} P{w=1}+ p{xC-V = xiw = 2)}P{w = 2)
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ahol § (1) = £, adott, és igy 14thats, hogy a W valtozd t-beli aposteriori valészinlisége ki-
fejezhetd az apriori valosziniiségek segitségével. Az aposteriori valésziniiségek segitségével tetszé-
leges t-re

VILEDX) = Vix) + max (£ (0 + 1)1’{)(”1 LW =1}V + L+ 1),D+...)

+ £, + 1)P{X,+§ = 0IW =2}V (r+ LEr+ 1),0)} .

Innen kénnyen leolvashatd, hogy az optimalis dontési eljaras:

d =1 ha g+ 1> £, + 1),
d =2 ha B+ D<EE+ D).

A dbntési eljards tehat az u.n. rovidlaté politika: a r-edik lépésben azt a programrészt
(lapot) helyezziik a 2. szintre (nehezebb elérésii helyre), amelynek hivési valészinlisége, aposte-
riori valdszinlisége nagyobb.

2.
Az A4,,4,, A4, lapok koziil a kézponti meméridban csak keftd taroldséra van lehet&ség,
a harmadlkat hatter taroloban kell elhelyezni. Feltételezziik, hogy a lapok hwatkozasu valoszi-
niiségei elsd kdzelitésben a kovetkezé modon ismeretlenek. A p, > p2 > p3 (P, + p, + py = 1)
valészintiségek ismertek, de szdmunkra meg nemi adott sorrendben vannak hozzarendelve az
egyes lapokhoz. Mivel a hattér tarolon 1évS lapra torténd hivatkozédsnil hosszabb adminisztricis

munkara is szukseg van, természetesnek tiinik minimalizalni N lépés (N hwatkozas) eseten
a hittér taroloban 1évd lapra torteno hivatkozisok itlagos szamat. '

A programozis techmkaﬂag £s f:zlkailag megvalosithaté eljdrasok alapjdn kilénbozé tipu-
su feladatok megoldasa lehetseges Haa d dontés azt jelenti, hogy melyik lap elhelyezése tor-
ténik a hattér taroléban {d = i, ha A4, kertl a hattér taroléba, i= 1,2,3), akkor elegendd
megvizsgalni a hittér taroléhoz térténd hivatkozdsok szama virhatd értékének minimumét. Ez
a megoldds azonban gyakorlatilag nehezen képzelhetd el, mivel azt jelenti, hogy elegend§ a la-
pot a programrész lefutdsa (a lap felhasznalasa) utdn a kiilsé tiroléra visszahelyezni {és ekkor
a dontés vonatkozhat barmelyik lapra). Multiprogramoz4s esetén ez az eljards hasznalhatd, mivel
a kozpont1 meméridban taldlhaté szabad hely. A valosigban hivatkozas esetén a lapok cseréje
azonnal megtorténik. Ennek a feladatnak a megfogalmazésival kés6bb foglalkozunk,

Jeldlje n ; (lehetséges értékei 1,2,3) a megfigyelhets folyamatot, amelynek értéke a ¢
idSpontban megadja, hogy melyik lapra tdrtént hivatkozis.

Legven X t(d ) aza folyamat, amely megmutatja, hogy a d déntés esetén a kézponti
memoridban vagy a hdttér tirolon 1évé lapra tértént-¢ hivatkozds. Azaz

ur
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1 ha g # d,

Xt(d) -
0 ha n, = d;

Az Xr(‘” viltozékra (d = 1,2,3) vonatkozé kisérleteket tigy kivdnjuk elvégezni, azaz a

dyd,, .. .,dy_ | sorozatot ugy megvélasztani, hogy
_ tdqy) (d) (dp_ )
Z=X,7+X," + ...t Xy

- varhato értéke, E(Z), maximdlis legyen.

Tegyiik fel, hogy a (p, p, s B} szamharmasnak az (4, 4,, A3) lapokhoz torténé hozza-

rendelése a W valészinliségi valtozé értékeit jelenti:

w= 1: (P3,P2;p1)1 P(w= 1) = Ell *

W=2, ®5: By Pa)s : PW=12)= £, 8 + &, = &
W= 3, (Pz;Pg:Pl), P(w=3)= 521:

W= 4) (Pl:p;;_: pz): P(W-—— 4) = 222’ E21 + E22 = 22’
W= 51 (P2=P15P3), P(w=5)=231: .
W=6, ®1> P35 P3)s P(W = 6) = £y, &3+ £3 = &35

S, =2k = 1.
17 d

A}%ﬂﬂ=xm=ﬂw=k}mmmmgwm%mmmmmmnmwmmmmﬁmmm
hogy tetszlleges ¢ id6pontbeli kisérletnél az egyes lapokra torténd hivatkozas valdszinisége
csak W értékétd! fiigg, és fiiggetlen az el6z6 kisérletek kimenetelétsl. Példaul:

1
P{x(V _ o

2W =5} = p,,

1

- 3Ww=75)=0.

3
I

Konnyii meghatirozni a kovetkezd valésziniiségeket

PXD = yWW=1}=p, +p,=1—p, =PV = 1W=12}
P(XP = 1W=3}=p, +p,=1-py =P{X¥) = 1W=4)}
PX® = 1w=5}=p +p,= 1 ~p, =P{X{> = 1IW = 6}
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A W valosziniségi véltozo kilonbdzé értékei nem fiiggetlenek egymastol, igy az (X (d), n,)
megfigyelések W egész aposteriori eloszlasit megviltoztatjak.

Ha els6 szinten 1évé lapra térténik a hivatkozds, az ezen a szinten lévé lapok aposteriori
hivatkozisi valosziniiségei megnének és nem kell alsobb szintiivel felcserélni. Alacsonyabb szint-
ten 1évS lapra torténd hivatkozas esetén a behivott lap a sziikséges hivatkozds utén ismét kiilsg
tarolora kertilhet, ha aposteriori hivatkozasi valésziniisége nem nétt elépgé.

A tovabbiakban az x kisérleti eredmény (mely megadia, hogy belsé vagy kiilsé lapra tor-
tént-e hivatkozis) esetén legyen a nyereség a kovetkezd

0 ha x =10,
V(x) =

Jelolje tetsz8leges szekvencialis eljaras esetén M azoknak a hivatkozasoknak a szamat (az u.n.
“hib4s dontések’nek a szamét) a lehetséges N-bél, amelyeknél nem a p, valdsziniiségii lap
volt a héattér tdroldn. Feltevéseink szerint a megfigyels nem tudja, hogy melyik X9 (= 1,2,3)
viltozéra vonatkozé megfigyelést jelenti a “*hibds dontés” (amikor nem a p, valosziniiségii

lap a kiils8).

M tekinthetd a “hibas dontések™ szdmanak, mivel az idealis megoldas az lenne, hogy min-
dig a legkisebb valésziniiségii lap legyen a hattér tiroldn.

Az eldbbi veszteségfliggvény esetén az E(M) virhatd érték minimalizalasa és F(Z) maxi
malizaldsa ekvivalens feladat. Ez az optimalizilasi feladat specidlis esete a kovetkezd megfogal-
mazasu feladatnak.

Legyen ¢ a W viltozd eloszlasa. Adott N és £ esetén jelolje ;N (§) az N megfigye-
lés (hivatkozds) utdn a kiilénbézd dontési eljarssokhoz tartozé lehetséges’ 6sszegek varhaté érté-
kének maximumat.

Tekintsiik azt az eljarist, amely az elsé megfigyelést X(l) -re (azaz az A lap van hat-
tér tdrolon) végzi, majd N — 1 1épésben optimalis. Az X(l) megfigyelés utan a W viltozo
aposteriori eloszldsa E(X(l)) és a megmaradé N — 1 lepesben az Jsszeg maximuma

NN_ L(EX1)). Ennél az eljarasnal az osszeg varhaté értéke Ex{D-+. VN_I(E(X(I))).

Hasonléan, ha az elsé megfigyelés X{z) volt (az A2 lap volt a hittér tarolén) és ezutan
optimélis az eljdrds az dsszeg varhatd értéke E(X(z) + ﬁ 1(‘g‘(X‘z)))) lesz. Végiil az els§
megfigyelés lehet X {3) (az A, lap helyezkedlk el a hatter tarolon). A V ® fuggveny
ki kell elégitse a kovetkezo osszefuggest

+ Ez a valdszinfiség = 1 £rtékétdl fiige, ezt azonban nem jeléljiik.
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7 (6 = max{ELX(D + Py _ BXONLEXD + Py D),
EX® + ¥, Gy,

Mivel ?O(E) = 0 a fenti Gsszefiiggésbdl 171 , ?2 . ?N szukcesszive meghatarozhatd.
Mis tipusu nyereségfiiggvényekre a késShbiekben visszatériink.

Lemma. Az E(M) értéket akkor és csak akkor minimalizdlja egy szekvencidlis eljaras,
ha egyben maximalizdlja E(Z) értékét. )

Bizonyitds. A bizonyitds hasonlban végezhet6, mint a két lehetséges alternativa esetén
(v.6. DeGroot [2],14.781. lemma).

A megfogalmazott feladat optimalis déntési eljardsa meghatirozasdhoz tekintsitk ismét
Bellman egyenleteit. Adott eloszlds estén nyilvanvaloan teljesillnek a kovetkezd Osszefliggések

Legyen
) - y @)
Vtgx) = sup VDX, = xVN =B, 2 v b,
(1] s
akkor
VN EN) ) = V(x)
és
VOV = LEY — D2) = V) + X [, (VP (X Y71 = 11w = 1} VL Ea0,D) +
N-1
; + E,MP{Xy V-1 = 11w = 2} VWVENLD + < ..
+ b, P Xy N0 = LW = 6} POV,EM), 1)
ahol

VINEWN),D= 1.

Az utobbi kifejezésre d,,_, = 1 esctén

~

El = Vix) + [Ell(N)(l —p3)+ E]_z(N)(l _P3) + Ezl(N)(l —'pg) + EZQ(N)(I _p1)+
¥ £, N~ pyl, |

A

¥
#:
<,
A
¥
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dy _, = 2 esctén

B, = V00 + (&, (N1 = py) + V(L= py) + £y (N1 = p3) + £, (N1 = py) +
+ £ (N1 = pp) + £ (N1 = p,)],

mig d, | = 3 esetén

By = V0O + (5, (N = p)+ £ = pp) + £ (L = py) + £y N(L = py) +
+ E31(N)(1 _P3) + 232(N)(1 _P3)] )
adodik.

AE —E.5 —F & g —§ Kilonbségek a kovetkezGképpen irhatok
E = = (1= p)E ) = B UD)+ (1= py)lEy (N + Ey (N) = £ (V) — £5, (V)] +
+ (1 - pl)[s:)_z(N) + Egz(N) - EIZ(N) - E31(N)]

£ — % = (1= py)(E () — £5(N) + (1= p)Eyy (V) + 5y (N) — £, (N) 522(N)1+
+ (1= Py (V) + £ (V) — £1; (N) — £y (W],

gz —.g3.= (U =p3)E — E) + (L= pylly + 5 — &y — &yl
+ (1 _pl)[sll + 531 - EZZ o E12]'

A jobboldal elsS tagja — £,> £, € £ > &, esetén — pozitiv, mivel p, <p, <p,. A
tobbi tag rendszerint elhanyagothato (bér lehetnek negativak is), igy a dontési szabaly a El R
£ 53 mennyiségek alapjan hozhaté.

A Bellman egyenietek altaldnos felirdsa szintén konnyen megtorténhet:
Vit &1),x) = V(x) + max[En(t+ I)PfX W _ = 1 V(e + 1,0+ 1),1)
S+ 5321’{ m = 0IW = 6}V (r+ LE(t+ 1),0)],
ahonnan a dontési eljaras rekurzive leolvashatd. Mégpedig a max (&, (¢ + 1), Ez(t + 1), 23 (t+ 1))

aposteriori valosziniiség értéke alapjan hozunk dontést.

Ha p,=p,= ——2—6—, py=c¢ (ahol €~ 0) kdnnyid megmutatni, hogy

E-h-an2 -3 g, N — £, @01,
£ — & = (12— 3126, (V) — £, (V)]
E—F = 02— 3R260E,M) - £M].

Innen kozvetleniil adédik, hogy g = mé_lx_rg!. = max §; = Ej, azaz azt a lapot helyezziik a hat-
i !

tér tiroléra melynek # aposteriori valdsziniisége maxim4lis.
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Az aposteriori valdszinliségek meghatdrozdsa a Bayes képlet segitségével torténik *

d
P{Xf -1 iy = isP{w=1i}
[ d
ZP{X,( =0 _ i = itP{W =7}

d
P{w= lef -1 =

ahol P{W = j} az aposteriori val6sziniiséget jelenti. Amint azt mar korabban lattuk a
(d .
P{Xx ; -1 = 11W=1i } valoszinuségek megadhatok a p, értékek segitségével, kiilonben a

P{x t(‘” s W } valésziniiségek meghatarozasara van sziikség.

3.

A dontési eljaras és kisérlet (a lapokra torténd hivatkozas) kovetkezd megfogalmazdsa (és
egyben a dontési tér megszoritisa) jobban megfelel a legtdbb gyakorlati kdvetelménynek is. Ha
a mésodik szinten 1évS lapra torténik hivatkozas, az helyet cserél egy elsd szinten 16vé lappal,
mig elsd szinten 18vd lapra torténd hivatkozds esetén nem térténik csere, csak az aposteriori
valésziniiségek védltoznak meg. Legyenek a jeldlések tovabbra is az el6zé pontban bevezetettek.
A dontési eljards a kovetkezs:

d=d

. e T (d;_q) . ,, oo s
; . 1> nincs véltozas, ha X, £=17 = 1, azaz els§ szinten 1év6 lapra tortént hivat-

kozis;

. (d
d, = (d’t_1 + 1 vagy dr_1 + 2, mod 3) ha X, ’fl) = {), azaz els@ szintii lap keriil
ki, és az a lap, amelyik a mdsodik szinten volt, felkeriil az elss szintre,

Feltételezziik, hogy £ kezdeti eloszlas esetén a max (& 1 352 s 53) valosziniiségi lap helyezke-
dik el a masodik szinten, azaz dy =1, ha max (5,,§,,8)= &,
A dontési tér ilyen megszoritdsa esetén vizsgaljuk a

(d ) (d
— 0 N~
=X, " ..+ Xy
hibatlan lapolasi hivatkozdsok szdmanak maximalizaldsit, adott ¢ kezdeti eloszlds esetén.

A Bellman egyenletek ebben az esetben a kdvetkezék

VINEN) x) = V(X)

* Mivel a teljes megfigyelés "y, X,-re vonatkozik a Bayes-féle képletben, szitkség van a PQ{ =i, 0, = jw-= K) feltételes
valdsziniiségekre. A gyakorlatban csak az X, folyamat megfigyelése torténik, ez a feladat azonban 4j préblémdkat vet fel
melyre itt nem tériink ki,

_



o

' 18—
és
: W@y 1)
VN — LEN = D),1) = V(1) + (5, MP{X,, V1" = IW= 1} VIV EW),1) + :
Wy 1)
oot By WPLX, N = 1 = 6} V(N EMWLL), :
| & dy_,=dy_,, illetve
i (d
5 VN — 1 BN — 1),0) = ¥(0) +dmax[?;'u(N)P{XNN‘ Vo w= 1}V(N £(WN),1) +
! N-1 '
. (d
oot B, PLX Y Yo = 6} VIN,EMN),1)],
és dy_y=(dy_,+1 vagy d,, ,+ 2, mod 3), ¥(0)=0.
A dy_, =1 dontés értéke elsdsorban a £,(N) valosziniiségek viselkedésétdl fiigg. Ha
dy 5= 3 volt az el5z3 pontban végzett szamitidsokhoz hasonléan kiszamithat6, hogy :
dy_; =1, ha

(1 - p3)(El(N) - Ez(N)) + (1 - PZ)[Ezl (N) + E31(N) - EII(N) - E32(N)] +
+ (l—pl)[ézz(m+ E32(N)_212(N)—E31(N}]> 0 .

és d, _, = 2 ellenkezd esetben. EbbSI j6 kozelitéssel

ha  E(N)> £,

—_

: dN—l
2 ha £ < W),

amint az virhaté volt, Abban a specidlis esetben; amikor
—c .
py=p,= "3 € p3=e(e~0) a
VN — 1LEN — 1),0,1) — V(N — 1LEN — 1),0,2)
kiilénbségre pontosan

2= 3605 V) — £, (D]

l ‘ adodik és az optimalis dontés £, és ¢, Osszehasonlitisdbol adédik.

Altalanosan felirva a Bellman egyenletet beldthatd, hogy a lapolasi hibék szdmaét az az el-
jards minimalizélja, amely az elsé szinten 1év8 lapok kozil sziikség esetén azt a lapot viszi a
misodik szintre, amelyhez tartozo legkisebb hivatkozési valosziniiségek aposteriori valosziniisé-

ge a legnagyobb.
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Az aposteriori valosziniiségek kiszdmitdsa az eldzdekhez hasonléan torténhet. Erre itt kii-
16n nem tériink ki.

A legutobb megfogalmazott déntési eljards egy lehetséges modositdsa a kovetkezd (az elja-
ris realizdldsa elképzelhetd, de a gyakorlatban nem ismert hasonlé megoldds):
Ha az els szinten 1évé lapra torténik hivatkozas a nyereség legyen 1, ha a misodik szinten
16v5 lapra torténik hivatkozds és csak csere torténik egy elsdszintii lappal, a nyereség legyen O,
ha a masodik szinten 1év6 lapra torténik hivatkozds és a hivatkozas befejezése utan szilkség van
a kivitt csere lappal torténd visszacserélésre, a nyereség legyen —1.. A ﬁN (¥) nyereségre vonat-
kozod el6z6 pontbeli dsszefiiggések érvényben maradnak, azonban az optimalis eljards nem Z
varhato értékének maximalizalasat jelenti.

4.

. lapok kozil az elsé szinten

(a kdzponti memoéridban) csak k < n térolhatd, a tovibbiak a masodikon helyezhetdk el. A
lapok hivatkozasi valosziniiségeirdl feltételezziik, hogy adottak

Az 4ltaldnos esetben feltételezziik, hogy az A, AZ’ oA

n
p1>p2>...>pn,i=21, p:_l=1

de ismeretlen az egyes lapokhoz valé hozzarendelés sorrendje. A W valosziniiségei valtozd n!
lehetséges értéke a kiildnbozd hozzarendeléseket jelenti, eloszlasat jeldlje

E= (o b1 - o G Er - 1)

A & valosziniség W olyan értékhez rendelt valdsziniiséget jelent, amelynél az A; laphoz a
minimélis p, valosziniség tartozik.

Az elébbiekhez hasonléan a Bayes—féle hozzaillds alapjan ismét a masodik szinten (hatteér '
tarolon) 1évs lapokra torténd hivatkozésok étlagos szamat kivanjuk minimalizdini.
n'

A d dontés -]—Cl(—n:—'k—')]

lehetséges kiilonbdzé értéke a héttér tarolon elhelyezendc’i lapokra

yonatkozik. A déntési‘ tér megszoritdsa abban 4ll, hogy a hattér tarolon 1évo lapra térténd hi-
vatkoz4s esetén a lap az els§ szintre keriil s vagy azonnali. csere torténik, vagy — ez a nehezeb-
ben realiz4lhaté eljards — a hivatkozés befejezése utén torténik valamelyik elsé szinten 1évé

lap masodik szintre helyezése.

Multiprogramozis esetén ez utobbi eljards hasznalhato, mivel a kézponti memoridban szabad
hely rendelkezésre 4ll.

Az n, megfigyelhet6 folyamat, melynek lehetséges értékei 1,2, ..., n megadja, melyik
lapra torténik hivatkozas a ¢ idSpontban. Az Xr(d) folyamat megadja, hogy d dontés ese-

tén az elsé vagy masodik szinten 1év6 lapra torténik-e hivatkozés.
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l ha n,€ els6 szint,
X4,

0 ha n,€ masodik szint,

Feltélelezzik, hogy tetszéleges ¢ idépontban az egyes lapokra térténd hivatkozas valésziniisége
csak W oértéketdl fugg, és fiiggetlen az elézd kisérletek kimenetelétél. A W viltozo értékei
fuggdek, igy az (X%, n,) megfigyelési sorozat megvaltoztatja aposteriori eloszlasat.

A feladat olyan & = (do,d1 cedy 1) dontési sorozat megyalasztisa, amely maximalizilja

{(d.) (d }
— 0 N-1
Z = Xl + ...+ XN
varhatod értékét,

A feladat ilyen formaban térténd megfogalmazdsa dltaldnositdsa a 2. és 3. pontokban
megfogalmazott feladatnak, ahol n = 3 volt. Mivel elég nagy » esetén lényeges eltérés nem

tapasztalhaté a 2. és 3. pontbeli feladat megoldasa kozott, elegendd az egyik feladattal fog-
lalkozni.

Bebizonyithaté, hogy jo kézelitéssel mindig az a lap kerii] (sziikség esetén) a masodik
szintre, amelyhez tartozé legkisebb hivatkozasi valoszintiség valdsziniisége a legnagyobb. A W
segédvéltozd bevezetése, mely megadja, hogy az egyes valosziniiségek mely lapokhoz tartoznak,

itt is sziikség és kezdeti eloszlédsa a megfigyelések sordn lényegesen valtozhat.

- (d.) (d ) ’ .. e e A . .
A P{Wix, %, ... ,x . 71} aposteriori valosziniiségeloszlas viselkedése hatarozza meg a

kovetendd déntési eljarast. A képletek felirdsat és a szamitdsokat mellézziik, mivel azok az
n = 3 eset formalis dltaldnositdsai.

Az eddigiekben tirgyalas sordn Iényeges megszoritas volt, hogy az 1, folyamat (a lapokra
torténd hivatkozdsok) egy fiiggetlen valdszinuségi viltozé sorozatot jelentett. Feltételezve n,-
r8l markovitast, vagy bizonyos periodicitast, a feladat megfogalmazasa csak formalisan valik ke-
zelhetdvé. Amint errdl az olvaso megg;gézc”)dhet Ingargiola és Korsh [8] cikkébél, ahol_éltalénos
Markov hivatkozas esetén felirjdk a dinamikus programozasbol adédo Osszefliggéseket, de egyet-
len dltalanos elvii megoldast nem sikerii! adniok, o

A Markov tipusti hivatkoz4sok pedig természetesek, kiilonosen a Denning-féle munkamezék-
kel torténé programleiras mutatja ennck jelentSségét. A szitkséges megfigyelésszdm — N — meg-
vilasztésa a p; valosziniiségektd] fiige. A gyakorlatban, mivel az optimalis eljaras igen bonyo-
lult szamitdsokat igényel, a kovetkezSképpen tanicsos eljarni.

A p, valoszinliségektd! fiiggd N megadésa utan clvégezve az optimalis eljarast, felvilagositast
kapunk az egyes Iapol‘< hivatkozisi valésziniiségeire is. A nagy szamok torvénye alapjan, amint
€zt tobb cikkben is teszik (lasd pl. Gyires [7]) ezutdn a relativ gyakorisigok alapjan torténik a
lapok besoroldsa a kiilénbézé szintekre.
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a

Az optimalis és kozelitd eljardsok osszehasonlitdsdt elvégzd szimulicids eredmények ismer-

tetésére egy misik dolgozatban kivinunk visszatérni.
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Summary

On optimal performance of page storage hierarchies

M. Aratd

The Bayes sequential design is obtained for an optimization probiem involving the choice
of page replacement. In the most elementary case given are two pages A4,, 4,, request pro-
babilities p, > p, (p; + p, = 1), a positive integer N and a number £. A sequence of
N references is to be made and at each stage either A, or A, ison the second level, the
loss being 1 if a page fault occurs {a reference to the second level), O otherwise. ¢ is the
apriori probability that A4, has the less request probability, P, . The replacement of one
page to the second level occurs after delivering the contents of the demanded page. The refe-
rence string is an independent, identically distributed random sequence. The principal result
of this paper is a proof of optimality for the sequential procedure which at each stage puts
the page to the second level with higher posterior probability of having the smaller request
probability Ps- The solution is similar to the solution of “two—armed bandit problem”. The
general case when the number of pages, » > 2 and the number of pages on the first level,

k(1 < k < n} are given and the apriori probability distribution &= (&,,...,§,)} of the
n
request probabilities p, =p, = .. .= p,( %’ p; = 1) is given the optimal sequential proce-

dure is constructed. Special cases are examined when the solution does not depend on the

request probabilities.

The results of the paper give general mathematical foundation of the Yleast frequency
used”’ and “’page fault frequency replacement’.algorithms in the case of independent reference; -

string.
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PeswmMe

OnTEMaNnipHas npollenypa IJs XpaHeHHA CTaHHI

i, Aparg

PaccMaTpuBaeTCA BalecoBckad MNOCTaHOBKa 3anavyd A ONMTHMH™
3allMH XpaHeHHA M [epecTaHOEKH CTPaHHD B BHIYMCAHTENBRHOR MalinHe C
BUDPTYanbHONW NAaMATBK H C MYABTHNPOTPaAMMUPOBAHHEM, B camou
NpPeCTOH [OCTAHOBKE zafayy IpenIosioraeTcs, YTO HMeeTcsd OBeé CTpa-
HHUH Al, A2 C BepoOATHOCTAMH OOpauleHHA p1>p2 (pi+p2=1), eroe
HosioxuTensuoe yucsiao N u uncno 0<&<1, locrnemoBaTenbHOCTBE N 06—
pameHHM K CTpaHHIaM SABJIASTCHA He3aBHCHMON M B KaXOHH MOMEHT Bpe—
MeHH HIH Al HIIH A2 HaXOOUTCA Ha BTOPOM YPOBHE ITaMATH /Iopyras Ha
nepeoM/. Eciu ofpameHHe NPOHCXOOHT K CTPaHHLEe HA BTOPOM YPOBHE
noTepk: page’H 1 ¥ © B OpyIoM cayydae. £ BepOATHOCTEL YTO CTPAaHHIA
A1 UMeeT BEepPOATHOCTL OBpaumeHHs pz. NocHUIKa OpHO#A W3 CTpaHHIL Ha
BTOPROH YPOBEHB INIPOHCXOOUT nocne OOCTAaBKH COOEDXaHUA TpebyeMon
CTpaHnﬁH.

THaBHHE peRyabpTaT CTATbH COCTOHT B CJlenyvmeM: ONTHMalbHad
npouenypa B KaXIH¥ MOMEHT BpPeMeHM NOCHJIaeT Ty CTpaHdlly Ha BTO-
POl YpeBeHDb IIaMaTH KOTopafg HuMmeerT HauBoapmyk aposteriori sepo-
ATHOCTL HMETH MEHBUYH BepOATHOCTL OOpamenHs p2. PezynsTaTtH
o60BMAanTCa Ha cnyuyan n(i3) cTpadul, rae 2<k<n MOIYyT HaxXomuThCHA
Ha NepBOM YDOBHE IaMdaTH., PaccMaTpUBawWTCH CISHHAIBHHE CIIydad
KOorma ONTHUMasbHOE peneHHe He 3aBHCHT OT BepPOATHOCTeH obpameHHs
P 2P, > v e 2Py (Epi=1).

PesybTaTH cTaThby OanT MareMaTHueckoe OBOCHOBaHHE paHee

paspaboTaHHHX aJlbTOPHUTMOB rJe MOCJIeNOBATEJIbHOCTDH cbpameHud

ABJIdeTCH HEe3aBHCHUMOH,




