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Johdanto

Peliteoria on matematiikan osa-alue, joka tutkii pelien strategisuutta. Peli-
teorian mielessd peleiksi voidaan laskea muun muassa erilaiset korttipelit,
lautapelit ja videopelit mutta my6s esimerkiksi kaupungin keskustan ldpi
ajaminen tai evoluutio. Téssd tutkielmassa perehdytdin ensin itse peleihin.
Sitten médritelladn Nashin tasapaino seké etsitddn Nashin tasapainoja esi-
merkkipeleistd, minka jilkeen esitellddin ja todistetaan Nashin lause.
Ensimmaisessa luvussa palataan aluksi todennédkoisyyslaskennan kasittei-
siin sekd selvennetadn sitd, miten peleja kistelldan tissi tutkielmassa. Toises-
sa luvussa tutkitaan, miten pelit voidaan esittdd matriisina seké késitelldan
esimerkki erikoistapauksesta, jonka avulla lukijalle esitellidn esimerkkitilan-
ne Nashin tasapainosta. Kolmannessa luvussa esitetdin Nashin tasapainon
formaali maaritelmé, minka jilkeen etsitddn Nashin tasapainoja peleista. Vii-
meisessd luvussa todistetaan Nashin lause Brouwerin kiintopistelauseen avul-
la. Nashin lause vaittai, ettd jokaisesta pelistd 16ytyy Nashin tasapaino.
Tutkielman kirjoittamiseen on kdytetty pafasiassa teosta [1].



1 Peruskasitteita ja merkintoja

Aluksi on hyvi palautaa mieleen muutama todennékoisyyslaskennan késite.

Maaritelma 1.1. Todenndkdisyysavaruus on kolmikko (€2, F, P), missé €
on perusjoukko eli kaikkien alkeistapausten joukko, F on alkeistapausten
joukkojen eli tapahtumien kokoelma ja P : F — [0, 1] on kuvaus, joka liittaa
jokaiseen tapahtumaan todennikdéisyyden.

Maaritelma 1.2. Satunnaismuuttuja on todennikoisyysavaruudessa maéri-
telty funktio
X:Q—=R

Satunnaismuuttuja on diskreeetti, jos ) on numeroituva.

Maaritelma 1.3. Diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvo on

E(X)=> P(a)X(a)

a€e)

Maéritelladn seuraavaksi peli, minka jilkeen méaritellddn erikseen pelin muo-
dostavat osat.

Maiaritelmi 1.4. Peli on pelaajista, pelaajien valinnoista ja valintakombi-
naatioihin liitetyistd palkkioista muodostuva kokonaisuus.

Maaritelma 1.5. Pelaaja on pelissi toimiva agentti, joka tekee valinnan.

Kun pelin pelaajien méira on n € Z,, pelaajat numeroidaan n:114 ensimmaéi-
selld positiviisilla kokonaisluvuilla, kun niihin on syytd viitata tdsmallisesti.
Jos numeroinnille ei ole tarvetta, pelaajille annetaan kuvaavat nimet.

Maaritelma 1.6. Valinta on luku v € Z,. Pelaajan ¢ kaikkien valintojen
joukko on V; = {1,2,...,n}, missd n on pelaajan ¢ valintojen m&ara.

Kuten pelaajien tapauksessa, myos valinnoille voidaan antaa kuvaavat nimet,
kun niiden numeroinnille ei ole tarvetta.

Maaritelma 1.7. Palkkio on satunnaismuuttuja

u:VixVex .. xV, =R,

missd n on pelaajien méaara. Pelaajan ¢ palkkiota merkitdan ;.



Optimaalisesti pelaava pelaaja pyrkii aina maksimoimaan palkkionsa odo-
tusarvon F(u).

Miaritelma 1.8. Pelaajan strategia on todennikoisyysvektori x = (1, xa, ...

missé z; € [0, 1] on valinnan i todennékéisyys kaikillai =1,...,njad " z; =
1. Jos x; = 1 jollekin 7 = 1,...,n, kyseessi on puhdas strategia, jolloin pu-
hutaan myo6s strategiasta i. Jos puolestaan z; > 0 kaikilla ¢ = 1,... n, niin
kyseessd on tdyssekastrategia. Kaikkien n-ulotteisten strategioiden joukkoa
merkitdan A,,.

Huomautus 1.9. Pelaajan strategia siis madrdd hdnen valintojensa toden-
nikoisyydet. Téaten, jokaisen pelaajan odotusarvo riippuu jokaisen pelaajan
strategiasta. Kun halutaan korostaa pelajan ¢ palkkion odotusarvoa kiinni-
tetyilld strategioilla (s1,s,...,s,) =: s, merkitdin odotusarvoa Fg(u;).

Huomautus 1.10. Tassa tutkielmassa ajatellaan, ettd pelit ovat darellisia eli
sekid pelaajien ettd valintojen lukumé&ird on direllinen. Lisdksi ajatellaan,
ettd peli koostuu vain yhdestd kierroksessa, eli kukin pelaaja tekee yhden
valinnan, seké pelaajat tekevit valintansa samanaikaisesti ja toisistaan riip-
pumatta.



2  Pelien mallintaminen

Tarkastellaan seuraavaksi kahden pelaajan pelejé, missé pelaajan 1 valintojen
médréd |Vi| = m sekd pelaajan 2 valintojen mééra |V,| = n.

Kahden pelaajan peli voidaan esittda matriisina, jonka soluista 16ytyvat
eri valintakombinaatioihin liitetyt palkkiot. Siis peli voidaan kuvata m x n
-matriisilla A = (a,»j) = (aijl,aijg), missa ;51 ON pelaajan 1 palkklo ja Q559
pelaajan 2 palkkio, kun pelaajan 1 valinta on ¢ ja pelaajan 2 valinta on j.

Esimerkki 2.1.
Esimerkki pelin matriisista:

Pelaaja 2
C D E
Al(,-1) | (2,3) | (-1,1
Bl (2,2)|(-6,2)] (0,0)

~—

Pelaaja 1

Esimerkiksi, jos pelaaja 1 tekee valinnan B ja pelaaja 2 valinnan D, niin
pelaajan 1 palkkio on —6 ja pelaajan 2 palkkio on 2.

Huomautus 2.2. Monesti on my6s hyodyllista kuvata peli yhtépitavasti kah-
della m x n -matriisilla A = (a;;) ja B = (b;;), missé a;; on pelaajan 1 palkkio
ja b;; pelaajan 2 palkkio, kun pelaajan 1 valinta on ¢ ja pelaajan 2 valinta
on j. Talloin sanotaan, ettd A on pelaajan 1 palkkiomatriisi ja B on pelaa-
jan 2 palkkiomatriisi. Siis esimerkin 2.1 matriisi voidaan esittdd yhtapitavasti
matriisien

1 2 -1] . -1 3 1
A‘{z —6 O}JaB_{Q 20}

avulla.

Otetaan seuraavaksi esimerkki yksinkertaisesta erikoistapauksesta, jota
kutsutaan nollasummapeliksi.

Maaritelma 2.3. Peli on nollasummapeli, jos

Z u;(v) =0

kaikilla v € V] x V5 x ... X V}, missd k on pelaajien lukuméara.

Toisin sanoen, nollasummapelissd pelaajien palkkioiden summa on ai-
na nolla riippumatta heiddn valinnoistaan. Voidaan ajatella, ettd pelaaja



vie palkkionsa aina toisilta pelaajilta. Huomautuksen 2.2 merkinnéilla kah-
den pelaajan tapauksessa nollasummapeli on siis pelin erikoistapaus, jossa
bij = —a;; kaikilla¢ = 1,...,m ja j = 1, ..., n. Téll6in peli voidaan esittdd pel-
késtdan matriisilla A, jonka soluista 10ytyvéit pelaajan 1 palkkiot eli pelaajan
2 tappiot.

Esimerkki 2.4. Pelaaja 2 (piilottaja) laittaa molemmat kitensd seldnsi
taakse piilottaen joko yhden kolikon vasempaan kéteen tai kaksi kolikkoa oi-
keaan kiteen. Pelaaja 1 (valitsija) valitsee sitten toisen késistd, ja saa kidesta
mahdollisesti 16ytyvéit kolikot itselleen. Peli voidaan kuvata seuraavanlaisella
palkkiomatriisilla:

Piilottaja

Vasen | Oikea

.. .. | Vasen 1 0
Valitsija Otken 0 5

Miksi piilottaja ei piilottaisi yhtd kolikkoa vasempaan kiteen joka kerta?

Koska hén haluaa varautua pahimpaan mahdolliseen valitsijan strategiaan;
esimerkiksi valitsija voi olla padttianyt, ettd valitsee aina vasemman kiden.
Piilottaja siis olettaa, ettéd valitsija pelaa optimaalisesti.

Jotta piilottaja voi varautua pahimpaan mahdolliseen valitsijan strategiaan,
hidnen valintaansa tiytyy liittyd satunnaisuutta. Olkoon y; todennikéisyys
sille, etta piilottaja tekee valinnan "Vasen", ja y» = 1 — y; todennikéisyys
valinnalle "Oikea". T4lloin piilottajan tappion odotusarvo on y, jos valitsi-
jan valinta on "Vasen", ja 2(1 — y;), jos valitsijan valinta on "Oikea".

Piilottaja haluaa varautua tilanteeseen, jossa valitsija saattuu valitsemaan
aina suuremman palkkion, jolloin hin haluaa minimoida tappioista suurem-

man eli arvon max{y;, 2(1 — y;)}. Minimi szaarutetaan arvolla y; = 2 (Kuva

1), joten piilottaja valitsee strategiakseen (3, 3).

Vastaavasti, valitsija haluaa maksimoida arvon min{z,2(1 — 1)}, missi x;

on todenndkoisyys valitsijan valinnalle "Vasen". Maksimi saavutetaan arvolla

T = % (Kuva 2), joten my6s hén valitsee strategiakseen (%, %)



Keskim. Keskim.
tappio 5 palkk|02

Ty

2(1— 1) 3 2(1 - )
: Y1

2 1L n

Kuval 3 Kuva 2

Tarkastellaan tilannetta, jossa valitsijan strategia on (2, 1) ja piilottajan stra-
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tegia on z € A,. Talléin piilottajan tappion odotusarvo on
2 1 2
Eu)=z-21-14+2-20-2=-(z1+2) =z
(uz) 3 4 3 2 3( 1+ 22) 3
Siten piilottajan strategia ei vaikuta hinen tappionsa odotusarvoon, kun va-
litsijan strategia on (Z,1). Mydskiiiin valitsijan strategia ei vaikuta témén

palkkionsa odotusarvoon, jos piilottaja kiyttad strategiaa (3, 3) Siis kumpi-
kaan pelaajista ei pysty parantamaan strategiaansa, kun valitsijan strategia

on x = (2,1) ja piilottajan strategia on y = (%, %) Talloin strategiaparia
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(x,y) kutsutaan Nashin tasapainoksi.

Huomautus 2.5. Useasti palkkion odotusarvo on hyodyllistd esittdd matrii-
sien tulona seuraavasti. Olkoon A pelaajan 1 palkkiomatriisi, B pelaajan 2
palkkiomatriisi, x pelaajan 1 strategia sekd y pelaajan 2 strategia. Lasketaan
auki tulo

@11 - Adip -y1-
x! Ay = [zl xm} :
Am1 * " Amn Yn
-yl- n m
= [ZZ; TrpAgL - ZZ; xkakn] : Z%yz’aki
yn ’L:l kzl
=3 " P(k,iyus (ki) = E(u),
i=1 k=1

joten pelaajan 1 palkkion odotusarvo E(u;) = x’ Ay. Vastaavasti E(ug) =
x' By.



3 Nashin tasapaino

Téssa luvussa esitelldin Nashin tasapainon formaali méaritelma useammalle
pelaajalle, minka jalkeen etsitddn Nashin tasapainoja esimerkkipeleista.
Tarkastellaan & > 2 pelaajan pelid. Olkoon s = (sy,...,s;) pelaajien
strategioiden muodostama vektori. Maaritellddn pelaajalle ¢ merkinta
s ;:=(S1,.-.,8i-1,Si+1,---,8;)- Eli s_; on kuin s, mutta siitd on poistettu
i:nnes komponentti. Lisdksi, merkinté (s},s_;) := (s1,...,Si—1,S;, Sit1,-- -, Sk)
tarkoittaa vektoria, joka on saatu vektorista s asettamalla s;:n paikalle s!.
Nyt useamman pelaajan tapauksessa palkkioiden odotusarvoja on hel-
pompi tarkastella puhtaiden strategioiden kautta seuraavasti.

Huomautus 3.1. Olkoot K pelaajien joukko, |K| = k ja s pelaajien strategioi-
den vektori. Talloin pelaajan ¢ palkkio odotusarvo voidaan esittdad puhtaista
strategioista koituvien odotusarvojen lineaarikombinaationa:

E(s;,s Z Z Z H UZ jl,...,jk)

J1EVL ja€V2 Je€VE m=1

_ijz Z Z Z Z H (Jo)wi (G, - - -, Ji)

Ji€V; J1€VA Ji—1€Vi—1 Ji+1€Viq1 JE€VE meK\{i}
= E P(j:)Egis_ ) (us) E s Eﬁ s ) (W)
Ji€Vi Ji€V;

Kuten esimerkissa 2.4 mainittiin, kahden pelaajan tapauksessa Nashin ta-
sapaino on strategiapari (x/,y’), jolle pitee, etté strategia y’ on paras vastaus
strategiaan x’ ja piin vastoin. Formaalimmin Nashin tasapaino useammalle
pelaajalle voidaan esittdd seuraavasti:

Maéritelma 3.2. Olkoot pelaajien madrd k € Zso ja S; pelaajan ¢ kaik-
kien strategioiden joukko kaikilla ¢ = 1,... k. Strategioiden vektori s’ =
(s},8h,...,s,) on Nashin tasapaino, jos kaikilla i = 1,..., k pétee

B s )W) 2 B e (wi) Vs €5,

Jos s’ on Nashin tasapaino ja s, on puhdas strategia kaikilla i = 1,... k,
niin s’ on puhdas Nashin tasapaino. Jos puolestaan s, on tiyssekastrategia
kaikilla ¢ = 1,..., k, niin s’ on tdysin ei-puhdas Nashin tasapaino.

Toisien sanoen, strategiat muodostavat Nashin tasapainon, jos kukaan pe-
laaja ei pysty parantamaan palkkionsa odotusarvoa muuttamalla vain omaa



strategiaansa. Tasapaino on puhdas, jos jokaisen pelaajan strategia on vain
vksi valinta. Jos taas jokaisen pelaajan strategia on tiyssekastrategia, niin
tasapaino on tdysin ei-puhdas.

Huomautus 3.3. Kahden pelaajan tapauksessa (x’,y’) on Nashin tasapaino,
jos

1) xT Ay’ > xT Ay’ kaikilla x € S; ja

2) xT By’ > x'T By kaikilla y € S,
missd A on pelaajan 1 palkkiomatriisi ja B on pelaajan 2 palkkiomatriisi.

Seuraus 3.4. Olkoon s pelaajien strategioiden vektori. Nyt huomautuksesta
3.1 saadaan, ettd jos

E(j,s'_i) < E(s;,s’_i) /mzkzllaj eV

nun

E(si,s ) < E(S§7SLZ~) kaikilla s; € A\Vi|

Eli, kun tavoitteena on osoittaa s Nashin tasapainoksi, riittad osoittaa, ettd
kukaan pelaaja ei pysty parantamaan oman palkkionsa odotusarvoa vaihta-
malla mihinkddn puhtaaseen strategiaan.

Esimerkki 3.5. Pelissa

Pelaaja 2

C D
. A1(0,0) (2,2
Pelaaja 1 B (1, 1) (0,0

Strategiapari (B, C) (pelaaja 1 tekee aina valinnan B ja pelaaja 2 valinnan
C') on Nashin tasapaino.

Todistus. Strategiaparilla (B, C') pelaajan 1 palkkion odotusarvo on Ep oy (u1) =
1 ja pelaajan 2 palkkion odotusarvo on g ¢)(u2) = 1. Kun pelaaja 1 vaihtaa
strategiaan A, pelaajan 1 palkkion odotusarvo on

Vastaavasti, jos pelaaja 2 vaihtaisi strategiaan D, kun pelaajan 1 strategia
on B, niin pelaajan 2 palkkion odotusarvo on

E,p)(uz) = 0 < 1= Epc(us).

Siis kumpikaan pelaajista ei pysty parantamaan oman palkkionsa odotusar-
voa vaihtamalla mihink#&n puhtaaseen strategiaan, jolloin seurauksen 3.4
nojalla (B, C') on Nashin tasapaino. O



Huomautus 3.6. Esimerkissi 3.5 on selviid, ettd myos (A, D) on Nashin ta-
sapaino, silli kumpikaan pelaaja ei pysty millddn strategialla saamaan palk-
kionsa odotusarvoksi suurempaa kuin 2 riippumatta toisen pelaajan stra-
tegiasta. On kuitenkin térkedd huomata, ettd Nashin tasapaino ei tarkoita
aina tilannetta, jossa jokaisen pelaajan palkkio on suurin mahdollinen. Puo-
lestaan, Nashin tasapaino on tilanne, jossa yksittdisen pelaajan strategian
muuttaminen ei voi nostaa hinen oman palkkionsa odotusarvoa, kuten esi-
merkissd 3.5 huomattiin.

Kisitellddn seuraavaksi lause, joka helpottaa tiysin ei-puhtaan Nashin tasa-
painon loytamista kahden pelaajan pelista.

Lause 3.7. Olkoot © € A, pelaajan 1 tdyssekastrategia (eli z; > 0 kaikilla
i=1,....,m) jay € A, pelaajan 2 tdiyssekastrategia. Strategiapari (&, 1)
on Nashin tasapaino jos ja vain jos

Elayy)(U1) = Elag,y)(U1) seki B py)(u2) = Ea p,)(u2)
kaikilla ay,as € V1 ja by, by € V5.
Todistus.
= Oletetaan, ettd (x’,y’) on Nashin tasapaino. Tehd&dén vastaoletus, ettd
Ea, 9y (1) # Eqyyy(u1) joillain aq, a2 € V4

tai
E(x/7bl)(u2) 7& E(X/J,Q)(UQ) JOlllaln bl, b2 € ‘/2

Kasitellddn tilanne Eq, yy(u1) # E(a,y)(u1), jolloin on olemassa sel-
lainen valinta @’ € Vi, etté

Elary)(u1) 2 Eayn(u1)
kaikille a € V7 ja lisdksi on olemassa ag € Vi, jolle

E(a’,y/)(ul) > E(ao,y/)(ul)-
Nyt

E(alyy/) (ul) = (CL‘ll + ...+ x;n)E(alyy/)(ul)
> 1 By (un) + .o A 2, By (1) = Ege gy (u1),

joten (x/,¥’) ei ole Nashin tasapaino, miké on ristiriita.
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< Oletetaan, etti

E(ahy/)(ul) = E(a%y/)(ul) =: A seké E(x/7bl)(u2> = E(X/7b2)<u2)

kaikilla ay,as € Vi ja by,by € V5. Talléin huomautuksen 3.1 avulla

saadaan
Z xz (i,y") 'LL1 Z Z; A= A.

Erityisesti
Elayn(u1) < B,y (u1)
kaikilla a € V;. Vastaavasti

E(X’,b) (ul) S E(x’7y’) (ul)

kaikilla b € V5, joten (x/, ') on Nashin tasapaino.

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan pelid, jota kuvaa palkkiomatriisi

Pelaaja 2
C D
A | (6,-10) | (0, 10)
B| (4, 1) (1, 0)

Pelaaja 1

Tavoitteena on 16ytid pelistd Nashin tasapaino. Aluksi voidaan huomata, et-
ta pelilla ei ole puhdasta Nashin tasapainoa, koska jos
1) pelaajan 1 strategia on (1,0), pelaajan 2 paras puhdas strategia on (0
2) pelaajan 2 strategia on (0, 1), pelaajan 1 paras puhdas strategia on (0,
3) pelaajan 1 strategia on (0, 1), pelaajan 2 paras puhdas strategia on (1
4) pelaajan 2 strategia on (1,0), pelaajan 1 paras puhdas strategia on (1

Y 9

Siis, jos molemmat pelaajat kiiyttavat puhdasta strategiaa, aina toinen pelaa-
jista on tyytyméton strategiaansa, jolloin strategiat eivit muodosta Nashin
tasapainoa.

Etsitddn pelistd tdysin ei-puhdas Nashin tasapaino (x,y). Téllin z; on
todennékoisyys sille, ettd pelaaja 1 tekee valinnan A ja xo = 1 — x; toden-
nakoisyys sille, ettd pelaaja 1 tekee valinnan B. Jos pelaaja 2 tekee valinnan
C, pelaajan 2 palkkion odotusarvo on

E(%C)(W) =—10z; +1(1 —2y) =1 — 11ay.

11



Vastaavasti, jos pelaaja 2 tekee valinnan D, hinen palkkionsa odotusarvo on

E py(ug) = 1021 + 0(1 — 21) = 10z;.

Nyt lauseen 3.7 nojalla E, ¢)(u2) = E(;p)(u2), misti saadaan z; = 5

217
jolloin x = (%, %) Voidaan myds olettaa, ettd pelaajan 1 valinnoista A ja
B saatavat palkkioiden odotusarvot Eayy(u1) = 6y ja Epyy(u1) = 3y + 1
ovat yhta suuret, jolloin y; = % jay = (%, 2). Niiin saadut strategiat x ja y
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muodostavat Nashin tasapainon.

Esimerkki 3.9. Kaksi opiskelijaa menevit luennolle myohéssa. Luentosa-
lissa on kaksi vapaata pdytad, joista toinen on pieni (P) ja toinen on suuri
(S). Opiskelija on sitd tyytyvdisempi mitd enemméin hidnen poydalld&n on
vapaata tilaa. Opiskelijat valitsevat pdytinsd samanaikaisesti. Pienemmaésti
poydésté saatava palkkio (tilan méa#rd) on p > 0 ja suuremmasta s > p. Jos
opiskelijat valitsevat saman poydén, he jakavat poydéstd saatavan palkkion
puoleksi. Pelin palkkiomatriisi on:

Opiskelija 2
S P
N S|1(s/2s/2) (s, p)
Opiskelija 1 P D, ) ®/2p/2

Jos s > 2p, niin kummankin opiskelija kannattaa valita suuri poytd, koska
puolitettukin palkkio siitd on suurempi kuin kokonainen palkkio pienemmés-
ta poydasta. Talloin (S, S) on pelin ainoa Nashin tasapaino, silld strategia S
on ainoa paras vastaus jokaiseen toisen pelaajan strategiaan.

Jos p < s < 2p, niin strategiaparit (S, P) ja (P, S) ovat Nashin tasapai-
noja:

Todistus. Osoitetaan (S, P) Nashin tasapainoksi (vastaavasti (P, S)). Olkoon
opiskelijan 1 strategia S, ja opiskelijan 2 strategia y = (y1,y2) = (y1, 1 —v1).
Nyt opiskelijan 2 palkkion odotusarvo on

s
yig T A —y)p<yp+ 1 -y)p=p

kaikilla y; €]0,1]. Jos y; = 0 (eli opiskelijan 2 strategia on P), niin opiskelijan

2 palkkion odotusarvo on p. Vastaavasti, jos opiskelijan 2 strategia on P, niin

strategialla x = (x1, 1 — 1) opiskelijan 1 palkkion odotusarvo on

z15 + (1 —ml)g <ms+(l—z)s=s

12



kaikilla z; € [0, 1]. Jos x; = 1 (eli opiskelijan 1 strategia on S), niin opiskelijan
1 palkkion odotusarvo on s.

Siis kumpikaan opiskelija ei voi parantaa strategiaansa, kun heidén stra-
tegiansa ovat (S, P), joten (S, P) on Nashin tasapaino. O

Etsitdan pelistd vield mahdollinen tdysin ei-puhdas Nashin tasapaino
(x,y). Lauseen 3.7 nojalla on oltava

Ex,5)(u2) = Ex,py(u2)

yhtéapitavisti

misté saadaan

Koska p > 3, niin

Vastaavasti, on oltava

s p
Esy)(w) = Epy) () <= 15+ (1 —y)s =pp+ (1 - )3,

jolloin myos

25 —p
= €)0,1].
Y1 D+ s 10, 1]
Néin ollen, strategiat
25s—p 2p—s. . 2s—p 2p—s
x = ( ) )jay = ( , )
p+s p+s p+s p+s

muodostavat taysin ei-puhtaan Nashin tasapainon.
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4 Nashin lause

Téssé luvussa perehdytdin Nashin lauseeseen. Nashin lause viittia, etta jo-
kaisesta pelistd 10ytyy Nashin tasapaino. Nashin lauseen todistamiseen kay-
tetddn Brouwerin kiintopistelausetta.

Maiaritelmi 4.1. Joukko A C R™ on konveksi joukko, jos
Aa+(1-Mbe A Xe|0,1]
kaikilla a, b € A.

Huomautus 4.2. Pisteet Aa + (1 — A\)b muodostavat janan ab:
Olkoon J janan ab pisteiden joukko. Nyt

x€J < IAe0,1]:x=b+Aa—b)=Xa+b—Ab=Xa+(l—\b).

Siis joukko A on konveksi, jos kaikki sen pisteiden viliset janat kuuluvat myos
joukkoon A.

a\_/ﬁb

Konveksi joukko Epdkonveksi joukko

Lause 4.3. (Brouwerin kiintopistelause) Olkoon K C R" suljettu, rajoi-
tettu ja konveksi. Jos T : K — K on jatkuva, niin on olemassa ¢ € K, jolle
T(z) =z

Todistus. Sivuutetaan, katso [1, kohta 5.2.3]. O

Lause 4.4. (Nashin lause) Jokaisella k (> 2) pelaajan pelilli on olemassa
Nashin tasapaino.

Todistus. Merkitddn v; := |V;|. Olkoon K = A, x --- x A, . Mééritelladn
¢ij(8) = max{Es_)(ui) = Es,s_;)(ui), 0}

kaikilla pelaajilla ¢ =1, ...,k ja valinnoilla 7 = 1, ..., v;. Tarkastellaan kiin-
nitettyd pelaajaa i sekd méaéritellain

A;={jeV:s >0}
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Osoitetaan, etté
Ciao(s) = 0 jollain ag € A;. (1)

Jos ¢; 4(s) > 0 kaikilla @ € A;, niin ¢; ;;n méidritelmén perusteella
E(a7sﬂ.)(ui) > Es(uz) kaikilla a € Az
Talloin
Ey(ui) =Y slEGs_p(ui) = Y siBas () > > s1EGs () = Ex(us),
j=1 a€A; j=1

miké on ristiriita, joten ¢; 4, (s) = 0 jollain ap € A;. Madritelldén seuraavaksi
s; € A,, kaikilla i = 1,..., k asettamalla j : nnes komponentti

. s+ cig(s)
C T cils)

kaikilla j = 1, ..., v;. Olkoon

(2)

T:K— K, T(s)=5s".

Joukko K on suljettuna yksikkSkuutiona myos rajoitettu ja konveksi. Lisdk-
si, T' on jatkuva, koska c; ;:t ovat jatkuvia. Siis Brouwerin kiintopistelauseen
nojalla on olemassa sellainen x € K, ettd T'(x) = x. Naytetdédn, ettd x on
Nashin tasapaino. Kun asetetaan s = x, niin mééritelmésti (2) saadaan yh-
talot

v;
] Zcm(x) =¢;;(x), missd j € {1,...,v;}.
t=1

Kohdan (1) nojalla jollain ag € A; péitee

v
x° Z cii(x) = 0.
t=1

Lisiksi, A;:n médritelmén perusteella z7° > 0, jolloin on oltava Y .* | ¢;(x) =
0eli ¢; j(x) =0 kaikilla j =1,..., k. Nyt ¢; ;;n mééritelméstd saadaan

Ex(w;) > Ejx_,(u;) kaikilla j = 1,... v,

joten seurauksen 3.4 nojalla x on Nashin tasapaino. Taten jokaisella k > 2
pelaajan pelilld on olemassa Nashin tasapaino. O]
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