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Notacion

Lista de los simbolos mds usados a lo largo del trabajo.

Conjunto de los nimeros naturales, esto es, {1,2,...}.
Conjunto de los numero racionales.

Conjunto de los niumeros reales.

Conjunto de los nimeros complejos.

Didmetro de A.

El menor nimero de conjuntos que forman un §-recubrimiento de
F.

Dimensién de conteo de cajas superior de F.
Dimensién de conteo de cajas inferior de F.
Dimensién de conteo de cajas de F.
Dimensién de Hausdorff de F.

Dimensién topoldgica de F.

Clausura topoldgica de F.

Medida de Lebesgue n-dimensional.

Medida de Hausdorff s-dimensional.
Densidad de E en x.

Conjunto de los conjuntos que se pueden escribir como interseccio-
nes numerables de abiertos.

Conjunto de los conjuntos que se pueden escribir como uniones
numerables de cerrados.

Volumen n-dimensional.
6-vecindad de A.
Longitud de la curva C.

Distancia de Hausdorff entre Ay B.






Resumen

Los fractales son un tipo de conjuntos conocidos por ser “irregulares” a todas las escalas y,
usualmente, ser “autosimilares”. Ademads, tienen una sorprendente variedad de aplicaciones
desde modelizacion de superficies de la naturaleza hasta el estudio de sistemas dindmicos
pasando por aplicaciones en economia, fisica o astronomia.

En este trabajo nos centraremos en comprender con cierto detalle las matematicas detras
de la geometria fractal. Asi, definiremos y estudiaremos las principales herramientas mate-
maticas usadas para describir y estudiar fractales. En particular, definiremos un concepto
de dimension que permitird a los fractales tener como dimensién un nimero real positivo
cualquiera. Ademds, daremos un significado preciso y estudiaremos la irregularidad y la
autosimilitud comentadas.

Finalmente, comentaremos brevemente algunas de sus aplicaciones en distintas discipli-
nas matematicas.

Abstract

Fractal sets are known for being “irregular” and, usually, “self-similar”. Moreover, they
have a surprising variety of applications including modelation of natural surfaces, study of
dynamical systems and applications in economy, physics or astronomy.

In this work we will try to understand the mathematics behind fractal geometry. We will
define and study the main mathematical tools needed to describe and study fractal sets. In
particular, we will define a concept of dimension that will allow fractal sets to have any
positive real number as their dimension. Furthermore, we will give a precise meaning to the
mentioned irregularity and self-similarity.

Finally, we will briefly comment some of the applications in different branches of mat-
hematics.






1. Introduccion y ejemplos clasicos.

Benoit Mandelbrot acufia el término fractal en su libro de 1975, The fractal geometry of
nature [20], inspirado en la palabra latina fractus que tiene un doble significado de «frag-
mentado» e «irregular». Como el nombre de su libro indica, la principal motivacién de la
introduccion del concepto de fractal era la de modelizar la geometria de diversas superfi-
cies naturales. Por ejemplo, segin Mandelbrot, la geometria cldsica no era suficiente para
describir la superficie de las nubes, la linea costera o ciertas superficies topograficas. No
obstante, esta no era la inica motivacién pues, ademads, dichos fractales parecian tener usos
précticos en disciplinas muy diversas. Comentaremos esto con mas detalle en el Capitulo

En cuanto a las matematicas, Mandelbrot agrupa en este libro una serie de conjuntos
cuya caracteristica comun era la de ser muy irregulares. Muchos de estos conjuntos eran ya
conocidos, pero se catalogaban como casos patoldgicos o degenerados cuyo estudio no me-
recia la pena. Hasta el siglo XIX, las matemadticas se centraban en el estudio de las funciones
diferenciables, es decir, aquellas suficientemete regulares como para poder aproximarlas
por una linea recta en cada punto. Por entonces, la creencia era que el grafo de cualquier
funcién definida por una “férmula analitica” era diferenciable [|9]. Sin embargo, en 1872,
Weiestrass demostrd que si a € N entonces la funcion Z:il b" cos(a"x ) es continua pero
no es diferenciable en ningin punto, pues su derivada se vuelve arbitrariamente grande al
aumentar el indice de la suma parcial [[30]. En la Figura podemos ver gréficas de la
funcién para distintos valores de a y b.

(@ a=3,b=1% () a=3,b=3

Fig. 1.1. Grdficas de los 500 primeros sumandos de la funcién de Weiestrass entre 0 y 2
para distintos valores de a y b.

sin(n?x)

Cabe destacar que Riemann ya habia introducido la funcién Z:il —— de caracteristi-
cas similares. Sin embargo, nunca publicé una demostracion. En 1890, Peano introduce [[27]]
una curva que llena el espacio, es decir, una aplicacién continua y sobreyectiva de [0,1] en
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[0,1] x [0, 1]. Estas funciones desafiaban tanto el pensamiento de época que fueron apo-
dadas “monstruos” y fueron, generalmente, ignoradas por la comunidad matemadtica. Sin
embargo, plantarian una semilla que llevaria a matematicos posteriores a pensar en nuevos
ejemplos con propiedades similares. Veremos tres de estos ejemplos en este apartado, el
conjunto de Cantor, la curva de Koch y el tridngulo de Sierpinski.

Ejemplo 1.1. Construiremos el conjunto de Cantor a través de un proceso iterativo. Sea
E, el intervalo [0, 1]. Obtendremos E,; dividiendo E, en tres partes iguales y eliminando el
tercio del medio. De esta forma obtendremos que E; estd formado por dos intervalos, [0, %] y

%, 1]. Continuando de esta manera, obtendremos E, eliminando el tercio del medio en cada
uno de los intervalos que forman E,_,. Por tanto, E, consistira en 2* intervalos de longitud
37 cada uno. El conjunto de Cantor F lo formardn aquellos niimeros que pertenezcan a Ej

para todo k € NU {0}, es decir, F = (), Ex-

Ejemplo 1.2. La curva de Koch se construye de manera parecida al conjunto de Cantor.
Sea E, un segmento de recta de una unidad de longitud. El conjunto E; consiste en cuatro
segmentos obtenidos dividiendo E, en tres y remplazando el tercio del medio por los otros
dos segmentos del tridngulo equildtero cuya base sea el segmento eliminado. Seguimos
construyendo de forma que E, se obtenga aplicando el procedimiento anterior a cada uno
de los segmentos que forman E,_,. Ilustramos las primeras etapas de este proceso en la
Figura La curva de Koch es el limite de los E; cuando k — co.

VAR Y G oo

Fig. 1.2. Curva de Koch.

Ejemplo 1.3. Para construir el tridngulo de Sierpinski empezaremos con E,, siendo un tridn-
gulo equildtero de lado unitario y los puntos de su interior. Para obtener E; dividiremos E,
en cuatro tridngulos equildteros, usando los segmentos que unen los puntos medios de ca-
da lado del original, y eliminamos el interior del tridngulo del medio. De manera similar
a los ejemplos anteriores, seguimos iterando de forma que E, se obtenga aplicando este
proceso a cada uno de los tridngulos que forman E,_;. El tridngulo de Sierpinski es el limite
de E; cuando k — oo que, teniendo en cuenta que E;, C E,_; para todo k € N, puede ser
interpretado como ﬂ;:i 1 Ey. En la Figura se ilustran las primeras etapas.
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Fig. 1.3. Tridngulo de Sierpinski.

En el afio 1918 se publican dos trabajos relevantes para en el desarrollo de lo que hoy
conocemos como fractales. Por un lado, Hausdorff [[16]] define la dimension de Hausdorff,
un concepto fundamental en la geometria fractal y que veremos con detalle en este trabajo.
Cabe destacar al respecto que, un par de décadas mas tarde, el matemdtico ruso Besicovitch
publicé una serie de resultados interesantes utilizando la dimensiéon de Hausdorff [2-4]],
algunos de los cuales veremos en el Capitulo [3| Su trabajo sobre la dimensién de Haus-
dorff fue tan importante como para que algunos autores se refieran a esta como dimensiéon
de Hausdorff-Besicovitch. Por otro lado, de forma independiente, los matematicos france-
ses Gaston Julia y Pierre Fatou, trabajaron en resultados sobre iteraciones de funciones de
variable compleja. En particular, definieron los llamados conjuntos de Julia, una clase de
conjuntos que resultan ser fractales. Vemos un ejemplo en la Figura

Fig. 1.4. Un ejemplo de conjunto de Julia.



En [20]], Mandelbrot definia un fractal como un conjunto que cumple que su dimension
de Hausdorff es estrictamente mayor que su dimension topolégica. Trataremos de darle un
significado a esta definicién a lo largo del trabajo. No obstante, el propio Mandelbrot des-
cartaba esta definicién en una reedicion de su libro en 1982. Kenneth Falconer comenta en
su libro Fractal Geometry. Mathematical Foundations and Applications [[12] que esta defini-
cién es muy restrictiva pues deja fuera a conjuntos que parecen merecer ser considerados
fractales. Desde entonces, a pesar de algun intento infructuoso, el término fractal se utiliza
en matematicas sin una definicién precisa. Falconer observa al respecto que, a pesar de no
haber una definicién concreta y precisa, si que existen una serie de caracteristicas relacio-
nadas con el concepto de fractal. De esta manera, cuando nos refiramos a un conjunto F
como un fractal, tendremos en mente las siguientes propiedades:

(1) F tiene detalles en escalas arbitrariamente pequefias.

(2) F es demasiado irregular para ser descrito en el lenguaje tradicional de la geometria,
tanto global como localmente.

(3) Usualmente F tiene algtn tipo de autosimilitud.
(4) Usualmente, la dimension de Hausdorff de F es mayor que su dimensién topoldgica.

(5) En muchos casos de interés, F se define de manera sencilla, probablemente de forma
recursiva.

Retomando el uso de fractales como modelo de ciertas formas naturales, observamos
que no existen fractales en la naturaleza pues a escalas suficientemente pequefas las ca-
racteristicas fractales desaparecen para dejar paso a las moléculas. No obstante, a ciertas
escalas, se parecen bastante a fractales y puede ser 1til considerarlos como tales. Al fin y al
cabo, tampoco existen rectas ni circunferencias perfectas en la naturaleza. Para mas detalles
histéricos sobre la geometria fractal pueden consultarse los libros [[20] y [9]].

En cuanto a la estructura de este trabajo, en el Capitulo [2| definiremos y estudiaremos
dos dimensiones fractales, la dimensién de Hausdorff y la dimensién de conteo de cajas.
No obstante, empezaremos el capitulo definiendo la dimensién topoldgica pues se trata
de la mas intuitiva y nos dard un punto de partida a la hora de hablar de dimensiones.
A continuacién, introduciremos la dimensién de conteo de cajas pues es la dimensién mas
sencilla entre las fractales. Continuaremos con la dimensién de Hausdorff, la mas importante
en el estudio de los fractales a nivel tedrico. Para ello debemos ampliar conocimientos de
teoria de la medida, en particular, estudiaremos qué son las medidas métricas exteriores
y un método para construirlas. Terminaremos comparando todas las dimensiones vistas y
comentando la motivacién de la primera definiciéon de fractal de Mandelbrot.

En el Capitulo |3| utilizaremos algunas de las herramientas de teoria de la medida intro-
ducidas en el capitulo anterior para estudiar las propiedades locales de los s-conjuntos, una
clase de conjuntos de interés al estudiar fractales. Esto nos conducird a una definicién de
irregularidad interesante. Ademads, enunciaremos un par de teoremas de caracterizacion de
s-conjuntos en funcién de si son o no irregulares. Esto nos proporcionard un mayor enten-
dimiento de la estructura de los fractales a nivel tedrico.
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En el Capitulo 4] estudiaremos un tipo de autosimilitud, la autosimilitud exacta. Para
ello introduciremos el concepto de sistema iterativo de funciones. Esto nos conducira a
métodos para construir nuevos fractales, a métodos para obtener representaciones graficas
de fractales y, probablemente lo mds interesante, a un método de calculo de la dimensién
de Hausdorff de ciertos fractales extremadamente sencillo.

En el Capitulo[5|nos centraremos en alguna de las aplicaciones de los fractales. Empeza-
remos comentando una aplicacién de los sistemas iterativos de funciones a la comprension
de iméagenes. Por otro lado, veremos cémo pueden aparecer fractales en el estudio de siste-
mas dindmicos, centrandonos en el ejemplo del modelo logistico. Ademas, aprovecharemos
para relacionar esto con el llamado “conjunto de Mandelbrot” que tendra una sorprendente
conexion con los conjuntos de Julia mencionados anteriormente. Por dltimo, recopilaremos,
a modo de divulgacidon, algunas de las aplicaciones de los fractales mds interesantes en las
matematicas.

Por dltimo, se incluyen dos apéndices. En el Apéndice [A|se puede consultar el cddigo en
R utilizado para generar algunas de las ilustraciones incluidas en este trabajo. El resto de
ilustraciones utilizadas se han obtenido de diversos libros que se especificaran en cada caso.
En el Apéndice |B|se incluyen algunas demostraciones auxiliares.

Para cerrar este apartado, comentaremos brevemente la bibliografia utilizada. El princi-
pal libro de referencia a lo largo del trabajo es el ya comentado Fractal Geometry. Mathema-
tical Foundations and Applications [[12[]. Se trata de un libro que recopila tanto contenidos
tedricos sobre fractales asi como distintas aplicaciones. En general, seguiremos la linea de
este libro a lo largo del trabajo. No obstante, hay ciertos contenidos que se omiten para
los que nos haran falta otras fuentes. En primer lugar, necesitaremos libros de teoria de la
medida complementarios. En este trabajo usaremos el libro Measure, topology and fractal
geometry [|7]], que es un manual sobre fractales en el que se incluyen todos los detalles sobre
teoria de la medida necesarios, y el libro Measure and integration [26]] que es mas especifico
sobre el tema. Ademads, en algunas demostraciones a lo largo del trabajo, particularmente
en el Capitulo 3] se optara por el libro The geometry of fractal sets [[13|] también de Falconer.
En segundo lugar, necesitaremos resultados sobre espacios métricos y topologia. Para ello
recurriremos al ya mencionado Measure, topology and fractal geometry [|7] y al libro Topo-
logy [125]], que es un libro especializado de topologia. Por ultimo, utilizaremos el libro Chaos
and fractals [28]] como referencia para ampliar informacion a lo largo del trabajo, se trata
de un extenso libro sobre fractales que se caracteriza por incluir muchas ilustraciones que
complementan las explicaciones.






2. Dimension fractal

La nocién de dimension es un aspecto muy relevante en el estudio de los fractales. Una de
las caracteristicas especiales de las dimensiones fractales es que no tienen por qué ser niime-
ros enteros. Como veremos, esto es debido a que intentan generalizar la idea familiar de que
una curva regular tiene dimensién uno o una superficie regular dimension dos. En general, el
concepto de dimensién es algo complicado. Como punto de partida en este capitulo, defini-
remos la dimension topoldgica que es el concepto de dimension mds intuitivo. No obstante,
nuestro interés estd en las dimensiones fractales. Asi, nos centraremos rapidamente en la
dimensién de conteo de cajas, una dimensién fractal cuya definicién no requiere de ningtin
conocimiento previo, es la mds intuitiva y es relativamente facil de estimar en todo tipo de
conjuntos. Veremos también que esta dimension tiene algunas caracteristicas que podemos
considerar como poco interesantes a nivel tedrico y que necesitaremos de conocimientos de
teoria de la medida para poder definir una alternativa mejor en este aspecto. Cabe destacar
que hay una gran variedad de “dimensiones fractales” con diversas relaciones entre ellas.
En este trabajo sélo se exponen algunas de las mds importantes. El lector interesado puede
encontrar una exhaustiva recopilacién de dimensiones fractales en [[8, Chapter 1].

2.1. Dimension topoldgica

En general, el concepto de dimensién en matematicas no es sencillo. En este trabajo
nos centraremos en estudiar las dimensiones fractales. No obstante, empezamos definiendo
la dimensién topoldgica por un doble motivo. En primer lugar, porque es el concepto de
dimensién méas antiguo y mads intuitivo de los estudiados en este trabajo. Ademds, como
hemos visto, tiene un papel protagonista en la definicidn de fractal de Mandelbrot.

Definicion 2.1. Sean % un recubrimiento por abiertos de un espacio topolégico X y x € X.
Diremos que el numero de elementos del recubrimiento % que contienen a x es la multi-
plicidad de % en x y lo denotaremos M (%, x). Diremos que M (%) = sup, x {M(%,x)} es
la multiplicidad de % .

Definicidn 2.2. Sean % y ¥ dos recubrimientos por abiertos de X. Diremos que ¥ es un
refinamiento de % si paratodo V € ¥ existe un U € % talque V C U.

Utilizaremos el concepto de refinamiento para definir la dimensién topoldgica de un
espacio topoldgico. Para ellos consideraremos la cantidad

M(X) = sup {inf{M(¥) : ¥ es un refinamiento de % }},
U

que es la multiplicidad de un refinamiento 6ptimo en ese sentido. Tomamos el supremo sobre
todos los recubrimientos para descartar casos triviales como el recubrimiento % = {X} que
nos da el valor M(%) = 1.
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Definicion 2.3. Diremos que la dimension topoldgica de un espacio topoldgico X es la can-
tidad M(X) — 1, es decir, la dimensién es uno menos que la maxima multiplicidad de un
refinamiento 6ptimo. La denotaremos dim X.

Como vemos la dimension topolégica no tiene una definicién muy sencilla. Sin embargo,
se trata del concepto de dimensién mds intuitivo. Por ejemplo, en la Figura[2.1I|podemos ver
un recubrimiento con multiplicidad 2 para un conjunto de dimensién topoldgica 1. Obser-

Fig. 2.1. Recubrimiento de un conjunto con dimension topoldgica 1. Como vemos el md-
ximo niimero de abiertos a los que pertenece un punto del conjunto es 2 por lo que la
multiplicidad del recubrimiento es 2. Imagen obtenida en [7]].

vamos que la dimensién topoldgica de un espacio topoldgico es siempre un niimero entero
no negativo. Esto supone una diferencia sustancial con las dimensiones fratales que defini-
remos en el resto del capitulo. El lector interesado puede encontrar un estudio detallado de
la dimensién topoldgica en [|7]].

2.2. Dimension de conteo de cajas

Tras una sucinta aparicion de la dimensién topoldgica, nos centramos en las dimensiones
fractales. En primer lugar estudiaremos la dimensién de conteo de cajas. Trabajaremos en
esta seccidn sobre el espacio euclideo n-dimensional R". Denotaremos por U a un subcon-
junto no vacio de R" y definimos su didmetro como |U| =sup{|x —y|: x,y € U} €[0, 0],
es decir, la mayor distancia entre dos puntos cualesquiera de U.

Definicion 2.4. Diremos que una coleccion numerable de conjuntos {U, },cy €S un d-recu-
brimiento de F si F C U:Zl U,y0<|U,| <6 paratodon€N.

Dado F un subconjunto de R", la idea detrds de la dimensién de conteo de cajas es
tomar, para cada 6 > 0, el menor niimero de conjuntos que formen un 6-recubrimiento de
F, que denotaremos por Ns(F), con la idea de ver como se comporta este nimero cuando
0 tiende a cero. De esta forma si cuando 6 tiende a cero Ns(F) ~ c6~° con c y s constantes
positivas, diremos que F tiene dimension de conteo de cajas s. La siguiente definicién lo
expresa formalmente.

Definicion 2.5. Sea F un subconjunto de R" no vacio y acotado y sea Ns(F) el menor
numero de conjuntos que forman un 6-recubrimiento de F de todos los §-recubrimientos
posibles. Definimos la dimensidn de conteo de cajas superior e inferior, respectivamente,
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como loe N-(F
dimgF = limsup og—a()’
§—0+ — log o
log Ns(F
dim  F = liminf 28N (),
-0t  —logo

En general dim,F < dimiF y, si se da la igualdad, nos referiremos a ese valor como la
dimensidn de conteo de cajas de F y se denotara por dimg F.

En la definiciéon pedimos que F sea no vacio y acotado para evitar problemas con log0
o log oo, pues por un lado al ser no vacio todo recubrimiento de F tiene por lo menos un
elemento y al ser acotado es un subconjunto de un compacto asi que por lo menos existe un
recubrimiento finito.

Proposicion 2.6 ([12, Equivalent definitions 2.1]). En la Definicién[2.5]es equivalente que
N5(F) se defina de cualquiera de las siguientes maneras:

(1) el menor niimero de conjuntos que formen un &-recubrimiento de F,
(2) el menor niimero de bolas cerradas que formen un 6-recubrimiento de F,
(3) el menor numero de cubos de lado 6 que recubran F,

(4) el numero de cubos de la forma [m;6,(m;+1)8]x---x[m,6,(m,+1)6], conm;,...,m,
niimeros enteros, que interseca a F,

(5) el mayor numero de bolas disjuntas de radio 6 con centro en F.

Demostracion. Todas las equivalencias se prueban de manera similar. Para demostrar la equi-
valencia de dos apartados tomamos un conjunto de uno de los apartados, lo recubrimos con
un ntmero constante de conjuntos del otro apartado y viceversa. Con este procedimiento,
al tomar logaritmos podremos demostrar que N5(F) en una definiciéon es mayor o igual que
en la otra y viceversa. Probaremos con detalle la equivalencia entre el apartado (1) y el (4).
Para mas detalles se puede consultar la demostracion en [[12].

(1) & (4) Denotamos por Ns(F) el menor nimero de conjuntos de didmetro 6 que
recubren F. Sea Ny (F) el ntimero de cubos de la forma [m; 6, (m; +1)8]x - -+ x[m,&,(m, +

1)6], con my,...,m, nimeros enteros, que interseca a F. En particular los cubos de N;(F)
proporcionan una coleccién de conjuntos de didmetro & 4/n que recubren F, por tanto,
N5 w(F) < N.(F). 2.1)

Por otro lado, podemos recubrir cualquier conjunto de didmetro 6 con 3" cubos n-dimen-
sionales de lado &, para ello tomamos un cubo que interseque al conjunto y, entonces, este
cubo junto a sus vecinos lo recubrirdn. Por tanto

NZ(F) < 3"N;(F). (2.2)
Combinando las desigualdades (2.1) y (2.2) y dividiendo por por —log 6 tenemos que

log N5 /=(F) - log N4(F) _ log3" +1ogN5(F)
—log(64/n)+logy/n~ —logd —logé

. (2.3)
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ya que log(y/n) —log(6+/n) = log(é) = —log 6. Tomando limites superior e inferior en la
cadena de desigualdades (2.3 tenemos que

liming 28N () o 108N(F) L plog 3" + logNo(F)
0" —log  6-0' —logs  ooor  —logd
ya que
log N5 (F log N<(F
liminf 8 6‘/_( ) = imlnf—og 6( )’
d —log(5ﬁ)+logﬁ 5—0+ —logod
y
1 "+logN:(F loe N-(F
liminf 083" + log No( )zliminfog—g()’
50 —logéd 5-0t —log&

donde los términos constantes log 4/n y log 3" desaparecen debido a que tanto —log(6+/n)
como —log & tienden a co cuando & — 0*. Andlogamente obtenemos que

log N, (F)

log Ns(F log Ns(F
h'msupog—g() < limsup Sh’msupOg—E()

§—0+ —log §—0+ —log 5—0+ —10g5 '
De lo que se deduce la igualdad.

La formulacién (4) de la definicién de dimensién de conteo de cajas es de las mas usadas
para estimar esta dimensién computacionalmente. Por ejemplo, para estimar la dimension
de conteo de cajas de un conjunto F contenido en el plano, dibujamos, para unos cuantos
valores de &, un cuadricula con cuadrados o “cajas” de lado & y contamos el nimero de
cajas que cortan a F. De esta forma la dimensién de conteo de cajas es aproximadamente la
pendiente de la grafica de log N5 contra —log 6. En la Figura[2.2]se ilustra parte este proceso
sobre la frontera de Galicia.

AT A =
ﬁﬁ <

13
=

d
F R e

T ¥

|~

W e e

T

Fig. 2.2. Distintas iteraciones para la aproximacion de la dimension de conteo de cajas
para la frontera de Galicia. Se marcan en amarillo aquellas “cajas” en las que hay puntos
de la frontera.

Veremos en el final de este apartado que la dimensién de conteo de cajas tiene unas
caracteristicas poco interesantes a nivel tedrico y por tanto trabajaremos para definir una
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dimensién mejor en ese aspecto. No obstante, el gran interés que tiene esta dimension es
precisamente su facilidad de estimarse computacionalmente. En este trabajo hemos comen-
tado un método muy bésico utilizando la definicién (4), para ver métodos mds avanzados
puede consultarse [|12, Chapter 4]. A modo de ejemplo, trataremos de calcular a nivel ted-
rico la dimensidn de conteo de cajas en alguno de los ejemplos del primer capitulo.

Ejemplo 2.7. Sea F el conjunto de Cantor. Veamos que dimg F = %. Sea E; el k-esimo

conjunto obtenido en la construccion del Ejemplo Tomando & tal que 37% < § < 37%+1,
los 2 intervalos de longitud 37 que conforman E, son un &-recubrimiento de F y conse-
cuentemente Ns(F) < 2*. Por tanto,

_—_— Ns(F
dimgF = lim sup L < limsup
50+ —log(d) k—00

log(2F) — limsu klog(2)  log(2)

TlogBE ) S G D log@)  log(3) P

Por otro lado, sea ahora & tal que 37! < § < 37%. Entonces cualquier intervalo de longitud
0 interseca como mucho a uno de los intervalos que forman a E,, pues la distancia entre dos
intervalos de E, es de 37 > 5. Como en E, hay 2* intervalos, se necesitan por lo menos 2*
intervalos de longitud & para recubrir F. Por tanto, N5(F) > 2* y entonces,
k
dim, = liminfw > h’minflog—z__ = liminf klog2 = log2.
5-0t  —logd k—oo —log3*k-1 k-co (k+1)log3 log3

(2.5)

De las desigualdades (2.4) y (2.5) deducimos que dimg(F) = 082

log3*
Ejemplo 2.8. Sea F el tridngulo de Sierpinski. Veamos que dim, = ﬁB = }Z%. Sea E; la
k-esima etapa de la construccidn del Ejemplo E, consiste en 3* tridngulos equilateros
con lados de longitud 27, Tomando & tal que 2% < § < 27%*! dado que F C E, para todo
k € N, tenemos que los 3* tridngulos de E, forman un §-recubrimiento de F y, por tanto,
Ns(F) < 3k, Consecuentemente,

— N;(F) log 3* log3
d F)=1li <li = .
i (F) 12risolfp —logd lﬂi‘ip —log2-+1  log2

Por otro lado, tomemos & tal que 27! < § < 27, Entonces cualquier subconjunto del
plano de didmetro & interseca como mucho a tres tridngulos de E;, puesto que no puede
intersecar a dos tridngulos a distancia mayor que 27%. Como hay 3 triangulos en E, y todos
contienen algun punto de F, se necesitan por lo menos 3;—k conjuntos de didmetro menor o
igual que & para recubrir F. Consecuentemente, N5(F) > 3571, Por tanto,

N;s(F log 3+~1 log3
dim, (F) = lim inf 5F) S Jiminf—28 = 8%
- 5-0t —logd ~ k—ooo —log2-k-1  log2

log3

Deducimos entonces que ﬁB(F ) =dim,(F) = Tos2"

En la siguiente proposicién enumeramos algunas de las propiedades basicas de la di-
mensién de conteo de cajas.

Proposicion 2.9. La dimension de conteo de cajas cumple las siguientes propiedades:
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(1) SiE CF, entonces dim,E < di_mBFyﬁBE < dimF.

(2) Si F C R" no vacio y acotado, entonces 0 < dim,F < EBF <n

(3) dimy es finitamente estable, es decir, dimg(E U F) = méx{dimzE, dimzF}.
(4) Si F C R" es abierto, entonces dimg F = n.

(5) SiF esno vacio y finito, dimz F = 0.

Demostracion. (1) Como E C F tenemos que para todo 6 > 0, Ns(E) < N5(F) de lo que se
sigue la desigualdad de dimensiones.

(2) Por definicién tenemos que 0 < dim,F < dimyF, entonces solo tenemos que ver

EBF < n. Sean C un cubo n-dimensional de lado my & € (0, m). Es facil ver que podemos
recubrir C con cubos n-dimensionales de lado 6 dispuestos como en el apartado (4) de la
Proposicion utilizando [ ]" cubos. Entonces, como [ ]" < (5 +1)" = (m+06)"6" <
(2m)"6™", existe una constante ¢ = (2m)" tal que N5(C) < ¢6™" para todo 6 € (0,m).
Usando la definicién de di_mB obtenemos que di_mBC < n. Como cualquier conjunto acotado
F esta contenido en un cubo n-dimensional, tenemos, por (1), que HBF < EBC <n.
(3) En la desigualdad N5(EUF) < N5(E)+ Ns(F) dividimos por —log 6 (tomando 6 < 1
para que no afecte al signo de la desigualdad) y obtenemos, tomando limite superior, que

EB(E UF) < max{dimgzE, dimgzF}. Para la desigualdad contraria basta tener en cuenta que
E,F CEUF.

(4) Como F contiene un cubo n-dimensional C tenemos, razonando de manera similar
a (2), que N3(F) = N5(C) = c6™" para alguna constante c lo que implica que dim,(F) > n.
Por (2) tenemos que n < dimzF < dimgF < n, por lo que dimg F = n.

(5) Como F es no vacio y finito, F consiste en m puntos distintos. Luego Ns(F) = m para
todo & > 0y, por tanto, dimg F = 0. [ |

Proposicién 2.10 ([12, Proposition 2.6]). Sea E C Ry E su clausura topoldgica. Entonces
dimyzE = dim,E,
dim,E = dim,E.

Demostracion. Sea {BOL}Z;‘:1 una coleccion finita de bolas cerradas de radio 6. Entonces el

conjunto Uizl B, es cerrado y contiene a E siy sélo si contiene a E ya que por definicién la
clausura de un conjunto es el menor cerrado en el que estd contenido. Por tanto, el menor
ntmero de bolas cerradas de radio § que recubren E también recubren E. Teniendo en
cuenta la Proposicién se da la igualdad de dimensiones. [ |

Si bien a primera vista esta proposicion parece interesante, podemos exponer las debi-
lidades de la dimensién de conteo de cajas a nivel tedrico muy facilmente gracias a ella.
Veamos a través de dos ejemplos como conjuntos numerables tienen dimensién de conteo
de cajas mayor que cero, incluso aunque sélo tengan un punto de acumulacién.
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Ejemplo 2.11. Gracias a la Proposicién es sencillo construir un conjunto numerable
con dimensién de conteo de cajas distinta de cero. Sea E el conjunto, numerable, de los
racionales que pertenecen a [0,1]. Entonces E es todo el intervalo [0,1], por la Proposi-
cién Vemos que dimzE = dim,E = 1. Se trata de un resultado poco interesante pues
la dimensién de cada punto por separado es cero y, sin embargo, su uniéon numerable tiene
dimension igual a uno.

Ejemplo 2.12. Sea E = {0} U {%}HEN, veamos que dimg E = % Sean 6 € (0, %) ykeNel

natural que satisfaga ﬁ >0 > ﬁ

Veamos en primer lugar que dim E > % Sea U un conjunto tal que |U| < &, entonces
U s6lo puede contener a un punto del conjunto {%}ﬁzl pues la distancia entre dos de estos
puntos es por lo menos k:lTl — % = ﬁ > §. Consecuentemente, son necesarios por lo

menos k conjuntos de didmetro & para recubrir E, luego N5(F) > k y entonces,

log N5(F) S logk log k R 1
—logs " logk(k+1) 2logk+log(1+1/k) 2

cuando k — 400, que corresponde con 6 — 0, por lo que dim,E > %

Por otro lado, veamos que dimgE < % Podemos dividir el intervalo [0, %] en k+1 in-

tervalos de longitud ﬁ < &, con esto nos quedan otros k — 1 puntos en E que podemos

recubrir con k — 1 intervalos, por lo tanto N5(E) < k + 1+ k—1 = 2k y entonces,

logng(F)< log2k log 2 + log k 1

< = —
—log o logk(k—1) 2logk+1log(1—1/k) 2

cuando k — 4+ 00, que corresponde con 6 — 0, por lo que dimgE < %

En este ejemplo vemos que basta que un conjunto numerable tenga un Unico punto de
acumulacién para que su dimension de conteo de cajas sea mayor que cero.

2.3. Teoria de la medida

Nuestro objetivo serd tratar de construir una dimensién que corrija las carencias tedricas
de la dimensién de conteo de cajas. No iremos muy lejos en este intento sin la ayuda de la
teoria de la medida, asi pues, en este capitulo, introduciremos las nociones de esta rama de
las matemadticas necesarias para poder seguir avanzando. A partir de aqui trabajaremos con
un conjunto cualquiera X.

Definicidon 2.13. Decimos que una coleccién & de subconjuntos de X es una o-dlgebra si
@€ Sy & escerrada bajo uniones numerables y bajo complementarios.

Proposicion 2.14 ([7, Theorem 5.2.1]). Sea 6 una coleccién de subconjuntos de X, entonces
existe una unica o-dlgebra & tal que:

(1) € CcZ,
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(2) Si 9 es una o-dlgebra tal que 6 C ¥ entonces F C Y.

Demostracion. Veamos en primer lugar que la interseccion de una familia de o-algebras es
una o-dlgebra. Sea I' una familia de o-dlgebras y sea 8 = (), .¢/, veamos que % es
una o-dlgebra. En primer lugar, tenemos que & € 9 ya que @ € .«f para todo .«/ € I' por
ser .o/ una o-algebra. En segundo lugar, veamos que % es cerrado por complementarios.
Sea A € A, entonces A € ./ para todo ./ € I' y, por tanto, X \ A € .¢/, consecuentemente,
X \ A € &. Por tltimo, veamos que es cerrado por uniones numerables. Sea {A,},cy cOn
A, € B para todo n € N, entonces A, € .« para todo n € N y para todo ./ € T, asi que

U,enAn € -« para todo .« €Ty, consecuentemente, | J A, € B.

Para construir la o-dlgebra & consideraremos I' la familia de todas las o-adlgebras ¥
tales que € C 9. T es no vacio ya que por lo menos la o-dlgebra que forman la familia
de todos los subconjuntos de X pertenece a I'. Sea & = [\, 4. Z es una o-algebra por
ser interseccion de o-dlgebras y si ¢ es una o-dlgebra tal que 4 C ¥, entonces ¥ € I' y,
consecuentemente, &% C 9. [ |

Definicién 2.15. Si 6 es una coleccién de subconjuntos de X, diremos que la o-dlgebra &
obtenida en la Proposicion [2.14}, que denotaremos por o (%), es la o-dlgebra generada por
%.

Definicién 2.16. Decimos que una aplicacion u definida sobre una o-dlgebra & y con
valores en [0, +00 ] es una medida si cumple las dos siguientes propiedades:

(1) El conjunto vacio tiene medida igual a 0, es decir,
u(@) = 0;

(2) La aplicacion u es o-aditiva, es decir, para toda coleccion numerable {E, }, .y de ele-
mentos disjuntos de & se cumple que

M(D E) = ZM(EH)-
n=1 n=1

Teorema 2.17 ([13, Theorem 1.1] Continuidad de la medida). Sea u una medida definida
en una o-dlgebra & de subconjuntos de X. Entonces se cumple:

(1) SiE, CE, C--- esuna sucesion creciente de conjuntos de &, entonces

u (U Ek) = lim p(Ey).

keN

(2) Si F; D F, D --- es una sucesion decreciente de conjuntos de & y u(F,;) < 00, entonces

u (ﬂ Fk) = lim p(F,).

keN
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Demostracion. (1) Podemos expersar U;:Zl E; como la unién disjunta E; L |_|;:ZZ(Ek \ E_1)-
Entonces tenemos, por la propiedad (2) de la Definicién |2.16} que

M(U Ek) = w(E) + D p(E\ Eey) = lim {M(EIHZM(Ek\Ek_l)
k=1 k=2 k=2

= lim u (E1 L |_|(Ek \ Ek_l)) = lim p(E,).

k=2

(2) Sea E;, = F, \ F;, entonces la sucesion E, oy es creciente y, como u(F;) < oo, u(E;) < oo
para todo k € N. Ademds, ﬂ;:; F,=F;\ U;:Zl E,. Por tanto tenemos, usando (1), que

u (ﬂ Fk) = u(F) —p (U Ek) = u(Fy) — lim u(E,)
k=1 k=1
= kli’rgo[u(Fl)—u(Ek)] = lim u(Fy).
[ |

Definicion 2.18. Decimos que una aplicacién v definida sobre todos los subconjuntos de X
y con valores en [0, +00 ] es una medida exterior si cumple las siguientes propiedades:

(1) El conjunto vacio tiene medida igual a 0O, es decir,
u(@) =0;

(2) v(A) < v(B)siACB,;

(3) La aplicacion v es o-subaditiva, es decir, para toda coleccion numerable {A,},cy de
elementos de X se cumple que

v(GAn) < i v(A,).
n=1 n=1

Las medidas exteriores son utiles pues por un lado estdn definidas para cualquier sub-
conjunto de X pero ademds, como veremos a continuacién, siempre existe una o-algebra
sobre la que actiia como una medida.

Definicion 2.19. Sea v una medida exterior sobre X. Un subconjunto E C X se dice v-
medible (en el sentido de Carathéodory) si para cada subconjunto A de X tenemos que
v(A) = v(ANE)+ v(A\ E).

Observamos que, como A= (ANE) U(A \ E), por la condiciéon (3) de la Definicion m
tenemos que en general se cumple v(A) < (AN E)+ v(A\ E). Luego para verificar que
un conjunto E es v-medible llegara con probar que v(A) > v(ANE) + v(A\ E) para todo A
subconjunto de X.

Teorema 2.20 ([[13, Theorem 1.2]). Sea v una medida exterior. La coleccion # de los con-
juntos v-medibles forma una o-dlgebra y la restriccion de v a .# es una medida.
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Demostracion. Empezaremos viendo que . es una o-dlgebra.

Claramente @ € . pues, paratodo A C X, AN =B yA\ QD = A, entonces v(A) =
(@) + v(A) ya que (&) = 0 por ser v medida exterior.

Veamos que .# es cerrado por complementarios. Para ello, supongamos que E € ./
y veamos que X \ E € 4. Como E € .# tenemos, para todo A C X, que v(A) = v(AN
E)+ v(A\ E), ademds, como AN (X \E) =A\EyA\ (X \ E) =ANE, también se cumple
v(AN(X \E))+ v(A\(X \E))=v(A\E)+ v(ANE) = v(A). Por tanto, X \ E € .4 .

Veamos que .# es cerrado por uniones numerables. Sean {E,},cy C 4 y A C X. Apli-
cando la igualdad de la Definicién [2.19|sucesivamente tenemos que

v(A) =v(ANE;)+ v(A\ E;)
=v(ANE))+ v((A\ E;) NE,) + v(A\ (E; UE,))

:gv((A\UE)nE)H(A\UE)

Para todo k € N se cumple UJ Eic U i, lo que implica que A\(U] (EDc A\(U] LE)
Por tanto, tenemos, por el apartado @) de la Definicién [2.18] que

k j—1 oo
v(A)ZZv((A\UEi)ﬂEJ-)+V(A\UEJ), (2.6)

y, como la desigualdad es cierta para todo k € N,

[e°] i—1 (%]
v(A)ZZv((A\UEi)ﬂEj)+V(A\UEJ-). (2.7)
j=1 i=1 j=1

Por otro lado, como AN (UJ E)= UJ . ((A\ U ) ) usando el apartado (3) de la
Definicién [2.18| tenemos que

(A)g(AQ(GE))+(A\(Gg))gz((A\Ug)ng)+(A\[’jg)

(2.8)
De las desigualdades (2.7) y (2.8) deducimos que

v(A):zv((A\QEi)nEj}v(A\QEj):V(AQ(QE,.))H(A\QEJ.),

lo que implica que U € /. Por tanto, ./ es una o-dlgebra.

j=1 J

Por ultimo, veamos que v restringida a .# es una medida. Para ello tenemos que ver que
v cumple la condicién (2) de la Definicion Por la condicién (3) de la Definicién [2.18
de medida exterior solo tenemos que probar que v(|_|:i1 En) > Zn L V(E,) si{E, } ey €5
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una coleccién de conjuntos disjuntos de .# . Tomando A = |_|:Z1 E, en la desigualdad (2.7)
comprobamos que

V(D En) > i v(E,)
n=1 n=1

ji—1 . . .
ya que (|_|:Zl E,\ 521 Ei) NE; = E; por ser {E,},cy conjuntos disjuntos. Por lo tanto, la
restriccion de v a # es efectivamente una medida. [ |

Definicion 2.21. Decimos que una medida exterior es regular si para cualquier conjunto A
existe un conjunto v-medible E tal que AC E y »(E) = v(A).

Estaremos interesados en construir una medida exterior tal que la mayoria de conjuntos
sean medibles, en particular, serd conveniente que los conjuntos que sean expresables en
términos de uniones o intersecciones de conjuntos abiertos o cerrados sean medibles. A
partir de ahora sea (X, d) un espacio métrico y (X, 7,) el espacio topoldgico inducido por la
métrica.

Definicidon 2.22. Llamaremos borelianos o conjuntos de Borel de (X, 7,) a los conjuntos de
la o-algebra generada por 7,. Denotaremos por F, al conjunto de los borelianos que se
puedan expresar como una unidén numerable de conjuntos cerrados y G al conjunto de
los borelianos que que se puedan expresar como una interseccién numerable de conjuntos
abiertos.

Observamos que en la Definicién es equivalente decir que los borelianos son los
elementos de la o-dlgebra generada por los abiertos de 7; a decir que son los elementos
de la o-algebra generada por los cerrados de 7,. Esto es debido a que una o-dlgebra es
cerrada por complementarios. Con el objetivo de asegurarnos que los conjuntos de Borel
sean medibles introducimos la siguiente definicidén.

Definicion 2.23. Una medida exterior v sobre un espacio métrico (X,d) se dice medida
métrica exterior si v(EUF) = v(E)+ v(F) para todo par de subconjuntos E y F positivamente
separados, es decir, tales que d(E,F) :=inf{d(x,y): x €E,y € F} > 0.

Demostraremos a continuacién que los borelianos son siempre v-medibles si v es una
medida métrica exterior. Para ello demostraremos en primer lugar el siguiente lema.

Lema 2.24 ([26, Lemma 13.1] Carathéodory). Sean v una medida métrica exterior sobre
(X,d), G e 1,y A, cualquier subconjunto de G. Para todo n € N, sea

An:{x:xeryd(x,X\G)Zi}.

Entonces
].l,m V(An) == 'V(Ao).
n—o0

Demostracién. Como para todon € N, A, CAy YA, CA,,;, tenemos que v(4,) < v(A,) y
v(A,) < v(A,;1). Por tanto, el limite existe y es menor o igual que v(A,). Consecuentemente
solo tenemos que probar que

limsup v(4,) = v(Ay). (2.9)

n—oo
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Como A, C A, para todo n € N, tenemos que U::;An C A,. Como G es un abierto,
cada punto x € A, es un punto interior de G y, por tanto, existe un entorno abierto de ese
punto U, C G de forma que d(U,,X \ G) > 0. Consecuentemente, x € A,, para un m € N

. . 7 o
suficientemente grande. Asi, A, C UnzlAn, de lo que se deduce que

A= A, (2.10)

Para todo n € N definimos D, =A,,; \A,. De la igualdad (2.10) y el hecho de que A, CA, .,
se deduce que

Ag =Ay U ( U Dk) = Ay U (UDzk) U (UDZIH-I) )
k=n k=n

k=2n

y, por lo tanto,

YAy < v(Ay,) + Z V(D) + Z Y(Dyri1)-
k=n k=n

Supongamos que las dos tltimas sumas convergen a 0 cuando n — ©o. Entonces tenemos
que
v(Ay) < limsup v(A,,) < limsup v(4,),

n—>oo n—oo

como queriamos ver. En caso de no cumplirse nuestra suposicién tendriamos que una de
las series Y, oy Y(Dai)s Dren V(Dars1) es divergente. Supongamos que lo es la primera. La
demostracion es completamente andloga si suponemos que lo es la segunda.

Por la definicidn de los conjuntos A,,, tenemos que para todo k € N,

1 1 -0
2k+1 2k+2 ’

d(DZk: D2k+2) =

y, para todon €N,

U Dyy € Agp,
k=1

luego, como v es una medida métrica exterior, tenemos, por la Definicién |2.23] que
n—1 n—1
V(Ag,) = V(U Dzn) = Z V(Do)
k=1 k=1
Como Y, . ¥(Dy) es divergente,

limsup v(4,,) = limsup v(A,,) = o0,

n—,oo n—oQ

y, por tanto, se cumple la desigualdad (2.9) como queriamos probar. |

Teorema 2.25 ([26, Theorem 13.2]). Si v es una medida métrica exterior sobre (X,d),
entonces los conjuntos cerrados de (X, T,) son v-medibles.
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Demostracion. Sean F un conjunto cerrado y A un conjunto cualquiera. Entonces A\ F esta
contenido en el conjunto abierto X \ F y, por el Lema [2.24} existe una sucesion {E,},cy tal
que

d(E,,F)= % (2.11)

paratodon €N,y

nlirgo v(E,) = v(A\ F). (2.12)
Por la desigualdad tenemos que

v(A) = vV[(ANF)UE,] = v(ANF)+ v(E,),
y, haciendo tender n — o0, tenemos, por la igualdad (2.12)), que
v(A) = v(ANF)+ v(A\ F).

Por tanto, F es v-medible. [

Corolario 2.26 ([26, Corollary 13.2.1]). Si v es una medida métrica exterior, entonces los
borelianos son v-medibles.

Demostracion. Por el Teorema |2.20| sabemos que los conjuntos medibles forman una o-
algebra. Como los borelianos son la o-algebra generada por los cerrados de 7, y, por el
Teorema los cerrados son medibles tenemos, a consecuencia de la Proposicién [2.14]
que los borelianos son medibles. [ |

Nos centraremos ahora en un método para crear medidas exteriores y medidas métricas
exteriores desarrollado por Carathéodory. Sea .o una familia de subconjuntos de X que
recubra a X. Sea ¢ : . — [0, 0o ] una funcién cualquiera.

Teorema 2.27 ([[7, Theorem 5.2.2] Método I). Existe una tinica medida exterior v sobre X
tal que:

(1) v(A) <c(A) para todo A< o,
(2) si v* es una medida exterior sobre X de forma que v*(A) < c(A) para todo A € .o,

entonces v*(B) < v(B) para todo B C X.

Demostracion. Para la unicidad vemos que si dos medidas satisfacen (1) y (2), por (2) cada
una es menor o igual que la otra y por tanto son iguales.

Para la existencia, sea B C X, definimos

»(B) = inf{z c(A)} , (2.13)

A€D

donde el infimo se toma sobre el conjunto de todos los recubrimientos numerables 2 de
B por conjuntos de .. Veamos en primer lugar que v asi definida es una medida exterior.
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Claramente (&) = 0 ya que el conjunto vacio esta recubierto por un recubrimiento vacio
y la suma vacia tiene valor cero. Por otro lado, si B C C, entonces cualquier recubrimiento
de C también es un recubrimiento de B y, consecuentemente, ¥(B) < v»(C). Por ultimo, sea
{B,,},en una coleccién numerable de subconjuntos de X. Tenemos que demostrar que

v(U Bn) < i v(B,,).

neN n=1

Si v(B,,) = oo para algun n, la desigualdad se cumple claramente. Por tanto podemos supo-
ner ¥(B,) < oo para todo n € N. Sea € > 0. Para cada n € N podemos escoger, teniendo en
cuenta la definicién que introdujimos en la igualdad (2.13)), 2,, un recubrimiento numerable
de B,, por conjuntos de .« de forma que

D) < v(B,)+27".

A€,

Sea 2 = J, o 2., entonces 2 es un recubrimiento numerable de | J, . B,. Por tanto,

V(UBH) <> )< i > )

neN A9 n=1Aeg,
o0 oo oo
< Z v(B,) + ZZ_”G < Z v(B,) + €.
n=1 n=1 n=1

Como € era un nimero positivo cualquiera, tenemos que
oo

v(U Bn) < E »(B,).
neN n=1

Consecuentemente, v es una medida exterior.

Por dltimo veamos que v cumple las dos condiciones del enunciado. Para (1), siA € ./,
entonces {A} es un recubrimiento por elementos de ./ de A, luego,

v(A) < > e(B) = c(A).
Be{A}

Para (2), supongamos que v* es una medida exterior sobre X tal que v*(A) < ¢(A) para todo
A € . Sea 9 cualquier recubrimiento numerable de B C X por elementos de ./, entonces,

D@z v (A= (UA) > v*(B).

A9 A€ AED

Como 9 era un recubrimiento numerable cualquiera tenemos que inf,, {ZAE@ c(A)} > v*(B)
y por tanto »(B) = v*(B), como queriamos ver. [ |

Definicion 2.28. Sea C C R" un producto cartesiano de intervalos finitos, es decir, C es de
la forma
C =(a;, by) x (ay, by) x -++ x (a,, b,),
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donde a; < b; para todo i € {1,...,n}. Entonces definimos el volumen n-dimensional de C
como

vol"(C) = (b; —a;)(by—ay)--- (b, —a,).
Sea F un subconjunto cualquiera de R", definimos la aplicacién

YY(F) = inf{Zvol”(CA) Fc| cl},
AEA AEA

donde el infimo se toma sobre todos los recubrimientos numerables de F por conjuntos que
son productos cartesianos de intervalos finitos. De esta forma £" es una medida exterior
construida siguiendo el Teorema donde .« son los conjuntos que son productos car-
tesianos de intervalos finitos y ¢ : ./ — [0, 00 ] es el volumen n-dimensional. " se llama
medida exterior de Lebesgue n-dimensional y su restriccién a la o-dlgebra de los conjuntos
%"-medibles es la medida de Lebesgue n-dimensional. Se tiene que los conjuntos de Borel
son ¢"-medibles [|5, Proposition 1.3.6].

Por dltimo en este apartado, veamos un método para construir medidas métricas exte-
riores. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, de igual forma que para espacios euclideos
denotaremos por |A| = sup{d(x,y) : x,y € A} el didmetro de A. Sea ./ una familia de
subconjuntos de X de forma que para todo x € X y todo € > 0 existe un A € ./ tal que
x €Ay Al <e.Seac: . — [0,00] un funcién cualquiera. Para todo € > 0 construimos
una medida exterior v, por el método del Teorema sobre el conjunto ./, y la funcién
¢, siendo .. = {A€ . : |A| < €}. Sea E C X definimos

vo(E) = lim v, (E),

este limite existe ya que v.(E) crece cuando € decrece. Para comprobar esto supongamos
0 < € < ¢’ entonces ./, C .¢/,, y por tanto v..(E) < v.(E) ya que en la definiciéon introducida
en la igualdad el infimo se toma sobre menos elementos. Diremos que una funcién
v, construida de esta manera estd construida a través del Método II.

Teorema 2.29 ([7, Theorem 5.4.4] Método II). Una funcién v, construida a través del
Método II es una medida métrica exterior.

Demostracion. En primer lugar veamos que es una medida exterior. Tenemos v.(&) =0y
v.(A) < v.(B) si A C B por ser v, medida exterior para todo € > 0. Luego v, cumple con
estas dos propiedades también. Veamos que v, es o-subaditiva. Sea {E, },cy una coleccién
de subconjuntos de X, por la o-subaditividad de v, y el hecho de que v.(E) < v.(E) si
0 < € < €’ se tiene que

(G ) Z v (E) < Z vo(Ey).

k=1
Por tanto,
Vo (U Ek) = ?_r)n V. (U Ek) Z Vo(Ep)-
k=1

Por ultimo, veamos que v, es una medida métrica exterior. Sean Ay B dos subconjuntos de
X positivamente separados, tenemos que demostrar que vy,(AU B) = v,(A) + v,(B). Como
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v, es una medida exterior tenemos que vy(AU B) < v,(A) + v,(B), luego solo tenemos que
probar la desigualdad contraria. Sea € tal que d(A,B) > ¢ > 0 y sea 2 un recubrimiento
numerable de AU B por conjuntos de .¢/,. Un conjunto D € 9 tiene didmetro menor que
d(A, B), por tanto, intersecara como mucho a uno de los dos conjuntos. Consecuentemente
podemos dividir a 2 en dos colecciones disjuntas 92, y %,, de forma que %, recubraa Ay
9, recubra a B. Luego tenemos que

DleD)= > eD)+ D (D)= v (A)+ v.(B).

De9 De, Deo,

Tomando el infimo sobre todos los recubrimientos tenemos que v.(AUB) > v.(A) + v.(B).
Por tltimo, tomando el limite cuando € — oo, deducimos que v,(AU B) > v,(A) + v,(B)
como queriamos probar. |

2.4. Medida y dimension de Hausdorff

Con lo que hemos visto de teoria de la medida ya estamos en disposicién de poder definir
la dimensién Hausdorff. Esta es una de las dimensiones fractales méas conocidas y utilizadas.
Como veremos tiene propiedades mejores a nivel tedrico que la dimensién de conteo de
cajas pero es mas dificil de estimar computacionalmente sobre ejemplos concretos. En lo
que sigue, sean (X, d) un espacio métrico y s un nimero real positivo.

Definicion 2.30. La medida exterior construida a través del Método II usando la aplicaciéon
¢, : .o/ — R* definida por ¢,(A) = |A]’, donde ./ es el conjunto de todos los subconjuntos
de X, se denomina la medida exterior s-dimensional de Hausdorff y la denotaremos por J*.
Llamaremos medida s-dimensional de Hausdorff a la restriccidon de #° a la o-algebra de los
conjuntos s#°-medibles.

Observacion 2.31. En este trabajo se denotard por ##° tanto a la medida de Hausdorff como
a la medida exterior de Hausdorff. En caso de utilizar la medida de Hausdorff se indicara
expresamente que el conjunto es #°-medible. Por otro lado, nos centraremos en el estudio
de la medida de Hausdorff sobre R".

Como ¢° esta construida por el Método II tenemos, en virtud del Teorema [2.27} que
#¢° es una medida métrica exterior y, por tanto, sabemos, por el Corolario [2.26] que todos
los borelianos son ##*-medibles.

Aplicaremos explicitamente a este caso la construccién de una medida por el Método II
para obtener una definicién mas explicita de »#*. En primer lugar, para cada 6 > 0 cons-
truimos la siguiente medida exterior por el Método I

H(F) = inf{ >, |A|S}, (2.14)
Ac. s
donde el infimo se toma sobre todos los 6-recubrimientos de F .</5. Entonces

#°(F) = lim #5(F), (2.15)

es la medida exterior s-dimensional de Hausdorff de F.
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Observacion 2.32. Se obtiene una definiciéon equivalente de la medida de Hausdorff si en
la ecuacion el infimo se toma sobre todos los §-recubrimientos de F formados por
conjuntos convexos en vez de conjuntos arbitrarios. Esto es debido a que siempre existe,
para cualquier conjunto, un conjunto convexo del mismo didmetro en el que esta contenido.
Ademds, también se obtiene una definicién equivalente si tomamos el infimo sobre todos
los 6-recubrimientos abiertos o todos los 6-recubrimientos cerrados [6].

Nos dedicaremos ahora a demostrar algunos resultados sobre la medida de Hausdorff
que nos seran de utilidad. El siguiente teorema demuestra la regularidad de la medida de
Hausdorff junto con algunas consecuencias que nos seran ttiles mds adelante.

Teorema 2.33 ([|13, Theorem 1.6]).

(1) Si E es un subconjunto de R", entonces existe un conjunto G perteneciente a G4 tal que
E C Gy #°(G) = #¢°(E). En particular, #¢° es una medida exterior regular.

(2) Cualquier conjunto #°-medible de #°-medida finita contiene un conjunto perteneciente
a F, de igual medida y, por tanto, contiene un conjunto cerrado que difiere de él en un
conjunto de medida arbitrariamente pequefia.

Demostracion. (1) Si #°(E) = oo, entonces R" es un conjunto abierto de igual medida.
Supongamos que #°(E) < oo. Teniendo en cuenta la Observacién podemos tomar,
para todo k € N, {U r’; } ey UN %-recubrimiento abierto de E tal que

= 1
D UIUEF < A#5(E) + .
- BTk

(o]

Entonces E C G, donde G = ﬂ;zl Um:l U,’; es un Gs-conjunto. Como {Uf;}mEN es un %

recubrimiento de G tenemos que 5%, (G) < J#;(E) + % Tomando el limite cuando k - oo y

k k
teniendo en cuenta que E C G deducimos que 5#°(E) = 5°(G). Como, por el Corolario[2.26]
los conjuntos pertenecientes a G5 son J¢*-medibles, #° es una medida exterior regular.

(2) Sea E un conjunto *-medible con s#°(E) < oo. Usando (1), podemos encontrar
una sucesion {O, },.cy de conjuntos abiertos que contengan a E tal que %S(ﬂ;: 1O\ E) =

%S(ﬂzl O,)—¢*(E) = 0. Como cualquier abierto de R" es un conjunto de F,, suponemos
que O, = ﬂ;ozl F r’; para todo k € N, donde {F ,’; }men €S Una sucesion creciente de conjuntos
cerrados. Tenemos, por la continuidad de la medida #°, que

lim #°(ENFL) = #°(ENO,) = #°(E),

m—0Q

para todo k € N. Por tanto, dado € > 0, podemos encontrar un m; tal que
A5(E\ Fr’;k) < 27k,

para todo k € N. Si tomamos F, igual al conjunto cerrado ﬂ;:l Fk

, entonces
my

H(F) > #(ENF) 2 #(E)— > A (E\FK )> #°(E)—e.
k=1
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Como F, C | J2, Oy, tenemos que #°(F, \ E) < #°(().2, Ox \ E) = 0. Por (1) tenemos que
F. \ E esta contenido en un conjunto G perteneciente a G5 tal que °(G) = 0. Por tanto,
F. \ G es un conjunto perteneciente a F,, contenido en E y que cumple

A#5(F.\ G) = #°(F.)— #°(G) > #°(E) —e.

Sea {€;},cy una sucesion de nimeros reales positivos que converja a cero. Entonces el con-
junto Uz <n(F;\ G) es un conjunto perteneciente a F,, contenido en E y, por el Teorema
de igual medida que E. |

Demostraremos a continuacion el Teorema del recubrimiento de Vitali. Este resultado
nos permitird extraer subconjuntos con propiedades interesantes de un tipo de recubrimien-
tos, que definiremos a continuacion, llamados recubrimientos de Vitali. Este teorema serd de
particular interés en el Capitulo

Lema 2.34 ([13, Lemma 1.7]). Sean E un conjunto s°-medible con #°(E) < oo y € > 0.
Entonces existe p > 0 que depende solo de E y de € tal que, para cualquier coleccion numerable
de conjuntos de Borel {U} }ien, con 0 < |U,| < p para todo k € N, se cumple que

oo %)
i (Eﬂ U Uk) <> UL +e.
k=1 k=1

Demostracion. De la igualdad (2.15)) deducimos que podemos escoger p > 0O tal que
€

o0
A(E) < Y Wil + 3

k=1

(2.16)

para todo p-recubrimiento {W, };cy de E. Sea {U; } .oy Una coleccién numerable de conjuntos
de Borel tal que 0 < |U;| < p. De las igualdades (2.15) y (2.14) deducimos que podemos
encontrar un p-recubrimiento {V; };cy de E \ U;:Zl U, tal que

oo (oe)
€
HA°| E\ U)+—>E [V, [°.
( £:4 ‘ 2 k=1 ¢

Como {U; }reny U {Vi }ren €S un p-recubrimiento de E tenemos, por la desigualdad (2.16)),
que

o0 o0

€

AE) < D UL+ Dl + .
k=1 k=1

Por tanto

F° (E N [j Uk) = #°(E)— ° (E \ G Uk)
k=1 k=1

o0 o0 € €
< QMU+ DI+ 5 = D Vil + 5
k=1 k=1

k=1
o
=D Ul +e.
k=1
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Definicidn 2.35. Sea E C R". Una coleccion ¥ de subconjuntos de R" se llama recubrimien-
to de Vitali de E si para todo x € E y paratodo 6 > 0, existe un U € ¥ talque x € U y
0<|Ul<S.

Teorema 2.36 ([[13, Theorem 1.10] Teorema del recubrimiento de Vitali). Sea E un
subconjunto F#¢°-medible de R" y sea ¥ un recubrimiento de Vitali de conjuntos cerrados para
E. Entonces:

(1) Existe un subconjunto numerable {U,},cy de V¥ tal que sus elementos son disjuntos y, o
bien se cumple que .- |U,| = 00, 0 #°(E\|J .-, U,) =0.

(2) Si #°(E) < 0o, entonces, dado € > 0, podemos pedir también que {U, },cn cumpla que
oo
H(E)< D U +e.
n=1

Demostracion. Sea p > 0 fijado, podemos asumir que |U| < p para todo U € V. Esco-
geremos los U, de manera inductiva. Sea U, cualquier elemento de ¥. Supongamos que
Ui,...,U, yahan sido escogidos y sea d,, = sup{|B| : B€ ¥,BN (Ukm:1 Uk) =@}.Sid,, =0,
entonces, como el recubrimiento de Vitali estd formado por conjuntos cerrados, tenemos
que E C UZ‘:l U, v, por tanto, (1) se cumple y el proceso termina. En otro caso tomaremos

dm
Um+1 tal que |Um+1| = 2y Um+1 n (UZ‘Zl Uk) =0Q.

Para terminar la demostracién de (1), supongamos que este proceso no termina en un
numero finito de etapas y que 2121 |U|* < oo y veamos que entonces J#°(E \ Uzl U;) =0.
Para todo n € N, sea B, una bola con centro en U, y radio 3|U,|. Veamos que para todo
k € N se cumple que

k (%)
E\lL:JlUi c ':LkJHBi. (2.17)

Como el proceso de seleccion de los {U,} no termina en un numero finito de etapas, tenemos
k . k

que, para todo x € E\ | J,_, U;, existe U € ¥ talque x e Uy U N (Ui=1 Ul-) = @. Como

Z;:Zl |U |’ < oo, tenemos que |U, | — 0y, consecuentemente, |U| > 2|U,,| para algin m € N.

Por el método de seleccion de los {U, }, U tiene que intersecar a algun U; con k < i < m para

el cual |U| < 2|U;|. Consecuentemente, U C B, y, por tanto, se cumple el contenido (2.17)).

Tenemos entonces que, para todo 6 > 0, se cumple que

s (1 () () = S o S
i=1 i=1

k+1 k+1

para todo k lo suficientemente grande como para que se cumpla |B;| < 6 para todo i > k.
Como Z;:l |U;[* — 0 cuando k tiende a infinito, tenemos que 5 (E \ Uzl U;) = 0 para
todo 6 > 0y, consecuentemente, °(E \ U::l U;)=0.

Para demostrar (2), supongamos que p es el numero correspondiente a E y € en el
Lema Si 221 |U;|* = oo, entonces (2) se cumple trivialmente. Supongamos que
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Zf:l |U;|* < oo, entonces, por el apartado (1) y el Lema tenemos que
(o] (ee] [ele] oo
#°(E) =2 E\|Ju)+ 2 EnJUu) =0+ EnJU) < D IUF +e.
i=1 i=1 i=1 i=1
]

Vistos estos resultados, nos centraremos en estudiar las propiedades de la medida de
Hausdorff. Para empezar, demostraremos que es, de alguna forma, una generalizacion de la
medida de Lebesgue. Necesitaremos para ello el siguiente resultado sobre conjuntos conve-
XOS.

Teorema 2.37. La medida de Lebesgue n-dimensional de un subconjunto de R" cerrado, con-
vexo y de didmetro d es, como mucho, la de una bola de didmetro d.

Una demostracion de este teorema puede consultarse en [[10]]. Por otro lado, es conocido
que la medida de Lebesgue n-dimensional de una bola n-dimensional de radio 1 es igual a

2

ﬁ. Puede consultarse una demostracion de este resultado en [[11]].
2

Teorema 2.38 ([[13, Theorem 1.12]). Si E C R" entonces £"(E) = ¢, #"(E), donde X" es

: . : 5
la medida de Lebesgue n-dimensional y ¢, = #ﬂl)
Demostracion. Sea € > 0, teniendo en cuenta la Observacion [2.32) podemos construir un
recubrimiento de E por conjuntos cerrados y convexos {U,, },cy tal que Z;o:l U, < #°(E)+
€. Porel Teorema <£"(U,,) < c,|U,|"y, por tanto, £"(E) < Z:; <£"(U,,) < c,7"(E)+
c,€. Consecuentemente £"(E) < c,7"(E).

Para ver la desigualdad contraria, sea {C,,},cny Una coleccién de conjuntos que sean
productos cartesianos de intervalos finitos y que cumplan que

> vol'(C,) < £"(E) +e. (2.18)

m=1

Para todo m € N, el conjunto de todas la bolas cerradas de radio menor o igual a 6 forman un
recubrimiento de Vitali para C,,. Por el Teorema|2.36} existe una coleccién de bolas disjuntas
{BX },cy de radio menor o igual a & tal que #"(C,, \ | .-, BX) = 0y, por tanto, 5#£(C,, \
U;:Zl B’r; ) = 0. Como los conjuntos de Borel son .¥"-medibles, tenemos que Z;:Zl < ”(B,’; )=
,%"(U;:; BX) < £"(C,,). Por la desigualdad tenemos que

HNE) < D ANC) < DD ANB+ D Ay (Cm \ G B,’;)
m=1 m=1 k=1

m=1 k=1
BEI" =D ¢, e (BE)

o0
<,
1 m=1 k=1

m=1

M8

>\.
Il

oo
<, D L(C) <, L (E) + ¢, e

m=1

Por tanto, para todo € y 6 positivos se cumple cn,%%“(E ) < ¥"(E) + € y, consecuentemente,
c, 7" (E) < ¥Y"(E). [
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De esta forma, la medida de Hausdorff generaliza los conceptos de longitud, drea y
volumen. Serdn de utilidad a lo largo del trabajo los dos siguientes resultados sobre cémo
se comporta la medida de Hausdorff sobre cierto tipo de transformaciones.

Proposicion 2.39 ([12, Proposition 3.1]). Sean F C R" y f : F — R" una aplicacién tal
que para todo x,y €F,

IfFG)=f() <clx—yl

con ¢ € R*. Sea s un niimero real positivo, entonces S°(f (F)) < ¢’ s¢°(F).

Demostracion. Si {U,},cy €S un d-recubrimiento de F entonces, como
fFNU) < clFNU,| <clU,,

{f (FNU,)} ey €s un c5-recubrimiento de f (F). Por tanto, > - [f(FNUI < c* Y.~ |U, [,
¥, consecuentemente, €5 (f (F)) < c¢*5¢;(F). Como esta desigualdad se cumple para todo
6 > 0, tomando el limite obtenemos que s#°(f (F)) < c*s#°(F). [ |

Proposicion 2.40 ([12, Scaling property 3.2]). Sea f : R" — R" una aplicacion sobreyec-
tiva tal que para todo x,y € R",

fG)=fI=rlx—yl

con r € R*. Sea s un niimero real positivo, entonces 5¢°(f (F)) = r*s¢*(F).

Demostracion. Como |f (x)—f(y)| =r|x—y]|, f esinyectiva. Como por hipdtesis f es tam-
bién sobreyectiva, tenemos que |f ~}(x)—f}(y)| = r |x—y| y el resultado es consecuencia

de aplicar la Proposicién afyf |

En particular tenemos que S#° es invariante por isometrias, como cabria esperar. Nos
centraremos ahora en en definir una dimension utilizando la medida de Hausdorff, con este
objetivo, estudiaremos como varia #° en funcidon de s. Tomando 6 < 1 en la ecuacién
vemos que >, es decreciente con s, asi que, por la igualdad (2.15), #*° también lo es.
Ademds, tomando t > s, si {U,} es un d-recubrimiento de F, se cumple que

DU = DU T <67 U, (2.19)
n n n

tomando infimos obtenemos que . (F) < 6"~ 5 (F). Tomando limites vemos que si #*(F)
toma un valor finito para cierto s entonces #*(F) = 0 para todo t > s. Por otro lado tenemos
que 6°' 5 (F) < #;(F) asi que si #*(F) toma un valor positivo entonces *(F) es infinito
sis < t. Por tanto, 7#°(F) ,como funcién de s, tiene un valor critico antes del cual la medida
de Hausdorff vale oo y después del cual vale 0. Esto suscita la siguiente definicion.

Definicion 2.41. Llamaremos dimension de Hausdorff de F, denotado dimy F al valor que
cumple,
dimy F = inf{s : #°(F) = 0} = sup{s : #°(F) = o0}.

Por lo tanto
o0 sis <dimyF,
0 sis>dimyF.

%S(F)={
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Observacidn 2.42. En el andlisis previo a la Definicién hemos omitido los casos en los
que #°(F) = 0 paratodos > 0y 5#°(F) = oo para todo s > 0. Estos casos se corresponden,
respectivamente, con dimy F = 0 y dimy F = 00. El primer caso es, por ejemplo, el de los
subconjuntos finitos de R". El segundo caso no se da en el estudio de 5 sobre R" pero
puede darse en espacios mas generales como espacios de Hilbert.

Si s = dimy F entonces #°(F) puede tomar cualquier valor en [0, oo ]. Llamaremos s-
conjunto a un conjunto #°-medible (en particular un boreliano por el Corolario que
cumpla que 0 < #°(F) < 00. Los s-conjuntos son los mds convenientes para estudiar tedri-
camente. En la practica la mayoria de conjuntos que nos encontremos seran s-conjuntos [|12,
Chapter 5].

Proposicion 2.43. La dimension de Hausdorff cumple las siguientes propiedades,

(1) Si E CF entonces dimy E < dimy F.
(2) Si F C R", entonces 0 < dimy < n.

(3) Estabilidad numerable, es decir; si {F,},cy €s una sucesion numerable de conjuntos, en-
tonces dimy | J°-, F, = sup,ey{dimy F,}.

(4) Si F es numerable, entonces dimy F = 0.

(5) Si F C R" es abierto, entonces dimy, F = n.

Demostracion. (1) SiE C F, entonces #°(E) < 5#°(F) para todo s > 0y, consecuentemente,
dimy E < dimy F.

(2) Como la dimensién de Hausdorff es mayor o igual a cero en general, solo tenemos
que probar que si F C R" entonces dimy < n. Sea E un subconjunto acotado de R", entonces
#°(E) = 0 para todo s > n ya que E se puede recubrir con un nimero finito de cubos n
dimensionales de didmetro 6 para todo 6 > 0. Como cualquier subconjunto de R" es unién
numerable de conjunto acotados, 7#°(F) = 0 si s > n. Por tanto, dim, F < n.

(3) Como F, C U:Zl F, para todo n € N, por la propiedad (1) tenemos que dimy F, <
dimy U:Zl F,. Por otro lado, sis > dimy F, para todo n € N, entonces °(F,) = 0 para todo
n € N. Por tanto #* (U:il Fn) < Zzl #°(F,) =0, lo que implica la desigualdad contraria.

4 F = U:; F, donde F, es un punto para todo n € N. Como F, es un punto tene-
mos que s#°(F,) = 1 y por tanto dimy F, = 0. Luego tenemos por la propiedad (3) que
dim, | JS°, F, = 0.

(5) Como F es abierto, contiene una bola de volumen n-dimensional positivo, luego
dimy F > n. Por (2) obtenemos la desigualdad contraria. [ |

Por tltimo en este apartado, un resultado interesante en el que la dimensiéon de Haus-
dorff de un conjunto nos da informacién sobre su topologia.

Proposicion 2.44 ([[12, Proposition 3.5]). Sea F C R" tal que dimy F < 1, entonces F es
totalmente disconexo.
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Demostracion. Sean x e y dos puntos distintos de R". Definimos la funcién f : R" — [0, 00)
por f(z) = |z — x|. Entonces tenemos que

£ )= F )] = [lz = x| = lw—xI| < |Gz = x) = (w— )| = |z — wl,

por lo que f es lipschitziana. Por la Proposicién[2.39] tenemos que dimy, f (F) < dimy F < 1.
Luego f (F) es un subconjunto de R con .#!-medida cero y, por tanto, R \ f(F) es denso en
R. Consecuentemente, podemos encontrar un r € R\ f(F) tal que 0 < r < f(y). Entonces
tenemos que

F={z€eF:|z—x|<r}u{zeF:|lz—x|>r},

por lo que F es igual a la unién de dos conjuntos abiertos disjuntos tales que x e y no
pertenecen al mismo. Por tanto x e y no estan en la misma componente conexa de F. Como
x e y eran dos puntos arbitrarios deducimos que F es totalmente disconexo. [ |

2.5. Comparacion de dimensiones. Definicion de fractal de
Mandelbrot

Empezamos este apartado comparando las dos definiciones de dimensidn fractal vistas
hasta ahora.

Proposicion 2.45 ([[12, Proposition 3.4]). Sea F C R" no vacio y acotado. Entonces
dimy F < dim,F < dim,F.

Demostracion. Distinguimos dos casos. En primer lugar, supongamos que 5°(F) = 0 para
todo s > 0, entonces dimy F = 0 y el resultado se cumple ya que, por definiciéon, 0 <
dim,F < dimyF. En segundo lugar, supongamos que existe s > 0 tal que 1 < #°(F). Como
#¢°(F) = lims_, 55 (F ), podemos tomar 6 > 0 tal que

1< #5(F) < N§(F)5°,

usando la igualdad (2.14). Tomando logaritmos obtenemos que 0 < log Ns(F) +slogd vy,

por lo tanto, s < liminfs_,,+ lofﬁﬁg(g ) delo que se deduce el resultado. |

Por desgracia, existen ejemplos en los que las desigualdades de la Proposicién [2.45] son
estrictas. Por lo tanto, en general, si conocemos (o podemos estimar) el valor de una de las
dimensiones solo obtendremos una cota para la otra. En el Capitulo[4]veremos una condicién
suficiente para que ambas dimensiones coincidan sobre un conjunto.

Para comparar las dimensiénes fractales con la dimensidn topoldgica hay que tener en
cuenta que la segunda estd definida para cualquier espacio topolégico sea o no metrizable.
Dicho esto, otra diferencia sustancial es que, como comentdbamos anteriormente, a dife-
rencia de las dimensiones de conteo de cajas y de Hausdorff, la dimensién topoldgica es
un numero entero. Por otro lado, en cualquier espacio métrico, se cumple la desigualdad
dimF < dimy F, una demostracion de este resultado se puede consultar en [|8, Chapter 3].
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Como comentamos en la introduccién, Mandelbrot originalmente definié un fractal co-
mo un conjunto cuya dimensién de Hausdorff excedia estrictamente su dimensién topolo-
gica. Expondremos un par de ejemplos que ilustren, por un lado, cudl era la motivacién de
esta definicion y, por otro lado, por qué no era una “buena” definicién. A priori, pareceria
razonable definir un fractal como un conjunto tal que su dimensiéon de Hausdorff no sea
un entero puesto que, intuitivamente, parece que para esto suceda, dicho conjunto tiene
que ser “irregular” de alguna forma (exploraremos con detalle dicha “irregularidad” en el
Capitulo [3). No obstante, existen conjuntos con dimensién de Hausdorff entera y que, sin
embargo, parecen tener ciertas caracteristicas que habiamos asociado con los fractales en la
introduccion. Por ejemplo, consideremos el siguiente resultado, cuya demostracion se puede
consultar en el Apéndice

Teorema 2.46 ([25, Theorem 44.1]). Sea I = [0, 1]. Existe una aplicacién continua y so-
breyectiva f : 1 — I

Tenemos entre manos una curva que “llena el espacio”. Como habiamos comentado, el
primer ejemplo de una curva de este tipo fue dado por Peano a finales del siglo XIX y se trata
de uno de los monstruos a los que Mandelbrot consideraba fractales. No obstante, al “llenar
el espacio”, vemos que su dimensién de Hausdorff es 2, es decir, un nimero entero. Por
tanto, para poder incluir este tipo de curvas como fractales, Mandelbrot amplia la definicién
usando la dimensién topoldgica. De esta manera, este tipo de curvas son fractales en el
sentido de Mandelbrot pues su dimensién topoldgica es 1.

Como comentdbamos en el primer capitulo, en la actualidad no existe ninguna conven-
cién sobre la definicidn de fractal. Por ejemplo, la definicién de Mandelbrot no se acepta pues
existen ciertos conjuntos cuya dimension de Hausdorff es igual a su dimension topoldgica v,
sin embargo, son lo suficientemente irregulares como para que se consideren fractales. Un
ejemplo de uno de estos conjuntos es el grafo de la funcién de Cantor, también conocido
como “la escalera del diablo”, que podemos ver en la Figura Para su definiciéon y mas
detalles se pueden consultar [21,28]].

Fig. 2.3. Funcién de Cantor. Imagen obtenida de [20|].



3. Propiedades locales de s-conjuntos

En esta seccién estudiaremos, con el objetivo de dar una definiciéon formal de “irregu-
laridad”, las propiedades locales de s-conjuntos de R", es decir, estudiaremos los entornos
de los puntos de un s-conjunto. Como las demostraciones de muchos de los siguientes re-
sultados son muy laboriosas no las incluiremos en este trabajo. Nuestra forma de proceder
serd probar con rigurosidad un resultado mds sencillo que el general y después enunciar el
resultado general citando donde se puede encontrar una demostracion. Todos los resultados
presentados en esta parte se enuncian en los Capitulos 2, 3 y 4 de [13]].

3.1. Densidad y regularidad

En primer lugar buscaremos un analogo al siguiente teorema de densidad de Lebesgue
para s-conjuntos. Denotaremos por B,(x) la bola cerrada de centro x y radio r.

Teorema 3.1 ([|13, Theorem 1.13]). Sea E un subconjunto ¥"-medible de R". Entonces la
densidad de Lebesgue de E en x, definida como

L Z(ENE,()
=0 Zn(B,(x))

existe, es igual a 1 si x € E y es igual a 0 si x ¢ E, excepto para un conjunto de £"-medida
cero.

Empezaremos definiendo el analogo para s-conjuntos a la densidad de Lebesgue. Gracias
a este nuevo concepto de densidad podremos dar una definiciéon de regularidad para s-
conjuntos.

Definicion 3.2. Dado s > 0, definimos las densidades superior e inferior de un s-conjunto E
en un punto x € R" respectivamente como

—s J(ENB
D (E, x) = limsup ( r(x))’
r—0+ (27")5

F°(ENB
DS(E, x) = liminf (ENB,(x))
r—0* 2r)s

Si ES(E ,Xx) = D*(E, x) decimos que la densidad de E en x existe y la denotamos por D*(E, x),
siendo esta el valor comun.

Definicion 3.3. Sea E un s-conjunto. Un punto x € E tal que ES(E,x) = D’(E,x) = 1se
dice punto regular de E. Un punto x € E que no sea regular se dice irregular. Un s-conjunto
E se dice regular si #°-casi todos sus puntos son regulares y se dice irregular si #°-casi
todos sus puntos son irregulares.
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Definiciéon 3.4. Sea E un s-conjunto, definimos la densidad convexa superior de E en el

punto x como
_ F(ENU
Di(E,x) = lim {supg} ,
ot U

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos convexos U talesque x € Uy 0 < |U| <
r.

. —S —S , .
Como B, (x) es un conjunto convexo tenemos que D (E,x) < D _(E, x). Ademas, si x € U
entonces U C By (x). Por tanto,

A(ENU) _ 7°(E N By (x))
Qluly eluly

para todo conjunto U tal que |U| # 0. Como |B;(x)| = 2|U|, tenemos que Z_SEi(E,x) <
D’(E, x). En resumen, se cumple que

27D (E,x) < D (E,x) < D.(E, x). (3.1)

Trataremos ahora de dar una caracterizacion de s-conjuntos regulares e irregulares. Para
ello necesitaremos unos resultados sobre las densidades que veremos a continuacién. Para
empezar, como trabajaremos con la medida de Hausdorff, necesitamos probar que los con-
juntos con los que vamos a trabajar son s#°-medibles. Demostraremos en el siguiente lema
algunos casos sencillos.

Lema 3.5 ([[13, Lemma 2.1]). Sea E un s-conjunto de R". Entonces se cumple que:

(1) #°(E N B,.(x)) es, como funcion de x, Borel-medible para todo r, es decir; el conjunto
{x eR": 5#°(ENB,(x)) < c} es un boreliano para todo c € R*.

(2) D’(E,x)y I_)S(E ,X) son, como funciones de x, Borel-medibles.

Demostracion. (1) Seanr,a >0y F = {x € R" : #°*(ENB,(x)) < a}. Sea x € F. Por el
Teorema tenemos que, para cualquier sucesion {5,},cy de nimeros reales positivos
decreciente y que converge a cero,

lim #°(ENB, 5 (x)) = #°(E N B,(x)).

Por tanto podemos encontrar un € > 0 tal que J#°(E N B,,.(x)) < a. Si y € B.(x), tenemos
que B,(y) C B,,.(x)y, consecuentemente, #°(ENB,(y)) < a. Entonces B.(x) es un entorno
de x contenido en F y, como esto se cumple para todo x € F, F es un conjunto abierto de
R"™. Como esto es cierto para todo a > 0, concluimos que 5#°(E N B,.(x)) es Borel-medible.

(2) Demostraremos que D°(E, x) es Borel-medible, el caso de ES(E ,Xx) se prueba de forma
parecida. Sea a > 0, veamos que el conjunto {x € R" : D°(E,x) < a} es un conjunto de
Borel. Usando el apartado (1) tenemos que el conjunto G, = {x € R" : #°(E N B,.(x)) <
a(2r)’} es un abierto para todo r € R*. Veamos que el conjunto

F,={x eR": #°(ENB,(x)) < a(2r) paraalginr < p},
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es abierto. Sea x € F,, entonces existe r, < p tal que 5#°(E N B, (x)) < a(2ry)’. Entonces,
x € G,, C F, donde, como acabamos de ver, G, es un abierto.

Por la definiciéon de D*(E, x), tenemos que

{XER”:QS(E,X)<OL}={X€R": lim inf{%s(EﬂBr(x))} <a}= ﬂsz ﬂ F,,

p—0tr<p (zr)s p>0 peQt

ya que si p; = p, entonces F, C F, . Luego, {x € R" : D(E,x) < a} es un conjunto
perteneciente a Gy y, por tanto, un conjunto de Borel para todo a > 0. Consecuentemente
D*(E, x) es una funcién de x Borel-medible. [ |

Demostrar que la densidad convexa superior es Borel-medible es mas complicado por
lo que en este trabajo asumiremos que los conjuntos definidos usando dicha densidad son
medibles. El lector interesado puede encontrar una demostraciéon completa de los siguientes
resultados en [|8]] donde en vez de la densidad convexa superior se utiliza una densidad
basada en una dimension fractal no vista en este trabajo (en [[13]] no se demuestra que la
densidad convexa superior sea Borel-medible).

Los dos siguientes teoremas son resultados sobre la densidad convexa superior que uti-
lizaremos mds adelante, junto a la desigualdad (3.1]), para obtener los resultados que bus-
camos sobre las densidades superior e inferior.

Teorema 3.6 ([13, Theorem 2.2]). Sea E un s-conjunto de R", entonces Ei(E,x) = 0 para
H°-casi todo x ¢ E.

Demostracion. Sea a > 0, vamos a probar que el conjunto medible F = {x ¢ E : EE(E, x)>
a} es de medida cero. Sea 6 > 0. Por el Teorema existe un conjunto cerrado E; C E tal
que #°(E\E;)<6.Seanp >0y

¥ ={U CR": U es cerrado y convexo,0 < |U| < p,UNE; =0y ##°(ENU)> a|U|'}.

Veamos que ¥ es un recubrimiento de Vitali de conjuntos cerrados para F, es decir, para
todo x € F y para todo € > 0 existe un conjunto cerrado y convexo V € ¥ talque x e V' y
0 < |V| <e€.Sean x € F, € > 0y definimos €, = d(x, E;) > 0, que es mayor estrictamente
que O por ser E; cerrado. Sea €, = min{e,, €, p}. Como x € F, tenemos que Ei(E,x) > ay,
por tanto, existe un conjunto convexo U tal que #°(FNU) > a|U|’y 0 < |U| < €,. Luego
V =1U es el conjunto que buscabamos.

Por tanto, por el Teorema [2.36 existe una sucesion {U, },<y de conjuntos disjuntos per-
tenecientes a ¥ tal que Y. - |U,I* = 00 0 #°(F \ | oo, Ux) = 0. Como U, € ¥ para todo
k e N, #°(ENU,) > a|U|’ tenemos que

— 1 — 1 o0 1 5
DU < =D A ENU) == En| JU) < A (E\E) < = < 00,
k=1 R o k=1 @ a

ya que los {U, } son disjuntos y no intersecan a E; . Por tanto se cumple que J°(F \U;z U =
0. Consecuentemente,

SLAEDNIAL <o+§.

HS(F) < %;(F\HU,()+%’;(F mkulUk) < %S(F\k 1
= = = k=1
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Como esto es cierto para todo 6 > 0 y para todo p > 0, concluimos que s#°(F) = 0. [ |

Teorema 3.7 ([13, Theorem 2.3]). Sea E un s-conjunto de R", entonces Ei(E,x) =1 para
F¢°-casi todo x € E.

Revisar. Empezaremos demostrando que Ei(E ,X)=>1paracasitodox € E.Seana <1y
p >0ysea

F,={x€E:#°(EuU) < a|U|’ para todo U convexo tal que x € U, |U| < p}.

Teniendo en cuenta la Observacién [2.32) podemos encontrar, para todo € > 0, un p-recu-
brimiento de F,, formado por conjuntos convexos {Uy },cy tal que

DU < #5(F) +e.
k=1

Podemos asumir que U, contiene un punto de F, para todo k € N ya que, en caso contrario,
podemos tomar los conjuntos que si tengan puntos de F,, como nuestro recubrimiento. Por
tanto, por la definicién de F,, tenemos que

HF) < Y AH(F,NU) < Y AENT) <a D Ul < al#°(F,) +e).
k=1 k=1 k=1

Como a < 1y la desigualdad es cierta para todo € > 0, deducimos que 5°(F,) = 0.
Como esto se cumple para todo p > 0, deducimos que ﬁi(E,x) > o para casi todo x € E.
Finalmente, como esto se cumple para todo a < 1, concluimos que Ez(E, x) = 1 para casi
todo x € E.

Probaremos ahora que Ei(E,x) < 1 para casi todo x € E. Sea a > 1, definimos el
conjunto medible F, = {x € E : Bi(E,x) > a}. Vamos a demostrar que s¢°(F,) = 0 para

todoa > 1. Sea F, = {x € F, : BE(E \ F,,x) = 0}. Por el Teorema tenemos que
#°(F, \ F}) = 0. Como E es medible en tanto que s-conjunto, y F, C E, tenemos que

#°(E) = #°(F,)+#°(E\F,). Por tanto, usando la Deﬁnicién tenemos que Bsc(Fa, x)+
—s —s . —s —3 —s

D (E\F,,x)>D_(E,x).Luegosi x € F, entonces D (F,,x) > D _(E,x)—D_(E\F,,x) > a.
Consecuentemente, el conjunto

¥ ={U CR": U es cerrado y convexo y #°(F,NU) > a|U|'}, (3.2)

es un recubrimiento de Vitali de conjuntos cerrados para F/. Sea € > 0, por el segundo
apartado del Teorema|2.36, podemos encontrar una sucesion {U, } <y de conjuntos disjuntos
pertenecientes a ¥ tales que J#°(F,) < 2121 |Uc|* + €. Por la definicion de ¥ tenemos que

1 — 1
H(F) = H(F) <= > A (F,NU)+e < —H(F)+e.
a =1 a

Como esta desigualdad es cierta para todo € > 0, concluimos que #°(F,) = 0si a > 1,
como queriamos demostrar. [ |
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Una vez demostrados estos resultados, recopilamos una serie de consecuencias intere-
santes que, ademads, utilizaremos después para estudiar la estructura de s-conjuntos.

Corolario 3.8 ([[13} Corollary 2.4 & 2.5]). Si E es un s-conjunto de R". Entonces

(1) D*(E,x) =0 para s¢°-casi todo x ¢ E,

2) 27 < BS(E,X) < 1 para #*-casi todo x € E.

Demostracion. Ambos resultados se deducen inmediatamente de la cadena de desigualda-

des (3.1)) y los Teoremas [3.6]y ]

Corolario 3.9 ([13, Corollary 2.6]). Sea F un subconjunto medible de un s-conjunto E.
Entonces D (F,x) =D (E,x)y D°(F,x) = D°(E, x) para casi todo x € F.

Demostracion. Sea H = E\ F, entonces tenemos, por el Corolario que D°(H, x) = 0 para
casi todo x € F. Luego para estos x se cumple que

D'(E,x)=D'(F,x)+D'(H,x) =D (F, x),
D’(E,x) = D’(F,x) + D’(H, x) = D°(F, x).
[ |

Corolario 3.10 ([[13, Corollary 2.7]). Sea E = | J, Ex una unién disjunta numerable de
s-conjuntos de forma que F¢°(E) < oo. Entonces, para todo k € N y para casi todo x € E,,

D*(Ey, x) = D*(E,x) y D (Ey, x) = D (E, x).

Demostracion. Se deduce aplicando el Corolario a E; como subconjunto de E. [ |

Corolario 3.11 ([[13} Corollary 2.8]). Sea E un s-conjunto. Si E es regular (resp. irregular)
entonces cualquier subconjunto medible de E con medida positiva es regular (resp. irregular).

Demostracion. Se deduce inmediatamente del Corolario 3.9y la definicién de regularidad.
|

El siguiente resultado nos permite descomponer un s-conjunto en un conjunto regular y
uno irregular. En la Figura(3.1|se puede ver este proceso en el caso de un 1-conjunto.

Corolario 3.12 ([13, Corollary 2.10] Teorema de descomposicion). Si E es un s-conjunto,
entonces el conjunto de los puntos regulares de E es un conjunto regular y el conjunto de los
puntos irregulares de E es un conjunto irregular.

Demostracion. Por el Lema el conjunto de puntos regulares y el conjunto de puntos
irregulares de E son ambos medibles. Por tanto el resultado se deduce del Corolario |
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Fig. 3.1. Descomposicion de un 1-conjunto F en una parte regulary otra irregular. Imagen
obtenida de [|12|].

3.2. Estructura de conjuntos de dimension entera

En este apartado estudiaremos los s-conjuntos regulares para el caso s € N. Empezare-
mos centrdndonos en los 1-conjuntos. Aqui serd de gran importancia el concepto de curva.

Definicidon 3.13. Definimos una curva (o una curva de Jordan) como la imagen de una
aplicacién continua e inyectiva ¥ : [a,b] — R? donde [a, b] es un intervalo cerrado no
degenerado.

Tenemos entonces que, bajo nuestra definicién, las curvas no se autointersecan, son
compactas y son conexas.

Definicion 3.14. La longitud de una curva C, £(C), se define como

m
£(C)=sup {Z () _‘I’(tk—1)|} € [0, 00],
k=1
donde el supremo se toma sobre toda particion a = t, < t; < ... < t,, = b del intervalo
[a, b]. Si una curva C cumple que Z(C) < oo diremos que es una curva rectificable.

Observamos que siempre es posible parametrizar una curva rectificable C por el pa-
rametro longitud de arco. Es decir, podemos representar C como la imagen de una fun-
ciéon ¥, : [0, £2(C)] — R" de manera que la longitud de ¥ ([0, t]) sea igual a t para todo
t €[0,%(C)]. Ademas, si ¥ es la parametrizacién por la longitud de arco de una curva C,
se obtiene de la Definicién que

[(t)) =W (t,)] < |ty =ty (3.3)
para todo t; y t, en el intervalo de definicién de ¥. Demostraremos a continuacién que toda

curva rectificable es un 1-conjunto regular.

Lema 3.15 ([13, Lemma 3.2]). Si C es una curva rectificable entonces #*(C) = £(C).

Demostracion. Sea C una curva rectificable uniendo z y w. Denotamos por “proj” la proyec-
cién ortogonal de R" a la recta que pasa por z y w y por [z, w] el segmento de dicha recta
que une z con w. Entonces tenemos que | projx —projy| < |x — y| si x,y € R". Por la Pro-
posiciénMy el Teorema tenemos que 1 (C) > #([z,w]) = L ([z,w]) = |z —w|
ya que el segmento [z, w] C projC.
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Supongamos que C es la imagen de ¥ : [a, b] — R". Por lo visto anteriormente tenemos
que s (¥([t,u])) = |¥(t) — ¥(u)| para cualquier t,u € [a,b]. Entonces sia = t, < t; <
...<'t,, = b es una particién de [a, b] tenemos que

m

STI(6) — Wt ) < D A W[4y, 1 ]) = #1(C),

k=1 k=1
ya que los arcos ¥([t,_;,t;]) son disjuntos excepto por sus puntos extremos. Por tanto,
2(C) < ##(C).

Veamos ahora la desigualdad contraria. Sea ¥ la parametrizacion por la longitud del arco
de C, entonces ¥ es una aplicacion sobreyectiva del intervalo [0, £(C)] en C que cumple
la desigualdad (3.3). Por la Proposicion tenemos que #(C) < #([0,2(C)]) =
2(C). m

Proposicion 3.16 ([13, Lemma 3.5]). Una curva rectificable es un 1-conjunto regular.

Demostracion. Como C es rectificable tenemos que £ (C) < oo. Por otro lado, C tiene dos
extremos distintos p y q y, claramente, £(C) = |p —q| > 0. Por tanto, gracias al Lema|[3.15]
tenemos que 0 < ##!(C) < 0o y, consecuentemente, C es un 1-conjunto.

Veamos que C es regular. Sea x € C que no sea un extremo, entonces x divide a C en dos
partes que denotaremos C, , y C, .. Sir es lo suficientemente pequefio, podemos encontrar
un punto y € C, , tal que |[x —y|=ry C,, C B(x, ). Tenemos que

r=|x—yl<2(C,,)=2#"(C,,) < #'(C,,NB(x,r)).

De manera andloga vemos que r < %1(CP’X NB(x,r))y, por tanto, 2r < #1(C NB(x,r)).

Consecuentemente
A(CNB,T) _

2r

DY(C,x)= h'm(i)Pf

Como ademas tenemos, por el segundo apartado del Corolario que D'(C,x) < l_)l(C ,x) <
1 para #'-casi todo x, D*(C, x) existe y es igual a 1 para casi todo x € C. Consecuente-
mente, C es regular. |

Ahora que sabemos que toda curva rectificable es un 1-conjunto, nos preguntamos si
podemos expresar todo 1-conjunto como unién de curvas rectificables. Esta pregunta suscita
la introduccion de los dos siguientes conceptos.

Definicién 3.17. Diremos que un 1-conjunto contenido en una unién numerable de curvas
rectificables es un Y-conjunto.

Corolario 3.18 ([13, Corollary 3.9]). Un Y-conjunto es un 1-conjunto regular.

Demostracion. Aplicando el Corolario y la Proposicién tenemos que un 1-conjunto
contenido en una curva rectificable tiene densidad 1 en casi todos sus puntos. Por el Coro-
lario tenemos que esta propiedad también es cierta para Y-conjuntos. [ |

Definicién 3.19. Decimos que un 1-conjunto es un Z-conjunto si su interseccion con cual-
quier curva rectificable es de s#'-medida cero.
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Con esta definicién ya tenemos todos los elementos para enunciar el teorema de caracte-
rizacion de 1-conjuntos. No obstante, para poder demostrarlo necesitamos el siguiente lema
cuya demostracion puede consultarse en [|13]].

Lema 3.20 ([[13, Theorem 3.23]). Sea E un Z-conjunto de R Entonces D*(E, x) < %para
casi todo x € E.

Teorema 3.21 ([[13, Theorem 3.25]).

(a) Un 1-conjunto de R? es irregular si y solo si es un Z-conjunto.

(b) Un 1-conjunto de R? es regular si y solo si es la unién de un Y -conjunto y un conjunto de
#¢1-medida cero.

Demostracion. (a) Un Z-conjunto es irregular por la Lema([3.20] Para demostrar el reciproco
supongamos que F es un l-conjunto irregular y C una curva rectificable, luego F N C es
un subconjunto de un conjunto regular y de uno irregular. Entonces, por el Corolario
F N C tiene s#'-medida cero y, consecuentemente, F es un Z-conjunto.

(b) Por el Corolario un Y-conjunto es regular y afiadir un conjunto de medida cero
no afecta a las densidades, por tanto, tampoco a la regularidad.

Sea E un 1-conjunto regular. Entonces, por definicién, D'(E, x) = 1 para casi todo x € E.
Asi, por el Lema y el Corolario tenemos que cualquier subconjunto medible de E
con medida positiva interseca a una curva rectificable en un conjunto de medida positiva.
Utilizaremos este hecho para definir una sucesion de curvas rectificables {C, },cy de manera
inductiva. Escogemos C; una curva rectificable de manera que

1
N C,NE)> 3 sup{##*(CNE): C es una curva rectificable}.

Si{Cy,...,C,} han sido ya seleccionadas y E,, = E \ | J;_, Cy es de medida positiva, escoge-
mos C,,,; una curva rectificable que cumpla

1
(o > sup{s#'(C NE,) : C es una curva rectificable} > 0.

El proceso termina en un numero finito de etapas si {C,}]_, recubre casi todo E, en cuyo
caso el resultado se cumple. En caso de que el proceso no termine en un numero finito de
etapas tenemos que

oo
00 > #E)2 Y A (GNE),

k=1
y por tanto #'(C, N E) — 0. Veamos que #'(E \ | .-, C) = 0. Por reduccién al absurdo
supongamos que ¢ (E \ U;:l C,) > 0. Entonces existe una curva rectificable C tal que
Y CN(E\ U,Zl C.)) = d > 0, pero como #(C, NE) — 0, existe un N € N tal que
71 (CyNE) < %. Entonces C hubiera sido escogida como Cy ., lo cual es una contradiccion.
Por tanto, s(E \ U;:Z 1Cx) = 0, y, consecuentemente, E consiste en el Y-conjunto E N
Usz, Ci v el conjunto de medida cero E\ | -, C;. |
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Por ultimo enunciaremos una caracterizacidon de s-conjuntos regulares para s € N. Para
ello deberemos definir el andlogo a los Y-conjuntos para dimensiones mayores que uno, la
rectificacién numerable.

Definicidon 3.22. Un s-conjunto, s € N, de R" se dice numerablemente rectificable si es de la
forma

U fi(E)UG,
k=1

donde s#°(G) = 0y f, es una funcion lipschitziana que va de un subconjunto acotado E,
de R® a R".

Definiremos también el concepto de tangencia para s-conjuntos pues, coOmo veremos,
tendrd una gran relevancia.

Definicion 3.23. Diremos que el s-conjunto F C R" tiene tangente en x en la direccién v,
donde v es un vector unitario, si

-S

D (F,x)>0,

y, para todo angulo ¢ > 0,

I F(FN(Bx,r)\S(x,v,¢))) _
1m =

r—0* rs

0,

donde S(x,v, @) es el conjunto de los y € R" tales que | (y — x,v) | < ||y — x]|| cos ¢, como
se indica en la Figura (3.2

Fig. 3.2. Representacion de S(x, 6, ¢). Imagen obtenida de [12|].

Teorema 3.24 ([[13, Theorem 3.33]). Sea E C R" un s-conjunto donde s es un entero. En-
tonces son equivalentes:

(1) E es regular.
(2) E es numerablemente rectificable.

(3) E tiene tangente en alguna direccion en casi todos sus puntos.

En [|13] solo se enuncia el Teorema La demostracién de la equivalencia de (2) y
(3) y la implicacién (2)=>(1) puede encontrarse en [[14/]. La demostracién de la implicacion
(1)=(2) puede encontrarse en [|24]].
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3.3. Estructura de conjuntos de dimensidon no entera

El resultado para s-conjuntos con s no entero es facil de enunciar pero dificil de de-
mostrar. Como veremos, tales conjuntos seran siempre irregulares. Demostraremos en este
trabajo el caso 0 <s < 1.

Teorema 3.25 ([13, Theorem 4.2]). Si E es un s-conjunto con 0 < s < 1, la densidad
D*(E, x) no existe para casi todo punto de E.

Demostracion. Lo demostraremos por reduccion al absurdo. Supongamos pues que existe
un subconjunto medible E; de E con medida positiva donde la densidad exista. Por el Coro-
lariotenemos que % < 27 < D’(E, x) si x € E;. Por el Teorema de Egoroff [26, Theorem
21.3], podemos encontrar un r, > 0 y un conjunto de Borel F C E; con S#°(F) > 0y de
forma que

H°(ENB(x,r)) > %(21‘)5, (3.4)

para todo x € F y todo r < r,. Sea y € F un punto de acumulacién de F. Sea 1) un numero
real tal que 0 < n < 1. Definimos la corona circular A, = B(y, (1 +n)) \ B(y,r(1 —n)).
Entonces

H(ENA.,) A (EnB(y,r(1+n))—#°(ENB(y,r(1—n)))
(2r) B 2ry (3.5)
- D(E,y)(1+n) —(1—n))

cuando r — 0. Como y era un punto de acumulacién de F, podemos encontrar, para ciertos

valores de r arbitrariamente pequefios, un x, € F tal que |x,— y| = r. Por tanto, para dichos
rn .

valores de r, tenemos que B(x,,5 ) C A,,. Consecuentemente, por la desigualdad (3.4),
tenemos que

r°n

2

para valores arbitrariamente pequefios de r. Usando la igualdad (3.5) concluimos que

N

< #°(ENB(x,, %)) < A (ENA,,),

277 < D*(E, y)(1 +n) — (1 —n)) = D(E, y)(2sn + 0(n*)),
cuando 1 — 0*. Lo cual es imposible cuando 0 < s < 1. |

Corolario 3.26 ([13, Corollary 4.3]). Cualquier s-conjunto con 0 <s < 1 es irregular.

Como habiamos anticipado, el teorema general es el siguiente.

Teorema 3.27 ([13, Theorem 4.12]). Un s-conjunto de R" con s ¢ N es irregular.

La demostracién del Teorema puede encontrarse en [23]]. Gracias al Teorema [3.27]
ya podemos justificar el hecho, que anteriormente calificibamos de intuitivo, de que todo
s-conjunto cuya dimensiéon de Hausdorff, s, sea un real no entero debe ser considerado un
fractal.
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Muchos fractales tienen una parte que es similar de alguna forma al total. Observamos
este fendmeno ya desde los primeros ejemplos con el conjunto de Cantor, la curva de Koch
o el tridngulo de Sierpinski. Lo importante de esta “autosimilitud” es que nos puede servir
no sélo para crear nuevos fractales sino también para poder calcular su dimension fractal
de manera sencilla. Para poder estudiar la autosimilitud fractal, introducimos el concepto
de sistema iterativo de funciones.

Definicion 4.1. Sea D C R" un conjunto cerrado. Una aplicaciéon S : D — D se dice que es
una contraccion si existe r € (0,1) tal que |S(x)—S(y)| < r|x — y| para todo x, y € D.

Definicidon 4.2. Una familia finita de contracciones {S;,S,,...,S,,}, con m > 2, se llama
sistema iterativo de funciones, usualmente abreviado como SIF (o IFS por sus siglas en inglés).

Definicion 4.3. Un conjunto compacto F C D se llama conjunto invariante para el SIF
{54,S,,...,S,} si

F=| s,
A=1

Ejemplo 4.4. Sea F el conjunto de Cantor y sean S;,S, : R — R definidas como S;(x) = 3
yS,(x) =3+ % Entonces S;(F) y S,(F) son respectivamente la mitad de la izquierda y la
de la derecha de F y, por tanto, F = S;(F) U S,(F). Consecuentemente, F es un conjunto
invariante para el SIF {S;,S,}.

Nuestro siguiente objetivo serd demostrar que el conjunto invariante de un SIF es tnico.
De esta manera, el conjunto invariante queda completamente especificado por el SIE Para
poder demostrar esto introduciremos un espacio métrico completo con el objetivo de aplicar
el Teorema del punto fijo de Banach. Empezamos definiendo la distancia de dicho espacio
métrico.

Definicidn 4.5. Sea A un subconjunto de R". Definimos la §-vecindad, A5, de A como el
conjunto de puntos a distancia menor o igual a 6 de A, es decir,

As ={x €R":|x—al| < 6 para algin a € A}.

Definicion 4.6. Sea . el conjunto de todos los compactos no vacios de D. Decimos que la
distancia definida sobre & como

dy(A,B) =inf{6 >0:As CByBs CA},
es la distancia de Hausdorff.

Teorema 4.7 ([[7, Theorem 2.5.1]). La distancia de Hausdorff define una métrica sobre <.
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Demostracion. En primer lugar vemos que claramente d(A,B) > 0y dy(A, B) = dy(B,A).
Como Ay B son compactos estan acotados y, por tanto, d;(A,B) < +00.

Veamos que dy(A,B) =0 siy solo si A= B. Si A= B para todo € > 0, A C B, y entonces
dy(A,B) = 0. Por otro lado, si A,B € & satisfacen dj(A,B) = 0, entonces si x € A tenemos
que, para todo € > 0, x € B.. Consecuentemente, d(x,B) = 0y como B es compacto y, por
tanto, cerrado, x € B. Luego A C B. Podemos ver de forma andloga que B C A por lo que
A=B.

Por ulitmo veamos que se cumple la desigualdad triangular. Sean € > 0, A,B,C € &%
y x € A. Entonces existen y € B tal que |x —y| < dy(A,B)+eyz € C tal que |y —z| <
dy(B,C)+e€. Por tanto, |x —z| < |x —y|+ |y —2| < dy(A,B)+dy(B, C)+ 2¢, es decir, A esta
contenido en la (dy(A, B) + dy(B, C) + 2¢)-vecindad de C. De forma anédloga vemos que C
esta contenido en la (dy (A, B)+dy(B, C)+2¢€)-vecindad de A. Consecuentemente, d; (A, C) <
dy(A,B) + dy(B,C) + 2¢€ para todo € > 0 y por lo tanto d;(A,C) < dy(A,B)+dy(B,C). W

Nuestro objetivo ahora serd probar que (&, dy) es un espacio métrico completo. Para
esto necesitaremos previamente introducir algin concepto de topologia en espacios métricos
necesario para la demostracidn.

Definicion 4.8. Diremos que un espacio métrico S es secuencialmente compacto si cada su-
cesion de elementos de S tiene por lo menos un punto de acumulacién.

Definicion 4.9. Sea r > 0. Diremos que un subconjunto A de un espacio métrico S es una
r-red para S si cada punto de S estd a una distancia menor o igual a r de un punto de A.

Proposicion 4.10 ([[7, Proposition 2.3.5]). Sean S un espacio métrico secuencialmente com-
pacto y r > 0, entonces S tiene una r-red finita.

La demostracion de la Proposicidn 4.10|se puede encontrar en el Apéndice
Definicidon 4.11. Diremos que un espacio métrico S es compacto de punto limite si cada
subconjunto infinito de S tiene por lo menos un punto de acumulacion.

Necesitaremos también el siguiente teorema sobre compacidad en espacios métricos.

Teorema 4.12 ([25, Theorem 28.2]). En espacios métricos la compacidad secuencial, la com-
pacidad de punto limite y la compacidad son equivalentes.

Teorema 4.13 ([[7, Theorem 2.5.3]). El espacio métrico (<, dy) es un espacio métrico com-
pleto.

Demostracion. Tenemos que demostrar que cualquier sucesién de Cauchy de & converge.
Supongamos que {A,},cy €s una sucesion de Cauchy en . Sea

A={xe€D:3{x,},ey tal que x,, €A, y x, = x},

vamos a demostrar que dy(A,,,A) — 0 y que A es no vacio y compacto.

Empezaremos probando que dj(A,,A) — 0y que A es no vacio. Sea € > 0. Como {A, },.cn
es de Cauchy, existe un N € N tal que si m,l > N entonces dy(A,,,4;) < 5. Seam > N,
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veamos que dy(A,,,A) < €. Si x €A, entonces existe una sucesion {x,},cy tal que x, €A,y
x, — x. Entonces, para n suficientemente grande, d(x,,x) < 5. Si k > N, entonces existe
un y €A, tal que d(x;,y) < 5. Por tanto, tenemos que d(y,x) < d(y,x;) +d(x;, x) < e.
Consecuentemente, A C N,(A,,). Para ver que A,, C N.(A), supongamos y € A,, y escojamos
un sucesién de naturales estrictamente creciente k; < k, < --- de forma que k; = my
dH(Akj,Al) < 277¢ para todo [ > k;. Definimos una sucesién {y; },ey con y, € A, de manera
inductiva. Para k < m, escogemos y; € A, de manera arbitraria. Escogemos y,, = y. Si Yk,
ha sido ya escogido y k; < k < k;,,, escogemos y, € Ay tal que d(ykj,yk) < 277€. De esta
forma {y; }rey €S una sucesion de Cauchy en D y, como D es cerrado, converge a un valor
x € D. Claramente x € A y ademds tenemos que d(y,x) = limy_ ., d(y, ) < € lo que
implica que y € N.(A) y, por tanto, A,, C N.(A). Ademads, tomando € = 1, vemos que A # &.

Por ultimo, veamos que A es compacto. Gracias al Teorema |4.12| esto es equivalente a
probar que A es compacto de punto limite. Empezaremos probando que para todo € > 0
existe una e-red finita en A. Sea n tal que d;(A,,A) < 3. Por la Proposicién tenemos
que existe una $-red finita para A, que denotaremos {y;,y,,...,¥,}. Para cada y; de la
-red existe un x; € A tal que d(y;, x;) < 5. Por tanto, el conjunto finito {x,x,,...,x,,} es
una e-red para A.

En segundo lugar probaremos que A es un conjunto cerrado. Sea x € A, entonces existe
una sucesion {y, },cy de elementos de A tal que d(x, y,) < 27". Para todo n € N, tomamos
un z, €A, tal que d(y,,2,) < dy(A,,A) +27". De esta forma tenemos que

d(z,,x) <d(z,,y,)+d(y,,x) <dy(A,,A)+27"+27"

Como dy(A,,A)+2™"+ 27" — 0 cuando n — ©0, tenemos que 2, — X ¥, por tanto, x € A,
luego A es un conjunto cerrado.

Finalmente, veamos que A es un compacto de punto limite. Sea F un subconjunto infinito
de A. Sabemos que existe una %—red B para A, entonces, por ser F subconjunto de A, todo
punto de F estd a distancia menor o igual a % de algiin punto de B. Como F es infinito y
B es finito, existe un elemento de B que esta a distancia menor o igual que % a un numero
infinito de elementos de F. Sea F; C F ese conjunto infinito. Como todo elemento de F,
esta a distancia menor o igual que 1 de cualquier otro elemento de F, tenemos que |F,;| < 1.
Podemos razonar de manera analoga, escogiendo esta vez una %-red de A, y obtener un
conjunto infinito F, C F; con |F,| < % De esta manera podemos obtener una sucesién de
conjuntos {F; },cy tal que |F| < 27*"1 y F, ., C F, para todo k € N. Consideramos ahora una
sucesion {x,},cy tal que x; € F; para todo k € N. Tenemos que d(x;,x,) <27 si j<ky,
por tanto, la sucesion {x,},cy €s de Cauchy y, consecuentemente, converge a un elemento
x. Como A es cerrado tenemos que x € A. Por tanto, x es un punto de acumulacién de F
como queriamos probar. |

Teorema 4.14 ([12, Theorem 9.1]). Sea {S;...S,,} un SIF definidas en un subconjunto ce-
rrado D C R" de forma que para todo x,y € D,

1S (x) =S, (¥ < rlx—yl,

con r, € (0,1) para todo A € {1,...,m}. Entonces el SIF tiene un tinico conjunto invariante F.
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Ademds, si denotamos por S : & — & la aplicacion

s =Js.), 4.1)
n=1
se cumple que ,
F=()sk&), (4.2)
k=0

para todo E C D compacto, no vacio y tal que S,(E) C E para todo A € {1,...,m}.

Demostracion. Sea & el conjunto de todos los compactos no vacios de D y dj; la distancia
de Hausdorff sobre . Por el Teorema sabemos que (&,dy) es un espacio métrico
completo. Si A € &, entonces S(A) definido en la igualdad es compacto ya que la
imagen continua de un compacto es un compacto y la union finita de compactos también,
luego S es en efecto una aplicacién de & en . Sea r = max{ry,...,r,,} < 1, veamos que
S cumple que para todo A,B € &

dy(S(A),S(B)) < rdy(A,B). (4.3)

Sean q > dy(A,B) y x € S(A), entonces x = f,(x’) para algin n € {1,...,m} y algun
x" € A. Como q > dy(A, B), existe un punto y’ € B tal que d(x’, y’) < q. Entonces el punto
y = f,(y") € S(B) satisface que d(x,y) =r,d(x’,y") < rq. Como esto se cumple para todo
punto x € S(A), tenemos que S(A) esta contenido en la rg-vecindad de S(B). Analogamente,
vemos que S(B) estd contenido en rq-vecindad de S(A). Por tanto d,(S(A),S(B)) < rq, V,
como esto es cierto para todo q > dj; (A, B), concluimos que dy(S(A),S(B)) < rdy(A, B).

Entonces, S es una contraccién en un espacio métrico completo y, por el Teorema del
punto fijo de Banach, S tiene un unico punto fijo, es decir, existe un tinico conjunto F € &
que es invariante para el SIE y, ademas, d;;(S*(E,),F) — 0 cuando k — oo para todo
E, € &. En particular si tomamos E € & tal que S,(E) C E para todo A € {1,...,m},
entonces S(E) C E y, por tanto, {S*(E)},cy €s una sucesién decreciente de elementos de &
que contienen a F. Consecuentemente, F = ﬂ:io SK(E). [ |

Una vez sabemos que el conjunto invariante de un SIF es tnico, surgen dos problemas. El
primero, que comentaremos a continuacion, consiste en, dado un SIE encontrar su conjunto
invariante y el segundo, que abordaremos en el Capitulo |5, consiste en, dado un conjunto,
encontrar un SIF del que sea conjunto invariante. Para el primer problema, utilizaremos la
segunda parte del Teorema[4.14] pues la aplicacién S, definida en la igualdad (4-1)), es clave
para poder computar el conjunto invariante de un SIE Como vimos en la demostracién de
dicho teorema, la sucesién {S*(E)},oy converge a F respecto a la distancia de Hausdorff y,
por tanto, se trata de una sucesidon de aproximaciones del fractal F cada vez mejores. Para
todo k € N

SKE)=|JS, 008, (B)=| S, (S, (- (S, (B)---))), 4.4)
I I
donde la uni6n se toma sobre el conjunto I, de todas la k-uplas (is, ..., i) coni; € {1,...,m}.

SiS,(E) C E paratodo A € {1,...,m},y x € F, podemos definir la aplicacion

®:{(iy,1y,...):1;€{1,...,m}} > F (4.5)
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que hace corresponder (iy,1,,...) cOn x; ; = ﬂ,fjlsil o---08; (E). Ademds & es sobre-
yectiva ya que, por la igualdad (4.2)), cualquier elemento de F estd contenido en S¥(E)
para todo k € N y entonces, por la igualdad (4.4), se cumple que, para todo k € N, existe
una secuencia (iy,...,i) € % talque x €S; o---0S§; (E). Ademads, la expresién x; ; no
depende del conjunto E escogido siempre y cuando se cumpla que S,(E) C E para todo
A€ {l,...,m} [[12, Chapter 9].

De todo esto podemos extraer dos métodos para aproximar conjuntos invariantes compu-
tacionalmente. El primer método consiste en escoger un conjunto inicial cualquiera y dibujar
la aproximacién k-ésima S*(E). Este es, por ejemplo, el método usado en la Figura

El segundo método se denomina “juego del caos” (“chaos game” en inglés). Consiste en
crear una sucesion de puntos de la siguiente manera: tomamos un punto inicial x, cualquie-
ra, seleccionamos, de manera aleatoria, una contraccion S; del SIF y defininimos x; como
S; (x0). Continuamos de esta forma seleccionando un S, y definiendo x, = S; (x;_;) para
todo k € N. Ilustramos este proceso en la Figura Para mds detalles sobre este método
se puede consultar [28,, Chapter 6].

(a) 100 iteraciones (b) 1000 iteraciones (c) 10000 iteraciones

Fig. 4.1. Primeras iteraciones del juego del caos asociado al tridngulo de Sierpinski.

4.1. Autosimilitud. Dimension de conjuntos autosimilares

Retornamos al estudio de la autosimilitud. Para ello, nos centraremos en el caso de los
SIF en los que los S, sean similitudes, es decir, que cumplen que para todo x,y € D

1S,(x) =S, (Y =rilx—yl,

con r, € (0,1) para todo A. Diremos que r, es la proporcion de la similitud S;. Observa-
mos que se deduce directamente de la definicién que cualquier similitud es inyectiva.

Definicidn 4.15. Diremos que el conjunto invariante de un SIF de similitudes es un conjunto
exactamente autosimilar o, simplemente, autosimilar.

Coméntabamos al principio del capitulo que la autosimilitud era dtil para calcular la
dimensién fractal. Comenzaremos ahora a introducir resultados para llegar a este objetivo.
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Proposicién 4.16 ([7, Theorem 4.1.1]). Sea {r}]_, un conjunto de niimeros reales tales
que 1 € (0,1) para todo 1 < k < m. Entonces existe un tnico s € R™ tal que Z,Tzl r,=1

Demostracion. Consideramos la funcion ¢ : [0, 00) — [0, 00) definida por

®(x)= i rr.

k=1

Entonces ¢ es una funcién continua que cumple que #(0) =n>1ylim,_ . ®(x)=0<1.
Por tanto, en virtud del Teorema de los Valores Intermedios, existe por lo menos un s tal que
®(s) = 1. La derivada de @ es

m

D i log(ry),

k=1

que es estrictamente menor que cero. Luego & es estrictamente decreciente y por tanto s es
la tnica solucién de ®(x) = 1. [ |

Definicidon 4.17. Sea F el conjunto invariante del SIF {S;,---,S,,} tales que S, es una si-
militud de proporcién r, € (0,1) para todo 1 < k < m. Diremos que el inico niumero real s

que cumple que
m
Z =1,

k=1
es la dimension de similitud de F.

Observamos que un mismo conjunto F puede ser el conjunto invariante de dos SIF dis-
tintos dando lugar a dos posibles dimensiones de similitud. Por ejemplo el intervalo [0,1]
se puede obtener por un lado como la unién de [0, %] y [%, 1] ambos obtenidos de [0,1] a
través de similitudes de proporcién %, lo que daria a una dimension de similitud de 1. Sin
embargo, [0,1] también se puede obtener como la unién de los intervalos [0, %] y [%, 1],
ambos obtenidos a través de similitudes de proporcién % que inducirian una dimensién de
similitud estrictamente mayor que 1. Intuitivamente este ejemplo nos hace pensar que para
que la dimension de similitud dependa solo del conjunto habria que limitar el solapamiento
de los intervalos. Veremos a continuacion que en efecto esto es asi pues, bajo ciertas hi-
potesis que nos limiten este solapamiento, la dimensién de similitud serd la misma que la
dimensién de Hausdorff.

Definicién 4.18. Diremos que un SIF {S;,---,S,,} satisface la condicién del conjunto abierto
si existe un conjunto no vacio, abierto y acotado V tal que

|_| S (V)cy,
=1

siendo esta unién una unién disjunta.

Vamos a probar que si un SIF cumple la condicién del conjunto abierto, entonces la
dimensién de similitud es la misma que la dimensién de Hausdorff. Para ello necesitamos
un par de resultados previos.
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Lema 4.19 ([12, Lemma 9.2]). Sean a,,a, > 0. Sea {V, };en una coleccién de abiertos dis-
juntos de R" tal que, para todo k € N, V; contiene una bola de radio a,r y estd contenido en una
bola de radio a,r. Entonces cualquier bola B de radio r interseca como mucho a (1+ 2a,)"a;"

elementos de {V }1cn.

Demostracion. Sea B una bola de radio r, veamos que, como mucho, interseca a (1+2a,)"a;"
elementos de {V,},cy. Si B no interseca a ningtin elemento de {V,},oy entonces el resul-
tado se cumple trivialmente. Podemos suponer entonces que B interseca por lo menos a
un conjunto de {V,;},cy. Sea Vi, con ky € N tal que BN Vko # @. Tenemos que, como V;,
esta contenido en una bola de radio a,r, V;, estd contenida en cualquier bola centrada en
un punto de V_ko y de radio 2a,r. Deducimos que V_ko estd contenido en un bola concéntrica
con B y de radio (1 + 2a,)r que denotaremos A. Supongamos que el nimero de conjuntos
pertenecientes a {V,},oy que intersecan a B es igual a ¢ € NU {co}. Como hemos visto,
si un elemento de {V,},y interseca a B, entonces estd contenido en A, por tanto, pues-
to que los elementos de {V;},<y son disjuntos, contienen cada uno una bola de radio a,r
y A es un conjunto acotado, g € N. Denotaremos los g conjuntos que intersecan a B como
{V_kl, e ,V_kq}. Comoparatodo1<i<j<gq,V.y Vi, son disjuntos, tenemos que el volumen
n-dimensional de la unién de las bolas de radio a;r contenidas en cada {V} };<;<, es igual
a q(a;r)". Como U?zlv_ki C A, tenemos que q(a;r)" < (1+ 2a,)"r" y, consecuentemente,
q < (1+2a,)"a;" como queriamos probar. [ |

Proposicion 4.20 ([12, Mass distribution principle 4.2]). Sea u una medida exterior de-
finida sobre los subconjuntos de un conjunto F C R" tal que 0 < u(F) < oo. Si para algun
s > 0 existen dos constantes positivas c y € tales que

p(U) < clUF,

para todo U tal que |U| < €, entonces #°(F) > @ Y, por tanto, s < dimy F < dim,F <
dimgF.

Demostracion. Sea {U, },cy un e-recubrimiento de F, entonces

0 < u(F) SM(U Un) SZM(UH) SCZIUHIS-

Tomando infimos, tenemos que ¢ (F) > @ para 6 € (0,€). Por tanto J#°(F) > @ \A
como u(F)> 0, dimy F >s.

Para los siguientes resultados necesitaremos introducir notacién sobre secuencias de
indices.

Notacion 4.21. Sea {S,...,S,,} un SIF compuesto por similitudes de proporcion {r,,...,r,}.
Empezamos recordando que denotamos por x; ; .. = ﬂ;zl S; 008, (E)y % el conjunto
de todas las k-uplas (ij,...,i) donde i; € {1,...,m} para todo j € {1,...,k}. Ademds,
denotaremos por

(1) # el conjunto de las sucesiones de indices entre 1 y m.
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(2) 4, i, alsubconjunto de .# en el que los k primeros términos de cada sucesion sean
(i15 -5 0)-

(3) A;..;, =S; 0085, (A), donde A es un conjunto cualquiera y (i, ..., i) € %.

Lema 4.22 ([|[12, Theorem 9.3]). Sean {S,,...,S,,} un SIF compuesto por similitudes de pro-
porcion {r;...,r,}, F su tinico conjunto invariante y s su dimensién de similitud. Supongamos
que se satisface la condicion del conjunto abierto. Entonces la aplicacién p definida sobre los
subconjuntos de F por

pA) = u({(iy, i,...) € I 1 x; 4, €A},

donde A C F y u es la medida exterior sobre el conjunto .# construida por el Método I mediante
la funcién c(#; ;) = (r;, -+ 1, ), es una medida exterior que estd en las condiciones de la
Proposicion

Demostracion. En primer lugar, veamos que u es una medida exterior sobre los subconjun-
tos de F. Sea ® : ¢ — F la aplicacién sobreyectiva definida en (4.5). De esta forma, si
A C F, i(A) = u(®1(A)). Por tanto, (@) = w(@ (@) = w(@) = 0. Si A C B, entonces
®1(A) c ®71(B) y, consecuentemente, U(A) = u(®1(A)) < u(®'(B)) = w(B). Por ulti-
mo, si {A;}ren €S una coleccién numerable de subconjuntos de F, entonces ,L’Z(U;:Z 1A =
u@ (U, 40) = U2, 971A0) < 372, @1 (4)) = 22, BlA).

Veamos que [ esta en las condiciones de la Proposicion En primer lugar, veamos
que 0 < u(F) < oo, observamos que u(F) = u(® 1(F)) = u(#) por ser & sobreyecti-
va. Por las propiedades de una medida exterior construida por el Método I tenemos que
w(#) =l s, £) < 2o u(#H) <D e(#) =2, r; = 1. De hecho, utilizando que
(ri,--r,) = Z:Tzl(ri1 -++1;, 1) se puede demostrar que u(#) = 1, los detalles se pueden
consultar en [|7, Theorem 5.5.4].

En segundo lugar, veamos que existe una constante g tal que u(U) < |U|’q para todo
U C F tal que |U| < 1. Sea B cualquier bola de radio r < 1, buscaremos una cota de [i(B).
Sea V un conjunto abierto que satisfaga la condicién del conjunto abierto, vamos a recubrir
de estos subconjuntos. El reto es encontrar un conjunto de secuencias de indices (i, ..., )
lo suficientemente bueno.

Definimos un nuevo conjunto £ a partir de los elementos de .#. Para cada (i, i,,...) € .#,
sea i; el primer elemento que cumpla que

r.--r; <r. (4.6)

1 e —

Observamos que entonces también se cumple que

( min ri) r<reer (4.7)

1<i<m

T

implica que (mmlsiSm ri) rrr, <TycccTy T

yaquer; -1, ST <Trj T

Sea 2 el conjunto de todas las secuencias finitas obtenidas de esta forma. Para cada
iy,15,...) € %, existe un unico k € N tal que (i, ...,i;) € . Observamos que si (i,...,0;) €
1l q 1 k q 1 k
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£, entonces no existe ninglin otro elemento en £ cuyos k primeros términos sean i, ..., iy
en ese orden.

Probaremos ahora que [ J ge2 Vq €S UN recubrimiento de F, para ello veamos que

F=|JF cl ]V, (4.8)

qeEL qEL

En primer lugar, por satisfacer la condicién del conjunto abierto, tenemos que Uk .S (V) C
V y, por el Teorema | tenemos que F = ﬂk o SF (V). Por tanto, F C V y F; i © v,
para toda secuencia ﬁn1ta (iy,...,ix). En particular, qug . C qug

[1,e00lk

Probemos la primera igualdad de la ecuacién (4.8). En primer lugar, observamos que
el elemento de 2 obtenido a partir de la sucesién constante (minlSiSm r,ming cicp i, - - )
es de longitud maximal en £. Supongamos que la longitud de dicho elemento de 2 es
igual a K € N. Esto quiere decir que si ¢ € £ tenemos que g es una k-upla con k < K.
Sea 2% el subconjunto de 2 formado por todas las K-uplas de 2. Sea (i, i,, " ,ix) € 2K,
entonces, por definicién de &, r; r; -+~ 1, > r.Portanto, (i}, iy,...,ix_1,j) € 2K para todo
j€{1,...,m}. Consideramos la particién de 2% formada por la relacién de equivalencia

(ila i2) ) iK—l’ lK) ~K (jl’jZ: s ’jK—lﬁjK) = (il) i2: ) iK—l) = (jl:jza s ’jK—l)'

De esta forma, todos los elementos de una clase de equivalencia tienen los K — 1 primeros
términos iguales. Entonces, por lo comentado anteriormente, cada clase de equivalencia
estd formada por m K-uplas cuyos K-ésimos términos son {1,...,m}. Sea {q;,q5,..-,9,,} =
{(iy,. .. ik1,1),...,(i3,...,ixk_1,m)} una de las clases de equivalencia, utilizando que F =
Ulﬂ | F; tenemos que Fi1 ik = U;.nzl F,. Aplicando esto a todas las clases de equivalencia
obtenemos que | J
siguiente manera:

ge2, Fa = qug F, donde £, es el conjunto obtenido a partir de £ de la

(1) Siq ¢ 2F entonces g € 2,,

(2) Por cada clase de equivalencia {q;,q,,.--,qn} = {(i1,- 5 ixk—1>1)sen ey (Ig, -5 ig_1,m)}
tenemos que (i, ...,k 1) € 2;.

El conjunto £, estd formado por k-uplas con k < K — 1y, nuevamente, si (i, 1,,...,ix_1) €
£, tenemos que r; 1y +-+Ty > 1, Y, por tanto, (i, i,...,ik_q,j) € £, para todo j €
{1,...,m}. Luego podemos considerar el conjunto 2%~ formado por todas las (K—1)-uplas

de 2, y la relacién de equivalencia sobre 25!

(i1’ i27 ] iK—2J iK—l) ~Kk-1 (jl?jZ) e JjK—ZJ jK—l) = (ila iZ; AR iK—Z) = (jl)jZ’ oo 7jK—2)'

Asi, obtenemos de manera andloga un conjunto £, tal que [ J ge2,Fq = qu 2, Fy- Sig.uigndo
este razonamiento llegaremos a obtener un conjunto £_, formado por m 1-uplas distintas

(es decir, 2,_; = {(1),(2),...,(m)}) tal que quﬁm = quQ F,. Utilizando nuevamente

m m
F={J,_, F;, tenemos que F = J_, F; =J co,  Fy= qug F,.
Aplicaremos el Lema a una subcoleccién de {V;, _; : (i,...,1) € 2} que definire-
mos mds adelante. No obstante, vamos a demostrar que la coleccién {V; _; : (iy,...,i) €
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2} cumple las hipdtesis del lema y, por tanto, cualquier subcoleccion también las cumplira.
Como V cumple la condicién del conjunto abierto, los conjuntos V;,...,V,, son disjuntos.
Entonces, como cualquier par de secuencias de £ difieren por lo menos en un elemento y
los S; son inyectivos, la coleccién de conjuntos abiertos {V; _; : (iy,...,1) € £} es disjun-
ta. Probaremos ahora que cumple también la segunda hipétesis del Lema para ello
escogemos a, y a, de forma que V contenga a una bola de radio a, y esté contenido en una
bola de radio a,. Entonces, para todo (iy,...,1) € £ el conjunto V; _, contiene una bola
de radio r; ---r; a; y, por la desigualdad (4.7), también una bola de radio (min, ;,, r;)a;r.
Por otro lado, V; _; estd contenido en una bola de r; ---r; a, y, por la desigualdad (4.6),
también en una bola de radio a,r.

Denotaremos por £ el conjunto de las secuencias q € £ tales que B interseca a Vq. Por
el Lema tenemos que hay, como mucho, q = (1 + 2a,)"a;"(min, ., ;)" elementos
en #.

Ya estamos en condiciones de estimar ti(B) usando lo demostrado hasta ahora. Tenemos
que

ya que, por la ecuacion (4.8) y la definicion de # ,six; ; .. € FNB C Uz VJ ..... j,.» entonces
existe un k € N tal que (i;,- - ,1;) € Z. Por tanto,
@) < D p(s) < Z (ry o m ) <D rsrq,
qEZ ok )ER 2

usando la desigualdad (4.6). Como cualquier conjunto U estd contenido en una bola de
radio |U|, tenemos que u(U) < |UJ'q. [ ]

Teorema 4.23 ([12, Theorem 9.3]). Sea {S;...S,,} un SIF de similitudes. Si S, satisface la
condicion del conjunto abierto para todo A y F es el conjunto invariante del SIF, se cumple que
dimy(F) = dimgz(F) = s donde s es la dimensién de similitud, es decir, el numero real que

cumple que
> =1. (4.9)
A=1

Ademds, para este valor de s, se cumple que 0 < 7#°(F) < oo.

Demostracion. Sea s la dimensién de similitud de F. Aplicando sucesivamente la Defini-
cién ob't,enemos que F = g5 Fa- Qomo la aplicacién S; o---oS; (A) es una similitud
de proporcién r; ---r; tenemos, por la igualdad (4.9), que

SIEF= > (rl,~rik)S|F|S=(ir;)--(ir;)wr=|F|S.

[([SEZ ( 115000y lk)eyk i1=1 =1

Para todo 6 > 0, podemos escoger un k € N lo suficientemente grande como para que
|Fy .| < (max; ;< {r;})¥|F|* < 6. De esta manera, para todo & > 0, F(F) < |F[° y, por
tanto, #°(F) < |F|*. Consecuentemente, dimy F < s.
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Probemos ahora la desigualdad contraria, para ello consideramos la medida i definida
en el Lema Hemos visto en la demostracion anterior que u cumple que u(U) < |U|°q
para cierto g > 0. Entonces, por la Proposiciéntenemos que #°(F)>q ' >0, lo que
implica que dimy F > s.

Veamos ahora que dimzF < s. Sear < 1y £ definido como en la demostracién del
Lema Con un argumento analogo a la demostracion de la igualdad en la ecuacién (4.8))
y usando la misma notacién podemos construir una secuencia de conjuntos £,...,2x_;

tales que
Z (rll" lk - Z (ril".rik)sz"’: Z (ril.”rik)s’

(i1,--ix)EL (11,1 )EL, (i1,ix )EQK 1
usando la igualdad (4.9) en cada una de las clases de equivalencia. Asi, tenemos que
S — S S
E: (ril"'rik)_ E: (ril"'rik)_E:ri—l,
(i1,0-ik )EL (i1,0-1k ) EQK 1 i=1

usando nuevamente la igualdad (4.9). Por tanto, podemos deducir, gracias a la desigual-
. ’ - _ . .
dad (4.7), que 2 tiene, como mucho, (min;<;.,, 7;) r° elementos. Para cada (iy,...,i) €

2 tenemos, por la desigualdad - que |V11, il = 11 V] < r|V]. Entonces, por
la ecuacién (4.8), tenemos que | J, V i,.i, €5 Un recubr1m1ento de F con un mdximo de
(minlsiSm rl-)_s r—° elementos. Por tanto,
, = _
ST , logNs(F) log (mmlSiSm ’”i) r
dimgF = lim sup ————— < limsup
sor —logd o0+ —log(r|V])
, log (min, i<, 1) +logr
= limsups =
50+ logr +log|V|

Por la Proposicién tenemos que s = dimy F < dim,F < dimyF <, lo que concluye
la demostracion. |

El Teorema [4.23| nos permite calcular la dimensiéon de muchos fractales autosimilares
de forma sencilla. En particular si un SIF formado por m similitudes todas de proporcién
r cumple la condicién del conjunto abierto, entonces la dimensién del conjunto invariante

sera l‘;ﬁ;.
Ejemplo 4.24. Sea F el tridngulo de Sierpinski. Entonces dimy = dimy = }Zgz

En la notacién del Ejemplo[1.3] F es el conjunto invariante de tres similitudes que llevan
el triangulo E, a los tridngulos de E;. La condicién del conjunto abierto se cumple tomando

V como el interior de E,. Por tanto, por el Teorema (4.23} dim;; = dimz = iggg

De manera andloga, obtenemos facilmente que la dimensiéon de Hausdorff de la curva

de Koch es {22 <3 ¥ la del conjunto de Cantor }ggi






5. Aplicaciones

Nos centraremos en lo que resta del trabajo en comentar alguna de las aplicaciones de
los fractales. Empezaremos comentando el problema, que habiamos dejado en el aire en el
capitulo anterior, de, dado un conjunto, encontrar un SIF del que sea conjunto invariante.
Esto nos conducird a una aplicacidn sobre la comprensién de imédgenes. En segundo lugar,
presentaremos algunos ejemplos sencillos de fractales que aparecen trabajando con sistemas
dindmicos. Por ultimo, terminaremos recopilando otras aplicaciones.

5.1. Teorema del collage. Aplicacion a la compresion de
imagenes
Anteriormente dejamos en el aire el problema de, dado un conjunto cualquiera, encon-

trar un SIF del que sea conjunto invariante. Los siguientes resultados aseguran la existencia
de un SIF cuyo conjunto invariante sea razonablemente parecido al conjunto deseado.

Teorema 5.1 ([12, Theorem 9.13] Teorema del collage). Sea {S,,...,S,,} un SIF sobre
D c R" tal que |S;.(x) — S, (¥)| < c|lx —y|con ¢ < 1, para todo x,y € R"y todo 1 < k < m.
Sea E C D un conjunto compacto no vacio. Entonces

1 m
-k (E’,QS"(E))’

donde F es el conjunto invariante del SIE

Demostracion. Usando la desigualdad triangular, la definicién de conjunto invariante y la
desigualdad (4.3) tenemos que

dy(E,F) <dy (E O Sk(E)) +dy (O S (E), F)
k=1 k=1

dyy (E Usk(E)) +dy (U Sw(E), Usk(m)
k=1 k=1

k=1

< dy (E O Sk(E)) +cdy(E, F),

k=1
de lo que se deduce el resultado. [ |
Corolario 5.2 ([12, Corollary 9.14]). Sean E C R" compacto y no vacioy & > 0, entonces

existe un SIF de similitudes {S,, ..., S,,} tal que su conjunto invariante F cumple que d;;(E,F) <
0.
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Demostracion. Sea By,...,B,, una coleccion de bolas que recubran E de forma que tengan
sus centros en E y sus radios sean menores o iguales que %. Entonces E C U;nzl B, CE 5. Para
todo k € {1,...,m}, sea S, una similitud de proporcién menor que 1 tal que S;(E) C By.
Entonces S;(E) C B, C (Sk(E))%, y por lo tanto tenemos que (UZI:lSk(E)) C E% yE C
U;{nzl(S «(E ))%. Por la definicion de distancia de Hausdorff tenemos que dy (E, Urk'l:1 S (E)) <

%. Luego, por el Teorema concluimos que dy(E,F) < 6, donde F es el conjunto inva-
riante del SIF {S,...,S,,}. |

Esto tiene una evidente aplicacién directa a la comprension de imagenes. Por ejemplo,
en la Figura representamos lo que podria ser la hoja de una planta como el conjunto
invariante de un SIE En general, el método propuesto en la demostracidn del Corolario
no es el mas eficiente pues no tiene en cuenta las posibles autosimilitudes del conjunto. Para
mas detalles sobre el uso de SIF para representar imdgenes puede consultarse [[28]].

Fig. 5.1. La hoja de Barnsley. Se trata de un conjunto invariante de cuatro similitudes
afines [|31]].

5.2. Sistemas dinamicos

El estudio de sistemas dindmicos es una parte importante de la matematica actual debido
a sus aplicaciones en diversas disciplinas cientificas. Se trata por tanto de un tema muy
extenso y no pretenderemos meternos con profundidad. Por contra, comentaremos ejemplos
sencillos en los que los fractales juegan un papel importante. Para ampliar informacion sobre
los temas que vamos a tratar o sobre la relacién entre fractales y sistemas dindmicos en
general pueden consultarse [[12,/18,128,[29]].

Sea X un conjunto cualquiera y f una aplicacién de X en si mismo. Pensaremos un
elemento de X como una configuracién particular de un sistema, de esta forma f codifica la
regla mediante la cual el sistema evoluciona de un estado al siguiente. SeaD CR"y f : D —
D una aplicacién de D en si mismo. Sea x € D, como laimagen f (x) sigue perteneciendoa D,
podemos volver a tomar su imagen por f, es decir, f (f (x)) que denotaremos por f2(x). De
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esta forma, podemos seguir iterando f3(x) = f(f (f (x))) y; en general, f"(x) = f(f " '(x))
paran € N.

Definicidon 5.3. Sea f : D — D una aplicacion y x € D, diremos que {f"(x)},cy €s la drbita
de x.

En general estaremos interesados en el comportamiento de un érbita {f"(x)}, ey cuando
n sea grande. Como comprobaremos visualmente en el siguiente apartado, puede que f"(x)
converja a un punto fijo w, esto es, un punto tal que f(w) = w. Mdas en general, podria
suceder que {f*(x)},cy converja a una érbita periédica de p puntos {w, f (w), ..., fPH(w)},
donde p es el menor entero tal que fP(w) = w, en el sentido que |f*(x) — f¥(w)| — 0
cuando k — co. No obstante, en algunas situaciones, {f*(x)},cy parece moverse de forma
aparentemente aleatoria, esto puede ser debido a un conjunto invariante fractal, también
llamado atractor extrafio. En este contexto llamaremos atractor a un subconjunto cerrado F
de D que sea invariante por f, es decir, f(F) = F, y que cumpla que la distancia de f*(x) a
F tienda a 0 cuando k — oo para todo x € V donde V es un conjunto abierto que contiene
a F. El mayor de estos conjuntos V se llama cuenca de atraccion de F.

Para dar una intuicién de por qué pueden aparecer atractores fractales observamos que
f(D) c Dy, por tanto, f*(D) c f*}(D) c ... C f(D) C D. Consecuentemente, f*(D) =
ﬂi;l fi(D)y, por tanto, el conjunto F = ), f*(D) es invariante por f y f*(x) € ﬂle fi(D)
para todo x € D. Asf, la sucesién de iteraciones {f*(x)},cy se acerca a F cuando k — co.
Usualmente F serd un atractor del sistema dindmico y, como vimos en el capitulo anterior,
esta forma de construir conjuntos puede producir fractales.

5.2.1. El modelo logistico

Supongamos que queremos modelizar, mediante un sistema dindmico, el crecimiento de
una poblacidn. Asi, si la variable x representa el tamafio de la poblacién, queremos predecir
cudl serd el tamafio de esta poblacién después de un cierto periodo de tiempo. Para ello
necesitamos una funcién adecuada f que modelice esta situaciéon. Un primer acercamiento
consistiria en suponer que la poblacién se reproduce de forma constante y por tanto, si x es
la poblacién al comienzo, rx, donde r es un namero real positivo, sera la poblacién al cabo
de un cierto periodo de tiempo. El modelo resultante produce un crecimiento exponencial
si r > 1 y por tanto solo serd dtil mientras la poblaciéon disponga de unos recursos ilimi-
tados que le permitan seguir creciendo a un ritmo constante. Para que el modelo tenga en
cuenta factores externos que limiten el crecimiento exponencial, suponemos que existe una
poblacién maxima P de forma que si la poblacion se acerca a P, limitard su crecimiento.
Modelamos esta situacion con la féormula x — rx(P — x). Para simplificar las ecuaciones
consideraremos la cantidad X = 7 que representa la proporcién de la maxima poblacién P.
De esta forma tenemos

f(?c) = f(XP)=rxP(P—XxP)=7x(1—X),
donde 7 = rP2. Por simplicidad de la notacién definimos f, como

fr:10,1]—1[0,1]
x — Ax(1—x),
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donde A € [0,4] es un parametro que codifica informacién sobre el sistema. Este modelo se
conoce como modelo logistico.

Un herramienta interesante para tener un primer acercamiento visual al estudio de las
orbitas del modelo logistico son los diagramas de coweb, también conocidos como diagramas
de Verthulst, cuyo funcionamiento se explica en la Figura|5.2

(Ko.%1) & X1.%1)

Fig. 5.2. Diagrama de coweb del modelo logistico para A = 4. En azul representamos la
grdfica de 4x(1—x) y en rojo la recta f (x) = x. Usualmente reemplazaremos las flechas
por segmentos.

En la Figura se observan comportamientos muy diferentes para distintos valores de
r. Por ejemplo, en la Figura (a), observamos que la sucesion de los {x; }.cy converge
hacia un punto fijo. En la Figura[5.3| (b), los {x; }cy tienden hacia un ciclo de dos elementos.
Por dltimo, en las restantes se observa un comportamiento mas extrafio. En particular en la
Figura (d) se observa lo que llamaremos un comportamiento cadtico. Existen diversas

/ yd \ / / \
) \ ya—
///,// \\\ / //// \\ \,‘
/ A \ \
(a) Punto fijo. (b) Ciclo de dos puntos. (c¢) Ciclo con mayor nud- (d) Comportamiento cad-

mero de elementos. tico.

Fig. 5.3. Diferentes comportamientos para distintos valores de r.
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definiciones de caos en matematicas. Una de ellas es la siguiente.

Definicidn 5.4. Una aplicacién f se dice cadtica sobre F si se cumple:

(1) Para algin x € F, la 6rbita de x es densa en F.
(2) Los puntos x € F tales que fP(x) = x para algiin p € N son densos en F.

(3) Existe un 6 > O tal que, para todo x € F, existen puntos y € F arbitrariamente
cercanos a x tales que |f*(x)— f*(y)| > & para algin k € N.

Estamos interesados en saber cudl es comportamiento a largo plazo de las drbitas del
modelo logistico en funcién del pardmetro A. Para ello nos apoyaremos en la Figura[5.4]don-
de encontramos el diagrama de bifurcacion del modelo logistico, es decir, una grafica donde
se aproxima dicho comportamiento de las 6rbitas del modelo en funcién de su pardmetro.
En este caso, para un cierto valor x,, hemos dibujado { flk(xo)}lzszo501 para distintos valores
de A con el objetivo de hacer una aproximacién visual del comportamiento a largo plazo de

las drbitas de f;.

Resumimos a continuacion los resultados del estudio del diagrama de bifurcacion del
modelo logistico, para mas detalles se puede consultar [29, Chapter 6]. Si0 < A < 1,
entonces f, tiene un punto fijo en 0 que es atractivo en el sentido de que f/{‘ — 0 cuando
k — oo paratodo x € [0,1]. Paral < A < 3, la funcion f, tiene un punto fijo inestableen 0y
un punto fijo estable en 1—%, de tal forma que ff(x) — 1—% para todo x € (0, 1). Cuando A
sobrepasa el valor A, = 3, el punto fijo 1 —% se vuelve inestable y se “bifurca” en una érbita
estable de periodo 2 a la que son atraidos todos los puntos de (0, 1) salvo una coleccién
numerable. Dicha bifurcacién se aprecia claramente en la Figura Cuando A alcanza el
valor A, = 1+ v/6, las érbitas de periodo 2 se vuelven inestables y son remplazadas por
orbitas estables de periodo 4. Mientras A sigue incrementando, esta duplicacion del periodo
de la 6rbita estable sigue ocurriendo. Asi, definimos A, como el valor del pardmetro A en el
que aparece una Orbita estable de periodo 2. Ademas, dicha duplicacién sucede de manera
cada vez mds rdpida de modo que A, — A, cuando g — o©o, donde A, ~ 3,570.

Fig. 5.4. Diagrama de bifurcacién para el modelo logistico.
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Una de las caracteristicas mds interesantes de este proceso es su universalidad. Resulta
que el comportamiento del modelo logistico es similar al de cualquier transformaciéon de
un intervalo h,(x) := Ah(x) en la que h sea una funcién diferenciable y unimodal. Aunque
los valores {A; },cy €n los que se produzcan la duplicacion del periodo de la érbita estable
dependan de h,, siempre se cumple que A, — A, =~ ¢57*, donde ¢ es una constante que
depende de h; y 6 = 4,6692... es la constante de Feigenbaum. Ademds, el comportamiento
de h,__ serd cadtico debido a la existencia de un atractor fractal cuya dimension de Hausdorff
es aproximadamente igual a 0,538 [|12, Section 13.2].

Pensando ya en el siguiente apartado y con el objetivo de simplificar al maximo la fun-
cién del modelo logistico, introduciremos el concepto de conjugacién topoldgica para ver
que estudiar el comportamiento de f, es de alguna forma equivalente a estudiar el com-
portamiento de g.(x) := x? + ¢ para alguna constante c. Diremos que dos aplicaciones
continuas f : X — X, g : Y — Y son topolégicamente conjugadas si existe un homeomor-
fismo ¢ : Y — X tal que f o ¢ = ¢ o g. Esta relacidon nos es 1util ya que las propiedades
relacionadas con los sistemas dindmicos de f y de g serdn las mismas. Las aplicaciones
frix—= Ax(1—x)y g.:y — y?+c son topolégicamente conjugadas por el homeomorfis-
mo ¢ : x — %(1 — 2x) en el apropiado rango de definicidon, donde ¢ y A estan relacionados
por la ecuacion 4c = A(2— A) [29, Lecture 25].

5.2.2. El conjunto de Mandelbrot. Conjuntos de Julia

Nos preguntamos ahora qué pasa con el comportamiento de g, : x — x>+ ¢ como una
funcién definida de C en C y ¢ € C. Empezaremos centrdndonos en el estudio para el valor
inicial 0. En particular, nos interesard conocer para qué valores de c la érbita del cero esta
acotada.

Definicion 5.5. Llamaremos conjunto de Mandelbrot, denotado por M, al conjunto de c para
los que {gf(O)}kEN esta acotado.

Como f, y la restriccion a R de g, son topoldgicamente conjugadas, los valores de c co-
rrespondientes a aquellos de A para los que las érbitas del modelo logistico estaban acotadas
pertenecerdn al conjunto de Mandelbrot. En la Figura[5.5, podemos ver una representacién
del conjunto de Mandelbrot junto a la correspondencia de los valores pertenecientes a R
con el diagrama de bifurcacién del modelo logistico. El conjunto de Mandelbrot tiene una
sorprendente conexién con el estudio de la iteracion de funciones complejas de Julia y Fatou
que comentabamos en la introduccién. Ellos estudiaron el comportamiento de un polinomio
con coeficientes complejos (en particular, g.) para cualquier valor inicial z € C.

Definicidn 5.6. Sea f : C — C un polinomio de grado mayor o igual que 2 con coefficientes
complejos. Sea K(f) = {z € C : {f*(2)},ey estd acotado}. Decimos que el conjunto de Julia
de f, denotado J(f) es la frontera de K(f ), es decir, J(f) = dK(f).

Nos centraremos en los conjuntos J(g.). Como se puede apreciar en la Figura es-
tos conjuntos son muy diferentes dependiendo del pardmetro ¢ escogido. Precisamente el
conjunto de Mandelbrot nos ayudara a saber cuales de estos conjuntos son conexos.

Teorema 5.7 ([[12, Theorem 14.14]). Para todo c € C, el conjunto de Julia J(g,_) es conexo
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Fig. 5.5. El conjunto de Mandelbrot y su correspondencia con el diagrama de bifurcacion
del modelo logistico. Imagen obtenida en [32|].

(a) c=-—0,1+0,11 (b) ¢ =0,25+ 0,521 () ¢ =0,66i

Fig. 5.6. Representacion de conjuntos de Julia de g, para distintos valores de c. Imagen
obtenida en [12|].

st {gf(O)} ren €std acotado y es totalmente disconexo en caso contrario. Por tanto,

M={ceC: {gf(O)}kGN estd acotado} = {c € C : J(g,) es conexo}.

Si nos fijamos en conjunto J(g,), es decir, el conjunto de Julia asociado a la funcién
compleja g, : x — x?, vemos que se corresponde con la circunferencia {z € C : |z| = 1} que
no es un fractal. Veremos a través de los dos siguientes resultados que esto es una excepcion
pues, en la mayoria de los casos, J(g.) es un fractal.

Teorema 5.8 ([[12, Theorem 14.15]). Si|c| > #, entonces J(g,) es el conjunto invariante
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del SIF {(z — c)%, —(z— c)%} para z cerca de J(g.). Ademds, si |c| es grande, tenemos que

. ) 2log2
dimg J(g.) = dimy J(g.) >~ ——.
log 4|c|
Teorema 5.9 ([12, Theorem 14.16]). Si|c| < %, entonces J(g,) es una curva simple cerrada.
Ademds, si |c| es pequefio se tiene que

|c|?

dimg J =dimy J =1+
11’nB (gc) 11‘nH (fc) 410g2

+0([c]?).

5.3. Otras aplicaciones

Una de las caracteristicas mas interesantes de los fractales son sus multiples aplicaciones
en diversas disciplinas. En este trabajo nos hemos centrado en estudiar las matemadticas de-
tras de los fractales pero no podemos finalizar sin comentar algunas de estas aplicaciones.
Asi, aprovecharemos este apartado para comentar algunas de las aplicaciones mas intere-
santes que no se hayan comentado a lo largo del trabajo.

En primer lugar, en el libro [[19]] encontramos métodos usados en andlisis matemati-
co que estan basados en fractales, en particular usan ideas en la autosimilitud como, por
ejemplo, la construccién de SIF en distintos espacios con el objetivo de obtener aproxima-
ciones de un cierto objeto matematico deseado. Asi, podemos encontrar, por ejemplo, una
generalizaciéon del Teorema del Collage [[19, Theorem 8.5].

Por otro lado, ciertas construcciones fractales han sido utiles para crear contraejemplos
o resolver problemas en diversas dreas de matemadticas puras. A modo de ejemplo comen-
taremos brevemente el problema de Kakeya. A principios del siglo XX, Besicovitch estaba
trabajando sobre una conjectura relacionada con la integral de Riemann sobre la que se dio
cuenta que podria encontrar un contraejemplo si era capaz de construir un subconjunto de
R? que contuviera un segmento en todas las direcciones y fuera de medida cero. Finalmente,
en [[1] fue capaz de construir un conjunto de dichas caracteristicas conocido como conjunto
de Besicovitch. Paralelamente, los matematicos japoneses Kakeya y Fujiwara trabajaban so-
bre el problema de encontrar el subconjunto convexo de R? con menor &rea dentro del cual
era posible invertir un segmento unidad, es decir, dentro del cual se puede maniobrar conti-
nuamente un segmento de longitud uno de forma que termine en su posicion original pero
rotado 180°. En [[15] conjeturaron que la solucion era un tridngulo equildtero de altura uno
y, ademds, observaron que si se quitaba la restriccion de la convexidad el problema acep-
taba soluciones con menor drea que la del tridngulo equildtero. El problema de encontrar
el conjunto con menor area en el que se puede rotar un segmento unidad pasé a llamarse
problema de Kakeya. Unos afios mds tarde, Besicovitch resolvié el problema de Kakeya de
una forma sorprendente pues, con una simple modificacion del conjunto de Besicovitch, se
podian obtener conjuntos de medida arbitrariamente pequefia en los que era posible in-
vertir un segmento unidad. Se pueden encontrar més detalles sobre el tema, incluyendo la
construccion de los conjuntos mencionados, en [|13, Chapter 7].

Los fractales se utilizan también en modelizacion. Por un lado, como comentabamos en la
introduccion, modelizan ciertos fendmenos naturales. Para ello se utiliza, entre otras cosas,
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el llamado “movimiento browniano” en honor del cientifico Robert Brown que, en 1827, se
dio cuenta de que la trayectoria seguida por una particula de polen en la superficie del agua
es muy irregular. La modelizacion de estas trayectorias irregulares es util para modelizar
multiples fendmenos, un ejemplo lo encontramos en la Figura Para mads detalles sobre
el estudio del movimiento browniano se puede consultar de [[12, Chapter 16]. Un libro
especifico sobre el uso de fractales en modelizacion bioldgica es [[17], en el que se incluyen
multiples ilustraciones relacionadas con el tema. Por otro lado, los fractales también son
utiles en el estudio del flujo turbulento. Para mas detalles se puede consultar [[22]].

Fig. 5.7. Ejemplo de aplicacion del movimiento browniano. Imagen obtenida de [12].
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A. Codigo utilizado

Cddigo usado para generar la Figura[1.1] Primero definimos la funcién «weiestrass», que
asigna a cada x la suma parcial n-ésima para los parametros a y b, de forma recursiva. A
continuacion, dibujamos una aproximacién de la funcién usando 500 sumandos.

weiestrass<-function(a,b,n,x) {
f<-0

for (i in 0:n){

f=f+(bx*i)*cos ((a**i)*x*pi)

+
return(f)
}
x<-seq(0,2,0.005)
plot(x,weiestrass(3,0.5,500,x),type="1’,ylab="")
plot(x,weiestrass(3,0.75,500,x),type="1’,ylab="")

Cddigo usado para generar la Figura[1.3] Definimos la funcién una funcién que para cada
n nos dibuja E, (en la notacién del Ejemplo [1.3). Empezamos obteniendo las coordenadas
de los vértices de todos los tridngulos de E, en dos vectores x e y. Por dltimo utilizamos el
paquete «ggplot2» para dibujar E, . Para ello definimos el vector id que indica como agrupar
los vértices de x e y.

library("ggplot2")

triang_sierpinski<-function(n){
x<-c(0,0.5,1)

y<-c(0,sqrt(3)/2,0)

id<-c(1,1,1)

for (k in 1:n){

x_new<-c()

y_new<-c()

for (i in 1:(max(id)/3)){
x_1<-(x[2+(i-1)*3]+x[1+(i-1)*3]) /2
X_2<-(x[3+(i-1)*3]+x[2+(i-1)%*3])/2
y_1<—(y[2+(i—1)*3] +y[1+(i—1)*3] )/2
x_newl<-c(x[1+(i-1)*3],x_1,x[2+(i-1)%*3])
y_newl<-c(y[1+(i-1)*3],y_1,y[1+(i-1)*3])
x_new2<-c(x_1,x[2+(i-1)*3],x_2)
y_new2<-c(y_1,y[2+(i-1)*3],y_1)
x_new3<-c(x[2+(i-1)*3],x_2,x[3+(i-1)*3])
y_new3<-c(y[1+(i-1)*3],y_1,y[1+(i-1)*3])
x_new<-c(x_new,x_newl,x_new2,x_new3)
y_new<-c(y_new,y_newl,y_new2,y_new3)
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}

x<-x_new

y<-y_new

id<-c()

for (j in 1:length(x)){

id<-c(id,rep(j,3))

}

}

r<-data.frame(x,y,id)

p <- ggplot(r, aes(x = x,

geom_polygon(aes(group =

theme_bw() +

theme (axis.line =element_blank() ,panel.grid.major = element_blank(),
panel.grid.minor = element_blank(),panel.border = element_blank()
,panel.background = element_blank(),axis.text.x = element_blank()
, axis.ticks.x = element_blank(),axis.text.y = element_blank(),
axis.ticks.y = element_blank(),axis.title.x = element_blank(),
axis.title.y = element_blank(),legend.position="none")

y =y
id) ,fill="black",colour="black")+

Cdédigo usado para generar la Figura Utilizamos el paquete “sp” para obtener los
datos geograficos necesarios. Utilizamos después la funcion “fortify” para transformar dichos
datos en un data frame con el que podamos trabajar con el paquete “spatstat”. Continuamos
utilizando la funcién “as.ppp” para crear un archivo .ppp al que poder aplicar la funcién
“quadratcount” que sirve para dividir en una cuadricula las coordenadas. Gracias a esta
funcién detectamos en que cuadrados de dicha cuadricula hay puntos de la frontera. Por
ultimo, utilizamos el paquete “ggplot2” para dibujar lo que nos interesa.

library("raster")

library("sp")

spain <- getData(’GADM’, country = ’spain’, level = 1)
galicia <- spain[spain$NAME_1 == "Galicia",]
library("spatstat")

library("ggplot2")

fgal<-fortify(galicia)

x<-fgall,1]

y<—fga1[,2]

gal<-data.frame(x,y)
anchura<-max(gal[,1])-min(gall,1])
altura<-max(gall,2])-min(gall,2])
c_x<-(max(gall,1])+min(gall,1]1))/2
c_y<-(max(gall,2])+min(gall,2]))/2
h<-max(altura/2,anchura/2)

h<-h+h/10
gal_owin<-owin(c(c_x-h,c_x+h),c(c_y-h,c_y+h))
gal_ppp<-as.ppp(gal,gal_owin)
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cuadr_gal<-function(a){
Q<-quadratcount (gal_ppp,nx=a,ny=a)
xx<-seq(c_x-h,c_x+h,length.out = a+l)

yy<-seq(c_y+h,c_y-h,length.out = a+l)
xmin<-c ()

xmax<-c ()

ymin<-c()

ymax<-c ()

for (i in 1:nrow(Q)){

for (j in 1:ncol(Q)){

if (Qli,j]1'=0) {
xmin<-c(xmin,xx[j])
xmax<-c(xmax,xx[j+1])
ymin<-c(ymin,yy[i+1])

ymax<-c (ymax,yy[i])

}

}

}
r<-data.frame(xmin,xmax,ymin,ymax)
ggplot O+

geom_polygon(data=fgal,aes(x=long, y=lat, group = group),colour="
black",fill=NA)+

geom_vline(xintercept = xx)+

geom_hline(yintercept = yy)+

geom_rect (data=r,aes (xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin, ymax=ymax,alpha
=0.5) ,colour="black",fill="yellow")+

theme_bw() +

theme (axis.line =element_blank() ,panel.grid.major = element_blank(),
panel.grid.minor = element_blank(),panel.border = element_blank()
,panel.background = element_blank(),axis.text.x = element_blank()
, axis.ticks.x = element_blank(),axis.text.y = element_blank(),
axis.ticks.y = element_blank(),axis.title.x = element_blank(),
axis.title.y = element_blank(),legend.position="none")

}
cuadr_gal(4)
cuadr_gal(8)
cuadr_gal (16)

Cddigo utilizado para generar la Figura[4.1] El juego del caos asociado al tridngulo de Sier-
pinski es equivalente a, en cada iteracién, calcular el punto medio entre el punto iterativo
y uno de los tres vértices (escogido de manera aleatoria en cada iteracion).

n_iter<-10000

vertices<-data.frame(x=c(0, 1, 0.5),y=c(0, 0, sqrt(3)/2))
pto_iterativo<-runif (2)
ptos_finales<-data.frame(x=rep(0,n_iter),y=rep(0,n_iter))
for(i in 1:n_iter){
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pto_iterativo<-(vertices[sample(3,1),]+pto_iterativo)/2
ptos_finales[i,]<-pto_iterativo

}
plot.new()

points(ptos_finales$x,ptos_finales$y, col="black",pch=20, cex =0.5)

Cédigo utilizado para generar la Figura[5.1] Consultado en la pagina web [31].

fractal_fern2 <- function(x, p){

if (p <= 0.01) {

<- matrix(c(0, 0, 0, .16), 2, 2)

<- c(0, 0)

else if (p <= 0.86) {

<- matrix(c(.85, -.04, .04, .85), 2, 2)
<- ¢c(0, 1.6)

else if (p <= 0.93) {

<- matrix(c(.2, .23, -.26, .22), 2, 2)
<- ¢c(0, 1.6)

else {

<- matrix(c(-.15, .26, .28, .24), 2, 2)
<- ¢c(0, .44)

Y*%h x + f

Y EHYHEBYHEYHEB Y E

reps <- 1000000

p <- runif(reps)

coords <- c(0, 0)

m <- Reduce(fractal_fern2, p, accumulate = T, init = coords)
m <- t(do.call(cbind, m))

plot(m, type = "p", cex = 0.1, col = "darkgreen",

xlim = c(-3, 3), ylim = c(0, 10),

xlab = NA, ylab = NA, axes = FALSE)

Cddigo usado para generar la Figura[5.4} Con el objetivo de aproximar el comportamiento de
las érbitas del modelo logistico, iteramos la funcién f, (aqui definida como «map») 500 veces
antes de guardar ningun valor. Repetimos el proceso para distintos valores del parametro A
(en el cédigo es el parametro r).

map<-function(r,x)q{
y<-r*x*(1-x)
return(y)

}
r<-3.5
x_0<-0.5
x_plot<-c()
r_plot<-c()
while(r<4){
x<-x_0
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for (i in 1:500){
x<-map(r,x)

}
for (i in 1:250){
x<-map(r,x)
x_plot<-c(x_plot,x)
}
r_plot<-c(r_plot,rep(r,250))
r<-r+0.0005

}
plot(r_plot,x_plot,pch="-",xlab="",ylab="")






B. Demostraciones auxiliares

En este apéndice incluiremos algunas demostraciones de caracter mas auxiliar.

Demostracién del Teorema Construiremos la aplicacién continua f como el limite de
una sucesion de aplicaciones continuas {f,},cy. Empezaremos describiendo una operacién
sobre caminos que usaremos para definir los f,.

Consideramos un intervalo compacto arbitrario de la recta real [a,b] y un cuadrado
arbitrario del plano con lados paralelos a los ejes coordenados. Sea g el camino descrito en
la Figura que podemos pensar como una aplicacién continua de [a, b] en el cuadrado.

Fig. B.1. Definicion de g. Imagen obtenida de [25|].

La operacion que queriamos definir reemplaza el camino g por el camino g’ descrito en
la Figura Se trata de un camino hecho por cuatro caminos triangulares de la mitad de
tamafio que g. Observamos que g y g’ tienen el mismo punto inicial y el mismo punto final
y que esta operacion se puede aplicar a cualquier camino triangular h como se indica en la

Figura

Fig. B.2. Definicion de g’. Imagen obtenida de [25|].

Definimos la sucesién de funciones f, : I — I? de manera inductiva. Sea f, el camino
triangular descrito en la Figura[B.1jcon a = 0y b = 1. La aplicacién f; se obtiene aplicando
la operacién descrita en la Figura 2 a la aplicacidn f,,. Para obtener f, aplicamos la misma
operacion a cada uno de los cuatro caminos triangulares de f;, como se recoge en la Figu-
ra[B.4] En el caso general, f,,; es un camino creado a partir de aplicar esta operacién a cada
uno de los 4" caminos triangulares, cada uno contenido en un cuadrado de lado 27", de f, .
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Fig. B.3. Definicién de g’. Imagen obtenida de [25]].
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Fig. B.4. Visualizacion de f,y f5. Imagen obtenida de [25|].

Consideramos la siguiente métrica sobre R?,

d(x,y) = méax{|x; — y;l, [x3 — y,}.

Denotaremos por p la métrica sobre ¢ (I,1%) definida por

p(f,g) =sup{d(f(t),g(t)): t €I}.

Como I? es cerrado en R?, el espacio métrico (I2,d) es completo. Por tanto, el espacio
métrico (€(I,1?), p) es también completo []25, Theorem 43.6].

Probaremos que la sucesion de aplicaciones continuas {f, },cy €s de Cauchy en el espa-
cio métrico (¢(I,I1?), p). Observamos que cada uno de los caminos triangulares de f, esta
dentro de un cuadrado de lado 27". La operacién usada para definir f, , reemplaza cada
camino triangular por cuatro caminos triangulares que estdn dentro del mismo cuadrado
que el original. Por tanto, la distancia en (I%,d) entre f,(t) y f,.1(t) es, como mucho, 27".
Consecuentemente,p(f,, f,11) < 27". Concluimos que {f,},cy €s una sucesién de Cauchy en
(€U, 1%),p) ya que

p(fm fn,m) <27+ 2—n—1 + .- 4 2—n—m+1 < 2—n+1,

para todo n,m € N.

Como (6(I,1%),p) es completo, {f,},cy converge a una funcién continua f : I — I
Nos falta probar que f es sobreyectiva. Sea x € I, veamos que x € f(I). En primer lugar,
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observamos que, dado n € N, el camino f, pasa a una distancia menor o igual a 27" de x ya
que f, pasa por cada uno de los cuadrados de lado 27" en los que hemos divido I2. Usando
este hecho, probaremos que, dado ¢ > 0, la e-vecindad de x interseca a f(I). Podemos
escoger N lo suficientemente grande como para que

€

€ oN
p(fy,f) < §y2 <3

Con lo que hemos probado, podemos asegurar que existe t, € I tal que d(X, fy(t,)) <
27V, Luego, ya que d(fy(t), f(t)) < § para todo t, deducimos que

d(x, f(to)) <e,

y, consecuentemente, la e-vecindad de x interseca a f (I). Por lo tanto, x pertenece a la
clausura de f(I). Como I es compacto, tenemos que f(I) también es compacto y, conse-
cuentemente, es cerrado. Por tanto, x pertenece a f (I) como queriamos probar. |

Demostracion de la Proposicion Supongamos que S no tiene una r-red finita. Vamos a
definir una sucesion {x,},cy, de forma inductiva, tal que d(x,, x,,) > r para todo n # m.
En primer lugar, como S # @, ya que sino & seria una r-red finita, podemos escoger x; € S.
Supongamos ahora que x4, X5, ..., X,, ya han sido escogidos. Como por hipétesis {x,...,x,}
no es una r-red, podemos tomar x,,,; tal que d(x;,x,.;) > r paratodo 1< j<n.

Veamos que la sucesion {x, },cy no tiene punto de acumulacion, lo que supondria una
contradiccion pues S es secuencialmente compacto. Por reduccidén al absurdo, supongamos
que existe un punto de acumulacién x. Por ser punto de acumulacién tendriamos que en la
bola B %(x) contendria dos puntos de la sucesién lo cual es imposible pues la distancia entre
dos puntos de la sucesién es estrictamente mayor que r. [ |
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