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Resumen

Estudio de la estructura de los grupos de unidades en médulo m € Z, m > 1 arbitrario,
denotado como U,,, y trabajando con la definiciéon del anillo Z,,, dando su definicién y
propiedades de los elementos de este anillo y del grupo U,,. Por otro lado, veremos también
el teorema de Fuler, el teorema de Fermat y el teorema de Wilson, resultados que nos
seran utiles para probar las propiedades de los conjuntos anteriormente descritos. Esto nos
ayudard a la resoluciéon de congruencias de una variable (mod m) tanto lineales como de
grado superior, analizando, ademés, sistemas de congruencias de distintos médulos. Para
ello se veran, ademaés, la definicién de raiz primitiva de un m que las admita, recalcando la
forma de aquellos niimeros enteros que los tienen; asi como la definicién de indice, que nos
ayudard a la hora de afrontar congruencias de forma az™ = b (mod m). Usaremos también
el teorema de Lagrange para ver cuantas soluciones posibles puede haber. Para finalizar,
se explicaran formas de ver si un elemento de U, es un resto cuadratico, centrandonos en
especial en los modulos primos para definir el simbolo de Legendre, y partiendo del criterio
de Euler.

Abstract

Study of the structure of the group of units modulo m € Z, m > 1 arbitrary, writing
it as U,,, and working with the definition of the ring Z,,, explaining its definition and the
properties of this ring and the U,, group. On the other hand, we will see Euler’s theorem,
Fermat’s theorem and Wilson’s theorem too; and these tools will be useful in order to
proof the properties of the sets previously described. This will help us for solving linear
congruences or higher-degree polinomial congruences in one variable (mod m), and we will
also explain how to see a solution to a system of simultaneous linear congruences with
different moduli. In order to help with this goal, we will see the definition of primitive root

of a valid m, describing the way these integer numbers are; and the definition of index,
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useful when we want to solve az™ = b (mod m) congruences. We will see the Lagrange’s
theorem to see the possible number of solutions a congruence has. Finally, we will explain
different modes for see if an element of U, is a quadratic residue, placing an emphasis
on prime integer moduli in order to define the Legendre symbol, and explaining also the

Euler’s criterion.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es el de proporcionar resultados completos sobre la estruc-
tura de los grupos de unidades en médulo m, para sus posteriores aplicaciones en el estudio
de congruencias (en especial, lineales), raices primitivas, indices y restos cuadraticos.

En el primer capitulo introduciremos los anillos Z,,, con m > 1, m € Z, de los que se
parte para describir después el grupo de unidades médulo m que esti contenido. También
se adelantan resultados importantes para el resto de apartados.

En el segundo se explicaran los elementos de Z,, que son unidades, incluyendo cuan-
tos pueden ser y las propiedades que cumplen los elementos dentro del grupo. Daremos,
también, la definicién de orden.

El capitulo tres estd dedicado a la solucién de congruencias lineales de una variable,
asi como al estudio de sistemas de congruencias lineales con varios modulos. Se explicara,
para este fin, el teorema chino de los restos y las propiedades necesarias para la resolucién
de sistemas de congruencias con moédulos arbitrarios.

El cuarto se dedica a dar resultados de congruencias de grados mayores a 1 (congruen-
cias no lineales), con atencion especial a las de grado 2 y a los restos n-potenciales. A parte,
se explicara el teorema de Lagrange.

El capitulo cinco habla de las rafces primitivas y de los ntimeros enteros que los pueden
tener, anadiendo propiedades de los elementos del grupo de unidades y profundizando en
la estructura del grupo a partir de la posibilidad de existencia o no existencia de raices
primitivas del médulo m.

En el sexto capitulos aplicaremos lo visto en el anterior para la resolucién de congruen-
cias. Para esto, introduciremos el indice a partir de una raiz primitiva del médulo m, asi
como el vector de indices para aquellos enteros que no tengan raices primitivas. También
veremos como construir tablas de indices y de vectores de indices y algunos resultados
derivados de las propiedades de indices.

Para finalizar, los dos Gltimos capitulos se dedicardn a restos cuadréticos, definiendo
este término y el simbolo de Legendre, que indicaréd si un elemento es resto cuadratico o

no de un médulo primo, junto con sus propiedades. También se vera la ley de reciprocidad

IX



X INTRODUCCION

cuadréatica, que agilizard el estudio de si un elemento es o no resto cuadratico para un
moédulo primo. También veremos, de forma mas abreviada, qué sucede en el caso de un

médulo compuesto.



Capitulo 1

Congruencias. Teoremas de Euler,

Fermat y Wilson.

Empezaremos con la definicion de congruencia, asi como algunas de sus propiedades.

También daremos algunos resultados importantes que seran ttiles para sucesivos capitulos.

1.1. Congruencias.

Definicion 1.1. Sea m € Z, m > 1. Se dice que a, b € Z son congruentes médulo m si
m divide a la diferencia a — b (denotando por m | a — b la divisibilidad). Otras formas de
definirlo son que a —b = km, con k € Z (esta es equivalente a la definicion ya dada); o que
a y b estan en la misma progresion aritmética de diferencia m. Se denotara la congruencia

de a y b en médulo m como a = b (mod m).

Definiciéon 1.2. Sea a € Z fijado. Tenemos que los z € Z que cumplen x = a (mod m)
son de la forma x = a + mk, con k € Z. Esta progresion se denomina clase de restos
modulo m. Conocido el modulo (sea m), lo denotamos por a. También se puede denotar

a la sucesion como (a)n,.

Las clases de restos (mod m) forman una particiéon de Z. Esto se ve facilmente gracias

al siguiente resultado:

Teorema 1.3. Sean a, b € Z arbitrarios y fijemos m € Z. a =b (mod m) < a y b tienen

el mismo resto no negativo al dividirlos por m.



Demostracion. Probamos las dos implicaciones:

n_sn

Partimos de a = b (mod m). Esto implica que a = b + mk, para un k € Z. Por otro
lado, dividiendo b por m, tenemos b = gm + r, para ¢ € Z y con 0 < r < m. Por tanto,
a=b+km=r+qgn+km = (q+k)m+r. Asi, a y b tienen el mismo resto r, lo que
prueba esta implicacion.

"

Seana =qgm+ryb=qgm+r, con 0 <r<myq,q € Z. Entonces a —b =
(ggm + 1) — (g2m + 1) = (q1 — g2)m. Esto significa que m | (a — b), pero esto equivale a
que a = b (mod m). (1.1 O

Por tanto, con m € Z, m > 1 fijado, tenemos que las distintas clases de restos, 0, 1,
..., m — 1, forman una particién de Z y cada entero estd en una tnica clase de restos. En
general usaremos la nomenclatura sin la linea para referirnos a su clase de restos cuando

no haya confusién.

Teorema 1.4. Sean m € Z, m > 1 fijado. Congruencia (mod m) es una relacion de

equivalencia.
Demostracion. Siendo a, b, ¢ enteros, tiene que cumplirse:

l.- a =a (mod m).

Cierto por a —a = 0 y todo nimero dividir a 0.

2-a=b=b=a.

a=b(modm)=a—b=km,conk €Z. Asi,b—a=—(a—b) =—(km) = (—k)m.
ke€Z = —k € Z, por lo que b = a (mod m).

=b d

¢ (mod m) = a = ¢ (mod m)

b = ¢ (mod m)
a=b(modm)<a—-b=knkecZyb=c(modm)<b—c=qm,qeclZ

a—c=(a—-b)+(b—c)=km—qgmn=(k—qm < a=c (modm).
O

Observacion 1.5. La demostracién anterior se basa en la propia definicién de congruencia
1)

Partiendo entonces de que la congruencia es una relacién de equivalencia, tenemos el

siguiente resultado:



Teorema 1.6. Sean a, b, ¢, d, m € Z, con m > 1. Se cumple:
a=>b (modm) N a+c=b+d (mod m)
c=d (mod m) ac = bd (mod m)

Definiendo suma y producto de clases de restos con las operaciones @ +¢ = a+c y

a-¢ = ac, entonces Ly, es un anillo y la aplicacion definida como ¢(a) =@ es homomorfismo
de Z. a Ly,.

Demostracion. Dividimos la demostracién en cuatro partes:

= Suma y producto con congruencias
—b
m|(a=0b) = m| ((a+c)— (b+d)) da congruencia de suma.
m | (c—d)
Para el producto, sabemos que m | ((a — b)(c — d)) al serlo de cada factor. Por ser
(a—b)(c—d) =ac—bd+b(d—c)+d(b—a) y los dos tltimos sumandos son divisibles

por m, entonces se cumple m | (ac — bd) y tenemos congruencia para el producto.

= Clases de sumas y productos de clases de restos.

@+ ¢ = a + c significa que la suma de clase de restos dada por a y ¢ es la misma

en la que estd la suma a + c¢. Dicho de otro modo, si sumamos dos clases de restos

(mod m), sean C'y C’ las clases, elegimos un elemento de cada uno, los sumamos,

y definimos C' + C’ como C” clase con su suma. La suma es tnica si (y s6lo si)

los resultados de C” se dan sin importar los elementos escogidos en C'y C’. Como
a=b (mod m) } = a+c=b+d (mod m), siendo a,b € Cyc,de C' = a+ec,
¢ =d (mod m)

b+ d € C". Para el producto tenemos un razonamiento analogo.

s Z,, €s un anillo.

Para Z,,, muchas propiedades se heredan de Z:

ea+b=bt+aenZ=a+b=b+aenZ,
eat+0=aenZ=a+0=aenZ,

e al=aenZZ=al=aen Z,

So6lo nos quedaria ver que 1 # 0. Pero esto es cierto al ser m > 1y m { 1. Por tanto,

Z., es anillo. Notar que con estas operaciones, Z,, es cerrado.



= Homomorfismo entre Z y Z,.

Por Z,, ser anillo (al heredar las propiedades de anillo de Z), tenemos entonces que

la aplicacién

¢ L — Ly

a— ¢(a) =a

es un homomorfismo de anillos entre Z y Z,,

Ademés, gracias a este teorema, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.7. f(z1,...,xn) polinomio sobre Z } N

aj =b; (mod m), con je{l,..,n}
fla,...;an) = f(b1,....;b,) (mod m).

Observacion 1.8. Llevado al dlgebra actual, tenemos que el conjunto mZ de los miltiplos
de m es un ideal, es decir, un grupo aditivo contenido en un anillo de modo que ka € mZ

=k €Z,ac ml.

Con todo esto, podremos ver cuando una ecuacion es resoluble en Z. En el caso general,
f(z,y,...,2) = 0 resoluble en Z si lo es en Z,,, con m € Z*. Dicho de otro modo, no hay
solucién en Z si no hay solucién en Z,, para algtin m € Z". Para esto, observaremos ciertas
propiedades que se deben cumplir para que haya solucién de una ecuacién en Z,,.

Lo primero a decir es que a = b (mod m) = ca = cb (mod m) Vc € Z ((L.6) con ¢ = d).
Sin embargo, la otra implicaciéon no es cierta. Por ejemplo, 2-3 = 2-0 (mod 6), pero no es

cierto 3 =0 (mod 6). Tenemos, entonces, algunas condiciones para cancelar factores.

Teorema 1.9. Seanm € Z, m > 1, 0 £k € Z y med(k, m)=d.
Entonces ka = kb (mod m) = a =0 (mod ).

Demostracion. med(k, m)=d < med((%), (%))= 1. Por ka = kb (mod m), m | (ka — kb)
S m|kla—b) e 7| s(a —b), y esto nos da el resultado deseado por (1.1]). O

De este resultado obtenemos dos resultados muy importantes. Suponiendo k, n, p € Z:

ka = kb (mod m)
med(k, m)=1

Corolario 1.10. } = a=b (mod m).

ka = kb (mod p)
ptk, p primo

Corolario 1.11.

}:>a=b(m0dp).

4



Combinando ambos corolarios, tenemos que p € Z, p primo, entonces ab = 0 (mod p)
= a=00b=0, cosa que, como hemos visto antes, no se da en general. Con esto, llegamos

al siguiente teorema:

Teorema 1.12. Para un m € Z©, m compuesto, Z,, anillo no dominio, es decir, existen
elementos distintos de 0 cuyo producto es 0 (por lo visto arriba). Si p € Z es primo, Zj es

un cuerpo, es decir, todo elemento salvo el 0 es invertible.

Demostracion. Sélo probaremos que Zj, con p primo es cuerpo.
V0 # a € Zj, es invertible. Siendo asi, tenemos que ax = 1 solucién tnica en Z,. Esto
equivale a ar = 1+ py en Z. 0 # a € Z, implica que p { a, por lo que esta ecuacién se

resuelve y el conjunto de x vélidos estan en una clase de restos (mod p). O

Asi, sera importante saber cudles enteros son nimeros primos. Antes de seguir con el
siguiente capitulo, daremos unos resultados que serdn importantes para ver qué valores

enteros son primos y algunas propiedades que se utilizaran en otros capitulos.

1.2. Teoremas de Euler, de Fermat y de Wilson.

Comenzaremos hablando del Pequeno teorema de Fermat, y de resultados que

parten de este teorema. Primero daremos la definicién de sistema completo de restos.

Definicion 1.13. Sea m € Z*. Un sistema completo de restos (mod m) es un conjunto

de enteros con las siguientes propiedades:

1.- Es un conjunto con m elementos, que denotaremos {ay, ..., am }.

2.- Estos elementos son enteros incongruentes (mod m). Dicho de otro modo,

a; = a; (mod m) = i = j.

3.- Cada clase (mod m) esta representada una tnica vez. Es decir, Va € Z, 3°a;, elemento

del sistema, de modo que a; = a (mod m).

Sea el sistema completo de restos definido anteriormente, y sean b, k € Z, siendo m y
k coprimos, entonces kaj + b, ..., ka,, + b forman un sistema de restos completo (mod m),

v esto da una permutacién de los elementos de aq, ..., G-

Ejemplo 1.14. Tomemos m = 5. Un sistema completo de restos (mod 5) es el conjunto
{0,1,2,3,4}. Otro sistema de restos completo (mod 5) seria {2,4,6,8,10}. En efecto, pues
2=2,4=4,6=1,8=3,10 =0 (mod 5). Por otro lado, {2,4, —6, 8,10} no es un sistema

de restos completo, pues —6 = 4 (mod 5).



Teniendo esta definicion, podemos ver ahora el teorema de Fermat.

Teorema 1.15 (Pequefio teorema de Fermat). Sean a, p € Z%, con p primo y p | a.

Entonces a?~' =1 (mod p).

Demostracion. Tomamos los primeros p — 1 maltiplos de a (a, 2a,...,(p — 1)a). Ninguno es
congruente a 0 ni lo son dos a dos (puessi 1 <r < s<p—1, enra = sa (mod p) se puede
cancelar a (1.11]) y tenemos r = s (mod p), lo que es imposible). De este modo, el conjunto

de maltiplos (con el 0 = 0-a) es un sistema de restos completo, es decir, esos multiplos

son congruentes (mod p) a uno y sé6lo uno de los restos 1, 2, ..., p — 1. Tenemos entonces
el siguiente resultado es cierto (L.6): a-2a-....(p — 1)a = 1-2-...-(p — 1) (mod p). Operando,
tenemos que a?~1(p — 1)! = (p — 1)!, o lo que es lo mismo, por cumplirse p { (p — 1)!,
a?~! =1 (mod p). O

Un resultado inmediato de este teorema, extendiendo la definicion Va € Z, y p € Z
primo, es que a? = a (mod p). Ademas, tenemos una generalizacion Vm € Z modulo, dada

por Euler.

Teorema 1.16 (Teorema de Euler). Sean a, m € Z. Si med(a, m)= 1, entonces a¥™ =1
(mod m), donde o(m) denota la cantidad de nimeros enteros positivos menores a m y que

s0M coprimos con m.

Demostracion. Por definicion de ¢(m), tomamos aq, ..., a que cumplen las condi-

©(m)

ciones descritas en el teorema. Por (1.10)), tenemos que aay, ..., aa son congruen-

e(m)
tes (mod m) en algin orden a ai, ..., dy(y). Multiplicando las congruencias, tenemos
(aai)-....(aGup(m)) =a1-.. () (mod m) < a‘ﬂ(m)-a1-...-a¢(m)5a1-...-aw(m) (mod m). Como
los distintos a; son coprimos a m, su producto lo es, por lo que tenemos a?(™ = 1 (mod

m), y se prueba el teorema. O
Observacion 1.17. La funcion ¢(m) de (1.16]) se denomina funcién ¢ de Euler. Profun-
dizaremos mas sobre esta funcion en el siguiente capitulo.

Otro resultado importante con el nombre de Euler es el criterio de Euler, utilizado
para ver restos cuadraticos de un médulo primo. Lo analizaremos en otro capitulo. Lo que

si veremos ahora, y que serd utilizado para el resultado citado, es el teorema de Wilson.
Teorema 1.18 (de Wilson). Sea p € Z primo. Entonces (p —1)! = —1 (mod p).

Demostracion. Si p es 2 o 3, esto es evidente, pues 1! = 1 = —1 (mod 2), 2! =2 = —1
(mod 3).



Sea p > 3 primo y sea a uno de los enteros positivos 1, ..., (p — 1). Por ser p primo,
nos dice que todos esos elementos, al ser distintos de 0, tienen un tnico inverso en
Zyp. Llamemos o al inverso de a.

Por p primo, tenemos a =a’ < aeslop—1,puesa =1 (mod p) & (a+1)-(a—1)=0
(mod p), porloquea—1=0(modp)ya=10a+1=0 (mod p) ya=—1 (mod p), por
loque a =p—1.

Omitiendo estos elementos, los restantes 2, ..., p — 2 se ordenan en pares de elementos
distintos a, a’ de modo que aa’ = 1 (mod p). Tenemos % congruencias. Al hacer su
producto, y reordenando, se cumple que 2-...-(p — 2)= 1 (mod p), es decir, (p —2)! =1
(mod p). Por tanto, multiplicando por p — 1, tenemos (p — 1)! =p—1=—1 (mod p). O

Con esto, tenemos casi todas las herramientas basicas necesarias para los siguientes

capitulos.






Capitulo 2
Estructura unidades (mod m).

En este capitulo veremos como es la estructura de las unidades en los anillos Z,,, con
m € ZT arbitrario. Antes de profundizar en esto, hablaremos de la funcién ¢ de Euler y

veremos sus propiedades, que serdn ttiles tanto en este como en siguientes capitulos.

2.1. La funcién ¢ de Euler.

Definicién 2.1. Sea m € Z, m > 0. Se denota por ¢(m) a la cantidad de nimeros enteros
positivos menores o iguales a m y coprimos con m. Esta funcién se denomina funcién ¢
de Euler.

Tenemos que p(1) = 1, pues med(1, 1)= 1. Si m > 1, med(m, m)= m # 1. Por tanto, si
tomamos m > 1, ¢(m) es la cantidad de nimeros enteros positivos menores a m y coprimos

con m.
Ejemplo 2.2. Veremos el valor de ¢(m) en un par de casos.

1.- Para el ntmero 9 = 32, tenemos que los nameros coprimos menores que 9 son

{1,2,4,5,7,8}. Un total de 6 elementos. Por tanto, ©(9) = 6

2.- Para el namero 12 = 22.3, tenemos que los niimeros coprimos menores a 12 son

{1,5,7,11}. Un total de 4 elementos. Por tanto, ¢(12) = 4.

Si m € Z es un ntimero primo, tenemos que Va € Z, con a < m, mcd(a, m)= 1, por lo
que p(m) =m — 1. Con m compuesto, la cosa cambia. Sea d € Z un divisor de m, por lo
que 1 < d < m. Por ello, hay al menos dos ntimeros enteros entre 1, 2, ..., m no coprimos
con m, que seran al menos d y m. Por tanto, ¢(m) < m — 2.

Teniendo una acotacién de la funcién ¢ de Euler, vamos a ver como saber que valor

tiene ¢(m) dependiendo de m € Z.



k

Teorema 2.3. Sea p € Z, con p primo y k € Z+. Entonces, p(p*) = pF —pF—1 = pk(l—%).

L nimeros enteros entre

k—1

Demostracién. Sea n € Z. p{ n < mcd(n, p¥)= 1. Tenemos p*~

k—l)

1 y p¥ divisibles por p, que serdn p, 2p, ..., (p p. Por tanto, hay pF — p nimeros

enteros coprimos a p* entre 1 y p*. Por la definicion de funcion de ¢ de Euler, entonces
p(pF) = p* —pFt = pF(1 - ). O

Con esto, ya tenemos el valor de ¢(m) para m € Z primo o potencia de primo.
Para un m arbitrario, tenemos que recurrir a la propiedad multiplicativa de la funcién

© de Euler.

Definiciéon 2.4. Una funcion arbitraria f se dice que es multiplicativa si f(mn) =
f(m)f(n) cuando med(m,n)= 1.

med(a, b)=1

Lema 2.5. Sean a, b, ¢ € Z. mcd(a, be)=1 &
med(a, c¢)=1

Demostracion. Probaremos las dos implicaciones:

H:>H

Partimos de mcd(a, be)= 1y sea d =mcd(a,b) = d|ayd|b=4d| a,d]| bc =
med(a, be)> d = d = 1. Esto es analogo para mcd(a, ¢)= 1.

”<:”

Partimos de med(a,b)= 1 =mcd(a,c). Sea med(a,bc)= dy > 1. dy tiene un divisor primo
p>1.dy|bc=p|bc=p|bop]|c Sip|b, como p|a,entonces med(a, b)> p, lo que es

una contradiccion. Analogo si p | c. Por tanto, solo queda que d; = 1. O
Teorema 2.6. La funcidn ¢ de FEuler es multiplicativa.

Demostracion. p(1) =1 = p(mn) = ¢(m)p(n) es valido con m, n = 1.

Sean, pues, m, n > 1, y suponemos mcd(m, n)= 1. Consideramos:

0 1 m—1
m m+1 m+ (m—1)
m—=1)m (n—1m+1 .. (n—1)m+(m-—1)

Tenemos que son mn enteros seguidos, por lo que son un sistema completo de restos

(mod mn), y habra ¢(mn) numeros coprimos con el namero mn en la lista.
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La primera fila es un sistema completo de restos (mod m), y todos los elementos de
cada columna son congruentes (mod m), por lo que tenemos ¢(m) columnas con elementos
coprimos con m.

Tomemos, ahora, una de estas columnas. Sus elementos son b, m+ b, ..., (n — 1)m + b,
conbeZ,0<b<m.Por , esto es un sistema completo de restos (mod n). Por ello,
cada una de estas columnas tiene un total de ¢(n) elementos coprimos con n.

Por tanto, llegamos a que hay ¢(m)p(n) elementos coprimos con m y n en el listado
descrito. Como mcd(m, n)= 1, entonces | € Z coprimo con mn <> | coprimo con m y n

(2.5). Asi, hay ¢(m)p(n) elementos de la lista coprimos con mn. Por lo tanto, ¢(mn) =
p(m)p(n). =

Con estas herramientas, tenemos entonces la forma de calcular ¢(m) Vm € Z, tal como

se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sea m € Z con descomposicion en primos m = pi'... pSr, donde los p; son

primos distintos Yi # j, y los e; son enteros mayores o iguales a 0. Entonces, p(m) =
P(pf)-p(pfr) =m(1 = L) (1= L),

Demostracion. Por induccién en r, nimero de primos distintos en los que se descompone m.
Con r = 1 lo sabemos cierto (2.3)). Lo suponemos valido para r = i. Como med(p{*...p{",

piyi')= 1 (por ser primos distintos), y por ser ¢ de Euler multiplicativa, tenemos que

ei+1) o Cit+1

o(m) = (P05 )1 ) = o7 .0y )e(p; 7 ). Por hipétesis de induccién, sabemos que
o((pT.p5") = e(T)-.. p(p"), vy por (2-3) en cada factor, tenemos el resultado deseado. [

Otro resultado importante sobre la funcién ¢ de Euler es el siguiente:
Teorema 2.8. Sean d, m € Z y m > 0. Entonces }_,, ¢(d) = m.

Demostracion. Es un caso especial del principio de cardinalidad de subgrupos de un grupo
finito. Este resultado de teoria de grupos nos dice que un subgrupo de un grupo finito
tiene un cardinal que es divisor del cardinal del grupo en el que esté, y ademas la suma
de cardinales de subgrupos que forman una particién del grupo tiene que ser el cardinal
del propio grupo. En este caso, el conjunto se denomina S = {1,...,m}, y las distintas
clases se denotan como Cy, con d | m, siendo los elementos a € S de modo que se cumple
mcd(a, m)= d. Reescribimos cada a € S de forma a = bd (pues mcd(a, m)= d). De este
m

modo, tenemos 1 < b < %, siendo b y "} coprimos. La cantidad de b vélidos es o(*}),

v como d recorre los divisores de m, también recorre %

a7
Zd\m o(7) = Zd|m ©(d). O

11
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Ejemplo 2.9. Tomando m = 20 = 22-5. Sus divisores seran {1,2,4,5,10,20}. Tenemos,
entonces, que sumar ¢ de estos elementos. ¢(1) + ¢(2) + ¢(4) + ©(5) + ©(10) + ¢(20) =
1+14+24+44+4+8=20.

Con esto, ya tenemos las herramientas necesarias para hablar de unidades en médulo

m, con m € Z.

2.2. Estructura de unidades (mod m).

Sea m € Z. Tenemos que Z,, es un grupo aditivo finito, y es un grupo ciclico,
es decir, se genera con un dnico elemento (en este caso, el 1). Por otro lado, si m es un
numero primo, el grupo multiplicativo Z;, de los elementos de Z,, distintos de 0 es ciclico.
En caso de que m sea compuesto, entonces Z;, no es grupo, pero contiene un subconjunto

importante que si es grupo: el conjunto de las unidades de Z,.

Definicion 2.10. Llamamos grupo de unidades de Z,, a los elementos de Z,, que tienen
inverso. El elemento u € Z,, es una unidad si, y s6lo si, cumple una de estas condiciones

(equivalentes):
= yx = 1 resoluble en Z,,
» yzr =1 (mod m) resoluble
s ur+my=1

De las dos primeras condiciones hablaremos en préoximos capitulos. La tercera es equivalente
a la condicion de que med(u, m)= 1, es decir, las unidades de Z,, serén los elementos de
este grupo que son coprimos con m. Denotamos al conjunto de unidades como U,,, y, por

lo visto antes, este grupo tendra ¢(m) elementos.

Ejemplo 2.11. Volviendo a los casos vistos en (2.2)), los elementos coprimos de 9 y 12 son

los que estan en esos conjuntos descritos; {1,2,4,5,7,8} y {1,5,7,11}, respectivamente.

Proposicion 2.12. El conjunto Uy, es un grupo multiplicativo, independientemente del

anillo Z., del que provenga.

Demostracion. Sea m € Z, m > 1. Por definicién de grupo, tenemos que U,, grupo si

cumple:
- \V/l', Y,z € Um? ({L‘y)Z = a:(yz)
= Jde € U,, elemento neutro (Vo € Uy, e:x =z = x-€).
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» Vz € U, 3z~ ! € U,, elemento simétrico de x (x-a:_l = e = z 'z, e elemento

neutro).

Sea u € Uy,. Por definicién, tenemos que 3z € U, /uxr =1 (mod m). Pero esto equivale
ax =u~! (mod m). Por u arbitrario, entonces todo elemento tiene simétrico por definicién.

Para elemento neutro, U,,, C Z,,. 1 € Z,, elemento neutro para el producto en Z,,. Por
otro lado, u € Uy, C Zy,. Como mcd(1, m)= 1, tenemos u-1 = v = 1-u, siendo el mismo
producto que en Z,.

Falta ver que es asociativa. z, y, z € Uy, implica que med(xz, m)=1, med (y, m)=1y
mecd(z, m)= 1. Entonces, (zy, m)= 1y (yz, m)= 1, por lo que zy, yz € U,,. Operando en
Lo, (x-y)-z = x-(y-2) se cumple. Todos los elementos estan en U,,. Por tanto, se cumple
en U,,.

Por lo tanto, U,, grupo multiplicativo.

O

Tenemos entonces que el conjunto de las unidades (mod m) es un grupo multiplicativo.

Veamos ahora algunas propiedades de los elementos de este grupo.

Definiciéon 2.13. Se denomina sistema de restos reducido (mod m) a un conjunto
de elementos de Z que representan los elementos del grupo U,,. Cumple las siguientes

propiedades:

a) Hay ¢(m) elementos, ai, ..., a coprimos con 1m.

p(m)

b) Son enteros incongruentes (mod m).
¢) Ya € Z coprimo con m, 3a; € Zy,, tnico de modo que a; = a (mod m).

Ademas, teniendo un sistema de restos reducido (mod m), y siendo k € Z, k coprimo con

m, entonces kaq, ..., ka también es sistema de restos reducido.

w(m)

Definiciéon 2.14. Sea a € U,,. Entonces a genera un subgrupo ciclico de Uy, (o el propio
U,,), que son las potencias de a. Este subgrupo se denota por < a >, es finito y contiene a
1. Si a” =1 (mod m), siendo h el menor entero positivo (no siendo el 0) que cumple esto,
entonces los elementos {a,a?, ..., ah} son distintos y las potencias de a son iguales a uno

de esos elementos. (Lo probaremos en proximos capitulos).

Definicion 2.15. Sea a € U,,, y h es el menor entero positivo distinto a 0 de forma que
a" = 1 (mod m). Entonces, el subgrupo de U, generado por estas potencias de a tiene
exactamente h elementos. Llamamos a h orden de a (mod m), y lo denotamos como

ord,, a. Es el propio orden de < a >.
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Ejemplo 2.16. Tomando m = 11, al ser primo, tenemos que U1y = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Un generador del grupo es el elemento 2. < 2 >= {2,4,8,5,10,9,7,3,6,1}, que es Uj;. Su
orden (mod 11) es 10. Por otro lado, 4 no es generador de Uyy, pues < 4 >= {4,5,9,3,1},

que no es Uy completamente. En este caso, tenemos que su orden (mod 11) es 5.

El orden de a (mod m) esta relacionado con ¢(m) por el teorema de Euler (1.16]),
que nos dice que a?™ = 1 (mod m) siempre que mcd(a, m)= 1, algo similar a lo que

sucede con el orden de a € U,,. Tenemos lo siguiente:
Teorema 2.17. mcd(a, m)=1 = ord,, a | p(m).

Demostracion. Por definicion, t = ord,, a es el entero positivo distinto de 0 menor que
cumple a! = 1 (mod m). Por otro lado, ¢(m) =tq+r, 0 < r < t, por lo que 1 = a?(™ =
al?™" = qa" (mod m). Asi, r =0y t|p(m).

O

Este ltimo resultado nos dice que el orden de todo elemento a € U, es divisible por
©(m). Esto tiene sentido hablando en base a teoria de grupos, pues ¢(m) es el cardinal de
Uy, por lo que el orden de todo subgrupo contenido en U, tiene un cardinal que divide al
cardinal del grupo. De hecho, esto es vilido con cualquier entero positivo k de modo que

a* =1 (mod m). Lo vemos en el siguiente resultado.
Teorema 2.18. Sea a € U, ord,, a =t. Entonces a™ =1 (mod m) < t|n.

Demostracion. Probamos ambas implicaciones:

H<:H

Partimos de t | n, por lo que, para j € Z, n = jt. Como a' = 1 (mod m), tenemos que
(a')? = 1V (mod m), o lo que es lo mismo, a” = 1 (mod m).

LN

n € Z%/ a™ =1 (mod m). Por el algoritmo de division, 3¢, r/ n = gt +r,con 0 < r < t.
Asi, a" = a9 = (a')%a”. Por hipétesis, ™ = 1 (mod m) y a® = 1 (mod m), por lo que
a” =1 (mod m). Por 0 < r < ¢, tenemos que r = 0, pues de no ser asi, ¢ no seria ord,, a,
pues r < t. Por tanto, n = qt, y t | n. O

Veremos ahora un par de resultados interesantes en cuanto al orden de los elementos

de U,,, que nos seran tutiles en el futuro.

Proposicion 2.19. Sean a, b, m € Z, m > 1. Entonces, si ab = 1 (mod m) se cumple

ord,, a = ord,, b.

Demostracion. Sean ord,, a = h1 vy ord,, b = hy. Por definicién de orden, tenemos que hy

y hy son los menores enteros positivos de modo que a™ =1 (mod m) y b"2 =1 (mod m).
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1= (ab)™ = aMbM =" (mod m)
1 = (ab)? = a™b" = a2 (mod m)
am =1=a" (mod m) y ord,, a=hy = hy | ho }

b =1=0b" (mod m) y ord,, b= ho = ha | by
= ord,, a = h1 = hs = ord,, b. O

En base a esto, tenemos: ab =1 (mod m) = {

m € Z, m > 1 impar
Proposicion 2.20. P = a' = —1 (mod m).
ord,, a =2t
Demostracion. ord,, a =2t = a* =1 (mod m) = (a')? =
t

(mod m).

Por esto, tenemos que, o bien a® = 1 (mod m), o bien a’ = —1 (mod m). Si estamos

en el primer caso, al ser t < 2t si t > 1. Por definicién de orden, tenemos que ord,, a # 2t,

pues tendriamos un entero positivo menor con el que a’

tanto, tenemos que a’ = —1 (mod m). O

es congruente con 1 (mod m). Por

Observacion 2.21. La proposicién anterior no es valida si m es par.
Tomando 3 € Zsg, tenemos que 32 = 9 = 1 (mod 8), pero 3 no es congruente con —1
(mod 8), pues 3 —(—1)=3+1=4, y8t4.

Con esto, tenemos ya la definicion del grupo de las unidades de Z,,, (denominado U,,),
as{ como algunas propiedades de sus elementos y las 6rdenes de éstos. Estos resultados
seran utilizados en posteriores capitulos, principalmente para hablar de rafces primitivas
de un numero m € Z, m > 1. Un elemento a € U,, se dice que es raiz primitiva de m si su
orden es el mismo que el del grupo de unidades U,,, dicho de otro modo, si ese grupo de

unidades se genera a partir de un elemento. Profundizaremos en esto en proximos capitulos.
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Capitulo 3
Congruencias lineales.

En este capitulo estudiaremos las congruencias lineales para un médulo arbitrario,
centrandonos sobre todo en la resolucién de sistemas de congruencias de distintos mddulos,
con una variable, tanto siendo moédulos coprimos dos a dos (en donde veremos el teorema

chino de los restos), como con médulos arbitrarios.

Definicion 3.1. En el primer capitulo, adelantamos en (1.7) que los elementos z € Z que
cumplen f(xz) = 0 (mod m) (m € Z, m > 1) son los elementos de una clase de restos
(mod m). Definimos en este caso congruencia como una ecuacion en Z,,. Tener en cuenta
que el numero de soluciones de f(x) = 0 (mod m) son las soluciones de f(x) =0 en Z,,

(soluciones incongruentes en Zy,).

3.1. Congruencias lineales. Definicién y propiedades.

Partiendo de esto para una congruencia de grado arbitrario, nos centramos ahora en

congruencias de grado 1.

Definicion 3.2. Sea m € Z, m > 1. Se denomina congruencia lineal a una congruencia
de grado 1, es decir, una congruencia f(z) = 0 (mod m) de forma que la congruencia se

escribe de modo ax = b (mod m), a, b € Zy,.

Visto esto, tenemos que ver cuando una congruencia lineal es resoluble, pues partiendo
de que en Z[z] no toda congruencia lineal es resoluble en Z (el anillo Z no tiene nimeros

racionales).

Teorema 3.3. Sean a, b, m € Z, m > 1. ax = b (mod m) es resoluble < d | b, siendo

d =mecd(a, m). Ademds, d | b = Ezisten d soluciones incongruentes (mod m).
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Demostracion. Partiendo az = b (mod m), esto es lo mismo que decir ax — my = b. Al
ser una ecuacion diofantica, esta es resoluble si, y solo si, d | b, siendo med(a, m)= d. Por
este motivo, partiendo de una solucién xg, yg, otra solucién serd de forma x = xg + t2,
Yy =yo + 13, siendo t € Z.

Veamos ahora que tenemos d soluciones distintas. Entre los distintos enteros que cum-
plen x = xo+1%, veamos qué sucede con t = 0, 1, ...,d — 1. Tenemos los valores xo, xo+ 7,
ey TQ F w, que son incongruentes (mod m) (pues forman un sistema completo de
restos), y el resto de enteros son congruentes a uno de estos. En efecto. Supongamos que
Jty, t2 € Z,0 < t; <ty < d—1demodo que zg + 177 = xo + 27 (mod m). Entonces,
tenemos £ = 27 (mod m). Por tanto, como med(”}, m)= ", tenemos que t; = t5 (mod
d), lo que nos dice que d | ta — t1, cosa imposible por 0 < to — t; < d. Por ello, los valores
anteriormente descritos son incongruentes entre si y toda solucién de forma zo + t°7 es
congruente a uno de estos enteros. Ademas, hay d soluciones. Por algoritmo de division,
tomamos t =qd+1r, 0 <r <d-—1.

Ast, zo+t% = xo+ (qd+7r)% = 20 +mq+ " = 2o+ (mod m), por lo que zo+ 7%

es solucion. Como hay d valores posibles de r, tenemos d soluciones distintas. O

Un resultado inmediato de este teorema es que si med(a, m)= 1, entonces la congruencia
ar = b (mod m) tiene una tnica soluciéon (mod m). Esa solucion, de hecho, sera el inverso

del elemento a € Z,, en caso de que b =1 (mod m).

Ejemplo 3.4. Veremos algunos ejemplos de congruencias con distinto nimero de solucio-

nes.

1.- La congruencia 3z = 4 (mod 7) tiene una solucion. En efecto, pues med(3, 7)=1, y
tenemos que la solucién es z = 4-37! (mod 7), es decir, = 6 (mod 7) es la solucién

Unica de esta congruencia.

2.- La congruencia 15z = 21 (mod 33) tiene 3 soluciones. En efecto, como mecd(15,
33)= 3, tenemos entonces que la congruencia descrita equivale a la congruencia 5z = 7
(mod 11). Esta congruencia tiene una tnica solucién al ser med(5, 11)= 1. Tenemos
r =7-5"" (mod 11), por lo que = 8 (mod 11), y por el teorema anterior, tenemos

que las soluciones de na congruencia del inicio son x = {8,19,30} (mod 33).

3.- La congruencia 12z = 5 (mod 14) no tiene solucion, puesto que mcd(12, 14)= 2,
pero 2 1 5. Se puede probar por fuerza bruta que no hay solucion, cumpliéndose el

teorema.

18



3.2. Sistemas de congruencias lineales. El teorema chino de

los restos.

Definicién 3.5. Sean a;, b;, m; € Z, m; > 1, Vi € {1,...,r}. Un conjunto de congruencias
con una variable z, de forma

a1xr = b1 (mod ml)

arx = b, (mod m,)

se denomina sistema de congruencias lineales.

Al igual que hicimos con una congruencia lineal, veremos como resolver un sistema de

congruencias.

Observacion 3.6. Para empezar, observar que toda congruencia de un sistema debe ser re-
soluble individualmente. Ademas, por el teorema anterior, podremos tener varias soluciones
de cada congruencia del sistema. Entonces, si tenemos que Vi € {1,...,7}, la congruencia
a;x = b; (mod m;) tiene solucion, entonces el sistema anterior se puede reducir a varios
sistemas, de la forma como se describe ahora:

x = ¢ (mod mq)

x = ¢ (mod m,)

siendo cada ¢;,i € {1,...,7} una solucién posible de la congruencia i.

Para dar una solucién del sistema, tomamos una solucién de la primera congruencia
v vamos llevdndola a las siguientes congruencias, haciendo que sean compatibles con las

siguientes. Se trata de ver la interseccién de varias progresiones aritméticas.

Llegados a este punto, buscamos un método mas rapido para encontrar estas soluciones.
Podemos separar los casos posibles en dos: Los médulos m; son coprimos dos a dos, o que
haya médulos no coprimos entre si. El primer caso es simple, pero muy importante, y

obtenemos la solucién mediante el teorema chino de los restos.

Teorema 3.7 (Teorema chino de los restos). Sean m; € Z, m; > 1 Vi y sea ¢; € ZLy,,. Si

med(m;, mj)=1,1<i<j <r, entonces el sistema
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x =c (mod my)

x = ¢ (mod my)
tiene como solucidn completa una tunica clase de restos (mod my...m, ).

Demostracion. Sea m = myq...m,. Con médulo y orden fijados, el sistema se define con el
vector (r-pla) de constantes {ci, ..., ¢, }, siendo ¢; clase de restos (mod m;). Lo denotamos
por ¢ € Zp,. Este vector {c1,...,¢} estd en Zp, X ... X Zp,. Dado un x € Z, tenemos
que 3{c1, ...,¢ } y es unico, determinado por el sistema. Si el entero = cumple el sistema
(es decir, es solucion), entonces, Vo' = = (mod m) lo cumple también, pues esto implica
que &' = z (mod m;) Vi € {1,...,r}. Consideramos, entonces, T € Z,,. A cada valor le
corresponde un Gnico vector en Zpg, X ... XZp,,., v tenemos un total de m clases de @
distintas, con sus m vectores distintos. Por otro lado, cada vector va a determinar, como
mucho, una clase T € Z,,, pues si x y 2’ son soluciones del mismo sistema, m; | (x — z’),
con i€ {1,..,r}, porlo que, por m = mj...m,, entonces m | (x — 2’). Con esto, tenemos

una biyeccion entre Z y Zyy, X ... XZp,.. Por tanto, tenemos

Lpyy X oo X Loy, — Ly

{c1, .., GG} «— T

Por el teorema chino de los restos hemos obtenido una biyeccién entre Zy, y Zm, X ...
XZLm,., St m = my...m, y los factores son coprimos dos a dos. Pero no sélo eso, sino que
podemos hacer un isomorfismo de anillos. Antes de probar esto, tenemos que introducir la

definicién de suma directa.

Definicion 3.8. Sean R;, ...,R, anillos. Se denomina suma directa, y se denota como
R = Ri® ... ®R,, al conjunto de vectores R; X ... xR, que cumplen lo siguiente: Siendo

{a1,...,a,}, {b1,...,b,} € R, entonces
» {a1,...,ar} = {b1,....,00} = a1 = by, ..., a, = by.
w {a1,..,ar} +{b1,....;0,} = {a1 + b1, ...,ar + b, }.
v {a1,...,a;}{b1,...,0.} = {aib1, ..., a;b;}.
R es un anillo, con neutros 0 = {0, ...,0} para la suma y 1 ={1,...,1} para el producto.
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Definiendo esto, tenemos el resultado que nos da el isomorfismo de anillos adelantado

antes de la definicion de suma directa.

Teorema 3.9. Sean my,....m, € Z, my,....,m, > 1, y sea, ademds, m = mq-....m,, y
med(m;, mj)=1Vi# j. Entonces Ly ~ L, ® ... L, .

Demostracion. Usamos la notacion (), € Z,. La aplicacion

7 — Lo,

es un homomorfismo de anillos. Por tanto, tenemos que Vo, y € Z, z +y — (2)m + (Y)m,

y &y = (@)m (Y)m-
Por otro lado, sucede lo mismo para las aplicaciones

L — L,

T — (T)m,

Son también homomorfismos de anillos Vi € {1, ..r}. Ve, y € Zx +y — (2)m; + (Y)m,, ¥

Se establece la correspondencia establecida por el teorema chino de los restos
entre Zy, ¥ Ly @...08%m, entre (z)m — {(T)my, s (T)m, } es una biyeccion. Por los
homomorfismos anteriormente descritos, tenemos que la biyeccién anterior preserva suma

y producto, por lo que serd un isomorfismo. O
Sabiendo esto, podemos ver el valor de © € Z,, que es solucién del sistema de una
variable con moédulos coprimos dos a dos.

Observacion 3.10. Sea el vector {c1,...,Gr} € Zpmy®...DZyy,, . Entonces podemos poner
{e1,...&} = {1,0,...,0+..4+{0,..,0,5} = c1{1,0,...,0}+ ... +¢.{0,...,0,1} = ciei+

...—|—cre_r>, siendo ¢y, ...,¢; € Z elementos de las clases de restos Zyy,,, ..., Zp, . Por lo tanto,
este problema se reduce a encontrar la imagen en Z,, de cada vector de la base e_f, ey er.

Para (y;)m «— E}, i € {1,...,r}, entonces, x = c1y1+...+¢,y, cumple el sistema. Para los

?f, el sistema pide que x, que en cada vector de la base se denota por y;, sea multiplo de

todos los m; con ¢ # j. De este modo, tendriamos que y; = f;:?, con z; € Z, y se cumple

yi =1 (mod m;), o lo que es lo mismo, *z; =1 (mod m;).

el colapsa en mﬂizi = 1 (mod m;), y buscando z;. La

Vi ={1,...,r}, el sistema para los
ventaja de este procedimiento es que, al encontrar z;, tenemos una representaciéon explicita
de las soluciones del sistema para el vector de constantes {ci, ..., ¢, }. Con esto, tendremos

T=cipat . ot (mod m), por lo que = = ¢; (mod m;) Vi € {1,...,r}.
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Con esto, ya tenemos una forma de resolver este tipo de sistemas si los médulos son
coprimos dos a dos. Veamos, después del siguiente ejemplo, qué sucede si esta condicién se

suprime, es decir, hay al menos dos médulos del sistema que no son coprimos.

Ejemplo 3.11. Solucionaremos el siguiente sistema:

x =3 (mod 4)
x =5 (mod 21)
x =7 (mod 25)

Los médulos son coprimos dos a dos (facil de ver). Por , tenemos que existe una
solucién en modulo m = mymems. Por tanto, tenemos que buscar la solucién en médulo
m = 4-21-25 = 2100.

Tenemos que = = 3-214&-21 + 5-2%#-22 + 7~%'23, siendo %zi = 1 (mod m;), con
i € {1,2,3}, siendo los modulos los descritos en el sistema.

Buscamos los z;.

2007 =1 (mod 4) & 52521 = 1 (mod 4) < z; = 1 (mod 4).

200, =1 (mod 21) < 10022 = 1 (mod 21) < 1620 = 1 (mod 21) < 22 = 4 (mod 21).

210073 =1 (mod 25) <> 8423 = 1 (mod 25) < 923 = 1 (mod 25) < 23 = 14 (mod 25).

Por lo tanto, tenemos que x = 3-525-1 + 5-100-4 4+ 7-84-14 = 1575 + 2000 + 8232 =

11807 = 1307 (mod 2100), que es la solucion del sistema de congruencias.

Observacion 3.12. A diferencia del caso de médulos coprimos dos a dos, en este caso, el
z =1 (mod 4)
x =2 (mod 6)
esto es imposible, pues la primera congruencia nos dice que x es impar, mientras que la

sistema podria ser inconsistente. Por ejemplo, si tomamos el sistema {

segunda exige que el valor de x sea par. Asi, en este caso tendremos que tener en cuenta

alguna condicion extra que no nos causaba problema en el caso de médulos coprimos.

Supongamos, entonces, un sistema de congruencias de una variable x con moédulos
My, ooy mp € Zy, my > 1 Vi € {1,...,7} no necesariamente coprimos. Si tenemos que la
congruencia i-ésima es valida, entonces x = ¢; + m;y, para algin y € Z. Suponemos ahora
que la congruencia j-ésima también es valida. Esto significa que se cumple la congruencia
miy = ¢; — ¢; (mod my). Asi, tenemos que la resolucién de esta congruencia es posible
(por (3.3)) © mcd(m;, m;)| (¢; —¢;). Con esto, tenemos el siguiente teorema para resolver

estos sistemas de congruencias.

x =c (mod my)

Teorema 3.13. Una condicidn necesaria y suficiente para que el sistema

x = ¢ (mod my)
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tenga solucion es que (mcd(m;, m;))| (ci-cj), con i,j € {1,...,r}, i < j, ademds de que
cada congruencia sea resoluble por separado.

En otras palabras, cualquier coleccion finita de progresiones aritméticas tiene inter-
seccidn no vacia si cada par de progresiones lo tiene. Con solucion existente, la solucidn

completa en Z es una clase de restos (mod mem(my, ..., m;)).

Demostracion. Sea la congruencia x = ¢; (mod m;) valido. Entonces x es congruente con ¢;
en cualquier médulo que sea un factor primo de m;. Nos centramos en un tnico factor primo
p que haya en al menos dos m;, y suponemos que p® || m; (la p-componente de m;, la mayor
potencia de p que divide a m;) para cada i. Sea p' la mayor potencia de p que encontremos
en algiin m;. Sea t = e1. = ¢; (mod p'), entonces = = ¢; (mod p®) se cumple si ¢; = ¢;
(mod p®) para todo i que sea relevante. En ese caso, las otras congruencias se consideran
redundantes y son omitidas. Tenemos que p® || med(my, m;), cumpliendo ¢; = ¢; (mod p®)
para todo ¢ que sea valido. Al quitar las congruencias redundantes, tenemos congruencias

validas para todo p primo que divida a mem(my, ...,m,), y esas congruencias, una para

cada p, tienen modulo pt, p-componente de mem(my, ..., m,.). A partir de aqui, el teorema
chino de los restos (3.7) nos da la demostracion del teorema. O

Con esto, tenemos las condiciones bajo las cuales un sistema de congruencias de una

variable tiene solucién.

Ejemplo 3.14. Solucionaremos el sistema:
z =1 (mod 12)
x =4 (mod 21)
x =18 (mod 35)

Descomponemos los médulos en factores primos: 12 = 22.3, 21 = 3.7, 35 = 5.7.

Por ello, tenemos que med(12, 21)= 3, med(12, 35)= 1, mecd(21, 35)= 7. Por el teorema
anterior, tenemos que ver 3 | (4 —1), 1| (18 — 1), 7| (18 —4). Esto es cierto, pues 3 | 3,
1| 17,7 | 14. Con esto, tenemos que existe una solucion x en médulo mem(12, 21, 35)= 420.
Para encontrar este x, eliminamos los valores redundantes. En este caso, obviaremos en el
sistema la congruencia de médulo 21.

Por ello, tenemos que x = 1-%-21 + 18-%'22 (mod 420).

42021 =1 (mod 12) & 3521 =1 (mod 12) & 2z = 11 (mod 12).

%zz =1 (mod 35) & 1229 =1 (mod 35) < 29 = 3 (mod 35).

Sabiendo esto, tenemos z = 1-35-11 + 18-12-3 = 385 + 648 = 1033 = 193 (mod 420).

Esto concluye el estudio de congruencias lineales en una variable.
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Capitulo 4

Congruencias binémicas y restos

n-potenciales.

FEn el capitulo anterior hemos visto como resolver congruencias lineales en una variable
y sistemas de congruencias. En este capitulo hablaremos de congruencias binémicas de una
variable y daremos la definicién de resto n-potencial. Antes de empezar, veremos algunas
propiedades de congruencias de grado n > 1. Estos resultados serdn muy importantes para

lo que veremos en futuros capitulos.

4.1. Soluciones de una congruencia de grado n con médulo
primo.

Definiciéon 4.1. Sea f(z) = aox"+ ... +Ap—12 + Gy, siendo f € Zy[z], y sea @ € Zy,.

Tenemos que f(a) = apa"+ ... Gp—1 + Gy, esté bien definido en Z,,, siendo el valor de f(x)

en r = a.

Si tenemos que f(a) = 0, entonces @ se denomina cero de f(z), o raiz de f(z) =0

en Zy,, o bien raiz de apz"+ ... +a,—17 + a, = 0 (mod m).
A partir de la definicion de raiz, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 4.2. @ raiz de f(x) =0 (mod m) < (x —a) | f(x) en Zp,.

Demostracion. Tenemos que f(x) en Z,, se descompone de forma f(z) = (x—a)q(z)+r(x),
conr(z) =00 0r < d(x —a) (teorema de division). En este caso, d(z —a) = 1, por lo que
r(x) = 0 o constante. Como f(a) =0<r=0< (x —a) | f(z). O

A partir de esto, podemos el nimero de soluciones posibles de una congruencia en un
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dominio de factorizaciéon tnica, es decir, cuando el médulo en el que esta la congruencia

es primo (|1.12]).

Teorema 4.3 (Teorema de Lagrange). Sea p € ZT, p primo, y f(x) € Zn|x], de grado

n > 1. Entonces, f(x) =0 (mod p) tiene, como mucho, n raices.

Demostracion. Hacemos la demostracion por induccion en n, grado de f(z). Ademas, de-
notaremos los elementos de Zj;, como a y no como veniamos haciendo, @.

Con n =1, tenemos f(z) = a1z +ag. Por ser df(x) = 1, tenemos que a1 no congruente
con 0 (mod p). Asi, med(ar, p)= 1, por (3.3), la congruencia a;z = —ag (mod p) tiene una
solucion tnica (mod p). Por tanto, el teorema es valido para n = 1.

Asumimos que es valido para polinomios de grado d0f(z) < k— 1. Veamos si es valido el
caso de grado k. Tenemos que, o bien f(z) =0 (mod p) sin soluciones (y terminariamos),
o tiene al menos una soluciéon, a € Z,. Dividiendo f(z) por z — a, tenemos que f(x) =
(x — a)q(x) + r, con ¢(z) polinomio de grado k — 1 con coeficientes enteros, y r € Z.
Sustituyendo = = a, tenemos 0 = f(a) = (a — a)gq(a) + r = r (mod p), por lo que
f(z) = (z —a)q(x) (mod p).

Supongamos que b # a en Z, es otra soluciéon incongruente de f(x) = 0 (mod p).
Entonces 0 = f(b) = (b — a)q(b) (mod p). Como b y a son distintos en Z,, tenemos que
q(b) = 0 (mod p). Dicho de otro modo, toda solucién de f(z) = 0 (mod p) diferente de a
cumple ¢(z) = 0 (mod p). Por hipétesis de induccion, esta congruencia ¢(z) = 0 (mod p)
tiene, como mucho, k — 1 soluciones incongruentes (dq(x) = k — 1). Con esto, f(z) =0

(mod p) tiene, como mucho, k soluciones incongruentes (las k — 1 de g(x) y a). O

Observacion 4.4. El teorema de Lagrange (4.3) no es valido si m es compuesto. En efecto,
supongamos m = ab factorizacion no trivial de m. Entonces se tiene que (z — a)(z — b) =
2?2 —(a+b)x +ab= 22— (a+bzx = 2z(x —a—>b) (mod m), por lo que tendremos que
22 — (a 4+ b)x = 0 (mod m) tiene 4 raices (casi siempre distintas): x = {0,a,b,a + b}.

Veremos un poco més sobre esto mas adelante.

Volviendo a centrarnos en médulos primos, en principio no hay nada que nos indique
que f(x) =0 (mod p) tiene n = Jf(x) raices distintas, asi como no sucede esto en Z. Sin

embargo, el siguiente resultado nos indica la cantidad de raices del polinomio en Zj,.

Teorema 4.5. Sea p € Z*, p primo, y f(z) € Z, de grado n. Una condicion necesaria y
suficiente para f(x) =0 (mod p) tener n raices distintas es que f(x) | (2P — x) en Zp|x].
Dicho de otro modo, el nimero de raices distintas de f(x) =0 en Zj, es el grado que tiene
med(f(z), 2P —x) en Z,.
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Demostracion. Por el teorema de Fermat , Va € Z, a? = a (mod p). Asi, 2P — x tiene
p ceros, 0, 1, ..., p— 1. Por ser Z, DFU (1.12)), entonces 2 — z = z(z — 1)...(x — p — 1).
Esta segunda parte de la igualdad tiene los polinomios lineales en Z,. Si en Zy[x] tenemos
f(z) = (x—71)% ... (x —Tx)%*g(x), donde 7; distintas si i # j, s; € ZT y g(x) sin factores
lineales. Por tanto, tenemos que med(f(x), 2P —x)= (z—71) ... (x—7%). Por tanto, tomando
k = n, tenemos que med(f(x), 2P — z)= f(x), es decir, f(z) | (2P — x). O

Observacién 4.6. Tener en cuenta que (x — r;)% por este teorema cuenta como una unica
raiz. Por tanto, tenemos que este teorema no separa f(z) en factores lineales necesariamente

cuando f(z) | (2P — x).

Lo que sf tenemos a partir de ese teorema es el siguiente resultado.

Corolario 4.7. Sean d, p € Z*, p primo. Tenemos que d | (p—1) = 2% =1 (mod p) tiene

d soluciones.

Demostracion. d | (p—1) = p—1 = dk, k € Z. Entonces, (zP~1 —1) = (2% —1) f(z), donde
f(x) = 2*=Dp | 42911 tiene coeficientes enteros y es de grado d(k —1) =p —1 —d.
Por teorema de Lagrange (1.3, f(z) =0 (mod p) tiene, como mucho, p — 1 — d soluciones.
Por otro lado, por teorema de Fermat (1.13)), 2P~1 —1 =0 (mod p) tendra p — 1 soluciones
incongruentes, que son 1, ..., p — 1.

Toda solucién de forma z = a (mod p) de 2P~1 — 1 = 0 (mod p) que no es solucion
de f(z) = 0 (mod p) cumple 2% — 1 = 0 (mod p). Para 0 = a?~! — 1 = (a® — 1) f(a), con
pffla)=p|(a—1)=2¢—1=0 (mod p) tiene, al menos, p—1— (p—1—d) =d
soluciones. La ultima congruencia no puede tener més de d soluciones . Por lo tanto,

habra d soluciones de esta congruencia. O

Con esto, ya tenemos el ntimero de soluciones de una congruencia de cualquier grado
en un moédulo primo. Ademaés, con esto podemos demostrar que en el teorema de Wilson

(1.18)) es una equivalencia, es decir, p primo < (p — 1)! = —1 (mod p).

Implicacion reciproca en el teorema de Wilson. Tenemos p € Z y partimos de (p—1)! = —1
(mod p), y veamos que p tiene que ser primo.

Supongamos que p no es primo, por lo que 3d € Z divisorde p,con 1 < d < p.d < p—1,
por lo que d es uno de los factores de (p — 1)!, por lo que d | (p — 1)!. Por la congruencia,
pl(p—1)+1,y como d| p, entonces d | (p — 1)! + 1. Por tanto, tenemos que d | 1 (si un
nimero divide a una suma con dos sumandos y uno de ellos es multiplo de ese namero, el

otro también), pero esto es absurdo. Por tanto, p es primo. O
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Observacion 4.8. Siendo el médulo p primo impar, podemos resolver también congruencias
cuadréticas de forma az? + bx + ¢ = 0 (mod p). Suponemos a € Z, de modo que a { p. Por

ser p primo, entonces esto significa que a es coprimo con p, es decir, tiene inverso, y 2p

—btVb%2—4ac
2a

tiene sentido con la condiciéon de que b? — 4ac sea un cuadrado perfecto para que haya un

también. Con todo esto, podemos ver que la férmula habitual de resoluciéon x =

valor de Z, que, elevado a 2, dé ese valor b? — dac.

Ejemplo 4.9. Veamos 322 — 52 +5 = 0 (mod 7). En este caso, a = 3, b= —5 = 2 (mod
2422435 _ —24/4-60 _ —2+/—56
23 = 6 = 6

7), ¢ = 5. Llevando esto a la férmula, tenemos x =
y como 7 | 56, esto es 7 = —2-6"1 = —2.6 = —12 =2 (mod 7).

La desventaja de esto, por el momento, es ver qué ntmeros pueden ser cuadrados en

moédulo p. Esto serd més sencillo con lo que veremos en los tltimos capitulos.

4.2. Congruencia de grado n con médulo compuesto. Con-

gruencias binémicas.

Para un moédulo compuesto, m € Z, con una descomposicién en factores primos m =
pit..plr (e; € ZT Vi € {1,...,7}). La congruencia f(z) =0 (mod m) equivale a un sistema
f(z) =0 (mod pi')

de congruencias

| () =0 (mod p)
Resolviendo cada congruencia de forma individual (habiendo solucién en cada una),

r=a1loa2o0..0as (mod pf'),

tenemos un sistema de forma ) y evoluciona a

x=ar10a20..0 ar, (mod ps)
s1...Sp sistemas distintos, eligiendo una solucién distinta para cada congruencia. Por tanto,

el estudio de soluciones de una congruencia (mod m) arbitraria se reduce al estudio de
f(xz) =0 (mod p°), p, e € Z, p primo y e > 0.

Observacion 4.10. Sea la congruencia f(z) = 0 (mod p®), p, e € Z, p primo, e > 1. Tenemos
que, si e = 2, estas soluciones son validas cuando e = 1, pero no al revés. Lo mismo sucede
con e arbitrario y e — 1. Esto se da porque una clase de restos (mod p°) se separan en p
clases de restos (mod p®*!). Por tanto, podemos afirmar que las soluciones con exponente

e + 1 vienen siempre de soluciones con exponente e.
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Buscamos, entonces, una soluciéon para pt! a partir de las de p°.

Definiciéon 4.11. Supongamos que conocemos las soluciones de la congruencia f(z) =0

e—i—l)

(mod p®), con e € Z, e > 0. Veremos cuales son validas para f(z) =0 (mod p°). Siendo

xo solucion de f(z) = 0 (mod p€), veamos si xp puede ser aproximacion de una o mas

et1). zg serd T (mod p©), y tiene los zg + tp°, t € Z, siendo

e+1)

soluciones de f(z) =0 (mod p

la unién de p clases de restos (mod p . Tenemos que ver si se puede tomar ¢t € Z de modo

que f(xo+1tp®) =0 (mod p°*l). Sea h = tp°, y sabemos que f(zo+h) = f(zo) + f'(zo)h+

+%f(”) (zg)h™ (teorema de Taylor). Por la definicion de h, tenemos que las potencias

de h mayores a e son 0 (mod p¢™1). Asi, f(zo + tp°) = f(z0) + f'(x0)tp® (mod p¢Tt). Si

f(zo+tp®) = 0 (mod p¢*1), entonces tenemos que tp°f’ (o) = —f(z0) (mod p**1). p° es un

factor comun (por ser zg solucion de la congruencia en modulo p€), por lo que tenemos que
f(zo)

tf'(zo) = — e (mod p). Tenemos entonces una congruencia lineal de ¢, con soluciones:

0, si p | f/(xo) pero p*T 1 f(xo)
psipl| f'(zo) y pt | flzo)
1, si pt f/(xo)

En el primer caso, 2o no es solucién de la congruencia en (mod p¢*!)

, Y T se queda en

el nivel p¢. En el segundo caso, g es solucién a nivel p¢*1, por lo que las p clases de restos

e+1)

en (mod p seran soluciones. Se dice en estos casos que xp es una solucion singular

de f(z) = 0 (mod p°). Si estamos en el tercer caso, es decir, con p t f'(zg), entonces zg
es una solucion no singular de f(xg) = 0 (mod p€), y da una tnica soluciéon z; de la

ety dada por 1 = xg — Jf,((ﬂ;t;)) (mod pet1).

congruencia f(z) =0 (mod p

Ejemplo 4.12. Partimos de la congruencia f(z) = 23 + 22 + 2 = 0 (mod 3). Tenemos
dos soluciones para esta congruencia: x = {0,1} (mod 3). Por otro lado, tenemos que
f'(z) =322 +22+1=2x+1 (mod 3).

La solucion z = 0 (mod 3) es una soluciéon no singular, pues f’(0) = 1 y, obviamente,
3 1 1. Por lo tanto, si llevamos esta congruencia al médulo 3% = 9, vamos a tener una
solucion que parte de z = 0 (mod 9). Tenemos que el valor que es solucion de f(z) = 0
(mod 9) es z = 0 — % (mod 9). Tenemos como resultado z = —2 = 0 (mod 9) es la
soluciéon de la congruencia partiendo de esta soluciéon no singular.

Por otro lado, z = 1 (mod 3) es una solucion singular de la congruencia (mod 3), pues
/(1) =6y 3] 6. Por otro lado, tenemos que esta solucion (mod 3) no da ninguna solucion

a la congruencia f(x) =0 (mod 9), pues 91 6.

Por tanto, basta aplicar esto para solucionar f(x) = 0 (mod p®), con e > 1. Tenemos,
ademés, un resultado interesante para ver la cantidad de soluciones de una congruencia de

forma 2% — 1 = 0 (mod p°), que parte de lo siguiente.
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Proposicion 4.13. Sea f(z) = 0 (mod p) con s raices distintas, todas no singulares.

Entonces, esto es cierto para f(x) =0 (mod p©), Ve > 1.

Demostracion. Sean xo1, ..., Tos raices de f(z) = 0 (mod p). Estas son incongruentes
entre si, pues en caso contrario, se tomarfa una de esas soluciones como representante
de las soluciones congruentes. Por este motivo, basta con ver que pasa con una de las
soluciones. Sea xp una solucion. Como es solucion no singular, entonces p t f'(xg). Se tiene,

entonces, una solucién tnica de forma x1 = xg — % (mod p?). Despejando, tenemos

f(wo) = (zo — 1) f'(20) (mod p?). Por p primo, 0 = f(zo) = (z0 — 1) f'(z0) (mod p), ya
que, siendo a € Z, p? | a = p | a. Por tanto, tenemos 0 = (x¢ — x1) f'(x) (mod p). Como
pt f'(x0), entonces son coprimos, y al ser Z, cuerpo por p primo, tenemos que el factor
zo —x1 = 0 (mod p), por lo cual g = z1 (mod p). Por ello, tenemos que p 1 f'(x1), por lo
que f’(x1) coprimo con p, por lo que p¢ 1 f'(x1) Ve > 1. Por tanto, es cierto si e = 1.

Aplicamos hipoétesis de induccion para probar para el resto de valores de e. e = 1
acabamos de probarlo. Suponemos cierto para e = k, k € Z. Veamos si es cierto para
e=k+1.

Al ser cierto para e = k, tenemos que 3rj_; solucién de f(z) = 0 (mod p*), que
es solucién no singular. Por esto, p* | f/'(xx_1). Tenemos una solucién tnica de forma
T = Tp—1 — f/((Q;Z:ll)) (mod p**h). De aqui, f(xx—1) = f'(x)—1)(zk—1 — x}) (mod p*1). De
esto, tenemos 0 = f(zp_1) = f'(zp_1)(x, — 2x) (mod p*), pues p¥ | a = p*~1 | a V& > 1.

Mas concretamente, p | a. De esto, 0 = f/(zx_1)(zr_1 — xx) (mod p*). p* | f(zx_1), por
lo que f'(zx_1) no es congruente a 0 (mod p*). Por hipotesis de induccién, tenemos que
se cumple entonces que xx_1 — x = 0 (mod p¥), por lo que zx_; = x3, (mod p¥), por lo
que p* t f'(zx) = f'(zx—1)(mod p¥), por lo que p* { f'(x1), y entonces zj es solucién no
singular (mod p**1).

Por tanto, hay s raices distintas em f(x) =0 (mod p®), Ve > 1. O
Visto esto, entonces podemos demostrar el siguiente resultado de manera sencilla.

Proposicién 4.14. Sean d, p € Z, p primo. d | (p—1) = 2% — 1 =0 con d raices en Zpe,

cone>1.

Demostracion. Por la proposicion anterior (4.13]), bastard ver que si 24 —1=0 (mod p),
con d | (p— 1), toda solucién 2% — 1 = 0 (mod p) es no singular, y que esta congruencia

tiene d raices.

= Existen d raices distintas de % — 1 = 0 (mod p).

Esto se da por (4.7)). Por tanto, tenemos d soluciones de la congruencia.
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= Las rafces son no singulares.

Suponemos g solucién singular de ¢ — 1 = 0 (mod p), con d | (p — 1). Por ser
solucion singular, p | f'(zo), por lo que f'(zg) = 0 (mod p). Siendo f(z) = 2% — 1,

d—1 _

entonces f'(z) = dx (mod p). Por ser p primo y d | (p — 1), entonces med(d,

p)= 1, por lo que d tiene inverso en Z,, por lo que las soluciones de f’(z) =0 (mod

d—1 —

p) son las mismas que las de z (mod p).

Sid=1, 2! =1, que no es congruente con 0 (mod p). De otro modo, al ser p

=1 = 0 (mod p), y asf = 0 (mod p) es la

primo, entonces Zj, es cuerpo, por lo que x
tinica, solucién posible. Sin embargo, 2 = 0 (mod p) no puede ser soluciéon de z¢ = 1
(mod p), pues 0 = 1 (mod p) imposible con p > 1. En consecuencia, las posibles

raices de ¢ = 1 (mod p) tienen que ser no singulares.

O

Nos quedaria entonces ver como solucionar esa congruencia con un moédulo primo. La
cantidad de soluciones posibles ya la vimos en el apartado anterior, pero no cuales son
éstas.

Si el primo p es pequeno, podemos encontrar las soluciones por fuerza bruta, probando
los distintos valores de Z,. Sin embargo, esto es tedioso en caso de que el valor de p sea
muy grande. Necesitarfamos un criterio para su resolucién.

Sin poder entrar en casos generales, pues es muy complejo, podemos ver como saber
ciertos casos especificos, que seran suficientes para nuestro estudio. Empezamos con el

criterio de Euler para ver si un elemento de Z, es un cuadrado.

Teorema 4.15 (Criterio de Euler). Sea p € Z1 un primo impar. Si p | a, la congruencia

22 = a (mod p) es resoluble (trivialmente). Si p t a, z*
. . (=1 .
dependiendo de si a S =10-1 (mod p), respectivamente.

= a (mod p) es resoluble o no

Demostracion. Veremos el caso pta. En este caso, 0 no es raiz de 22 = a (mod p), por lo
. (p—1) (p—1) (p—1)

que examinamos med(f(z), 2P~V —1) en Zy[z]. 2771 —1 = ((2?) T a7 )4(az —1),
y como 2 — a divide al primero de los sumandos, por (4.5)), tenemos que si a T —1=0
2 . , . . (=D

— a = 0 tiene dos raices, y del otro modo, es decir, si a= 2 = —1, no
(p=1) (p—1) ..
T 1)(a “3 +1). Como Z,, es dominio,

en Zjp, entonces x

tiene ninguna. En efecto, pues 0 = a?~1 -1 = (a

uno de estos factores debe ser 0. ]

Con este teorema, podemos adelantar la definicién del simbolo de Legendre (%) que es
igual a 0sip|a, 1sipfayz?=a (mod p) resoluble (y se dice que a es resto cuadratico
de p), 0 —1siptay 2% =a (mod p) no resoluble (y en este caso a es no resto cuadratico

de p). Profundizaremos en esto més adelante.
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Ejemplo 4.16. Tomemos de moédulo p = 11. Veamos si 2 y 3 son restos cuadréticos para
este modulo.

(11—-1)

a =2 Tenemos que 2 2 = 2° = 32

—1 (mod 11). Por (4.15)), tenemos que 2 es no
resto cuadratico de 11.

(11-1)

a = 3 Tenemos que 3 = 3% =243 =1 (mod 11). Por ({.15)), 3 es resto cuadratico de
11. En efecto, pues 3 = 25 = 52 (mod 11).

Antes de pasar al siguiente apartado, hablaremos de las congruencias az? + bz +c = 0
(mod m), con m arbitrario. Veremos el caso mas sencillo de este tipo de congruencias
bindémicas, pues verlos todos no da resultados muy interesantes. El caso mas sencillo es
en el que mcd(m, 2a)= 1. De esta forma, tenemos que la congruencia es equivalente a
(2ax + b)? = b% — 4ac (mod m). Con esto, ya podemos resolverlo.

Otro tipo de congruencias de forma az?+bx+c = 0 (mod m) que podriamos solucionar
son aquellas de médulo m primo, que ya hemos analizado antes, y que proseguiremos en

futuros capitulos.

4.3. Restos n-potenciales.

Definicion 4.17. Seam € Z, m > 1, y sea a € U,,. Se dice que a es un resto n-potencial
de m si 2" = a (mod m) es resoluble, es decir, " = a en Z,, y, por tanto, en U,,. En caso
de que 2™ = a (mod m) no sea resoluble, se dice que a es no resto n-potencial de m.

Por tanto, basta ver qué sucede en U,, si el elemento esta en U,,.

Observacion 4.18. Los restos 2-potenciales se denominaran restos cuadraticos, y los

restos 3-potenciales se denominaran restos ctibicos.

Ejemplo 4.19. Tomemos el médulo m = 7. Tenemos que 2 es un resto 4-potencial, pues
3% = 81 = 4 (mod 7). Por otro lado, 3 no es un resto 4-potencial, pues no hay elementos

en Z7 que, al elevarlos a 4 dé 3.
Tenemos, entonces, la siguiente relacién entre restos n-potenciales.

Teorema 4.20. Sean a, b, m € Z, m > 1. Si a y b son restos n-potenciales de m, entonces

las congruencias ™ = a (mod m) y ™ = b (mod m) tienen el mismo niimero de soluciones.

Demostracion. Sean x1, ..., xy las soluciones de " = a, y supongamos que y" = b (mod
m). Entonces, (yxlxj_l)" = b (mod m), con j € {1,...,k}, y claramente y:rlxj_l no es
congruente en médulo m a yxlel si j # [. Por simetria, cada congruencia en el teorema

tendra tantas soluciones como la otra. O

32



Ejemplo 4.21. Volviendo al caso de m = 7, tenemos que 2 y 4 son restos 4-potenciales.
2% = 2 (mod 7) tiene como soluciones = {2,5}, dos soluciones. Por otro lado, z* = 4

(mod 7) tiene como soluciones x = {3,4}, también dos soluciones.

Es facil ver que, siendo z; y x; soluciones de 2" = a (mod m), miw]»_l es soluciéon de

u™ = 1 (mod m). Tenemos con esto el siguiente teorema.

Teorema 4.22. El conjunto de restos n-potenciales (mod m) forma un subgrupo Ugg) de
U,,. Ademds, toda solucion de la congruencia " = a (mod m) es de forma ux, con x
solucidn fijada de la congruencia y u recorre el conjunto de soluciones de la congruencia

u" =1 (mod m).

La demostracion del teorema es obvia a partir de (4.20)).
Este teorema expresado en lenguaje algebraico se expresa de la siguiente manera: La
aplicacion
Uy — U

T — "

es un homomorfismo cuyo ntcleo es el grupo de soluciones de u™ = 1 (mod m), y las

soluciones de z" = a forman una clase lateral del nticleo en U,,.

Observacion 4.23. En el estudio de restos n-potenciales nos restringiremos a los casos de
modulos de potencias de primos (3.7)).

Para este estudio, separamos el primo 2 del resto de primos, que serdan los primos
impares. Para estos ultimos, tenemos un criterio para que a sea resto n-potencial, que es una
generalizacion del criterio de Euler (4.15)) que veremos en futuros capitulos. Centrandonos

en el caso de p = 2, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.24. Sean a, e € Z, e > 3. Entonces, todo a impar es un resto n-potencial de

2¢ simn es impar. Con n par, a es un resto n-potencial de 2° < a =1 (mod med(2¢, 4n)).
2 202
med(n,2) med(n,2¢=2) *

En cualquier caso, el nimero de restos n-potenciales (mod 2¢) es

Demostracion. Sea d—(n, 2¢~2). Utilizamos una representacion tnica de forma que se cum-
plaa = (—1)*5" (mod 2°),0< a < 2,0< B <272

Buscamos £, 1 enteros positivos de modo que ((—1)557)" = a (mod 2°).

Esto es valido < né = a (mod 2) y np = B (mod 2°72). La primera congruencia
es resoluble < mcd(n, 2)| «, y tenemos mcd(n, 2) soluciones de £ (mod 2). La segunda
es resoluble < d2| B, que se cumple < (56)2% = 1 (mod 2°) o, por definicién de S,

ge—2

ot = (—1)°" 7 (mod 2°).
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Pero el exponente en —1 es siempre par si med(n, 2)| «, pues en el caso a = 1 implica
que d =1 (si a = 0, a® = 1). Con esto, obtenemos una condicién necesaria y suficiente
para a resto n-potencial de 2¢: med(n, 2)| a'y a$ =1 (mod 2°).

Si n es impar, entonces med(n, 2)= 1y d = 1, por lo que lo anterior es valido por
ser a impar. Supongamos entonces que 2” || n, con v > 0. Entonces, d = gmin{e=2,v}
En este caso, mcd(n, 2)| a véalido < a = 0. Asi, a = 57 (mod 2¢), es decir, a €< 5 >.
Equivalentemente, a = 1 (mod 4). Por tanto, tenemos que aﬁ = 1 (mod 2°¢) se transforma
ena=1 (mod 2 sie<v+2,ya* 2" =1 (mod 2° sie>v+2.
ge—2-v

=1 (mod

2¢), entonces a es resto n-potencial de 2¢, por lo que es resto n-potencial de 2*2. Por ello,

Supongamos e > v + 2. En este caso, si se cample a = 1 (mod 4) y a

esto es valido para e = v + 2. Por otro lado, tenemos que a = 1 (mod 2"*2), por lo que
a2 7" =1 (mod 2°) para e > v+2. Por esto, tenemos que a2~ =1 (mod 2¢), e > v+2
& a =1 (mod 2v12), que, combinado con a = 1 (mod 2¢), e < v + 2, nos da que a = 1
(mod 2mm{er+2}h) Pero esto es equivalente a a = 1 (mod mcd(2¢, 4n)).

Para el nimero de soluciones, tener en cuenta que, cuando nv = B (mod 2°72) es
resoluble, tiene d soluciones (mod 2°72). Por esto, hay un total de med(n, 2)-d pares de
{¢, v} exponentes que nos dan distintos valores de = (—1)55” (mod 2¢), para el cual
2" = a (mod 2°) cuando a es resto n-potencial. Como el grupo Use tiene 2! elementos,

O

e— 2672

2
med(n,2) med(n,26=2) "

1 .
med(n)d> due es igual a

la cantidad de restos n-potenciales serd
Observacion 4.25. El teorema es valido también si e = 2.

Ya tenemos entonces no sélo cuantos, sino también cuales son los restos n-potenciales
en médulo 2¢ con e > 3. Para modulos de otra forma, veremos qué sucede en el préximo

capitulo.
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Capitulo 5
Raices primitivas.

Al finalizar el capitulo 2 adelantamos la definiciéon de orden de un elemento del grupo
U, v dimos algunas propiedades interesantes. En este capitulo nos centraremos en las
rafces primitivas de un grupo de unidades. Antes de profundizar en este concepto, veremos

algunas propiedades ttiles de 6rdenes de elementos de un grupo.

5.1. Propiedades de orden de elementos de U,,.

Recordemos que la definicién de orden de a € U,, es la de t € Z, t > 0, siendo el
minimo ¢ de modo que a = 1 (mod m), siendo m € Z, m > 1. Con esto, tenemos las

siguientes propiedades, validas con cualquier médulo.

Teorema 5.1. Seant, m,n € Z,t,n >0, m > 1, y sea a € Uy, con ord,, a =t. Entonces,

ordy, (am) = mcdt(t,n)'

Demostracion. Sea d=mcd(n, t). Escribimos n = nid, t = t1d, y med(nq, t1)= 1. Clara-
mente, (a”)1t = (am%)a = g™t = (a')™ = 1 (mod m). (1)

Sea ord,(a™) = r. Por ello, r | t;. Por otro lado, ord,, a = t, lo que nos dice que
a™ = (a")" =1 (mod m), por lo que ¢ | nr (2.18), y en este caso, o t1d | nadr o t1 | nyr.

Como mecd(t1, n1)= 1, la primera parte seria igual a ¢; | . Combinando esto con (1),

tenemos entonces que r = t; = 5 = mcdt(n ok O

Ejemplo 5.2. Sea m = 15 y tomemos t = 2. Es facil ver que ordys 2 = 4. Por otro lado,

tenemos que 8 = 23 serd, segtn el teorema, de orden ord;s 8 = 23 = m =4.Y es

cierto, pues 8* = 4096 = 1 (mod 15) y 82 = 4 (mod 15), 8 = 2 (mod 15). Por otro lado,

4 = 22 tendra de orden ordis 4 = 2% = m = 2, lo que es cierto.
Teorema 5.3. Sean a € U,,, ord,, a =t. Entonces, a' = a’ (mod m) < i=j (mod t).
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Demostracion. Probaremos ambas implicaciones.

H:>H

Partimos de a’ = @’ (mod m), y supongamos i > j. a € U,, = a coprimo a m. Con
esto, podemos cancelar una potencia de a para obtener a'~7 = 1 (mod m). Por (2.18)), la
ultima congruencia es valida con t | (i — j), es decir, i = j (mod t).

H<:H

Partimos de i = j (mod t), por lo que ¢ = j + gt, con g € Z. Por definicion de t,

tendremos que a® = 1 (mod m). De esto, a’ = a/T9* = a/(a’)? = @’ (mod m). O

Esto altimo nos demuestra que los elementos del grupo < a >C U, son incongruentes
entre si, pues al tomar 1 <i < j < m, entonces ¢ = j (mod t), que s6lo sera vélido si i = j.
Veremos, ahora, una propiedad que es vilida para médulos primos, y serd importante

para futuros resultados tanto con médulos primos como compuestos.
Teorema 5.4. Sea p € Z un primo positivo. Sea t € Z. Entonces puede darse:
lL—ti{(p—1)= Pr€Z/ ordy, z = 1t.
2.— t|(p—1) = hay o bien 0 o bien p(t) elementos en Uy, de orden t.

Demostracion. Probaremos ambas frases por separado.

1.- Sea a € Uy,. Por teoria de grupos, ord,, a | ¢(m) (2.17)), por lo que, al ser p primo,

o(p) = (p — 1), asi, este resultado es cierto.

2.- Sea, ahora t | (p — 1) y ord,, a = t. Entonces, la congruencia 2! = 1 (mod p) tiene
soluciones distintas = a, a?, ..., ' ({.3). Todo elemento de orden t es congruente
a una de esas soluciones posibles para x. Por (5.1), tenemos que ord, (a") =t <

med(n, t)=1, con 1 < n <t, por lo que hay ¢(t) elementos en U,,.
O

Ejemplo 5.5. Sea m = 13. m es primo, por lo que U3 tiene 13 — 1 = 12 elementos. Por
lo tanto, si tomamos ¢ = 5, no va a haber ningtin elemento de Uy3 de orden 5 (pues 51 12).
Por otro lado, con t = 4 tendriamos que comprobar si hay elementos con este orden, pues
4| 12. Tenemos que 5* = 625 = 1 (mod 13). Por lo tanto, tenemos que va a haber ¢(4) = 2

elementos con este orden. En efecto, pues ordig 8 = 4.

Con todo esto, empezaremos entonces el estudio de raices primitivas.
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5.2. Raices primitivas en médulos primos y potencias de pri-

maos.

Definicion 5.6. Sea a € U,,,, m € Z, m > 1. Sabemos que, por definicién de la funcién
¢ de Euler, que U, tiene en total ¢(m) elementos. Asi, el elemento a € Uy, es una raiz

primitiva del entero m si ord,, a = ¢(m). Otras formas de ver esta definicién son:

k

= a?™ =1 (mod m), pero a* no congruente a 1 (mod m) Vk < p(m), k € Z.

= Kl subgrupo U, de Z,, es igual al grupo < a >, con a raiz primitiva de m.

Ejemplo 5.7. El conjunto U7 tiene como generador el elemento 3. En efecto, pues < 3 >=

{3,2,6,4,5,1} = Us. Por lo tanto, decimos que 3 es raiz primitiva de 7.

Con esto, tenemos que el grupo U, tendria la estructura més simple posible, pues
estaria generada por un elemento que sea raiz primitiva de U,,. Ademés, ese a € U,, no
tiene por qué ser tnico. Esto lo veremos més tarde.

Vamos a ver si todos los nimeros m € Z, m > 1 tienen raices primitivas. Empezaremos

con los nlimeros primos.

Teorema 5.8. Sean p € Z un nimero primo y t | (p — 1). Entonces Jp(t) elementos en
U, de modo que ord, a =t. En particular, U, es ciclico y tiene ¢(p — 1) raices primitivas

de p.

Demostracion. Yt divisor de p — 1, sea ¢ (t) el niimero del teorema. Va € U, hay un orden
iinico, y tenemos un total de p — 1 elementos, tenemos que Zt|(p—1) P(t)=p—1.
Por otro lado, 3,1y ¢(t) = p — 1. Por (5.4), tenemos que 1 (t) es 0 0 ¢(t) Vt. Por lo

tanto, se compatibilizan solamente si ¢ (t) = ¢(t) Vt, con lo que tenemos el resultado. [J

Destacaremos, en este caso, que si p es primo, entonces tenemos una cantidad de ¢(p—1)
raices primitivas del primo p.

Veamos ahora qué sucede con modulos que son potencias de ntimeros primos. Se tomara
m € Z, m = p", con p primo y n > 1. Tenemos que separar los casos p = 2 y p impar.

Veremos primero el siguiente resultado.

Teorema 5.9. Sean a, p, z € Z, p primo impar y p{a. Sea ord, a =t y p* || ' — 1. Con

t stn <z
p>2o0z>1, entonces t, = ordyn a = L

tp stn >z

Demostracion. Separamos en dos partes, dependiendo del valor de n.
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a)

b)

n<z=a'=1 (mod p") = t, | t. Pero como a'* =1 (mod p"), por p" | (a'» —1) =

p | (at» —1), tenemos que a’» =1 (mod p), por lo que ¢ | t,. En consecuencia, t,, = t.

Por definicién, z > 0. Sea n > 2, y pongamos a’ = 1+ up®, con p { u. Entonces, para

k—z .
k= 2y up = u, tenemos a® =1+ up”, con pfu.

Vk > z que mantiene la relaciéon, tomando la p-ésima potencia en ambos lados,
k—z+1 _
tenemos a'? =14 (®)up™+ ... —|—(pfl) (upp®)P~1 + (ugp®)P.

Claramente, (¥) = w, con 0 < s < p son divisibles por p, pues esté p en

el numerador en cada caso. Por tanto, las p-componentes de los términos siguientes

al primero en la segunda parte son pFt1, p2htl p(p—Dk+1 pkp,

Los exponentes, excepto el primero, son mayores a k + 1. Esto es obvio para todos
los exponentes menos para kp. Pero siendo kp > k + 1, tenemos k(p — 1) > 1,

que viene dado por p > 2y k > z > 1. Por lo tanto, dvy € Z de modo que

k—z+1 .
a'? = 1+ pF N (u + pup) = 1 + p*lugyq, con p  upyr. En consecuencia,

at?* ™" =1+ up" es valido Vk > z por induccion.

En particular, a® " = 1 + ugp®, por lo que t, | tp" *. Sea t, = t'p" ", cont' |ty

r > z. Ahora bien, como a'™ =1 (mod p"), entonces @' = 1 (mod p) (visto antes).
Por tanto, ¢ | t,, como mcd(t, p)= 1, tenemos que t | ¢, y con esto, tenemos que
t = ¢'. De este modo, a?"~" = 1 (mod p"), y como a?"~ = 1+ uupk, entonces r < .

Por cousiguiente, r = z y ¢, = tp"~*.

O

Ejemplo 5.10. Tomando m = 25 = 5% y tomemos el elemento 2 € Uss. ordss 2 = 20. Por

ello, por el teorema tenemos que, con 5% = 125, entonces ordiss 2 = 20-5372 = 20-5 = 100.

Por tanto, tenemos un teorema que nos da las raices primitivas de p”, con p y n enteros,

p primo.

Construccion de raices primitivas de potencias de primos impares. Sea g € Z una raiz pri-

mitiva de p, y supongamos z = 1, siendo z € Z™ el exponente de p que es p-componente de

gP~1—1. Sea n el exponente descrito anteriormente. Con n > 1, tenemos por el teorema que

ordyn g = (p—1)p" 1 = p(p™), por lo que g es rafz primitiva de p". Por otro lado, si tenemos

z > 1, tomando g1 = g+ p, que es raiz primitiva de p (g1 = g (mod p)). Sea p*' || 9{)_1 -1

Tenemos entonces que g° ' —1 = (g4+p)P ' =1 =gl 1+ (p—1)gP2p—1= (p—1)g* 2,

pero esto no es congruente con 0 (mod p?), por lo que z; = 1 y g; es raiz primitiva de p"

Vn > 1. O
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Por consiguiente, podemos afirmar que toda potencia positiva de un nimero pri-
mo tiene una raiz primitiva.

Llegamos ahora al caso en el que p = 2. Tenemos que, con p = 2, que el teorema
falla tomando también z = 1. Por ejemplo, 3 = 1 (mod 2) es raiz primitiva de 2 con
z = 1, pero 3 no es raiz primitiva de 8 = 23. De hecho, no hay raices primitivas de 8, ya
que p(8) = 4, pero 12 = 32 = 52 = 72 = 1 (mod 8), por lo que el orden méaximo de los
elementos de Ug tiene que ser 2 # 4.

. t sin<z

Por otro lado, si tomamos en t, = ordpyn a = ) los valores de a = 5,
tp"* sin>z

t =1y z =2, tenemos que ordon 5 = 272 = %4,0(2”). A partir de esto, tenemos un teorema

interesante cuando p = 2.

Teorema 5.11. Tanto 2 como 22 tienen a —1 como raiz primitiva. Yn > 3, 2" no tiene

n—2 . .
2 son la mitad de un sistema

raices primitivas. Por otro lado, las potencias 5, 5%, ..., 5

de restos reducido (mod 2"), al ser estos enteros congruentes con 1 (mod 4). Las clases
n—2 . .7

restantes se representan como —5, —5%, ..., =52 . Dicho de otro modo, Ugn no es ciclico,

pero tiene dos generadores, —1, y 5 de drdenes 2 y $¢p(2).

Demostracion. 2 y 22 tienen a —1 como raiz primitiva es trivial: —1 = 1 (mod 2), que
siempre tiene orden 1 = (2), —1 =3 (mod 4) y 32 =1 (mod 4), con orden 2 = (4).

Para el resto de exponentes, como Va impar, a? = 1 (mod 8), entonces la congruencia

a7 =1 (mod 2%) es correcta con k = 3, y con k > 3 tenemos a? " = (14 2ku)? =
1+ 2k+1(u + 2k_1u2) = 1 (mod 2¥*1), con u € Z. Asi, tenemos que la congruencia vale
Vk > 3. Por lo tanto, siempre tendremos (ordyr a) | 2F72. Por definicion, ¢(2") = 2771,
por lo que no hay raices primitivas.

La tercera frase viene de ordon 5 = 272 = %gp(Q"), y de que las potencias de 5 son
congruentes con 1 (mod 4). Esto, junto con el hecho de que de que hay exactamente 272
enteros positivos menores a 2" congruentes con 1 (mod 4), nos da el resultado. De forma
analoga, tenemos que los elementos —5, ..., 52"7% son distintos (mod 2™) al serlo 5, ...,
52%2, y esos elementos son congruentes a —1 (mod 4). Por tanto, deben ser congruentes

en algin grado a 3, 7, ..., 2" — 1. O

Con esto, sabemos que no todos los niumeros enteros tienen raices primitivas. Ademas,
tenemos una pequena introducciéon de como es la estructura del grupo de unidades cuando
el médulo es un niimero sin raices primitivas.

Antes de continuar, daremos una generalizacion de lo usado en el inicio de la demos-

tracidén anterior.
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Proposicion 5.12. Sean p, n € Z, siendo p primo y n positivo. Si a = b (mod p"),

entonces aP = WP (mod p" ), con k entero positivo.

Demostracion. a =b (mod p™) = a = b+ p"u, siendo u € Z.

Entonces tenemos que a? = (b+p"u)P = bp—l-(Il))bp_lp"u+...+(pfl)b(p”u)p_l—{—(p"u)p =
WP P Lty b P DLy ey p = b”+p”+1(bp_lu—i-...bp”(p_2)u”_1—l—p”(p_l)_lup) =
b (mod p"*1). Esto es vélido con un n arbitrario, por lo que sera valido Vk, lo que da el
resultado. O

5.3. Raices primitivas con descomposicién en varios primos.
Llegamos entonces a ver qué es lo que sucede si tenemos un moédulo que se descompone
en varios primos. Tenemos el siguiente resultado.

med(m, n)=1
m>2,n>2

Teorema 5.13. } = mn € Z sin raices primitivas.

Demostracion. Sea a € 7Z de modo que mcd(a, mn)= 1, por lo que mecd(a, m)= 1y
med(a, n)= 1. (2.5). Sean, entonces h =mem(p(m), ¢(n)), y d =med(p(m), ¢(n)). Los
elementos p(m) y o(n) son pares si m, n > 2 (¢ funcién multiplicativa y (27) = 21
v (") = (p — 1)p"~! con p primo impar, por lo que p — 1 par). Por esto, d > 2, por lo
que h = w(mzlw(n) < ‘p(gm). Por (T.16), a®™ = 1 (mod m). Elevando a la potencia @,

(n) (n)
a = (aﬁo(m))vT =177 =1 (mod m). De forma aniloga, tenemos que se cumple a” = 1

(mod n). Uniendo esto a la hipotesis de que med(m, n)= 1, tenemos en consecuencia que
a" = 1 (mod mn). En consecuencia, tenemos que el orden de cualquier entero coprimo a
MmN No va a ser mayor a @, que es menor a p(mn), orden de Upy,,. Por tanto, no hay

raices primitivas de mn. O

Por tanto, tenemos que si un nimero a € Z se puede escribir como producto de dos
nimeros m, n € Z, ambos mayores que 2 y coprimos, entonces a no tiene raices primitivas.
Tenemos confirmado, entonces, que los nameros 2, 4 y p*, con p primo impar vy k € Z,
con k > 1 tienen raices primitivas. Los tinicos enteros positivos que no se han descrito ni

aqui ni antes son los enteros de la forma 2p*, con k € Z, k > 1.
Teorema 5.14. Los enteros de la forma 2p", con p primo y k > 1 tienen raices primitivas.

Demostracion. Este resultado es un corolario del caso de modulo p¥, con p primoy k € Z
mayor o igual a 1.
Sea ¢ raiz primitiva de p¥, y asumimos que g es impar, pues de ser par, tenemos que

g + p* es impar y raiz primitiva de p¥. Por esto, tenemos que mcd(g, 2p*)= 1. Sea n el
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orden de g en (mod 2p¥). Tenemos que n divide ©(2p*) = ©(2)@(p*) = @(p*). Por ello,
g" = 1 (mod 2p¥) implica que g" = 1 (mod p*), por lo que p(p*) | n. Por lo tanto, tenemos
que n = ¢(2p"*), por lo que g es raiz primitiva de 2p™. O]

Con todos estos resultados, podemos dar el siguiente teorema.

Teorema 5.15. Los enteros con raices primitivas son aquellos de una de las siguientes

formas: 2, 4, p™ o 2p™, siendo p € Z impar primo y n € Z, con n > 1.

Con estos resultados hemos conseguido ver qué enteros son los que tienen raices primi-
tivas, pero no nos dan un algoritmo para saber cuales. Sin embargo, es sencillo ver que la
Unica rafz primitiva de 2 es 1, y que 3 es la tnica rafz primitiva de 4. También tenemos un
método de ver las raices primitivas de una potencia positiva de un primo impar . Nos
queda entonces ver como buscar las raices primitivas de un ntmero primo impar. En este
caso, tenemos un problema finito que puede ser resuelto por prueba y error. Reducimos 2,
22,23 etc., a sus menores restos positivos (los elementos a € Z, 0 < a < p de modo que
2" = a (mod p), con n entero), para ver ord, 2. Si este orden es menor a p — 1 (orden de
U), elegimos un entero a no congruente a una potencia de 2 (pues por el orden de
una potencia de una unidad (mod p) sera menor o igual al orden del elemento, por lo que
no podra ser p — 1), y vemos su orden. Seguimos hasta encontrar un elemento del orden

buscado. De todas formas, podemos hacer esta buisqueda mas eficiente.

Bisqueda raiz primitiva de un entero primo. Sean a, b € Uy, t, u € Z. Si tenemos

ord, a =1
ord, b=u entonces Jv € Z de modo que v = ord, ab = tu. Claramente,
med(t, u)=1

(ab)® =1 (mod p) = v | tu.

Sea ahora v = tju, con ¢ |ty u; | u. En este caso, ordya™ =t (por t y u coprimos),
y tenemos que 1 = (ab)1* = (a*)"* (mod p), por lo que t | t;. De modo andlogo, tenemos
que u | ui. Modificando lo que corresponda, tenemos que los elementos a, b de U,, con

6rdenes arbitrarios ¢ y u tienen como producto un elemento de orden mem(¢, ). O

De este modo, podemos dar una nueva prueba de que los enteros primos tienen raices
primitivas. Supongamos ¢ un entero primo de modo que ¢f Il p— 1, siendo f > 0. Por
([£.7), las congruencias 247 =1 (mod p) v yqf =1 (mod p) tienen ¢/~ y ¢/ soluciones
respectivamente, y un y # « con orden ¢f (mod p). Para cada g que divida a p—1, tomamos
un y y multiplicamos estos y entre si juntos, entonces este producto es una raiz primitiva

de p.
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Asi, en vez de ir probando las potencias de a para ver su orden, usaremos el siguiente

resultado.

Teorema 5.16. Sean p € Z primo y a € Uy,. Sip{a yVq divisor primo de p—1 se cumple
-1
que apq no congruente con 1 (mod p), entonces a es una raiz primitiva de p.

Asi, tenemos una forma més rapida para buscar raices primitivas de un entero p primo

impar.

5.4. Estructura del grupo U,,.

Por ahora, sea m € Z con descomposicién en primos m = pi' ... p&’. Tenemos un
isomorfismo entre Z,, vy Zp‘il © ... ©Zyer (3.9)), con lo que tenemos una biyeccion entre (),
y {(w)pil, (%) er }. Sabemos claramente que si x € Z, entonces (z),, € Uy, (que significa
x coprimo con m) equivale a que (w)p? € Upfi, con 1 < ¢ < r. Por lo tanto, podemos

describir el grupo U, de la siguiente forma.

Teorema 5.17. Sim € Z se descompone en factores primos de forma m = pi*...p5r, con p;
primos distintos entre si y e; enteros positivos, entonces Uy, es isomorfo a Upel X...XUper,
1

grupo de las r-plas con producto dentro de la misma componente.

Podemos verlo de otro modo, usando lo visto para los factores Upe. Con p = 2 tenemos
un caso excepcional, por lo que cambiaremos un poco la notacién. Denotaremos por < a >

al grupo ciclico generado por el elemento a de un grupo en especifico.

Teorema 5.18. Seam € Z, m > 1 con descomposicion en factores primos m = 2°p§*...per,
cone,r>0ysir>0,pi, .., pr son primos impares distintos y e1, ..., e, positivos. Sean
g1, ---, Gr Taices primitivas de pi, ..., pr, con r > 0. Entonces Uy, es isomorfo al producto
de grupos multiplicativos ciclicos siguiente:

< (=1)g2 > x < (B)2e > x < (gl>pi1 > X...X < (gr)per >, donde los dos primeros

factores se omiten con e =0 o 1, y el sequndo factor se omite también si e = 2.

Esto puede ser expresado de otro modo, diciendo que Va € Z, existe una coleccion de ex-
a=(—1)75° (mod 2°), 0 <1 < 2,0 < e < 5p(2%,
a = g;' (mod pi'), 0 < e1 < p(pf'),

ponentes [n, €, €1, ..., &,] de modo que

a=g;" (mod pir), 0 < & < (py)
con las mismas omisiones que en el caso del teorema.

Esto nos abre el paso al siguiente capitulo, que dedicaremos a la teorfa de indices.
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Capitulo 6
Indices.

En el capitulo anterior se habla del isomorfismo de grupos entre U, y el producto de
grupos ciclicos definido como < (—1)92 > X < (5)2e > X < (gl)pil > XX < (gr)per >,
siendo g; raiz primitiva de p{’, con 1 <14 <,y con los dos primeros factores que se pueden
omitir. También tenemos una correspondencia de exponentes para este mismo grupo. Lo

analizaremos.

6.1. Indices. Propiedades.

Sea m € Z fijado. Asumimos r > 0 nimero de primos impares distintos en los que
se descompone m y 8 | m. Estas condiciones se toman por ser el caso en el cual no
se omiten factores del producto isomorfo a U,,. Asi, todas las congruencias sucederan
a=(—1)"5° (mod 2°), 0 < n < 2,0 <e< $¢p(2°,

en el sistema de congruencias .. .. . ,
a=g;" (mod p"), 0 <¢g < p(p;"), Vie{l,..r}

teniendo los primos p1, ..., pr con orden fijado.
Sean g1, ..., gr raices primitivas fijadas. Por el teorema para raices primitivas fijadas,
tenemos una biyeccion entre a € Uy, y una (r + 1)-pla {n, €, 1, ..., &}, donde n € Zo,

€ € Lge—2y €5 € Z@(p_ei), conl1 <7<,

Tenemos, ademas que si a <> {n,¢,e1,...,e,} ya' <> {0/, &', €], ...,el.}, entonces tenemos
ad' < {n+n,e+e,e1+¢),...,er + €.} Dicho de otro modo, esta correspondencia define
un isomorfismo de grupos entre U,, y el producto de grupos aditivos ciclicos definido como

Lo X Lyaey /2 X Zcp(pfl) X...XLy(pery, con orden indicado en los subindices.

Definicion 6.1. El vector de exponentes definido en la correspondencia anterior se deno-
mina vector de indices de a. Dadas las raices primitivas g1, ..., g, de las potencias de

primos correspondientes, ese vector de indices es tGnico en el producto de grupos anterior.
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Ejemplo 6.2. Tomando m = 21 = 3-7. La uUnica raiz primitiva de 3 es 2, mientras que
7 tiene como raices primitivas 3 y 5. Tomando 3, el vector de indices del ntimero 4 € Uy

con respecto a estas raices primitivas es {0,4}. Por otro lado, el de 17 € Uy; sera {1, 1}.

Durante el resto de este capitulo, denotaremos por g a aquellos médulos para los cuales

Uy es ciclico, dicho de otro modo, tienen una rafz primitiva, que llamaremos g.

Definicién 6.3. Sea U, con raices primitivas. Para este modulo ¢, el vector de indices
de a so6lo tiene un elemento, al ser < g >= U,. Este elemento es denominado indice de

a € Uy. Lo denotaremos como ind a.

Observacion 6.4. Esta relacion con a y su indice con respecto a la raiz primitiva g es

analoga a la relacion de un elemento x € R™ con la funcion logaritmo (log).

Ejemplo 6.5. Sea ¢ = 18. Sus raices primitivas son 5 y 11. Con respecto a 5, tenemos que

el indice de 7 € Ujg es 2, mientras que el de 17 € Ujg es 3.

Tenemos que 1 < ind a < ¢(q), también que ¢ ¢ = a (mod ¢), siendo ¢ una raiz

primitiva de ¢q. De aqui, obtenemos entonces las siguientes relaciones.

Teorema 6.6. Sea g con raiz primitiva g, y siendo ind a el indice del elemento a € U,

con respecto a g. Entonces se cumple:
a) ind (ab) = ind a+ind b (mod p(q))
b) ind a* =k ind a (mod ¢(q)), con k > 0.

c) ind 1 =0 (mod p(q)), ind g =1 (mod ¢(q)).
Demostracion. Probaremos los distintos apartados:

a) Por definicion de indice, ¢™? @ = a (mod ¢), ¢™? * = b (mod ¢). Multiplicando,

ind atind b = qh (mod q). Pero ¢g""* (@) = gb (mod g¢), por lo que las

ind a+tind b — gind (abd) (

que ind a+ind b > ¢(q), lo cual no seria un problema por (5.3]). En efecto, pues esa

tenemos g

congruencias anteriores nos dan g mod ¢). Podriamos tener

ultima ecuacion equivale a que sus exponentes son congruentes (mod ¢(q)), es decir,
ind a +ind b = ind (ab) (mod ¢(q)).

ind o k ind a _ ind

(9
mod q). Por lo tanto, tenemos que

b) Tenemos que g = a¥ (mod ¢). Por otro lado, tenemos que g

9k = gF (mod q), por lo que g"™? at — gk nd o

ind a* =k ind a (mod o(q)).
c) Trivial por definicion de raiz primitiva y (5.3)).
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Por lo tanto, estas propiedades nos dan una opcién de resolucién maéas simple de las
ecuaciones de forma ax™ = b (mod ¢), siempre que esta congruencia tenga solucion. Por
tanto, lo siguiente a estudiar es saber qué indice tiene cada elemento de U, con respecto
a la raiz primitiva g. Para esto, podemos hacerlo probando cada exponente en la raiz
primitiva g, o bien con tablas de indices. Trabajaremos como crear estas tablas en el

siguiente apartado.

6.2. Tablas de indices.

En este apartado veremos como hacer las tablas de indices de un moédulo g € Z que
admita raices primitivas. Las tablas se hacen con respecto a una de estas raices primitivas, y
los indices varian dependiendo de la raiz primitiva escogida. Esto lo vemos en los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 6.7. Raices primitivas y tabla de indices con respecto a una de éstas para el
moédulo ¢ = 41.

El modulo ¢ = 41 es primo. Por ello, tenemos que ¢(41) = 40. El grupo Uy; tiene
40 elementos (los elementos de Zy; sin el 0). Por ([2.17)), ordsi a | 40 Va € Uy. nos
da que hay un total de ¢(40) = 16 raices primitivas. Por (5.1)), las raices primitivas son
aquellos elementos de Uy que no son cuadrados ni potencias quintas, al descomponerse
40 = 23.5 en factores primos.

Vemos, en primer lugar, qué elementos de Uy; son cuadrados de otros. Utilizando la
igualdad (n + 1) = n? + (2n + 1) y teniendo en cuenta que 22 = (41 — x)? (mod 41)
(pues (41 —x)? = 412 — 82z + 2% = 2% (mod 41)), calculamos hasta n = 20. Ordenandolos,
tenemos que los restos cuadraticos en médulo 41 son los siguientes:

{1,2,4,5,8,9,10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 36, 37, 39, 40}.

Tenemos un total de 20 restos cuadréaticos, y nos quedan 20 elementos, de los cuales
sabemos que 16 son raices primitivas. Los 4 restantes son restos 5-potenciales. Veremos
cuales de estos elementos lo son. En Zy4;, tenemos:

3P =38=7"=13%6°=27=14511° =3 = 12°, 15° = 14.

Por ello, estas raices 5-potenciales son {3, 14,27, 38}.

Asi, tenemos que {6,7,11,12,13,15,17,19,22, 24,26, 28,29, 30, 34,35} son raices pri-
mitivas de ¢ = 41.

Procedemos ahora a la construccién de la tabla de indices a partir de una raiz primitiva
de 41. Tomemos g = 6. Las siguientes potencias se van haciendo de forma recursiva del

n+1

siguiente modo: ¢ = g-¢g" (mod 41). Obtenemos la siguiente tabla:
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a | 6 (36|11 252739291019 |32|28| 4 24|21 | 3 |18]26| 33|34 |40
inda| 1|2 |3 |45 |6 | 7|89 ]10|11|12]13|14|15]16| 1718|1920
a |35 (3016|142 1231|229 | 13|37 1720|3823 |15| 8 | 7|1
inda |21 2223242526 |27|28|29|30|31|32|33|34|35]36/|37|38]39]|40
Una vez tenemos la tabla, la resolucion de congruencias del estilo az™ = b (mod q) es
més simple en caso de ser resoluble. Volviendo al ejemplo anterior, tenemos que resolver
162 = 37 (mod 41) equivale a resolver ind 16 + ind x = ind 37 (mod 40). Sustituyendo los
indices con g = 6, tenemos que ind © = 32 — 24 = 8 (mod 40). Tenemos que ind x = 8. El
elemento a € Uy; que tiene este indice es x = 10 (mod 41).
Para 3z% = 17 (mod 41), tenemos 2ind = = ind 17 — ind 3 = 33 — 15 = 18 (mod 40).
Por tanto, tenemos que ind x = 9 6 29 (mod 40), por lo que los valores posibles de x son
19 6 22 (mod 41).
También es posible que la congruencia no sea resoluble. Con 322 = 10 (mod 41),
tenemos 2ind x = ind 10 —ind 3 = 8 — 15 = —7 = 33 (mod 40). Como 2 y 40 no son
coprimos (pues 40 es multiplo de 2), y al no ser entero %, entonces la congruencia no tiene
solucion.
Observacion 6.8. El valor del indice de los elementos de a € U, depende de la raiz primitiva
g escogida.
Si en el ejemplo tomamos g = 7, la tabla de indices es:
a | 7|8 |15|23(3820 17|37 |13 | 9 |22|31 (12| 2 |14 |16|30| 5 | 35|40
inda| 1|2 |3 |45 |6 | 7|89 ]10|11|12]13|14|15]16| 1718|1920
a |34(33[26|18] 3 (21 |24| 4 |28|32(19|10|29|39|27 (25|11 |36 6 | 1
inda |21 2223242526 |27|28|29|30|31|32|33|34|35/]36/|37|38]39]|40

En este caso, la congruencia 16z = 37 (mod 41) equivale a ind 16 + ind x = ind 37
(mod 40) & ind x =8 — 16 = —8 = 32 (mod 40), lo que indica que z = 10. El resultado
es el mismo, pero no los indices.

Ademas, las congruencias no resolubles siguen sin poder resolverse. 372 = 10 (mod 41)
< 2ind x = ind 10 —ind 3 = 32 — 25 = 7 (mod 40), y tenemos el mismo inconveniente

que habia con g = 6.

Si bien podriamos diferenciar el indice dependiendo de la raiz primitiva utilizada usando
indy a, solo usaremos esta notacion cuando pueda haber confusiones. En general, utiliza-

remos ind a.
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Ejemplo 6.9. Raices primitivas y tabla de indices con respecto a una de éstas para el
modulo ¢ = 37.

37 es primo, por lo que Us; tiene ¢(37) = 36 elementos (los elementos de Zgz7 menos
el 0). Tenemos que ords7 a | 36, y sabemos que habra ¢(36) = 12 raices primitivas.
nos dice que estas raices primitivas son elementos de Usy; que no sean restos cuadraticos
ni restos ciibicos. Usando (n + 1)? = n? + (2n + 1), tenemos la siguiente lista de restos
cuadraticos: {1,3,4,7,9,10,11,12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 36 }. Tenemos un total de
18 restos cuadraticos, y nos quedan otros 18 elementos en Us;. Como sabemos que hay
12 raices primitivas, entonces 6 de esos elementos restantes tienen que ser restos ciibicos.
Llegamos a lo siguiente en Zsy:

22 =8=15%5"=14=13363=31=8% 143 =6, 17° = 29, 183 = 23.

Por esto, los restos cubicos son {6, 8,14, 23,29, 31} 1o que resulta en las siguientes raices
primitivas: {2,5,13,15,17,18,19, 20,22, 24,32, 35}.

Haremos ahora la tabla de indices de Us; para la raiz primitiva g = 2. Por recursividad,
nt+l —

g g-9™ (mod 37). Tenemos la tabla siguiente:

a 2 4|8 |16(32|27 |17 34|31 25]13|26|15(30|23| 9 |18 36
inda| 1|2 |3 |45 |6 |78 |9 10111213 |14|15]16| 17|18
a 35013312921 5 1020 3| 6 |12 24|11 22| 7 |14 |28 |19 | 1
inda 19|20 |21 22|23 |24 |25|26 |27 28(29 30|31 |32|33|34]|35]|36

Con esto tenemos otro ejemplo de tabla de indices con modulo primo impar. Pero ya
sabemos que estos nimeros no son los dnicos que tienen rafces primitivas. Hacer tablas
para los niimeros 2 y 4 no nos da nada, pues tienen una cantidad manejable de unidades, y
las potencias superiores no tienen raices primitivas . Veremos entonces los casos que
nos faltan.

Antes de esto, necesitamos un resultado previo. Con un moédulo primo p ya hemos
demostrado que el namero de raices primitivas es p(¢(p)). Veamos que esto se da con todo

nimero ¢ que admite raices primitivas.

Teorema 6.10. Sea g € Z un nimero con raices primitivas. Entonces, Io(p(q)) raices

primitivas.

Demostracion. Sea a € Uy raiz primitiva de ¢. (5.1]) nos indica que una potencia de una raiz
primitiva es raiz primitiva si med(p(q), t)= 1, siendo ¢ el exponente al que esta elevada la
raiz primitiva a. Por lo tanto, esto sucede con una cantidad ¢(¢(q)), y habra esta cantidad

de rafces primitivas de q. O
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Con esto, podemos adentrarnos en la construccién de tablas de indices para cualquier

modulo que tenga raices primitivas.

Ejemplo 6.11. Raices primitivas y tabla de indices con respecto a una de éstas para el
modulo ¢ = 81.

81 = 3%, potencia del primo 3. Por tanto, hay raices primitivas. Por , tenemos que
hay ((81) = 2:3% = 54 elementos en Ug;. Por teoria de grupos, tenemos que ordgia | 54
Va € Ugy.

81 es una potencia del primo 3, por lo que los elementos de Ug; son aquellos elementos
de Zg1 que no son multiplos de 3. Ademaés, por el teorema anterior , tenemos que
habrd un total de ¢(p(81)) = p(54) = 18 raices primitivas. Por ser 54 = 2.33, las raices
primitivas de este grupo seran los elementos que no sean restos cuadraticos ni restos ctibicos.

Los restos cuadraticos de las unidades son {1,4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25,28, 31, 34, 37, 40,
43,46, 49,52, 55,58,61,64,67,70,73,76,79}. Tenemos 27 restos cuadraticos. Destacar el
hecho de que todos estos elementos son de la forma 3k + 1, con k € Zo7.

Los 27 elementos restantes se separan en 18 raices primitivas y 9 restos ctibicos que
veremos ahora. En Zg;, tenemos lo siguiente:

23 =8, 5% =44, 8 =26, 113 = 35, 143 = 71, 173 = 53, 20% = 62, 233 = 17, 263 = 80.

Por tanto, los restos ctubicos son {8,17,26,35,44,53,62,71,80}. Como hicimos antes,
destacamos que todos son de la forma 9k + 8, k € Zg.

El conjunto de raices primitivas de este grupo es el siguiente: {2, 5,11, 14, 20, 23, 29, 32, 38,
41, 47,50, 56,59, 65, 68, 74, 77}.

Tomemos ahora la raiz primitiva g = 2. Obtenemos la siguiente tabla:

a 2 1418 |16|32(64[47 (13 |26|52|23 46|11 22|44 | 7 |14 |28
inda| 1|2 |3 |45 |6 | 7891011 |12]13|14|15]16| 17|18
a 96 | 3116243 5 [10]20 |40 80|79 |77 | 73|65 |49 |17 |34 |68]535
inda |19 |20 |21 2223|2425 |26 |27 28|29 |30|31|32|33]|34]|35]36
a 20|68 3570|5937 |74|6753[25|50(19|38|76 71|61 |41 1
inda |37 383940 |41 |42 |43 |44 |45 |46 |47 |48 |49 |50 |51 |52 |53 |54

Veremos, a continuacion, el caso en el que ¢ = 2p¥, con p primo y k positivo.

Ejemplo 6.12. Tenemos ¢ = 26 = 2-13. Usgg tiene un total de ¢(26) = ¢(2)p(13) =
1-12 = 12 elementos por . Son los elementos de Zog que no son pares ni el 13.
Ademis, Va € Ugg, ordas a | 12. Por (6.10]), sabemos que hay ¢(12) = 4 raices primitivas
de 26, y como 12 = 22.3, las raices primitivas de 26 son los elementos de Usg que no son

restos cuadraticos ni restos cubicos.
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La lista de restos cuadraticos de las unidades (mod 26) ordenada es {1, 3,9,17,23,25}.

Nos quedan entonces 6 elementos, que se separan en 4 raices primitivas y 2 restos
ctibicos. Obtenemos lo siguiente en Zgg:

53 = 21, 73 = 5. Con esto tenemos que las raices ciibicas (mod 26) son {5,21}.

Por tanto, tenemos que {7,11,15,19} son las raices primitivas de 26. Tomemos ahora

g = 7. Tenemos la siguiente tabla:

a [7[23]5|9 (1125|193 |21 17|15 ]| 1
inda|1| 2 |3[4|5 |6 |7 (8] 9 |10]11]12

Ejemplo 6.13. Tenemos q = 18 = 2-32. Ujg tiene un total de ¢(18) = ¢(2)p(9) = 1-6 = 6
elementos por . Son los elementos de Zig que no son pares ni divisibles entre 3.
Ademas, Va € Uig, ordig a | 6. Por , sabemos que hay ¢(6) = 2 raices primitivas de
18,y como 6 = 2-3, las raices primitivas de 18 son los elementos de U;g que no son restos
cuadréticos ni restos clibicos.

La lista de restos cuadraticos de las unidades (mod 18) ordenada es {1,7,13}.

Nos quedan entonces 3 elementos, que se separan en 2 raices primitivas y 1 resto ctbico.
Obtenemos lo siguiente en Zg:

53 =17 = 113 = 173. Con esto tenemos que la rafz ctbica (mod 18) es 17.

Por tanto, tenemos que {5,11} son las raices primitivas de 18.

Tomamos, ahora, g = 5. La tabla de indices es la siguiente:

a |5 |7|17 13|11 |1
inda|1|2| 3|4 |5 |6

Entonces, ya hemos visto algunas tablas de indices para niimeros que admiten raices
primitivas. Podemos extrapolar esto a moédulos sin raices primitivas. La diferencia en este
caso estd en que ahora tendremos una tabla de vectores de indices, partiendo del sistema
de congruencias de , tenemos el vector de indices con el que empezamos el capitulo
{n,e,e1,...,e,}. Este vector depende de las raices primitivas elegidas para los factores

primos, asi como del orden de estos.

Ejemplo 6.14. Tabla de vectores de indices m = 40.

Tenemos m = 40 = 23.5. Por , tenemos que Uy es isomorfo a Zg X Zy(93) /2 X Ly (5)-
Este conjunto es Zs x Zg x Z4. La cantidad de elementos en Uyg es ¢(40) = ¢(23)-p(5) =
4-4 = 16. Son los elementos de Z49 que no son pares ni divisibles entre 5. Tomando g = 2
raiz primitiva de 5 (la otra posible es 3, 1 y 4 son raices cuadraticas (mod 5)). La tabla de
a 21413

inda|1[2]3|4
Partiendo de esto, tenemos lo siguiente:

indices en (mod 5) es
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a 1 3 7 9 11 13 17 19
n € Zy 0 1 1 0 1 0 0 1
£ € Zs 0 1 0 0 1 1 0 1
e1€Zs| O 3 1 2 0 3 1 2
Vector | (0,0,0) | (1,1,3) | (1,0,1) | (0,0,2) | (1,1,0) | (0,1,3) | (0,0,1) | (1,1,2)
a 21 23 27 29 31 33 37 39
nE Zy 0 1 1 0 1 0 0 1
£ € Zs 1 0 1 1 0 0 1 0
e1€Z4| O 3 1 2 0 3 1 2
Vector | (0,1,0) | (1,0,3) | (1,1,1) | (0,1,2) | (1,0,0) | (0,0,3) | (0,1,1) | (1,0,2)

Observacion 6.15. Las propiedades en pueden extrapolarse a los vectores. Volviendo
al ejemplo anterior, tenemos, por ejemplo, que 3-17 = 11 (mod 40), y al sumar los vectores
asociados, tenemos (1,1,3) 4+ (0,0,1) = (1,1,0) (en el producto de anillos descrito en el
ejemplo), que es el vector asociado a 11. Por otro lado, tenemos que 72 = 9 (mod 40), y
2-(1,0,1) = (0,0,2).

Con esto, podemos resolver sencillamente las congruencias de forma az™ = b (mod m)
siendo a, b € Uy, y n € Z, n > 1, siempre que esta sea resoluble. Para los otros elementos
de Z,,, no podemos utilizar los indices para su resolucién. Habria que ver si ba™', que no
es una unidad (aunque a si lo es), es un cuadrado de los elementos no unidades de Z,,.

Por ejemplo, volviendo al ejemplo anterior, usando esa tabla de vectores de indices,
podemos ver si 1323 = 21 (mod 40) o 1322 = 21 (mod 40) son resolubles.

Para 1323 = 21 (mod 40), sustituyendo por vectores de indices en el producto de grupos
definido Zg x Zgy X Z, tenemos (0, 1,3) + 3vector = = (0,1,0) <

3vector x = (0,1,0) — (0,1,3) = (0,0,—3) = (0,0,1). Como 3 € Uy, entonces tiene
inverso, por lo que tenemos que vector x = 37(0,0,1) = 3(0,0,1) = (0,0, 3). Por ello,
x = 33 (mod 40), siendo vector x el vector de indices asociado a x.

Para 1322 = 21 (mod 40), tenemos (0,1,3) + 2vector = = (0,1,0) & 2vector x =
(0,0,1). Como 2 no coprimo con 4, no tiene inverso, y como 2 no divide a 1, entonces no
es resoluble.

Con esto, tenemos una manera mas simple para la resolucién de congruencias de forma

az™ = b (mod m).

6.3. Resultados derivados de las propiedades de indices.

Procedemos a presentar unos resultados importantes que se prueban gracias a lo que

sabemos de indices. El que vamos a presentar ahora es una generalizaciéon del criterio de
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Euler (4.15)), asi como de (4.7).

Teorema 6.16. Sea q € 7Z numero con raices primitivas y supongamos a € Uy. a es un

. (9)
resto n-potencial de ¢ < a*d =1 (mod q), con d =mcd(n, ©(q)).
FEl nimero de restos n-potenciales de q es @, y cada uno de ellos es el resto n-potencial

de exactamente d enteros (mod q).

Demostracion. Tomando indices en 2" = a (mod q), tenemos n ind = = ind a (mod ¢(q)),
que es resoluble si, y s6lo si, med(n, ¢(q))| ind a. Esto es lo mismo que decir que ind a = 0

(mod d), por lo que se tiene % ind a =0 (mod ¢(q)), por lo que P =1 (mod q).

. . , .. , w(@)
Finalmente, si g es raiz primitiva de ¢, entonces los # nameros ¢¢, ¢%¢, ..., g( 7 )d
son distintos (mod ¢), cumpliendo la congruencia del teorema. Tenemos, entonces, %
soluciones. Por (4.20)), estas son las soluciones posibles. O

Por otro lado, podemos utilizar la teorfa de indices para resolver congruencias de la

forma az? + bz + ¢ = 0 (mod p).

Resolucion de congruencias cuadrdticas con indices. Sea Ax?> + Bx + C = 0 (mod p), p
primo impar y p { A. Entonces A tiene inverso. Llegamos a lo siguiente: 22 + bz + ¢ = 0
(mod p), siendo b = BA™! y ¢ = CA~!. Los valores de b y ¢ pueden ser 0 si B o C son 0;
o podemos calcularlos por indices (ind b = ind B —ind A en Z,_1, y con c analogo).

—bi\ém

Aplicamos la féormula a la nueva congruencia: x = . Como p es primo, Z,
es cuerpo y todo elemento menos el 0 tiene inverso, por lo que 2 tiene inverso. Podemos
calcular b2 (mod p) con 2ind b (mod (p — 1)). Por otro lado, 4c (mod p) se calcula como
ind 4 + ind ¢ (mod (p —1)). Ya calculado esto, calculamos A = b? — 4c. Asi, llevamos el
valor VA (mod p) a % ind A (mod (p — 1)). Por ser p impar, p — 1 es par, por lo que 2 y
p — 1 no son coprimos. Por tanto, lo anterior s6lo tiene sentido si ind A es par. Si no, es
irresoluble.

Si es resoluble, (—b++v/A) /2 tiene sentido (mod p), y podemos resolverlo por indices. [

Con esto no necesitamos saber nada mas que si ind A es par para ver si es resoluble o
no, sin necesidad de resultados avanzados, cosa que no sucedia sin indices. Esos resultados

a los que hacemos alusién serén estudiados a partir del siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Restos cuadraticos y el simbolo de

Legendre.

A lo largo de los siguientes capitulos estudiaremos la forma de ver de manera rapida si
un elemento de Z,,, con m € Z, m > 1 es un cuadrado de otro elemento de ese conjunto.
Primero profundizaremos en la definiciéon de resto cuadratico y daremos algun resultado

con respecto a estos elementos.

7.1. Restos cuadraticos.

Definicion 7.1. Seam € Z, m > 1, y sea a € Uy,. Se dice que a es un resto cuadratico

2 = g (mod m) es resoluble. Es, como ya se dijo en capitulos

de m si la congruencia x
anteriores, el caso de resto n-potencial con n = 2. En caso de que no sea resoluble, entonces

a es un no resto cuadratico de m.

Es sencillo ver que si a € Z es resto cuadréatico en médulo m y b = a (mod m), entonces

b es resto cuadratico (pues ambos se representan por el mismo elemento x € Zy, ).

Ejemplo 7.2. Tenemos que 4 € Z3 es un resto cuadratico de 13, pues 22 = 4 (mod 13).
Sin embargo, 5 € Z13 no es resto cuadratico de 13. Por otro lado, tenemos que 4 = 17

(mod 13), por lo que 17 serd también un resto cuadratico de 13.

Veremos, a continuacién, un par de teoremas que nos indicardn que las cuestiones
referidas a restos cuadraticos de modulo compuesto se pueden reducir al caso de médulo
primo.

Observacion 7.3. El nimero primo 2 juega un papel distinto al resto de primos, por hecho

2

de que toda solucion (mod 2) va a ser singular, pues f(x) = 2 — a, por lo que f'(x) = 2z,

y 2| f/(x) Vz cosa que no pasa con otros primos.
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Teorema 7.4. Sea m € Z, m > 1. Un elemento a € Uy, es un resto cuadrdtico de m
& Eriste un resto cuadrdtico de todos los primos impares que forman m = 2°p{*..pSr, y
a=1(mod 4) si2%| m,
a=1(mod8) si8|m.

Demostracion. Sea m = 2°pS'...p¢". Entonces la congruencia z? =

r? = a (mod 2°),

2?2 = a (mod p}'),

a (mod m) equivale a

22 = a (mod p¢r)

Claramente, si a es resto cuadratico de p;*, con 1 <14 < r, entonces es resto cuadratico
del propio primo. Por otro lado, si a resto cuadratico de un primo impar p, entonces

(p—1 e—1(p—1)

)
a2z =1 (mod p) por (6.16), por lo que a” 2 =1 (mod p°) (5.12), por lo que a es
resto cuadratico de p®. Como en el caso con mddulo 4, 1 es resto y —1 no. Para el caso

2¢, con e > 3, (4.24]), para n = 2 nos da que a = 1 (mod 8) es una condicién necesaria y

suficiente para que a sea un resto. O

Con esta demostraciéon, tenemos una forma de ver la cantidad de soluciones de la
congruencia 2 = a (mod m). (6.16)) nos dice que hay dos soluciones con m = p¢, con p
primo impar. Para el caso de 22 = a (mod 2¢), tenemos e soluciones si e = {1,2}. Si e > 3,

tenemos que (£.24) nos da una existencia de 273 restos. Asi, ({#.20) nos dice que 22 = a

(mod 2°) tiene un total de “;i%? = 4 soluciones en caso de ser resoluble. Obtenemos, asf,

el siguiente resultado:

a €Uy, . . .
Teorema 7.5. = 3 2" soluciones, siendo r la cantidad
22 = a (mod m) resoluble

de primos impares distintos que hay y u = {0,1,2}, dependiendo de si 4 ¥ m, 22 || m, o

8 | m, respectivamente.

Ejemplo 7.6. Veamos el nimero de soluciones posibles para 22 = 9 (mod 20). Segun el
teorema anterior, al saber que 32 = 9 (mod 20), tenemos que la congruencia es resoluble
y, segiin el teorema anterior, esta congruencia tendra 27! = 22 = 4 soluciones distintas,
pues 20 = 22.5 tiene un primo impar 5 y 4 || 20. Una solucién es 3 como ya hemos
visto. Comprobando los distintos elementos de Zog, tenemos que todas las soluciones de la

congruencia son {3,7,13,17}, un total de 4 soluciones, tal como predecia el teorema.

Con esto, hemos avanzado en el estudio de raices cuadraticas: hemos visto la cantidad

de soluciones que habra en una congruencia cuadratica en médulo m, con m € Z m > 1.
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Nos falta ver como saber si un elemento es resto cuadratico en médulo m, cosa que veremos

a partir de ahora.

7.2. El simbolo de Legendre.

Ya hemos visto que los restos cuadraticos de potencias del primo 2 se pueden dar
explicitamente, y que los restos cuadraticos de las potencias de un primo impar son aquellos
que lo son para el propio primo. Por tanto, podemos centrarnos en investigar los restos

cuadraticos de médulos primos impares.

Definicién 7.7. Sea p € Z, p primo impar positivo y a € Z,. Entonces se define el simbolo

1, si a es un resto cuadratico de p,
de Legendre (%) de la siguiente forma: (%) =4 —1, siaesun no resto cuadratico de p,
0, sip|a.

Teorema 7.8. Con las condiciones de la definicion de simbolo de Legendre, siendo a € Z,
—1)

arbitrario, entonces a2 = (2) (mod p). Esto da una forma "rdpida” de ver si un entero
P
es un resto cuadrdtico de un primo impar o no, y dando, ast, el valor de esta funcion para

ese numero con el mddulo p.

Ejemplo 7.9. Volviendo al primer ejemplo, el de restos cuadraticos en moédulo 13, ya
hemos visto que 4 es resto cuadratico de 13, pero 5 no. Tenemos entonces que (%) =1y
(1%) = —1. Esto se cumple por el criterio de Euler. En efecto, pues tenemos 475 =46 =
4096 = 1 (mod 13),y 1 = (%), por lo que se cumple. Por otro lado, 515 = 50 = 15625 = —1

(mod 13), y —1 = (&).

Veamos algunas propiedades de esta funcion.

Teorema 7.10. El simbolo de Legendre (%) cumple:
a) (%) = (%)(%) Esto nos dice que el producto de dos restos cuadrdticos o de dos

no restos cuadrdticos es un resto cuadrdtico, mientras que el producto de un resto
cuadrdtico con un no resto cuadrdtico serd un no resto cuadrdtico. Fsto, ademds, nos

dice que el simbolo de Legendre es una funcidn multiplicativa.
b) a=0b (modp)= (3)= (%),

c) (%):1 sipta.

(p—1)
d) (771) = (-1) = Ast, —1 es resto cuadrdtico de p si p = 1 (mod 4), pero no si

p=—1 (mod4).
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Demostracion. Probamos los distintos apartados, usando ([7.8):

(p—1) (p—1) _ (p—1)

a) (%b) =(ab) 2z =a z bz = (%)(%) (mod p). Otra forma de verlo es la siguiente:
El simbolo de Legendre vale £1 si el elemento es coprimo con p. Si (%’) # (%)(}%),
entonces 1 = —1 (mod p), o lo que es lo mismo, 2 = 0 (mod p), por lo que p | 2, lo

que es absurdo por p > 2. Por lo que lo escrito es cierto.

22 = a (mod p) . , 9
con las mismas soluciones. Por lo tanto, z° = a

b) a =b (mod p)= {
(mod p) y * = b (mod p) seran ambos resolubles o ambos no resolubles. Por ello,

(2) = <,%>

22 = b (mod p)

c¢) Tenemos que a satisface 22 = a2 (mod p), por lo que (%2) =1.
(p—1)
d) Tomamos a = —1, y sabemos que (_?1) y (—1)1)7 son 1 o —1. Por lo tanto, (_?1) =
(p—1)
(-1) et (mod p), por lo que, al ser p primo impar, p > 2, y entonces (%) =
(p—1)
(=1) =

O

Entonces, podemos asumir que a es un primo positivo, y tomar el simbolo de Legendre
(%) con a y p primos. Con esto, tenemos el siguiente resultado que, aunque usaremos con

a primo, es valido Ya/ p 1 a.

Teorema 7.11 (Lema de Gauss). Si p es la cantidad de elementos de a, 2a, ..., %(p— 1)a,
cuyos menores restos en valor absoluto (mod p) son negativos (es decir, entre —1 yp —1,

tomamos —1, siendo p > 2), entonces (1) = (—1)".

1

Demostracion. Reemplazamos los elementos a, 2a, (p — 1)a por sus restos menores

crey 5
en valor absoluto (mod p). Denotamos los positivos como 71, r, ...; ¥ los negativos como
—rq, =15, ... . No hay dos r; iguales, ni dos r] iguales. Ademés, si mia = r; (mod p) y
maa = —r y = r , entonces a(mj +mg) = 0 (mod p), por lo que tenemos my + mg = 0

-1
@2—) niumeros

(mod p) (por a€ [Up), lo que es imposible por 0 < m < . Por lo tanto, los

ri, ri son enteros distintos entre 1y (pgl), esos nimeros estdn en algin orden. Por tanto,
_ — (p—1)
a‘(2ai;..'%a = (=1)"(2)! (mod p), y por tanto a “2- = (=1)* (mod p). Como ademas
o

a 2 =(5) (mod p), entonces (3) = (—1)* (mod p), por lo que (}) = (—=1)*. O

Ejemplo 7.12. Una vez més, volvemos a partir de 4, 5 € Z3.
En el caso a = 4, tenemos los valores 4, 8, 12, 16, 20 y 24 con el lema de Gauss.

Reduciendo a médulo 13, a sus menores restos en valor absoluto, tenemos 4, —5, —1, 3,
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—6, —2. Tenemos 4 elementos en ese conjunto que son negativos en médulo 13. Por ello,
p=4y (1= (=)' =1=(5)
Si a = 5, tenemos 5, 10, 15, 20, 25 y 30, que reducidos a sus menores restos en valor

absoluto en médulo 13, tenemos 5, —3, 2, —6, —1, 4. En este caso, p = 3 y tenemos
(~1) = (-1 = 1= ().

Este lema nos ayuda a caracterizar los primos de los cuales un entero a es resto cua-

dratico. Si tomamos a = 2, tenemos el siguiente teorema.

1 si 1 (mod 8)

Teorema 7.13. Sea p primo impar. Entonces (%) = { | i 43 (mod 8)
—1 si mo

. 2 . P

Demostracion. Por el lema de Gauss ([7.11]), tenemos que (5) = (—1)", siendo p el namero
de elementos en S = {12, 2.2, ..., 2-%} que, al dividirlos entre p, sus restos son mayores
a g. En el conjunto S, todos sus elementos son menores a p. Basta, por tanto, con ver qué
sucede con los niimeros que pasan de §. Vk € {1, ...,%}, tenemos que 2k < &, lo que
equivale a que 4k < p. Sea [ ] la funcién entero. Tenemos un total de [%] enteros menores
a5 en S, porloquepu= %_1 — [4] son enteros mayores a §. Podemos reducir entonces a

un total de cuatro posibilidades, siendo p primo impar de una de las siguientes formas:
p =8k + 1: Entonces pu = 4k — [3EF] = 4k — 2k + 1] = 4k — 2k = 2k.
p =8k +3: Entonces p =4k + 1 — 358 =4k — 2k + 3] =4k + 1 — 2k = 2k + L.
p =28k +5: Entonces p=4k+2— [355] =4k — 2k + 1+ 1| =4k +2 -2k — 1 =2k + 1.
p=8k+7: Entonces p =4k +3 — [35 =4k — 2k + 1+ 3] =4k +3 — 2k — 1 = 2k + 2.

Por lo tanto, tenemos que si p = 8k =1 (8k + 7 es lo mismo que 8(k + 1) — 1, k € Z),

entonces el elemento p es par, por lo que (%) = 1, mientras que si p = 8k + 3, (8k + 5 es

lo mismo que 8(k + 1) — 3, k € Z), entonces p es impar y (%) =-1. O]

Tenemos, entonces, una forma rapida de ver si 2 es un resto cuadratico del primo impar
p, de la siguiente forma:

p2-1

Corolario 7.14. (%) =(-1)"3

Demostracion. Separamos los primos impares como arriba:

p =8k £ 1 Tenemos que p28_1 = (Skié)Q_l = 64]“2;16]“ = 8k? 4 2k, que es un entero par (por ser
2
k entero). Por tanto, (_1)% =1 = (%)
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2
p =8k £ 3 En este caso, p28_1 = (Skig) L. 64k2i§18k+8 = 8k% 4 6k + 1, entero impar, con lo

P21
que tenemos (—1)" s

1= ().

O

Por este resultado, tenemos entonces las siguientes propiedades de +2 en el conjunto
de Zy.

Teorema 7.15. Sea p € Z un primo impar, y 2p + 1 otro primo impar. Entonces,

(p—1)

(—=1)"z -2 es raiz primitiva del primo 2p + 1.

Demostracion. Sea q = 2p + 1. Distinguimos dos casos:

p=1 (mod 4)

p =3 (mod 4)

Entonces (—1)%12 = 2. ¢(q) = q—1 = 2p. Por tanto, el orden de 2 (mod ¢) es uno
de los ntimeros 1, 2, p o 2p. Por (7.8)), tenemos (%) = 2% — op (mod ¢). En este
caso, tenemos ¢ = 3 (mod 8), es decir, (%) = —1 por teorema anterior, tenemos que
2P = —1 (mod gq), por lo que 2 no puede tener orden p (mod g). Tampoco puede ser 1
0 2, pues 22 = 1 (mod q) implica que q | 3, cosa imposible al ser ¢ > 7 por definicién
de q. Por lo tanto, ord, 2 = 2p, lo que hace que 2 sea raiz primitiva de q.

(—1)%12 = -2,y (=2)P = (_72) = (_71)(%) (mod ¢). Tenemos en este caso que

g = 7 (mod 8), tenemos que (_71) = —1 (7.10), por lo que (%) =1, lo que implica
que (—2)? =1 (mod q). Con esto, obtenemos un razonamiento andlogo para ver que

ordg (—2) = 2p, por lo que —2 es raiz primitiva de gq.

O

Observacion 7.16. De esto, obtenemos que, si p y 4p + 1 son primos, entonces 2 es raiz

primitiva de 4p+ 1. Esto significa que 2 es raiz primitiva de infinitos primos de esta forma,

como veremos a continuacion.

Teorema 7.17 (Teorema de Euclides). Eziste una cantidad infinita de nimeros primos.

Demostracion. Supongamos que s6lo existe una cantidad finita de primos pi1, ..., Pn, v

tomemos el niimero P = p;...p, + 1. Por ser P > 1, entonces este nimero se puede dividir

por un primo, llamémoslo p. Por ser py, ..., p, los Ginicos primos, entonces p es igual a alguno

de estos primos. Pero ese primo p también tiene que dividir p;...p,. Por ello, p | p1...pn, ¥

p | P. Por lo tanto, p | (P — p1...pn), por lo que p | 1, lo cual es absurdo al ser p > 1 por

ser primo. En consecuencia, tiene que haber una cantidad infinita de nimeros primos. [J

Teorema 7.18. Existen infinitos primos de forma 4k + 1.
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Demostracion. Como hicimos antes, lo veremos por contradiccion. Sean pq, ...,p, la canti-
dad de primos de esta forma, y sea N = (2p;...p,)? + 1. Por ser N impar, existe un primo
impar p que divide a N. Dicho de otro modo, (2p;...p,)?> = —1 (mod p). En términos del
simbolo de Legendre, (%) = 1, lo que es valido s6lo con p = 4k + 1, con k € Z, y sera
uno de los descritos arriba. Por lo tanto, p | N — (2p;...p,)?. Llegamos a que p | 1, lo que
es una contradiccion al ser todo ntimero primo mayor a 1. Por lo tanto, hay una cantidad

infinita de primos de la forma 4k + 1. O

Acabaremos dando un adelanto del préoximo capitulo con la siguiente tabla de valores

del simbolo de Legendre (g) para primos impares p, ¢ < 23. Obtenemos la siguiente tabla:

abp— | 3|5 | 7|11]13|17]19 |23
3 O[-1|1 |11 ]-1]1]-1
5 [-1lofa] 1111
7 |11 0 1|11 1
11 |11 faflofa|1]a]1
13 | 1|11l of1]a]1
17 |-1|-1f-1f-1]1]o]1]-1
19 |11 |11 ]|1|1]o0]1
23 |1 |-1]|1|-1|1|-1|-1]0

Clasificando estos nimeros (mod 4), tenemos que

{5,13,17} € (1)4,

{3,7,11,19,23} € (3)4.

Podemos observar, por un lado, que si uno de los elementos de (1)4 esta involucrado,
entonces ( g) = (%). Se nota en el hecho de que la fila y la columna correspondiente a cada
uno de estos elementos es igual, cosa que no pasa con los otros primos. De hecho, tomando
3y 7, tenemos que (%) = —1, pero (%) = 1. Esto pasa siempre que p, q € (3)4. Por tanto,
en este caso (g) = —(%). Esto lo acabamos de ver con p, ¢ < 23. La razén por la cual
se cumple esto la veremos en el siguiente capitulo, donde, ademaés, la generalizaremos con
cualquier par de primos impares p y ¢, con lo que tendremos, unido a lo que ya hemos

descrito en este capitulo, una manera sencilla para ver qué ntmeros son restos cuadréticos

de un médulo primo dado.
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Capitulo 8
Ley de reciprocidad cuadratica.

En el capitulo anterior hemos dado algunos resultados del valor del simbolo de Legendre
(mod p) para elementos g € Z que sean primos (separando los impares del primo 2). Si
describimos ahora el valor de (%) con a € Z arbitrario, tenemos que (7.10) nos dice que

el simbolo de Legendre es una funcién multiplicativa, y que sabemos como se definen
2
p p 2

(=17, 3) = ()7 y(Z)=1siptay (%) =0sip|a, nos queda evaluar
el valor de (%) con q # p primos impares.

p

8.1. La ley de reciprocidad cuadratica.

Al acabar el capitulo anterior vimos qué sucedia con primos < 23. Esto se refleja y

generaliza en el siguiente teorema.

Teorema 8.1 (Ley de reciprocidad cuadratica). Sean p, ¢ € Z primos impares positivos

(%):(%) sipoqg=1 (mod4)

distintos. Entonces, tenemos
(2) = —(2) sip, = —1 (mod 4)
(

p—1g—1

Dicho de otro modo, (2)(1) = (-1)"2 "=.

Demostracion. Por el lema de Gauss (7.11)), tenemos dos enteros p, v de modo que (%) =

(=1)¥, (2) = (=1)". Estos ntimeros son las cantidades de multiplos que son los menores
restos en valor absoluto de los conjuntos g, 2q, ..., (%)q (mod p), y p, 2p, ..., (q;—l)p (mod

q) que son negativos. Nos quedaria probar, entonces, que p+ v = prl-qg—l (mod 2).

Tomemos xq uno de esos multiplos de ¢, siendo x € Z, 1 <z < (pgl). Eligiendo un y

de modo que —% < qr —py < g, entonces qr — py es el menor resto en valor absoluto de
gz (mod p). De esta inecuacion, encontramos que y estd en un intervalo de longitud 1 de

L . gz 1 qz 1
la siguiente forma;: DT <y<, ts
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De esta forma, tenemos un y Unico y no negativo; y en el caso de que sea y = 0,

tendriamos que gr — py = qr > 0, y pu no contribuye nada. Ademads, tenemos que con

x < (pgl) se cumple % + % < 4- % + % < %, por lo que podemos, sin pérdida de

generalidad, restringir y al intervalo 0 < y < (qgl).
Por tanto, p denota la cantidad de combinaciones de x e y de modo que los conjuntos

P=A{1,2, .. p%l} yQ={1,2, .. %} cumplen 0 > gz — py > —¥&. De forma analoga,
tenemos que v es la cantidad de pares x € P e y € Q paralos cuales 0 > py—qz > —Z. Para
cualquier otro par z € P, y € Q que cumplan py—qx > § o py—qr < —Z, supongamos que
hay X casos del primero y p del segundo. Por lo tanto, tenemos que pz;l'% = pu+v+Atp.

_ ptl _ gqtl
- 2

Como z € P, y € Q, entonces los nimeros ' —xz ey = %= —y se mueven

en los mismos conjuntos que x e y, pero en orden contrario. Si py — gz > £, entonces

py — qx’ = p(q;r—1 —y) — q(% —x) = Bl—(py — qr)< 51 — & = —4. Anélogamente, si

py—qr < —4, tenemos que py’ —qa’ > &. Por tanto, tenemos que A = p, y, en consecuencia,
%~Q;21:u+y+2)\zu+l/(mod2). O

Corolario 8.2. Si p, q primos impares distintos, entonces
(2)(2) = lsip=1(mod4)oqg=1 (mod4)
P ~1sip=q=3 (mod4)

NS

(pgl) . (q;l) par < p o q es de forma 4k + 1. Por otro lado, si ambos son de

7(;9;1) '7((1;1) impar. O

Demostracion.

forma 4k + 3, entonces

Con esto, siendo p, ¢ € Z primos impares distintos, y sabiendo que (%)2 = 1, entonces
(2)sip=1 (mod 4) 0 ¢ =1 (mod 4)
que tenemos que (£) = p )
1 —(1) sip=q=3 (mod 4).
Tomando, ahora, la ley de reciprocidad cuadrética vista antes, junto con las propiedades
del simbolo de Legendre (7.10)), entonces es facil ver el valor de ( %), con p primo, que nos

dira si g es resto cuadratico de p.

Ejemplo 8.3. Veamos si 2819 es un resto cuadratico de 4177. Ambos son primos, y 4177 =

2819\ __ 4177\ __ 1358\ __ (2-7-97\ __ 2 7 97 _
a77) = (z19) = (%819) = (Sx19) = (%5719) (5819) (38719)

(2)(3) = —1, por lo que 2819 no es resto cuadratico de

1 (mod 4). Por tanto, tenemos (
-1 (3% = () =

4177.

Ademas de esto, la ley de reciprocidad cuadratica se puede utilizar también para deter-
minar los primos p de los cuales un primo dado g es un resto cuadratico. Esto se observa

en el siguiente teorema.

Teorema 8.4. Sea q € Z un primo impar positivo fijado, y sea p € Z primo impar positivo

distinto de q. Todo primo p tiene una representacion de dos formas
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p=4¢ktaconke€eZ y0<a<4q cona=1 (mod4). (1)

Si esto es vdlido, entonces

(2) = (2). (2)

Ast, los p para los cuales (z%) = 1 son aquellos p = £a (mod 4q) Ya que cumpla
0<a<i4q,a=1 (m0d4)y(%):1. (3)

Los a que cumplen esto tltimo vienen dados por el menor resto positivo (mod 4q) de

los cuadrados impares 12, 32, ..., (¢ — 2)%.

Demostracion. Por el teorema de division, 3°k’, ' de manera que p = 4gk’+a’, cumpliendo
1 < d < 4q, y siendo o impar. Si @’ = 1 (mod 4), entonces (1) vale con el signo +, y
siendo k = k', a = a’. En el caso @’ = —1 (mod 4), entonces es vilido con el signo — y
siendo k = k' + 1 y a = 4q — d’. Cualquier otro valor de k, ademas de k¥’ y k' + 1 debe dar
la| > 4q.

Para (2), supongamos primero que lo anterior es cierto con el signo +. En este caso,
p =1 (mod 4) y p = a (mod g), por lo que (I) = (&) = (). Si se cumple con el
signo —, p = —1 (mod 4) y p = —a (mod q), por lo que ¢ = —1 (mod 4), y entonces
(2) = —(2) = —(=2) = (&), 0 bien g = 1 (mod 4) y (%) = () = (=2) = (2).

Para terminar, tenemos que si (%) =1, se cumple que 3b de modo que a = b? (mod q)
y 1 <b<q—1,de donde tenemos que a = (¢ — b)? (mod q) y 1 < q¢—b<¢q—1. Sea t/
el entero impar entre b y ¢ — b (al ser ¢ primo impar, esto es cierto). Tenemos que a = b?
(mod ¢), 1 < ¥ < q— 2,y V impar por lo visto antes. En ese caso, a = 1 = b’? (mod 4),
por lo que a = b (mod 4q). O

Tlustraremos esto con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 8.5. Tomemos g = 3. El tinico entero a que cumple 0 < a < 4-3 = 12, cumpliendo
a=1(mod4)y (5) =1esa=1 Por tanto, 3 serd un resto cuadrético de los primos
12k £+ 1. Todo otro ntmero impar es de forma 12k £+ 3, que no son primos (todos son
divisibles entre 3) o 12k £+ 5. Por lo tanto, tenemos que (%) se determina de este modo, y
1si p==41 (mod 12)

tenemos, entonces, que se cumple (%) = { 1 si +5 (mod 12)
—ls1ip= mo

Ejemplo 8.6. Tenemos algo semejante con ¢ = 17. Tenemos los cuadrados impares 12,
32, 52, 72, 92, 112, 132, 152%. 4g = 4-17 = 68, que es el modulo al que reducimos estos
nimeros. Tenemos, entonces, los siguientes niimeros: 1,9, 25,49, 13, 53, 33, 21. Por lo tanto,
cumpliendo ¢ = 1 (mod 4), tenemos que 17 va ser resto cuadratico de los primos de
forma 68k + 1,9,13,21,25,33,49,53; y un no resto cuadratico de los primos de forma
68k +5,29,37,41,45,57,61, 65.

El propio 17 es el unico primo de la forma 68k + 17.
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Vistos estos ejemplos, podemos dar una explicacién general de lo que sucede.

Observacion 8.7. Tenemos en general que, de las 2q progresiones de tipo 4¢k + a, exacta-
mente g — 1 = %go(llq) contienen sélo primos de los cuales ¢ es un resto cuadratico, otras
q — 1 contienen so6lo primos de los cuales ¢ no es resto cuadrético, y 2 (tanto 4¢k + ¢ o

4qk £ 3q, dependiendo de si ¢ =1 0 3 (mod 4)) no tienen primos distintos al propio q.

Ejemplo 8.8. Tomemos en esta ocasion ¢ = 5. Tenemos que 4-5 = 20, que serd de donde
partamos para ver los primos de los que 5 es resto cuadratico. Tenemos que 12 =1y 32 = 9,
que no hace falta reducir en moédulo 20. Por lo tanto, tenemos que 5 es resto cuadrético de
los primos de forma 20k 41, 9; mientras que no lo serd con los primos de forma 20k 4 13,

17. Notar que, con 20k £ 5, el propio ¢ = 5 es el inico primo en la progresién.

Por otro lado, determinar los primos de los cuales un niimero compuesto es un resto
cuadratico resulta méas complicado. La condicién necesaria es que el producto de simbolos
de Legendre de los distintos factores que forman al nimero compuesto en cuestiéon den

como resultado 1.

Ejemplo 8.9. Buscaremos los primos p de los cuales 6 es un resto cuadratico, es decir, los

primos p que cumplen (%) = 1. En este caso, necesita cumplirse que (%) = (%) =1 o bien
que (%) = (%) = —1. Por lo tanto, necesitamos que se cumplan a la vez
p=+1 (mod 8), p=+1 (mod 12)
o bien
p = £3 (mod 8), p = £5 (mod 12)
siendo validas todas las combinaciones de signos.
Tenemos, entonces, los siguientes pares simultidneos posibles
p=1 (mod 8) p = —1 (mod 8) p=1 (mod 8) p = —1 (mod 8)
p=1 (mod 12) = —1 (mod 12) p=—1 (mod 12) p=1 (mod 12)
p =3 (mod 8) p = —3 (mod 8) p =3 (mod 8) p = —3 (mod 8)
p =5 (mod 12) = —5 (mod 12) p = —5 (mod 12) p =5 (mod 12)

Cuatro de estos pares son inconsistentes, mientras que los otros tienen como soluciones
p = +1, +5 (mod 24). En estos casos, (%) = 1. Por otro lado, si p = +7, 11 (mod 24),
entonces (g) = —1. Con esto tenemos la solucién, pues al ser ¢(24) = 8, s6lo 8 clases de

restos (mod 24) contienen niimeros primos.
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8.2. Congruencias cuadraticas con médulos compuestos

Con el valor del simbolo de Legendre antes descrito, tenemos cuando a € Z, es un
resto cuadratico con un médulo p primo impar. Partiendo de esto, podemos analizar, con
este simbolo, cuando un valor a € Z,, es resto cuadratico de m € Z modulo compuesto.

Veremos primero el caso de m = p”, n > 1.

Teorema 8.10. Sea p un nimero primo impar y sea a € Z tal que med(a, p)= 1. Entonces,

22 =a (mod p"), n > 1 tiene solucion < (5)=1

Demostracion. Demostraremos las dos implicaciones:

H:>H

2

22 = a (mod p") con solucién = 22 = a (mod p) con solucién (pues p" | x2 — a implica

a

que p | 22 — a). Por lo tanto, (5)=1.

et

2

Sea () = 1. Probaremos que 2 = a (mod p™) es resoluble por induccion. Sin =1, no

hay que probar nada (Por hipdtesis, se cumple). Supongamos que es valido paran = k > 1,

2 = @ (mod p*) admite solucién zg. En este caso, 22 = a + bp¥, con b € Z.

k+1)

por lo que x
Para pasar de k a k + 1, usaremos x¢ y b para dar solucién de 22 = a (mod p
Resolvemos 2xgy = —b (mod p), obteniendo soluciéon yo (mod p) tnica (med(2x, p)=1).
Elevando al cuadrado, tenemos entonces que (zo + yop*)? = x% + 2zyop” + 3/(2)102’C =
a+ (b+ 2xoy0)p* + y2p**. Pero p | b+ 2z0y0, de lo que tenemos que 22 = (9 + yop*)? = a
(mod p**1). Asi, 22 = a (mod p") con solucién siendo n = k + 1. Por induccion, esto vale
Vn € Zt. O

Ya sabemos, entonces, que todos los restos cuadraticos de una potencia de un numero
primo impar son restos cuadraticos del propio niimero. Veamos, ahora, qué sucede con el

primo restante, p = 2. Tenemos el siguiente resultado:
Teorema 8.11. Sea a € Z impar. Tenemos:

a) 22 = a (mod 2) siempre es resoluble.

b) 22 =a (mod 4) con solucion < a =1 (mod 4).

¢) 22 =a (mod 2™), con n > 3, tiene solucion < a =1 (mod 8).
Demostracion. Probamos los distintos apartados:

a) Trivial, pues Va impar, a = 1 (mod 2).
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b) Partimos de que todo cuadrado de un entero impar es congruente con 1 (mod 4).
Por ello, 22 = a (mod 4) resoluble con a = 4k + 1, con k € Z. En este caso hay dos

soluciones (mod 4): x =1y z = 3.

¢) n > 3. Partimos del hecho de que todo entero impar elevado al cuadrado es congruente
a 1 (mod 8), y se ve que 2 = a (mod 2") resoluble si 8k + 1 = a. Para la otra
implicacién, basta con aplicar (5.12)) para ver que hay una solucién x1 (mod 2"*!) a

partir de la solucion zp (mod 2™). Por tanto, esto es valido para todo n > 3.

Tenemos, entonces, que podemos adaptar (7.4) para el simbolo de Legendre.

Teorema 8.12. Sea m = 2k0p]f1,,.pfr factorizacion en primos de m > 1, y sea a € Z de

2 — a

modo que med(a, m)= 1. Entonces, 2* = a (mod m) resoluble si, y sdlo si, (;-) =1, siendo

ie{l,.,r}ya=1(modd)sid| m,oa=1 (mod8)si8|m.

Notar que todos estos resultados son, como vimos en capitulos anteriores, para los
elementos a € U,,, con m > 1. Es este grupo el que se separa en restos cuadraticos y no
restos cuadraticos.

Al trabajar con el conjunto de unidades (mod m), podemos ver que las raices primitivas
no pueden ser raices cuadréticas, ni al revés. Por tanto, las raices cuadraticas (mod m)

son un conjunto de las unidades disjunto al conjunto de raices primitivas. Por ello, si un

elemento a € U, es raiz primitiva de m, entonces ( %) = —1, pero no sucede al revés. Por
2_

ejemplo, tenemos que 2 es raiz primitiva de 13, y también es cierto que (%) =(-1) o

(—1)2! = —1. Por otro lado, sabemos que (13) = (13) = (&) = (—1)!5 = —1, pero no es

una raiz primitiva de 13, pues 72 = 11 (mod 13), por lo que < 11 ># Uys.
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Lista de simbolos

mayor que
mayor o igual que

menor que

IN AN IV V

menor o igual que

igual
distinto
pertenece
contenido en

divide a

-~ — N m ¥

no divide a

congruente
equivalente; si y sélo si

implicacién a la derecha

T4 ¢

implicacién a la izquierda,
producto
A4 para todo
mcm minimo comuin miultiplo
mced maximo comun divisor
factorial
= existe
A no existe
° anico

funcién de Euler

NIRS

sumatorio
< a > subgrupo multiplicativo generado por a € Uy,
ord,, orden en modulo m

/ tal que
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I p-componente

0 grado del polinomio
v raiz cuadrada
f polinomio
f! derivada
(5) simbolo de Legendre
P) combinatorio: (¥) = #is)!
ind, indice de un elemento con respecto a la rafz primitiva g
log logaritmo
[] funcion entero
Z anillo de enteros
/. grupo aditivo de clases (mod m)
/A enteros positivos
Zzy, elementos de Z,, sin el 0
U conjunto de unidades (mod m)
Z[z] anillo de polinomios con coeficientes enteros
L[] anillo de polinomios con coeficientes en Z,,
U,(ILL) grupo de restos n-potenciales de Uy,
X producto directo
& suma directa
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(zlosario

Algoritmo de division 14,
Anillo Zm 3, 9,
Aproximacién 29,
Biyeccion 21, 42, 45,
Cardinalidad 11,
Clase
- de restos 1, 17, 20, 21, 23,
- - - suma y producto 3,
- lateral 33,
Congruencia 1,
Congruencia (como ecuacion) 17, 22, 23, 28, 29, 33, 46, 52,
- cuadratica 28, 53,
- lineal 17, 29,
Congruente 1, 39,
Cuerpo Zp 5,
Divisibilidad 1,
Dominio 31,
- de factorizacién tnica 26, 27,
Ecuacion 17,
- dioféntica 18,
Fuclides, teorema de 60,
Euler, criterio de 31, 33,
Euler, funcién phi de 6, 9, 37,
Euler, teorema de 6, 14,
Fermat, pequefio teorema de 6,
Fermat, teorema de 27,
Funcién entero 59,
Funciéon multiplicativa 10, 57,
Gauss, lema de 58, 63,
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Generador 39,

Grupo 11,

- aditivo 4, 12,

- - ciclico 45,

- ciclico 12, 42, 45,

- de unidades de Zm 12,

- multiplicativo 12,

- - ciclico 42,

- Um 35, 37, 42, 45,

Homomorfismo 3, 33,

- de anillos 21,

Ideal 4,

Indice 46, 52,

- vector 45,

Inverso 12,

Invertible 5,

Isomorfismo 21, 41, 45,

- de grupos 45,

Lagrange, teorema de 26, 27,

Ley de reciprocidad cuadratica 63, 64,
Menores restos positivos 41, 58, 59, 63, 64, 65,
Orden 13, 14, 35, 36, 41,

p-componente 23,

Progresion 66,

- aritmética 1, 23,

Raiz 25, 27,

- primitiva 15, 37, 38, 39, 40, 41, 45, 46, 49, 53, 60, 68,
Relacién de equivalencia 2,

Resoluble 4, 12, 17, 19, 23, 31, 53, 55, 67, 68,
Resto

- cuadréatico 32, 55, 56, 57, 59, 66, 68,

- ctbico 32,

- n-potencial 32, 33, 53,

- -, no 32, 55, 66,

Simbolo de Legendre 31, 57, 58, 63, 66, 67,
Sistema de congruencias 28,

- - - lineales 19, 22,
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Sistema de restos completo 5,
- - - reducido 13, 39,

Solucion

- no singular 29,

- singular 29,

Soluciones 17, 19,

- incongruentes 17, 26,
Subgrupo 11, 33,

- ciclico 13,

Suma directa 20,

Tabla de indices 47,

- - vectores de indices 51,
Taylor, teorema de 29,
Teorema chino de los restos 19,
Teoria de grupos 36,

Unidad 12,

Wilson, teorema de 6, 27.
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