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Resumen

El presente trabajo de tesis presenta un modelo de regresién semiparamétrico con errores
t-Student, que permite estudiar el comportamiento de una variable dependiente dado un
conjunto de variables explicativas cuando los supuestos de linealidad y normalidad no se
cumplen. La estimacion de los pardmetros se realiza bajo el enfoque bayesiano a través del
algoritmo de Gibbs. En el estudio de simulacion se observa que el modelo propuesto es més
robusto ante la presencia de valores atipicos que el usual modelo regresién semiparamétrico
normal. Asimismo se presenta una aplicacién con datos reales para ilustrar esta caracteristica.
Palavras-clave: Regresion spline penalizada, modelo lineal mixto, distribucién t-student, in-

ferencia bayesiana, algoritmo de Gibbs.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones preliminares

En muchos casos un investigador esta interesado en estudiar el comportamiento de una
variable dependiente dado un conjunto de variables explicativas. Un enfoque comun a este
problema consiste en especificar un modelo de regresion y estimar la media como una funcién
lineal de las variables explicativas. Sin embargo, los supuestos de normalidad y linealidad no
son siempre satisfechos. Hastie y Tibshirani (1986) proponen como alternativa, una clase
de modelos semiparamétricos denominados modelos aditivos generalizados donde se relaja el
supuesto de linealidad. Crainiceanu et al. (2005) presentan como realizar la estimacién de
este tipo de modelos bajo un enfoque bayesiano.

Un supuesto usual en los modelos aditivos generalizados es el de normalidad de los datos; sin
embargo, se sabe que la estimacion de los paramétros del modelo puede verse fuertemente
afectadas ante la presencia de valores atipicos. Por este motivo, distribuciones de probabili-
dad con colas mas pesadas que la distribucién normal han sido propuestas en la literatura
como una alternativa a la usual suposiciéon de normalidad de los errores en modelos de regre-
sién. Estas distribuciones tienen la ventaja de incorporar observaciones que son consideradas
atipicas bajo el supuesto de normalidad. Entre las distribuciones que presentan colas pesadas
se tiene a la distribucién ¢-Student, la distribucién Slash, la distribucién normal contamina-

da, entre otras.

En la presente tesis se propone estudiar un modelo de regresiéon semiparamétrico, bajo el

enfoque bayesiano, considerando que los errores siguen una distribucién t-Student.
1.2. Objetivos

El objetivo general de la tesis es estudiar las propiedades del modelo de regresién semi-
paramétrico con una funcién splines de base radial cibica con errores ¢-Student; asi como,

estimar y aplicar este modelo a un conjunto de datos reales bajo el enfoque bayesiano.

= Revisar la literatura acerca de las diferentes propuestas de modelos de regresion semi-

paramétricos (MRS).

» Estudiar las propiedades e implementar la estimacion del modelo de regresién semipa-
ramétrico con una funcién splines de base radial cibica con errores t-Student bajo el

enfoque bayesiano.
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= Realizar estudios de simulacién para comparar el modelo de regresion semiparamétrico

con errores t-Student con el que asume errores normales.
= Aplicar el modelo a un conjunto de datos reales.

1.3. Organizacion del trabajo

En el Capitulo 2, presentamos conceptos previos al desarrollo del modelo de regresién
semiparamétrico robusto (MRSR). Se revisard en primer lugar, el modelo lineal mixto con
errores normales, posteriormente se describird el modelo de regresion semiparamétrica utili-
zando una base de splines ciibicos y su conexién con el modelo antes mencionado. También, se
estudiard la distribucién ¢-Student multivariada presentando algunas propiedades, en parti-
cular se estudiara su presentacién como una mixtura en la escala de una distribucién Normal

con una distribucién Gamma.

En el Capitulo 3 se estudiara el modelo de regresién semiparamétrico robusto (MRSR)
utilizando bases de splines ctibicos bajo un enfoque bayesiano. Se obtendran las distribucio-
nes a posteriori y las distribuciones condicionales con las que se implementara el algoritmo
de Gibbs. Finalmente se presentara el criterio de informacién de desvio (DIC), el cudl es una

medida de comparacién de modelos.

En el Capitulo 4 se realizard un estudio de simulacién para comparar el modelo de regre-
sién semiparametrico robusto con splines ciibico, cuando se asume que los errores presentan
una distribucién t-Student y cuando se asume que tienen una distribucién normal bajo tres
escenarios distintos: sin la presencia de valores atipicos y con la presencia de dos y cuatro
valores atipicos. La estimacién desde la perspectiva bayesiana se realizard en el programa R
implementando para ello un cédigo propio con el algoritmo de Gibbs descrito en la secciéon
3.3. En ambos modelos se evaluard como medida de bondad de ajuste al error cuadratico

medio y al criterio de informacion de desvio como medida de comparaciéon del modelo.

En el Capitulo 5 se presentard una aplicacion del modelo de regresién semiparamétria ro-
busta utilizando los datos analizados previamente por Staudenmayer, Lake y Wand (2009).
Finalmente, en el Capitulo 6 discutimos algunas conclusiones obtenidas en este trabajo. Para
lo cual, se analizara las ventajas y desventajas de los modelo de regresién semiparamétrico

con una funcién de splines de base radial ctibica con errores normales y con errores t-Student.

En el Apéndice A se presentara la implementacién del algoritmo de Gibbs para el modelo
de regresién semiparamétrico robusto en el programa R. En el Apéndice B se presentard todas

las graficas de las cadenas y graficos de la funcién de autocorrelacion de la aplicacion.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

En el presente capitulo se procedera a revisar la formulacién del modelo de regresién
semiparamétrico utilizando una base de funciones spline radial ciibica y su conexién con el
modelo lineal mixto. También se estudiara la distribucién ¢-Student multivariada presentando
algunas de sus propiedades, en particular se estudiard su representacion como una mixtura

en la escala de una distribucién normal con una distribucién gamma.
2.1. El modelo lineal mixto

El modelo lineal mixto es dado por

Y=XpB+Zb+e (2.1)

donde Y es un vector de las observaciones de la variable respuesta de dimensién n x 1, 8 es
el vector de parametros fijos desconocidos de dimensién p x 1, X es una matriz de dimensiéon
n X p que contiene los valores de las variables explicativas de los efectos fijos, b es el vector
de efectos aleatorios de dimensién g x 1, Z es una matrix de dimensiéon n X g que contiene
los valores de las variables explicativas de los efectos aleatorios, y € es un vector de errores
no observables n x 1. Se asume que b y € sean normalmente distribuidos e independientes,

tal que

b~ N,(0,G)

e ~ N, (0, R) 22

donde G es una matriz de dimensién g X ¢ y R es una matriz de dimensiéon n x n, las cuales

son definidas positivas y 0 es un vector de ceros.

De las ecuaciones (2.1) y (2.2) se obtiene la distribucién condicional de Y dado b,
Y|b~ N,(XB+ Zb,R). (2.3)

Luego, la funcién verosimilitud aumentada de Y y b esta dada por:

f(y,b) = f(ylb)f(b). (2.4)
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Reemplazando las distribuciones de Y'|by b en (2.4), se obtiene:

f(.b) = (2n) IR e { -y - X8 - 2Ry - X5 - 2b)}

x (2m) 7P| G|/ exp {—;bTG_1 b}

—1/2
exp {31y~ XB -~ 20/ Ry - XB - 26) + G b]

(2.5)

donde | A| denota la determinante de la matriz A. Para maximizar la ecuacién (2.5) para 3

y b se requiere minimizar la siguiente expresién
(y—XB—-Zb)'R Y (y—XB—-2Zb)+b'G ‘0. (2.6)

2.2. Regresion semiparamétrica por funciones splines

El modelo de regresién semiparamétrico propuesto en Crainiceanu et al. (2005) es dado
por

yi = m(z;) + & (2.7)

donde y; es el valor de la variable respuesta, ¢; es un error aleatorio con Elg;] = 0y

Var(e;) = o2, z; es el i-esimo valor de la covariable y m es una funcién suave ! no es-

pecificada que necesita ser estimada usando los datos.

Segin Crainiceanu et al. (2005) la funcién m puede ser modelada utilizando splines de
base radial ciibica. En particular los autores recomiendan esta eleccién debido a que reduce
la correlacién entre los parametros de las distribuciones a posteriori del modelo, ya que como
es conocido, una alta correlacién entre los parametros genera problemas de convergencia en
el algoritmo de Gibbs (Gelman et al., 2014).

Bajo esta especificacién m(z;) es dada por

K
m(z;) = Bo+ i + Y wplwi — kil (2.8)
k=1
donde By, B1 son los coeficientes de regresion de los pardmetros fijos, v = (uy, us, ..., ug)’

es el vector de coeficientes de la base de las funciones spline radial ctubica, x; es el valor de
la covariable en la i-ésima observacién y k1 < k2 < ... < ki son nodos fijos. Segin Rup-
pert et al. (2003) se aconseja considerar un nimero de nodos que sea suficientemete grande

(tipicamente de 5 hasta 20) para asegurar la flexibilidad deseada, y donde ki es el cuantil

!m(.) es suave si es de clase C; es decir si existen sus derivadas de todos las ordenes y son continuas
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KL—i—l de los valores de la covariables 1, za, ..., Ty.
Crainiceanu et al. (2005) y Ruppert et al. (2003) proponen que para estimar w se debe
minimizar "
Z{yi —m(z;)}? + ' Quu (2.9)
i=1
con el fin de evitar un sobreajuste, donde A es denominado el parametro de suavizado, y la

(I, k)_entrada de £y, es |rk; — ki|> y como podemos notar se penalizan tinicamente los coefi-

cientes | — k3.

Sea y = (y1,%2,.-.,%n)", X la matriz con i-esima fila X; = (1,2;), y Zx la matriz con la
i-esima fila Zx; = [|z; — x1)3, ..., |z — kK[?]. Si se divide la ecuacién (2.9) por o2 > 0 se
obtiene

3= X~ Zyw)"(y — XB— Zgw) + 5 ' Uy

donde B = (Bo, /1)’ v u = (u1,...,ux)” son un vector de pardmetros fijos y un vector de

2

efectos aleatorios, respectivamente. Luego si reparametrizamos 02 = 02 /) obtenemos

1 1
(- XB—Zxu)' (y - XB - Zxu) + — v Qgu. (2.10)
€ b

Finalmente, si consideramos b = 9%21& vaZ =2 KQ;/ 2, la expresion (2.10) puede ser

escrita como
1 T Lo
—S(y—-XB-2Zb)' (y—XB-b)+5b'b (2.11)
O¢ %%
Podemos observar que la expresién en (2.11) es similar a la que obtendriamos con un modelo

lineal mixto dada en la expresién (2.6) con G = o} Ix y 02 I,

Y=XB+2Zb+e

b ~ N(0,07 I)

e ~ N(0,0%1,)
donde I, representa la matriz identidad de dimensién r x r. Por lo tanto para estimar el
modelo de regresién semiparamétrico dado en (2.7) y (2.8) podemos utilizar las metodologias

propuestas para un modelo lineal mixto. En este trabajo consideraremos la estimacién de los

pardmetros del modelo bajo inferencia bayesiana.
2.3. Distribucion ¢t-Student multivariada

Un vector aleatorio T' de dimensién p x 1 tiene distribucién ¢-Student multivariada con v
grados de libertad, con parametro de localizacién p de dimensién p x 1, y matriz de varianzas-

covarianzas 3 de dimensién p X p, simétrica y definida positiva, si su funciéon de densidad de
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probabilidad es dada por

—(v+p)/2

1
{1+y(tu)TE_1(tu) , teRP

o)

O (%) wnprspe

[t p,2,v) =

Denotaremos en adelante por T' ~ ¢, (p, ¥) para indicar que la distribucién de probabilidades

de T es t-Student multivariada con parametros p, 3 y v.

Si T ~ t,(u,X) no es dificil probar que E[T] = u, si v > 1 y su matriz de varianzas-
v

covarianzas es V(T) = 22, siv>2.
U —
Proposiciéon. 2.1. Sea T' un vector aleatorio de dimension p X 1 y W una variable aleatoria
tal que
1
TW =w~ N, p,X2— (2.12)
w
)

v v
W ~G -, =
amma (2, 2) ,
entonces T ~ t,(u,X).

Demostracién. En este caso la distribucion conjunta de (T',W), se puede escribir como:

frwt,w) = frw=.w)fw(w)

_ —1
- 1 1 1/26XP{21(tH)T<Eij) (tﬂ)}

2 )P/2 | B —
(2m)/? |2

v v/2

z v/2—1

(2) v { yw}
= eXp—— .

Utilizando la propiedad de la determinante de una matriz y realizando las respectivas ope-

raciones, se obtiene

wP/2qv/2—1 <V> v/2

frw(tw) = - |21/21% <g> exp {2(t — ) (Eij)_l (t—p)— 2} .

v/2
wvp)/2-1 (”) /
92 vw
= exp {—[1 +
(2mypr2 22T (5) 2

1

14

(t = W=t W)

Integrando la funcién de densidad conjunta de (T, W) con respecto a W, se obtiene la funcién
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de densidad de T

fr(t) = Amfhwdﬂﬂdw
v/2

A\ Y/
= <2) > /OOO exp {—Vw[l + %(t — =1t - u)}} w P21 gy,

2mypr2 |22 T (5 2
(2.13)
Si consideramos el cambio de variable
1
x = % [1 + ;(t — ==t - u)} (2.14)
se obtiene :
2x 1 a1 -1
w:7 1+;(t—u)2 (t—p) (2.15)
dw 2 1 -1
— =1+ @t-pIE - ] 2.1
o=l T ) (216)

donde  — 0 cuando w — 0 y £ — oo cuando w — oo.

En la ecuacién (2.13) se reemplazan las ecuaciones (2.14), (2.16) y (2.15) del cambio de

variable
(12/>1//2 N . . o 1\ (vtp)/2-1
o= (2m)p/2 ||V T (”) /0 e ir) (V {1 remwEe “)} )
x% {1 + %(t —p) st - u)} B dx

—(w+p)/2 poo
! 1+ 1(t —u)ITE" 1t —p) / exp {—a} 2WHP)/2" gy
0

(u7r)P/2|2|1/2F(;) [ v

De la definicién de la funcién gamma en la ecuacién anterior, se obtiene la funcién de densidad

de la t-Student multivariada:

r(57)

(vm)p/2 |S|2T

—(v+p)/2

fr(t) (V) [1 + %(t — ) TSt - p)



Capitulo 3

Modelo de Regresion Semiparamétrico Robusto

El modelo de regresién semiparamétrico robusto es dado por:
yi:m(zi)—l—si, Vi=1,2,...,n (3.1)

&~ tVE (O’ O-é?)

donde y; es el valor de la variable respuesta para la i-ésima observacion, €1,¢€9,...,€, son
errores aleatorios independientes entre si, ag > 0, . > 0 es el grado de libertad de la distri-
bucién ¢-Student de los errores, y z; es el valor de la covariable para la i-ésima observacién,

siendo m(z;) modelado por una funcién spline de base radial ciibica

K
m(z;) = Bo+ Brai + Y wilwi — ki’ (3.2)
k=1
Como se demostré en la seccion 2.2 el modelo dado en (3.1) y (3.2) se puede expresar como

un modelo mixto:

Y = XpB+Zb+e
b ~ Ng(0,02Ik) (3.3)

gi ~ t,.(0,02),Vi=1,2,---,n

)7 es el vector de los valores de las observaciones de la variable res-

donde Y = (y1,92,.--,Yn
puesta de dimension n x 1, X es una matriz de dimensién n x 2 con la i-ésima fila X; = [1, z;]
que contiene los valores de la variable explicativa, 8 = (5o, B1)T es el vector de pardmetros
fijos, Z es una matriz de dimensiéon n x K, donde K es el niimero de nodos fijos de la base

de las funciones spline radial ctibica, que por la ecuacién (2.10) tiene forma Z = Z KQI_(I/ 2,

e = (e1,62, - ,en)T es el vector de los errores aleatorios con distribucién t,,_(0,02) de di-
mensién n x 1y b = (by,bs,...,bx)" es dado por b = Q}(/Qu e I es la matriz identidad

KxK,yag>0.
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Luego, utilizando la proposicién 2.1, el modelo dado en (3.3) se puede escribir como:

Y|b,we,,...,ws, ~ Np(XB+ Zb,o2W1)
b ~ Ng(0,03Ik) (3.4)
Ve Ve
we;, ~ Gamma (2,2>

donde W, = diag(w;, ws, ..., wy,). Luego, la funcién de verosimilitud aumentada es dada por:

n

L(yl@) = f(ylb, Ws)f(b|U§)H flwe,)

=0

1 1
x 71’1/2 eXP{_Qag(y—Xﬂ—Zb)TWg(y—Xﬁ—Zb)}
oW, 3

3

Ve 2
I _7 _ N
x o | exp 207 H T we? exp{ 5 wz}

1=0

el vector de pardmetros del modelo estarfa conformado por 8 = (8, b, 02,02, v.)T.

3.1. Distribuciones a priori y a posteriori

Segin Hoff (2009), la distribucién a posteriori se puede escribir de la siguiente manera:

f(Bly) < L(y|0)f(B) f (o) f(02) f(ve) (3.6)

donde se asume independencia entre las distribuciones a priori. De las ecuaciones (3.6) y

(3.5) se tiene a la distribucién a posteriori como:

fOly) x e {5y~ X8 - 26) Wily - X - Zb)

3

< f(B) f(o?) f(o?) f(ve)

Siguiendo a Crainiceanu et al. (2005), Geweke (1993) y Rosa et al. (2003) las distribuciones
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a priori que consideraremos son las siguientes:

~  N2(Bo, Xo)
O'g ~ Gamma - Z‘nv(a&‘) CE) (3 7)
o'g ~ Gamma — inv(aba Cb) |

Ve Exp(da)f(zoo)(’/fs)

Geweke (1993) considera que v, tiene una distribucién exponencial truncada en el intervalo
abierto (2,00) para que la varianza y media de y; existan y d. = 0.1. Asimismo, H ~
Gamma — inv(a,c) denota que H sigue una distribucién gamma inversa con funcién de
densidad

Ca

I'(a)

F(h) = —p=(@D exp (—C> . (3.8)

h

Similar a Lunn, Jackson, Best, Thomas y Spiegelhalter (2013) se considerard a. = ap =
c. = ¢ = 0.001 de tal manera que se obtenga una distribucién a priori aproximadamente no
informativa. Entonces, teniendo todas las distribuciones a priori definidas, la distribucién a

posteriori de la ecuacién (3.7) quedaria de la siguiente forma:

J(6ly) o [2W T exp {—2;@/ ~ X~ Zb)"W.(y — Xp — Zb)}

€

2

N\ 2
n () ve —-1/2 1
X H 2710-2 lexp{%wi} X ’O’%IK‘ / exp{MbTb}
i b

(3.9)

X exp {—;([3 — Bo)TZgl(B _ ,30)} lf(%:s)(og)—(aEJrl) exp (_;;)

ap
% 2\ —(ap+1 Cb
X m(%) (@+1) exp <_a§> exp {—d:ve } 1(2,00)(12)

Se debe notar que la ecuacién (3.9) es analiticamente intratable, razén por la cual se
empleard el algoritmo de Gibbs dado en Gelman et al. (2014) para obtener simulaciones de

la distribucién a posteriori.
3.2. Distribuciones condicionales completas

En la seccion anterior se puede observar que la distribucién a posteriori es analiticamente
intratable. Por lo tanto en esta seccién se obtendra las distribuciones condicionales completas
de las parametros 8,b, 02, ag , Ve para implementar el algoritmo de Gibbs.

Para el caso de B3, en la ecuacién (3.9) solamente se seleciona las expresiones que dependen

del parametro 8. Por lo tanto, la distribuciéon condicional de este parametro es proporcional
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F(BIW.,b,0%y) exp{—12<y _XB - Zb)W.(y — XB - Zb>}

20

X exp{—;(ﬂ — ,BO)TZSI(ﬂ - ﬂO)}

operando la ecuacién anterior, se obtiene:

1
f(ﬁ’weabvagvy) 8 exp{—

557 (v — XB — Zb) W.(y — X~ 2b)

+ (8- o) (B - Bo) |}

1 W, W,
x exp {—2 (ﬁT(XTU;X +351)8 - 267 (X2 (y - Zb) + 25%))} .
) ) (3.10)
Si se definen ¥g y pg de la siguiente manera:
1 -1
B = (2XTW€X + 251>
< (3.11)
no = B XTWLY - 2b)+ 25150
€
la ecuacién (3.10) se puede escribir como:
1 _ _
F(BIW..b.0%y) x exp { =5 (872516 — 28755 1ss) | (312)
donde realizando operaciones para completar cuadrados, se deduce facilmente que
/3|W€7ba0—527yNN2(u’5725)' (313)

Asimismo la distribucién condicional completa de b es proporcional a:

Sy~ XB - Zb)"W.(y - X5 - 2b)|

f(b’/@7W£70-§70-l2;7y) X exp{—2 2
O-E
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donde operando la ecuacién anterior, se obtiene:

Si se definen 3 y up de la siguiente manera:

1 1. \"
Eb = <2ZTW€Z+ 0'2IK>

(o= b

Hy = 3 (;ZTWe(y - Xﬁ))

£

la ecuacién (3.14), se puede reescribir como
F(blB, W, 02,0}, y) o< exp {—; 67516 — 2675, ) }
y completando cuadrados, se puede ver que:
blB, W, 02,0,y ~ N (mp, ).

Para w;, se tiene que

vetl i*X~T — 7Tp)2 .
f(wi|ﬁ7b70-§77/67y) O(U)i 2 lexp{—wi <(y 2 'B 2 ) + V)}

202 2

por lo tanto

ve+1 (y; — XIB—-2ZTv)?2
wi’ﬂ7b7U§aVa,yNGamma< 52 7(:% 1203 1 ) +EE .

2

Para o

porcional a:

_1—1/2 1
f(o-§|/37b) W£7y) X ‘O-EQWE 1’ / exp{_202
€

12

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

, se puede ver en la ecuacién (3.9) que su distribucién condicional completa es pro-

(v— X5 - 26)" W.(y — X5 - 26)}
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1|71/2

luego, operando el determinante |o2W_ en la ecuacién anterior, se obtiene:

Fo2B.b.Wery) x (02) P exp {‘1 <(y ~XB T Wy XP-2H) ) }

2
oz 2

% (oB) oD

2
€

f(02|B,b, W.,y) (J§>—(%+as+1) exp {_12 <(y - XB- Zb)T‘;VE(Y -~ XB— Zb) N C€> }

0¢

y sumando los exponentes del parametro o2, se obtiene

por lo tanto

— XB—Zb)T ~XB—Zb
U?‘B,bawg,waamma—inv <Z+a5’ (y ’3 ) ‘;/E(y B )+C€

(3.19)
Por el mismo razonamiento que en la distribucién condicional completa de o2, se puede

obtener la distribucién condicional completa de 05 de la ecuacion (3.9), obteniéndose que:
K b'b
oZ|b, W.,y ~ Gamma — inv (2 + ap, —~ + cb> ) (3.20)

donde K es la cantidad de nodos de la base spline radial ctibica. De la ecuacién (3.9) la

distribucién condicional para 1, es proporcional a:

f(l/€|b, Wsay) X H

i=1

(5)
5 Ye 1 W; d
F(%) wi2 exp {—I/g <2 + ;)} 1(2700)(1,5) (3.21)

3.3. Algoritmo de Gibbs

El algoritmo de Gibbs es un caso particular del algoritmo Metropolis-Hasting, el cual
puede generar via simulacién valores de la distribucién a posteriori f(8|y), esto se puede ver
en Hoff (2009).

De las ecuaciones (3.10),(3.14), (3.19), (3.20) y (3.21) se tienen todas las distribuciones

condicionales completas de los pardmetros del modelo 8 = (3, b, ag , ag, v-)T, con lo cual es

posible implementar el algoritmo de Gibbs. Este algoritmo se resume a continuacion.

Sea 81) = (B() b (52)(5)] (af)(s),yés))T el s-ésimo valor simulado de f(@|y) por el
algoritmo. Para obtener la siguiente simulacién 61 se procede como a continuacién se
detalla, observandose que en todo esto se requiere de una estimacién inicial

00 = (B O, (52)©) (52)©) T

€

1. Simular 8611 de f(Bly, W b, (62)®), (07)*)) mediante (3.10).
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2. simular b6+Y de la distribucién f(b|8E+Y, y, Wi, (62)©), (62)9)) mediante (3.14).

3. Simular wZ(SH) de la distribucién f(w;|8C¢HY, y, b (52)(), (ag)(s),yg(s)) mediante
(3.18).

4. Simular (02)+1 de la distribucién f(o2|8¢HY, y, s+, WE(SH)) mediante (3.19).

5. Simular (07)®*V de la distribucién f(o?|y, b+, W§s+1)) mediante (3.20).

6. Simular 1™ de la distribucién f(vely, b, W) mediante (3.21).

7. Actualizar 0511 y regresar al paso 1 e iterar hasta que los valores simulados se com-

porten de manera estacionaria, es decir, la cadena alcanza la convergencia.

Todas las distribuciones en los pasos del 1 al 5 son conocidas, el paso 6 involucra sin embargo
una distribucién desconocida que no es log-concava, y no se podré utilizar el algoritmo de
rechazo adaptativo (ARS) propuesto por Gilks y Wild (1992) para simular valores de esta
distribucién. Por lo tanto, simularemos los valores de v, utilizando el algoritmo de Metropo-
lis de rechazo adaptativo (ARMS) propuesto por Gilks y Tan (1995), que no requiere esta
condicién, usando la funcién arms que esta implementada por Petris y Tardella (2013) en la
libreria HI del software R.

Después de M iteraciones del algoritmo de Gibbs se obtiene una cadena de vectores: FIONISN
...,0™M) Esta cadena, luego de alcanzar convergencia debe tener como distribucién estacio-
naria f(8|y), la distribucién a posteriori. Por lo tanto, se deben descartar los primeros vectores
de la cadena, aquellos simulados antes de obtener convergencia. En este trabajo evaluaremos
la convergencia de la cadena por inspeccién visual. Adicionalmente, para reducir la posible
autocorrelacién de los vectores generados, se tomardn saltos de ¢ en g (por ejemplo, en la
aplicaciéon se considera ¢ = 100), a fin de obtener una cadena de vectores simulados con

menor autocorrelacion.
3.4. Criterio de informacion

En el presente trabajo para la comparacion entre modelos para un mismo conjunto de
datos, consideraremos el criterio de informacién de desvio (DIC) estimado propuesto por

Lunn, Jackson, Best, Thomas y Spiegelhalter (2013). Este criterio se define como
DIC = —2log(f(y|0)) + 2pp (3.22)

donde f(y|0) es la funcién de verosimilitud aumentada del modelo, § = E[]Y] es la media

a posteriori; y pp es el nimero efectivo de parametros, que es definido por

pp = log f(y|6) — E (log f(y]6)) .

Si consideramos que 81, 0@ ... 9M) ¢ una muestra de la distribucién a posteriori f@ly),

el DIC puede ser estimado como

DIC = —2log(f(y|0)) + 25D (3.23)
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donde

D
Il

LS~ o)
a2
=1 W (3.24)
pp = log(f(yl0)) — 57 > log(f(yl6")
=1

En nuestro trabajo la funcién de verosimilitud aumentada f(y|@) es dada en (3.5) denotada
por f(ylb, W) y la distribucién a posteriori f(0|y), es dada en (3.6).



Capitulo 4

Estudio de simulacion

4.1. Introduccion

En el presente capitulo, se realiza un estudio de simulaciéon para comparar el modelo de
regresion semiparametrico con splines cibico cuando se asume que los errores presentan una
distribucién t-Student y cuando se asume que tienen distribuciéon normal ante la presencia
de valores atipicos. La estimacién desde la perspectiva bayesiana se realizara en el programa
R, implementando un cédigo propio con el algoritmo de Gibss descrito en la seccién 3.3. En
ambos modelos, se evaluard como medida de bondad de ajuste al error cuadratico medio y

el criterio de informacién de desvio como medida de comparaciéon del modelo.
4.2. Descripcion del estudio

Se simularan los valores de una variable respuesta mediante el modelo
yi=g(z) +ei, i=1,2,...,n,

donde la covariable z; se generara de una distribucién uniforme entre 0 y 15, y la funcién g

viene dada por
g(x) = 2? sin(x) — 5 exp(—x?) + 120, donde z € [0, 15] (4.1)

y €i ~ N(0,16). La grafica de la funcién g se ilustra en la Figura 4.1

250 300
| |

200
|

100
|

50

Figura 4.1: Curva que se empleard en el estudio de simulacién

16



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION 17

Segun lo revisado en la ecuacién (3.7), para la implementacién del modelo bayesiano se

consideraran las siguientes distribuciones a priori:

60761 ~ N(07 102)
o ~ Gamma —inv(0.01,0.1)
o2 ~ Gamma —inv(0.01,0.1)

ve ~ Exp(0.1)15 ) (ve)

Luego, se introduciran valores atipicos reemplazando r valores simulados y; por
* e .
Yi = Yi + ¢

donde c¢ se elegird del siguiente conjunto {400, 450, 550,600} para distintos escenarios. En el

presente estudio se considerara la introducciéon de r valores atipicos con r = 0,2, 4.

Por lo tanto se considerara 3 escenarios (sin valores atipicos, con dos valores atipicos y
con cuatro valores atipicos) para el modelo de regresién spline penalizado. En cada escenario
se estimara el modelo dado en la ecuacion (3.3) para las cuatro cantidades de nodos (K = 5,

10, 15 y 20) bajo errores normales y ¢-Student.

Como medida de comparacién de modelos se considerara el criterio de informaciéon de
desvio (DIC). Como medida de bondad de ajuste se considerara al error cuadratico medio de
la curva estimada a la curva original, la expresién es dada por:

n
N . 9
ECM = =Y (m(z;) — g(xi))
i=1
donde 7(x;) es la curva estimada por el modelo de regresiéon semiparamétrico evaluada en

las observaciones x; y n es el tamano de muestra.
4.3. Resultados

La Figura 4.2 presentan el error cuadratico medio, mientras que la Figura 4.3 presenta
el criterio de informacién de desvio (DIC) mediante un grafico de lineas para el modelo de
regresion semiparamétrico con errores normales y errores t-Student, para los conjuntos de
datos sin atipicos, con dos atipicos y con cuatro atipicos. De estas figuras se puede observar

lo siguiente:
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—— MRS normal
=== MRSR

1500
|

1000
|

ECM

500
|

Numero de Nodos

(a) Primer escenario: sin valores atipicos

—— MRS con errores normales
- =-- MRSR

1500

1000
|

ECM

500

Numero de Nodos

(b) Segundo escenario: con 2 valores atipicos

—— MRS con errores normales
- - - MRSR

1500
|

1000
|

ECM

500

Numero de Nodos

(c) Tercer escenario: con 4 valores atipicos

Figura 4.2: Error cuadratico medio (ECM) aplicado a los conjuntos de datos simulados en este capitulo
para los tres escenarios, en cada subgrafico se muestra el ECM sobre el niimero de nodos utilizados
en cada modelo de regresion semiparamétrico. La linea sélida de color negro corresponde al modelo
de regresién semiparamétrico con errores normales y la linea punteada de color rojo corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student

Respecto a la cantidad de nodos, en general, al considerar una mayor cantidad de nodos
el error cuadratico medio disminuye. En la mayoria de casos se presenta una mejora significa-
tiva en el error cuadratico medio al considerar 20 nodos, pero no disminuye mucho respecto
de 15 nodos.
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Respecto al modelo, en el caso sin valores atipicos, el modelo con errores normales y el
modelo con errores t-Student presentan errores cuadraticos medios similares, mientras, que el
modelo con errores {-Student con dos y cuatro atipicos presentan un menor error cuadratico

medio que el modelo con errores normales.
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1800
|

= MRS normal
- = MRSR

DIC
1400 1500 1600 1700
| | | |

1300

1200
|

Numero de Nodos

(a) Primer escenario: sin valores atipicos

1800
|

= MRS con errores normales|
- = MRSR

1700
|

DIC

1500 1600
| |
’

1400
|
/

1300
|

1200
|

Numero de Nodos

(b) Segundo escenario: con 2 valores atipicos

1800

— — MRS con errores normales|
- = MRSR

1700
|

DIC
1400 1500 1600
| |
’
/

1300
|

1200
|

Numero de Nodos

(c) Tercer escenario: con 4 valores atipicos

Figura 4.3: Criterio de informacién de desvio (DIC) aplicado a la base de datos simulados en este
capitulo para los tres escenarios, en cada subgrafico se muestra el DIC sobre el nimero de nodos
utilizados en cada modelo de regresién semiparamétrico. La linea sélida de color negro correspon-
de al modelo de regresiéon semiparamétrico con errores normales y la linea punteada de color rojo
corresponde al modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student
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Sin valores atipicos Con 2 valores atipicos Con 4 valores atipicos

Nodos  pp DIC Pp DIC Pp DIC
MRS con 5 7.2 1535.4 5.9 1650.9 5.1 1696.9
10 12.1 1376.4 8.9 1600.0 8.4 1653.3
errores normales 15 14.7 1287.9 10.8 1584.8 10.1 1645.4
20 17.5 1278.1 11.7 1585.0 10.6 1644.7
5 7.5 1555.1 7.2 1558.0 7.2 1558.3
MRSR 10 11.7 1350.9 11.7 1351.0 12.6 1354.7
15 15.2 1298.6 14.8 1300.7 14.9 1302.7
20 18.0 1286.5 17.8 1289.7 17.9 1291.7

Cuadro 4.1: Valores de criterio de informacion de desvio (DIC) y el ntimero efectivo de pardmetros
(pp) para los tres escenarios de los MRS con errores normales y MRSR para el conjunto de datos
simulados con cuatro valores atipicos para las cantidades K = 5,10,15 y 20 nodos

Respecto a la cantidad de nodos, en general, al considerar una mayor cantidad de nodos
el criterio de informacién de desvio disminuye, excepto para el caso que no presenta valores
atipicos. Para los escenarios con 2 y 4 valores atipicos, se presenta una mejora significativa en
el criterio de informacién de desvio al considerar 20 nodos, pero no disminuye mucho respecto

de 15 nodos para ambos modelos.

Respecto al modelo, en general, el modelo con errores t-Student presentan un menor crite-
rio de informacién de desvio que el modelo con errores normales en los escenarios con valores
atipicos esto se muestra en cuadro 4.1. Mientras que en el escenario sin valores atipicos el
modelo de regresién semiparamétrico con errores normales presenta menores valores del DIC
para las cuatros cantidades de nodos.

Por otro lado, si bien se han revisado los resultados del ECM y el DIC para cada escenario,
es necesario también ver de manera grafica el ajuste del modelo a la curva simulada. Por este
motivo, las Figuras 4.5, 4.7 y 4.9 presentan dicho ajuste para el modelo con errores normales
y el modelo con errores t-Student. De estos graficos se puede observar lo siguiente: en el mo-
delo de regresién semiparamétrico sin valores atipicos de la Figura 4.5, el modelo con errores
normales y el modelo con errores ¢t-Student presentan curvas similares. En el modelo de re-
gresién semiparamétrico con valores atipicos, en las Figuras 4.7 y 4.9, el modelo con errores
normales y el modelo de regresion semiparamétrico con errores ¢t-Student presentan curvas
similares para el caso de 5 nodos. Mientras, que el modelo de regresién semiparamétrico con
errores normales se ve afectado por los valores atipicos para los otros casos. En la Figura 4.5,
4.7 y 4.9, el modelo de regresion semiparamétrico con errores t-student recupera la curva que

se empleo en el estudio de simulacién (Figura 4.1) para el caso de 15 y 20 nodos.
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MRS de 5 nodos sin atipicos
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Figura 4.4: Ajuste de los modelos de regresién semiparamétrico aplicado a la base de datos sin valores
atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la covaria-
ble(X) para el nimero de nodos de K =5 y 10. La linea sélida de color azul corresponde al modelo
de regresién semiparamétrico con errores t-student y su intervalo de credibilidad (£pg7.5,p2.5); La
linea sélida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja co-
rresponde al modelo de regresién semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad

(£po7.5,02.5)
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MRS de 15 nodos sin atipicos
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MRS de 20 nodos sin atipicos
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Figura 4.5: Ajuste de los modelos de regresion semiparamétrico aplicado a la base de datos sin valores
atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la covariable
(X) para el nimero de nodos de K = 15 y 20. La linea sélida de color azul corresponde al modelo de
regresién semiparamétrico con errores t-Student y su intervalo de credibilidad (£pg7.5,p2.5); La linea
solida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad (+pg7.5, p2.5)
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Figura 4.6: Ajuste de los modelos de regresion semiparamétrico aplicado a la base de datos con dos
valores atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la
covariable (X) para el ntimero de nodos de K =5 y 10. La linea sélida de color azul corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student y su intervalo de credibilidad (£po7 .5, p2.5);
La linea sélida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja
corresponde al modelo de regresiéon semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad
(£p97.5,P2.5)
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Figura 4.7: Ajuste de los modelos de regresion semiparamétrico aplicado a la base de datos con dos
valores atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la
covariable (X) para el ntimero de nodos de K = 15 y 20. La linea sélida de color azul corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student y su intervalo de credibilidad (£po7 .5, p2.5);
La linea sélida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja
corresponde al modelo de regresiéon semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad
(£p97.5,P2.5)
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Figura 4.8: Ajuste de los modelos de regresion semiparamétrico aplicado a la base de datos con cuatro
valores atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la
covariable (X) para el ntimero de nodos de K =5 y 10. La linea sélida de color azul corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student y su intervalo de credibilidad (£po7 .5, p2.5);
La linea sélida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja
corresponde al modelo de regresiéon semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad
(£p97.5,P2.5)
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Figura 4.9: Ajuste de los modelos de regresion semiparamétrico aplicado a la base de datos con cuatro
valores atipicos simulados en este capitulo. Cada subgrafico ajusta la variable respuesta (Y) sobre la
covariable (X) para el ntimero de nodos de K = 15 y 20. La linea sélida de color azul corresponde al
modelo de regresién semiparamétrico con errores t-Student y su intervalo de credibilidad (£po7 .5, p2.5);
La linea sélida de color amarillo corresponde a la curva original; y la linea punteada de color roja
corresponde al modelo de regresiéon semiparamétrico con errores normales y su intervalo de credibilidad
(£p97.5,P2.5)
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En resumen se ha realizado una comparacion entre el modelo de regresién semiparamétrico
con errores normales y con errores t-Student cuando los datos presentan valores atipicos.
De las Figuras 4.5, 4.7 y 4.9, se concluye que el modelo de regresién semiparamétrico con
errores de distribucion ¢-Student con 20 nodos es el menos afectado por la presencia de valores
atipicos, asimismo obtuvo los menores DIC y ECM en la mayoria de los escenarios analizados.
Con relacién a la cantidad de nodos, se obtuvo menores DIC y ECM al considerar 15 y 20
nodos, observandose que no se presenta una mejora significativa al usar 20 en lugar de 15

nodos.

)



Capitulo 5
Aplicacion

5.1. Descripcion de los datos

Se considera para la aplicaciéon un conjunto de datos previamente analizado por Stauden-
mayer et al. (2009). Estos datos corresponden a un experimento de laboratorio que describe
las caracteristicas del flujo respiratorio de un participante cuando se lo expuso a aire filtrado.
Las variables de estudio en esta aplicacion son el logaritmo del tiempo de exhalaciéon ajusta-
do que se explica por el tiempo en segundos. Los autores sefialan que debido a un error en
la instrumentacién, una tos ocasional o una respiracién esporadica del participante que se
somete al experimento, se registraron algunas observaciones atipicas, como se aprecia en la

Figura 5.1.

Figura 5.1: Datos recuperados de Staudenmayer et al. (2009), donde se muestra el logaritmo del
tiempo de exhalacion ajustado sobre el tiempo en segundos x de un participante en el experimento

5.2. Resultados

Se considera el siguiente modelo dado en (3.2)

yi = m(x;) + &

29
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donde y; es el logaritmo del tiempo de exhalacién ajustado y x; es el tiempo en segundos. Se
consideraran los siguientes dos modelos de regresiéon semiparamétrica con 20 nodos en cada

caso

M1: E; N(O,Jg)
My: g ~ t,.(0,02).

Para ambos modelos se aplicé el algoritmo de Gibbs, descrito en la seccién 3.3 con el fin de
estimar sus parametros. Para cada modelo se simulé una cadena de 100000 valores de los
cuales se descartaron las 10000 primeros antes de obtener convergencia. Por lo tanto, luego
de que la cadena converge se obtiene los valores simulados de la distribucién a posteriori. En
este trabajo la convergencia fue evaluada por inspeccién visual de la cadena. El gréfico de las
cadenas de los modelos considerados se encuentran en el apéndice B, en estos se observa que
hubo convergencia después de las 10000 iteraciones descartadas. Adicionalmente, para reducir
la autocorrelacion se tomaran saltos de 100 en 100, resultando un tamafio de 900 valores
simulados de la distribucién a posteriori. El criterio de informacién de desvio (DIC), mostrado
en el Cuadro 5.1, indica que el modelo de regresiéon semiparamétrico robusto con errores t-
Student presenta un mejor ajuste para el conjunto de datos de respiracién de Staudenmayer
et al. (2009).

DIC
Modelo con errores nomales 156.2
Modelo con errores t 125.9

Cuadro 5.1: Medidas de comparaciéon de los MRS para el conjunto de datos de respiracién de Stau-
denmayer et al. (2009)

En la Figura 5.2 se presenta los dos modelo estimados asi como sus intervalo de credibi-
lidad al 95 %. Observamos que el modelo normal se ve fuertemente afectado por la presencia
de valores atipicos en particular las medidas de exhalacién para los tiempos (1020, 0.716) y
(1090, 0.680) marcados con * mientras que el modelo de regresién semiparamétrico con erro-
res t-Student no se ve afectado por estas observaciones. Ademas el intervalo de credibilidad

del modelo normal es més amplio que el del modelo t-Student debido a los valores atipicos.
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Figura 5.2: Ajuste de los modelos de regresiéon semiparamétrico aplicados a la base de datos de respira-
cién de un sujeto en el experimento descrito en este capitulo. La linea sélida de color azul corresponde
al modelo de regresién semiparamétrico con errores ¢-Student y su intervalo de credibilidad al 95 %;
y la linea punteada de color roja corresponde al modelo de regresién semiparamétrico con errores
normales y su intervalo de credibilidad 95 %
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Conclusiones

6.1. Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se ha propuesto un modelo de regresién semiparamétrico
robusto, considerando que los errores siguen una distribucién ¢-Student. Asimismo, se ha

desarrollado un algoritmo de Gibbs para su estimacién desde el punto de vista bayesiano.

A través de un estudio de simulacién, se ha comparado el modelo propuesto con el usual
modelo de regresién semiparamétrico con errores normales, observandose que el modelo nor-
mal puede ser fuertemente afectado por observaciones atipicas; mientras que el modelo pro-
puesto reduce significativamente el efecto que puedan tener estas observaciones en la estima-

ciéon de la media de la variable respuesta.

Ademas, se ha realizado una aplicacién con datos previamente analizados en la literatura,
en donde el modelo de regresion semiparamétrico robusto tiene un mejor ajuste que el modelo
normal. En particular, se observa que disminuye el efecto de algunas observaciones atipicas
y que tiene una estimaciéon méas precisa de la media de la variable respuesta, esto ultimo se
evidencia por el hecho que se obtienen intervalos de credibilidad con menor longitud que los

obtenidos por el modelo normal.
6.2. Sugerencias para investigaciones futuras

= Proponer nuevos modelos de regresién semiparamétricos robustos, considerando otras

distribuciones con colas pesadas para la distribucién de los errores.

= Proponer métodos para la deteccién de valores atipicos en el modelo propuesto, por

ejemplo considerando la metodologia propuesta por Peng y Dey (1995).

32



Apéndice A
Implementaciéon del algoritmo de Gibbs

library(MASS)
library(Rcpp)
library(coda)
library(MCMCpack)
library(HI)
library(faraway)
library(car)
library(reshape)
library (lubridate)

library(arm)

library(DMwR)

library(zoo)

Exhalation < — read.csv(” Exhalacion.csv”)
attach(Exhalation)

# grafico de la base de datos

windows()
plot(time,exhalacién,pch=19,col="black”,
xlab = "Tiempo en segundos”,ylab = "log(tiempo ajustado de exhalacién)”,
lty=2,lwd=1, main ="Gréfico de Dispersién”)
locator(n = 2, type = "p”)

i

# Contenedores de los valores simulador

#
n < — length(time)

Y < — as.numeric(scale(exhalacién))
x < — as.numeric(scale(time))

X < — as.matrix(data.frame(intercpt=rep(1,n),x))

windows)()
plot(x,Y,pch=19,col="black”,
xlab = ”"Tiempo en segundos”,ylab = "log(tiempo ajustado de exhalacién)”,

lty=2,lwd=1, main ="Datos estandarizados de Staudenmeyer”)
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points(x[25:26], Y[25:26], pch=4lty=1,lwd=4,col=red”)
i

num.knots < — 20

knotsj-quantile(unique(x), seq(0,1,length=(num.knots+2))[-c(1,(num.knots+2))])

Zy < —(abs(outer(x, knots,” —7)))3

OMEG Al < —(abs(outer(knots, knots,” —7)))3

svd.OMEGA _all < — svd(OMEGA _all)# descomposicién de valores singulares de una matriz
sqrt.OMEGA _all < — t(svd.OMEGA _all$v %* % (t(svd.OMEGA _all$u) *sqrt (svd. OMEGA _all$d)))
Z < — t(solve(sqrt. OMEGA _all,t(Z K)))

#
M=100000
+# - 20 nodos -

beta < — matrix(0,M,2)

b < — matrix(0,M,num.knots)

MWe < — matrix(0,M,n)

sigma2e < — numeric(M)

sigma2b < — numeric(M)

Ve < — numeric(M)

# valores iniciales

beta[l,] < — coefficients( glm(Y X[,2], family = gaussian, start = NULL,model = TRUE,
method = 7glm.fit”))

b[l,] < — rnorm(num.knots,0,1)

Vell] < -5

MWe[l,] < — rgamma(n,2,2)

sigma2e[l] < — 0.012

sigma2b[l] < — 0.4

# parametros de la distribucion a priori
beta0 < — ¢(0,0)

sigmabeta0 < — (100%) * diag(2)

Ae < — 0.01
Ce < —0.01
Ab < - 0.01
Cb < — 0.01

de < — 0.1 # parametro de la exponencial restringida exp(de)I(2,+inf)(Ve)
i
# Cdbdigo del modelo con errores ¢-Student
i
#——— 20 nodos -
for(h in 1:M)

We < — diag(MWe[h,])

# generando el nuevo Beta
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sigma.beta < — solve(solve(sigmabeta0)+(1/sigma2e[h])*(t(X) %* % We %* %X))

media.beta < — sigma.beta %* % (solve(sigmabeta0) %* %beta0 + (1/sigma2e[h])*(t(X) %* %We %* % (Y-
Z%* %b[h,])))

betalh+1,] < — mvrnorm(n = 1, mu=media.beta, Sigma=sigma.beta, tol = le-6, empirical

= FALSE, EISPACK = FALSE)

# generando el nuevo b

sigma.b < — solve(solve(sigma2b[h|*diag(num.knots))+(1/sigma2e[h])*(t(Z) %* % We %* %Z))

media.b < — sigma.b %* %((1/sigma2e[h])*(t(Z) %* %We) %* %(Y-X %* %beta[h+1,]))

blh+1,] < — mvrnorm(n = 1, mu=media.b, Sigma=sigma.b, tol = le-6, empirical = FALSE,

EISPACK = FALSE)

# generando el nuevo We

for(i in 1:n) MWel[h + 1,i] < — rgamma(l,(Ve[h] + 1)/2,(1/(2 * sigma2elh])) = (Y[i] —

X[i,] % * %betalh +1,] — Z[i,] % * %b[h + 1,])% + (Ve[h]/2))

#
# generando el nuevo sigmaZe

Prate < — t(Y-X %* %betalh+1,]-Z %* %b[h+1,]) %* %diag(MWe[h+1,]) %* %(Y-X %* %betalh+1,]-
Z %* %bh+1,])

ts < — rgamma(1, (n/2)+Ae,Prate/2 4 Ce)

sigma2e[h+1] < — 1/ts

# i,

# generando el nuevo sigma2b

tts < — rgamma(1, (num.knots/2)+Ab,(1/2)*(t(blh+1,]) %* %b[h+1,]) + Cb)

sigma2b[h+1] < — 1/tts

#

# De aqui hasta la linea final estoy haciendo el

# metroplis-hasting para Ve usando arms del package HI
#

# Funcion a utilizar

logp < — function(alpha,We,de){

m < — alpha/(2*(1-alpha))

sum(m xlog(m) — log(gamma(m)) + (m — 1) xlog(We) — (2« m) x (We/2+de/n), na.rm =

TRUE) + log((2*m + 1)?)

¥

al < — arms(Ve[h]/(1+Vel[h]), logp, function(alpha,...) (alphaj2/3)*(alphaj0.99999), 1, We=MWe[h+1,],
de=de)

Velh+1] < — al/(1-al)

¥

#

# Codigo del modelo con errores normales
#

#— 20 nodos -

Nbeta < — matrix(0,M,2)# 2 columas por el numero de pardmetros fijos
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Nb < — matrix(0,M,num.knots)

Nsigma2e < — numeric(M)

Nsigma2b < — numeric(M)

# valores iniciales

Nbeta[l,] < — coefficients( glm(Y X[,2], family = gaussian, start = NULL,model = TRUE,
method = "glm.fit”))

Nb[1,] < — rnorm(num.knots,0,1)

Nsigma2e[l] < — 0.012

Nsigma2b[1] < — 0.5

#—— 20 nodos -

for(h in 1:M)

# generando el nuevo Beta

sigma.betaN < — solve(solve(sigmabeta0)+(1/Nsigma2e[h])*(t(X) %* %X))

media.betaN < — sigma.betaN %* %(solve(sigmabeta0) %* %beta0 + (1/Nsigma2elh])*(t(X) %* %(Y-
Z %* %Nblh,])))

Nbetalh+1,] < — mvrnorm(n = 1, mu=media.betaN, Sigma=sigma.betaN, tol = le-6, em-
pirical = FALSE, EISPACK = FALSE)

# generando el nuevo b

sigma.bN < — solve(solve(Nsigma2b[h|*diag(num.knots))+(1/Nsigma2e[h])*(t(Z) %* %Z))
media.bN < — sigma.bN %* %((1/Nsigma2e[h])*(t(Z) %* %(Y-X %* %Nbeta[h+1,])))
Nb[h+1,] < — mvrnorm(n = 1, mu=media.bN, Sigma=sigma.bN, tol = le-6, empirical =
FALSE, EISPACK = FALSE)

#

# generando el nuevo sigma2e

PrateN < — t(Y-X%* %Nbeta[h+1,]-Z %* %Nb[h+1,]) %* %(Y-X %* %Nbeta[h+1,]-Z %* %Nb[h+1,])
tsN < — rgamma(1, (n/2)+Ae,PrateN/2 + Ce)

Nsigma2e[h+1] < — 1/tsN

# -

# generando el nuevo sigma2b

ttsN < — rgamma(1, (num.knots/2)+Ab,(1/2)*(t(Nb[h+1,]) %* %Nb[h+1,]) + Cb)

Nsigma2blh+1] < — 1/ttsN

#
# Retiro de las primeras 10000 simulaciones de la cadena MCMC

i
M.inix < — 10001

beta < — beta[M.inix:M,]

b < — b[M.inix:M,]

sigma2b < — sigma2b[M.inix:M|]

sigma2e < — sigma2e[M.inix:M]
Ve < — Ve[M.inix:M]
Nbeta < — Nbeta[M.inix:M,]
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Nb < — Nb[M.inix:M,]

Nsigma2b < — Nsigma2b[M.inix:M]
Nsigma2e < — Nsigma2e[M.inix:M]
M.new < — dim(beta)[1]

stin < — c(seq(1,M.new,by=100))
MM < — length(stin)

#
# Estimaciones de los Mu (MRSR)

# hallando los valores esperados de Y (E[Y]=Mu(x))
#
Mu < — matrix(0,MM,n)

for(i in 1:MM)

for(j in 1:n)

Muli,j] < — beta[100%(i-1)+1,1]+ X[j,2*beta[100%(i-1)+1,2] + t(Z[j,]) %* %b[100*(i-1)+1,]

# estimaciones media, Intervalo de credibilidad

Mu_est20 < — cbind(apply(Mu,2,function(x)quantile(x,0.025)),
colMeans(Mu),apply (Mu,2,function(x)quantile(x,0.975)))
Mu_est20 < — mean(exhalacién)+sqrt(var(exhalacién))*Mu_est20
colnames(Mu_est20) < — ¢("Q1”,”Yi_estimados”,”Q3”)

#

# Estimaciones de los Ys (modelo normal)
#
Mu-N < — matrix(0,MM,n)

for(i in 1:MM)

for(j in 1:n)

Mu_N[i,j] < — Nbeta[100*(i-1)+1,1]+ X[j,2]*Nbeta[100*(i-1)+1,2] + t(Z][j,]) %* %Nb[100*(i-
1)+1,]

Mu_estN20 < — cbind(apply(Mu-N,2,function(x)quantile(x,0.025)),
colMeans(Mu_N),apply(Mu_N,2,function(x)quantile(x,0.975)))
Mu_estN20 < — mean(exhalacién)+sqrt(var(exhalacién))*Mu_estN20
colnames(Mu_estN20) < — ¢("Q1”,”Yi_estimados”,”Q3")

o ;

# Gréficos
#— 20 nodos
windows)()
par(mfrow=c(1,1),mar=c(4,4,4,2))

plot(time, exhalacién, type="p”, pch=16, col="black”,

xlab="Tiempo en segundos”, ylab="log(tiempo ajustado de
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exhalacién)” main = .Pxhalacién estandarizados”)

points(time[25:26], exhalacién[25:26], pch=8 lty=1,lwd=2,col="black”)

# Add a line

lines(time[order(time)], Mu_estN20[order(time),1], pch=18, col=red”, type="1", lty=3,lwd=2)

, Mu_estN20[order(time),2], pch=18, col=red”, type="1", lty=3,lwd=4)
( 3 )

(time)]
(time[order(time)]

hnes(tlme[order(time)},Mu,estN20[0rder time),3], pch=18, col=red”, type="1", Ity=3,lwd=2
(time[order(time)]
(time[order(time)]
(time)]

lines(t

order(time)], Mu_est20[order(time),1], pch=18, col="blue”, type="1", Ity=1,lwd=2)
, Mu_est20[order(time),2], pch=18, col="blue”, type="1", Ity=1,lwd=4)
)31, )

, Mu_est20[order(time),

time[order(time
lines(time[order(time
# Add a legend
legend (x="topright”, legend=c( "MRSR con errores normales”,”"MRSR con errores t-student”),
col=c(red”, "blue”), lty=c(3,1), cex=0.8)

#
# Estimacién de los pardmetros (beta,b,sigma)
#
# MM es el nimero de elemtos despues del burn in and thin(100)

cl < — ¢("betal”,"beta2”,”sigmae”)

2 < — ¢(?b1”,7b2”,7b3”,"b4” "b5”,"b6”,"b7”,"b8”,”b9”,"b10”,"b117,”b12”,"b13”,"b14”
,"b15” ”b16”,”b17”,”b18”,7b19”,7b20”, "sigma2h”)

resultados20 < — data.frame(cbind(beta,sigma2e,b,sigma2b,Ve))
colnames(resultados20) < — c¢(cl,c2,”Ve”)

resultados20 < — resultados20[stin,]

resultados20_normal < — data.frame(cbind(Nbeta,Nsigma2e,Nb,Nsigma2b))

colnames(resultados20_normal) < — c(cl,c2)

pch=18, col="blue”, type="1", Ity=1,lwd=2

resultados20_normal < — resultados20_normal[stin,]

Est_20_t < — sapply(resultados20,mean)

Est 20 N < — sapply(resultados20_normal,mean)

# ,

# Comparacion de los modelos (ECM - DIC)

# ,

# modelo normal

#—— 20 nodos

logverN20 < — matrix(0,MM,n)

for(i in 1:MM)

for(j in 1:n)

logverN20[i, j] < —dnorm(Y'[j], X[j,] % * %Nbeta[100* (i — 1)+ 1,] + Z[j,] % * %Nb[100 *
(1 — 1)+ 1,], sqrt(Nsigma2e[100 % (i — 1) + 1]),log = TRUE)

SDhatN20 < — 0
for(j in 1:n)
SDhatN20 < —dnorm(Y[j], X[j,] % * %Est 20_N[1: 2] + Z[j,] % * %Est_20n[4 : 23],
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sqrt(Est-20_N13]),log = TRUE) + SDhatN20

Dhat N20 < — -2*SDhatN20 #Dhat

DbarN20 < — mean(-2*apply(logverN20,1, sum)) #Dbar
PD_N20 < — DbarN20-Dhat_N20 #pD

DIC_20N < — Dhat_N20+2*PD_N20

# modelo t-Student

#— 20 nodos

logverT20 < — matrix(0,MM,n)

for(i in 1:MM)

for(j in 1:n)

logverT20[i,j] < — dt((Y[j]-X[j,] %* %beta[100*(i-1)+1,]-Z[j,] %* %b[100*(i-1)+1,]) /sqrt(sigma2e[100*(i-
1)41]),Ve[100%(i-1)+1],log=TRUE)-
log(sqrt(sigma2e[100*(i-1)+1]))

SDhatT20 < — 0

for(j in 1:n) SDhatT20 < —dt((Y[j] — X[j,] % * %Est20¢[1 : 2] — Z[j,] % * %Esta0:[4 :
23])/sqrt(Esta0.[3]), Est204[25],log = TRUE) — log(sqrt(Est20.[3])) + SDhatT20
Dhat_T20 < — -2*SDhatT20 #Dhat

DbarT20 < — mean((-2)*apply(logverT20,1, sum))#Dbar

PD_T20 < — DbarT20-Dhat_T20 #pD

DIC 20T < — Dhat_T20+2*PD_T20

#
DICs < — ¢(DIC_20N,DIC_20T)



Apéndice B

Graficos de la aplicacion

Figura B.1: Cadenas de la iteracion del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRSR para la
base de datos de exhalacién
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Figura B.2: Cadenas de la iteracion del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRSR para la
base de datos de exhalaciéon
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Figura B.3: Cadenas de la iteracion del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRSR para la
base de datos de exhalaciéon
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Figura B.4: Funcién de autocorrelacion del MRSR para la base de datos exhalacion

43



APENDICE B. GRAFICOS DE LA APLICACION

Figura B.5: Funcién de autocorrelacion del MRSR para la base de datos exhalacion
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Figura B.6: Funcién de autocorrelacion del MRSR para la base de datos exhalacion
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Figura B.7: Cadenas de la iteracién del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRS normal
para la base de datos de exhalacién
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Figura B.8: Cadenas de la iteracién del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRS normal
para la base de datos de exhalacién
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Figura B.9: Cadenas de la iteracién del algoritmo de Gibbs para cada parametro del MRS normal
para la base de datos de exhalacién



APENDICE B. GRAFICOS DE LA APLICACION

Figura B.10: Funcién de autocorrelacién del MRS normal para la base de datos exhalacién
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Figura B.11: Funcién de autocorrelaciéon del MRS normal para la base de datos exhalacién
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Figura B.12: Funcién de autocorrelaciéon del MRS normal para la base de datos exhalacién

o1
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