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Resumen

Una ecuación especialmente sofisticada para evolucionar variedades casi-Kähler es el
flujo de curvatura simpléctico, introducido por Streets-Tian en [11]. Los puntos fijos de este
flujo, que reciben el nombre de estructuras estáticas, son objetos de gran interés y han pre-
sentado dificultades en su estudio. En dimensión 4, Streets-Tian y Kelleher probaron que
estas estructuras presentan ciertas condiciones de rigidez. En este trabajo se muestra que a
partir de dimensión 6 esas propiedades de rigidez ya no son válidas, y se dan los primeros
ejemplos de estructuras estáticas que no son ni Kähler ni Einstein.

Abstract

A specially sophisticated equation that evolves almost-Kählermanifolds is the symplectic
curvature flow, introduced by Streets-Tian in [11]. The fixed points of this flow, which are
called static structures, are objects of interest whose study has presented difficulties. In
dimension 4, Streets-Tian and Kelleher have proved certain conditions of rigidity that hold
for these structures. We show that in dimension 6 and above, these rigidity properties are
no longer valid, and we give the first examples of static structures that are not Kähler nor
Einstein.

Palabras Clave: Grupos de Lie - Casi-Kähler - Estático.

Keywords: Lie groups - Almost-Kähler - Static.

Clasificación/Classification: 2010 Mathematics Subject Classification: 53E30 - 53C20 - 53C30.

2



Índice general

1. Introducción 5

2. Preliminares 9
2.1. Álgebras de Lie y grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2. Curvatura de Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3. Grupos de Lie estáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3. Álgebras de Lie casi-abelianas 19

4. Álgebras de Lie con nilradical abeliano de codimensión 2 23
4.1. Dimensión 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5. Ejemplos de estructuras estáticas invariantes 31
5.1. Ejemplos diagonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2. Ejemplos en dimensión 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6. Ejemplos de variedades estáticas compactas de dimensión ≥ 6 35

3



4



Capítulo 1

Introducción

El flujo de curvatura simpléctico, introducido por Streets-Tian en [11], es una ecuación de
evolución especialmente sofisticada utilizada en análisis geométrico y geometría diferen-
cial. Mediante este flujo geométrico evolucionan las estructuras casi-Kähler, i.e., métricas
Riemannianas compatibles con estructuras simplécticas en una variedad diferenciable ".
Cada una de estas estructuras está definida por una terna ($, 6, �), donde 6 es una métrica,
� una estructura casi-compleja, $ es una 2-forma cerrada no degenerada y $ = 6(� ·, ·). La
ecuación del flujo de curvatura simpléctico es{

%
%C$ = −2?,
%
%C 6 = −2?1,1(·, �·) − 2 Rc2,0+0,2,

donde ? es la forma de Chern-Ricci de ($, 6), Rc es el tensor de Ricci de 6, ?1,1 = 1
2(?(·, ·) +

?(� ·, �·)) y Rc2,0+0,2 = 1
2(Rc(·, ·) − Rc(�·, �·)). Para más información referimos a [9], donde se

estudia este flujo para el caso de estructuras invariantes a izquierda en grupos de Lie.

Una de las razones por la cual esta evolución es considerada muy complicada es que
tanto la estructura simpléctica como la métrica evolucionan, determinando también una
evolución para la estructura casi-compleja. En particular, el estudio de los puntos fijos del
flujo ha presentado grandes dificultades. Dichos puntos fijos son los análogos de lasmétricas
de Einstein para el flujo de Ricci y son llamados estructuras estáticas: estructuras casi-Kähler
tales que para algún 2 ∈ R se cumple {

? = 2$,

Ric� = � Ric,

donde Ric es el operador de Ricci de la métrica. En consecuencia, en este caso la evolución
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está dada simplemente por 
$(C) = (−22C + 1)$,
6(C) = (−22C + 1)6,
�(C) = � ,

donde ($, 6, �) es la estructura inicial en C = 0. Notemos que las estructuras Kähler-Einstein
son trivialmente estáticas pues en ese caso se tiene ? = Rc(� ·, ·) y Ric = 2�, y en consecuencia
? = 2$.

Unamétrica o estructura casi-hermitianaque satisfaceRic� = � Ric es llamadade curvatura
de Ricci Hermitiana, la cual es una condición bastante fuerte. Notemos que es necesaria para
que la estructura sea estática. En [3], Fino prueba que en dimensión 4 todo grupo de Lie
conexo dotado de una estructura casi-Kähler de curvatura de Ricci Hermitiana es soluble.
Más aún, prueba que todos resultan isométricos a una única estructura en un único grupo
de Lie. En [7], Lauret demuestra que ningún grupo de Lie nilpotente admite una estructura
casi-hermitiana de curvatura de Ricci Hermitiana.

En dimensión 4 se han obtenido los siguientes resultados de rigidez para estructuras
estáticas:

En [11, Corollary 9.5], Streets y Tian prueban que toda variedad diferenciable compacta de
dimensión 4 con estructura estática es Kähler-Einstein.

Más recientemente, Kelleher obtuvo lo siguiente en [5, Proposition 5.1]: Sea (", $, 6, �)
una variedad diferenciable completa (no necesariamente compacta) de dimensión 4 con estruc-
tura estática con constante 2 ≤ 0. Si existe �0 ≥ 0 tal que Vol(�') ≤ �0'

4 y ‖Rm‖2
!2 ≤ �0,

entonces la estructura es Kähler-Einstein.

El principal objetivo de este trabajo es mostrar que a partir de dimensión 6, estas propie-
dades de rigidez ya no son válidas. Damos los primeros ejemplos de estructuras estáticas
que no son ni Kähler ni Einstein, los cuales consisten en estructuras invariantes a izquierda
en ciertos grupos de Lie solubles. Todos estos ejemplos tienen constante 2 = 0. También
probamos que algunos de estos grupos admiten lattices, lo cual produce ejemplos de estruc-
turas estáticas en variedades compactas en toda dimensión mayor o igual a 6 que no son
Kähler ni Einstein.

En el Capítulo 2 se presentan algunos preliminares. En el capítulo siguiente se estudian
las estructuras estáticas en álgebras de Lie casi-abelianas, concluyendo que admitir una
estructura estática es equivalente a una serie de condiciones, entre las cuales destacamos
admitir métrica flat y ser Kähler-Einstein. En el Capítulo 4 se obtienen resultados más
alentadores respecto a la existencia de estructuras estáticas, estudiando esta condición en
álgebras de Lie con nilradical abeliano de codimensión 2. En este caso se considera una
familia de álgebras de Lie que dependen de dos matrices � y �, y se obtienen resultados
basados en propiedades de estas matrices. Al final del capítulo se trata más en detalle el
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caso de dimensión 6. En el Capítulo 5 se dan los primeros ejemplos de estructuras estáticas
en dimensión 2= para = ≥ 3, los cuales no son ni Kähler ni Einstein. Finalmente, en el último
capítulo se prueba que algunos de los ejemplos hallados anteriormente admiten lattices.
Con esto obtenemos una estructura estática en una variedad compacta de dimensión 6, que
no resulta ni Kähler ni Einstein. Además el procedimiento utilizado para obtener dicha
estructura se generaliza para cualquier dimensión mayor o igual a 6.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo introduciremos definiciones y resultados básicos necesarios para el desa-
rrollo del trabajo. Nuestro objeto de estudio abarca conceptos sobre álgebras de Lie, grupos
de Lie, algunas nociones de conexiones, curvatura y estructuras geométricas en variedades
Riemannianas. Para la sección de álgebras y grupos de Lie la bibliografía consultada fue [6],
mientras que para el resto se consultaron [10] y algunas publicaciones citadas internamente.

2.1. Álgebras de Lie y grupos de Lie

Definición 2.1. Sea F un cuerpo. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre F dotado
de una operación bilineal [·, ·] : g × g→ g, llamada corchete de Lie, que satisface:

a) [-, -] = 0 para todo - ∈ g (equivalente a [-,.] = −[., -] para cuerpos con caracte-
rística distinta de 2).

b) La identidad de Jacobi

[-, [., /]] + [., [/, -]] + [/, [-,.]] = 0,

para cada -,., / ∈ g.

En este trabajo todas las álgebras de Lie que se considerarán serán álgebras sobre el
cuerpo R.

Definición 2.2. Sea g un álgebra de Lie. Para cada - ∈ g definimos ad- : g → g como
(ad-)(.) = [-,.]. Notemos que ad- resulta lineal por la bilinealidad del corchete de Lie,
luego ad- ∈ End(g). Podemos definir entonces ad : g→ End(g), que asigna a cada - ∈ g la
aplicación lineal ad-.
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Ejemplo 2.3. Consideremos el espacio vectorial g = R4 con base {41, 42, 43, 44}. Definimos
sobre este espacio vectorial un corchete de Lie mediante

[48 , 4 9] = 0 para cada 1 ≤ 8 , 9 ≤ 3, [44, 48] = 01841 + 02842 + 03843 para cada 1 ≤ 8 ≤ 3.

Por definición de corchete de Lie se tiene que [48 , 44] = −[44, 48] para cada 1 ≤ 8 ≤ 3, luego
podemos escribir:

ad 44 =


011 012 013 0
021 022 023 0
031 032 033 0
0 0 0 0


, ad 48 =


0 0 0 −018
0 0 0 −028
0 0 0 −038
0 0 0 0


, para cada 1 ≤ 8 ≤ 3.

Denotaremos por � a la matriz ad 44 |n, donde n = span {41, 42, 43}, el espacio generado por
{41, 42, 43}.

Definición 2.4. Sea g un álgebra de Lie con corchete de Lie [·, ·] y h ⊆ g un subespacio
vectorial. Decimos que h es una subálgebra de Lie de g si [-,.] ∈ h para cada -,. ∈ h. Si
[-,.] ∈ h para cada - ∈ h, . ∈ g, entonces h es un ideal. Una subálgebra h de g se dice
abeliana si [h, h] = 0, donde [h, h] denota a span{[-,.] : -,. ∈ h}.

Definición 2.5. Si g es un álgebra de Lie, se define recursivamente

�0(g) := g, �1(g) := [g, g], �:+1(g) := [�:(g), �:(g)], : ∈ N.

La colección decreciente
g = �0 ⊇ �1 ⊇ �2 ⊇ ...

recibe el nombre de serie derivada. Diremos que g es soluble si existe : ∈ N tal que �:(g) = 0.

Ejemplo 2.6. Consideremos el álgebradeLie gdel Ejemplo 2.3. Sean- ∈ n, . ∈ g cualesquiera,
entonces podemos escribir - = 2141 + 2242 + 2343, . = 1141 + 1242 + 1343 + 1444. Notemos que
(ad 48)(44) ∈ n para todo 1 ≤ 8 ≤ 3, luego

[-,.] = 2114[41, 44] + 2214[42, 44] + 2314[43, 44]
= 14(21(ad 41)(44) + 22(ad 42)(44) + 23(ad 43)(44)) ∈ n.

Es decir, n es un ideal. Más aún, por cómo hemos definido el corchete se trata de un ideal
abeliano. En vista de lo anterior, notemos que �1(g) = [g, g] ⊆ n y �2(g) = [[g, g], [g, g]] ⊆
[n, n] = 0. Tenemos entonces que g es un álgebra de Lie soluble.

Definición 2.7. Definimos recursivamente

�0(g) := g, �1(g) := [g, g], �:+1(g) := [�:(g), g], : ∈ N.
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La colección decreciente
g = �0 ⊇ �1 ⊇ �2 ⊇ ...

se llama serie central descendente. Diremos que g es nilpotente si existe : ∈ N tal que �:(g) = 0.

Definición 2.8. Para cada álgebra de Lie g existe un único ideal soluble maximal, llamado
el radical de g. También existe un único ideal nilpotente maximal, que recibe el nombre de
nilradical de g.

Ejemplo 2.9. Retomandoel Ejemplo 2.3, comoel álgebradeLie es soluble se tieneque el radical
es g. Notemos además que el ideal n es nilpotente (por definición es �1(n) = [n, n] = 0).
Si � no es nilpotente es fácil ver que n es el nilradical de g, caso contrario resulta que g es
nilpotente.

Definición 2.10. Sean g un álgebra de Lie, a ⊂ g una subálgebra de Lie y b ⊂ g un ideal
tales que g = a ⊕ b como espacio vectorial. A nivel de álgebras de Lie, el corchete de g queda
determinado por los respectivos corchetes de a, de b y por los ad- |b para cada - ∈ a. Esta
estructura de álgebra de Lie se denota por g = a n b y se llama producto semidirecto (interno).

Ejemplo 2.11. Sea g el álgebra de Lie sobre R=+1 con base {41, 42, ..., 4=+1} y corchete de Lie
dado por

[4=+1, 48] = �48 ∀1 ≤ 8 ≤ =, [48 , 4 9] = 0 ∀1 ≤ 8 , 9 ≤ =,

donde � es tal que su última fila y columna son cero. Llamemos �1 a la submatriz de � que
se obtiene de eliminar la última fila y columna. Notemos que a nivel de espacio vectorial se
tiene g = R ⊕ R= . Además el corchete de Lie está determinado por los corchetes (nulos) de
cada uno de los términos de la descomposición, y por �1 = ad 4=+1 |R= . Es claro que R es una
subálgebra de Lie de g y que, por la forma que tiene la matriz �, R= es un ideal (abeliano)
de g. Resulta entonces que g = R n R= .

Definición 2.12. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable con una estructura de grupo
tal que las funciones de multiplicación e inversión son diferenciables (i.e. de clase �∞).

Definición2.13. Si� esungrupodeLie y 0 ∈ �, podemos considerar la funcióndiferenciable
!0 : �→ � dada por !0(1) = 01. Si - ∈ X(�) satisface -0 = 3!0 |4-4 ∀0 ∈ � decimos que -
es un campo invariante a izquierda.

Definición 2.14. Dado un grupo de Lie �, si consideramos el conjunto

g = {- ∈ X(�) : - es invariante a izquierda},

entonces g es un espacio vectorial y la función - → -4 es un isomorfismo de g en )4(�).
Además g resulta un álgebra de Lie con el corchete de Lie dado por [+,,] := [-,.]4 con
-,. ∈ g tales que -4 = +,.4 =, (donde [-,.]4 denota al corchete de Lie de los campos -
e . en el punto 4). Decimos que g es el álgebra de Lie de G.
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Definición 2.15. Si g es el álgebra deLie del grupodeLie�, definimos la aplicación exponencial
exp : g → � como exp(-) = 
(1), donde 
 es la curva integral del campo - que satisface

(0) = 4.

Proposición 2.16. Sea � un grupo de Lie tal que � ⊂ GL=(R) es un subgrupo cerrado. Si g es el
álgebra de Lie de �, entonces

g = {- ∈ gl=(R) : 4 C- ∈ � ∀C ∈ R},

donde por 4(·) denotamos a la función exponencial de matrices.

Ejemplo 2.17. Sea� = SL=(R). Como es un subgrupo cerrado deGL=(R), el resultado anterior
nos dice cómo calcular su álgebra de Lie. Notemos que 4 C- ∈ SL=(R) para todo C ∈ R si y
sólo si det(4 C-) = 1 para todo C ∈ R. Como det(4 C-) = 4 C tr- , se tiene que - ∈ g si y sólo si
- ∈ gl=(R) y tr- = 0.

El siguiente resultado será fundamental para entender la relación entre las ágebras de
Lie y los grupos de Lie que consideraremos en las próximas secciones.

Teorema 2.18. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de
grupos de Lie simplemente conexos y el conjunto de clases de isomorfismo de álgebras de Lie.

2.2. Curvatura de Ricci
Introduciremos algunas definiciones que están relacionadas con la curvatura de Ricci

para variedades Riemannianas y luego nos concentraremos en dar la expresión del operador
de Ricci en el caso de un grupo de Lie soluble.

Definición 2.19. Una conexión afín en una variedad diferenciable " es una función

∇ : X(") × X(") → X(")
(-,.) ↦→ ∇-.

que satisface:

a) ∇ 5 -1+6-2. = 5∇-1. + 6∇-2., para cada 5 , 6 ∈ �∞("), -1, -2, . ∈ X(").

b) ∇-(0.1 + 1.2) = 0∇-.1 + 1∇-.2, para cada 0, 1 ∈ R, -,.1, .2 ∈ X(").

c) ∇-( 5 .) = 5∇-. + -( 5 )., para cada 5 ∈ �∞("), -,. ∈ X(").

Definición 2.20. Si (",∇) es una variedad diferenciable con una conexión afín, la torsión
de ∇ es la aplicación ) : X(") × X(") → X(") dada por )(-,.) = ∇-. − ∇.- − [-,.],
donde [·, ·] denota al corchete usual de campos. Si ) = 0, entonces decimos que la conexión
es simétrica o libre de torsión.
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Definición 2.21. Unamétrica Riemanniana 6 en una variedad diferenciable" es una elección
diferenciable de un producto interno 6? en cada espacio tangente )?". Decimos que el par
(", 6) es una variedad Riemanniana.

Definición 2.22. Si (", 6) es una variedad Riemanniana, una conexión ∇ en " se dice
compatible con 6 si para cada -,., / ∈ X(") se satisface

-(6(., /)) = 6(∇-., /) + 6(.,∇-/).

Teorema 2.23. Dada una variedad Riemanniana (", 6), existe una única conexión compatible con
6 y simétrica.

Definición 2.24. La conexión del teorema anterior es la conexión de Levi-Civita de (", 6).

Definición 2.25. Si (", 6) es una variedad Riemanniana y ∇ su conexión de Levi-Civita, se
definen:

El tensor de curvatura de Riemann, Rm : X(") × X(") → End (X(")) dado por

Rm(-,.) = ∇-∇. − ∇.∇- − ∇[-,.].

La cuvatura seccional en el punto ? ∈ ", K : �A2()?") → R, dada por

K(-,.) =
6?(Rm(-,.)., -)
|- |2 |. |2 − 6?(-,.)2

,

donde �A2()?") denota al conjunto de subespacios de dimensión 2 de )?".

El tensor de Ricci de (", 6) en el punto ? ∈ ", Rc : )?" × )?" → R dado por

Rc(-,.) =
∑
8

6?(Rm(-8 , -)., -8),

si {-8} es una base ortonormal (respecto de 6?) de )?".

El operador de Ricci de (", 6) en el punto ? ∈ ", Ric : )?" → )?" dado por

6?(Ric(-), .) = Rc(-,.).

Ahora daremos una fórmula para el operador de Ricci de una métrica invariante a
izquierda en un grupo de Lie soluble (, es decir un grupo de Lie simplemente conexo
cuya álgebra de Lie s es soluble . Fĳaremos {-1, ..., -=} una base de s y consideraremos el
producto interno 〈·, ·〉 que hace de {-1, ..., -=} una base ortonormal.
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Definición 2.26. Una métrica Riemanniana 6 en un grupo de Lie � se dice invariante a
izquierda si

60(3!0 |4 ·, 3!0 |4 ·) = 64(·, ·) ∀0 ∈ �,

donde !0 es la traslación a izquierda por 0.

Observación 2.27. Notemos que dado un producto interno 〈·, ·〉 en el álgebra de Lie g de� (i.e.
64(·, ·) = 〈·, ·〉), definiendo 60(·, ·) := 〈3!0−1 |4 ·, 3!0−1 |4 ·〉 obtenemos una métrica invariante a
izquierda. Esto será útil pues cuando tengamos un producto interno en el álgebra de Lie de
un cierto grupo de Lie �, consideraremos la métrica invariante a izquierda inducida en �
por la construcción anterior.

Sea 6 la métrica invariante a izquierda en ( definida como en la Observación 2.27.
Consideraremos la descomposición ortogonal del álgebra de Lie s = a ⊕ n, donde n es el
nilradical de s.

Definición 2.28. Definimos:

" : s→ s el operador simétrico dado por

〈"-,.〉 = − 1
2

∑
〈[-, -8], -9〉〈[., -8], -9〉

+ 1
4

∑
〈[-8 , -9], -〉〈[-8 , -9], .〉,

para cada -,. ∈ s.

� : s→ s el operador simétrico dado por 〈�-,.〉 = tr ad- ad. para cada -,. ∈ s.

El vector de curvatura media, como el único elemento� ∈ a tal que 〈�, -〉 = tr ad- para
todo - ∈ s.

El operador de Ricci de ((, 6) está dado por (ver [8, Section 4]):

Ric = " − 1
2� − ((ad�), (2.1)

donde ((ad�) = 1
2(ad� + ad�C) es la parte simétrica de ad�. Si - ∈ n, . ∈ a podemos

escribir de manera más explícita:

〈Ric.,.〉 = −1
2 ‖[.,.8]‖

2 − tr ((ad. |n)2,
〈Ric., -〉 = −1

2

∑
〈[.,.8], [-,.8]〉 − 1

2 tr (ad. |n)C ad- |n − 1
2 〈[�,.], -〉,

〈Ric-, -〉 = 1
4

∑
〈[.8 , .9], -〉2 + 1

2 〈[ad.8 |n, (ad.8 |n)C](-), -〉

− 1
2

∑
〈[-, -8], -9〉2 + 1

4

∑
〈[-8 , -9], -〉2 − 〈[�, -], -〉,

14



donde {.8} y {-8} son bases ortonormales de a y n respectivamente (para ser coherentes
con nuestra notación anterior donde {-1, ..., -=} era una base ortonormal de s, podemos
considerar que .8 = -:8 , para :8 ∈ {1, ..., =} un subconjunto de índices).

2.3. Grupos de Lie estáticos
Para poder definir variedad estática será necesario introducir la definición de ciertas estruc-

turas geométricas involucradas y recordar algunas nociones básicas de álgebra multilineal.
Definiremos también la conexión de Chern y la forma de Chern-Ricci. Por último nos cen-
traremos en la definición en el caso de los grupos de Lie, que será de nuestro particular
interés.

Definición 2.29. Sea + un espacio vectorial y +∗ su dual. Una k-forma en + es una función
$ : + : → R :-lineal y alternante. Denotaremos por Λ:(+∗) al espacio vectorial de las :-
formas en+ . Recordemos que para una variedad diferenciable" de dimensión< podemos
definir una k-forma diferencial $, con : ≤ <, mediante una elección diferenciable de una
$? ∈ Λ:()?"∗) para cada ? ∈ ". Una :-forma diferencial $ se dice cerrada si 3$ = 0, donde
3 denota a la derivada exterior.

Definición 2.30. Sea " una variedad diferenciable de dimensión 2=. Una estructura casi-
compleja � sobre " es una elección diferenciable de una transformación lineal �? : )?" →
)?" tal que �?2 = −� para cada ? ∈ ".

Una métrica Riemanniana 6 en la variedad casi-compleja (", �) es compatible si 6(�·, �·) =
6(·, ·). En tal caso decimos que (", 6, �) es una variedad casi-hermitiana.

Decimos que (", $, 6, �) es casi-Kähler si (", 6, �) es una variedad casi-hermitiana y $ es
una 2-forma cerrada tal que $(·, ·) = 6(� ·, ·). Una variedad casi-Kähler (", $, 6, �) es Kähler
si � es integrable, i.e.

[�-, �.] = [-,.] + �[�-, .] + �[-, �.] ∀-,. ∈ X("). (2.2)

Si $ es una 2-forma diferencial cerrada no degenerada (i.e. $?(E, F) = 0 para todo F ∈ )?"
si y sólo si E = 0) en ", entonces decimos que el par (", $) es una variedad simpléctica.

Observación 2.31. Es inmediatode las definiciones anteriores que si (", $, 6, �) es casi-Kähler,
entonces (", $) es una variedad simpléctica.

Recordemos de la sección anterior la definición de la conexión de Levi-Civita. Si con-
sideramos una variedad dotada de una estructura casi-hermitiana, podemos definir otra
conexión de la misma manera: como la única que cumple ciertas propiedades.

Definición 2.32. Sea (", $, 6, �) una variedad con una estructura casi-hermitiana (con
$(·, ·) = 6(�·, ·)). La conexión de Chern, que denotaremos por ∇� , se define como la úni-
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ca conexión hermitiana (i.e ∇�$ = 0,∇� 6 = 0,∇� � = 0) tal que su torsión )� satisface
)�(�·, �·) + )�(·, ·) = 0.

Alternativamente puede ser definida en términos de la conexión de Levi-Civita de (", 6)
como (ver [9, Section 2]):

∇�-. = ∇-. +
1
2(∇- �)�..

Esta nueva conexión tiene asociado su tensor de curvatura, tal como sucedía con el tensor
de curvatura de Riemann para Levi-Civita en la Definición 2.25.

Definición 2.33. En este contexto, la forma de Chern-Ricci ? de (", $, 6, �) se define como

?(-,.) =
∑
8

6(('-,.)48 , �48),

donde R es el tensor de curvatura de ∇� y {�48 , 48} es un marco local ortonormal.

Definición 2.34. Una variedad casi-Kähler (", $, 6, �) se dice estática si existe algún 2 ∈ R
tal que 

? = 2$,

Ric� = � Ric .
(2.3)

Observación 2.35. La segunda ecuación nos dice que la variedad tiene tensor de Ricci hermi-
tiano, lo cual es equivalente a

Ricac = 0,

donde Ricac = 1
2(Ric+� Ric �) es el operador de Ricci anticomplexificado.

Definición 2.36. Sea � un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Una :-forma diferencial $ en
� se dice invariante a izquierda si

(!0$)4 ∗ = $4 ∀0 ∈ �,

donde (!0$)4 ∗ denota al pullback de !0$ en el elemento neutro del grupo, dado por:

(!0$)∗4(-1, ..., -:) = $0(3!0 |4(-1), ..., 3!0 |4(-:)) para cada -1, ...-: ∈ g.

Consideraremos ahora un grupo de Lie casi-Kähler invariante a izquierda (�, $, 6, �).
Es decir que (�, $, 6, �) es una estructura casi-Kähler donde � es un grupo de Lie, 6 es
una métrica invariante a izquierda y $ es la 2-forma invariante a izquierda correspondiente.
Denotaremos por g al álgebra de Lie de � y por [·, ·] a su corchete de Lie.

En este contexto, una 2-forma no degenerada invariante a izquierda $ es cerrada si y sólo
si

$([-,.], /) + $([., /], -) + $([/, -], .) = 0, ∀-,., / ∈ g. (2.4)
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Definición2.37. Consideremosunaestructura casi-hermitiana invariante a izquierda ($, 6, �)
en un grupo de Lie � con álgebra de Lie g. Entonces la forma de Chern-Ricci ? de (�, $, 6, �)
está dada por (ver [9, Section 2]):

?(-,.) = −1
2 tr � ad [-,.] + 1

2 tr ad �[-,.], ∀-,. ∈ g. (2.5)

El operador de Chern-Ricci % está definido por ? = $(%·, ·).

Podemos reescribir (2.3) de forma equivalente en términos del operador de Chern-Ricci
como 

% = 2�,

Ricac = 0.
(2.6)

En general optaremos por utilizar esta expresión al estudiar grupos de Lie estáticos, en lugar
de (2.3).
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Capítulo 3

Álgebras de Lie casi-abelianas

Dado un espacio vectorial real g de dimensión 2=, podemos dotarlo de una estructura
de álgebra de Lie soluble como sigue: si � es una matriz real de tamaño (2= − 1) × (2= − 1) y
{41, ..., 42=} es una base de g, definimos el corchete de Lie �� tal que n := span {41, ..., 42=−1}
es un ideal abeliano y ad 42= |n := �. De esta manera se obtiene el álgebra de Lie (g, ��).
Denotaremos por �� al grupo de Lie simplemente conexo cuya álgebra de Lie es (g, ��),
enfatizando la dependencia de A.

Sabemos que si (g, �� , $, 6, �) es casi-Kähler, entonces existe una base {41, ..., 42=} de g
tal que 6 es la métrica invariante a izquierda inducida por el producto interno respecto del
cual dicha base es ortonormal (Observación 2.27), y:

$ = 41 ∧ 42= + $1, � =



0 0 −1

0 �1 0

1 0 0


, (3.1)

donde {4 8} denota a la base dual de {48}, $1 es una 2-forma no degenerada sobre n1 :=
span {42, . . . , 42=−1} y $1 = 6(�1·, ·) ([9, Section 4]). En esta sección consideraremos las álge-
bras de Lie casi-Kähler (g, �� , $, 6, �) con ($, 6, �) como arriba.

Definición 3.1. Dos álgebras de Lie casi-Kähler (g1, $1, 61, �1) y (g2, $2, 62, �2) se dicen equi-
valentes si existe un isomorfismo de álgebras de Lie ! : g1→ g2 tal que $1 = !∗$2, 61 = !∗62
y �1 = !∗�2.

Teorema 3.2. [9, Proposition 4.1] Toda álgebra de Lie casi-Kähler con un ideal abeliano de codimen-
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sión uno es equivalente a

(g, �� , $, 6), � =


0 EC

0 �1


,

para algún 0 ≥ 0, E ∈ R2=−2 y �1 ∈ sp($1) (i.e. �C1�1 + �1�1 = 0).

En [9, Section 4] se computan el operador de Chern-Ricci %, el operador de Ricci Ric y
Ricac de un álgebra de Lie casi-Kähler (g, �� , $, 6):

% =



−02 −
( 1

2�
C
1E + 0E

) C 0

0 0 −�1
( 1

2�
C
1E + 0E

)
0 0 −02


, (3.2)

Ric =


1
2[�, �C] − 0((�) 0

0 − tr ((�)2


=



−02 + 1
2 |E |2 (12�1E − 0E)C 0

1
2�1E − 0E 1

2[�1, �
C
1] −

1
2EE

C − 0((�1) 0

0 0 −02 − 1
2 |E |2 − tr ((�1)2


,

(3.3)

Ricac =



1
2
(
|E |2 + tr ((�1)2

) ( 1
4�1E − 0

2E
) C 0

1
4�1E − 0

2E
1
2[�1, �

C
1] − 0((�1) − 1

2(EEC)02 �1
( 1

4�1E − 0
2E

)
0

(
�1

( 1
4�1E − 0

2E
) ) C −1

2
(
|E |2 + tr ((�1)2

)

. (3.4)

En las expresiones anteriores recordemos que ((�) denota a la parte simétrica de �.
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Proposición 3.3. Un grupo de Lie casi-Kähler (�� , $, 6, �) es estático si y sólo si

� =


0 0

0 �1


,

con �1 antisimétrica (i.e. � ∈ u(= − 1)) y tal que �C1�1 + �1�1 = 0.

Demostración. De (3.2) y (3.4) se deduce que (�� , $, 6, �) es estático si y sólo si % = 0 y
Ricac = 0 , lo cual vale si y sólo si 0 = 0, E = 0 y ((�1) = 0. �

Corolario 3.4. Un grupo de Lie casi-Kähler (�� , $, 6, �) es estático si y sólo si es Ricci-flat y
Chern-flat (i.e. % = 0).

Demostración. Inmediato del resultado anterior y de la expresión (3.3). �

Para un grupo de Lie (�, 6) con álgebra de Lie g, la curvatura seccional está dada por la
siguiente fórmula:

K(-,.) = −3
4 |[-,.]|

2 − 1
2 6([-, [-,.]], .) − 1

2 6([., [., -]], -) (3.5)
+ |*(-,.)|2 − 6(*(-, -), *(.,.)) ∀-,. ∈ g,

donde*(-,.) = −1
2(ad-)C(.) − 1

2(ad.)C(-).
Observación 3.5. En el caso de un grupo de Lie (�� , 6) se tiene:

*(42= , 42=) = 0,
*(42= , -) = −1

2�
C-,

*(-,.) = 6(((�)-,.)42= ,
(3.6)

para -,. ∈ n cualesquiera.

Corolario 3.6. Un grupo de Lie casi-Kähler (�� , $, 6, �) es estático si y sólo si 6 es flat (i.e. tiene
curvatura seccional cero).

Demostración. Consideremos un plano � = 〈242= + -,.〉, con -,. ∈ n. Por (3.5) y (3.6)
tenemos:

K(242= + -,.) = −3
4 2

2 |�. |2 − 1
2 2

26(�2.,.) − 1
2 6(−2[., �.], 242= + -)

+ |2*(42= , .) +*(-,.)|2 − 6(22*(42= , 42=) + 22*(42= , -)
+*(-, -), *(.,.))
= −3

4 2
2 |�. |2 − 1

2 2
26(�., �C.) + | − 1

2 2�
C. + 6(((�)-,.)42= |2
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− 6(−1
2 2

2�C- + 6(((�)-, -)42= , 6(((�).,.)42=)
= −3

4 2
2 |�. |2 − 1

2 2
26(�., �C.) + 1

4 2
2 |�C. |2 + 6(((�)-,.)2

− 6(((�)-, -)6(((�).,.).

Por Proposición 3.3 se tiene que si (�� , $, 6, �) es estático entonces ((�) = 0, luego K(242= +
-,.) = 0 ∀-,. ∈ n. Así (�� , $, 6, �) resulta flat. Recíprocamente, como flat implica Ricci-
flat, por Corolario 3.4 tenemos que (�� , $, 6, �) es estático. �

Observación 3.7. Una prueba alternativa al corolario anterior consiste en notar que en el caso
homogéneo, Ricci-flat implica flat (ver [1]).

Corolario 3.8. Un grupo de Lie casi-Kähler (�� , $, 6, �) es estático si y sólo si es Kähler-Einstein.

Demostración. Tenemos que (�� , $, 6, �) es Kähler si y sólo si Ricac = 0 (ver [9, Section 4]).
Si suponemos que el grupo de Lie es estático entonces tenemos Ricac = 0, lo cual implica
Kähler. También sabemos que estático implica Ric = 0, de modo que resulta Einstein.

Si ahora suponemos que la estructura es Kähler, por la equivalencia mencionada ante-
riormente tenemos Ricac = 0. Observando el bloque superior izquierdo de la matriz Ricac

en (3.4), concluimos que E = tr ((�)2 = 0. Esto implica E = 0 y � antisimétrica, de lo que se
obtiene

Ric = % =



−02 0 0

0 0 0

0 0 −02


.

Si suponemos además que la métrica es de Einstein, entonces 0 = Ric = %. De esta manera
obtuvimos que el grupo de Lie es estático. �

A continuación damos un corolario donde se presenta de manera más compacta lo
hallado en esta sección.

Corolario 3.9. Si (�� , $, 6, �) es un grupo de Lie casi-Kähler, entonces las siguientes son equiva-
lentes:

1. (�� , $, 6, �) es estático.

2. (�� , $, 6, �) es Chern-flat y Ricci-flat.

3. (�� , 6) es flat.

4. (�� , $, 6, �) es Kähler-Einstein.
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Capítulo 4

Álgebras de Lie con nilradical abeliano de
codimensión 2

En esta sección trabajaremos sobre una familia de álgebras de Lie que se obtendrá hacien-
do variar el corchete de Lie sobre un mismo espacio vectorial, en función de dos matrices �
y �. Estudiaremos bajo qué condiciones un grupo de Lie con álgebra de Lie perteneciente a
esa familia es estático.

Sea gunespaciovectorial real dedimensión2= para algún = ≥ 2, conbase {41, 42, . . . , 42=}.
De manera similar a lo hecho en la sección anterior, dotamos a g de una estructura de
álgebra de Lie soluble haciendo de n := span {43, . . . , 42=} un ideal abeliano y definiendo
ad 41 |n := �, ad 42 |n := � y [41, 42] = 0, para � y � dos matrices que conmutan.
Observación 4.1. Cuando tengamos un producto de � o � y unamatriz" de tamaño 2=×2=,
interpretaremos que estamos extendiendo a � y � de la siguiente manera:

�̃ =


0 0

0 �


, �̃ =


0 0

0 �


.

Observación 4.2. La condición de que las matrices � y � conmuten es necesaria para que la
construcción anterior defina un álgebra de Lie. En efecto, la identidad de Jacobi nos impone
que para todo : ≥ 3 se satisfaga

[41, [42, 4:]] + [4: , [41, 42]] + [42, [4: , 41]] = 0.

Podemos escribir la ecuación anterior como [41, �4:] + [42,−�4:] = 0, luego para cada : ≥ 3
debe cumplirse ��4: − ��4: = 0.

En esta sección consideraremos 6 la métrica invariante a izquierda obtenida al fijar en g
el producto interno 64 que hace de {41, 42, . . . , 42=} una base ortonormal (Observación 2.27).
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Fĳaremos además

� :=



0 −1
1 0

. . .

0 −1
1 0


Esta elección de � y 6 nos determina una estructura casi-hermitiana (6, �) sobre un grupo de
Lie ��,� con álgebra de Lie g. Definimos además la 2-forma $(·, ·) := 6(� ·, ·). Denotaremos
por �1 a la matriz de tamaño (2= − 2) × (2= − 2) que se obtiene de eliminar las primeras dos
filas y columnas de �.

Proposición 4.3. Un grupo de Lie (��,� , $, 6, �) es casi-Kähler si y sólo si
�1� + �C �1 = 0,

�1� + �C �1 = 0,
(4.1)

i.e. �, � ∈ sp(= − 1,R).
Demostración. Utilizaremos la fórmula (2.4). Sean 4: , 4 9 ∈ n, luego

3$(41, 42, 4:) = $([41, 42], 4:) + $([42, 4:], 41) + $([4: , 41], 42)
= $(�4: , 41) + $(−�4: , 42)
= 6(��4: , 41) + 6(−��4: , 42),

3$(41, 4 9 , 4:) = $([41, 4 9], 4:) + $([4 9 , 4:], 41) + $([4: , 41], 4 9)
= $(�4 9 , 4:) + $(−�4: , 4 9)
= 6(��4 9 , 4:) + 6(−��4: , 4 9)
= 6(��4 9 , 4:) + 6(�C �4 9 , 4:)
= 6((�� + �C �)4 9 , 4:),

3$(42, 4 9 , 4:) = $([42, 4 9], 4:) + $([4 9 , 4:], 42) + $([4: , 42], 4 9)
= $(�4 9 , 4:) + $(−�4: , 4 9)
= 6(��4 9 , 4:) + 6(−��4: , 4 9)
= 6(��4 9 , 4:) + 6(�C �4 9 , 4:)
= 6((�� + �C �)4 9 , 4:).

Notemos que ��4: , ��4: ∈ n puesto que �4: , �4: ∈ n. Así, por la ortonormalidad de la
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base de g respecto de 6, se tiene que 6(��4: , 41) + 6(−��4: , 42) = 0. Basta reescribir las dos
ecuaciones restantes en términos de �, � y �1 para obtener lo que queríamos probar. �

Proposición 4.4. Si (��,� , $, 6, �) es casi-Kähler, entonces las matrices � y � satisfacen{
(�)28−1,29−1 = −(�)29 ,28 ,
(�)28−1,29−1 = −(�)29 ,28 ,

para cada 1 ≤ 8 , 9 ≤ 2(= − 1).

Demostración. Notemos que �1� es la matriz que se obtiene como resultado de multiplicar
por−1 la fila 2:-ésima de� e intercambiarla por su fila (2:−1)-ésima, para 1 ≤ : ≤ =−1. Por
otra parte, �C �1 es la matriz que se obtiene de multiplicar por −1 la columna (2: − 1)-ésima
de �C e intercambiarla por su columna 2:-ésima, para 1 ≤ : ≤ = − 1. Esto nos produce para
cada 1 ≤ 8 ≤ = − 1, 1 ≤ 9 ≤ 2(= − 1) las igualdades{

(�1�)28 , 9 = (�)28−1, 9 ,

(�1�)28−1, 9 = −(�)28 , 9 .

Y para cada 1 ≤ 8 ≤ 2(= − 1), 1 ≤ 9 ≤ = − 1,{
(�C �1)8 ,29−1 = (�C)8 ,29 = (�)29 ,8 ,
(�C �1)8 ,29 = −(�C)8 ,29−1 = −(�)29−1,8 .

De lo anterior se deduce que (�1�)28 ,29−1 = −(�C �1)28 ,29−1, y de ésto último se sigue que
(�)28−1,29−1 = −(�)29 ,28 para 1 ≤ 8 , 9 ≤ = − 1. �

Observación 4.5. En particular la proposición anterior implica que tr� = tr � = 0. En efecto,
para ambas matrices la traza resulta ser una suma de 2(= − 1) términos que, agrupados de
a pares consecutivos, se cancelan entre sí. Alternativamente, notemos que la Proposición
4.3 nos dice que si (��,� , $, 6, �) es casi-Kähler entonces �1 = �1�1

C �1 (multiplicando por
�1 a izquierda miembro a miembro). De ahí se obtiene que tr�1 = tr �12�1

C = −CA�1, y es
análogo para �.

Proposición 4.6. Un grupo de Lie casi-Kähler (��,� , $, 6, �) es Kähler si y sólo si

� + �1� + �1(� + �1�)�1 = 0. (4.2)

Demostración. Recordemos que la estructura es Kähler si y sólo si

[-,.] + �[�-, .] + �[-, �.] − [�-, �.] = 0 ∀-,. ∈ g.
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Como �41 = 42 y �42 = −41, tenemos

[41, 42] + �[�41, 42] + �[41, �42] − [�41, �42] = �[42, 42] + �[41,−41] − [42,−41] = 0.

Para -,. ∈ n también se cumple la ecuación de arriba, pues �-, �. ∈ n. Nos resta solamente
calcular los casos - = 41, . = 4: y - = 42, . = 4: para cada 3 ≤ : ≤ 2=:

[41, 4:] + �[�41, 4:] + �[41, �4:] − [�41, �4:] = �4: + �[42, 4:] + �[41, �4:] − [42, �4:]
= �4: + �1�4: + �1��14: − ��14: ,

[42, 4:] + �[�42, 4:] + �[42, �4:] − [�42, �4:] = �4: + �[−41, 4:] + �[42, �4:] − [−41, �4:]
= �4: − �1�4: + �1��14: + ��14: .

Notemos que

�1(�4: − �1�4: + �1��14: + ��14:) = �4: + �1�4: + �1��14: − ��14: .

Esto nos dice que la estructura resulta Kähler si y sólo si satisface

� + �1� + �1��1 − ��1 = 0,

lo cual puede reescribirse como

� + �1� + �1(� + �1�)�1 = 0.

�

Proposición 4.7. Todo grupo de Lie casi-Kähler (��,� , $, 6, �) es Chern-flat.

Demostración. Utilizaremos la Ecuación (2.5) para computar la forma de Chern-Ricci de
nuestro grupo de Lie.

Es claro que ?(4 9 , 4:) = 0 para 3 ≤ 9 , : ≤ 2= y para 9 = 1, : = 2. Ahora si 3 ≤ : ≤ 2=,
tenemos

?(41, 4:) = −1
2 tr � ad [41, 4:] + 1

2 tr ad �[41, 4:]
= −1

2 tr � ad�4: + 1
2 tr ad ��4: ,

?(42, 4:) = −1
2 tr � ad [42, 4:] + 1

2 tr ad �[42, 4:]
= −1

2 tr � ad �4: + 1
2 tr ad ��4: .
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Notemos de nuevo que �4: , �4: ∈ n por cómo hemos definido el corchete del álgebra de
Lie. Esto implica inmediatamente que ad�4: , ad �4: tienen traza cero, pues son matrices de
la forma 

0 0

∗ 0


,

donde el bloque superior izquierdo es de tamaño 2 × 2.
De esta observación también se deduce que tr � ad �4: = tr ad ��4: = 0. Lo mismo vale

reemplazando � por �, de modo que resulta ? = 0. �

En nuestra álgebra de Lie g con la métrica 6 que fijamos previamente, se tiene (ver [8,
Section 4]):

Ric =


− tr ((�)2 − tr ((�)((�)
− tr ((�)((�) − tr ((�)2 0

0 1
2[�, �C] + 1

2[�, �C] − (tr�)((�) − (tr �)((�)

 .
(4.3)

Recordemos que por la Observación 4.5, si la estructura es casi-Kähler se tiene que las
trazas de � y � son cero. Luego obtenemos:

Ric =


− tr ((�)2 − tr ((�)((�)
− tr ((�)((�) − tr ((�)2 0

0 1
2[�, �C] + 1

2[�, �C]

 , (4.4)

Ricac =


1
2(tr ((�)2 − tr ((�)2) − tr ((�)((�)
− tr ((�)((�) 1

2(tr ((�)2 − tr ((�)2) 0

0 (12[�, �C] + 1
2[�, �C])02

 .
(4.5)

Proposición 4.8. Para un grupo de Lie casi-Kähler (��,� , $, 6, �) las siguientes son equivalentes:

1. La métrica es de Einstein.

2. La métrica es Ricci-flat.

3. � y � son antisimétricas.

27



4. La métrica es flat.

Demostración. Recordemos que la métrica es de Einstein si y sólo si Ric = 2� para algún
2 ∈ R. Notemos que esto implica tr Ric = 2=2.

Probaremos ahora la equivalencia entre los dos primeros ítems. Supongamos que vale
Ric = 2� para algún 2 ∈ R, entonces por (4.4) se tiene

tr Ric = − tr ((�)2 − tr ((�)2 + 1
2(tr [�, �

C] + tr [�, �C])
= 22 + 1

2(tr [�, �
C] + tr [�, �C])

= 22,

pues tr [�, �C] = tr [�, �C] = 0. Resulta entonces 2=2 = 22, luego debe ser 2 = 0 y así Ric = 0.
La recíproca es clara.

Supongamos ahora que la métrica es Ricci-flat, entonces se tiene que 0 = tr ((�)2 =
tr ((�)((�)C . La última igualdad nos dice que ((�) = 0, es decir que � es antisimétrica. Lo
mismo vale para � y se prueba repitiendo el razonamiento. Por último, si � y � son ambas
antisimétricas entonces la métrica resulta Ricci-flat, observando (4.4).

Para la última equivalencia basta recordar que en el caso homogéneo Ricci-flat implica
flat (ver [1]). �

Corolario 4.9. Un grupo de Lie (��,� , $, 6, �) es estático si y sólo si

�1� + �C �1 = 0,
�1� + �C �1 = 0,
tr ((�)2 − tr ((�)2 = 0,
tr ((�)((�) = 0,
�1([�, �C] + [�, �C])�1 + [�, �C] + [�, �C] = 0.

Demostración. Es inmediato de la Proposición 4.3 y de la expresión (4.5). �

4.1. Dimensión 6

Nos interesará entender los grupos de Lie estáticos ��,� de dimensión 6, de manera tal
que la tarea de hallar ejemplos resulte menos ardua. No nos detendremos en hacer esto en
dimensión 4, pues los grupos de Lie con tensor de Ricci hermitiano en esa dimensión ya se
ha estudiado de manera más general en [3].

En este caso las matrices � y � a considerar serán de tamaño 4 × 4. Recordemos que
para obtener un ejemplo estático, estas matrices deben estar sujetas a las restricciones de la
Proposición 4.9. Dejaremos expresadas algunas de ellas.
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Proposición 4.10. Si (��,� , $, 6, �) es un grupo de Lie casi-Kähler de dimensión 6, entonces

� =


01 02 03 04
05 −01 06 07
−07 04 08 09
06 −03 010 −08


, � =


11 12 13 14
15 −11 16 17
−17 14 18 19
16 −13 110 −18


.

Demostración. Utilizaremos la Condición (4.1) de la Proposición 4.3. Notemos que ese re-
sultado nos impone las mismas ecuaciones para ambas matrices, luego nos bastará hacer
los cálculos para �. Comenzaremos denotando por 08 9 a los coeficientes 8 9-ésimos de �.
Computando obtenemos:

�1� + �C �1 =


0 −022 − 011 −023 + 041 −024 − 031

022 + 011 0 013 + 042 014 − 032
−041 + 023 −042 − 013 0 −044 − 033
031 + 024 032 − 014 033 + 044 0


,

e igualando la matriz a 0 se deducen las siguientes igualdades:

022 = −011,

044 = −033,

031 = −024,

041 = 023,

042 = −013,

032 = 014.

Notemos que las primeras dos ya se deducían de la Proposición 4.4. Ahora renombramos:

08 = 018 para cada 1 ≤ 8 ≤ 4,
05 = 021,

06 = 023,

07 = 024,

08 = 033,

09 = 034,

010 = 043.

De esta manera se obtienen las matrices del enunciado. �

Observación 4.11. La condición de que� y � conmuten (necesaria para la identidad de Jacobi)
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no se dejará expresada para dimensión 6, ya que no aporta una mejor interpretación para
los ejemplos.

Proposición 4.12. Si (��,� , $, 6, �) es un grupo de Lie casi-Kähler de dimensión 6, entonces es
Kähler si y sólo si 

201 − 15 − 12 = 0,
211 + 05 + 02 = 0,
−07 + 03 − 16 − 14 = 0,
06 + 04 − 17 + 13 = 0,
208 − 110 − 19 = 0,
010 + 09 + 218 = 0.

(4.6)

Demostración. Utilizaremos las igualdades de (4.2) para dos matrices � y � como en la
Proposición 4.3. Notemos que

� + �1� =


01 − 15 02 + 11 03 − 16 04 − 17
05 + 11 −01 + 12 06 + 13 07 + 14
−07 − 16 04 + 13 08 − 110 09 + 18
06 − 17 −03 + 14 010 + 18 −08 + 19


,

�1(� + �1�)�1 =


01 − 12 05 + 11 −07 − 14 06 + 13
02 + 11 −01 + 15 04 − 17 −03 + 16
03 − 14 06 − 17 08 − 19 010 + 18
04 + 13 07 + 16 09 + 18 −08 + 110


.

Luego (� + �1�) + �1(� + �1�)�1 es igual a
201 − 15 − 12 211 + 02 + 05 03 − 16 − 07 − 14 04 − 17 + 06 + 13
211 + 05 + 02 −201 + 12 + 15 06 + 13 + 04 − 17 07 + 14 − 03 + 16

−07 + 03 − 16 − 14 04 + 13 + 06 − 17 208 − 19 − 110 218 + 09 + 010
06 + 04 − 17 + 13 −03 + 07 + 14 + 16 218 + 010 + 09 −208 + 19 + 110


.

Igualando a cero esta última matriz y descartando las ecuaciones no linealmente inde-
pendientes, se obtiene lo enunciado. �
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Capítulo 5

Ejemplos de estructuras estáticas
invariantes

5.1. Ejemplos diagonales
Sean�, �matrices diagonales de tamaño 2(=−1)×2(=−1), = ≥ 2. Dado que dosmatrices

así siempre conmutan podemos considerar la estructura de álgebra de Lie inducida por ellas,
construida como se detalla en la Sección 4.

La estructura resulta casi-Kähler si y sólo si se satisface (4.1). Utilizando el mismo argu-
mento que en la Proposición 4.4, esa condición puede reescribirse como

(�)28−1,28−1 = −(�)28 ,28 , (�)28−1,28−1 = −(�)28 ,28 ∀1 ≤ 8 ≤ 2= − 1. (5.1)

Nos resta ver bajo qué condiciones Ricac = 0, y lo haremos utilizando (4.5). Es claro que
por ser matrices diagonales se tiene 0 = [�, �C] = [�, �C], luego el bloque inferior izquierdo
de Ricac es 0. Mirando el bloque superior derecho, obtenemos que Ricac = 0 si y sólo si
1
2(tr�2 − tr �2) = 0 y tr ((�)((�) = 0. En este caso, esto último es equivalente a que se
satisfagan tr�� = 0 y

=−1∑
8=1
(�)228 ,28 =

=−1∑
8=1
(�)228 ,28 (5.2)

Proposición 5.1. Si (��,� , $, 6, �) es un grupo de Lie casi-Kähler tal que � y � son matrices
diagonales, entonces es Kähler si y sólo si � = � = 0.

Demostración. Para �, � diagonales y suponiendo que la estructura es casi-Kähler, por (4.1)
se tiene que �1��1 = � y ��1 = −�1�. Luego

�1(� + �1�)�1 = �1��1 − ��1
= � + �1�.
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Recordemos que la estructura es Kähler si y sólo si se cumple (4.2), es decir si y sólo si
2(� + �1�) = 0.

Ahora notemos que la Proposición 4.4 nos permite escribir a las matrices � y � de la
forma

� =



01 0 0 . . . 0 0
0 −01 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 0< 0
0 0 0 . . . 0 −0<


, � =



11 0 0 . . . 0 0
0 −11 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 1< 0
0 0 0 . . . 0 −1<


,

con < = 2(= − 1), si 2= es la dimensión del grupo de Lie. Así, se tiene que

� + �1� =



01 11 0 . . . 0 0
11 −01 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 0< 1<

0 0 0 . . . 1< −0<


.

Luego hemos probado que la estructura es Kähler si y sólo si

11 = 0,
01 = 0,
...

1< = 0,
0< = 0,

es decir si y sólo si � = � = 0. �

Ejemplo 5.2. Construimos para cada = ≥ 2 un álgebra de Lie de dimensión 2=, eligiendo
las matrices � y � de la siguiente forma: para cualquier A ∈ R distinto de cero definimos
(�)2(=−1),2(=−1) = A, (�)28 ,28 = 0 para 1 ≤ 8 ≤ = − 2 y (�)2,2 = A, (�)28 ,28 = 0 para 2 ≤ 8 ≤ = − 1,
e imponemos la Condición (5.1).

Proposición 5.3. Un grupo de Lie (��,� , $, 6, �) con � y � como en el Ejemplo 5.2 es estático,
estrictamente casi-Kähler y tiene métrica no Ricci-flat.

Demostración. Por cómo las hemos definido las matrices � y � satisfacen (4.10), lo cual nos
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dice que la estructura es casi-Kähler. Además es claro que tr�� = 0, y se cumple (5.2) pues

=−1∑
8=1
(�)228 ,28 = (�)

2
2,2 = A

2 = (�)22(=−1),2(=−1) =
=−1∑
8=1
(�)228 ,28 .

Así, un grupo de Lie perteneciente a la familia del Ejemplo 5.2 resulta estático.

Para ver que la métrica no es Ricci-flat, basta notar que por (4.4) tenemos

Ric =


−2A2 0

0 −2A2 0

0 0

 .
Por último, la Proposición 5.1 nos asegura que como � y � no son cero, entonces se trata de
estructuras estrictamente casi-Kähler. �

5.2. Ejemplos en dimensión 6

Ejemplo 5.4. Si elegimos

� =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


, � =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,

entonces tenemos dos matrices simétricas que satisfacen �� = �� = 0. En particular con-
mutan y tr ((�)((�) = tr�� = 0. Si observamos la forma de Ric en (4.4), vemos que la
simetría de � y � nos dice que el bloque inferior derecho será 0. Para ver que esta elección
nos produce un ejemplo estático nos resta comprobar que tr ((�)2 = tr ((�)2. Notemos que

�2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


, �2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,

luego tr ((�)2 = tr�2 = 2 = tr �2 = tr ((�)2. Así hemos verificado que este ejemplo es
estático según la Proposición 4.9, y además
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Ric =


−2 0
0 −2

0

0 0

 ,
osea que resulta noRicci-flat. Observemos que bajo la notación de la Proposición 4.3 tenemos
que 08 = 1, 12 = 1, 15 = 1 y el resto de los coeficientes son 0, luego 208 − 110 − 19 = 2 ≠ 0. Esto
nos dice que no se satisfacen todas las igualdades de (4.2) y por lo tanto la estructura no es
Kähler.
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Capítulo 6

Ejemplos de variedades estáticas
compactas de dimensión ≥ 6

Definición 6.1. Sea � un grupo de Lie. Decimos que Γ es un lattice en � si es un subgrupo
discreto y cocompacto de � (i.e. �/Γ es compacto).

Definición 6.2. Un grupo de Lie soluble conexo y simplemente conexo � con nilradical # se
llama casi-nilpotente si su nilradical tiene codimensión uno. En tal caso se tiene � = R n! # ,
para alguna acción ! de R en # .

Un grupo de Lie casi-nilpotente con nilradical abeliano # = R= se llama un grupo de Lie
casi-abeliano. En este caso la acción ! está dada por

! = 4 C ad-=+1 ,

donde C ∈ R, -=+1 = %C y = = dim# .

A continuación se enuncia un criterio para la existencia de lattices en grupos de Lie
casi-abelianos:

Proposición 6.3. [2, Proposition 2.1] Sea � = R n! R= un grupo de Lie soluble casi-abeliano.
Entonces � admite un lattice si y sólo si existe un C0 ≠ 0 para el cual !(C0) puede ser conjugado a
una matriz entera.

Recordemos la familia de álgebras de Lie estudiada en la Sección 3 de este trabajo.
Cualquier álgebra de Lie perteneciente a dicha familia puede expresarse como producto
semidirecto de la forma R n R2=−1, luego el grupo de Lie simplemente conexo �� resulta
casi-abeliano (de acuerdo con la definición 6.2). El resultado anterior nos dice que para � de
tamaño (2= − 1) × (2= − 1), el grupo de Lie �� admite un lattice si y sólo si

4
� = ��1�
−1, (6.1)
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para algún �1 ∈ SL2=−1(Z), 
 ∈ R distinto de cero y � ∈ GL2=−1(R). En ese caso, un lattice
está dado por (ver [9, Section 4.5]):

Γ = exp (Z
42= n �Z2=−1).

Consideremos ahora el álgebra de Lie g = a nR4, donde a denota al subespacio de sl4(R)
generado por las siguientes matrices diagonales:

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


.

Observación 6.4. No habrá ambigüedad al referirnos al producto semidirecto g = a n R4

porque consideraremos, como es natural, que ad- |R4 = - para cada - ∈ a.
Observación 6.5. Sea h un álgebra de Lie con nilradical abeliano de codimensión 2, definida
como en la Sección 4 de este trabajo. Supongamos que lasmatrices que inducen su estructura
de álgebra de Lie forman una base de a. Entonces g es isomorfa como álgebra de Lie a h,
pues el espacio vectorial de base coincide y el corchete claramente también.

El grupo de Lie simplemente conexo correspondiente a esta álgebra de Lie está dado
por � = exp(a) n R4, lo cual nos sitúa por fuera del caso casi-nilpotente de la Proposición
6.3. A continuación seguiremos un procedimiento similar al utilizado en [4, Section 2] para
fabricarnos un lattice en este grupo de Lie. Sean �, � ∈ a tales que{

4� = )�1)−1

4� = )�1)−1,

para ciertos �1, �1 ∈ (!4(Z) y ) ∈ �!4(R). Si denotamos por Λ al grupo abeliano libre
generado por {)�1)−1, )�1)−1}, entonces tenemos lo siguiente:

Λ ⊂ exp(a).
Podemos comprobarlo notando que si " ∈ Λ entonces existen 8 , 9 ∈ N tales que

" =()�1)
−1)8()�1)

−1)9

=(4�)8(4�)9

=4 8�+9� ∈ exp(a),

donde la última igualdad es válida porque � y � conmutan.

Λ es un subgrupo de exp(a).
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Λ es discreto, pues Λ ' Z2 como grupos.

exp(a)/Λ es compacto, pues exp(a)/Λ ' R2/Λ y éste último es compacto dado que
R2/Z2 lo es.

Así, hemos visto que Λ es un lattice en exp(a). Si definimos

Γ = Λ n )Z2=−2, (6.2)

entonces tenemos que:

Γ es un subgrupo de �.

Sean ("1, G), ("2, H) ∈ Γ. Tenemos que

("1, G) · ("2, H)−1
=("1, G) · ("2

−1,−H)
=("1"2

−1, G −"1H),

Como "1 ∈ Λ, H ∈ )Z2=−2, entonces existen :, < ∈ N y / ∈ Z2=−2 tales que

"1H =()�1)
−1):()�1)

−1)<)/
=)�1

:�1
<)−1)/

=)�1
:�1

</.

Notemos que como �1 y �1 eran matrices con coeficientes en Z, obtuvimos que"1H ∈
)Z2=−2. Así resulta ("1, G) · ("2, H)−1 ∈ Γ.

Γ es discreto, pues Λ y )Z2=−2 son dos subgrupos discretos de �.

Γ es cocompacto. Esto vale porque exp(a)/Λ y R2=−2/)Z2=−2 lo son.

Consideraremos las siguientes matrices diagonales:

� =


01 0 0 0
0 −01 0 0
0 0 02 0
0 0 0 −02


, � =


11 0 0 0
0 −11 0 0
0 0 12 0
0 0 0 −12


Nos concentraremos primero en la matriz �. Para hallar coeficientes 01, 02 tales que

4� = )�1)−1 con �1 ∈ SL4(Z), es condición necesaria que el polinomio característico ? de
4� tenga coeficientes en Z. Notemos que

?(G) =G4 − (4−02 + 4 02 + 4−01 + 4 01)G3

+ (2 + 4−(01+02) + 4(01−02) + 4−(01−02) + 4(01+02))G2
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− (4−02 + 4 02 + 4−01 + 4 01)G + 1,

luego deben satisfacerse{
4−02 + 4 02 + 4−01 + 4 01 ∈ Z,
4−(01+02) + 4(01−02) + 4−(01−02) + 4(01+02) ∈ Z.

Supongamos ahora 01 = ln 21 y 02 = ln 22 con 21, 22 a determinar. Reemplazando en las
ecuaciones anteriores obtenemos


1
22
+ 22 +

1
21
+ 21 ∈ Z,

1 + 21
2 + 22

2 + 21
222

2

2122
∈ Z.

Equivalentemente, 
21 + 22

221 + 22
122 + 22

2122
∈ Z,

1 + 21
2 + 22

2 + 21
222

2

2122
∈ Z.

Eligiendo 21 = 1 y 22 =
3 ±
√

5
2 se obtiene el polinomio característico

?(G) = G4 − 5G3 + 8G2 − 5G + 1,

cuyas raíces son 1, 3 +
√

5
2 y 3 −

√
5

2 , donde la raíz 1 tiene multiplicidad 2.

Bajo esta elección de coeficientes es fácil ver que 4� es semejante a la matriz

�1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 3


∈ SL4(Z),

pues tienen la misma forma de Jordan. Más explicitamente podemos escribir 4� = )�1)−1,
donde

) =



1√
5

5+3
√

5
10 0 0

− 1√
5

5−3
√

5
10 0 0

0 0 1√
5

5+3
√

5
10

0 0 − 1√
5

5−3
√

5
10


.
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Si tomamos

� =



0
0

ln
(
3 ±
√

5
2

)
− ln

(
3 ±
√

5
2

)

,

� =



ln
(
3 ±
√

5
2

)
− ln

(
3 ±
√

5
2

)
0

0


,

entonces 4� se conjuga a la matriz

�1 =


0 −1 0 0
1 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


∈ SL4(Z)

mediante la misma ) que habíamos considerado antes. Es decir que hemos hallado
�1, �1 ∈ SL4(Z) y ) ∈ GL4(R) tales que:{

4� = )�1)−1

4� = )�1)−1.

Esto nos dice que Γ definido como en (6.2), es un lattice en �. Notemos además que
{�, �} es una base de a, luego por la Observación 6.5 se tiene que ��,� admite lattice.

Habiendo hallado este lattice consideraremos la variedad compacta��,�/Γ. Veremos que
es posible dotarla de una estructura geométrica, definida mediante la de �, que preserve
ciertas propiedades.

Lema6.6. [10, Ex. 3.6] Sea ("̃, 6̃)una variedadRiemanniana y� : "̃ → " un cubrimiento. Si 6̃ es
invariante por toda transformación del cubrimiento, entonces existe una única métrica Riemanniana
6 en " tal que 6̃ = �∗6.

Consideremos ahora "̃ = ��,�, " = ��,�/Γ y � : ��,� → ��,�/Γ la proyección al
cociente. Si tenemos 6̃ una métrica Riemanniana en "̃, aplicando el lema anterior obte-
nemos una métrica 6 en ��,�/Γ. Podemos aplicar el resultado anterior porque el grupo
de transformaciones del cubrimiento en este caso es precisamente Γ, y la métrica resulta
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invariante por Γ puesto que lo es por � (en el sentido de la invariancia a izquierda). Renom-
bremos como ($̃, 6̃ , �̃) a la estructura casi-Kähler fijada previamente para ��,�. Entonces la
métrica 6 obtenida viene acompañada por la 2-forma $ definida por �∗$ = $̃. También
podemos considerar � dada por �∗� = �̃, i.e. 3�−1�3� = �̃. Notemos que la definición es
buena también en este caso, pues � es un difeomorfismo local. Esto último nos dice que
3�|? : )?��,� → )�(?)��,�/Γ es un isomorfismo para cada ? ∈ ��,�.

Proposición 6.7. (��,�/Γ, $, 6, �) es una variedad compacta con una estructura estrictamente
casi-Kähler estática cuya métrica no es de Einstein.

Demostración. La compacidad ya fue probada previamente. Veremos primero que la es-
tructura es casi-Kähler. Como 6̃(�̃·, �̃ ·) = 6̃(·, ·) tenemos que �∗6(�̃ ·, �̃ ·) = �∗6(·, ·), es decir
6(3�(3�−1�3�)·, 3�(3�−1�3�)·) = 6(3�·, 3�·). Obtenemos así 6(�3�·, �3�·) = 6(3�·, 3�·).
Además 0 = 3$̃ = 3(�∗$) = �∗(3$), de lo que resulta 3$ = 0. Notemos que si la estructura
del cociente fuese Kähler entonces lo sería también la del grupo de Lie, lo cual no ocurre.
Así obtuvimos que la estructura geométrica es estrictamente casi-Kähler.

Lo siguiente es comprobar que la variedad es estática. En este caso utilizaremos la expre-
sión (2.3). Como lasmétricas son localmente isométricas obtenemosque la condicióndeseada
para el operador de Ricci de (��,�/Γ, 6) se cumple. Para la condición que debe cumplir la
forma de Chern-Ricci ?, si recordamos que en este caso el grupo de Lie (��,� , $̃, 6̃ , �̃) era
Chern-flat, resulta ? = 0.

Por último, la métrica en el cociente no es de Einstein debido a la isometría local existente
con la métrica del grupo de Lie. �

Observación 6.8. Para cada = ≥ 3, podemos construir una variedad de dimensión 2= de la
forma ��,�/Γ que satisfaga las propiedades de la Proposición 6.7. Para ello consideramos
las siguientes matrices � y �: si A = ln(3±

√
5

2 ), entonces definimos (�)2(=−1)−1,2(=−1)−1 = A,

(�)2(=−1),2(=−1) = −A, (�)8 ,8 = 0 para cada 1 ≤ 8 ≤ 2(= − 2) y (�)1,1 = A, (�)2,2 = −A, (�)8 ,8 = 0
para cada 3 ≤ 8 ≤ 2(= − 1). Imitando lo hecho en el caso de dimensión 6 se ve que ��,�
admite un lattice Γ, de modo que ��,�/Γ resulta una variedad compacta de dimensión
2=. La estructura casi-Kähler a considerar se construye repitiendo exactamente el mismo
procedimiento que antes, por lo tanto vale la Proposición 6.7 también en este caso.
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