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RESUMEN

Una ecuacion especialmente sofisticada para evolucionar variedades casi-Kdhler es el
flujo de curvatura simpléctico, introducido por Streets-Tian en [11]. Los puntos fijos de este
flujo, que reciben el nombre de estructuras estaticas, son objetos de gran interés y han pre-
sentado dificultades en su estudio. En dimensién 4, Streets-Tian y Kelleher probaron que
estas estructuras presentan ciertas condiciones de rigidez. En este trabajo se muestra que a
partir de dimensién 6 esas propiedades de rigidez ya no son vélidas, y se dan los primeros
ejemplos de estructuras estaticas que no son ni Kéhler ni Einstein.

ABSTRACT

A specially sophisticated equation that evolves almost-Kdhler manifolds is the symplectic
curvature flow, introduced by Streets-Tian in [11]. The fixed points of this flow, which are
called static structures, are objects of interest whose study has presented difficulties. In
dimension 4, Streets-Tian and Kelleher have proved certain conditions of rigidity that hold
for these structures. We show that in dimension 6 and above, these rigidity properties are
no longer valid, and we give the first examples of static structures that are not Kédhler nor
Einstein.
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Capitulo 1

Introduccion

El flujo de curvatura simpléctico, introducido por Streets-Tian en [11], es una ecuacién de
evolucién especialmente sofisticada utilizada en anélisis geométrico y geometria diferen-
cial. Mediante este flujo geométrico evolucionan las estructuras casi-Kéhler, i.e., métricas
Riemannianas compatibles con estructuras simplécticas en una variedad diferenciable M.
Cada una de estas estructuras estd definida por una terna (w, g, J), donde g es una métrica,
J una estructura casi-compleja, w es una 2-forma cerrada no degeneraday w = g(J-,-). La
ecuacion del flujo de curvatura simpléctico es

%a) =-2p,
%g _ _zpl,l(,,],) — 2Rc20H02.

donde p es la forma de Chern-Ricci de (w, ), Rc es el tensor de Ricci de g, p'! = %(p(-, )+
p(J-, )y Rc?0+02 = %(Rc(-, ) = Re(J+, J-)). Para més informacion referimos a [9], donde se
estudia este flujo para el caso de estructuras invariantes a izquierda en grupos de Lie.

Una de las razones por la cual esta evolucion es considerada muy complicada es que
tanto la estructura simpléctica como la métrica evolucionan, determinando también una
evolucién para la estructura casi-compleja. En particular, el estudio de los puntos fijos del
flujo ha presentado grandes dificultades. Dichos puntos fijos son los andlogos de las métricas
de Einstein para el flujo de Ricci y son llamados estructuras estdticas: estructuras casi-Kdhler
tales que para algtin c € R se cumple

p=cw,
Ric] = J Ric,

donde Ric es el operador de Ricci de la métrica. En consecuencia, en este caso la evoluciéon
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estd dada simplemente por

w(t) = (-2t + 1w,

g(t) = (=2ct +1)g,

Jit) =17,
donde (w, g, J) es la estructura inicial en ¢ = 0. Notemos que las estructuras Kahler-Einstein
son trivialmente estdticas pues en ese caso se tiene p = Rc(J+, ) y Ric = ¢, y en consecuencia
p=cw.

Una métrica o estructura casi-hermitiana que satisface Ric] = | Ricesllamada de curvatura
de Ricci Hermitiana, la cual es una condicién bastante fuerte. Notemos que es necesaria para
que la estructura sea estatica. En [3], Fino prueba que en dimensién 4 todo grupo de Lie
conexo dotado de una estructura casi-Kéhler de curvatura de Ricci Hermitiana es soluble.
Mas atn, prueba que todos resultan isométricos a una tinica estructura en un tinico grupo
de Lie. En [7], Lauret demuestra que ningtin grupo de Lie nilpotente admite una estructura
casi-hermitiana de curvatura de Ricci Hermitiana.

En dimensién 4 se han obtenido los siguientes resultados de rigidez para estructuras
estaticas:

= En [11] Corollary 9.5], Streets y Tian prueban que toda variedad diferenciable compacta de
dimension 4 con estructura estitica es Kdahler-Einstein.

» Mas recientemente, Kelleher obtuvo lo siguiente en [5], Proposition 5.1]: Sea (M, w, g, ])
una variedad diferenciable completa (no necesariamente compacta) de dimension 4 con estruc-
tura estdtica con constante ¢ < 0. Si existe Co > 0 tal que Vol(Br) < CoR*y ||Rm||i2 < Cy,
entonces la estructura es Kihler-Einstein.

El principal objetivo de este trabajo es mostrar que a partir de dimensién 6, estas propie-
dades de rigidez ya no son vélidas. Damos los primeros ejemplos de estructuras estaticas
que no son ni Kéhler ni Einstein, los cuales consisten en estructuras invariantes a izquierda
en ciertos grupos de Lie solubles. Todos estos ejemplos tienen constante ¢ = 0. También
probamos que algunos de estos grupos admiten lattices, lo cual produce ejemplos de estruc-
turas estéticas en variedades compactas en toda dimensién mayor o igual a 6 que no son
Kéhler ni Einstein.

En el Capitulo 2 se presentan algunos preliminares. En el capitulo siguiente se estudian
las estructuras estédticas en dlgebras de Lie casi-abelianas, concluyendo que admitir una
estructura estética es equivalente a una serie de condiciones, entre las cuales destacamos
admitir métrica flat y ser Kéhler-Einstein. En el Capitulo 4 se obtienen resultados mas
alentadores respecto a la existencia de estructuras estaticas, estudiando esta condicién en
algebras de Lie con nilradical abeliano de codimensién 2. En este caso se considera una
familia de algebras de Lie que dependen de dos matrices A y B, y se obtienen resultados
basados en propiedades de estas matrices. Al final del capitulo se trata mas en detalle el
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caso de dimensién 6. En el Capitulo 5 se dan los primeros ejemplos de estructuras estéticas
en dimensién 2n para n > 3, los cuales no son ni Kihler ni Einstein. Finalmente, en el altimo
capitulo se prueba que algunos de los ejemplos hallados anteriormente admiten lattices.
Con esto obtenemos una estructura estatica en una variedad compacta de dimensién 6, que
no resulta ni Kdhler ni Einstein. Ademds el procedimiento utilizado para obtener dicha
estructura se generaliza para cualquier dimensién mayor o igual a 6.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introduciremos definiciones y resultados basicos necesarios para el desa-
rrollo del trabajo. Nuestro objeto de estudio abarca conceptos sobre algebras de Lie, grupos
de Lie, algunas nociones de conexiones, curvatura y estructuras geométricas en variedades
Riemannianas. Para la seccién de algebras y grupos de Lie la bibliografia consultada fue [6],
mientras que para el resto se consultaron [10] y algunas publicaciones citadas internamente.

2.1. Algebras de Lie y grupos de Lie

Definicién 2.1. Sea F un cuerpo. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre F dotado
de una operacién bilineal [+, ] : g X g — g, llamada corchete de Lie, que satisface:

a) [X, X] = 0 para todo X € g (equivalente a [X, Y] = —[Y, X] para cuerpos con caracte-
ristica distinta de 2).

b) La identidad de Jacobi

(X, [V, Z] + 1Y, [Z, X1 + [Z,[X, Y]] = O,

paracada X,Y, Z € g.

En este trabajo todas las édlgebras de Lie que se considerardn serdn algebras sobre el
cuerpo R.

Definicién 2.2. Sea g un algebra de Lie. Para cada X € g definimos ad X : ¢ — g como
(ad X)(Y) = [X, Y]. Notemos que ad X resulta lineal por la bilinealidad del corchete de Lie,
luego ad X € End(g). Podemos definir entonces ad : ¢ — End(g), que asigna a cada X € gla
aplicacion lineal ad X.



Ejemplo 2.3. Consideremos el espacio vectorial g = R* con base {e1, 3, 3, e4}. Definimos
sobre este espacio vectorial un corchete de Lie mediante

[ei,ej] =0 paracadal <i,j <3, [ey, e;]=aijer+azer+azes paracadal <i<3.

Por definicién de corchete de Lie se tiene que [e;, es] = —[es, ¢;] paracada 1 < i < 3, luego
podemos escribir:

a1 ap a3 O 0 00 —ay

a1 dp2 A3 0 0 0O —Aan; .
ad ey ts am s 0 ad e; 00 0 —ay para cada i

0 0 0 0 000 O

Denotaremos por A a la matriz ad e4|,, donde n = span {ey, e, e3}, el espacio generado por
{e1, ez, e3}.

Definicién 2.4. Sea g un élgebra de Lie con corchete de Lie [-,-] y h € g un subespacio
vectorial. Decimos que b es una subdlgebra de Lie de g si [X,Y] € h para cada X,Y € b. Si
[X,Y] € h para cada X € h,Y € g, entonces h) es un ideal. Una subalgebra f) de g se dice
abeliana si [, h] = 0, donde [, h] denota a span{[X,Y]: X, Y € bh}.

Definicién 2.5. Si g es un algebra de Lie, se define recursivamente

D%g):=g, D%g):=[g,8], D*"'(g):=[D"(g),D*(@)], keN.
La coleccién decreciente
g=D"2D'2D?2 ..
recibe el nombre de serie derivada. Diremos que g es soluble si existe k € N tal que D*(g) = 0.
Ejemplo 2.6. Consideremos el dlgebra de Lie g del Ejemplo[2.3] Sean X € 11, Y € gcualesquiera,
entonces podemos escribir X = c1eq + cpex + c3e3, Y = biey + baey + bzes + byey. Notemos que
(ade;)(eg) € nparatodo 1 <i < 3, luego
[X,Y] = cibaer, es] + cobaler, es] + cabales, e4]
= by(c1(ad e1)(eq) + c2(ad e2)(eq) + c3(ad e3)(eq)) € 1.

Es decir, n es un ideal. Mds atn, por cémo hemos definido el corchete se trata de un ideal

abeliano. En vista de lo anterior, notemos que D'(g) = [g,4] € ny D?(g) = [[g, 3], [g,8]] €
[, n] = 0. Tenemos entonces que g es un algebra de Lie soluble.

Definicién 2.7. Definimos recursivamente

C%) =g, Clg):=Ig,0], C*'(g):=[Ckg),g]l, keN.
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La coleccion decreciente
g=C’2>2C'2C?2 ...

se llama serie central descendente. Diremos que g es nilpotente si existe k € N tal que C¥(g) = 0.

Definicién 2.8. Para cada algebra de Lie g existe un tinico ideal soluble maximal, llamado
el radical de g. También existe un tnico ideal nilpotente maximal, que recibe el nombre de
nilradical de g.

Ejemplo2.9. Retomando el Ejemplo[2.3} como el dlgebra de Lie es soluble se tiene que el radical
es g. Notemos ademads que el ideal n es nilpotente (por definicién es D'(n) = [n,n] = 0).
Si A no es nilpotente es facil ver que n es el nilradical de g, caso contrario resulta que g es
nilpotente.

Definicién 2.10. Sean g un 4lgebra de Lie, a C g una subalgebra de Lie y b C g un ideal
tales que g = a ® b como espacio vectorial. A nivel de algebras de Lie, el corchete de g queda
determinado por los respectivos corchetes de a, de b y por los ad X|, para cada X € a. Esta
estructura de 4lgebra de Lie se denota por g = a < b y se llama producto semidirecto (interno).

Ejemplo 2.11. Sea g el dlgebra de Lie sobre R"*1 con base {e1, e, ..., en41} y corchete de Lie
dado por
len+1,ei]l =Ae; V1<i<n, [e,e]=0 VI<ij<n,

donde A es tal que su tltima fila y columna son cero. Llamemos A1 a la submatriz de A que
se obtiene de eliminar la dltima fila y columna. Notemos que a nivel de espacio vectorial se
tiene g = R ® R". Ademas el corchete de Lie estd determinado por los corchetes (nulos) de
cada uno de los términos de la descomposicién, y por Ay = ad e,,+1|r". Es claro que R es una
subélgebra de Lie de g y que, por la forma que tiene la matriz A, R" es un ideal (abeliano)
de g. Resulta entonces que g = R < R".

Definicién 2.12. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable con una estructura de grupo
tal que las funciones de multiplicacién e inversién son diferenciables (i.e. de clase C*).

Definicién 2.13. Si Gesun grupodeLieya € G, podemos considerar la funcién diferenciable
L, : G — G dada por L,(b) = ab. Si X € X(G) satisface X, = dL;|. X, Va € G decimos que X
es un campo invariante a izquierda.

Definicién 2.14. Dado un grupo de Lie G, si consideramos el conjunto
g ={X € X(G) : X es invariante a izquierda},

entonces g es un espacio vectorial y la funcién X — X, es un isomorfismo de g en T,(G).
Ademas g resulta un dlgebra de Lie con el corchete de Lie dado por [V, W] := [X, Y], con
X,Y e gtalesque X, = V,Y, = W (donde [X, Y], denota al corchete de Lie de los campos X
e Y en el punto ¢). Decimos que g es el dlgebra de Lie de G.
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Definicién 2.15. Siges el dlgebra de Lie del grupo de Lie G, definimos la aplicacion exponencial
exp : g = G como exp(X) = a(1), donde a es la curva integral del campo X que satisface
a(0) =e.

Proposicion 2.16. Sea G un grupo de Lie tal que G C GL,(R) es un subgrupo cerrado. Si g es el
dlgebra de Lie de G, entonces

g={X eqgl,(R): X € G VteR}

donde por e") denotamos a la funcién exponencial de matrices.

Ejemplo2.17. Sea G = SL,(R). Como es un subgrupo cerrado de GL, (R), el resultado anterior
nos dice cémo calcular su dlgebra de Lie. Notemos que e!* € SL,(R) para todot € Rsiy
s6lo si det(efX) = 1 para todo t € R. Como det(efX) = e! "X, se tiene que X € g si y s6lo si
Xegl,(R)ytrX =0.

El siguiente resultado serd fundamental para entender la relacion entre las dgebras de
Lie y los grupos de Lie que consideraremos en las préximas secciones.

Teorema 2.18. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de
grupos de Lie simplemente conexos y el conjunto de clases de isomorfismo de dlgebras de Lie.

2.2. Curvatura de Ricci

Introduciremos algunas definiciones que estdn relacionadas con la curvatura de Ricci
para variedades Riemannianas y luego nos concentraremos en dar la expresion del operador
de Ricci en el caso de un grupo de Lie soluble.

Definicién 2.19. Una conexién afin en una variedad diferenciable M es una funcién

V : (M) x X(M) — X(M)
(X,Y) > VxY

que satisface:
a) VixirgxY = fVxY +¢Vx,Y, paracada f, g € C*¥(M), X1, Xa, Y € X(M).
b) Vx(aYs +bY2) =aVxY1 +bVxY,, paracadaa,b eR, X,Y;, Y € X(M).
c) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y,paracada f € C*(M), X,Y € X(M).

Definicion 2.20. Si (M, V) es una variedad diferenciable con una conexién afin, la forsion
de V es la aplicacion T : X(M) x X(M) — ¥(M) dada por T(X,Y) = VxY - VyX - [X,Y],
donde [+, -] denota al corchete usual de campos. Si T = 0, entonces decimos que la conexién
es simétrica o libre de torsion.
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Definicién 2.21. Una métrica Riemanniana g en una variedad diferenciable M es una eleccién
diferenciable de un producto interno g, en cada espacio tangente T, M. Decimos que el par
(M, g) es una variedad Riemanniana.

Definicién 2.22. Si (M, g) es una variedad Riemanniana, una conexién V en M se dice
compatible con g si para cada X, Y, Z € ¥(M) se satisface

X(g(Y,Z2)) =g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ).

Teorema 2.23. Dada una variedad Riemanniana (M, g), existe una tinica conexién compatible con
g Y simétrica.

Definicién 2.24. La conexién del teorema anterior es la conexion de Levi-Civita de (M, g).

Definicién 2.25. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y V su conexién de Levi-Civita, se
definen:

n El tensor de curvatura de Riemann, Rm : X(M) x X(M) — End (¥(M)) dado por

Rm(X, Y) = vay - VyVX — V[X/y].

= La cuvatura seccional en el punto p € M, K: Grp(T,M) — R, dada por

Rm(X,Y)Y,X
K(X,Y) = gp(Rm( ) )2,
| X2Y]? = gp(X,Y)

donde Grz(T, M) denota al conjunto de subespacios de dimensién 2 de T, M.

= El tensor de Ricci de (M, g) en el punto p € M, Rc: T, M x T, M — R dado por

Re(X,Y) = ) g(Rm(X;, X)Y, X)),

si {X;} es una base ortonormal (respecto de g,) de T, M.

= El operador de Ricci de (M, g) en el punto p € M, Ric : T,M — T, M dado por

gp(Ric(X),Y) = Re(X, Y).

Ahora daremos una férmula para el operador de Ricci de una métrica invariante a
izquierda en un grupo de Lie soluble S, es decir un grupo de Lie simplemente conexo
cuya dlgebra de Lie s es soluble . Fijaremos {Xj, ..., X, } una base de s y consideraremos el
producto interno (-, -) que hace de {Xj, ..., X,;} una base ortonormal.
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Definicién 2.26. Una métrica Riemanniana ¢ en un grupo de Lie G se dice invariante a
izquierda si
ga(dLa|e'; dLgle-) = ge('/ ) Va € G,

donde L, es la traslacién a izquierda por 4.

Observacion 2.27. Notemos que dado un producto interno (-, -) en el dlgebra de Lie g de G (i.e.
Qe(-, ) = (-, -)), definiendo g,(-,) := (dL,-1|¢-,dL,-1].) obtenemos una métrica invariante a
izquierda. Esto sera util pues cuando tengamos un producto interno en el dlgebra de Lie de
un cierto grupo de Lie G, consideraremos la métrica invariante a izquierda inducida en G
por la construccién anterior.

Sea g la métrica invariante a izquierda en S definida como en la Observacién
Consideraremos la descomposicién ortogonal del dlgebra de Lie s = a ® n, donde n es el
nilradical de s.

Definicién 2.28. Definimos:
= M :s— sel operador simétrico dado por
(MX,Y) = =1 > (X, Xi], X;([Y, X, X))
+ 1 ) (IX5 X5, XX, X1, ),
paracada X,Y € s.
» B:s— sel operador simétrico dado por (BX,Y) = trad X ad Y paracada X,Y € s.

» Elvector de curvatura media, como el inico elemento H € atal que (H, X) = trad X para
todo X € s.

El operador de Ricci de (S, g) estd dado por (ver [8] Section 4]):
Ric = M — 3B - S(ad H), (2.1)

donde S(ad H) = %(adH +ad H') es la parte simétrica de ad H. Si X € n,Y € a podemos
escribir de manera més explicita:

(RicY,Y) = =3II[Y, YillI* - tr S(ad Y],)?,

(RicY, X) = =3 3 ([¥,Yi], [X, Yil) - }tr (ad Y|.)" ad X[, - }([H, Y], X),
(Ric X, X) =1 > ([¥;, Yj], X)* + 1([ad Yil, (ad Yif1))'](X), X)

=1 IX X X0+ 4 )X, X5, XD — ([H, X, X),
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donde {Y;} y {X;} son bases ortonormales de a y 1 respectivamente (para ser coherentes
con nuestra notacion anterior donde {Xj, ..., X;;} era una base ortonormal de s, podemos
considerar que Y; = Xi,, para k; € {1, ..., n} un subconjunto de indices).

2.3. Grupos de Lie estaticos

Para poder definir variedad estitica serd necesario introducir la definicién de ciertas estruc-
turas geométricas involucradas y recordar algunas nociones béasicas de 4lgebra multilineal.
Definiremos también la conexién de Chern y la forma de Chern-Ricci. Por altimo nos cen-
traremos en la definicién en el caso de los grupos de Lie, que serd de nuestro particular
interés.

Definicién 2.29. Sea V un espacio vectorial y V* su dual. Una k-forma en V es una funcién
@ : VK — R k-lineal y alternante. Denotaremos por AX(V*) al espacio vectorial de las k-
formas en V. Recordemos que para una variedad diferenciable M de dimensién m podemos
definir una k-forma diferencial w, con k < m, mediante una eleccién diferenciable de una
wy € A¥(T,M") para cada p € M. Una k-forma diferencial w se dice cerrada si dw = 0, donde
d denota a la derivada exterior.

Definicion 2.30. Sea M una variedad diferenciable de dimensioén 2n. Una estructura casi-
compleja | sobre M es una eleccion diferenciable de una transformacion lineal J, : T,M —
T,M tal que ]pz = —] paracadap € M.

Una métrica Riemanniana g en la variedad casi-compleja (M, ]) es compatible si g(J-,]-) =
g(+,-). En tal caso decimos que (M, g, ]) es una variedad casi-hermitiana.

Decimos que (M, w, g, ]) es casi-Kihler si (M, g, ]) es una variedad casi-hermitianay w es
una 2-forma cerrada tal que w(-, ) = g(J-, -). Una variedad casi-Kdhler (M, w, g, J) es Kihler
si | es integrable, i.e.

UX,JY]I=[X,Y]+]JJX, Y]+ ][X,]JY] VX,Y e X(M). (2.2)

Si w es una 2-forma diferencial cerrada no degenerada (i.e. w,(v, w) = 0 para todo w € T, M
siy s6lo si v = 0) en M, entonces decimos que el par (M, w) es una variedad simpléctica.

Observacion 2.31. Esinmediato de las definiciones anteriores que si (M, w, g, J) es casi-Kédhler,
entonces (M, w) es una variedad simpléctica.

Recordemos de la seccion anterior la definicidon de la conexion de Levi-Civita. Si con-
sideramos una variedad dotada de una estructura casi-hermitiana, podemos definir otra
conexién de la misma manera: como la tinica que cumple ciertas propiedades.

Definicién 2.32. Sea (M, w, g,]) una variedad con una estructura casi-hermitiana (con
w(-,) = g(J-,-)). La conexién de Chern, que denotaremos por V<, se define como la tni-
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ca conexién hermitiana (i.e V€w = 0, V¢ g =0, VEJ = 0) tal que su torsién TC satisface
TC(]/]) + TC(_’ ) =0.

Alternativamente puede ser definida en términos de la conexién de Levi-Civita de (M, g)
como (ver [9], Section 2]):
VEY = VXY + L (Vx])TY.

Esta nueva conexidn tiene asociado su tensor de curvatura, tal como sucedia con el tensor
de curvatura de Riemann para Levi-Civita en la Definicion [2.25

Definicién 2.33. En este contexto, la forma de Chern-Ricci p de (M, w, g, ]) se define como

p(X,Y) = Zg((Rx,nei,fei),

donde R es el tensor de curvatura de V¢ y {Jei, ei} es un marco local ortonormal.

Definicién 2.34. Una variedad casi-Kéhler (M, w, g, ]) se dice estdtica si existe algin ¢ € R
tal que
p=cw,
(2.3)
RicJ = J Ric.
Observaciéon 2.35. La segunda ecuacién nos dice que la variedad tiene tensor de Ricci hermi-

tiano, lo cual es equivalente a
Ric* =0,

donde Ric?® = %(Ric +J Ric]) es el operador de Ricci anticomplexificado.

Definicién 2.36. Sea G un grupo de Lie con 4lgebra de Lie g. Una k-forma diferencial w en
G se dice invariante a izquierda si

(Lyw)." = we VYae€G,
donde (L,w)." denota al pullback de L,w en el elemento neutro del grupo, dado por:
(Low)o(X1, ...y Xi) = wa(dLgle(X1), ..., dLg|e(Xk)) paracada Xj, .. Xk € g.

Consideraremos ahora un grupo de Lie casi-Kédhler invariante a izquierda (G, w, g, ]).
Es decir que (G, w, g,]) es una estructura casi-Kédhler donde G es un grupo de Lie, g es
una métrica invariante a izquierda y w es la 2-forma invariante a izquierda correspondiente.
Denotaremos por g al dlgebra de Lie de G y por [, -] a su corchete de Lie.
En este contexto, una 2-forma no degenerada invariante a izquierda w es cerrada siy s6lo
si
w([X,Y],2)+w([Y,Z], X)+ w([Z,X],Y) =0, VX,Y,Z € g. (2.4)
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Definicién 2.37. Consideremos una estructura casi-hermitiana invariante aizquierda (w, g, |)
en un grupo de Lie G con élgebra de Lie g. Entonces la forma de Chern-Ricci p de (G, w, g,])
estd dada por (ver [9, Section 2]):

p(X,Y)=-1trJad[X, Y]+ 1 trad J[X,Y], VX,Y €g. (2.5)

El operador de Chern-Ricci P esta definido por p = w(P-,-).

Podemos reescribir (2.3) de forma equivalente en términos del operador de Chern-Ricci

como
P =cl,

(2.6)
Ric™ = 0.

En general optaremos por utilizar esta expresion al estudiar grupos de Lie estéticos, en lugar

de (2.3).
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Capitulo 3

Algebras de Lie casi-abelianas

Dado un espacio vectorial real g de dimensién 21, podemos dotarlo de una estructura
de algebra de Lie soluble como sigue: si A es una matriz real de tamafio 2n —1) X (2n —1)y
{e1, ..., e2n} es una base de g, definimos el corchete de Lie 4 tal que n := span{ey, ..., €2,-1}
es un ideal abeliano y ad ez, |, := A. De esta manera se obtiene el algebra de Lie (g, ua).
Denotaremos por G4 al grupo de Lie simplemente conexo cuya élgebra de Lie es (g, pa),
enfatizando la dependencia de A.

Sabemos que si (g, ua, w, g, J) es casi-Kdhler, entonces existe una base {ey, ..., e2,} de g
tal que g es la métrica invariante a izquierda inducida por el producto interno respecto del
cual dicha base es ortonormal (Observacién 2.27), y:

0| 0 |-1
w=e'Ae?+w;, J=|0| 1|0 |, (3.1)
1] 0 | 0

donde {e’} denota a la base dual de {e;}, w1 es una 2-forma no degenerada sobre 1y :=
span{ey, ..., e2,-1} y w1 = g(J1-,-) ([9, Section 4]). En esta seccién consideraremos las dlge-
bras de Lie casi-Kéahler (g, us, w, g, J) con (w, g, ) como arriba.

Definicién 3.1. Dos algebras de Lie casi-Kahler (91, w1, 1, J1) v (82, @2, §2, J2) se dicen equi-
valentes si existe un isomorfismo de algebras de Lie ¢ : g1 — g2 tal que w1 = @ w2, g1 = ¢* P

yhi=¢.

Teorema 3.2. [9, Proposition 4.1] Toda dlgebra de Lie casi-Kéihler con un ideal abeliano de codimen-
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sion uno es equivalente a

(g/ ha, w, g);

A=

paraalgin a >0, v € R*"2y Ay € sp(w) (ie. ALJ1 + J1A1 = 0).

En [9, Section 4] se computan el operador de Chern-Ricci P, el operador de Ricci Ric y
Ric*® de un élgebra de Lie casi-Kéahler (g, ua, w, g):

Ric

Ric™ =

—a? | - (1Alv + av)’ 0
P=| 0 0 ~N1 (3Alv +av) |,
0 0 —a?
A, A -aS(A)| 0
0 | —trS(A)?
[ —a% + Lo (3410 — av)! 0
TA10—av %[Al,Ai] — Jov! —aS(A1) 0 ,

0

[ 1 (o +tr S(A1)?)

0

(i410 - o)

—a? - %lvl2 —trS(Aq1)? ]

1 _4a
1410 - 50

2[A1, A1 = aS(Ay) — 3(vvf)*e

Ji (3410 - 50)

(7 (3410 - $0))'

2 (Ivl* + tr S(41)?) |

(3.2)

(3.3)

. (34)

En las expresiones anteriores recordemos que S(A) denota a la parte simétrica de A.
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Proposicion 3.3. Un grupo de Lie casi-Kihler (Ga, w, g, ]) es estdtico si y solo si

con Ay antisimétrica (ie. A € u(n — 1)) y tal que AUl + J1A1 =0.

Demostracion. De (3.2) y (3.4) se deduce que (G4, w, g,]) es estatico siy sélosi P = 0y
Ric* =0,locual valesiysélosia =0,v =0y S(A;) =0. O

Corolario 3.4. Un grupo de Lie casi-Kéihler (Ga, w, g,]) es estitico si y solo si es Ricci-flat y
Chern-flat (i.e. P = 0).

Demostracion. Inmediato del resultado anterior y de la expresion (3.3). m]

Para un grupo de Lie (G, g) con algebra de Lie g, la curvatura seccional estd dada por la
siguiente férmula:

K(X, Y) = _% [X, Y]lz - %8([){/ [X/ Y]],Y) - %8([1/1 [Y/ X]]/X) (35)
+|UX,Y)]? - gU(X,X),U(Y,Y)) VX,Yeg,

donde U(X,Y) = —1(ad X)!(Y) — (ad Y)!(X).

Observacion 3.5. En el caso de un grupo de Lie (G4, g) se tiene:

u(€2nz eZn) = 0/
U(en, X) = —3A'X, (3.6)
U(X, Y) = g(S(A)X/ Y)eZH/

para X, Y € n cualesquiera.

Corolario 3.6. Un grupo de Lie casi-Kihler (Ga, w, §,]) es estdtico si y solo si g es flat (i.e. tiene
curvatura seccional cero).

Demostracion. Consideremos un plano o = {cez, + X,Y), con X,Y € n. Por (3.5) y (3.6)
tenemos:

K(cean + X, Y) = =32|AY|? — 1c?g(A%Y,Y) — 1g(—c[Y, AY], cern + X)
+ |cU(ez,, Y) + U(X, Y)|2 - g(cZU(ezn, exn) + 2cU(ez,, X)
+U(X,X),U(Y,Y))
= =3?|AY)? - 1c?g(AY, A'Y) + | — LeATY + g(S(A)X, Y)en|?
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— g(-1A'X + g(S(A)X, X)eaw, §(S(A)Y, Y)ezn)
= —=3?|AY? - 1c?g(AY, AlY) + 12| ATY )P + g(S(A)X, Y)?
- ¢(S(A)X, X)g(S(A)Y,Y).

Por Proposicién 3.3 se tiene que si (Ga, w, g, ]) es estatico entonces S(A) = 0, luego K(cep, +
X,Y)=0VX,Y € n. Asi (G4, w, g,]) resulta flat. Reciprocamente, como flat implica Ricci-
flat, por Corolario 3.4 tenemos que (G4, w, g, ]) es estatico. m|

Observacion 3.7. Una prueba alternativa al corolario anterior consiste en notar que en el caso
homogéneo, Ricci-flat implica flat (ver [1]).

Corolario 3.8. Un grupo de Lie casi-Kéhler (Ga, w, g, ]) es estitico si y solo si es Kihler-Einstein.

Demostracion. Tenemos que (G, w, g, ) es Kahler si y sélo si Ric* = 0 (ver [9) Section 4]).
Si suponemos que el grupo de Lie es estatico entonces tenemos Ric?® = 0, lo cual implica
Kéhler. También sabemos que estatico implica Ric = 0, de modo que resulta Einstein.

Si ahora suponemos que la estructura es Kédhler, por la equivalencia mencionada ante-
riormente tenemos Ric?®® = 0. Observando el bloque superior izquierdo de la matriz Ric
en (3.4), concluimos que v = tr S(A)? = 0. Esto implica v = 0 y A antisimétrica, de lo que se

obtiene _
—a2|0| 0

Ric=P = 0O |0] O

0 |0 —a2_

Si suponemos ademads que la métrica es de Einstein, entonces 0 = Ric = P. De esta manera
obtuvimos que el grupo de Lie es estatico. m|

A continuacién damos un corolario donde se presenta de manera mas compacta lo
hallado en esta seccion.

Corolario 3.9. Si (Ga, w, g,]) es un grupo de Lie casi-Kéhler, entonces las siguientes son equiva-
lentes:

1. (Ga,w, g,]) es estitico.
2. (Ga, w, g,]) es Chern-flat y Ricci-flat.
3. (Ga, g) es flat.

4. (Ga,w, g,]) es Kihler-Einstein.
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Capitulo 4

Algebras de Lie con nilradical abeliano de
codimension 2

En esta seccion trabajaremos sobre una familia de dlgebras de Lie que se obtendra hacien-
do variar el corchete de Lie sobre un mismo espacio vectorial, en funcién de dos matrices A
y B. Estudiaremos bajo qué condiciones un grupo de Lie con 4lgebra de Lie perteneciente a
esa familia es estatico.

Sea g un espacio vectorial real de dimensién 2n paraalgtinn > 2,conbase {e1, ez, ..., €2 }.
De manera similar a lo hecho en la seccién anterior, dotamos a g de una estructura de
algebra de Lie soluble haciendo de 1 := span{es, ..., ez,} un ideal abeliano y definiendo
adeq|y := A,ad ez|, := By [e1,e2] =0, para A y B dos matrices que conmutan.

Observacion 4.1. Cuando tengamos un producto de A o B y una matriz M de tamafio 2n X 2n,
interpretaremos que estamos extendiendo a A y B de la siguiente manera:

Observacion 4.2. La condiciéon de que las matrices A y B conmuten es necesaria para que la
construccién anterior defina un algebra de Lie. En efecto, la identidad de Jacobi nos impone
que para todo k > 3 se satisfaga

le1, [e2, ex]] + [ex, [e1, e2]] + [e2, [ex, e1]] = O.

Podemos escribir la ecuacién anterior como [e1, Bei| + [e2, —Aex] = 0, luego para cada k > 3
debe cumplirse ABey — BAey = 0.

En esta seccién consideraremos g la métrica invariante a izquierda obtenida al fijar en g
el producto interno g, que hace de {ej, e, ..., e2,} una base ortonormal (Observacién 2.27).
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Fijaremos ademas

-1
1 0 |

Esta elecciéon de | y ¢ nos determina una estructura casi-hermitiana (g, J) sobre un grupo de
Lie Ga,p con élgebra de Lie g. Definimos ademads la 2-forma w(-,-) := g(J-, ). Denotaremos
por Ji a la matriz de tamano (2n — 2) X (2n — 2) que se obtiene de eliminar las primeras dos
filas y columnas de J.

Proposicién 4.3. Un grupo de Lie (Ga,p, w, §,]) es casi-Kéhler si y sélo si

1A+ Al =0,
4.1)
JiB+B'J; =0,

ie. A,Besp(n—1,R).

Demostracion. Utilizaremos la férmula (2.4). Sean ek, ej € n, luego

dw(e1, ez, ex) = w([e1, e2], ex) + w([ez, ex], e1) + w([ex, e1], e2)

= w(Beg, e1) + w(—Aeg, ep)
= g(JBek, e1) + g(=JAex, e2),

dw(e1, ej, ex) = w(le1, el  ex) + w(lej, ex], e1) + w([ex, e1], ¢))
= w(Aej, ex) + w(—Aex, e;)
= g(JAej, ex) + g(—JAex, ¢j)
= g(JAej, ex) + g(AJej, ex)
= g(JA+A'])ej, ex),

dw(ez, ej, ex) = w(le, e, ex) + w(lej, ex], e2) + w([ex, e, €))
= w(Bej, ex) + w(—Bey, ej)
= g(JBej, ex) + g(—JBey, ej)
= g(JBej, ex) + g(B'Jej, ex)
= g((JB + B'])ej, ex).

Notemos que JAei, JBex € n puesto que Aeg, Bex € n. Asi, por la ortonormalidad de la
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base de g respecto de g, se tiene que g(JBex, e1) + g(—JAex, e2) = 0. Basta reescribir las dos
ecuaciones restantes en términos de A, By J; para obtener lo que queriamos probar. |

Proposicion 4.4. 5i (Ga,p, w, §,]) es casi-Kihler, entonces las matrices A y B satisfacen

(A)2i-1,2j-1 = —(A)2j 2,
(B)2i-1,2j-1 = —=(B)2j 2i,

paracadal <1i,j <2(n —1).

Demostracion. Notemos que J1A es la matriz que se obtiene como resultado de multiplicar
por —1la fila 2k-ésima de A e intercambiarla por su fila (2k —1)-ésima, paral < k < n—1. Por
otra parte, A'J; es la matriz que se obtiene de multiplicar por —1 la columna (2k — 1)-ésima
de A! e intercambiarla por su columna 2k-ésima, para 1 < k < n — 1. Esto nos produce para
cadal<i<n-1,1<j<2(n-1)lasigualdades

(1A)2i,; = (A)zi-1,j,
(J1A)2i-1,j = —(A)2i ).
Yparacadal <i<2(n-1),1<j<n-1,

{(At]l)i,z]'—l = (AYi2j = (A)j,i,
(A1)i2j = =(ADi2j-1 = =(A)j-1,i-

De lo anterior se deduce que (J1A)2i2j-1 = —(A! J1)2i2j-1, y de ésto tdltimo se sigue que
(A)Zi—l,Zj—l = _(A)Zj,Zi paral <i,j<n-1 a

Observacion 4.5. En particular la proposiciéon anterior implica que tr A = tr B = 0. En efecto,
para ambas matrices la traza resulta ser una suma de 2(n — 1) términos que, agrupados de
a pares consecutivos, se cancelan entre si. Alternativamente, notemos que la Proposiciéon
nos dice que si (Ga,p, w, g,]) es casi-Kédhler entonces Ay = LA (multiplicando por
J1 a izquierda miembro a miembro). De ahi se obtiene que trA; = tr ]12A1t = —trAy, y es
analogo para B.

Proposicion 4.6. Un grupo de Lie casi-Kéhler (Ga,p, w, §,]) es Kihler si y sélo si
A+ 1B+ J1(A+1B)1 =0. (4.2)
Demostracion. Recordemos que la estructura es Kéhler si y sélo si
(X, Y]+ X, Y]+ ]J[X,JY]-[JX,]JY]=0 VX,Y €aq.
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Como Je; = ex y Jep = —eq, tenemos

[e1, e2] + J[Je1, e2] + Jle1, Jea] — [Je1, Je2] = Jlez, e2] + J[e1, —e1] — [e2, —e1] = 0.

Para X, Y € ntambién se cumple la ecuacion de arriba, pues /X, JY € n. Nos resta solamente
calcular loscasos X =¢1,Y =exry X =e, Y =e; paracada 3 < k < 2n:

le1, ex] + J[Je1, ex] + Jle1, Jex] — [Je1, Jex] = Aex + Jlea, ex] + Jle1, Jex] — [e2, Jex]
= Aex + [1Ber + 1AJ1ex — BJhe,

lez, ex] + J[Jea, ex] + Jlea, Jex] — [Je2, Jex] = Bex + J[—e1, ex] + J[e2, Jex] — [—e1, Jex]
= Bey — 1Aex + 1BJiex + AJex.

Notemos que
Ji(Bex — JiAex + JiBJiex + AJiex) = Aex + [1Bex + iAJrex — BJiex.
Esto nos dice que la estructura resulta Kahler si y sélo si satisface
A+ 1B+ J1A]1 - BJ1 =0,
lo cual puede reescribirse como

A+ 1B+ Ji(A+]1B)]; =0.

Proposicion 4.7. Todo grupo de Lie casi-Kéhler (Gap, w, ,]) es Chern-flat.

Demostracién. Utilizaremos la Ecuacién para computar la forma de Chern-Ricci de
nuestro grupo de Lie.

Es claro que p(ej,ex) = Opara3 < j,k < 2nyparaj =1k =2 Ahorasi3 < k < 2n,
tenemos

pler, ex) = —3tr]ad[er, ex] + 3 trad J[eq, ex]
= —JtrJad Ae; + 3 trad JAey,

plez, ex) = —2tr]ad e, ex] + 5 trad J[es, ex]
= —%tr]adBek + %trad]Bek.
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Notemos de nuevo que Aey, Bey € n por como hemos definido el corchete del dlgebra de
Lie. Esto implica inmediatamente que ad Aex, ad Bey tienen traza cero, pues son matrices de
la forma

donde el bloque superior izquierdo es de tamafio 2 X 2.
De esta observacion también se deduce que tr ] ad Bey = trad JBex = 0. Lo mismo vale
reemplazando B por A, de modo que resulta p = 0. m|

En nuestra algebra de Lie g con la métrica ¢ que fijamos previamente, se tiene (ver [8,
Section 4]):

~trS(AR - trS(A)S(B) 0

Ric = —trS(A)S(B)  —trS(B)?
0 | 1[A, A"+ 1[B, B'] - (tr A)S(A) - (tr B)S(B)

(4.3)
Recordemos que por la Observaciéon si la estructura es casi-Kédhler se tiene que las
trazas de A y B son cero. Luego obtenemos:

—trS(A)?2  —trS(A)S(B) 0
Ric = | —trS(A)S(B) —trS(B)? ) 4
0 | 3[A, A"+ (B, B'] (44
L(tr S(B)? — tr S(A)?) —tr S(A)S(B) 0
Ric®® = —tr S(A)S(B) L(tr S(A)* — tr S(B)?)
0 | B[A, A"+ 3B, B'])™
(4.5)

Proposicion 4.8. Para un grupo de Lie casi-Kihler (Gap, w, §,]) las siguientes son equivalentes:
1. La métrica es de Einstein.
2. La métrica es Ricci-flat.

3. Ay B son antisimétricas.
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4. La métrica es flat.

Demostracion. Recordemos que la métrica es de Einstein si y sélo si Ric = cI para algtn
c € R. Notemos que esto implica tr Ric = 2nc.

Probaremos ahora la equivalencia entre los dos primeros items. Supongamos que vale
Ric = cI para algtin ¢ € R, entonces por se tiene

trRic = —tr S(A)* — tr S(B)* + 3 (tr [A, A'] + tr [B, B'])
=2c + 3(tr[A, A'] + tr [B, B'])
= 2c,

pues tr[A, A'] = tr[B, B!] = 0. Resulta entonces 2nc¢ = 2¢, luego debe ser ¢ = 0y asi Ric = 0.
La reciproca es clara.

Supongamos ahora que la métrica es Ricci-flat, entonces se tiene que 0 = tr S(A)? =
tr S(A)S(A)!. La altima igualdad nos dice que S(A) = 0, es decir que A es antisimétrica. Lo
mismo vale para B y se prueba repitiendo el razonamiento. Por tltimo, si A y B son ambas
antisimétricas entonces la métrica resulta Ricci-flat, observando (4.4).

Para la daltima equivalencia basta recordar que en el caso homogéneo Ricci-flat implica
flat (ver [1]). O

Corolario 4.9. Un grupo de Lie (Ga,p, w, g, ]) es estitico si y sélo si

JIA+A'1 =0,

JiB+B'J1 =0,

tr S(B)?> —tr S(A)?> = 0,

tr S(A)S(B) = 0,

Ji([A, A"+ [B,B')1 + [A,A'] + [B,B'] = 0.

A

Demostracién. Es inmediato de la Proposicion .3y de la expresion (4.5). O

4,1. Dimension 6

Nos interesara entender los grupos de Lie estaticos G4 p de dimensién 6, de manera tal
que la tarea de hallar ejemplos resulte menos ardua. No nos detendremos en hacer esto en
dimensioén 4, pues los grupos de Lie con tensor de Ricci hermitiano en esa dimensién ya se
ha estudiado de manera més general en [3]].

En este caso las matrices A y B a considerar serdn de tamafio 4 X 4. Recordemos que
para obtener un ejemplo estatico, estas matrices deben estar sujetas a las restricciones de la
Proposicién 4.9 Dejaremos expresadas algunas de ellas.
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Proposicion 4.10. Si (Ga,g, w, §,]) es un grupo de Lie casi-Kéihler de dimension 6, entonces

ai an as as b1 bz b3 b4
A= W o 4| g bs —b1 be b7
—dy a4 as ag —b7 b4 bg bg
ag —az ayp —as be —bs bip —bs

Demostracion. Utilizaremos la Condicién de la Proposiciéon Notemos que ese re-
sultado nos impone las mismas ecuaciones para ambas matrices, luego nos bastara hacer
los calculos para A. Comenzaremos denotando por 4;; a los coeficientes ij-ésimos de A.
Computando obtenemos:

0 —Ap —a11 —ax +ag  —dx4 — 431
ax +ai 0 a3 + a4 A1s— asp
JhA+ A =
—a41 + a3 —dg —a13 0 —A44 — A33
az1 +ax  aszx —ais 033 + a4 0

e igualando la matriz a 0 se deducen las siguientes igualdades:

A = —ai1,
44 = —a33,
) 31 = —a4,
a4 = azs,
a4 = —a13,
as = ai4.

Notemos que las primeras dos ya se deducian de la Proposicién Ahora renombramos:

a; =ay; paracadal <i<4,
as = 4z,
e = a23,

147 = a4,
asg = ass,
a9 = dasz4,
a1p0 = a43.

De esta manera se obtienen las matrices del enunciado. O

Observacion 4.11. La condicién de que A y B conmuten (necesaria para la identidad de Jacobi)
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no se dejard expresada para dimensién 6, ya que no aporta una mejor interpretacién para
los ejemplos.

Proposicion 4.12. Si (Ga,p, @, g,]) es un grupo de Lie casi-Kdhler de dimension 6, entonces es
Kihler si y solo si

2a1 —bs — by =0,

2b1 +as+ap =0,

< —ay+asz—bg—by =0, (4.6)
ag +aqs —by+b3 =0,

2ag — big—bg =0,

aio + a9 + 2bg = 0.

Demostracién. Utilizaremos las igualdades de (4.2) para dos matrices A y B como en la
Proposicion [4.3] Notemos que

al—b5 a7_+b1 a3—b6 a4—b7
a5+b1 —111+b2 a6+b3 a7+b4

A+B=
h —ay — b6 as + b3 ag — blO ag + bg
ag — b7 —asz + b4 aig + bg —ag + b9
a1 — bz as + b1 —ay — b4 ae + b3
by — b -b - b
hA+hByy = |20 Tt T e

a3 —by agc—by; ag—by ay+bg
(Z4+b3 (Z7+b6 a9+b8 —ag+b10

Luego (A + J1B) + J1(A + J1B)]1 es igual a

2(11—b5—b2 2b1+a2+a5 a3—b6—a7—b4 a4—b7+a6+b3

2b1+a5+a2 —2a1+b2+b5 a6+b3+a4—b7 a7+b4—a3+b6
—ay+a3—bg—by ag+bs+ag—Dby 2ag — bg — byg 2bg + a9 +ay |-
ag+as—by+bs —az+ay+byg+bg 2bg+aig+ag —2ag + bg + b1g

Igualando a cero esta tltima matriz y descartando las ecuaciones no linealmente inde-
pendientes, se obtiene lo enunciado. m|
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Capitulo 5

Ejemplos de estructuras estaticas
invariantes

5.1. Ejemplos diagonales

Sean A, B matrices diagonales de tamafio 2(n —1)x2(n —1), n > 2. Dado que dos matrices
asi siempre conmutan podemos considerar la estructura de dlgebra de Lie inducida por ellas,
construida como se detalla en la Seccién 4.

La estructura resulta casi-Kéhler si y s6lo si se satisface (4.1). Utilizando el mismo argu-
mento que en la Proposicién 4.4} esa condicion puede reescribirse como

(A)i-12i-1 = —(A)2ipi, (B)aic12i-1 = —(B)aipi V1 <i<2n-1. (5.1)

Nos resta ver bajo qué condiciones Ric? = 0, y lo haremos utilizando [.5). Es claro que
por ser matrices diagonales se tiene 0 = [A, A'] = [B, B], luego el bloque inferior izquierdo
de Ric* es 0. Mirando el bloque superior derecho, obtenemos que Ric* = 0 si y sélo si
%(tr A% —trB%) = 0y trS(A)S(B) = 0. En este caso, esto tltimo es equivalente a que se
satisfagantr AB =0y

n-1 n-1
Z(A)gi,Zi = Z(B)%i,Zi (5.2)
i=1 i=1

Proposicion 5.1. Si (Ga, w,g,]) es un grupo de Lie casi-Kihler tal que A y B son matrices
diagonales, entonces es Kihler siy sélo si A = B = 0.

Demostracion. Para A, B diagonales y suponiendo que la estructura es casi-Kéahler, por (4.1)
se tiene que J1AJ1 = Ay BJ1 = —]1B. Luego

Ji(A+ 1B)Ji = 1AJ1 = BJ1
— A+]iB.
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Recordemos que la estructura es Kahler si y sélo si se cumple (4.2), es decir si y s6lo si
2(A + J1B) = 0.

Ahora notemos que la Proposicion 4.4 nos permite escribir a las matrices A y B de la
forma

a 0 O 0 0 by 0 0 0 O

0 —-a1 O 0 0 0 -b1 O 0 O
A= , B=1: ,

0O 0 O a0 o 0 O b O

0 0 O 0 —au |0 0 O 0 —bw

conm = 2(n — 1), si 2n es la dimensién del grupo de Lie. Asi, se tiene que

(a1 by 0O ... 0 0 |
bl —aq o ... 0 0
A+JiB=|: - S
0O O 0 am by
0O O 0 by —ay

Luego hemos probado que la estructura es Kédhler si y sélo si

b1 =0,
a1 =Y,
E
bm =0,
am =Y,
esdecirsiysélosi A =B = 0. O

Ejemplo 5.2. Construimos para cada n > 2 un algebra de Lie de dimensién 2n, eligiendo
las matrices A y B de la siguiente forma: para cualquier » € R distinto de cero definimos
(A)2n-1)2(n-1) = 7, (A)2ipi =0paral < i <n -2y (B)ap=7,(B)iz =0para2 <i<n-1,
e imponemos la Condicién (5.1).

Proposicion 5.3. Un grupo de Lie (Gap, w, g,]) con A y B como en el Ejemplo |5.2| es estitico,
estrictamente casi-Kéhler y tiene métrica no Ricci-flat.

Demostracion. Por cémo las hemos definido las matrices A y B satisfacen (4.10), lo cual nos
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dice que la estructura es casi-Kdhler. Ademads es claro que tr AB = 0, y se cumple (5.2) pues

n-1 n-1

2 _ 2 _ 2 2 _ 2
Z(B)Zi,2i = (B)Z,Z =r = (A)Z(n—l),z(n—l) = Z(A)Zi,Zi'
i=1 i=1

Asfi, un grupo de Lie perteneciente a la familia del Ejemplo [5.2| resulta estatico.

Para ver que la métrica no es Ricci-flat, basta notar que por (4.4) tenemos

212 0
Ric = 0 =2r

Por tltimo, la Proposicién 5.1 nos asegura que como A y B no son cero, entonces se trata de
estructuras estrictamente casi-Kéhler. m|

5.2. Ejemplos en dimensidén 6

Ejemplo 5.4. Si elegimos

o O © O
o O o O
S = O O
o O o O
o O © O

entonces tenemos dos matrices simétricas que satisfacen AB = BA = 0. En particular con-
mutan y tr S(A)S(B) = tr AB = 0. Si observamos la forma de Ric en (#.4), vemos que la
simetria de A y B nos dice que el bloque inferior derecho serd 0. Para ver que esta elecciéon
nos produce un ejemplo estatico nos resta comprobar que tr S(A)? = tr S(B)?. Notemos que

B? =

S O O -
o O = O
o O o O
o O © O

luego tr S(A)? = tr A2 = 2 = trB? = tr S(B)?. Asi hemos verificado que este ejemplo es
estatico seguin la Proposicién4.9] y ademas
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Ric = 0 -2

osea que resulta no Ricci-flat. Observemos que bajo la notacién de la Proposiciéon4.3|tenemos
queag =1,by =1,bs = 1y el resto de los coeficientes son 0, luego 2ag — b1g — bg = 2 # 0. Esto
nos dice que no se satisfacen todas las igualdades de y por lo tanto la estructura no es
Kéahler.
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Capitulo 6

Ejemplos de variedades estaticas
compactas de dimension > 6

Definicién 6.1. Sea G un grupo de Lie. Decimos que I' es un lattice en G si es un subgrupo
discreto y cocompacto de G (i.e. G/I" es compacto).

Definicién 6.2. Un grupo de Lie soluble conexo y simplemente conexo G con nilradical N se
llama casi-nilpotente si su nilradical tiene codimensién uno. En tal caso se tiene G = R <, N,
para alguna accién ¢ de Ren N.

Un grupo de Lie casi-nilpotente con nilradical abeliano N = R” se llama un grupo de Lie
casi-abeliano. En este caso la acciéon ¢ estd dada por

— etaan+1,

p
dondet € R, X;;41 = dy yn =dimN.

A continuacién se enuncia un criterio para la existencia de lattices en grupos de Lie
casi-abelianos:

Proposicién 6.3. [2, Proposition 2.1] Sea G = R =<y, R" un grupo de Lie soluble casi-abeliano.
Entonces G admite un lattice si y sélo si existe un ty # 0 para el cual @(tog) puede ser conjugado a
una matriz entera.

Recordemos la familia de algebras de Lie estudiada en la Seccién 3 de este trabajo.
Cualquier algebra de Lie perteneciente a dicha familia puede expresarse como producto
semidirecto de la forma R < R?"7!, luego el grupo de Lie simplemente conexo G4 resulta
casi-abeliano (de acuerdo con la definicién[6.2). El resultado anterior nos dice que para A de
tamafio (2n — 1) X (2n — 1), el grupo de Lie G4 admite un lattice si y sélo si

e = gAY, (6.1)
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para algtin A; € SLy,-1(Z), @ € R distinto de cero y 0 € GLy,-1(R). En ese caso, un lattice
estd dado por (ver [9, Section 4.5]):

I = exp (Zaey, = 6Z*"1).

Consideremos ahora el algebra de Lie g = a R*, donde a denota al subespacio de sl4(R)
generado por las siguientes matrices diagonales:

1 0 0O 000 O
0 -1 00 000 O
0 0 00" |001 0
0 0 00 000 -1

Observacion 6.4. No habra ambigiiedad al referirnos al producto semidirecto g = a = R*
porque consideraremos, como es natural, que ad X|gs = X para cada X € a.

Observacion 6.5. Sea b un algebra de Lie con nilradical abeliano de codimensién 2, definida
como en la Seccién 4 de este trabajo. Supongamos que las matrices que inducen su estructura
de 4lgebra de Lie forman una base de a. Entonces g es isomorfa como 4lgebra de Lie a b,
pues el espacio vectorial de base coincide y el corchete claramente también.

El grupo de Lie simplemente conexo correspondiente a esta dlgebra de Lie estd dado
por G = exp(a) x R?, lo cual nos sitta por fuera del caso casi-nilpotente de la Proposicién
A continuacién seguiremos un procedimiento similar al utilizado en [4} Section 2] para
fabricarnos un lattice en este grupo de Lie. Sean A, B € a tales que

ed = pA197!
e’ = ¢pB1gp7",

para ciertos Ay, B1 € SL4(Z) y ¢ € GL4(R). Si denotamos por A al grupo abeliano libre
generado por {PpA1¢™, pB1¢~!}, entonces tenemos lo siguiente:

= A C exp(a).

Podemos comprobarlo notando que si M € A entonces existen i, j € N tales que

M =(¢A197) (¢B1971)
=(e")i(e?y
=e'AIB ¢ exp(a),

donde la ultima igualdad es vélida porque A y B conmutan.

» A es un subgrupo de exp(a).
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= A es discreto, pues A =~ Z? como grupos.

= exp(a)/A es compacto, pues exp(a)/A = RZ/A y éste tltimo es compacto dado que
R?/7? 1o es.

Asi, hemos visto que A es un lattice en exp(a). Si definimos
T'=Awxdpz>"2, (6.2)

entonces tenemos que:
» I"es un subgrupo de G.
Sean (M, x), (M, y) € I'. Tenemos que

(M1, x) - (Ma, )" =(My, x)- (M}, —y)
=(M1M2_1, X — Mly),

Como M; € A,y € ¢Z>"~2, entonces existen k, m € Ny Z € Z*'~2 tales que

My =(¢pA19™) (@B1op™)"PZ
=pA1"B1" ¢~ PZ
=pA"B"Z.

Notemos que como A; y By eran matrices con coeficientes en Z, obtuvimos que M1y €
GZ?"~2. Asiresulta (My, x) - (Mg, y)_1 erl.
= T es discreto, pues A y $pZ?"~2 son dos subgrupos discretos de G.

= I es cocompacto. Esto vale porque exp(a)/A y R**72/$Z?"~2 1o son.

Consideraremos las siguientes matrices diagonales:

aa 0 0 O by 0 0 O
A= 0 —a1 0 O  B= 0 -bh 0 O

0 0 a O 0 0 b O

0 0 0 -a 0 0 0 =b

Nos concentraremos primero en la matriz A. Para hallar coeficientes a1, 4, tales que
ed = PA1 q)_l con Ay € SL4(Z), es condicién necesaria que el polinomio caracteristico p de
e’ tenga coeficientes en Z. Notemos que

p(x) =xt — (7" + e + 7 + e™)x°
+ (2 4 em(@+a2) 4 pla1=a2) 4 p=(m1=02) 4 p(01+02)) 42
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—(e™+em+e ™ +eM)x +1,
luego deben satisfacerse

{e‘“Z +e2+e M t+eMe?,

e—(@+az) 4 ola1-a2) 4 o—(a1-a2) 4 o(m+a2) ¢ 7.

Supongamos ahora 41 = Incy; y a; = Incp con ¢y, ¢2 a determinar. Reemplazando en las
ecuaciones anteriores obtenemos

1 1
—+c+—+c1 €7,

(o] C21

1+c1?+c)
c1C2

+-C12C22
€7

Equivalentemente,
cLtcoc1+ i+ o

C1C2

1+c1% +c5 +c1?

C22

e

c1€2

)

3+
2

Eligiendoci =1y co = se obtiene el polinomio caracteristico

p(x) = x* —5x> + 8x*> —5x +1,

3+V5 3-45

3
cuyas raices son 1, > y T donde la raiz 1 tiene multiplicidad 2.

A

Bajo esta eleccion de coeficientes es facil ver que e”* es semejante a la matriz

1 00 O
010 O
Al = L4(Z
1=1g 0 0 —1| €M@,
001 3

pues tienen la misma forma de Jordan. M4s explicitamente podemos escribir e = pA1¢p~!,

donde
54315

% =20 0
_1 53V 0
¢)__ V@ 10
NG 10
5-3v5
0 o -% wf_

38



Si tomamos

B = —ln(Si\/g) ,
2
0
0
entonces e® se conjuga a la matriz
0 -1 00
13 00
By = L(Z
1=lg o 1 of €M@
00 01

mediante la misma ¢ que habiamos considerado antes. Es decir que hemos hallado
A1, B1 € SL4(Z) y ¢ € GL4(R) tales que:

eA — ¢A1¢—1
eb = qulqb_l.

Esto nos dice que T definido como en (6.2), es un lattice en G. Notemos ademds que
{A, B} es una base de a, luego por la Observacic’)n se tiene que G4, g admite lattice.

Habiendo hallado este lattice consideraremos la variedad compacta G4 p/I". Veremos que
es posible dotarla de una estructura geométrica, definida mediante la de G, que preserve
ciertas propiedades.

Lema 6.6. [10, Ex. 3.6] Sea (M, §) una variedad Riemannianay 1 : M — M un cubrimiento. Si § es
invariante por toda transformacion del cubrimiento, entonces existe una tinica métrica Riemanniana
genMtal que § = 1" g.

Consideremos ahora M = Ga, M = Gap/T'ym: Gap — Gap/l la proyecciéon al
cociente. Si tenemos § una métrica Riemanniana en M, aplicando el lema anterior obte-
nemos una métrica g en G g/I. Podemos aplicar el resultado anterior porque el grupo
de transformaciones del cubrimiento en este caso es precisamente I', y la métrica resulta
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invariante por I' puesto que lo es por G (en el sentido de la invariancia a izquierda). Renom-
bremos como (@, §,]) a la estructura casi-Kahler fijada previamente para G, . Entonces la
métrica ¢ obtenida viene acompafiada por la 2-forma w definida por 7*'w = @®. También
podemos considerar | dada por 7*] = 7, ie. dnljdn = f Notemos que la definicién es
buena también en este caso, pues 1 es un difeomorfismo local. Esto tiltimo nos dice que
drt|p : T,Ga,p — Tr(p)Ga,p/T es un isomorfismo para cada p € Ga .

Proposicion 6.7. (Gap/T, w, g,]) es una variedad compacta con una estructura estrictamente
casi-Kihler estdtica cuya métrica no es de Einstein.

Demostracion. La compacidad ya fue probada previamente. Veremos primero que la es-
tructura es casi-Kdhler. Como §(f-,f-) = 3(-,-) tenemos que 7 g(f-,f-) = 1"g(-,-), es decir
¢(dn(dn~'Jdn)., dn(dn~']dr)-) = ¢(dn-,dn-). Obtenemos asi g(Jdn-, Jdn-) = g(dm-,dm).
Ademids 0 = d& = d(n*w) = 7 (dw), de lo que resulta dw = 0. Notemos que si la estructura
del cociente fuese Kdhler entonces lo seria también la del grupo de Lie, lo cual no ocurre.
Asf obtuvimos que la estructura geométrica es estrictamente casi-Kéhler.

Lo siguiente es comprobar que la variedad es estdtica. En este caso utilizaremos la expre-
sién (2.3). Como las métricas son localmente isométricas obtenemos que la condicién deseada
para el operador de Ricci de (Ga,g/TI, g) se cumple. Para la condicién que debe cumplir la
forma de Chern-Ricci p, si recordamos que en este caso el grupo de Lie (G, @, g,f) era
Chern-flat, resulta p = 0.

Por altimo, la métrica en el cociente no es de Einstein debido a la isometria local existente
con la métrica del grupo de Lie. O

Observacion 6.8. Para cada n > 3, podemos construir una variedad de dimensién 2n de la
forma G4 p/I" que satisfaga las propiedades de la Proposicién Para ello consideramos
las siguientes matrices A y B: sir = ln(?’iz‘/g), entonces definimos (A)y(y-1)-1,2(1-1)-1 = 7,
(A)on-1)2(1-1) = =1, (A)i,i =0 paracadal < i <2(n -=2)y (B)11 =7,(B)22 =~7,(B)i,i =0

para cada 3 < i < 2(n — 1). Imitando lo hecho en el caso de dimensién 6 se ve que Ga,g

admite un lattice I', de modo que G4 /T resulta una variedad compacta de dimensién
2n. La estructura casi-Kédhler a considerar se construye repitiendo exactamente el mismo
procedimiento que antes, por lo tanto vale la Proposicién|[6.7] también en este caso.
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